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Resumen

Las preguntas mas importantes de la vida,
de hecho, no son en su mayoria mas que problemas de probabilidad

Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

Este manual, titulado Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica apli-
cada y la ciencia de datos, esta dirigido principalmente al estudiantado del Grado
en Estadistica Aplicada y del Grado en Ciencia de los Datos Aplicada, impartidos
en la Facultad de Estudios Estadisticos de la Universidad Complutense de Madrid.
La asignatura Azar y Probabilidad, a la que esta orientado este manual, forma parte
de las asignaturas basicas impartidas en primer curso de ambos grados.

Este manual tiene como objetivo ofrecer una introduccion clara a los conceptos
fundamentales del azar y la probabilidad, asi como a sus aplicaciones practicas,
proporcionando una comprension sencilla y eficaz, tanto a estos estudiantes como
a cualquier otro interesado. Comienza con los conceptos basicos de probabilidad,
variables aleatorias unidimensionales, continua con las principales distribuciones
aleatorias, tanto discretas como continuas, y finaliza con las variables bidimensio-
nales.

Cada tema incluye diversos ejemplos para ilustrar los conceptos, junto con ejer-
cicios resueltos, ejercicios propuestos y un formulario de autoevaluacion al final,
que permiten al lector comprobar su comprension y reforzar su aprendizaje.

Palabras clave: azar, probabilidad, variables aleatorias, distribuciones aleatorias,
modelos probabilisticos.






Abstract

Life's most important questions are, for the most part,
nothing but probability problems

Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

This book, Playing with Chance: Foundations for Applied Statistics and Data Sci-
ence, is primarily intended for students majoring in Applied Statistics and Applied
Data Science at the Facultad de Estudios Estadisticos de la Universidad Com-
plutense de Madrid. The subject “Azar y Probabilidad” (Chance and Probability)
is a core course taught in the first year of both majors.

This book aims to provide a clear introduction to the fundamental concepts of
chance and probability, along with their practical applications. It offers a simple
and accessible explanation of chance and probability for students and anyone else
interested in the topic. This book starts with basic concepts of probability and one-
dimensional random variables, progresses to the main random distributions (both
discrete and continuous), and concludes with two-dimensional variables.

Each section includes examples to illustrate the concepts, along with solved ex-
ercises, suggested exercises, and a self-assessment at the end of each section to
help readers check their understanding and reinforce their learning.

Keywords: chance, probability, random variables, probability distributions, probabilistic
models.






Introduccion

“Siempre me recuerdo a mi mismo que lo que se observa es, como mucho, una com-
binacion de probabilidades y resultados, no solo resultados.” Esta frase, atribuida a
Nassim Nicholas Taleb (1960-), nos recuerda que detras de cada suceso existe una
compleja interaccion entre el azar y la probabilidad. El azar suele entenderse como
un suceso imprevisible, mientras que la probabilidad es el calculo matematico que
evalua las posibilidades de que un suceso ocurra cuando interviene el azar. La proba-
bilidad se utiliza para modelar la incertidumbre, la variabilidad y el azar.

La vida diaria esta llena de sucesos aleatorios, y la probabilidad nos permite
analizar y comprender las posibilidades de que estos eventos ocurran. Los juegos
de azar se fundamentan en un componente de probabilidad. De hecho, la idea cuan-
titativa del azar surgio por primera vez en las mesas de juego, y la teoria de la
probabilidad comenzé en 1654 con Pascal y Fermat, como una teoria destinada a
los juegos de azar. ;Son equitativos los juegos de azar? En el caso de la loteria, la
probabilidad de ganar es extremadamente baja. Tanto los casinos como las empre-
sas que gestionan estos juegos analizan cuidadosamente las probabilidades y esta-
blecen reglas que les aseguran una ventaja matematica, permitiéndoles maximizar
sus ganancias.

La teoria de la probabilidad estudia los fenomenos aleatorios y estocasticos, y
ha encontrado aplicaciones en practicamente todas las ramas del conocimiento. Por
ejemplo, la teoria de la probabilidad se utiliza en la toma de decisiones empresaria-
les y en el analisis predictivo en markerting. A través de la probabilidad, una em-
presa puede estimar las probabilidades de que los clientes adquieran su producto,
lo que ayuda a las empresas a tomar decisiones de inversion y produccion. Este
enfoque probabilistico no se limita al ambito empresarial, sino que también se ex-
tiende a diversas disciplinas, como la economia, la biologia y la inteligencia artifi-
cial, donde el azar y la probabilidad desempefian un papel crucial en la comprension
y prediccion de fenomenos complejos.

Dada la importancia del azar y la probabilidad, tanto el Grado en Estadistica
Aplicada como el Grado en Ciencia de los Datos Aplicada, que se imparten en la
Facultad de Estudios Estadisticos de la Universidad Complutense de Madrid, han

https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.00
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incluido Azar y Probabilidad como una asignatura basica en primer curso de ambos
grados. El objetivo principal de este manual es proporcionar una introduccion clara
y accesible a los conceptos fundamentales del azar y la probabilidad, asi como a
sus aplicaciones practicas, acercando a estudiantes e interesados a estos temas de
manera efectiva y sencilla. Aunque este manual estd principalmente disefiado para
la asignatura de Azar y Probabilidad, algunos de sus contenidos también pueden
resultar utiles tanto en otros grados como para otras asignaturas de estos grados, un
ejemplo es Descripcion y Exploracion de Datos.

Este manual es el fruto del trabajo de cuatro profesoras: M* Angeles Medina
Sanchez, Ziwei Shu, Rosario Susi Garcia y Rosa Espinola Vilchez. Utiliza como
base el libro publicado por las autoras Susi y Espinola en 2012, al que las profesoras
Medina y Shu han incorporado nuevos ejemplos y modificado algunos contenidos
y la estructura, basandose en su experiencia docente con los estudiantes en los ulti-
mos afos. De esta manera, se adapta el contenido del libro a las necesidades actua-
les de los estudiantes, con el objetivo de facilitarles la comprension de la asignatura
de Azar y Probabilidad. Se ha actualizado con ejemplos practicos adicionales, como
el juego del calamar (en su version académica), la loteria, e incluye formularios de
autoevaluacion para los estudiantes, con el fin de mejorar la comprension del ma-
terial y fomentar su estudio.

La estructura de este manual esta organizada de manera progresiva, desde los
conceptos basicos de probabilidad y las variables aleatorias unidimensionales hasta
las variables aleatorias bidimensionales, distribuida en los siguientes tres modulos:

e El primer mddulo incluye tres temas: en el tema 1 se definen los conceptos
basicos del calculo de probabilidades, como el espacio muestral y los axio-
mas de Kolmogorov, entre otros. La definicion de variable aleatoria unidi-
mensional se presenta en el tema 2, junto con las funciones de probabilidad
asociadas a esta variable. En el tema 3, se introducen las distintas caracte-
risticas de una variable aleatoria unidimensional, agrupadas en tres tipos de
medidas: centralizacion, posicion, dispersion y forma, y funcion generatriz
de momentos.

e El segundo médulo incluye dos temas: en el tema 4 se presentan las princi-
pales distribuciones discretas y sus caracteristicas, mientras que en el tema 5
se abordan las principales distribuciones continuas y sus caracteristicas.

¢ El tercer mddulo incluye dos temas: en el tema 6 se abordan los conceptos
relacionados con las variables aleatorias bidimensionales discretas, mientras
que en el tema 7 se tratan las variables aleatorias bidimensionales continuas.



MODULO 1
Conceptos basicos
y variables aleatorias
unidimensionales

En este modulo se presentan los conceptos fundamen-
tales necesarios para una adecuada comprension de
las variables aleatorias unidimensionales dentro de la
asignatura de Azar y Probabilidad tanto del grado de
Estadistica Aplicada como del grado de Ciencia de los
Datos Aplicada. Se abordan definiciones y caracteristi-
cas de las variables aleatorias unidimensionales, asi
como su clasificacion y aplicacién en el analisis de ex-
perimentos aleatorios.






Tema 1. Introduccion al calculo de
probabilidades

En este tema, se exploran los conceptos fundamentales del calculo de probabilida-
des, comenzando con los experimentos aleatorios, que son aquellos cuyos resulta-
dos no se pueden predecir con certeza de antemano (es decir, estan afectados por la
incertidumbre o azar). A partir de estos experimentos, se define el espacio muestral,
que es el conjunto de todos los posibles resultados; y los sucesos aleatorios, que
son subconjuntos del espacio muestral. Para comprender y calcular estos elementos,
es necesario contar con el conocimiento de variaciones, permutaciones y combina-
ciones. En caso de no tener dominio sobre estos conceptos, se recomienda consultar
los siguientes libros:

Barboianu, C. (2006). Understanding and Calculating the Odds: Probability
Theory Basics and Calculus Guide for Beginners, with Applications in
Games of Chance and Everyday Life. INFAROM Publishing.

Caballero Roldan, R., Hortala Gonzalez, T., Marti Oliet, N., Nieva Soto, S.,
Pareja Lora, A., & Rodriguez Artalejo, M. (2024). Ejercicios resueltos de
matematica discreta (1* edicion). Ibergarceta Publicaciones, S.L.

Para formalizar el estudio de la probabilidad, se introduce la definicion de probabi-
lidad y los axiomas de Kolmogorov, que establecen las reglas basicas que toda
asignacion de probabilidad debe cumplir. También se presentan los distintos tipos
de espacios muestrales, que pueden ser finitos, infinitos numerables o infinitos no
numerables, segun el contexto del experimento aleatorio. Se introducen conceptos
esenciales como la probabilidad condicionada y la independencia de sucesos, que
permiten analizar unos eventos en relacion con otros, asi como el teorema de Bayes
y el teorema de la probabilidad total.
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1.1. Experimento aleatorio y espacio muestral

Experimento aleatorio

Un experimento aleatorio es la reproduccion controlada de un fendmeno en la que
existe incertidumbre sobre el resultado, ya que este depende del azar. Por ejemplo,
al lanzar una moneda no sabemos si saldra cara o cruz; al lanzar un dado, no pode-
mos predecir qué nimero aparecerd. Asimismo, la extraccion de bolas en sorteos y
loterias son experimentos que consideramos aleatorios.

Un experimento aleatorio puede repetirse bajo las mismas condiciones, y se
puede describir el nimero de resultados posibles que pueden ocurrir.

Espacio muestral

Se define el espacio muestral y se denota por {2, como el conjunto de todos los
posibles resultados de un experimento aleatorio. Por ejemplo, en el experimento
consistente en lanzar una moneda equilibrada al aire, el espacio muestral viene dado
por los dos posibles resultados asociados al experimento, esto es, £ =
{cara, cruz}.

Segun los resultados obtenidos, el espacio muestral se puede clasificar en finito
¢ infinito. En la seccion 1.4, se ofrecen mas detalles sobre cada tipo.

Estructura de conjuntos (oc-algebra de conjuntos)

Si consideramos un experimento aleatorio con espacio muestral, (2, distinto del vacio,

nuestro interés se va a centrar en subconjuntos del espacio muestral (sucesos aleato-

rios), por ello es necesario dotar de una estructura al conjunto de subconjuntos de (2.
o o-dlgebra

Sea {2 un conjunto no vacio.
Un o-algebra F' es una clase de subconjuntos de £2 que verifica:
1) NEF.
2) SiA€F,entoncesA €F.
3) {A,}ns1 son elementos de F, se verifica que Uy Ap=1 € F.

En este manual solamente se va a utilizar la maxima c-algebra que se denomina
partes de () y se denota por P ({2), como el conjunto formado por todos los posibles

subconjuntos del espacio muestral 2, incluido @ y 2, siendo Card(P(2)) =
ZCard(.(Z)'
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1.2. Sucesos aleatorios y operaciones con sucesos

Sucesos aleatorios

Se define un suceso aleatorio, y se denota tal que A € P (£2), como cada uno de los
posibles resultados del experimento aleatorio, es decir, un suceso sera un subcon-
junto del espacio muestral (2.

Ejemplo 1.1

Considerdndose el experimento consistente en lanzar a la vez una moneda y un
dado, el espacio muestral es tal que:

0=

{(c,1),(c,2),(c,3),(c,4), (¢, 5), (¢, 6), (x,1), (x,2), (x,3), (x,4), (x,5), (x,6)}
siendo ¢ = caray x = cruz.

Algunos posibles sucesos vienen dados por:

A = {(c,par)} = {(c,2),(c,4),(c,6)} o

B = {obtencion de un nimero primo}

={(c,1),(c,2),(¢,3),(c,5), (x, 1), (x,2), (x,3),(x,5)} o

C = {(x,impar)} = {(x, 1), (x, 3), (x, 5)}.

Los sucesos aleatorios se clasifican como:

o Suceso seguro. es aquel que esta formado por todos los resultados posibles
del espacio muestral (2.

e Suceso imposible: es aquel que no ocurre nunca, se denota como @.

e Suceso elemental o simple: es aquel que esta formado por un Unico ele-
mento del espacio muestral. Por ejemplo, en el experimento del ejemplo
1.1. consistente en lanzar a la vez una moneda y un dado, un suceso ele-
mental es D = {(c,5)}.

e Suceso no elemental o compuesto: cuando el suceso representa un conjunto
de resultados posibles del experimento, esto es, un subconjunto con mas de
un elemento, de forma que un suceso no elemental o compuesto viene dado
por la unién de sucesos elementales o simples. Por ejemplo, en el experi-
mento del Ejemplo 1.1 cualquiera de los sucesos expuestos, A, B o C son
sucesos no elementales o compuestos.
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Operaciones con sucesos

Sean A, B dos sucesos tales que 4, B € P({2).

e Suceso unién: dados dos sucesos A y B, el suceso union dado por A U B es
el suceso que ocurre cuando ocurre A u ocurre B u ocurren cualquiera de
los dos simultaneamente. Considerando en el ejemplo anteriormente ex-
puesto A = {(c,par)} y B = {obtencion de un numero primo}, el suceso
uniéon de A y B viene dado por C(A U B) es tal que (ver la Figura 1.1):

AUB ={(c,1),(c2),(c,3),(c,4),(c5),(c6),(x1),(x2),(x3), (x5}

(x, 1)

.3 2
(C, 4) (C! 1)

(c,2)
(c,5) (x3)

(x,5)

A

(c, 6)

Figura 1.1. Suceso unién A U B.

Propiedades:
1) Conmutativa: AUB =BUA
2) Asociativa: AU(BUC) =(AUB)UC

3) AUA=A
4y Aup=A4A
5) AuR=20

e Suceso interseccion: sean dos sucesos A y B, el suceso interseccion dado
por AN B es el que ocurre cuando A y B ocurren simultaneamente. En el
ejemplo anterior, A N B = {(c, 2)} (ver la Figura 1.1).

Propiedades:
1) Conmutativa: ANB=BNA



Introduccion al calculo de probabilidades 23

2) Asociativa:AN(BNC)=(ANB)NC

3) ANA=A
4 ANp=0
5) AnQ =4

Suceso contrario o complementario: es aquel que esta formado por los re-
sultados que no estan incluidos en el suceso considerado. Por ejemplo, el
suceso contrario al suceso A se nota como A o A°, y A=

{(c,impar), (x,par), (x,impar)} = {(c, 1), (c, 3),(c,5)} (ver la Figura
1.2).

A

(e, 1),(e,3). (c,5) A

(c,2),(c,4),(c,6)

Figura 1.2. Suceso contrario 4.

Propiedades:
1) El complementario del suceso complementario es el propio suceso
2) =20
3) AUA=20
4 AnA=¢

Suceso inclusion: dados dos sucesos A y B, se dice que A esta incluido en
B, A c B, sitodos los elementos de A estan en B, es decir, si ocurre A, ocu-
rre B. En el ejemplo del lanzamiento de una moneda y un dado a la vez, si
el suceso E = {obtencion de un numero par}, entonces A C E.

Propiedades:
1) SSAcByBcA = A=8B
2y SSAcByBc(C = Acc(C
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3) pcAcQ

o Suceso diferencia: Sean dos sucesos A y B, el suceso diferencia, denotado
como A\ B o A — B, es el que ocurre si ocurre 4 y no ocurre B, es decir
A — B = AN B.En el ejemplo anterior, A — B = {(c, 4), (¢, 6)} (ver la Fi-
gura 1.3).

A B

AB ANB B-A

Figura 1.3. Suceso diferencia A — B.

Propiedades:
1) Distributiva: AU(BNC)=(AUB)N(AUC)y
ANn(BUC)=ANB)UANC)

Es importante destacar las leyes de Morgan de la teoria de conjuntos, para la reali-
zacion de diversas operaciones entre sucesos:

AUB
ANB

e
Cc DO
o o

Ejemplo 1.2

Si lanzamos un dado, jcudl es el espacio muestral de este experimento aleatorio?
Y cudl es el conjunto formado por todos los posibles subconjuntos del espacio
muestral?

El espacio muestral de este experimento aleatorio esta compuesto por los seis posi-
bles resultados, que es 2 = {1,2,3,4,5,6}. En este experimento, el nimero de todos
los posibles subconjuntos del espacio muestral es 26 = 64, por lo que P(2) =

{0,{1},{2},{3}, {4}, {5}, {6},{1,2},{1,3},..., 2}.
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1. Si lanzamos dos monedas, ;cudl es el espacio muestral de este experimento
aleatorio? ;Y cudl es el conjunto formado por todos los posibles subconjuntos
del espacio muestral?

El espacio muestral de este experimento aleatorio incluye cuatro posibles resulta-

dos: 2 = {(c,¢), (¢,x), (x,¢), (x,x)}, siendo ¢ = cara y x = cruz. En este expe-

rimento, el nimero de todos los posibles subconjuntos del espacio muestral es 2% =

16, por lo que:

2,2,{(c, )}, {(c, )}, {(x, )} {(x, x)},
{(c,0), (¢, )}, {(c, 0), (x, )} {(c, ), (x, %)},
P2) = {{(c,x), (x, )} {(c, x), (x, 0)}, {(x, ©), (x, x)},
| {(c.0), (c,x), (x,0)}, {(c,0), (¢, %), (x, )}, |
U {(e,0), (v,), (6, 0} {63, (6, ©), (5,10 )

2. Si tenemos una caja con 5 bombillas, de las cuales 2 son defectuosas, y quere-
mos determinar el numero de bombillas que debemos extraer, sin remplaza-
miento, hasta obtener una defectuosa, ;jcudl es el espacio muestral de este ex-
perimento aleatorio? ;Y cudl es el conjunto formado por todos los posibles
subconjuntos del espacio muestral?

En este experimento, el espacio muestral incluye los posibles resultados de las ex-

tracciones necesarias para obtener la primera bombilla defectuosa. Los resultados

posibles son: extraer una bombilla defectuosa; extraer una bombilla no defectuosa
seguida de una defectuosa (total de 2); extraer dos bombillas no defectuosas y luego
una defectuosa (total de 3); y extraer tres bombillas no defectuosas y luego una
defectuosa (total de 4). Por lo tanto, el espacio muestral de este experimento se
puede representar como 2 = {1,2,3,4}.

En este experimento, el nimero de todos los posibles subconjuntos del espacio
muestral es 2* = 16, por lo que:

P@Q) = {(?J, 0, {13, {2}, {3}, {4}, {1, 2},{1, 3},{1,4},{2,3},}
{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}

1.3. Concepto de probabilidad

La probabilidad se puede definir desde varios puntos de vista, en todos ellos lo
que se pretende es precisar el grado de ocurrencia de cualquier suceso del espacio
muestral.
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Concepto frecuentista

Si repetimos un experimento n nimero de veces, la probabilidad de un suceso A €
£ se puede definir como el limite de la frecuencia relativa de dicho suceso.
Definicion de Laplace

La probabilidad de cualquier suceso A € P({2) es igual al cociente entre el cardinal
del suceso A4 y el cardinal del espacio muestral.

n2de casos favorables (card(A))

P(A) =
) n2 de casos posibles (card(12))

Axiomas de Kolmogorov

En 1933, Andréi Kolmogorov (1903-1987) introdujo una definicion de probabili-
dad basada en una serie de axiomas, la cual sigue siendo valida hasta la actualidad.
Sea un espacio muestral 2 y P(£2). Se define la funcion de probabilidad P como
P: P(2) — [0,1], verificando los siguientes axiomas:

e Axioma (i). La probabilidad del suceso seguro es igual a uno: P(2) =1

e Axioma (ii). La probabilidad de cualquier suceso es no negativa: VA €
P2):P(A) =0

o Axioma (iii). V{A;}jey € P(2) tales que A4;N Aj=0 Vi#j=
P(U(L')O=1Ai) = Z?il P(4;)

Como consecuencia de los axiomas presentados en la definicion de probabilidad se
obtienen las siguientes propiedades:

1. VAeP(2):P(A) =1— P(4)
Se sabe que si AEP(R)>AEP) y AUA=0Q = P(AUA) =
P(2) (2 1; como P(A U A) (l_il) P(A)+P(A)=>P(A) =1— P(4)

2. VA BeP(2)talqueAc B = P(A) < P(B)

SiAcB=>B=AU (B —A) tal queAﬂ(B—A)=®(§)P(B)=P(A)+
P(B — A); como P(B — A) = 0 (por (ii))= P(B) = P(A)

3. P(@=0
@ = ) = Por la propiedad 1, P(@) =1- P(2)=1-1=0
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4. VAEP):P(A) <1
@
Como A c 2 = por la propiedad 2, P(A) < P(2) = 1=>PA) <1

5. VA,BEP() talque Ac B = P(B—A) = P(B) — P(A)
Por la propiedad 2 se sabe que P(B) = P(A)+P(B—A)=P(B —A) =
P(B) — P(4)

6. VA BEP(2):P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
SeadA=(AnNnB)uAnB)talque(ANB)N(ANB)=0
SeaB=(ANB)U(ANB)talque ANB)N(ANB)=¢
Sea AUB=(ANB)U (AN B)U (AN B) tales que son sucesos disjuntos
dosados=> P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+P(ANB)

Calculando:

P(A)+P(B)=P(ANB)+P(ANB)+P(ANB)+P(ANB)
=P(ANB)+P(AUB) = P(AUB)
=P(A)+P(B)—-P(ANB)

Como consecuencia directa de la Gltima propiedad expuesta se tiene que:

V{Ai}ien € P(2): P (U Ai) < z P(A;)
=1 i=1

=

Ejemplo 1.3

La probabilidad de que un alumno estudie la carrera A es 0.5, mientras que la
probabilidad de que estudie la carrera B es 0.3. La probabilidad de que un alumno
curse ambas carreras, Ay B (es decir, el doble grado), es 0.15.

1. Calcular la probabilidad de que un alumno estudie al menos una de las dos

carreras.

2. Calcular la probabilidad de que un alumno no estudie ninguna de las dos ca-
rreras.

3. Calcular la probabilidad de que un alumno estudie exactamente una de las dos
carreras.

Sean los siguientes sucesos:

A: el alumno estudia la carrera A. P(A) = 0.5
B: el alumno estudia la carrera B. P(B) = 0.3
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A N B: el alumno estudia el doble grado (A y B). P(AN B) = 0.15

1. Se pide la probabilidad del suceso compuesto A U B.

Propiedad

6
P(AUB) P(A) + P(B) — P(ANB) = 0.5 + 0.3 — 0.15 = 0.65

La probabilidad de que un alumno estudie al menos una de las dos carreras es
0.65.

2. Se pide la probabilidad del suceso compuesto A N B.

Propiedad 1

— __ Morgan R
P(AnB) = P(AUB) 1-P(AUB)=1-0.65=0.35

La probabilidad de que un alumno no estudie ninguna de estas dos carreras es
0.35.

3. Se pide la probabilidad del suceso compuesto (A N B) U (4 N B).
P((ANB)U(ANB)) =P(AUB)—P(ANB) = 0.65—0.15=0.5

La probabilidad de que un alumno estudie exactamente una de las dos carreras
es 0.5.

1.4. Algunos tipos de espacios muestrales

Sea un espacio muestral £, sea P(2) y sea P: P(£2) — [0, 1] la funcion de proba-
bilidad. Se denomina espacio de probabilidad a la terna dada por (2, P (12), P).

A continuacion, se enuncian algunos tipos de espacios muestrales que facilitan
el calculo de la probabilidad de un suceso mediante reglas basicas, como la regla
de Laplace.

Espacios muestrales finitos

Los espacios muestrales finitos son aquellos conjuntos de resultados posibles de un
experimento aleatorio que contienen un numero finifo de elementos, de forma
que 2 = {xq,x5,..., X, }. Por ejemplo, en el lanzamiento de una moneda el espacio
muestral es finito, ya que todos los posibles resultados son cara y cruz (2 =
{c,x},donde ¢ = caray x = cruz).

La probabilidad asociada a cada uno de los sucesos elementales de {2 viene
dada por:

P:P(@) - [0,1]
x; > P(x;))=p; Vi=1,...,n
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siendo p; la probabilidad de que el suceso x; ocurra.
Para que se satisfagan los axiomas de Kolmogorov, se han de cumplir las siguientes
propiedades:

I. p;,=20 Vi=1,...,n
n

2. Ypi=1
i=1

K
Considerandose el suceso compuesto A =.U1 x; con k < n, la probabilidad de di-
i=

cho suceso vendra dada por la suma de las probabilidades p; de los sucesos simples
x; € A que lo componen, esto es P(4) = Y5, P(x;)) = Y5, p;.

Ejemplo 1.4

Lanzamos un dado trucado, tal que la probabilidad de obtener una cara es propor-
cional al valor de esa cara. ;Cudl serd el valor de los p;?

La probabilidad asociada a cada cara del dado debe cumplir los axiomas de
Kolmogorov, entonces Y.o_, p; = Y.o_, K * i = 1, resolvemos la ecuacion y ob-

1
tenemos k = — .
21

Por lo tanto, p; = z—ilpara i=12,..,6.

Espacios muestrales infinitos

Los espacios muestrales infinitos son aquellos conjuntos de resultados posibles
de un experimento aleatorio que contienen un namero infinito de elementos. A
diferencia de los espacios muestrales finitos, en los que se puede contar cada re-
sultado, en los espacios muestrales infinitos hay resultados que no se pueden enu-
merar exhaustivamente.

Se pueden clasificar en dos categorias principales:

o Espacio muestral infinito numerable: Cuando el conjunto de todos los po-
sibles resultados es infinito numerable. Por ejemplo, en el experimento que
consiste en contar el nimero de lanzamientos de una moneda hasta obtener
cara, el espacio muestral viene dado por 2 = {1,2,3,4,..., +o0}.

o Espacio muestral infinito no numerable: Cuando el conjunto de todos los re-
sultados posibles es infinito no numerable. Por ejemplo, en el experimento
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consistente en elegir un niimero real positivo cuyo valor sea menor que 50,
el espacio muestral asociado al experimento es 2 = {x € R: 0 < x < 50}.

Espacios muestrales equiprobables

Se denomina espacio muestral equiprobable al espacio muestral finito dado por
0 = {xq,x,,...,%x,}, en el que todos los sucesos elementales que lo componen tie-
nen la misma probabilidad de ser obtenidos cuando se realiza el experimento alea-
torio. De forma que:

P(x))=p;=p Vi=1,...,,n

n
Como se ha de cumplir que ) p; = 1, entonces:
=1

1=
n n 1
Xpi=xp=np=1l=>p=—
i=1 i=1 n
Considerandose el experimento de lanzar dos monedas no trucadas al aire, el espa-
cio muestral asociado a dicho experimento es 2 = {(c,c), (¢, x), (x,c), (x,x)}

donde ¢ = cara y x = cruz. Dicho espacio muestral es equiprobable ya que todos
. . - o 1
los sucesos que lo componen tienen la misma probabilidad p de ocurrir, siendo p = "

Estos espacios muestrales equiprobables son también denominados espacios
muestrales simples.

k
Sea A =,U1 X; con k < n un suceso compuesto perteneciente al espacio muestral
=

equiprobable, siendo x; sucesos simples de 2. La probabilidad asociada a dicho su-
ceso A viene dada por:

& k  Card(A) n%decasos favorablesde A
P(A) = ) P(x) = kp = = =
i=1

n Card() n? de casos posibles

Este resultado se conoce como regla de Laplace y se corresponde con la definicion
clasica de probabilidad.

Ejemplo 1.5

Considere el experimento de lanzar tres monedas no trucadas al aire. Calcule:

1. La probabilidad de obtener exactamente dos cruces.
2. La probabilidad de obtener al menos una cara.
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3. La probabilidad de obtener el mismo resultado en las tres monedas.

El espacio muestral asociado al experimento es:
N ={(ccrc)(ccx)(cxc)(xcc)(cxx)(xcx)(xxc)(xxx)}

siendo ¢ = cara, x = cruz.
En este caso, el espacio muestral tiene un total de 23 = 8 resultados. Es decir,
Card(2) = 8.

1. Sea A = {obtener exactamente dos cruces}, entonces:

A= {(c,x,x),(x,¢,x),(x,x,c)} = P(A) = %

2. Sea B = {obtener al menos una cara}, entonces:
B = {(c,c,c),(c,c,x)(c,xc),(xc0c)(c,xx),(xcx)(xx.c)}=> P(B) = g

3. Sea C = {obtener el mismo resultado en las 3 monedas}, entonces:
1

€ ={(c,c,0), (x,x,x)} = P(C) =§=Z

1.5. Probabilidad condicionada e independencia. Teorema de
Bayes. Teorema de la probabilidad total

Probabilidad condicionada

La probabilidad condicionada es un concepto clave en la teoria de la probabilidad.
Hay muchas situaciones en las que tenemos informacion que hacen que la probabi-
lidad de un determinado suceso, utilizando o no esa informacion, sea diferente, in-
cluso puede que algunos de los resultados, bajo las nuevas hipotesis sean imposi-
bles. En este contexto definimos el concepto de probabilidad condicionada. El
objetivo es analizar como afecta la ocurrencia de un determinado suceso (informa-
cion a priori) a la probabilidad de que ocurra otro suceso. La probabilidad condi-
cionada tiene una clara interpretacion en espacios muestrales finitos en los que
puede aplicarse la regla de Laplace.

Sea (2, P(2), P) un espacio probabilistico y A un suceso cualquicra (A €
P(2)) tal que P(A) > 0. Para cualquier otro suceso B € P(2), se define la proba-
bilidad condicionada de B dado A o probabilidad de B condicionada por A y se de-
nota por P(B / A) al producto de la interseccion de los sucesos por la probabilidad
del suceso A (ver la Figura 1.4).
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P(ANB)
P(4)

P(B/A) = , siempre que P(A) # 0

A-p ANB p_ 4

pans) _ ]

P(B/A) = 7 ——— x =

Figura 1.4. Ejemplo de P(B / A).

Observemos que el hecho de que haya ocurrido A puede modificar la probabilidad
del resto de los sucesos, por lo tanto, estamos definiendo una nueva funcion de
probabilidad sobre (A, P(A)).

Ejemplo 1.6

En una caja hay 5 bolas: 2 rojas y 3 azules. Se extrae una bola al azar y, sin de-
volverla, se extrae una segunda bola. ;Cudl es la probabilidad de que la segunda
bola sea azul, dado que la primera fue roja? ;Y cudl es la probabilidad conjunta?

La probabilidad de que la primera bola extraida sea roja es: P(4A) = %

Si la primera bola fue roja, entonces quedan en la caja 4 bolas (1 roja y 3 azules).
La probabilidad de que la segunda bola sea azul, dado que la primera fue roja, es:

3
P(B/A) =7

La probabilidad conjunta de que la primera bola sea roja y la segunda bola sea azul es:
3

3 2
PANB)=P(B/A) P(A) =7 c=15
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Independencia de sucesos

Sea (2, P (), P) un espacio de probabilidad y A € P(2) con P(A) > 0. Como ya
hemos comentado, la ocurrencia del suceso A puede alterar la probabilidad de ocu-
rrencia de cualquier otro suceso B € P(£2). Si la ocurrencia de A no modifica la
probabilidad de B, entonces diremos que existe independencia entre A y B.

Es importante no confundir los sucesos independientes con los sucesos incom-
patibles:

o Sucesos independientes: son aquellos que no se afectan mutuamente, es de-
cir, la ocurrencia de uno no influye en la probabilidad de que ocurra el otro.
La probabilidad de la interseccion de dos sucesos independientes es igual
al producto de sus probabilidades individuales: P(A N B) = P(B) - P(4).

e Sucesos incompatibles: son aquellos que no tienen elementos en comun,
por lo que la probabilidad de la interseccion es igual a 0: P(A N B) = 0.

Ejemplo 1.7

Lanzamos una moneda y un dado. ;Cudl es la probabilidad de obtener cara en la
moneda y un 2 en el dado?

Como lanzar la moneda y el dado son eventos independientes, la probabilidad de
obtener cara en la moneda, ¢, y un 2 en el dado se calcula multiplicando sus proba-
bilidades:

P(cn2)=P(c)-P(2) =

N =
N =
—_
N

Teorema de la probabilidad total

Para enunciar el teorema de la probabilidad total necesitamos definir una particion
de £. Una particion de 2 es un conjunto de sucesos A4, 4,, ..., 4,, tal que estos su-
cesos sean incompatibles dos a dos y ademas la union sea el suceso total, 2. Por
ejemplo, si deseamos analizar la probabilidad de encontrar un determinado tipo de
arbol en la Comunidad de Madrid, podemos dividir la zona geografica de estudio
en distintos sucesos que formen una particion (ver la Figura 1.5).
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Figura 1.5. Particiéon de la Comunidad de Madrid.
Fuente: elaboracion propia basada en Joan M. Borras, Mapa comarcal de la
Comunidad de Madrid (Wikimedia Commons).

Teorema1.1. Dado (£2, P ({2), P) un espacio de probabilidad y 44, A,, ..., A}, sucesos
incompatibles dos a dos que ademas verifican que la unién es el suceso total, 2
(una particion de £2), si se verifica que la P(A4,,) > 0, Vn. La probabilidad de cual-
quier suceso B € P({2) se puede calcular como:

k
P(B) = ) P(B /An) - P(Ay)
n=1

Ejemplo 1.8

Una determinada imprenta realiza las compras de folios a tres proveedores dife-
rentes, (40% al proveedor 1 (Prov_1), 50% al proveedor 2 (Prov_2) y el resto al
proveedor 3 (Prov_3)). Se conoce la probabilidad de que un paquete de folios no
cumpla el control de calidad (NoCal) dependiendo del proveedor (P(No-
Cal/Provl)=0.2, P(NoCal/Prov2)=0.15 y P(NoCal/Prov3)=0.25. ;Cudl es la
probabilidad de que un paquete de folios en la imprenta cumpla el control de
calidad (Cal)?

P(Cal) = Y3_, P(Cal /Prov_k) - P(Prov_k)
=(1-0.2)-40%+ (1 —-0.15)-50% + (1 — 0.25) - 10% = 0.82
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Teorema de Bayes

Teorema1.2. Dado (2, P(£2), P) un espacio de probabilidady A4, 4,, ..., A sucesos
incompatibles dos a dos que ademas verifican que la unioén es el suceso total, 2
(una particion de ), si se verifica que la P(4,) > 0,Vn.

P(4;)-P(B /4))
k_LP(Ay) P(B /Ap)

P(A;/B)=

P(A;) se denomina probabilidad a priori, las probabilidades P(4; / B ) se denomi-
nan probabilidades a posteriori 'y las probabilidades P(B/A,,) se denominan vero-
similitudes.

Ejemplo 1.9

Con los datos del Ejemplo 1.8, calcular la probabilidad de que un paquete de folios
que no ha pasado el control de calidad sea del proveedor 1.

P(NoCal) = ¥3_, P(NoCal /Prov_k) - P(Prov_k)
=0.2-40% 4+ 0.15-50% + 0.25-10% = 0.18
P(NoCal /Prov_1) - P(Prov_1) 0.2 - 40%
Y3_,P(NoCal /Prov k) P(Prov,)  0.18
= 0.44

P(Prov_1/NoCal) =
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1.6. Ejercicios

Ejercicios resueltos

EjercicioR. 1.1

Sean A, B, C tres sucesos. Expresa formalmente, mediante una sola formula (o
mediante un dibujo), los siguientes sucesos compuestos:

1. Ocurren B y C, pero no ocurre A.

2. Ocurren al menos dos de ellos.

3. Ocurre solamente uno de los tres.

4. Ocurre al menos uno de los tres.

5. No ocurre ninguno de los tres.

Solucién:

1. AnBNC

2. ANBNCOUMNBNCOUMNBNCOUMANBNQ)
3. ANBNCUANBNCUMNBNC)
4. AnBnC

5. AnBnC

EjercicioR.1.2

Una urna contiene 5 bolas blancas y 3 bolas rojas. Se extraen dos bolas de forma
simultanea (sin reemplazamiento). Se pide:

1. Calcular la probabilidad de obtener dos bolas rojas.

2. Calcular la probabilidad de obtener dos bolas blancas.

3. Calcular la probabilidad de obtener una bola blanca y otra roja.

4

Calcular las probabilidades anteriores suponiendo que las extracciones son
con reemplazamiento (cada bola que saco, la vuelvo a dejar en la urna).

Solucion:
3 2 6
L =-2==
8 7 56
5 4 20
2. =2
8 7 56
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3 5 15

3.

8 7 56

4. Si las extracciones son con remplazamiento, no se resta del numerador ni del
denominador la bola extraida.

EjercicioR.1.3

Un laboratorio tiene dos maquinas, A y B, que maquetan libros. La maquina A
maqueta el 60% de los libros y la maquina B maqueta el 40%. La maquina A tiene
un 2% de defectuosos, mientras que la maquina B tiene un 5%. Si seleccionamos
un libro al azar y resulta ser defectuoso, ;cual es la probabilidad de que haya sido
maquetado por la maquina A?

Solucién:

Definamos los eventos:

A: El libro fue maquetado por la maquina A.
B: El libro fue maquetado por la maquina B.
D: El libro es defectuoso.

Queremos calcular P(A/ D), la probabilidad de que el libro haya sido maquetado
por la maquina A, dado que es defectuoso.
Utilizamos el teorema de Bayes:

P(D/A) 0012

PA/ID) = 5 b/apA) + P(DYP(A/D) — 0.032

= 0.375

EjercicioR.1.4
Sea el espacio muestral 2 = {1,2, 3,4, 5, 6}. Calcula el cardinal de P ().

Solucion:

P () es el conjunto que contiene a todos los subconjuntos posibles que se pueden
formar con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6. Luego sera la suma de todos los conjuntos que
se pueden formar con un elemento, con dos, con tres, con 4, con 5 y con 6 y el vacio.

Card(P()) = 26 = 32
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Ejercicios propuestos

Ejercicio P.1.1
Dadas dos muestras del tejido A y del tejido B, las probabilidades de que A y B

. . 3 2
conserven su textura después de un lavado a 30° son, respectivamente, SY3-

1. Calcula la probabilidad de A y B conserven su textura.

2. Calcula la probabilidad de que solo una conserve su textura.

3. Calcula la probabilidad de que al menos una conserve su textura.
4.

Calcula la probabilidad de que ninguna conserve su textura.

Ejercicio P.1.2

En una empresa el 20% de los empleados son graduadas en Estadistica, el 25%
trabajan en el departamento de [+D y el 15% son graduadas en Estadistica que tra-
bajan en el departamento de [+D. Si se selecciona una empleada cualquiera, calcula
la probabilidad de que sea:

1. Graduada en Estadistica si se sabe que trabaja en I+D.
2. Trabajadora en [+D si se sabe que es graduada en Estadistica.

3. No sea graduada en Estadistica ni trabaje en I+D.

EjercicioP.1.3

Un hospital tiene tres médicos: M1, M2 y M3. La probabilidad de que un paciente
sea tratado por cada médico es:

e P(MI1)=04
e P(M2)=0.35
e P(M3)=0.5

La probabilidad de que un paciente reciba un diagnostico correcto depende del mé-
dico que lo trate:

e P(DIM1)=0.9

e P(DIM2)=0.8

e P(DIM3)=0.7

(Cual es la probabilidad de que un paciente reciba un diagnoéstico correcto (D)?
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Ejercicio P.1.4

En una urna hay 8 bolas rojas, 5 bolas azules y 7 bolas verdes. Se extraen 4 bolas
al azar, sin reemplazo. ;Cual es la probabilidad de que las 4 bolas extraidas incluyan
exactamente 2 bolas rojas, 1 bola azul y 1 bola verde?

EjercicioP.1.5

Una empresa tiene tres maquinas (A, B y C) que producen un 50%, 30% y 20% del
total de productos, respectivamente. Las tasas de defectos son 2%, 3% y 5% para
cada maquina. Si se selecciona al azar un producto defectuoso, cudl es la probabi-
lidad de que provenga de la maquina B?

Ejercicio P.1.6

Un restaurante tiene dos cocineros: uno trabaja rapido el 70% del tiempo y lento el
30%. Siun cocinero esta trabajando rapido, tiene una probabilidad del 80% de con-
tinuar rapido al siguiente dia y un 20% de cambiar a lento. Si trabaja lento, tiene
una probabilidad del 50% de continuar lento y un 50% de cambiar a rapido. (Cual
es la probabilidad de que trabaje rapido en el tercer dia, dado que hoy esta traba-
jando rapido?

EjercicioP.1.7

Un operario de una fabrica observa de 3 en 3 las piezas producidas en una maquina,
anotando si cada una de ellas es defectuosa o no. Escribir el espacio muestral co-
rrespondiente a esta situacion y describir:

1. Suceso A: La primera pieza observada es defectuosa.

2. Suceso B: La segunda pieza observada es defectuosa.

Ejercicio P.1.8

Cierto lote de 26 componentes mecanicos contiene seis defectuosos. Se extrae una
muestra aleatoria sin reposicion del lote de cuatro componentes. Se pide:

1. (Cual es la probabilidad de que los cuatro componentes extraidos del lote
sean todos ellos no defectuosos?

2. (Cual es la probabilidad de que entre los cuatro componentes extraidos al azar
halla dos defectuosos y dos no defectuosos?
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Ejercicio P.1.9

Una urna contiene tres bolas de distintos colores: blanco, rojo y negro. Considere-
mos la variable aleatoria X = numero total de bolas blancas obtenidas en dos ex-
tracciones con reemplazamiento. Describir el espacio muestral asociado a la varia-
ble X y calcular la probabilidad de sus valores.

Ejercicio P.1.10

Consideremos una moneda truncada de tal forma que la probabilidad de cara = P(C)
=0.3. Si se arroja la moneda 5 veces, calctlese la probabilidad del siguiente suceso:

1. Cinco caras.

2. Dos cruces.

1.7. Evaluacion

Todos los estudiantes del Grado en Estadistica Aplicada y del Grado en Ciencia de
los Datos Aplicada de la UCM, matriculados en la asignatura de Azar y Probabili-
dad, tienen acceso al Campus Virtual para responder una serie de preguntas selec-
cionadas aleatoriamente del banco de preguntas, con el fin de obtener la calificacion
de la evaluacion continua.

Este manual esta disponible en el repositorio de la UCM, por lo que se ha dis-
puesto una autoevaluacion para cualquier persona interesada en la asignatura, uti-
lizando el mismo banco de preguntas del Campus Virtual, accesible en Google
Forms a través del siguiente enlace: https://forms.gle/u9ohwb2i4zTRtHEk6.


https://forms.gle/u9ohwb2i4zTRtHEk6

Tema 2. Variables aleatorias
unidimensionales

Para cada experimento aleatorio, se ha definido el espacio muestral como el conjunto
que incluye todos los posibles resultados del experimento. Asimismo, se han consi-
derado tanto los sucesos simples como los compuestos relacionados con el mismo,
con el fin de calcular las probabilidades de interés. No obstante, en algunas ocasiones,
describir el espacio muestral puede ser complicado debido a la naturaleza del experi-
mento. Por ejemplo, al intentar describir el espacio muestral de un experimento que
consiste en lanzar una moneda 10 veces, la tarea se vuelve compleja.

Ademas, trabajar directamente con el espacio muestral puede ser poco practico,
especialmente porque no siempre se cuenta con un valor numérico asociado al expe-
rimento aleatorio. Sobre este espacio muestral, en el capitulo anterior se ha definido
la estructura de o-algebra, P (£2) que contiene cualquier subconjunto de 2 y una me-
dida normada, P.

La variable aleatoria se define como un mecanismo matematico que asigna valo-
res numéricos a todos los posibles resultados del experimento aleatorio. De esta ma-
nera, el espacio muestral {2 se representa por un conjunto de niimeros que reflejan las
caracteristicas de interés del experimento.

En este capitulo se centra en los conceptos fundamentales sobre las variables alea-
torias unidimensionales, que son esenciales para comprender como modelar y anali-
zar fenomenos aleatorios en diversos contextos. A lo largo del capitulo, se estudian
los distintos tipos de variables aleatorias (discretas, continuas, y mixtas), las opera-
ciones que pueden realizarse con ellas, asi como sus funciones de distribucion y pro-
piedades. Finalmente, se introducen las transformaciones de variables aleatorias, un
aspecto esencial para su aplicacion tanto en problemas tedricos como practicos.

2.1. Concepto de variable aleatoria unidimensional

Una variable aleatoria X es una funcion que asigna un valor numérico a cada posi-
ble resultado del experimento aleatorio 4, tal que:

https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.02
Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicada y la ciencia de datos. Maria Angeles Medina
Sanchez, Ziwei Shu, Rosario Susi Garcia y Rosa Espinola Vilchez. © Ediciones Complutense, 2025.


https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.02
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X:0-R
A - X(4)

Mas concretamente, es una variable cuyo valor numérico esta determinado por el
resultado de un experimento aleatorio A. Por ejemplo, en el experimento que con-
siste en lanzar una moneda 10 veces (siendo ¢ = cara y x = cruz), la variable
aleatoria X puede definirse como X= “numero de caras”.

Sea (£2,P (), P) un espacio de probabilidad. Se define la funcion X: 2 - R
como una variable aleatoria unidimensional siy solo si:

Vx € R se verifica que B = {4e / X(A) < x} = X" 1((—,x]) € P(2)

Ejemplo 2.1
Sea el experimento aleatorio que consiste en lanzar dos monedas. Se pide:

1. Determinar el espacio muestral de este experimento y comprobar si X= ‘“nu-
mero de caras obtenidas” es una variable aleatoria.
2. Calcular la probabilidad de que el numero de caras sea como maximo una.

El espacio muestral de este experimento aleatorio incluye cuatro posibles re-
sultados: 2 = {(c, ), (¢, x), (x,¢), (x,x)} = {A1, A, A3, A,}, siendo ¢ =
caray x = cruz.

P) ={0,2,A;,Vi=1,...4,uniones y complementarios de A,V i =
1,...,4}

Sea la variable aleatoria X= “numero de caras obtenidas” tal que X: 2 - R

siendo:
X(A) =2
X(Az) =X(43) =1
X(Ay) =0

Una vez descrito el experimento aleatorio, se comprueba si X es una variable
aleatoria:
Vx<0:Bi={A€EN/XA)<x}=0€P()

VO<x<1:B,={A€eN/X(A) <x}={A,} € P()
Vi<x<2uB;={A€0/X(A) <x}={A4,43A,} € P()
Vx>2:B,={A€EN/X(A) <x}=0€EP)

Como todos los sucesos B; € P(2), Vi =1,...,4 = X esuna variable aleatoria.
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2.

La probabilidad de que el nimero de caras sea como maximo una se calcula
dividiendo el numero de casos favorables entre el numero total de casos posi-
bles. En este caso, hay 3 casos favorables: (c, x), (x, ¢), (x,x) y 4 casos posi-
bles. Entonces,

1 1 1 3
< = -4 — 34— = _
P(X <1)=P(A4;) + P(A3) + P(Ay) 4+4+4 2
De igual forma se obtiene que:
1 1 3
PX<1)=PX=0)+PX= 1):Z+§=Z

2.2. Operaciones con variables aleatorias

1.

Sea X una variable aleatoria y ¢ sea una constante, entonces cX también es
una variable aleatoria.

Sea X una variable aleatoria y sean a, b € R, entonces Y = aX + b también
es una variable aleatoria.

Sea X una variable aleatoria, entonces |X| también es una variable aleatoria.
El reciproco no es cierto.

Sean X e Y dos variables aleatorias, entonces también son variables aleatorias
las siguientes transformaciones:

e X+Y
e X-—-Y
e XY

e X/YsiY#0

Sean X e Y dos variables aleatorias, entonces max{X, Y} y min{X, Y} también
son variables aleatorias. Como casos particulares lo son X* = max{0,X} y
X~ = —min{0,X}.

2.3. Funcion de distribucion de una variable aleatoria
unidimensional. Propiedades

Para conocer la probabilidad de todos los valores que toma un variable aleatoria X,
se introduce la funcion de distribucion, definida como una aplicacion F: R — [0,1]

tal que:

Fx(x)=P(A€EN / X(A) <x)=P(X<x) VxeR
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Por su definicion, la funcion de distribucion no puede ser negativa y ha de estar
entre 0 y 1, ya que es una probabilidad. Tampoco puede ser decreciente por su
caracter de funcidon acumulativa.

Por lo tanto, para que Fy(x) sea una funcion de distribucion, ha de verificar que:

1. Fx sea una funcion no decreciente: x; < x5 = Fx(x1) < Fx(x3)

Seanxy, x, € Rtalque x; < x; = Fx(x3) = P(A€N / X(A) <x3) =

disjuntos

= PX<x)=P{X<x}JU{x;<X<x}) = P{X<x}D+
P({x; <X <x}) = P({X < x1}) = Fx(x1)
= Fx(xz) = Fx(x1)

2. lim Fy(x)=0y lif’ Fy(x)=1
X—+00

X—>—00
Fy(—o0) = lim Fy(x) = lim PX<x)=P(@)=0
X——00 X——00
Fx(+0) = lim Fy(x) = lim PX<x)=P() =1
X—+00 X—+00
3. Fx es una funcion continua por la derecha: V x, € R, Fx(xo) =
lim Fx(x)
xoxg
Xo<Xx

<
lim Fx(x) = lim P(X < x) N PX <xp)+ lim P(xo <X <x) =
xoxd x-x} x-xg

= Fy(xo) + P(®) = Fx(xo)

Ademas de las caracteristicas expuestas anteriormente, la funcion de distribucion
cumple las siguientes propiedades:

I. VxeER:P(X>x)=1-Fx(x)
2. Seanx;,x; €E Rtalquex; < x, = P(xy < X < xy) = Fy(xy) — Fx(x1)
3. VxeER:P (X <x)=Fx(x)—P(X =x)

Ejemplo 2.2

Se realiza un lanzamiento de una moneda equilibrada, y se define la variable alea-
toria X como el “numero de caras obtenidas en dicho lanzamiento”. Se pide deter-
minar la variable aleatoria X y calcular su funcion de distribucion.

El espacio muestral asociado al experimento es 2 = {c, x},
siendo ¢ = caray x = cruz
= X: 2 - Rtal que:
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_(1siA=c
Xt = {0 SiAd=x
Como la moneda es equilibrada, P(X =0) = P(X =1) = %

Para obtener la funcion de distribucion, se sabe que Fy(x) = P(X <x) Vx ER
Entonces,

Vx<0:Fy(x)=P(X<x)=P(@)=0
VOSx<1:FX(x)=P(X£x)=P(X=O)=%
Vx>21:Fx(x)=PX<x)=P() =1

Por lo tanto, la funcion de distribucion de la variable aleatoria X es tal que:

0 six <0
1
Fy(x) = > si0<x<1
1

six=>1

2.4. Variables aleatorias discretas, continuas y mixtas

Toda variable aleatoria viene caracterizada por su funcion de distribucion, lo que
permite clasificarla en tres tipos segun las caracteristicas de esta funcion: variables
aleatorias discretas, absolutamente continuas (en general, las llamaremos conti-
nuas), y mixtas.

Variables aleatorias discretas. Funcion de masa

Una variable aleatoria X: 2 = R es una variable aleatoria discreta si toma valores
sobre un conjunto finito o infinito numerable {xq,x5,...,X,,...}. Los valores
{x1,%5,..., %Xy, ...} se denominan puntos de masa y son aquellos tales que P (X =
x;) =p; # 0 Vi€ N. Ademas, se cumple:

1. pl=P(X=xL)>0VlEN
2. YZipmi=1

La funciéon de masa es el conjunto de las probabilidades asignadas a los puntos de
masa, dada por:
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(pl Six =xq
2 SiXx =Xy
lpn six =x,
0 sixnoespuntodemasa

La funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta X es una funcion es-
calonada, es decir, es una funcién continua salvo en un conjunto finito o infinito
numerable de puntos (los puntos de masa) donde se presentan discontinuidades de
saltos finitas. La funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta X viene
dada mediante la funcion de masa, seglin la siguiente expresion:

B =PX <) = Y PA=x)= ) py

XisX XiSX

Asi, la funcion de distribucion de una variable aleatoria discreta X es tal que:

0 six <x;
p1 Sixg <x<xy
p1+ D2 sixy < x<x3
FX(x) = <
n=1
p1+ o2t +Dpq =2pi Sixp_1 <x<xp
i=1
\1 six = x,

En la Figura 1.6, se muestra la relacion entre la funcion de masa de una variable
aleatoria discreta X con cinco puntos de masa y su funcion de distribucion asociada.
La funcioén de masa asigna probabilidades a los valores posibles de la variable,
mientras que la funcion de distribucion acumulada muestra como se suman estas
probabilidades hasta cada valor.
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Funcién de distribucién de una variable aleatoria
discreta X
Figura 1.6. Relacion entre la funcion de masa de una variable discreta X
y su funcion de distribucion.
Ejemplo 2.3

Se realiza el lanzamiento de un dado equilibrado dos veces, y se define la variable
aleatoria X como la suma de las dos tiradas. Se pide:

1. Determinar la variable aleatoria X.

2. Calcular su funcion de masa y su funcion de distribucion.
3. Calcular la probabilidad de que X sea mayor que 3.

1. El espacio muestral asociado al experimento es

(L), (1,2), (1,3), (14), (1,5), (1,6),)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (2,5), (2,6),
(3.1),(3,2),(3,3),(3,4), 3,5), (3,6),
(4,1),(4,2),(4,3), (4:4), (4,5), (4,6),
(5.1),(5,2),(5,3), (54), (5,5), (5,6),

\(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

= X: 0 - Rtal que:
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2sid=(1,1)

3siA=(1,2)0(21)
4siA=(13)0(22)0(31)
5siA=(14)0(23)0(3,2)0(41)
6siA=(15)0(24)0(3,3)0(42)0(51)

X(A) =<7siA=(1,6)0(25)0(3,4)0(43)0(52)o0(6,1)

8siA=(2,6)0 (3,5 0(44)o0 (53)0(6,2)
9siA=(3,6)o0(45)0(54)0(63)

10si A = (4,6) o0 (5,5) 0(6,4)

11siA = (5,6) 0 (6,5)

12 si A = (6,6)

2. Lavariable aleatoria X puede tomar los siguientes puntos de masa X =
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Su funcién de masa viene dada por:

=PX=2)=
p, =PX =3)=

ps =PX =

4) =

ps =P(X =6)=
pe=PX =7)=
p; =P(X =8) =

pg = P(X =

_6
2
36
2
36
4
py=PX =5 =1
i
36
5
36
N
36
4

9) =

m=P@=1®=g
2
P10=P(X=11)=£
1
P11=P(X=12)=£

Obsérvese que p; + py+...+p12 = 1, con esta funcion de masa, se calcula la

funcion de distribucion de la variable aleatoria X como:
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1

1
36

Fy(x) = { 12

11
12
35
36
1

36+

2

36
2

36

six<?2
si2<x<3
! i 3<x<4

=1z si3<x
+3—1 [ 4 <x <5

36 6 =%
si5<x<6
sie<x<7
si7<x<8
si8<x<9
si9<x<10

silo<x<11

sill1<x<12

six =12

3. Laprobabilidad de que X sea mayor que 3 se calcula como:

P(X>3)=1—P(X£3)=1—(P(X=2)+P(X=3))=1—<

Variables aleatorias continuas. Funcion de densidad

36 36

49

1 2)_11
T 12

Una variable aleatoria X: 2 = R es una variable aleatoria continua si su funcion
de distribucion es absolutamente continua, es decir si existe una funcion fy no ne-

gativa tal que:

Fy(x) = J_x fr(Ddt VxeR

De hecho, la variable aleatoria continua puede tomar cualquier valor numérico den-

tro de un intervalo, de manera que siempre existe otro valor posible entre cuales-
quiera dos de ellos. Por ejemplo, el tiempo que dure una llamada telefonica, puede

tomar valores en un intervalo de los niumeros reales positivos (R).
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La funcién fy se denomina funcion de densidad y cumple las siguientes caracteris-
ticas:

l. ff(O=0VteR
2. [P fdt =1

Ademas, si fy(t) es continua en [a, b], la derivada de la funcion de distribucioén en

[a, b] coincide con la funcién de densidad en dicho intervalo, tal que Fy (t) =
fx(t) vt € [a, b].

Cuando se trabaja con variables aleatorias continuas, es importante tener en
cuenta como calcular las probabilidades en un punto o en un intervalo, asi para el
caso continuo si se pretende obtener.

3. P(X=x0)=f;°fx(t)dt=o Vx, € R

En el caso de una variable aleatoria continua, la probabilidad de cualquier punto
concreto x es cero, porque no hay area bajo la curva:

Xo
P(xg <X < xg) =f fx(x)dx =0 Vx5 €R
Xo

4. P(a<X<b)=P@<X<b)=P@<X<b)=P(a<X<bh)=
[? fe(®)dt = Fy(b) — Fy(a)

Ejemplo 2.4

k si0<x<?2

Dada una variable aleatoria con funcion de densidad fx(x) = { 0 en ofro caso

Se pide:

1. Calcular k para que fx(x) sea una funcion de densidad.
2. Calcular la funcion de distribucion Fy (x).

3. Calcular la probabilidad de que X sea mayor que 1.

1

Para que fy(x) sea una funcion de densidad, debe cumplir dos condiciones:

1) La funcion debe ser no negativa para todo x: fy(x) = 0
2) La integral de la funcion sobre todo su rango debe ser igual a 1:

152 fe(dx = 1

Para cumplir con la primera condicidn, k debe ser positivo. Para cumplir con
la segunda condicion, tenemos que calcular la integral de la funcion fy(x)
como:
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[2 fe@odx = [° 0dx + [Zkdx + [T 0dx = 0+ k[x]3 +0 = k(2 -
0)=2k=1
Sk=12
2
Por lo tanto, k = %para que fx(x) sea una funcion de densidad. La funcion de

densidad queda:

1
fx(x)= E si0d<x<?2
0 enotrocaso

2. Sesabe que Fy(x) = [ fx(x)dx Vx€ER=
Six <0, Fyx(x) = [ _0dx=0
X

Si0<x<2 Fy()=[" fy(¥)dx=["_0dx+[)>dx=0+[x]5 =3

2
Six =22, Fx(x) =1
Asi, la funcién de distribucion es:

0 six<0
X

Fx(x) = 5 si0<x<?2
1 six=>2

3. La probabilidad de interés se calcula como:

1 1
PEX>D=1-PX<D=1-FK1=1-5=7

Variables aleatorias mixtas

Una variable aleatoria X: 2 = R es una variable aleatoria mixta si su funcion de
distribucidn presenta saltos en un conjunto de puntos y es continua para el resto de
los valores de R. Por tanto, una variable aleatoria mixta se caracteriza por tener una
parte discreta y una parte continua.

Sea X una variable aleatoria mixta con probabilidad, py,py,...,0n (P; #
0 Vi), en los puntos de masa {x;,x5,..., X, } y con funcion de densidad fx (x) de-
finida para el intervalo [a, b], entonces se tiene que:

e Yiipi=pr<l1
e Plasx<b)=[ fy(x)ydx=1-p



52 Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicaday la ciencia de datos

La funcion de distribucion de una variable aleatoria mixta se puede obtener me-
diante dos funciones de distribucion, una funciéon de distribucion discreta y una
funcidén de distribucion continua, tal que:

Fx(x) = aFg(x) + (1 — a)F;(x)

siendo F;(x) la funcién de distribucion correspondiente a la parte discreta de la
variable aleatoria mixta, F.(x) la funcion de distribucién absolutamente continua
correspondiente a la parte continua de la variable aleatoria mixta y a € (0,1).

Ejemplo 2.5
El tiempo de espera en la cola, para pedir el menu del dia, en la cafeteria de la
facultad es cero cuando no hay fila, lo cual ocurre con una probabilidad de % Si

hay fila, el tiempo de espera se distribuye como una variable aleatoria continua
que representa el tiempo necesario cuya funcion de densidad es:

e ™* six>0
0= |
fx() 0 enotro caso

Sea Y una variable aleatoria mixta que representa el tiempo de espera en la cola
de la cafeteria compuesta por una parte discreta X, y una parte continua X.. Para
esta variable aleatoria mixta Y, la funcion de masa asociada a la parte discreta es
P(X; = 0) =1, y la funcion de densidad asociada a la parte continua es:

e ™* six>0
X ={
fx() 0 enotro caso

Se pide:
1. Calcular a para que Y sea una variable aleatoria.

2. Calcular la funcion de distribucion de 'Y .

1. Para calcular el valor @, debemos tener en cuenta la probabilidad acumulada
en la parte continua.

P(Y=0)=§=a,—>a=%

1-a) f0+°°e‘xdx =—(l-ae*f*=-1-a)(0-1)=1-a=1 —%z =
2. Para calcular la funcion de distribucion de la variable aleatoria Y, se procede

de la siguiente forma:

Siy<0,F(y)=0

Siy=0,F(y)=aP(X=0)=:
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. 1 y 1 4 .x _ 1 4y _ 1
Si y>0, Fy(y)=§+f0 fc(t)dt=§+§foe tdt=§+§foe fdt =<+
dr_ -ty 1 4y oyl Ay oy 1_ 4 -y 4_4_% -y
5[e Iy c 5(e e ™) : 5(e 1) c—ze )+ 1 e

Por tanto, la funcion de distribucion de la variable aleatoria Y viene dada por:

0 siy<o0
J 1 ' _0
Q)= 5 YT
[ 4
kl—ge_x siy>0

2.5. Transformaciones de variables aleatorias

Hay distintos métodos para obtener la distribucion de una transformacion aplicada
a una variable aleatoria, que también es variable aleatoria.

Sea X una variable aleatoria definida en el espacio de probabilidad (2, P ({2), P)
con funcion de distribucion Fy (x). Sea Y una transformacion de la variable aleato-
ria X dada por h(X), donde Y también es variable aleatoria cuyo espacio de proba-
bilidad depende del espacio de probabilidad de la variable aleatoria X y de su fun-
cion de distribucion. Sea A un suceso de Y, entonces:

P(Y € A) = P(h(X) € A) = P(X € h™1(4))

Para caracterizar la nueva variable aleatoria Y, tenemos que determinar su funcion
de distribucion Fy (y), dada por:

e Silatransformacion asociada ala Y es derivable y estrictamente monotona
creciente en el intervalo de definicion de X,

Fr(y) =P <y)=P(h(X) <y) =PX <h™'(y))
e Silatransformacion asociada ala Y es derivable y estrictamente monotona
decreciente en el intervalo de definicion de X,

Fy(y) =P(Y <y)=P(h(X) 2 y) = P(X = h"'(y))
e Si la transformacion asociada a la Y no es derivable o no es estrictamente
monotona en el intervalo de definicion de X,

Fr(y) =P <y)=P(X €h'(y)
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Transformacion de una variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria discreta y sea Y = h(X) entonces la funcion de masa
de la nueva variable aleatoria Y viene dada como:

P(Y =y) = P(h(X) =y) =P €k oD = ) P =2
x€h~1(y)

Ejemplo 2.6

. L Ly 7
Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de masa P(X = —2) = 7

5)

=== =0) =~ —1) =2 — 9y 38 — y2
P(X = 1)—25,P(X—0)—ZS,P(X—1)—25,yP(X—2)—25. SeaY =X
una transformacion de la variable X. Calcular la funcion de masa de la variable
Y, asi como su funcion de distribucion.

Sabiendo que los puntos de masa de la variable aleatoria X son {—2,—1,0,1,2} y
que Y = X?, entonces los puntos de masa de la variable aleatoria Y son {0, 1, 4}.
La funcion de masa de la variable Y queda determinada por:

P(Y =0)=P(X2=0)=P(X =0) =

P =1)=P?=1)=P(X =) +PX=1)=2+2="
P(Y=4)=PX?=4)=P(X=-)+PX=2)=r+—-=2

Para encontrar la funcién de distribucion de la variable aleatoria Y , tenemos
Fy(y) = P(Y <), entonces:

Fy(0) = P(Y < 0) = P(Y =0) = —
9

FY(1)=P(YS1)=P(Y=O)+P(Y=1):%+% ==

F(4)=P(Y<4) =P =0)+PY =D +P¥Y=4)=—=+_+ =1

Transformacion de una variable aleatoria continua

Sea X una variable aleatoria continua definida en el intervalo (x,, x;) con funcién
de distribucion Fx(x) y con funcion de densidad fy(x). Sea Y = h(X) una trans-
formacion de la variable aleatoria X tal que:

e hesuna funcion derivable.

e h es estrictamente monotona.
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Si la transformacion asociada a la Y es derivable y estrictamente monétona cuando
X toma valores en el intervalo puesto, la funcion de densidad de la nueva variable
aleatoria Y viene dada por la siguiente expresion:

fr@) = fx(h"* () ai(h_l(y)) Vy € dominio de definiciéon
y

donde h™1(y) es la funcién inversa de la transformacion y = h(x).

El dominio de definicion de la variable aleatoria Y dependera de que la funcion
de transformacion sea creciente o decreciente. En el caso de que h(X) sea estricta-
mente creciente en el dominio de definicion de la variable aleatoria X sera
(h(xg), h(x1)), si por el contrario es una transformacion decreciente el dominio de
definicion sera (h(xq), h(xp)).

Si la transformacion asociada a la Y no es derivable o no es estrictamente mo-
notona en el intervalo de definicion de X, es necesario determinar la funcion de
distribucion de la variable aleatoria Y para el caso general de las transformaciones
de una variable aleatoria, que es:

Fr(y) =P(Y <y)=P(X €h™'(y)

En este caso, la funcion de densidad de la nueva variable aleatoria Y se calcula
como fy(y) = F y(¥).

Ejemplo 2.7

Continuando con la funcion de densidad de la variable aleatoria X en el Ejemplo 2.4,

1
- si0<x<?2

que fx(x) = { :
0 enotrocaso

Sea Y = X? una transformacion de la variable aleatoria X. Se pide:

1. Calcular la funcion de densidad de la variable aleatoria Y.
2. Calcular la funcion de distribucion de la variable aleatoria Y.

1. En primer lugar, se calcula el dominio de definicion de la variable aleatoria Y.
Como la funcién X? es una funcion creciente en el intervalo (0, 2), la imagen
del dominio de la variable aleatoria X es (0, (0%,22) que es el dominio de de-
finicion de la variable aleatoria Y.

A continuacion, se comprueba si la transformacion asociada a Y es derivable y
estrictamente monoétona cuando X toma valores en el intervalo (0, 2).



56

Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicaday la ciencia de datos

., . . d .
La transformacion asociada a Y es X2, cuya derivada es Exz = 2x. La deri-

vada es siempre positiva en el intervalo (0, 2), lo cual indica que la transforma-
cién Y = X2 es estrictamente creciente en este intervalo (ver la Figura 1.7).

4.0
— y=x2
3.5 4
3.0
2.5
> 2.0
1.5 4

1.0 1

0.5 1

0.0 T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

X
Figura 1.7. Y=X?(Ejemplo 2.7).

Como la transformacion asociada a la Y es derivable y estrictamente mondtona
cuando X toma valores en el intervalo (0, 2), se puede calcular la funcion de
densidad de la variable aleatoria ¥ mediante la féormula siguiente:

d

fr@) = fx(R D) |3~ (o)
y

donde h™1(y) es la funcion inversa de la transformacion Y = X2,
Resolvamos para X en términos de Y X2 =Y o5 X=+/Y.
Considerando que 0 < x < 2, entonces h™1(y) = ﬁ

1
Se calcula la derivada parcial de h™1(y) = ﬁ = y2 con respecto a y como:

9 11, . 1 1 1 1
@(ﬁ)_fyz ») =3y 2 1=3y"2
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Entonces,

0D = Hrt o) [ 00| = AW ()| =3 [y =

1
W vy € (0,4)

La funcion de densidad de la variable aleatoria Y viene dada por:

1
— si0<y<4
fro) =12y

0 enotro caso

2. Sesabe que Fy(y) = [_fy(y)dy Vy€ER=
Siy<0.FG)=[’,0dy=0

Si 0<y<4 , FRO)=[_fiody=[" 0dy+[ ——dy=0+

0 4.y
1,y -1 _1y7+y_1 ly_l 1 Y
S =32 = v (22 -0) =%

1
1
-+,

Siy=>4,F(y)=1

Asi, la funcién de distribucion es:

0 siy<0

ROy =1
vy - si0<y<4
kl siy=4

Ejemplo 2.8

Siguiendo con la funcion de densidad de la variable aleatoria X del Ejemplo 2.4,
ahora el rango de x se modifica a —1 < x < 1. Sea Y = X? una transformacion
de la variable aleatoria X. Se pide:

1. Calcular la funcion de distribucion de la variable aleatoria Y.
2. Calcular la funcion de densidad de la variable aleatoria Y.

1,
1. En este caso, fy(x) = { ; St-1<x<1
0 enotrocaso

En primer lugar, calculamos el dominio de definicion de la variable aleatoria Y.
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Y = X2, porlotanto Y € [0,1).
A continuacion, se comprueba si la transformacién asociada a Y es derivable y
estrictamente monotona cuando X toma valores en el intervalo (-1,1).

., . . d .
La transformacion asociada a Y es X2, cuya derivada es axz = 2x. La deri-

vada es negativa en el intervalo (-1,0), y positiva en el intervalo [0,1). Esto
significa que, la transformacion es decreciente en el intervalo (-1,0) y es cre-
ciente en el intervalo [0,1) (ver la Figura 1.8).

1.0

0.8

0.6 1

0.4 4

0.2 1

— y=x2

0.0 T T T ; T T ;
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

X

Figura1.8. Y=X”2 (Ejemplo 2.8).

Por lo tanto, la transformacion asociada a la Y es derivable pero no es estricta-
mente monotona cuando X toma valores en el intervalo (-1,1). Es necesario de-
terminar la funcidn de distribucion de la variable aleatoria Y como:

Fr(y) =P(Y <y)=P(X €h™'(y)
donde h™1(y) es la funcion inversa de la transformacion Y = X?2.
Resolvemos para X en términos de Y: X2 =Y —» X = +/Y.
Considerando que —1 < x < 1, entonces h™1(y) = iﬁ.

FF() =P <y)=PX?<y)=PX eh*(y) =P(IX| </y) =
N7
=P(—fysx<y) =7 2dx = Ex]_f/7 =y vye[o1)

Por lo tanto, la funcion de distribucion de la variable aleatoria Y queda:
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0 siy<0
Fr) =4y si0o<y<1
1 siy>1

2. Una vez obtenida la funcion de distribucion de la variable aleatoria Y, la fun-

ci6n de densidad de dicha variable se calcula como:
L SN S i0<y<1
. — =— =—— s5i0<
o =Fym=4{2"" "2V 7o Y

0 en otro caso

Ejemplo 2.9

Siguiendo con la funcion de densidad de la variable aleatoria X del Ejemplo 2.4.
Sea Y = [X] (parte entera de X) una transformacion de la variable aleatoria X.
Se pide: Calcular la funcion de distribucion de la variable aleatoria Y.

En este caso, la transformacion no es derivable y se transforma una variable alea-
toria X continua en el intervalo (0,2) en una variable Y discreta en los puntos
{0,1}.

1 .
Sabemos que fx(x) = { 5 St 0<x<?2
0 enotrocaso
1

Por tanto, P(Y = 0) = P(X € (0,1)) =5 y P(Y¥ =1) = P(X €[1,2)) =3
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2.6. Ejercicios

Ejercicios resueltos

EjercicioR. 2.1

En una urna hay diez bolas, de las cuales ocho son rojas y dos son negras. Se selec-
cionan dos bolas al azar (sin remplazamiento) de estas diez. Sea X la variable alea-
toria que representa el nimero de bolas rojas seleccionadas. Se pide:

1. Determinar la variable aleatoria X.

2. Calcular su funcioén de masa y su funcion de distribucion.

3. Calcular la probabilidad de que X sea mayor que 1.

4. Calcular la probabilidad de que X pertenezca al intervalo [1,2].

Solucidn:

1. El espacio muestral es el conjunto de todos los posibles resultados de este ex-
perimento. En este caso, el espacio muestral asociado al experimento es (2 =
{(negra,negra), (negra,roja), (roja,negra), (roja,roja)} = X: 2 » R
tal que:

0si A = (negra,negra)
X(A) ={1si A = (negra,roja) o (roja,negra)
2siA = (roja,roja)

2. Lavariable aleatoria X puede tomar los siguientes puntos de masa X =
{0,1,2}, la funcién de masa viene dada por:

2 1 1
P=PE=0=3%5"%

2 8 8 2 16
Pe=PX=1=15+355=5

8 7 28
Ps=PUA=2)=15=5

Obsérvese que p; + p, + p3 = 1, con esta funcion de masa, calculamos la fun-
cion de distribucion de la variable aleatoria X como:

0six<O

1

— si0<x<1

45 -

Fy(x) = 17
E sil<x<2

1six=2
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La probabilidad de que X sea mayor que 1 se calcula como:
PX>1)=1-PX<1)=1-(PX=0)+PX=1)=1 1+16 _ 28
K>D=1-PE<D=1-(PE=0)+PEX=1))=1- G+ =z

La probabilidad de que X pertenezca al intervalo [1,2] se calcula como:

PASX<)=PX=D+P(X=2) = +===

También se puede calcular esta probabilidad utilizando la funcidn de distribu-
cion Fy(x) = P(X < x):
PA<X<2)=PX<2)—-PX<1D=PX<2)—PX<0
44

1
=FX(2)_FX(0)=1_E=E

EjercicioR. 2.2

En un restaurante local, se ha observado que el peso en kilogramos de patatas ne-
cesarias para la preparacion de alimentos en una hora es una variable aleatoria con-
tinua X cuya funcion de densidad viene dada por:

_fex si2<x<4
fX(x)_{O en otro caso

Se pide:
1. Calcular c para que fx(x) sea una funcion de densidad.
2. Calcular la funcién de distribucion Fy (x).

3. Calcular la probabilidad de que, en una hora al azar del dia, este restaurante
necesite mas de 3 kg de patatas para preparar los alimentos.

Solucion:
1. Para que fy(x) sea una funcion de densidad, debe cumplir dos condiciones:
1) La funcion debe ser no negativa para todo x: fy(x) = 0
2) Laintegral de la funcion sobre todo su rango debe ser igual a 1:
[1a fe(dx =1

Para cumplir con la primera condicion, ¢ debe ser positivo. Para cumplir con
la segunda condicidon, tenemos que calcular la integral de la funcion fy(x)
como:
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4
I fr(x)dx = f_zoo 0dx + f: cxdx + f:m 0dx=0+c f;xdx +0=c [x;] =
2
=c(§—§)=c-6=1:c=%
Por lo tanto, ¢ = %para que fx(x) sea una funcion de densidad. La funcion de
densidad queda:
1
— 2<x<
fro) =] g% siz<x<4
0 enotrocaso
2. Sesabe que Fy(x) = [7_fx(x)dx Vx€ER=
Six <2, Fy(x) = [°_0dx =0
Si 2<x<4 . K@=/ fr@dx=["_0dx+ [ Zxdx=0+
1 ,x 1[x21%  1/x? 22 x2—4
xax=23], =35 -3) =%
. 2 41
Si x>4 , Fy(x)= ffoofx(x)dx = [, 0dx + |, cxdx + f:de =0+
1 /4% 27
d(F-%)+o0=1
Asi, la funcion de distribucion es:
0 six <2
-4
Fx(x) = si2<x<4
1 six >4
3. La probabilidad de interés se calcula como:
P >3) = 1-PX<3) = 1-Fy@) =1- b3 7
EjercicioR. 2.3
Sea X una variable aleatoria discreta con funciéon de masa P(X = —2) = %, P(X =

-1) = %, PX=0) = %, PX=1) = 1—15, yPX=2)= %. Sea Y una transforma-

cion de la variable X. Se pide calcular la funcién de masa de la variable Y, cuando

1.

2.

Y =X%+3
Y=X+2
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Solucion:

Sabiendo que los puntos de masa de la variable aleatoria X son {—2,—1,0,1,2}y
que Y = X2 + 3, entonces los puntos de masa de la variable aleatoria Y son
{3,4,7}. La funcion de masa de la variable Y queda determinada por:

P(Y=3)=P(X2+3=3)=P(X2=0)=P(X =0) =

P(Y=4)=P(X2+3=4)=P(X2=1)=P(X =-1D)+P(X =1) ==+

i_7

15~ 30
P(Y=7)=P(X2+3=7)=P(X2=4)=P(X=—2)+P(X=2)=%+

11 _17

30 30

Sabiendo que los puntos de masa de la variable aleatoria X son {—2,—1,0,1,2} y
que Y = X + 2, entonces los puntos de masa de la variable aleatoria Y son
{0,1,2,3,4}. La funcion de masa de la variable Y queda determinada por

P(Y=0)=P(X+2=0)=P(X =~-2) =~

P(Y=1)=P(X+2=1)=P(X=—1)=§
P(Y=2)=P(X+2=2)=P(X=0)=¢
P(Y=3)=P(X+2=3)=PX=1) ==
P(Y=4)=PX+2=4)=P(X=2)=

EjercicioR.2.4

Sea X una variable aleatoria continua, cuya funcion de densidad viene dada por
3x2 si0<x<1
X) =
fx(®) { 0 enotrocaso
Sea Y = 2 — X? una transformacion de la variable aleatoria X. Se pide:

1. Calcular la funcion de densidad de la variable aleatoria Y.

2. Calcular la funcion de distribucion de la variable aleatoria Y.

Solucion:

1. En primer lugar, comprobamos si la transformacion asociada a Y es derivable
y estrictamente mondtona cuando X toma valores en el intervalo (0, 1).
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., . . d
La transformacion asociada a Y es 2 — X2, cuya derivada es o 2-x>)=0-

2x = —2x. La derivada es siempre negativa en el intervalo (0, 1), lo cual indica
que la transformacion Y = 2 — X2 es estrictamente decreciente en este inter-
valo (ver la Figura 1.9).

Como la transformacion asociada a la Y es derivable y estrictamente monotona
cuando X toma valores en el intervalo (0, 1), se puede calcular la funcion de
densidad de la variable aleatoria ¥ mediante la féormula siguiente:

) = fx(h™* )

0 -1

— (L))
y

donde h™1(y) es la funcion inversa de la transformacion Y = 2 — X?2.

Resolvamos para X en términos de Y: X2 =2 —Y - X = +V2 - Y.

1
Considerando que 0 < x < 1, entonces h™}(y) = /2—y=(2—y)z Vy€
(1,2).

1
Se calcula la derivada de h™1(y) = (2 — y)z con respecto a y como:

T(@-yr)=1@-y -y =3@-»7 D =

ECREREET
2 Y) =73 2—y

Entonces, fy(y) = fx(h_l(Y)) |i (h_

= f(@=97) |5 ((2 —yﬁ) =

=3-((2—y)§)2| 2J—|—3(2 y): ZJ— 3(”) 2Z-yvye
(1,2)

La funcion de densidad de la variable aleatoria Y viene dada por:

3

0 en otro caso
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Figura1.9. Y=2-X"2 (Ejercicio R. 2.4).

Se sabe que Fy(y) = [”_ fy(y)dy Vy€ER=
Siy<1LF®») =/ 0dy=0
. 1 3
Si1<y<2, RO =/ fidy=[_ 0dy+>[’\J2=ydy=

) ] ] ]
] =] sl am o)

2 1 2 3
2

3
(2-y)2
Siy=2,F@)=1
Asi, la funcién de distribucion es:
0 siy<1

3
FO)={1-2-y)2 sil<y<2
1 siy=>2

65
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Ejercicios propuestos

Ejercicio P. 2.1

Lanzamos tres monedas al aire. Sea X la variable aleatoria que representa el nimero
de caras obtenidas en el lanzamiento. Se pide:

1. Determinar la variable aleatoria X.
2. Calcular su funcioén de masa y su funcion de distribucion.

3. Calcular la probabilidad de que X sea mayor que 1.

Ejercicio P.2.2

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad fy (x) = ke~ si
x € R. Se pide:

1. Calcular k para que fy(x) sea una funcion de densidad.
2. Calcular la funcion de distribucion Fy (x).

3. Calcular la probabilidad de que X sea menor que 0.

4

Si se sabe que la variable ha tomado un valor superior a 0, ;cual es la probabi-
lidad de que tome un valor menor que 2?

EjercicioP. 2.3

Considerando una variable aleatoria con una funcion de densidad fx(x) = k si 0 <
x < 2, determina su funcion de distribucion y las distribuciones correspondientes
para las siguientes transformaciones:
Y =-2InX
Y =+X %
EjercicioP.2.4
Un vendedor de vinagre tiene una demanda semanal Y distribuida con la siguiente
funcion de densidad:
(Y
10000

fy(y)=J .
100 si100 <y < 150

0 en otro caso

si0<y<100
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En una ocasion, decide adquirir 60 litros de vinagre. Por cada litro vendido, obtiene
una ganancia de 5€, mientras que, por cada litro no vendido, pierde 2€. ;Cual es la
distribucion de la variable que representa la ganancia obtenida esa semana?

EjercicioP.2.5

Se considera el espacio muestral N = {1, 2, 3, ...} y se define la probabilidad de los
sucesos elementales por P(n) = ;in conn € Nyq € R. Determinese el valor de q

para que P sea una probabilidad y hallese la probabilidad del suceso 4 = {n € N: n
es impar}.
Ejercicio P. 2.6

Una variable aleatoria tiene la siguiente funcion de probabilidad:

X 1 2 3 4 5
P(X) 0.10 0.20 0.05 0.40 0.25

Se pide:
1. Comprobar que es una funcion de probabilidad.
2. Calcular P(X < 3).
3. Calcular P(X >2).
4. P(X=10 X=3 o X=5).
5. Representar la funcion de distribucion Fy (x).
Ejercicio P. 2.7
Sea X variable aleatoria cuya distribucion de probabilidad viene dada por:
31
PX=r)= PYeTZm=Y parar =0,1,2,3,4

Se pide:
Hallar P(X=3); P(1 <X<2.5)y P(X<2.5).

Ejercicio P. 2.8

Los articulos en venta en unos grandes almacenes se someten al control diario y, se
estima que la probabilidad de que en un dia sean vendidos r articulos defectuosos es

r
% G) . Determinar la probabilidad de que en un dia de los articulos vendidos:
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1. Dos o mas sean defectuosos.
2. Cinco sean defectuosos.

3. Tres o menos sean defectuosos.

EjercicioP. 2.9

Sea Y = 100X la variable porcentaje de alcohol, donde X tiene una funcion de den-
sidad fy(x) = 20x3(1 — x) si 0 < x < 1. Se pide:

1. Determinar la funcion de densidad y de distribucion de Y.
2. Calcular P(X < 2/3).

Ejercicio P. 2.10

Sea X una variable aleatoria continua que representa el tiempo en horas que un
estudiante dedica a estudiar para un examen final. Su funcidén de densidad esta
dada por:
1
fX(x): E si0<x <10

0 enotro caso

Calcule la probabilidad de que el estudiante estudie entre 3 y 5 horas.

2.7. Evaluacion

Todos los estudiantes del Grado en Estadistica Aplicada y del Grado en Ciencia de
los Datos Aplicada de la UCM, matriculados en la asignatura de Azar y Probabili-
dad, tienen acceso al Campus Virtual para responder una serie de preguntas selec-
cionadas aleatoriamente del banco de preguntas, con el fin de obtener la calificacion
de la evaluacién continua.

Este manual esta disponible en el repositorio de la UCM, por lo que se ha dis-
puesto una autoevaluacion para cualquier persona interesada en la asignatura, uti-
lizando el mismo banco de preguntas del Campus Virtual, accesible en Google
Forms a través del siguiente enlace: https://forms.gle/nfsLWAiVR7eqwb9L.9.


https://forms.gle/nfsLWAiVR7eqwb9L9

Tema 3. Caracteristicas de las
variables aleatorias unidimensionales

En este tema se presentan diversas caracteristicas numéricas de las variables alea-
torias. Estos parametros, que definen la distribucion de la variable, son esenciales
tanto para su descripcion como para el desarrollo de la inferencia estadistica. Las
caracteristicas de una variable aleatoria se dividen en tres tipos de medidas: me-
didas de centralizacion, dispersion y forma. Ademas, en este tema se estudian la
funcion generatriz de momentos, los momentos de una variable aleatoria y el teo-
rema de Tchebycheff, los cuales son herramientas clave para determinar cotas de
probabilidad.

3.1. Medidas de centralizacion

Las medidas de centralizacion o de tendencia centrales mas utilizadas son la moda,
la mediana y la esperanza matematica, cada una con propiedades y aplicaciones
especificas. La forma de calcular las medidas de centralizacion varia segtn el tipo
de variable aleatoria que se esté analizando, ya sea discreta o continua. Para una
variable aleatoria discreta, estas medidas se calculan utilizando la funcién de masa
de probabilidad, mientras que, para una variable aleatoria continua, se emplea la
funcidn de densidad. Debido a estas diferencias en los calculos de las caracteristicas
de las variables, se estudiaran por separado adaptandose al tipo de variable que se
esté considerando.

Moda

La moda de una variable aleatoria X, que se denota como Mo (X), se refiere al valor
o valores mas frecuentes de dicha variable aleatoria X. Es decir, el valor de la va-
riable aleatoria X con mayor probabilidad de ocurrir en el caso de las variables alea-
torias discretas y el valor con mayor densidad de poblacion en el caso de las conti-
nuas. El calculo de la moda depende del tipo de variable aleatoria:

https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.03
Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicada y la ciencia de datos. Maria Angeles Medina
Sanchez, Ziwei Shu, Rosario Susi Garcia y Rosa Espinola Vilchez. © Ediciones Complutense, 2025.


https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.03
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e Variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria discreta con puntos de masa {x;} y funciones
de masa asociadas p; = P(X = x;), donde i € N. Se define la moda
Mo (X) como el valor de la variable aleatoria X que maximiza la funcion
de masa, tal que:

P(X=Mo(X))=P(X=x) Vi€eN
e Variable aleatoria continua

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx(x). Se
define la moda Mo (X) de la variable aleatoria X como el valor de la varia-
ble aleatoria X que se corresponda con el méaximo relativo de la funcion de
densidad fx(x) que coincida con el maximo global. Entonces, Mo (X) =

a 02 . . .
{x| afx(x) = O;ﬁfx(x) < 0} cuando ni f(min{x}) ni f(max{x})
2
son maximos globales. Si Ax]| %fx(x) =0,y %fx(x) <0, la Mo (X)
dependera de la forma que tenga la fy(x):
1) Si fy(x) es decreciente, Mo (X) = min{x}, el maximo de fyx(x) se
alcanza en el extremo inferior del intervalo.
2) Si fx(x) es creciente, Mo (X) = max{x}, el maximo de fx(x) se
alcanza en el extremo superior del intervalo.

3) Sino es mondtona, la moda puede no ser unica y no hay regla fija
para su calculo.

Ejemplo 3.1

Sea X una variable aleatoria discreta con puntos de masa {0, 1, 2,3} y funcion de
masa PX=0)=01P(X=1)=02;P(X=2)=05y P(X =3) =0.2. Cal-
cular la moda de dicha variable aleatoria.

El valor mas frecuente de la variable aleatoria X es el correspondiente a X = 2, con
probabilidad 0.5, P(X = 2) = 0.5, que maximiza la funcion de masa.
Entonces, Mo (X) = 2.
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Ejemplo 3.2

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad:

_4x .
fo(x) = {4e si x>0 0
0 en otro caso

Calcular su moda.

Six >0, fy(x) =4e™* > %fx(x) =4-(—-4)-e* =-16e"* <0, la fun-

cion de densidad es estrictamente decreciente:

d
- ﬂxlafx(x) =0
- Mo (X) =min{x} =0

Esperanza matematica

La esperanza matematica se interpreta como el valor medio de la distribucion teo-
rica de probabilidades del fenomeno estudiado, es decir, el valor hacia el que tiende
la media aritmética, si se tiene un numero suficientemente grande de observaciones.

Por tanto, la esperanza matematica esta acotada entre el minimo y el maximo de
los valores que toma la variable aleatoria y representa el punto de equilibrio o centro
de gravedad de una distribucion de probabilidad. En algunos casos la esperanza
matematica puede no existir.

La esperanza matematica se denota como E[X] o u.

La forma de calcular la esperanza matematica depende del tipo de variable alea-
toria que se considere:

e Variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria discreta con puntos de masa {x;} y funciones
de masa asociadas p; = P(X = x;), donde i € N. Se define la esperanza
matematica de la variable aleatoria X como:

E[X] = ,leiP(X =x;) = leipi
1= 1=

Si el dominio de la variable aleatoria X esta formado por un conjunto infinito
numerable, la esperanza matematica es una serie infinita que puede ser con-
vergente o divergente. En este caso, la esperanza matematica de la variable
aleatoria X existe si la serie que se presenta a continuacion es convergente.
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[oe]

> Ixilps < o0

=1
Si el domino de la variable aleatoria X es finito, la esperanza matematica

existe siempre, ya que se obtiene como la suma de un numero finito de
valores.

Para el caso discreto, la esperanza matematica no tiene por qué ser uno de
los puntos de masa de la variable aleatoria X, ya que representa un valor
medio de la distribucion de probabilidad de X.

El caso particular de una variable discreta es aquel en el que todos los pun-
tos de masa {x4,..,xy} tienen la misma probabilidad, P(X = x;) = %, la

esperanza matematica de X coincide con la media aritmética, tal que:
N 1N _
E[X] = _leiP(X =x;) = __lei =X
L= 1=

Variable aleatoria continua

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx (x). Se de-
fine la esperanza matematica de X como:

E[X] =f x fy(x)dx

—00
Para que exista la esperanza matematica de una variable aleatoria continua,

es necesario cumplir que la integral que se muestra a continuacion sea con-
vergente, es decir:

| WA < e
Si X es una variable aleatoria acotada, de forma que P(a <X <b) =1,1a

esperanza matematica de X existe siempre.

Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad simétrica respecto a un
cierto valor ¢ € R, entonces si existe E[X], se verifica que E[X] = c.

A continuacion, se presentan algunas de las propiedades de la esperanza matematica:

1.

Sea Y = h(X) una transformacion de la variable aleatoria X. Se define la es-
peranza matematica de dicha transformacion como:
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e Variable aleatoria discreta
E[Y] = E[n(X)] = _Zlh(xi)P(X =x;) = ,Zlh(xi)pi
1= i=

e Variable aleatoria continua

o)

E[Y] = E[h(X)] = j B (0 f () dx

2. Para la transformacion lineal de la variable aleatoria X, dada por Y = aX + b,
con a, b € R, la esperanza matematica de Y se define como:

E[Y] =E[aX + b] = aE[X] + b

Noétese que la esperanza de una constante es igual a la misma constante, es
decir, E[b] = b, con b € R.

3. Esta propiedad surge como generalizacion de la propiedad anterior. Sea Y =
n

> a;x; donde x, = 1 (variable aleatoria degenerada en el 1). La esperanza
i=0
matematica de Y viene dada por:

E[Y]=E [él:oaixi = é:oaiE[Xi] =ao+ ¥ qE[X;]

4. Silavariable aleatoria X estd acotada entre los valores a y b con, tal que
P(a < X < b) = 1, la esperanza matematica de la variable aleatoria X tam-
bién esta acotada entre dichos valores, a < E[X] < b.

5. Sean Xj,..., X, variable aleatoria independientes tales que Vi = 1,..,n
JE[X;]. Entonces,

B[ x| = MEw

i

Ejemplo 3.3

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.1 y calcule su esperanza
matematica.

1

4
ElX]= Y xPX=x)=0-01+1-02+2-05+3-02=18
=1
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Ejemplo 3.4

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.2 y calcule su esperanza
matematica.

La esperanza matematica se calcula como:

[ee)

E[X] =J fo(x)dx=me-4e‘4xdx
—o0 0

= e (e = [ 1 (e e =
0
1

—4x700 o _ 1 _4x]® 1
=[x e *]§ +f0e4xdx=0+[—2-e4"]0:—1-(0—1):1

Ejemplo 3.5

En el juego de la Porra, se emiten 10.000 numeros (del 0000 al 9999). Suponemos
que elegimos un unico numero por 15 €. Si nuestro numero es el ganador, obten-
dremos un premio de 50.000 €. Calcule la esperanza matemdtica de la ganancia
neta.

Se sabe que para elegir un ntimero tenemos que pagar 15€, lo que da lugar a dos
situaciones de beneficios:

1) Si ganamos, su ganancia neta sera 50000€-15€=49985¢€.
2) Sino, su ganancia neta serd 0€-15€=-15¢€.

Por lo tanto, X - {—15,49985}, y la funcion de masa es P(X = —15) =

9999 1
=y P(X = 49985) = —

10000’

La esperanza matematica de la ganancia neta se calcula como:

E[X] = —15 9999+49985 = —10€
- 10000 10000

3.2. Medidas de posicion: cuantiles

Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion Fy (x). El cuantil de orden
p, denotado como C,, (X), es el valor de la variable aleatoria tal que la funcion de

distribucion en dicho punto es igual a p.
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Como casos particulares de los cuantiles se pueden encontrar los cuartiles

(Qi(X),i =1,2,3), los deciles (D;(X),i =1,2,...,9) y los percentiles (P;,i =
1,..,99):

1.

Para el caso de los cuartiles, Fy(x) se divide en cuatro partes iguales, siendo
el primer cuartil Q;(X) = C1(X), el segundo cuartil, también denominado me-
4

diana, Q,(X) = C1(X) y el tercer cuartil Q3(X) = C3(X).
2 4

Para los deciles, la funcion de distribucion se divide en diez partes iguales, ta-
les que D1 (X) = €1 (X), D2(X) = C2(X),...,Dg(X) = Co (X).
10 10 10

Para los percentiles, la Fy(x) esta dividida en cien partes iguales, siendo
Py (X) = C1 (X), P,(X) = C2_(X),..., Poo(X) = Co9 (X).

100 100 100

La forma de calcular los cuantiles depende del tipo de variable aleatoria que se
considere:

Variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de distribucion Fy (x). Se
denomina cuantil de orden p de la variable aleatoria X, con p € (0,1), al
valor C,, (X) que satisface:

F(Cy)=P(X<Cy)=zp 'y PX=2C)=1-p

Representando graficamente Fy (x) se observa como dependiendo del va-
lor de p el cuantil vendra determinado de un modo u otro. Esto se puede
comprobar en las Figuras 1.10 y 1.11.

Si el valor de p coincide con un valor de la funcion de distribucion, enton-
ces el cuantil es todo el intervalo semiabierto [([x) ix (i+1)). En la Fi-
gura 1.10 el cuantil de orden p es el intervalo de [x 3,x 4).

Si el valor de p no coincide con un valor de la funcién de distribucion,

entonces el cuantil es el primer punto de masa cuya probabilidad acumu-
lada supere el valor p. En la Figura 1.11 el cuantil de orden p es de x 3.
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Fy(x)
S— O
P s —C
O—C)
X1 X3 X3 Xy X5
Figura 1.10. Cuantil de orden p dado por [x3, x,).
Fx(x)

P
p
PR
[R—
_——
Xy Xs X3 X4 X5

Figura 1.11. Cuantil de orden p dado por x;.

e Variable aleatoria continua

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de distribucion Fy (x).
Se define el cuantil de orden p de la variable aleatoria X, conp € (0,1),
como el valor C,(X) que satisface:

F(C,) =P(X<Cp)=p
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Representando la funcion de distribucion Fy (x) de una variable aleatoria
X, el cuantil de orden p viene dado por el valor de la variable aleatoria para
el que se acumula la probabilidad p (ver Figura 1.12).

Fx(x)

S

P1

Cp1 Cp2
Figura 1.12. Cuantiles de una variable aleatoria X continua.

Ejemplo 3.6

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.1 y calcule los cuantiles
3

T

deordenp=§ yp =

Se sabe que, en el Ejemplo 3.1, P(X =0)=0.1;P(X=1)=02;P(X =2) =
0.5y P(X = 3) = 0.2. Entonces, la funcién de distribucion Fy (x) es:

0 si x<0
01 si 0<x<1
FX(x)={0.3 si 1<x<?2
t0.8 si 2<x<3
1

si x=>3
Para encontrar los cuantiles se ha de tener en cuenta que:
F(C,)=P(X<Cy)zp 'y PX=2C)=1-p

Por tanto, C1 = 1y Cs = 2
5 4

Ejemplo 3.7

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad tal que:
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8

fx(x) = {752
0 en otro caso

si 1<x<8

Calcular el primer (Q,) y el tercer cuartil (Q3), el decil 7 (D), y el percentil 85
(Pgs).

Para el calculo de los cuantiles especificados se ha de verificar la siguiente expresion:

F(C)=P(X<Cy)=p

Por tanto,

1 8 -8]1%  -—gJ1 1
FQO=32FQ) =% @dx =[P T5dx= 7] " =T~ 1] =]
= Q, =128

_g1@3 _
P =32 F@) =[S dx = [ S =[] " =[5~ 1] =5
= Q; =291

_7 _ (P (B g =[BT =Bl 4] =2
FD,) = L= F(D) = [% fy (dx = [ ax =[] = 2L 1] = L
= D, = 2.58

— 8 _ (Pss — [Pes_8_ = __SPSS—__g 1 _q]=5
F4—100:>F(P85)— _oofx(x)dx—fl 7xZ x—[7x]1 7 [Pgs 1 ~ 100
:P85=3'9
Mediana

Sea X una variable aleatoria con funciéon de distribucion Fy(x). Se define la me-
diana de la variable aleatoria X como el valor de la variable aleatoria tal que la
probabilidad a la izquierda de ese valor coincide con la probabilidad a la derecha

. . 1 . . 1
de dicho valor, y es igual a > Por tanto, la mediana es el cuantil de orden Jyse

denota como Me(X), tal que:
Me(X) = C%(X) = Q2(X) = D5(X) = P5o(X)

Ademas, la mediana es una medida de centralizacion que existe siempre y es muy
importante, sobre todo si la esperanza matematica no existe o no es representativa.
El célculo de la mediana depende del tipo de variable aleatoria que se considere:

e Variable aleatoria discreta
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Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de distribucion Fy (x). Se
define la mediana de la variable aleatoria X como el valor que cumple:

1 1
F(Me)=P(XSMe)ZE y P(XZMe)ZE
Es importante tener en cuenta que, en el caso discreto, la mediana no nece-
sariamente es un valor unico.

Variable aleatoria continua

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de distribucion Fy (x).
Se define la mediana de la variable aleatoria X como el valor Me para el
que la funcion de distribucién acumula exactamente la mitad de la proba-

bilidad, tal que:

F(Me) = P(X < Me) =%

Ejemplo 3.8

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.1 y calcule su mediana.

La mediana ha de verificar: F(Me) = P(X < Me) = % y P(X = Me) = %
Por tanto, la mediana es 2, Me(X) = 2.

Ejemplo 3.9

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.7 y calcule su mediana.

M Me 8 -gMe  _gr1 1
F(Me) = [ fi God = [ T dx = [72] © =2 [ - 1] =3

Por tanto, Me(X) = 1.78.

3.3. Medidas de dispersion

Las medidas de dispersion, como la varianza, la desviacion tipica y el rango, son

herramientas estadisticas que nos ayudan a entender la distribucion y la variabilidad

de un conjunto de datos. Estas medidas indican la mayor o menor variabilidad de

los valores de una variable aleatoria. En algunas de las medidas que se introducen

en esta seccion, como la varianza o la desviacion tipica, se mide la variabilidad de
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los valores de la variable aleatoria respecto de su esperanza. Ademas, en esta sec-
cion también se define el recorrido y el recorrido intercuartilico.

Varianza

Se define la varianza de una variable aleatoria X, como una medida cuadréatica de
la dispersion de los valores de la variable aleatoria X respecto a su esperanza E[X].
Es decir, la varianza es el valor esperado de la diferencia al cuadrado de cada uno
de los valores de la variable aleatoria X y su valor medio. La varianza se denota
como V(X) o 2.

V(X) = E[(X — E[XD?] = E[(X — 1)?]

El célculo de la varianza depende del tipo de variable aleatoria que se considere:

e Variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria discreta con puntos de masa {x;} Vi€ Ny
funcion de masa P(X = x;) Vi € N. Se define la varianza de X como:

V0D = 3 (- w?P(X = x) = X (i~ 0%

Si el conjunto de valores de la variable aleatoria X es finito, entonces la va-
rianza se obtiene como una suma finita; si el conjunto es infinito numerable,
se necesita la convergencia de la serie para que la varianza esté¢ definida.

e Variable aleatoria continua

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx(x). Se
define la varianza de la variable aleatoria X como:

V() = f (= )2 f ()dx

En el caso continuo, es necesaria la convergencia absoluta de la integral para
que la varianza exista. Si los valores de la variable aleatoria X estan concen-
trados alrededor de la esperanza de dicha variable aleatoria, entonces la va-
rianza es pequea. Por el contrario, cuando los valores de la variable aleatoria
estan dispersos respecto a la esperanza, entonces la varianza es grande.

A continuacion, se presentan las propiedades de la varianza:
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1. Sea X una variable aleatoria, su varianza también puede expresarse como:
V(X) = E[X?] - E[X])?

2. La varianza de una variable aleatoria X es nula si y solo si X es constante,
siendo P(X =c¢) = 1:

ViX)=0eX=c c€eR

3. SeaY una transformacion lineal de la variable aleatoria X, tal que Y = aX +
b ,cona,b € R. Entonces la varianza de Y es tal que:

V(Y) =V(aX + b) = a?V(X)
Como consecuencia de esta propiedad se tiene que la varianza es invariante

frente a los cambios de origen y ademas V(—X) = V(X) siendo a = —1.

4. Sean Xy,...,X, variables aleatorias independientes Vi = 1,..,n. Entonces,

Ejemplo 3.10

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.1 y calcule su varianza.

4
ElX]= YxP(X=x)=0-01+1-02+2-05+3-02=18=p

i=1
VOO = G~ WP = )
= (0 —1.8)2-01+(1—18)2-02+ (2—1.8)2- 05+ (3 — 1.8)2- 0.2

22076 =2
2

Por tanto, la varianza es 0.76.

Ejemplo 3.1

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad fyx(x) =
] <x<
{Zx si 0=sx=<1 . Calcule la varianza de la variable aleatoria X.
0 en otrocaso

1

1
E[X]:f fo(x)dx=f 2x2dx=§=u
0 0
2

V(X) = Jl(x —w? fx(x)dx = f (x - ;) 2xdx = = ¢g?
0
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. 1
Por tanto, la varianza es s

Desviacion tipica
Dado que la varianza es una suma de cuadrados, la unidad de medida de esta sera
el cuadrado de la unidad de medida en la que aparece expresada la variable aleato-
ria. Por tanto, es importante introducir otra medida de dispersidon que se exprese en
las mismas unidades que la variable aleatoria en estudio.

Sea X una variable aleatoria, se define la desviacion tipica de X como la raiz
positiva de la varianza, siendo su unidad de medida la misma que la de la variable

aleatoria X.
DT(X) =JV(X) =0

En ocasiones, es necesario trabajar con una variable aleatoria centrada en el cero y
con desviacion tipica 1. Esta nueva variable aleatoria Z se denomina variable alea-
toria tipificada y se define tal que:

donde X es una variable aleatoria con esperanza u y desviacion tipica o.

En este caso, Z verificaque E[Z] =0y DT(Z) =1V (Z) =1).

Ejemplo 3.12
Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.1 y calcule su desviacion

tipica.

Como en el Ejemplo 3.10 ya se calcul6 la varianza de la variable aleatoria descrita
en el Ejemplo 3.1, su desviacion tipica se obtiene de la siguiente manera:

V19
o= +JV(X) = +V0.76 = ——~ 087

Ejemplo 3.13
Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.11 y calcule su desviacion

tipica.

Como en el Ejemplo 3.11 ya se calculo su varianza, su desviacion tipica se obtiene
de la siguiente manera:
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1 V2
O':+\/V(X):+ E:?%OZ‘L

Recorrido y recorrido intercuartilico

Se define el recorrido de una variable aleatoria X como la diferencia entre el mayor
y el menor valor que toma dicha variable aleatoria X, esto es:
R(X) = max{X} — min{X}

Esta medida presenta una gran inestabilidad ya que solo depende de los valores
extremos de la variable aleatoria X.

Para evitar la inestabilidad que presenta el recorrido, se define el recorrido in-
tercuartilico de una variable aleatoria X, como la diferencia entre el tercer cuartil y
el primer cuartil, tal que:

RIQ(X) = Q3(X) — Q1 (X) = C%(X) - C%(X)

Esta medida muestra el intervalo del 50% de los valores mas centrados de la varia-
ble aleatoria X.

Ejemplo 3.14

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.1y calcule su recorrido y
su recorrido intercuartilico.

Se sabe que, en ¢l Ejemplo 3.1, P(X =0)=0.1;P(X =1) =02;P(X =2) =
0.5y P(X = 3) = 0.2. Entonces, la funcion de distribucion Fy (x) es:
(0 si x<0
01 si 0<x<1
Fx(x) =503 si 1<x<2
l0.8 si 2<x<3
1 si x=>3
Por lo tanto, R(X) = max{X} —min{X}=3—-0=3
RIQ(X) = Q3(X) - Q:(X) =C3(X) - C1(X) =2—-1=1
z 2
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3.4. Momentos

Algunas caracteristicas de las variables aleatorias analizadas previamente, como la
esperanza matematica y la varianza, son ejemplos especificos de los momentos.
Los momentos se clasifican dependiendo del valor respecto del que se calculan:
momentos respecto al origen y momentos respecto a la media.

Momentos respecto al origen

Dada una variable aleatoria X, se define el momento respecto al origen de orden r,
Vr € N, como:
a, = E[X"]

Los momentos respecto al origen también se denominan momentos no centrados.
El calculo de los momentos respecto al origen depende del tipo de variable aleatoria
que se considere:

e Variable aleatoria discreta
»=E[X"] = ,leirP(X =x;) = ,leirpi
1= 1=

e Variable aleatoria continua

[oe]

a = E[X"] = f X" fy(X)dx

Como caso particular de los momentos respecto al origen, se observa que cuando
r = 1 el momento respecto al origen de orden 1 es la esperanza matematica de la
variable aleatoria X, tal que a; = E[X].

Si la variable aleatoria X esta acotada, de forma que da,b € R: P(a<X <
b) = 1, entonces existen todos los momentos respecto al origen de la variable alea-
toria X.

Si la variable aleatoria X no esta acotada, los momentos respecto al origen de
orden r existen si E[|X|"] < +oo0.

Ademas, si existe el momento respecto al origen de orden r, también existen
todos los momentos respecto al origen de orden k, con k < 7.

Ejemplo 3.15

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.1 y calcule los momentos
de orden 1 a 4 respecto al origen.
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El momento respecto al origen de orden 1, es decir, la esperanza matematica de la
variable aleatoria X, se calcula como:

4
a, = E[X] = 'leiP(X=xi)=0-0.1+1~0.2+2-0.5+3~0.2=1.8
1=

El momento respecto al origen de orden 2 se calcula como:

4
a, = E[X?] = _lel-zP(X =x)=0%-01+1%-02+2%2-05+3%-02=4
1=

El momento respecto al origen de orden 3 se calcula como:

4
az; =E[X3]= ¥ xPX=x)=0%-01+13-02+2%3-05+33-02=96

i=1
El momento respecto al origen de orden 4 se calcula como:

4
a, =E[X*]= ¥ x*PX=x)=0%-01+1%-02+2%-05+3%.02=244

i=1

Ejemplo 3.16

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.2 y calcule los momentos
de orden 1 a 4 respecto al origen.

El momento respecto al origen de orden 1, es decir, la esperanza matematica de la
variable aleatoria X, se calcula como:

a; = E[X] f x-4e ™ dx =[x (—e )T f 1 (—e™*)dx =
=[—x-e ¥]§ +f0 e ¥dx = [—Z-e“‘x]o =—Z-(0—1)=Z

El momento respecto al origen de orden 2 se calcula como:

a, = E[X f x% - 4e dx = —x%e ™ — fooo —e . 2xdx =
= —xze_‘“‘ + fo 2xe ™ dx = —x%e ™™ + 2x - (——e““‘) f 2-
(—%e“"‘)dx = [—xze““‘ = ‘4x] += f e dx=0+= [ 1 ‘4x] =

0
=_lip-en=1
- 8(0 €)= 8
El momento respecto al origen de orden 3 se calcula como:
as = E[X3] = f x3 - 4e M dx = —x3e™ —f 3x%(—e *)dx =
0 0

_ w 5 _ _ 3 oo _
= —x’e™™ +3 [ x?e dx = —x3e™¥ +Zfo x%-4e dx =
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1_
5=

— [_3,—4x70 4 3, —
= [—x3e ]0+4a2 0+ -

Alw

El momento respecto al origen de orden 4 se calcula como:

(o] oo
a, = E[X*] =f x*-de™dx = —xte —f 4x3(—e ™ *)dx =
0 0
— o _ _ 4 ~00 _
= —x*e™ +4 [ x e dx = —x'e 4x+2fo x3 - 4e ¥ dx =
[ 4,—4x]00 — 3_3
= [—x*e™**]3 +oc3—0+32—32

Momentos respecto a la media

Dada una variable aleatoria X, se define el momento respecto a la media de orden
r,Vr €N, como:

ur = E[(X —)7]

siendo u la esperanza matematica de la variable aleatoria X.

Los momentos respecto a la media de orden r también se denominan momentos
centrados. El calculo de los momentos respecto a la media depende del tipo de
variable aleatoria que se considere:

e Variable aleatoria discreta

[oe] [oe]

pr =E[X—w)7] = E.l(xi —W'PX=x)= E.l(xi —W'p;

e Variable aleatoria continua
e = EIOC= 7] = | Ge= )" f(dn

Como caso particular de los momentos respecto a la media de orden r, se observa
que:
e Cuando r = 1, el momento respecto a la media de orden 1 es cero, ya que
p =E[(X-wW]=EX]-p=p—pn=0.
e Cuando r = 2, el momento respecto de la media coincide con la varianza
de la variable aleatoria X, tal que u, = E[(X — n)?] = 2.

e Cuando la distribucién (funcion de masa o funcion de densidad) de la va-
riable aleatoria X es simétrica respecto a su media y existe el momento res-
pecto alamedia de orden 7, siendo r un valor natural impar, entonces dicho
momento es igual a cero, es decir, i, = E[(X —u)"] =0 Vr € N impar.
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Ejemplo 3.17

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.1 y calcule los momentos
de orden 1 a 4 respecto a la media.

El momento respecto a la media de orden 1 es cero, u; = 0.
El momento respecto a la media de orden 2 se calcula como:

4
ty = E[(X —w)?*] = Zl(xi —WwPp; =
i=
—(0-18)%-01+(1—1.8)2-02+ (2—1.8)2-05+ (3 —1.8)%-02 =
0.76

El momento respecto a la media de orden 3 se calcula como:
4
us = E[(X —p)®] = _Zl(xi —wp; =
i=

=(0-18)3%01+(1-18)%-02+(2—-18)3-05+(3-1.8)3-02 =
—-0.336

El momento respecto a la media de orden 4 se calcula como:

4
e =E[(X —w)*] = ¥ (x; —)*p; =

=1
=(0-18)*-01+(1—18)*-02+(2—-18)%* 05+ (3—18)*02=
1.5472

Relaciones entre los momentos

Los momentos respecto al origen se pueden obtener mediante los momentos res-
pecto a la media y viceversa. A continuacidn, se presenta la relacion que existe

entre los momentos respecto al origen y los momentos respecto a la media.
T

= EX"1 = 3 () m-att

i=0

e Para obtener esta expresion se aplica el binomio de Newton, tal que:
. @ =ElXT=E[((X - u)+u) = B[ % () o —wriul] =

é (3) ElCx = wyr=ut = ( -

. m=ﬂ@—@ﬂ=26ﬂﬂﬁmw

=0
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e Aplicando el binomio de Newton:

= E[(X — )] = E hﬂ)(lﬂﬂrl]=

i=0

=§‘)(DEMrmt ()(nwrm

Ejemplo 3.18

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.2 y calcule los momentos
de orden 1 a 4 respecto a la media.

El momento respecto a la media de orden 1 es cero, u; = 0.
El momento respecto a la media de orden 2 se calcula como:

= E[(X —w)?] = é:o (?) (—Diagip = a, —ay? = %— G)Z = %

El momento respecto a la media de orden 3 se calcula como:

3 3 i i
=E[X-w’]= % (l) (-D'az_ip' = a3 — 3aya; + 2a,°

=0

3 .. 1 1+2 (1)3_1
32 4 8 4) 32

El momento respecto a la media de orden 4 se calcula como:

4
4 . .
ta = E[(X —)*] = 'Zo (l) (—Dias_ipt' = ay — 4aya3 + 6a,°a, — 3a,*
i=
4

3 41 3+6(1)21 3(1)_9
32 4 32 4) 8 4) 256

Funcion generatrizde momentos

La funcion generatriz de momentos permite calcular de manera sencilla los mo-
mentos de una variable aleatoria X. Se define la funcidon generatriz de momentos
de una variable aleatoria X como la funciéon My: R — R dada por:

VtER  My(t) = E[e®]

También se puede escribir como:

1 1
My (t) = 1+ tE[X] +§t2E[X2] +§t3E[X3]



Caracteristicas de las variables aleatorias unidimensionales 89

El calculo de la funcidn generatriz de momentos depende del tipo de variable alea-
toria que se considere:

e Variable aleatoria discreta

My(t) = E[e*X] = z e iP(X =x;) = z etxip;
i=1 i=1
e Variable aleatoria continua
My(©) = Ele™] = [ e fy(x)dx

La funcién generatriz de momentos My (t) puede ser finita o infinita, porque et*
es una funcién positiva para todo t € R.

A continuacion, se presentan las propiedades de la funcidon generatriz de mo-
mentos:

1. Sit=0 = My(t =0) = E[e°] = 1. Por tanto, la funcién generatriz de mo-
mentos existe siempre que t = 0.
2. La funcion generatriz de momentos, en caso de existir, es siempre unica y de-

termina univocamente a la distribucion de probabilidad de la variable en estu-
dio. Como consecuencia de esta propiedad se enuncia la siguiente propiedad.

3. Sean X e Y dos variables aleatorias con la misma funcion generatriz de mo-
mentos, My (t) = My (t). Entonces, la distribucion de X e Y también es la
misma.

4. Sea X una variable aleatoria y sea Y una transformacion lineal de la variable
aleatoria X dada por, Y = aX + b,cona,b € R, entonces la funcion genera-
triz de momentos de la variable aleatoria Y es tal que:

My (t) = e’ Mx(at)

5. Sean Xj,..., X, variables aleatorias independientes y sea la variable aleatoria
S =Y, X;. La funcion generatriz de momentos la variable aleatoria S viene
dada por:

Ms@ = | [Me®
i=1

Ms(t) = E[e*S] = E[et(X1+-..+Xn)] = E[etX1etXz,  ot¥n] =
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por ser variables aleatorias independientes la esperanza del producto es el pro-
ducto de las esperanzas:

— E[et™1]E[e¥z]... E[etn] = l_[MXi(t)
i=1

Ejemplo 3.19

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.2 y calcule la funcion ge-

neratriz de momentos.
oo

Mx(t) = E[e"*] = [__ e fy(x)dx = foooetx 4e~*dx = 4f0°°e(t‘4)x dx =

_4e(t_4)xm—4<o 1)— Y osit<a
a (t—4)], a t—4) " a—¢

Calculo de los momentos a partir de la funcion generatrizde momentos

e Momentos respecto al origen

Los momentos respecto al origen de orden r se obtienen mediante la deri-
vada r-ésima de la funcion generatriz de momentos evaluada en el punto
t = 0, tal que:

ar

ar = M)((r)(o) =5

(My(8))le=o
e Momentos respecto a la media

Para calcular los momentos respecto a la media de orden r, al igual que los
momentos respecto al origen de orden r, es necesario derivar la funcion
generatriz de momentos y evaluarla en el punto t = 0, ademas de multipli-
car por e "tH,

aT
Uy = e‘t"M)((r)(O) = w(e_t”Mx(t))h:O

Ejemplo 3.20

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.2 y calcule la esperanza y
la varianza de la variable aleatoria X a partir de la funcion generatriz de momentos.
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La funcion generatriz de momentos de la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.2

es: My (t) = ﬁ sit <4.

4 4 1

a
E[X] = ay = MyP(0) = 3:(Mx () le=0 = 755 = ooz = 3

La varianza se puede obtener de dos formas: a través de la funcion generatriz de

momentos, donde p, = e t*M )((T)(O), o bien a través de los momentos respecto al
origen, tal que:
V(X) = E[X?] - E*[X] = a — a;”

9% 2-4 8 1

— @ — — — —
a; =My~ (0) = 9e2 (Mx(t))h:o T G-0®  “-03 8

1 12 1
SV =a-a?=-(3) =5

3.5. Medidas de forma

Las medidas de forma, como la asimetria y la curtosis, son indicadores estadisticos
que describen las caracteristicas de la distribucion de los datos en cuanto a su sime-
tria y concentracion de valores. Estas medidas indican, segun la tipologia de la dis-
tribucion de la variable aleatoria de interés y de acuerdo con su representacion gra-
fica, la forma de la funcién de masa o la funcion de densidad de dicha variable.
Estas medidas hacen referencia a la asimetria y la curtosis de la funcion de densidad
o de masa de la variable aleatoria.

Medida de asimetria

Una variable aleatoria X se dice que es simétrica cuando su funcion de masa o fun-
cion de densidad lo es respecto al valor X = E[X].

Sea X una variable aleatoria, se define el indice de asimetria de Fisher de X
como el cociente entre el momento respecto a la media de orden 3 y la desviacion
tipica elevada al cubo, es decir:

_ M3 E[(X — )]

F=2==
o3 o3

En funcién del signo del indice de simetria, F;, se tiene que (ver Figura 1.13):
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Asimétrica positiva (F{ > 0) Simétrica (F{ = 0) Asimétrica negativa (F; < 0)
Figura 1.13. indice de simetria F;.

e SiF; > 0= La funcion de densidad de la variable aleatoria X es asimé-
trica positiva. Por tanto, la probabilidad de que la variable aleatoria X tome
valores a la derecha de la media es menor que la probabilidad de que los
tome a la izquierda de esta.

e SiF; = 0= La funcion de densidad de la variable aleatoria X es simétrica
respecto a su esperanza {.

e SiF; < 0= La funcién de densidad de la variable aleatoria X es asimé-
trica negativa. Por tanto, la probabilidad de que la variable aleatoria
X tome valores a la izquierda de la media es menor que la probabilidad de
que los tome a la derecha de esta.

Medida de curtosis

La medida de curtosis refleja el grado de aplastamiento de una variable aleatoria X
comparandola con la curva normal.

Se define el indice de aplastamiento o curtosis (F,) de Fisher de una variable alea-
toria X como:

En funcién del signo de F, se tiene que (ver Figura 1.14):
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0.5 7 —— Leptocurtica
—— Mesocirtica
—— Platicurtica

0.4 4

0.3 4

0.2 4

0.14

0.0 7

Figura 1.14. indice de curtosis F,
(para una variable aleatoria X con u = 5y % = 1).

e SiF, > 0= La funcién de densidad de la variable aleatoria X es mas apun-
tada que la de una variable aleatoria con distribucion normal y se denomina
leptocurtica (alta curtosis, curvatura pronunciada y colas cortas).

e SiF,=0 = La funcién de densidad de la variable aleatoria X muestra un
grado de aplastamiento similar al de una variable aleatoria con distribucion
normal y se denomina mesocurtica (curtosis normal, curvatura normal y
colas moderadas).

e SiF, < 0 = Lafuncion de densidad de la variable aleatoria X es mas aplas-
tada que la de una variable aleatoria con distribucion normal y se denomina
platicurtica (baja curtosis, ligera curvatura y colas largas).

Ejemplo 3.21

Considere la variable aleatoria descrita en el Ejemplo 3.1 y calcule el coeficiente
de asimetria y el coeficiente de curtosis.

El coeficiente de asimetria se calcula como:

-0.336 . .
1= % = ( X ~ —0.51 < 0 (asimétrica negativa)
\V0.76

El coeficiente de curtosis se calcula como:

Foola_ g 15472
27 gt (vo76)"*

3 = —0.32 < 0 (platictrtica)
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3.6. Desigualdades probabilisticas

Desigualdad de Markov

Sea X una variable aleatoria y g(X) una transformacion de la variable aleatoria X,
tal que g(X) = 0. Entonces,

Elg(X
Vvt > 0 severificaque P(g(X) =>t) < [gt( )]

Demostracion 1.1

E[g(xX)] = j 9 (O fe()dx = f SO f 9 (Ofedx >
—co gX)=t

gx)<t

> geparz [ epear=t[ G =P@e0 =0
gx)=zt gX)=zt gx)=zt

Por tanto,

Pty 3 < E0C0)

Como caso particular, se tiene que cuando una variable aleatoria X esta acotada
inferiormente por el 0, es decir P(X = 0) = 1, por la desigualdad de Markov se
tiene que:

E[X]
P(XZt)sT Vt>0

Teorema de Tchebysheff

El teorema de Tchebysheff establece que no mas de una determinada fraccion de
valores de cualquier distribucion puede estar a mas de un numero especifico de
desviaciones tipicas de la media. Este teorema es una consecuencia de la desigual-
dad de Markov.
Este teorema se utiliza para calcular cotas de las probabilidades de una variable
aleatoria cuya distribucion es desconocida, pero su esperanza y varianza son conocidas.
Sea X una variable aleatoria con media u y desviacion tipica a. Entonces,

1
V k>0 severificaque P(X—u|l<ko)=1 ~ o también:

1
P(X — u| = ko) Sﬁ
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Demostracion 1.2

Aplicando la desigualdad de Markov y siendo g(X) = (X — u)? > 0, se obtiene
que:

E[(X—w?] o2 a?
P(X—w?=1t) < M =— de igual forma, P(IX —ul = \/f) < e
Considerando t = k20?2, la desigualdad queda tal que:
a? 1
PUX — 2 ko) S 5=

En consecuencia, la cota inferior para la probabilidad del suceso contrario queda
definida como:

1
P(X — ul <ka)21—ﬁ

Si se considera ko = t, la desigualdad de Tchebysheff es tal que:
2

o
Vit >0 severificaque P(X—-ul<t)=1- 7z o también:
2

g
PX—ul 2z <5

Ejemplo 3.22

El niumero promedio de estudiantes de la facultad que comen el menu del dia en la
cafeteria es de 150, con una varianza de 20. Calcule una cota para la probabilidad
de que, en un dia determinado, el numero de estudiantes que comen el menu del
dia esté entre 120 y 180.

Sea X que representa el nimero de estudiantes que comen el menu del dia en la
cafeteria de la facultad. Como solo son conocidas la media y la varianza de X, para
calcular esta cota es necesario utilizar la desigualdad de Tchebysheft.

P(120<X <180) = P(120—150< X —pu <180 —150)
P(-30< X —u<30)

20
= P(X—-ul<30)=z1--==098
(IX =l <30) 2 1-35

La probabilidad de que el nimero de estudiantes que comen el menu del dia esté
entre 120 y 180 es al menos 0.98.
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3.7.Ejercicios

Ejercicios resueltos

EjercicioR. 3.1

Un jugador paga 10 € por lanzar una moneda. Si obtiene una cara en menos de tres
lanzamientos, la banca le paga 50 €. Si necesita entre tres y cinco lanzamientos
(ambos inclusive) para obtener una cara, la banca le paga 20 €. En los demas casos,
no recibe nada. Se pide calcular el beneficio esperado.

Solucion:

Se sabe que al lanzar una moneda hay un coste de 10 €, lo que da lugar a tres situa-
ciones de beneficios:

1) Si el jugador obtiene una cara en menos de tres lanzamientos, su ga-
nancia neta sera 50€-10€=40€.

2) Si el jugador obtiene una cara entre tres y cinco lanzamientos, su ga-
nancia neta sera 20€-10€=10€.

3) En los demas casos, su ganancia neta sera 0€-10€= -10€.

5
Por lo tanto, X - {—10, 10,40}, y la funcion de masa es P(X = —10) = (%) =

Lir0r=10= Q)+ () + @) = re =0 = (3 + ) -2

El beneficio esperado se calcula como:

1 7 24 —10+47-10+40-24 1020
E[X]=-10-—=+10 - —=+40 - — = =

32 32 32 32 3y~ 3188¢€

EjercicioR. 3.2

Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad, fy(x) = 2x — 2 si
x € (1,2). Se pide:

1. Determinar su moda, su esperanza matematica, y su mediana.

. . 2
2. Determinar el valor del cuantil de orden 3

3. Calcular la probabilidad P (X < 21X < 3).
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Solucion:

1. Sixe(1,2),fX(x)=2x—2—>aa—xfx(x)=2>0

- Ax| - fx(x) =0

En este caso, la moda es el limite superior del intervalo de definicion, Mo =
max{x} = 2.

La esperanza matematica se calcula como:

E[X]=f2x (2x—2)dx—[2i——] [——x]
1

. 3_13
=(%_(22_12)>=_

La mediana se calcula como:

Six € (1,2), F(Me) = [ fy ()dx = [["*2x — 2dx = [——Zx]
= (Me? —2Me) — (12 - 2) = Me? —2Me + 1 =

~(-2)+ |a-411
—>Me2—2Me+%=0—>Me=TZ:1i‘/2_E

cOmo1—‘/§zo.2929<1,Me=1+§

2. El valor del cuantil de orden % se calcula como:

Si x€(1,2) , F@)=[", fx©dt=[]2t—2dt =[t? —2t]¥ = x* —

2x+1=12
—(-2)+ /4—4-1—
— =13

21
Comox € (1,2),x=1 +\/3_g

<|

—>x2—2x+§=0—>x=

Entonces, el valor del cuantil de orden g esdel + ? .

3. La probabilidad de interés es:

)_P(X<%0X<3) 0

1
P(X<Z|X<3 -
( 2! P(X < 3) 1
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EjercicioR. 3.3

En una fabrica, se sabe que el peso promedio de los productos es de =500 gramos,
con una desviacion estandar de 6=20 gramos. Determina aproximadamente:

1. ¢(Qué porcentaje de los productos tiene un peso entre 460 gramos y 540 gra-
mos?

2. (Qué porcentaje de los productos tiene un peso entre 480 gramos y 520 gra-
mos?

Solucion:

1. Para k=2 (entre 460 y 540 gramos), al menos el 75% de los productos cum-
plen con esta condicion.

2. Para k=1 (entre 480 y 520 gramos), el teorema de Tchebysheff no propor-
ciona informacion util.

EjercicioR. 3.4

Con objeto de establecer un plan de produccion, una empresa ha estimado que la
demanda aleatoria de sus potenciales clientes se comportara semanalmente con
arreglo a la siguiente ley de probabilidad:

1
f(x) — E(‘l-x + 2) X € [0,2]
0 resto
1. (Qué stock debe tener para poder satisfacer la demanda en el 60% de los casos?
2. (Cual es la esperanza matematica de la variable Y = 7X — o?

3. Enel 10% de las semanas de mas venta, jcuanto se consume como minimo?

Solucion:

1. Para conocer el stock necesitamos calcular el percentil 60.
K = Pgo(X) si F(K) = 0.6 = [*_ fy ()dt = [ — (4t + 2) dt =
—[L9s2 K_1 2 —
=[S @+ Zt)]o = = (2K? + 2K) = 0.6

>K?+K-36=0

—1+V1+41-3.6
21 >

la solucion negativa no es factible, por lo tanto, nos quedamos con K = 1.46.

Se resuelve la ecuacion de segundo grado y las soluciones son:
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2. Aplicando las propiedades de las variables aleatorias obtenemos que la
E[Y] = E[7X — a] = 7E[X] — «a.

Como E[X] = [ xf (x)dx = [, = (4x + 2) dx = 1.22

E[Y]=7-122—a=854—a«

3. Para conocer el consumo minimo del 10% de las semanas con mas ventas de-
bemos calcular el percentil 90.

K = Poo(X) si F(K) =09 = [*_ f (dt = [ = (4t +2)dt =
_ |1 2 K_ 1 2 _
=|5 @+ 2t)]0 = —(2K% +2K) = 09

>K?+K—-54=0

—1+V1+4154
21 >

la solucion negativa no es factible, por lo tanto, nos quedamos con K = 1.88.

Se resuelve la ecuacion de segundo grado y las soluciones son:

Ejercicios propuestos

Ejercicio P. 3.1
Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx(x) =
{% sioxz1 . Se pide:
0 en otrocaso
1. Calcular los momentos de orden 1 a 4 respecto al origen.
2. Calcular los momentos de orden 1 a 4 respecto a la media.

3. Calcular el coeficiente de asimetria y de curtosis.

Ejercicio P. 3.2

Un jugador apuesta 20 € en un juego que consiste en lanzar tres dados legales. Si

al menos dos de ellos muestran un cinco, se recogen 60 € del bote de las apuestas;

en caso contrario, no se gana nada. Se pide:

1. Calcular la ganancia media por jugada de este jugador y la probabilidad de
ganar en cada jugada.

2. Calcular cuanto dinero deberia recibir la banca para que el juego fuera equita-
tivo.
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Ejercicio P. 3.3

Cierta aleacion se forma con la mezcla fundida de dos metales. La aleacion que
resulta contiene cierto porcentaje de plomo X, que puede considerarse como una
variable aleatoria. Suponiendo que X tiene la siguiente funcion de densidad:

3x(100 —x)
fo(x) = kT si x€(0,100)
0 en otro caso

1. Probabilidad de que la aleacion tenga entre un 30 y 70% de plomo.
2. Esperanza de la proporcion de plomo.

Si realizamos el cambio de variable, Y = In(X). Calcular la funcién de densi-
dad de Y y su esperanza.

4. Laventa de estas piezas se vende a 3€ si contiene menos del 10% de plomo, a
5€ si contiene entre un 10 y un 30%, a 8€ si contiene entre un 30 y un 70% y
a 10€ en el resto. ;Cual es el precio medio de las piezas?

Ejercicio P. 3.4

Una compaifiia perforadora de pozos petroleros se arriesga en varios sitios, y su
éxito o fracaso es independiente de un sitio a otro. Supongamos que la probabilidad
de éxito en cualquier sitio especifico es 0.25.

1. ¢Cual es la probabilidad de que un perforador barrene 10 sitios y tenga un
éxito?

2. El perforador siente que ira a la quiebra si perfora 10 veces antes de que ocu-
rra el primer éxito. ;Cuales son las perspectivas del perforador para la ruina?

3. Numero medio de perforaciones hasta encontrar petroleo.

Ejercicio P. 3.5

El tiempo de vida, en horas, de un cierto componente electronico sigue una distri-
bucidén de probabilidad cuya funcion de densidad es:
fr(x) = 6xe™3%* \¥x >0
Se pide:
1. Siun componente se ha probado durante 1 horas, ;con qué probabilidad podra
mantenerse en funcionamiento?

2. (Cual debe ser la vida 1til de un componente para garantizar su funciona-
miento con una probabilidad del 0.95?
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3. Calcular el momento centrado de orden 3. Interpreta su resultado.

Ejercicio P. 3.6

Sea X la variable aleatoria continua cuya funcién de densidad viene dada por la
expresion:

_ (klx—=2|, x € (0,4)
fx(0) = { 0 , resto

Se pide:
Calcular £ para que sea funcion de densidad.

2. (Es la variable simétrica? ;Cuanto valen los momentos impares respecto a la
media?

3. Calcular la varianza.

Ejercicio P. 3.7

Sea X una variable aleatoria discreta cuya funcion de probabilidad se describe a
continuacion:

X 2 3 4 5
P(X =x) 0.0 0.30 0.20 0.40

Se pide: calcular su esperanza matematica, su varianza y los cuantiles de orden 0.4
y 0.5.

Ejercicio P. 3.8
Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad fy(x) = Axsi0 <x <ky

. 1 S
sea el valor de la mediana Nex Se pide:

1. Determinar el valor de &y de A.

2. Calcular el valor medio, la varianza, la moda y el recorrido de la distribucion.

Ejercicio P. 3.9

Sea X una variable aleatoria donde:

fx(x) = 1/2{91(0,1)(X) + I+ (1 - 9)1(2,3)(x)}
donde 0 es una constante fija 0 < 0 < 1.
Se pide:



102 Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicaday la ciencia de datos

1. Calcular la funcion de distribucion de X.

2. Calcular la esperanza matematica, la mediana y el momento no centrado de
orden 4.

Ejercicio P. 3.10

El salario mensual, en cientos de miles de euros, de los trabajadores de una pequeiia
empresa, es una variable aleatoria con funcion de densidad:
x—1 sil<x<2
fx(x)=43—x si2<x<3
0 enelresto
Se pide:
1. Hallese el salario minimo del 50% de los trabajadores que mas cobran.

2. (Cuadl es el salario maximo del 10% de los trabajadores que menos cobran?

3.8. Evaluacion

Todos los estudiantes del Grado en Estadistica Aplicada y del Grado en Ciencia de
los Datos Aplicada de la UCM, matriculados en la asignatura de Azar y Probabili-
dad, tienen acceso al Campus Virtual para responder una serie de preguntas selec-
cionadas aleatoriamente del banco de preguntas, con el fin de obtener la calificacion
de la evaluacion continua.

Este manual esta disponible en el repositorio de la UCM, por lo que se ha dis-
puesto una autoevaluacion para cualquier persona interesada en la asignatura, uti-
lizando el mismo banco de preguntas del Campus Virtual, accesible en Google
Forms a través del siguiente enlace: https://forms.gle/uUGr91UxoetdG9qHS.


https://forms.gle/uUGr91UxoetdG9qH8
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MODULO 2
Familia de distribuciones
aleatorias

En este médulo, se presentan distintos tipos de distribuciones alea-
torias, fundamentales para el analisis de fendomenos aleatorios. Como
se introdujo en el mdédulo anterior, las variables aleatorias se pueden
clasificar principalmente en discretas y continuas. Basandose en
esto, las distribuciones aleatorias se van a clasificar en discretas y
continuas, donde las primeras se utilizan para modelar situaciones en
las que los resultados son finitos o infinitos numerables, mientras que
las segundas son apropiadas para fendmenos que pueden tomar un
rango infinito de valores no numerable.

La Figura 2.1 presenta un mapa conceptual que resume las principales
distribuciones aleatorias que se abordaran en la asignatura Azar y
Probabilidad. A lo largo de este mddulo, se profundizara en cada una
de estas distribuciones, analizando sus funciones de masa (para va-
riables aleatorias discretas) o de densidad (para variables aleatorias
continuas) y sus caracteristicas.



Funcidn de densidad f:
f,[@ >0 vieR
J fritdt=1
Funcién de distribucién Fy(x):

Fyx) = r fr(O)dt ¥x€R

V.,
Continua

Variables aleatorias
(v-a)

i
tomar cualquier valor
numérico dentro de un intervalo
determinado, de manera que siempre
existe otro valor posible cntre
cualesquiera dos de

Distribuciones Continuas

Uniforme

X~U(a, b)

Exponencial

X~Exp (1)

Gamma

Kooy (, 1)

Beta

X~B (o, B)

s6lo puede tomar unos ciertos valores enteros en
un nimero finito d valores o infinito numerable.

Funcidn de masa P(X = x;):
V.a. Discreta psix=x
D Six=x;

PX=x)= ;
Pa SLx =%y

0 sixno es punto de masa
Funcidn de distribucién £ (x):

R =PI = )
sy
dondepy = P(X =x) >0 Vi€ N y
Elmzlpl =1

Distribuciones Discretas

Uniforme Discreta

Bernoulli
X~Bernoulli (p)

Binomial
X~B (n,p)

Multinomial Geométrica

-G ()

K~M(n; o, ..ot

CON desplazamiento
™,

SIN desplazamiento

Poisson Hipergeométrica Binomial Negativa

X~BN(r.p)

X~FPoisson (1)

X~H (n, N.,)

Figura 2.1. Distribuciones aleatorias en la asignatura Azar y Probabilidad.



Tema 4. Distribuciones discretas

En este tema se presentan las principales distribuciones discretas y sus caracteristi-
cas. Estas distribuciones son esenciales en la teoria de probabilidades, ya que mo-
delan fenémenos con resultados finitos o infinitos numerables. Un ejemplo es
cuando tenemos que planificar la cantidad de recursos necesarios (personal, mate-
riales, etc.) o analizar encuestas con respuestas categorizadas (por ejemplo, cuantas
personas prefieren una opcion en particular).

En este tema se abordaran distribuciones clave, como la hipergeométrica, de
Bernoulli, binomial, geométrica, binomial negativa y de Poisson, destacando
sus aplicaciones practicas y propiedades.

La Tabla 2.1 resume la funcién de masa, la esperanza matematica, la varianza y
la funcion caracteristica de las distribuciones presentadas en este tema. A través de
ejemplos, se facilitard la comprension de sus diferencias y su aplicacion en campos
como la estadistica, la investigacion operativa y la ciencia de datos.

Tabla 2.1. Distribuciones discretas

rEaSnpzZ Funcion
Distribucion Funcion de masa Varianza carac-
mate- o
" teristica
matica
Degene- PX=c)=1 c 0 eitc
rada PX+c)=0
Bernoulli _ pl;((); " :gl_k » pq peit +
X~Bernoulli k=01 q
; ; P(X =k)
Binomial :
n - n elt +
(n,p) k=0,12..n

https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.04
Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicada y la ciencia de datos. Maria Angeles Medina
Sanchez, Ziwei Shu, Rosario Susi Garcia y Rosa Espinola Vilchez. © Ediciones Complutense, 2025.


https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.04
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PX =Kk)
Hipergeo- _ (8008 No
métrica ™ nNa N4 (N-N,) (N-n) | existeen
X~H k=max {0,n— (N — N N N N-1 forma
(n,N,Ny) N cerrada
...,min {n,N,}

Geométrica —a li(X; ki K q qa P
X~G(p) = g 1p2 ap p p? 1—qet
Binomial P(X =k)
negativa =(k+r—1) kr rq rq < p )

X~BN k /1P D p? 1-qet
(r,p) k=0,1,2,...
Poisson g Ak .
X~P PX=Kk)=e o 2 ) e Me''-1)
) k=0,12,...
Uniforme 1
discreta PX=x;) = - n+1 n? -1
X~Ud i=12,...n 2 12
(x1,..-, %)
Multinomial P(X; = x_l’XZ :_ E[X,]
X~M xz,...,Xk—xk)— i npl(l_pl)
(n; p p n! X1 Xp Xk = np;
PP Bk xllxz!...xk!pl Pz P

Fuente: elaboracion propia.

4.1. Distribucion degenerada

La distribucion degenerada se caracteriza por tomar un valor constante ¢ con pro-

babilidad 1. Se dice que una variable aleatoria X es degenerada en el punto c si su

funcion de masa se describe como:
PX=c)=1y PX#c)=0

La funcion de distribucion de una variable aleatoria X degenerada en el punto c es:

Fy(x) = {

1 si

0 si x<c
X =cC

La esperanza matemdtica de una variable aleatoria X con distribucion degenerada

en el punto c¢ es el propio valor ¢, tal que:

E[X]=c
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La varianza de una variable aleatoria X con distribucion degenerada en el punto ¢
es cero, es decir:
V(X)=02=0

Los momentos respecto al origen de orden r de una variable aleatoria X con distri-
bucion degenerada, vienen dados por la siguiente expresion:
ar=E[X"]=c" VreN

La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribucion degenerada
en el punto ¢, es tal que:
eX(t) = E[e!X] = e VteR

4.2. Distribucion de Bernoulli

La distribucion de Bernoulli, nombrada en honor al matematico Jacob Bernoulli
(1654-1705), es una distribucion de probabilidad discreta y la mas simple, ya que
solo tiene dos valores posibles para la variable aleatoria: x = 1 (“éxito”) con pro-
babilidad de éxito p y x = 0 (“fracaso”) con probabilidad de fracaso g =1 — p,
donde 0 < p < 1. Por ejemplo, al lanzar una moneda, los posibles resultados de
este experimento son cara o cruz. Si esta interesado en el evento cara, a cara se
denota como éxito y cruz como fracaso. En este caso, si la moneda no esta trucada
p=q =0.5.

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion de Bernoulli de pa-
rametro p y se denota como X~Bernoulli (p), cuando su funcion de masa se des-
cribe como:

P(X =k) =p*(1—-p)'*k

donde k = 0, 1 es el nimero de éxitos, y p es la probabilidad de éxito en cada ensayo.
La esperanza matemadatica de una variable aleatoria X con distribucion de Bernoulli,
viene dada por:
EX]=p
La varianza de una variable aleatoria X con distribucion de Bernoulli es:
VEX)=p(1—-q)=pq
Los momentos respecto al origen de orden r para una variable aleatoria X con dis-

tribucion de Bernoulli son:
a, =E [X r] =D
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La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribucién Bernoulli de
parametro p vendra dada por:
eX(t) = E[e™*] =pet +q VteER

De hecho, la distribucion de Bernoulli describe un tnico ensayo dentro de un pro-
ceso de Bernoulli.

El proceso de Bernoulli se refiere a una serie de ensayos independientes que
siguen la distribucion de Bernoulli con el mismo parametro p. Cada ensayo tiene
solo dos posibles resultados: “éxito” y “fracaso”. Basandose en este proceso, se
generan otros tipos de distribuciones discretas, como la binomial, que cuenta el
numero de éxitos en varios ensayos o la geométrica, que modela el nimero de en-
sayos necesarios para obtener el primer €xito, entre otras. Estas distribuciones se
presentaran en las proximas secciones.

Ejemplo 4.1

Un juego consiste en lanzar un dado una unica vez. Si se obtiene un 5, se gana, de
lo contrario, se pierde. Determinar la funcion de masa de la variable aleatoria X.

La variable X toma el valor 1 si el lanzamiento da como resultado un 5 (éxito) y 0
si se obtiene cualquier otro valor (fracaso). La distribucion de la variable aleatoria

X es una distribucion de Bernoulli con parametro p = —» que representa la probabi-

lidad de éxito (obtener un 5), tal que X~Bernoulli (%). La funcién de masa de
probabilidad de X es:

PX=1)=p=

N

5
PX=0)=1-p=¢

También se puede expresar de la siguiente forma:

rar==(2f ()

1-k

donde k =0, 1.
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4.3. Distribucion binomial

Se realiza un proceso de Bernoulli, es decir, una réplica de n sucesos independien-
tes de Bernoulli con la finalidad de describir el nimero de éxitos obtenidos.

La variable aleatoria X que describe el nimero de éxitos en n experimentos inde-
pendientes de Bernoulli, sigue una distribucion binomial de parametros n 'y p, deno-
tada como X~B(n, p), siendo n el numero de réplicas y p la probabilidad de éxito.

Cuando n = 1, la distribucion se llama distribucion de Bernoulli, abreviada
como X~Bernoulli(p).

El tablero de Galton (o maquina de Galton), inventado por Francis Galton
(1822-1911), es un dispositivo que nos ayuda visualmente a entender la distribucion
binomial y como, bajo ciertas condiciones, esta se aproxima a la distribucion nor-
mal (ver Figura 2.2).

Figura 2.2. Tablero de Galton. Fuente: Shu & Medina Sanchez (2024).

El tablero de Galton esta compuesto por varias filas de clavijas dispuestas en un
patron triangular. Una bola se deja caer desde la parte superior, y a medida que
desciende, golpea las clavijas, desviandose aleatoriamente hacia la izquierda o la
derecha. Cada desvio hacia la izquierda o derecha puede interpretarse como un
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“éxito” o un “fracaso” en un ensayo de Bernoulli, de manera similar a como fun-
ciona la distribucion binomial. La interpretacion de los elementos del tablero de
Galton es:

e Un numero total de filas de clavijas representa el nimero de ensayos (n).

e (Cada vez que la bola pasa por una clavija, puede desviarse hacia la iz-
(P4

quierda o la derecha, representando que el ensayo ha sido un “éxito” o un
“fracaso”.

e La probabilidad de desviarse a la izquierda o a la derecha debe ser igual
(p = 0.5), es importante que los clavos estén perpendiculares.

La distribucion de las bolas acumuladas en los contenedores suele tomar una forma
de campana que se aproxima a la distribuciéon normal, especialmente cuando n es
grande (n = 30). Esto indica que, al aplicar el teorema central del limite, la distri-
bucion binomial puede aproximarse a la distribucion normal (ver también la sec-
cion 5.2).

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion binomial de parame-
tros n 'y p, cuando X describe el numero de éxitos obtenidos al realizar n experi-
mentos (n = 1), con probabilidad de éxito p. La funcion de masa de una variable
aleatoria X~B(n, p) viene dada por:

PO =) = ()Pt - p*

donde:
e k=0,1,2,...,nesel nuimero de éxitos tras la realizacion del experimento
n veces;

e n — k el nimero de fracasos;

. (Z) = #lk)' es el coeficiente binomial que indica el lugar donde pueden

aparecer los éxitos;

e p es la probabilidad de éxito en cada ensayo.
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Figura 2.3. Funcién de masa de las variables aleatorias B(100,0.1),
B(100,0.5), B(100,0.8).

La Figura 2.3 presenta la funcion de masa de las variables aleatorias que siguen la
distribucion binomial.

La esperanza matematica de una variable aleatoria X con distribucion binomial de
parametros n y p viene dada por:
E[X] =np

La varianza de una variable aleatoria X con distribucion binomial es:

V(X) =np (1-q)=npq
La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribucion binomial de
parametros n y p vendra dada por:

PX(t) = E[e!X] = (pet +q)" VteR

Se dice que una distribucion es reproductiva, cuando la suma de variables aleato-
rias independientes que siguen una distribucion especifica se distribuye segin esa
misma distribucion. En el siguiente teorema, se introduce el concepto de reproduc-
tividad de una distribucion binomial respecto al parametro n.

Teorema 2.1. Sean X3,..., X,, variables aleatorias independientes con distribucion
binomial, tales que X;~B(n;, p) conj = 1,...,m. Entonces, S, = Z}":lXj es una

variable aleatoria binomial tal que:
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Demostracion 2.1

Para demostrarlo se utiliza la funcidn caracteristica de una distribucion binomial.
Se sabe que:
Xi~B(nj,p) = @X(t) = (pe'* + @) VteER
La funcion caracteristica de la nueva variable, S, es:
@Sm(t) = E[e!Sm] = E[eX1%)] = F[eithieitha, eithm]=
como X4,..., X, son variables aleatorias independientes, la esperanza del producto
coincide con el producto de las esperanzas, por tanto
= E[e!X1]E[e!tXz].. . E[e®t*m] = (pe't + q)™ (pe't + q)"2... (pe' + q)™m
= (pe' + @)X

Entonces,
m m
j=1 j=1
Como consecuencia del teorema anteriormente expuesto, si Xy, ..., X, son varia-

bles aleatorias independientes idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con distribu-
cion binomial, X;~B(n;, p) para j = 1,...,m, entonces, S,,~B(mn, p).

Ejemplo 4.2

Un juego consiste en lanzar un dado tres veces, considerando como éxito obtener
un 5. Definimos X como el numero de veces que se obtiene un 5 en los 3 lanzamien-
tos. Se pide:

1. Determinar el tipo de distribucion de la variable aleatoria X.

2. Calcular la probabilidad de obtener el valor 5 exactamente dos veces.

3. Calcular la probabilidad de que el numero de veces que se obtenga el valor 5
sea menor o igual a 1.

1. La variable aleatoria X que representa el nimero de veces que se obtiene un 5
al lanzar el dado tres veces es una variable aleatoria con distribucion binomial

de parametrosn = 3,y p = %, es decir, X~B(3, %).
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2. Laprobabilidad de obtener un 5 exactamente dos veces es:
2

3-2
== () (-0 55

3. La probabilidad de interés es:
PX<D)=PX=0)+PXx =1 =) (%)0 (1- %)3_0 +(3) (g)1 (1- %)3_1 =
e e

4.4. Distribucion hipergeométrica

La distribucion hipergeométrica es una distribucidon de probabilidad discreta que
se aplica a muestreos aleatorios sin reemplazamiento, por lo tanto, el tamafio de la
poblacion varia con cada extraccion.

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion hipergeométrica de
parametros N, Ny y n, y se denota como X~H(n, N, Ny), si describe e/ numero de
éxitos en n pruebas, donde:

e N:tamafo inicial de la poblacion finita.
e Ny:numero de éxitos en la poblacion finita.

e n:numero de extracciones realizadas sin reemplazamiento.
La funcion de masa de una variable aleatoria X~H (n, N, N,) viene dada por:
(NA) (N—NA
P(X = k) == pk s
()
donde k = max {0,n — (N — Ny)},...,min {n, Ny }.

La Figura 2.4 presenta la funcion de masa de las variables aleatorias que siguen la
distribucion hipergeométrica.
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Figura 2.4. Funcién de masa de distintas variables
aleatorias hipergeométricas.

La esperanza matemdtica de una variable aleatoria X con distribucion hipergeomé-
trica de parametros N, N4 y n viene dada por:
Ny

La varianza de una variable aleatoria X con distribucion hipergeométrica es:
Na (N = Np) (N =n)
N N N -1

V(X)=n

Relaciones entre las distribuciones binomial e hipergeométrica
Sea p la probabilidad de obtener éxito en la primera réplica de una variable aleato-

ria X con distribucion hipergeométrica, es decir, p = TA‘ Por tanto, la probabilidad

. ., N-N
de obtener fracaso en dicha poblacion es g = v 4

Con esta nueva notacion se observa como la esperanza de una variable aleatoria

X con distribucion binomial y la de una variable aleatoria con distribucion hiper-
geométrica coinciden:

E[X] = _ N
[(X]=np =n—2

Sin embargo, en el caso de la varianza, esto no ocurre. La varianza de una variable
aleatoria X con distribucion hipergeométrica segin la nueva notacion es la siguiente:
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N(N-N)WN=m) _ (N-n)

N N n~n-1 "Iy

Como se puede observar, la diferencia entre la varianza de una variable aleatoria
con distribucion binomial y la de una variable aleatoria con distribucion hipergeo-

VX)=n

o N-n
metrica es —.
N-1
. . N—-n ., .
Esta diferencia, denotada como a = ~op fepresenta la reduccion de la disper-

sidén de una variable aleatoria por realizarse el muestreo sin reemplazamiento en
una poblacion finita.

A continuacion, se presentan algunos casos en los que la distribucion hipergeo-
métrica se puede aproximar por la distribucién binomial:

e Sin=1= a = 1. En este caso, no existe diferencia entre el muestreo
con y sin reemplazamiento, porque solo se extrae un elemento. Por tanto,
las distribuciones binomial e hipergeométrica coinciden y ademas, coinci-
den con la distribucion de Bernoulli.

e Si el tamafio de la poblacion es suficientemente grande (N — o) con res-

. N—-n . .
pecto an, se tiene que @ = —— P 1. En este caso, la diferencia entre el
- —00

muestreo con reemplazamiento y sin reemplazamiento es muy pequefia.
Con este resultado se concluye que la distribucion hipergeométrica se
puede aproximar por la distribucion binomial cuando el tamafio de la po-
blacion N — oo, Asi, si tenemos una variable aleatoria hipergeométrica con
n pequefio comparado con el tamafio de la poblacion N, entonces

H(n,N,N,) = B(n,p) conp = %.

Ejemplo 4.3

La facultad compro ordenadores para el aula informdtica de los alumnos, no obs-
tante, 10 de ellos fueron devueltos al distribuidor debido a un problema que surgia
al abrirlos. Se supone que 4 de estos 10 ordenadores tienen la CPU defectuosa y
los otros 6 presentan problemas mas leves. Si se examinan al azar 5 de estos 10
ordenadores, se define la variable aleatoria X como “el numero de ordenadores
entre los 5 examinados que tienen una CPU defectuosa”. Se pide:

1. Identificar la distribucion de la variable aleatoria X.
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2. Calcular la probabilidad de que como maximo dos ordenadores tengan pro-
blemas de CPU.

3. Calcular la probabilidad de que no todos los ordenadores tengan problemas
leves.

4. Calcular la esperanza y varianza de la variable aleatoria X.

1. La variable aleatoria X que representa el nimero de ordenadores con CPU de-
fectuosa entre los 5 seleccionados es una variable aleatoria con distribucion
hipergeométrica de parametros N = 10, N, = 4 yn = 5, es decir,
X~H(5,10,4).

2. Laprobabilidad de que como méximo dos ordenadores tengan problemas de

CPU es:
L6, O, QE)
(10) (10) (10)

= 0.7381

PX<2)=PX=0)+P(X=1)+P(X =2) =

_1-6+4-15+6-20_186
252 252 252 252
3. Sino ocurre que todos los ordenadores tengan problemas leves, es porque al-

guno tiene una CPU defectuosa. Es decir, X > 1. Entonces, la probabilidad de
que no todos los ordenadores tengan problemas leves es:

_QE) _ 16246
(150) 252 252

PX>21)=1-PX=0)=1 = 0.9762

4. Laesperanza y varianza de la variable aleatoria X se calculan de la siguiente
manera:

E[X]=n-2=5-%=2

NA(N Na) (N-n) A .6 . 5_6
VX)=n N N1_5 10 10 9

4.5. Distribucion geométrica

La distribucion geométrica es una distribucion de probabilidad discreta que modela
el numero de ensayos de Bernoulli independientes, e idénticamente distribuidos,
necesarios hasta que ocurre el primer éxito. A diferencia de la distribucion bino-
mial, que implica un namero fijo de ensayos, la distribucion geométrica puede rea-
lizar ensayos de Bernoulli de forma indefinida, hasta obtener el primer éxito. En
este contexto, se busca conocer el nimero de fracasos que ocurren antes de alcanzar
dicho éxito.
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Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion geométrica de para-
metro p, siendo p la probabilidad de éxito, y se denota como X~G(p), si describe
el numero de fracasos antes de obtener el primer éxito.

La funcion de masa de una variable aleatoria X~G (p) viene dada por:

PX=k)=0-p)p=q"p

donde k = 0,1, 2,... es el nimero de fracasos ante de obtener el primer éxito.

La Figura 2.5 presenta la funcion de masa de distintas variables aleatorias geomé-
tricas.
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Figura 2.5. Funcion de masa de distintas variables aleatorias geométricas.

La esperanza matematica de una variable aleatoria X con distribucion geométrica
de pardmetro p viene dada por:

1-—
Ex)=—2=1
p p
La varianza de una variable aleatoria X con distribucién geométrica es:
1-p_4q
Vi) =——=—
p?  p?

La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribucion geométrica
de parametro p vendra dada por:
; p
@X(t) = E[e"¥] =

1——qeit VteR
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Si se tiene interés en el numero de pruebas realizadas para obtener el primer éxito,
esta nueva variable aleatoria Y satisface que Y = X + 1, siendo X~G(p).
Las caracteristicas de la variable aleatoria Y son:

e La funcion de masa de la variable aleatoria Y es
PY=k)=0-p)klp=q¢tlp k=12..
o La esperanza matemadtica de la variable aleatoriaY = X + 1 es:

Ev] = Ex]+1=241=1
p p

e La varianza de la variable aleatoria Y es:

VY)Y = V(X) = ;—2

e La funcion caracteristica de la variable aleatoria Y es tal que:

. . eitp
QY (t) = E[elt(X+1)] = e‘tqu(t) = 1——qeit VteR

Ejemplo 4.4

El Juego del Calamar es una popular serie surcoreana en la que varios de los juegos
presentados pueden ser analizados desde una perspectiva probabilistica. Un ejemplo
es la quinta prueba, en la que los 16 participantes deben cruzar un puente de vidrio
compuesto por 18 pasos. Cada paso tiene dos paneles: uno de vidrio templado, capaz
de soportar el peso de una persona, y otro de vidrio normal, que se rompe al pisarlo,
provocando la caida del jugador. Este desafio se puede analizar aplicando conceptos
probabilisticos, aunque en la serie también entran en juego otros factores, como el
tiempo limitado (16 minutos) y aspectos psicologicos y humanos (como la impulsivi-
dad, el miedo y la presion). A continuacion, se analiza este juego del puente de vidrio,
sin tener en cuenta factores no matematicos.

Cada decision sobre qué panel de vidrio elegir puede considerarse un ensayo
de Bernoulli con dos posibles resultados: sobrevivir (elegir vidrio templado) o caer
y morir (elegir vidrio normal). El primer jugador enfirenta un 50% de probabilidad
de sobrevivir en cada uno de los 18 pasos. Para sobrevivir, el primer jugador debe
cruzar con éxito los 18 pasos, lo que resulta en una probabilidad de 0.5'8, que se
aproxima al 0.00038%. Se asume que es el tercer jugador en el juego del puente
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de vidrio y, gracias a los dos jugadores anteriores, se ha logrado avanzar hasta el
tercer paso (ver Figura 2.6). ;Cudl es la probabilidad de supervivencia? ;Cual es
la probabilidad de caer por primera vez después de haber saltado 4 pasos?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 N1 12 13 14 15 16 17 18

)

|

15 pasos

Figura 2.6. Ejemplo del juego del puente de cristal.
Fuente: elaboracion propia basada en Shu & Medina Sanchez (2024).

En este caso, la variable aleatoria X que representa el nimero de pasos saltados
hasta la primera caida es una variable aleatoria con distribucion geométrica de pa-
rametro p = % , tal que X ~G(%).

Se sabe que el nimero total de pasos es 18 y se han cruzado 3; es necesario
atravesar los 15 pasos restantes para sobrevivir. La probabilidad de supervivencia
se calcula de la siguiente manera:

15 1 ( 1\ k-1

P(X>15)=1- Z 5 1- E) =1-0.99996948 ~ 0.003052%
k=1

La probabilidad de caer por primera vez después de haber saltado 4 pasos es:

1 1., 1

4.6. Distribucion binomial negativa

La distribucion binomial negativa es una distribucidén de probabilidad discreta que
describe el niimero de fracasos hasta obtener r éxitos cuando se pueden realizar ex-
perimentos de Bernoulli indefinidamente de forma independiente. Esta distribucion
se aplica en diversas situaciones practicas, como en el analisis de la calidad de pro-
ductos, donde se puede modelar el nimero de piezas defectuosas producidas antes de



122 Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicaday la ciencia de datos

alcanzar una cantidad deseada de piezas buenas. También se utiliza para pronosticar
numero de clientes necesarios para alcanzar un objetivo de ingresos especifico.

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion binomial negativa
de parametros r y p, siendo r el nimero de éxitos y p la probabilidad de éxito, y se
denota como X~BN(r,p), si describe el nimero de fracasos hasta obtener r —
ésimo éxito.

La funcion de masa de una variable aleatoria X~BN (r, p) viene dada por

pax=k) ="t N a-prpr= (T N apr

donde 7 es el nimero de resultados con éxito deseado, k = 0,1, 2, ... es el nimero
de fracasos.

La Figura 2.7 presenta la funcion de masa de distintas variables aleatorias binomia-
les negativas.
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Figura 2.7. Funcion de masa de distintas variables
aleatorias binomiales negativas.

La esperanza matemdtica de una variable aleatoria X con distribucion binomial ne-
gativa es:

r(l-— T
sy 27O 7
p p
La varianza de una variable aleatoria X con distribucion binomial negativa es:
rl—p) _rq
V) =—07—=5
p p
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La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribucion binomial ne-
gativa de parametros r y p vendra dada por:

<pX(t)=E[eitX]=(1 P .)T ViR

— gelt
La distribucion binomial negativa es reproductiva respecto al parametro r. Dicho

resultado se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Sean X, ..., X;, variables aleatorias independientes con distribucion
binomial negativa, tales que X;~BN(rj,p) con j =1,...,m. Entonces, Sy, =

Z;-’;l Xj es una variable aleatoria con distribucion binomial negativa tal que:

m

Sm~BN er,p

j=1

Demostracion 2.2

Para demostrarlo se utiliza la funcion caracteristica de una distribucion binomial
negativa. De forma que, la funcion caracteristica de la nueva variable S, es:

@Sm(t) = E[e!tSm] = E[e*X51%1] = FleitXieitXe, oit¥m]

como X4,..., X, son variables aleatorias independientes,

E[eitX1eitX2 __eitXm] — E[ itXl]E[ ith] [eitXm] —
(1 qelt)rl(l qelt)rz . (1 qelt)rm
Yo
T M- qel) =

Entonces,
m
z X; ~BN er,p
= =]_

Como casos particulares del teorema presentado se tiene que:

e SiXj,..., Xy son v.aiid. con distribuciéon binomial negativa tales que
Xj~BN(r,p) paraj = 1,...,m, entonces, S,,~BN(mr,p).
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e SiXj,..., Xy son v.aiid. con distribucion geométrica tales que X;~G(p)
paraj =1,...,m, entonces, S;,,~BN(m,p). De hecho, la distribucion geo-
métrica es un caso particular de la distribucion binomial negativa para el
caso de r = 1. Para mas detalles, consulte el apartado de “Relaciones entre
las distribuciones geométrica y binomial negativa”.

Si se tiene interés en el numero de pruebas realizadas hasta conseguir r éxitos, esta
nueva variable aleatoria Y, satisface que Y = X + r, siendo X~BN(r, p).
Las caracteristicas de la variable aleatoria Y son:
e La funcion de masa de la variable aleatoria Y es:
PY=k)=PX=k—-1)
k—1 k-r.1 k—1 k—1r.,1
= (o) A==, ot
k—1 k-r.1 k—1 k—1r.,1
= (o) amerr = (L) e

dondek =r,r+1,r+2..

e La esperanza matematica de la variable aleatoriaY = X + r es:

rq T
E[Y]=E[X]+r=—+4+1r=—
p p
e Lavarianza de la variable aleatoria Y es:
rq
Viy)=VvX) = p_z

e La funcion caracteristica de la variable aleatoria Y es tal que:
eitp r
Y(t) = E[etX+)] = el X (t) = [ ——— vVt € R
PY(t) = Ele | =e"pX(®) 1= gett

Relaciones entre las distribuciones geométrica y binomial negativa

Una variable aleatoria geométrica corresponde al numero de ensayos de Bernoulli
necesarios para lograr el primer éxito. Si se desea determinar el nimero de ensayos
requeridos para alcanzar un numero especifico de éxitos, la variable aleatoria co-
rrespondiente es la binomial negativa, por lo tanto, la distribucion binomial nega-
tiva es una generalizacion de la distribucion geométrica al describir el numero de
ensayos de Bernoulli independientes y repetidos necesarios para lograr r éxitos. La
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distribucion geométrica es un caso particular de la distribucion binomial negativa
cuando r = 1, asi X~G(p) = BN (1,p).

Ejemplo 4.5

Continuando con el Juego del Calamar del Ejemplo 4.4, ahora se permite al juga-
dor cometer un error. Es decir, si el jugador elige un panel de vidrio normal, no
caera de inmediato,; solo caera si vuelve a seleccionar un panel de vidrio normal
en el siguiente paso. Se asume que se es el tercer jugador en el juego del puente de
vidrio y, gracias a los dos jugadores anteriores, se ha logrado avanzar hasta el
tercer paso (ver Figura 2.6). Se pide:

1. Calcular la probabilidad de supervivencia.
2. Calcular la probabilidad de caer en su tercer intento.

1. En este caso, la variable aleatoria X que representa el nimero de pasos salta-
dos hasta cometer dos errores es una variable aleatoria con distribucion bino-
. . , 1 1
mial Negativa de pardmetros r =2y p = i tal que X~BN (2,5).

La probabilidad de supervivencia se calcula de la siguiente manera:

15 k—1 1 k-2 1 2
= — . —_— | — — — = 0,
P(X>15) =1 Zkzz ) (1 2) (2) 1—0.9995 = 0.05%
2. Laprobabilidad de caer en su tercer intento es:

3

== (2= G) -2 () -2

4.7. Distribucion de Poisson

La distribucion binomial permite conocer la probabilidad de obtener k éxitos en n
intentos. En algunas ocasiones, el nimero de intentos, n, es desconocido, pero se
dispone de la esperanza en un determinado periodo de tiempo o en una region del
espacio fija en la que se realiza el experimento. Asi, si se quiere estudiar el nimero
de llamadas atendidas en una centralita durante 24 horas de un dia concreto, no es
posible replicar el experimento cada minuto del dia, lo que se hace es observar el
niumero medio de llamadas que se atienden en distintos dias con las mismas carac-
teristicas y se define la variable aleatoria nimero de éxitos en una determinada uni-
dad de tiempo a través de una variable aleatoria con distribucion de Poisson, donde
solo se necesita conocer su esperanza.
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Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion de Poisson de para-
metro A (1 > 0), si describe el numero de ocurrencias de un determinado fenémeno
durante un periodo de tiempo fijo o en una region fija del espacio. Esta distribucion
se denota como X~P (1), donde A es el promedio de sucesos en cada unidad de
tiempo.

La funcion de masa de una variable aleatoria X~%P (A1) viene dada por:

k

2
— — A
PX=k)=er

donde k = 0,1, 2, ... es el nlimero de ocurrencias; e es el numero de Euler (aproxi-
madamente igual a 2.71828) y 1 su esperanza matematica.

La Figura 2.8 presenta la funcion de masa de distintas variables aleatorias de Poisson.
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Figura 2.8. Funcion de masa de distintas variables aleatorias de Poisson.

La esperanza matematica de una variable aleatoria X con distribucion de Poisson
es el propio valor A, tal que:

E[X]=42
La varianza de una variable aleatoria X con distribucion de Poisson es:

VX)) =421

La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribucion de Poisson,
viene dada por:
. t
eX(t) = E[e'X] = e~2"-1) vteR
La distribucion de Poisson es reproductiva respecto a su parametro A, este resultado
se enuncia en el siguiente teorema.
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Teorema 2.3. Sean X4,..., X,, variables aleatorias independientes con distribucion
de Poisson, tales que X;~P(4;) con j =1,...,m. Si todas estan medidas en la
misma unidad de tiempo, entonces, S, = Z}”zl Xj es una variable aleatoria con dis-

tribucion de Poisson tal que:
m

Sn~P| D 4

j=1

Sin es una variable de Poisson con unidad de tiempo la misma que las definidas
para cada una de las variables aleatorias del sumatorio.

Demostracion 2.3
Para demostrar dicho teorema se utiliza la funcidn caracteristica de la distribucion
de Poisson.
La funcion caracteristica de la nueva variable, S, es:
. ) . . . .

@Sm(t) = E[e'Sm] = E[e""=1%1] = E[eltK1eitX2  eithm]
como X4,...,X;, son variables aleatorias independientes,
E[eitXleith_ . eitXm] — E[eitXl]E[eitXZ]. . E[eitXm] —
- (e—ll(eit—l)) (e—/’lz(eit—l)) . (e—)lm(eit—l))

_ (eI

Entonces,

m m
w=3n-0(3

Jj=1

Cuando se quiere utilizar otra unidad de medida para contabilizar el numero de
éxitos se puede utilizar esta propiedad y considerar que la nueva variable es la suma
de k variables independientes.

Relaciones entre las distribuciones binomial y de Poisson

Cuando una variable aleatoria X se distribuye seglin una binomial y el parametro p es
pequeiio (p < 0.1) y el nimero de experimentos n es grande (n = 30), la distribucién
binomial se puede aproximar a una distribucion de Poisson de parametro A = np. En
general, se tiene que:
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Sin>30 y p<0.1= B(n,p) = P(np)

Cuando p es pequefio y n es grande, esta aproximacion es conveniente, ya que con
la distribucion binomial aumentan las dificultades de célculo.

Ejemplo 4.6
En una carretera se producen, en promedio, 2 accidentes al mes. Se pide:

Determinar la distribucion de la variable aleatoria X.

Calcular el numero esperado de accidentes por mes.

Calcular la probabilidad de que este mes se produzcan mas de 3 accidentes.
Calcular la probabilidad de que en dos meses se produzcan 4 accidentes.

=R N~

La variable aleatoria X que representa el nimero de accidentes por mes es
una variable aleatoria con distribucion de Poisson de parametro A = 2, tal
que X~P(2).
2. El niimero esperado de accidentes por mes es: E[X] = 4 = 2.
La probabilidad de que este mes se produzcan mas de 3 accidentes es:
PX>3)=1-P(X <3)

=1-(PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X =3))

20 21 22 23
—1_ 22 _ 2% _ 2% _ 22 _
=1-e o1 e 1 e o0 e 3!—0.143

4. Pararesolver este apartado definimos una nueva variable Y = X; + X,
siendo X;~P(2) y X,~P(2), la variable resultante es una distribucion de

Poisson de parametro A = 4 (Y~P(4)). Entonces, la probabilidad de que en
4
dos meses se produzcan 4 accidentes es: P(X = 4) = e™* %

4.8. Distribucion uniforme discreta

La distribucion uniforme discreta es una distribucion de probabilidad discreta que
describe un escenario donde un conjunto finito de resultados posibles tiene la
misma probabilidad de ocurrir.

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion uniforme discreta
sobre n puntos, y se denota como X~Ud (xy, ..., xy) si su funcion de masa se des-
cribe como:

P(X = x;) =%,paratodoi =12,...,n
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La funcion de distribucion de una variable aleatoria X con distribucion uniforme
discreta es:
0 x < xq
i—1

Fx(x) = Xi1<x<xj; i=2,...,n

1 X = Xp

La esperanza matematica de una variable aleatoria X con distribucion uniforme

discreta es:
n n

E[X] = ) % P(X = x7) =%in =z

i=1 i=1

La varianza de una variable aleatoria X con distribucion uniforme discreta es:
n

n
1 1
VOO = EX?) = B2X) == ) xi? =22 == ) (= 2
= n=
Para el caso particular de la variable X definida sobre los primeros n nimeros na-
n+1 n2-1

turales se obtiene que la E[X] = — > ylaVX) =—

Relaciones entre las distribuciones de Bernoulli y uniforme discreta

La distribucién de Bernoulli conp = 5 €8 un caso particular de la distribucion uni-

forme discreta con dos resultados posibles (éxito o fracaso), en los cuales ambos tie-
nen la misma probabilidad de ocurrir. Mientras que la distribucion uniforme discreta
puede generalizarse para abarcar mas de dos resultados, en el caso de n = 2, la dis-
tribucion uniforme discreta y la de Bernoulli son conceptualmente similares:

1
X~Ud(0,1) = Bernoulli (E)

Ejemplo 4.7

Una tienda tiene en stock 5 modelos diferentes de moviles. Un cliente elige uno de
estos modelos al azar, y cada modelo tiene la misma probabilidad de ser elegido.
Se pide:

1. Determinar la distribucion de la variable aleatoria X.
2. Calcular la probabilidad de que el cliente elija el tercer modelo.
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1. La variable aleatoria X que representa el nimero del modelo elegido por el
cliente es una variable aleatoria con distribucion uniforme discreta de parame-
tron = 5, tal que X~Ud(xq, Xy, X3, X4, X5).

2. La probabilidad de que el cliente elija el tercer modelo es P(X = x3) = § =
0.2.

4.9. Distribucion multinomial

La distribucion multinomial es una distribucion de probabilidad discreta que gene-
raliza la distribucion binomial a situaciones en las que se pueden observar mas de
dos resultados posibles. Se utiliza para modelar experimentos en los que se realizan
n ensayos independientes y cada ensayo puede dar lugar a uno de los k resultados
posibles, con probabilidades asociadas para cada resultado.

La distribucion multinomial es 1til para analizar situaciones en las que hay que
elegir una caracteristica entre al menos tres. Su aplicacion abarca diversas areas,
desde la prediccion de resultados en elecciones hasta la evaluacion de las preferen-
cias de los consumidores. Por ejemplo, un supermercado que desea investigar los
habitos de compra de sus clientes puede clasificar los productos en cinco categorias:
productos frescos, productos enlatados, bebidas, productos de limpieza y el resto.

Al aplicar la distribucion multinomial, el supermercado puede estimar la proba-
bilidad de que un cliente adquiera productos de una, varias o todas las categorias
durante su visita. Esta informacion es fundamental para mejorar la gestion del in-
ventario y disefiar campafias de markerting que se alineen mejor con los habitos de
compra de los consumidores.

Se dice que una variable aleatoria X = (X3, X5, ..., X}) sigue una distribucion
multinomial si representa el nimero de ocurrencias de cada uno de los k resultados
posibles en n ensayos independientes, donde cada resultado tiene una probabilidad
fija de ocurrir, y se denota como X~M(n; py, ..., Px)- Su funcion de masa se des-
cribe como:

n!

_ _ _ _ X1,,X2 Xk

PXi=x,X5=%y,...,. X =%, ) = PPy D
X' x5l %!

1. 2.... k.

donde n es el numero total de ensayos; x; es el nimero de veces que se produce el
i-ésimo resultado; p; es la probabilidad de que ocurra el i-ésimo resultado en un
ensayo, cumpliendo que p; + py+...+p, = 1.

La esperanza matematica de una variable aleatoria X; es:
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E[X;] = np;
La varianza de una variable aleatoria X; es:

V(X)) =np;(1—p;)

Ejemplo 4.8

En una caja hay 3 bolas rojas, 2 azules y 5 verdes. Si se decide seleccionar al azar
5 bolas con reemplazamiento, ;cudl es la probabilidad de seleccionar 2 bolas ro-
jas, 2 azules y I verde?

En este caso, como se seleccionan 5 bolas, n = 5. Hay tres resultados: rojo, azul y
verde, con sus respectivas probabilidades basadas en la composicion de la caja.

La probabilidad de seleccionar una bola roja es: p; = r

La probabilidad de seleccionar una bola azul es: p, = 12—0

La probabilidad de seleccionar una bola verde es: p; = 150

La distribucion multinomial se denota como X~M (5; — ) La probabilidad

10’ 10 10

de seleccionar 2 bolas rojas, 2 azules y 1 verde es:
2

PO =20 =20, = 1) =5 (=) (2) ()

K =2X=2X=1)= 212111\10/ \10/ \10
120 9 4 5

= 0.05

~2-2-1 100 100 10

1
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4.10. Ejercicios

Ejercicios resueltos

Ejercicio R. 4.1

La facultad adquiere grandes cantidades de borradores de pizarra para las clases. La
decision de aceptar o rechazar un lote se toma en funcioén de una muestra de 500 uni-
dades. El lote se rechaza si se encuentran cuatro o mas unidades defectuosas. Calcular
la probabilidad de rechazar el lote si contiene un 2% de componentes defectuosos.

Solucion:

La variable aleatoria X que representa el nimero de unidades defectuosas en un lote
de 500 es una variable aleatoria con distribucion binomial de parametros n = 500,
y p = 0.02, tal que X~B(500,0.02).

Como n es grande y p es pequeno, X~B(500,0.02) = P(10)
La probabilidad de interés es:

PX=24)=1-PX<4)=1-(PX=0)+PX=1D)+PX=2)+PX =3))
100 10t 102 103

—1_p-10_~ _ ,-10-- _ ,-10_° _ ,-10_-~ _ 1 _ ,-10,

=1-e ol e 1 e T e TH 1-e 227.67

=1-0.0103 = 0.9897

Esto indica que hay una muy alta probabilidad de que el lote sea rechazado en este

Ccaso.

EjercicioR. 4.2

Una compaiiia manufacturera utiliza un esquema para la aceptacion de los articulos
producidos antes de ser embarcados. El plan es de dos etapas. Se preparan cajas de
25 para embarque y se selecciona una muestra de 3 para verificar si tienen algiun
articulo defectuoso. Si se encuentra uno, la caja entera se regresa para verificarla al
100%. Si no se encuentra ningtn articulo defectuoso, la caja se embarca.

1. ¢Cual es la probabilidad de que se embarque una caja que tiene tres articulos
defectuosos?

2. ;Cual es la probabilidad de que una caja que contiene solo un articulo defec-
tuoso se regresa para verificacion?
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Solucion:

1.

La variable aleatoria X que representa el nimero de unidades defectuosas ex-
traidas sin remplazamiento en un lote de 25.
Si hay tres articulos defectuosos, la probabilidad de embarcar la caja es la pro-

babilidad de que en la muestra de tres articulos no haya ninguno defectuoso.

22 21 20
P(X=0)=—-=-2-~0.67

Esta variable aleatoria se puede aproximar por una distribucién binomial si con-

sideramos que la extraccion es con remplazamiento, X~B(500, %). En este
o (3 (3)° 3\3 _

casolaP(X =0) = (0) (E) (1 _E) ~ 0.68

La probabilidad de extraer el tnico articulo defectuoso se calcula como la
probabilidad de que uno de los articulos extraido sea el defectuoso:
1 24 23 24 1 23 24 23 1

PX=1)=cor oo e = 0.12
X=D=25% 375 22 23725 22 23

En este caso no importa que sea con remplazamiento o no, puesto que solo hay
un articulo defectuoso.

EjercicioR. 4.3

Las personas que intentan acceder a la pagina web de la UCM tienen problemas de
acceso, de media, una vez cada 5 intentos. Suponiendo que cada intento de acceso
es independiente del anterior:

1.

(Cual es la probabilidad de que un individuo no tenga éxito hasta el cuarto in-
tento?

2. (Cual es la probabilidad de que el primer intento con éxito sea del séptimo en
adelante?

Solucion:

1. La variable aleatoria X representa el nimero de veces que tienen problema de

acceso a la web hasta el primer éxito. Si suponemos que la probabilidad de
éxitoes 1 — § (% es la estimacion que se hace de la probabilidad de fracaso),

1
entonces, X~G (E)'

La probabilidad de que un individuo no tenga éxito hasta el cuarto intento sig-
nifica que los tres primeros han sido fracasos.
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1114 /1\° 4
() = 0.0064

PU=3=553535"6 5

2. Si el éxito se ha producido a partir del séptimo, debemos de calcular la proba-
bilidad de que al menos haya habido fallo en 6 ocasiones.
1 6

oz =3 (8 4= 25 () <2 ) - ot onone
5

i=6 i=6

EjercicioR. 4.4
Dos jugadores de baloncesto estan realizando mates. Uno de ellos dice que hasta
que el otro no enceste cinco veces no se van de la cancha. Sabiendo que la proba-

bilidad de encestar es %. Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que al décimo mate se marchen.

2. Calcular el nimero medio de mates que deben hacer antes de marcharse.

Solucidn:

1. La variable aleatoria X representa el nimero de veces que el otro jugador falla
- L. 45
hasta encestar 5 veces, y sabemos que la probabilidad de éxito es To0

X~BN(5,~>)

La probabilidad de que un individuo no tenga éxito hasta el cuarto intento sig-
nifica que los tres primeros han sido fracasos.

5—1/"100" \100
5

=126- (55) 0.117
- (100) 100/ ~

2. El nimero medio de mates es la esperanza matematica del nimero de fracasos
E[X] mas el numero de éxitos.

P(X =5) = (10—1) 45 5(i>10_5

- 5>
E[X] = % = —2% = 6.11 es el numero medio de fracasos, por lo tanto, el

100
numero medio de mates serd 6.11 +5 = 11.11



Distribuciones discretas 135

Ejercicios propuestos

Ejercicio P. 4.1

En un determinado hospital nacen una media de siete varones por semana.

1. Calcular la probabilidad de que nazcan menos de 3 varones en una semana.
2. Probabilidad de que no nazca ningin varén en un dia.

3. Probabilidad de que nazcan entre 6 y 8 varones en una semana.

Ejercicio P. 4.2
Se lanza un dado perfecto. Se pide:

1. Calcular la probabilidad de sacar una cara par.

2. Calcular la probabilidad de sacar un valor mayor que 3 y menor que 5.

Ejercicio P. 4.3

En una porra de 100 ntimeros ganas S0€ si el nimero coincide con los dos ultimos
digitos del nimero premiado en la loteria.

1. Cuéanto deben de pagar para apostar a un niimero, si queremos que cuando se
repartan los premios quede un bote de 10€.

2. Siapuesto a 10 nimeros, probabilidad de obtener el premio.

EjercicioP.4.4

Los articulos en venta en unos grandes almacenes se someten al control diario y, se
estima que la probabilidad de que en un dia se venda un articulo defectuoso es de

%. Determinar la probabilidad de que en un dia que se hayan vendido 50 articulos:

1. Dos o mas sean defectuosos.

2. Cinco sean defectuosos.

3. Como mucho tres sean defectuosos.
4

El primer defectuoso que se vendio fue el Gltimo articulo vendido.

Ejercicio P.4.5

Los trabajos que realiza un ordenador se ejecutan en orden de llegada, sabiendo que
ejecuta, en media, 2 tareas por microsegundo. Se pide:
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1. Calcular la probabilidad de realizar mas de 3 tareas en 2 microsegundos.
Calcular el numero medio de tareas que realiza en 4 microsegundos.

Calcular la probabilidad de que el tiempo de ejecucion de una tarea sea mayor
de un microsegundo

4. Calcular la probabilidad de realizar 6 tareas en menos de 4 microsegundos.

Ejercicio P. 4.6

En una encuesta realizada a 500 alumnos de la Facultad de Estudios Estadisticos
sobre la idoneidad de determinada norma, 220 alumnos se pronuncian en contra.
Calcular la probabilidad de obtener un nimero mayor o igual a 220 si la poblacion
esta dividida al 50%.

EjercicioP. 4.7

En un examen de 30 preguntas tipo test con tres opciones cada una de ellas, cal-
cular la probabilidad de que, contestando de forma aleatoria, al menos el 50%
estén correctas.

Ejercicio P. 4.8
Para realizar una promocion, un determinado comercio compra un paquete de 100
papeletas de las cuales 20 estan premiadas. Calcular:

1. Seelige una papeleta y esta esta premiada, probabilidad de que sean necesa-
rias 5 extracciones mas para obtener otra papeleta premiada (suponer sin rem-
plazamiento).

2. En un experimento con remplazamiento, probabilidad de que salgan 3 papele-
tas no premiadas antes de conseguir la segunda papeleta premiada.

3. Si queremos regalarle a un cliente un lote de 15 papeletas, ¢cudl es el nimero
medio de papeletas premiadas en el lote?

Ejercicio P.4.9

Las probabilidades de que un turista llegue a Madrid son: 0.20 en avidn, 0.30 en
tren y el resto por carretera. Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que, en un grupo de 25 turistas, 10 hayan llegado
por carretera.
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2. Calcular la probabilidad de que, en un grupo de 12 turistas, 6 hayan llegado
por carretera y 3 por avion.

Ejercicio P. 4.10

En una urna hay 15 bolas rojas y 35 bolas azules, para un total de 50 bolas. Se
extraen al azar 8 bolas sin reemplazo. Se pide:

1. (Cual es la probabilidad de que, de las 8 bolas extraidas, 5 sean rojas?

2. (Cuadl es la probabilidad de que, de las 8 bolas extraidas, al menos 3 sean rojas?

4.11. Evaluacion

Todos los estudiantes del Grado en Estadistica Aplicada y del Grado en Ciencia de
los Datos Aplicada de la UCM, matriculados en la asignatura de Azar y Probabili-
dad, tienen acceso al Campus Virtual para responder una serie de preguntas selec-
cionadas aleatoriamente del banco de preguntas, con el fin de obtener la calificacion
de la evaluacion continua.

Este manual estd disponible en el repositorio de la UCM, por lo que se ha dis-
puesto una autoevaluacion para cualquier persona interesada en la asignatura, uti-
lizando el mismo banco de preguntas del Campus Virtual, accesible en Google
Forms a través del siguiente enlace: https://forms.gle/yG4oPxQn52nKS7wx7.


https://forms.gle/yG4oPxQn52nKS7wx7




Tema 5. Distribuciones continuas

En este tema, se presentan las principales distribuciones continuas y sus caracteris-
ticas. Se abordaran las distribuciones continuas mas relevantes, como la distribu-
cion normal, la distribucion exponencial, Ia distribucion gamma y la distribu-
ciéon uniforme, entre otras, destacando sus propiedades y aplicaciones practicas.
La Tabla 2.2 resume la funcion de densidad, la esperanza matematica, la varianza
y la funcion caracteristica de las distribuciones presentadas en este tema. A través
de ejemplos, se facilitard la comprension de las diferencias entre estas distribucio-
nes, asi como la identificacion de la mas adecuada para resolver problemas en di-
versos contextos.
Tabla 2.2. Distribuciones continuas

o . Esperanza Lo
Distri- Funcién ) Funcién ca-
o ; mate- Varianza P
bucién de densidad " racteristica
matica
Normal fx) L -
I xX) = e 20 . o%t?
X~N (1, 0) ovan g o et
Vx €ER
Uniforme f(x) = {ﬁ six € [a,b] a+b (b — a)? eith _ pita
X~U (a,b) 0 enotro caso 2 12 it(b —a)
Expo- 1
—Ax 1 1
nencial | f(x) = { /18 Sltx >0 T = i
X~Exp (}L) en otro caso - Xl
« o
Gamma | f(x) = %x“‘le‘“ [ @ 1
X~y (o, ) x>0 A A? 1 —%it
Bera |0 = a0 | L e
X~B (a,B) x € (0,1) a+tp (a+B2(a+B+1)  oraga

Fuente: elaboracion propia.

https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.05
Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicada y la ciencia de datos. Maria Angeles Medina
Sanchez, Ziwei Shu, Rosario Susi Garcia y Rosa Espinola Vilchez. © Ediciones Complutense, 2025.
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5.1. Distribucion normal

Distribucion normal

La variable aleatoria normal es la mas importante de las distribuciones continuas.
La distribucion normal, también conocida como distribucion de Gauss, es una dis-
tribucion de probabilidad continua que se caracteriza por su forma de campana.
Aunque Abraham de Moivre (1667-1754) fue el primero en reconocer la distribu-
cion normal, fue Carl Friedrich Gauss (1777-1855) quien realizo desarrollos mas
profundos y formul6 la ecuacion que describe esta curva.

Se dice que una variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribu-
cion normal de parametros u y o, y se denota como X~N (i, g), si su funcion de
densidad viene dada por:

f) =

1 _(x—uz)2 R
e 20 Vx €
oV2m

La funcién de densidad de una variable aleatoria X con distribucion normal es una

curva simétrica cuya forma se asemeja a una campana, cominmente conocida como
campana de Gauss. Cuando X toma valores inferiores a la media, la funcion de
densidad f(x) es creciente; y cuando X toma valores superiores a la media, f(x)
es decreciente (ver Figuras 2.9 y 2.10).

0.8 — N(0,1)

N(0,2)

0.7 A — N(0,1/2)
0.6 A
0.5 1
0.4 1
0.3 1

0.2 A

0.1 1

0.0

Figura 2.9. Ejemplos de la distribucion normal.



Distribuciones continuas 141

f(x)

U—20 p—o u u+ao n+ 2o X

Figura 2.10. Funcién de densidad de la distribucién normal X~N (y, o).

La simetria de la funcion de densidad implica que esta centrada en su media. En
una distribucion normal, la media, la mediana y la moda coinciden. La dispersion
de los datos se mide a través de la desviacion estandar, que define la amplitud de la
curva (no se debe confundir dispersion con apuntamiento, el apuntamiento de las
variables aleatorias normales siempre es constante y la dispersion es un parametro
que varia de unas a otras).

La esperanza matemdtica de una variable aleatoria X con distribucién normal es:

ElX]=n
La varianza de una variable aleatoria X con distribucion normal es 2.
La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribuciéon normal de
parametros i y o, es:

. . o2t?
PX(t) =E[e*]=e™ 2  VteR
El parametro p es el valor con la mayor densidad de probabilidad, indica su espe-
ranza, y el parametro o representa su dispersion.

Teorema 2.4. La distribucion normal es reproductiva respecto a ambos parametros.
Es decir, sean X, ..., X, variables aleatorias independientes con distribucion nor-
mal, tale que X;~N(uj, 0j) conj =1,...,m. Entonces, S, = Z;-”=1Xj es una va-
riable aleatoria con distribucion normal tal que:
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Demostracion 2.4

Para su demostracion se utiliza la funcion caracteristica de una variable aleatoria

con distribucioén normal.

o?t?

_ X it R
Xi~N(uj,0;) = @X;(t) = E[e"¥i] =™ ™72~ vteR
La funcion caracteristica de la nueva variable, S,,,, es:
@S () = E[eiSm] = E[eX=1%)] = E[eitheitXe, oit¥m]
como Xj,...,X,, son variables aleatorias independientes,

E[eitXleith__ . eitXm] — E[eitXl]E[eitXZ]_ . _E[eitXm]

2.2
m 2.2 a5t
o;t i J
Lo 9 m ituj—o—
=| | eltﬂl 2 =er:1€ e
j=1
2ym 2
. j=1"]j
= eltZ;-n:]_llj— 2
Entonces,
. . - 1
Como consecuencia del teorema anterior, si X,, = — .7, X;, donde X4,..., X
m m&j=14) 1 m

son v.a.i.i.d con distribucion normal (X;~N(u, o) para j = 1,...,m), entonces,

w0

Algunas propiedades de la distribucion normal

1. La distribucion normal es simétrica alrededor de su media (u). Es decir, la
probabilidad de que una variable tome un valor mayor o menor que la media
eslamisma, P(X <u—c)=PX=u+c).
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2. En la distribucion normal, la moda y la mediana son iguales a la media () y
se encuentran en el centro de la curva.

3. Regla Empirica (regla 68-95-99.7): En una distribucion normal:

e Aproximadamente el 68% de los valores cae dentro del intervalo

u—o,u+al.
e Aproximadamente el 95% de los valores cae dentro del intervalo
[u— 20,u + 20].

e Aproximadamente el 99.7% de los valores cae dentro del intervalo
[u—30,u+ 30].

4. Todos los momentos respecto al origen de orden impar de una variable aleato-
ria con distribucion normal estandar, N (0, 1), son cero.

5. Sea X una variable aleatoria con distribucion normal X~N (u, o). Sea Y una
transformacion lineal de la variable aleatoria X dada por Y = aX + b con
a,b € R. Entonces, la variable aleatoria Y también se distribuye segiin una
Normal de parametros ap + b y ao, tal que Y~N (ap + b, ao).

La demostracion se realiza mediante la funcion caracteristica:

o?t?a?

QY (t) = E[eitY] — E[eit(aX+b)] — eith[eitaX] = eitbeitau— 2
] a%t%a?
_ elt(b+aﬂ)_T =>Y~N(au+b,ac) VteR

Distribucion normal estandar

Un caso particular de la distribucion normal es la normal estandar. Se dice que una
variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribucion normal estan-
dar,y se denota como X~N (0, 1), si su funcion de densidad viene dada por:

f(x)=\/ﬁe_xz_2 Vx ER

Como se muestra en la Figura 2.11, la distribucion N (0, 1) se caracteriza por cen-
trarse en el cero, es decir E[X] = u = 0y tener una desviacion tipica de 1, tal que
o = 1. Practicamente toda la probabilidad de la variable aleatoria X~N (0, 1) se
concentra en el intervalo [-3, 3] (F(3) = 0.9987 y F(—3) = 0.0013).
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f(x)

Figura 2.11. Distribuciéon normal estandar X~N (0,1).

Tipificacién: cualquier distribucién normal puede ser transformada en una distribu-
cion normal estandar (con media 0 y desviacion estandar 1). Habitualmente se de-
nomina Z ala variable aleatoria tipificada cuya distribucion es una normal estdndar.
La transformacion de una distribucion X~N (¢, o) en una N (0, 1) se llama tipifi-
cacion de la variable X y viene dada por la siguiente expresion:
X—pu
o

7 =

Una de las utilidades que tiene el tipificar la variable aleatoria X es el calculo de la
probabilidad en cualquier intervalo.

La funcion de distribucion de una variable aleatoria N (i, ) viene dada por la
expresion:

x 1 (t-w?

e 202 (dt

e =[ ——
Esta integral es una funcién impropia y por lo tanto no existe una expresion
algebraica.

Para calcular el valor de la funcion de distribucion en cualquier punto X, es nece-
sario realizar la integral utilizando algiin algoritmo de calculo numérico. Como cual-
quier variable aleatoria N (u, o) se puede transformar en una N (0, 1). Entonces,

FX(X)=P(X£x)=P<X;“Sx;'“>=P(Z£x;,u)
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Ahora, ya solo es necesario la funcion de distribucién de la N (0, 1), y estos valores
se pueden encontrar tabulados o calcularse mediante un algoritmo.

Para determinar la probabilidad en un intervalo, el proceso de tipificacion es
tal que:

—u X—u b- _ b—
masxsm=PC R 27K ‘5=PC Hoz< ﬂ
o o o o o

=P(Zsb;”)—P(zsa;“)

Ejemplo 5.1

La capacidad del ascensor de la facultad esta limitada a un peso maximo de 320
kilogramos para sus cuatro ocupantes. Dado que el peso de una persona sigue una
distribucion normal N (75, 8), se desea calcular la probabilidad de que el peso to-
tal de cuatro personas supere los 320 kilogramos.

Si el peso de una persona sigue una distribucion normal N (75, 8), la muestra de 4
personas sigue una distribucion normal N (300,v256) = N(300, 16).

Entonces, la probabilidad de que el peso total de cuatro personas supere los 320
kilogramos se calcula como:

Y —300 320 —300
P(X; + X, + X5 + X, > 320) = P(Y > 320) =P< > )
=P(Z>125)=1-P(Z < 1.25)
=1—0.8944 = 0.1056

5.2. Relaciones entre algunas distribuciones discretasy la
distribucion normal

En la practica, para simplificar los calculos, algunas distribuciones discretas pueden
aproximarse a una distribucion normal, porque por el teorema central del limite, la
suma de variables aleatorias independientes y con la misma distribucion tiende a
una distribucién normal a medida que aumenta el tamafio de la muestra.

e Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial, X~B(n,p) .
Cuando el nimero de experimentos n es grande (n = 30) y la probabilidad
de éxito p no es demasiado cercanaa 0 o0 1 (0.1 < p < 0.9), se puede aproxi-
mar la distribucion binomial a la distribucion normal de la siguiente manera:
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X~B(n,p) = N(np,,/npq) siendon =230y 0.1 <p < 0.9

e Sea X una variable aleatoria con distribucion de Poisson, X~P(4). Cuando
A > 10, se puede aproximar la distribucion de Poisson a la distribucion
normal de la siguiente manera:

X~P(A) = N(A, \/7) siendo A > 10

Debemos de tener en cuenta que cuando se aproxima una variable aleatoria discreta
a una variable aleatoria continua hay que aplicar el coeficiente de correccion por
continuidad. Es decir, cuando un punto de masa x se toma como un valor continuo,

. . 1 1 .
x es equivalente al intervalo (x — X+ 5). Entonces, al calcular una probabilidad
especifica de una variable aleatoria discreta, aproximando su distribucién a una

distribucion continua, se tiene que:

1 1
P(aSXSb)zP(a—ESXSb+E)

1 1
P(a<X<b)zP(a+ESXSb—E>

Por tanto,
P(XSb)zP(XSb+%)
P(X<b)zP(XSb—%)
P(XZa)zP(XZa—%)
P(X>a)zP(X2a+%)
Ejemplo 5.2

Una evaluacion continua de una asignatura consiste en un test de 40 preguntas,
que deben ser respondidas con “verdadero” o “falso”. Se aprueba si se contestan
correctamente al menos 20 preguntas. Un alumno responde al cuestionario de la
evaluacion continua lanzando una moneda al aire y contestando “verdadero” si
sale caray “falso” si sale cruz. Se pide:

1. Calcular la probabilidad de aprobar esta evaluacion.
2. Determinar la probabilidad de acertar mas de 23 preguntas y menos de 30.



Distribuciones continuas 147

1. La variable aleatoria X que representa el nimero de preguntas aciertas es una
variable aleatoria con distribucion binomial de parametros n = 40,y p = >

tal que X~B (40, %)
Comon=40yp = %, cumplen los requisitos para realizar la aproximacion de

la distribucion binomial a la distribuciéon normal. Entonces, X ~B(40,%) =
N(20,10).
La probabilidad de aprobar esta evaluacion se calcula como:

19.5 - 20

V10
=1-P(Z<-0.16)=1-0.4364 = 0.5636

P(X>20)~P(X >19.5)=P(Z > ) = P(Z = —0.16)

2. Laprobabilidad de acertar mas de 23 preguntas y menos de 30 se calcula
como:

23.5— 20 29.5 — 20
<7< —)
V10 V10
=P(1.11<Z<3)=P(Z<3)—P(Z<1.11)

= 0.9987 — 0.8665 = 0.1322

P(23 < X < 30) ~ P(23.5 < X < 29.5) = P(

5.3. Distribucion uniforme

La distribucion uniforme es una distribucion de probabilidad continua que asigna la
misma probabilidad a todos los intervalos de igual longitud dentro de un intervalo
definido. A diferencia de la distribucion uniforme discreta (ver la seccion 4.8), que
solo asigna probabilidades a un conjunto finito de valores especificos, la distribucion
uniforme permite que cualquier intervalo dentro del intervalo de definicion sea posi-
ble, lo que implica una funcion de densidad de probabilidad constante en todo el rango.

Se dice que una variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribu-
cion uniforme de parametros a y b, y se denota como X~U (a, b), cuando la pro-
babilidad de que la variable aleatoria X pertenezca a cualquier intervalo (x,y) in-
cluido en (a, b) es la misma si tienen igual longitud. De hecho, por ser X una
variable aleatoria continua, el intervalo sobre el que se define X puede ser un inter-
valo abierto, semiabierto o cerrado, es decir:

X~U (a,b) =Ula,b]l =U (a,b] =U]la,b)

La funcion de densidad de la variable aleatoria X con distribucion uniforme es:
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1
f(x) = m six € [a,b]
0 en otro caso

UI[12, 15]

U2, 6]

f(x)
oy

U3, 8]

L

0 T T T T T T
2 3 6 8 12 15

X
Figura 2.12. Ejemplos de la distribucién uniforme.

A través de la funcion de densidad de la variable aleatoria X, se obtiene la funcion
de distribucion de la variable aleatoria X~U (a, b) como:

0 si x<a
* 1 xX—a ,
FX(x)=Lmdt= Py si a<x<b
1 si x>b

La esperanza matemdtica de una variable aleatoria X con distribucion uniforme es:

_a+t b
FIX] = =
La varianza de una variable aleatoria X con distribucion uniforme es:
_(b-a)?
V(X) = T

La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribucion uniforme de
parametros a y b, es:
ith __ eita

PX(t) =E[eitX] =m VteR
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Teorema 2.5. Sea X una variable aleatoria absolutamente con funcién de distribu-
cion Fy(x). Sea Y = Fx(x). Entonces, Y~U (0,1).

Demostracion 2.5
La variable aleatoria Y = Fy(x) tomara valores en (0, 1). Entonces,

P(Y <y)=P(Fx(x) <y) =P(X < Fx(y)™") = Fx(Fx(»)™") =y con y €
0,1)

Ejemplo 5.3

El consumo familiar de manzanas sigue una distribucion uniforme, con una media
de 10 kilogramos y una varianza de 3 kilogramos al cuadrado. Se desea calcular
la probabilidad de que dicho consumo oscile entre 5 y 10 kilogramos.

La variable aleatoria X que representa el peso de las manzanas consumidas es una
variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo (a, b).

Sabiendo que E[X] = aTer =10y V(X) = (bzg)z —3
Entonces,
&;jgfjag*ﬂb—@O—MV=36H+Dh—mF=36

> b =706 b=13

Considerando que, para la distribucion uniforme X~U (a, b), donde a es el limite
inferior y b es el limite superior, ha de cumplira < b. Poreso,b =13 =a =7.
Por tanto, X~U (7,13), y la funcién de distribucion de esta variable es:

0 si x<7
x—7 x—17
Fy(x) = = i <x<
¥ = g—==——F— s 7sxs13
1 si x>13

La probabilidad de que el consumo de manzanas oscile entre 5 y 10 kilogramos se
calcula como:

PG<X<10)=04+P(7<X<10)=P(X <10)—P(X <7)

0-7 _3_,.
===o.

= Fx(10) - Fx(7) =
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5.4. Distribucion exponencial

5.0
— Exp(2)
4.5 Exp(4)
— Exp(6)

4.0
3.5 1

3.0 1

2.5

f(x)

2.0

1.5 1

1.0 1

0.5 1

0.0 T T T T Y
0.0 05 1.0 1.5 20 2.5 3.0

X

Figura 2.13. Ejemplos de la distribucién exponencial.

La distribucion exponencial es una distribucion de probabilidad continua que se
puede describir como el tiempo transcurrido entre dos sucesos consecutivos de Poi-
sson. Su funcion de densidad decae exponencialmente a medida que el tiempo
avanza. Ademas, esta completamente definida por su parametro A, que representa
el numero de sucesos de Poisson por unidad de tiempo.

Se dice que una variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribu-
cion exponencial de parametro A, y se denota como X~Exp (1), si la variable alea-
toria X describe el tiempo transcurrido entre dos sucesos consecutivos de Poisson,
o el tiempo de espera hasta que ocurre el primer suceso de Poisson.

Sea N, el nimero de sucesos de Poisson hasta el momento x, esta variable alea-
toria es una Poisson de parametro Ax ( Ny~P (Ax)). La probabilidad de que el
tiempo de espera hasta que ocurre el primer suceso de Poisson sea mayor que x
(P(X > x)) es tal que:
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PX>x)=P(N, <1)=P(N,=0)=e ™ vx>0
Por tanto, la funcion de distribucion de la variable aleatoria X~Exp (1) es:
_ ,—Ax :
FX(x)=P(XSx)=1—P(X>x)={ 1-e six >0
0 en otro caso
La funcion de densidad de la variable aleatoria X con distribucidon exponencial es:
—Ax .
f(x)={ A(e) six >0
en otro caso

La esperanza matematica de una variable aleatoria X con distribucion exponencial es:
E[X] = !
X1 =+

La varianza de una variable aleatoria X con distribucion exponencial es:

1
V) =+
La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribucion exponencial

de parametro 4, es:

pX(t) = E[e'X] = vVt € R

1.
1—zlt

Una propiedad muy importante de la distribucion exponencial es la propiedad de
la pérdida de memoria, que se refleja mediante la siguiente expresion:

P(Xzx+h) e 20+

_ ,—Ah _
PXsx) o ¢ —PEzh

PX=x+hlX=x)=

Ejemplo 5.4

El tiempo de revision del ordenador del aula informatica de la Facultad de Estu-
dios Estadisticos sigue una distribucion exponencial con una media de 20 minutos.
Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que el tiempo de revision sea menor de 10 minutos.
2. El costo de la revision es de 25 euros por cada media hora o fraccion. ;Cudl
es la probabilidad de que una revision cueste 50 euros?
1

1. Sabiendo que E[X] = %: 20 =21 = = X~Exp (2_10)
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La funcion de distribucion de la variable aleatoria X ~Exp (%) es:

1
Fx(x)={ 1—e 20" six>0
0 en otro caso
La probabilidad de que el tiempo de revision sea menor de 10 minutos se calcula
como:

1 1
P(X<10)=Fx(10)=1—e20°=1—-¢7"2=1-0.6065 = 0.3935

2. Dado que el costo de la revision es de 25 euros por cada media hora o frac-
cion, un costo de 50 euros corresponde a un tiempo de revision de 1 hora (ser
inferior o igual a 60 minutos). Entonces, la probabilidad de que una revision
cueste 50 euros es:

P(30 < X < 60) = P(X < 60) — P(X < 30) = Fx(60) — Fx(30)

1 1
~(1-b*)- (1=

_30 _80
=e 20 —¢ 20=0.2231-0.0498 = 0.1733

5.5. Distribucion gamma

La distribucion Erlang es una distribucion de probabilidad continua que describe
el tiempo transcurrido hasta el a - ésimo suceso de Poisson (a¢ € N).

Se dice que una variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribu-
cion Erlang de parametros ¢ y A, con «a >0y 1 >0, y se denota como
X~Erlang (a, 1), si la variable aleatoria X describe el tiempo transcurrido hasta el
a - ésimo suceso de Poisson. El parametro A representa el nimero medio de sucesos
de Poisson por unidad de tiempo.

La funcion de densidad de la variable aleatoria X con distribucioén Erlang es:

f(x) = F/}Z) x*le ™™ x>0

La distribucion gamma es una generalizacion de la distribucion Erlang con a € R.
La funcion I'(a) se denomina funcion gamma de Euler y se define como la integral
impropia para todo ¢ > 0, dada por:

[ee)

r'(a) =f x% e *dx
0
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Entre otras, esta funcion cumple las siguientes propiedades:
e I'(H=1

e Sia>1=>T(a)=(a—DIl(a—1)
e Sia€eN = I'(a) =(a—1)!

. r(3)=vm

2

La esperanza matematica de una variable aleatoria X con distribucion gamma es:

ElX] =2
A
La varianza de una variable aleatoria X con distribucion gamma es:
a
V=7
La funcion caracteristica de una variable aleatoria X con distribucion gamma es:
a
itx 1
pX(t) = E[e"*] = — VteR
1—5it
A
10
—— Erlang(1, 1)
Erlang(2, 1)
— Erlang(5. 1)
0.8
0.6
=
=
0.4 1
0.2
0.0 T T T T
0 3 6 9 12 15

x

Figura 2.14. Ejemplos de la distribucién Erlang.
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Relaciones entre las distribuciones exponencial y gamma

La distribucion exponencial X~Exp (1) es un caso particular de la distribucion
gamma con parametro @ = 1, describe el tiempo hasta la primera ocurrencia de
un evento, tiene una aplicacion importante en situaciones donde se aplica el pro-
ceso de Poisson. Es decir, X~Exp (A) =y (1,1). La suma de n variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas de distribucion exponencial si-
gue una distribucion Erlang, tales que X;~Exp (1) es una variable aleatoria
Erlang (n,1).

Ejemplo 5.5

Se supone que el tiempo, en horas, empleado diariamente en transporte publico
para ir a trabajar en Madrid, sigue una distribucion gamma con parametros @ =
2y A= 2. Sepide:

1. Calcular el tiempo medio que tarda una persona en transporte publico.
2. Calcular la probabilidad de que una persona emplee mas de media hora en
transporte publico.

1. El tiempo medio que tarda una persona en transporte publico se calcula como:
2
E[X] =5= 1 hora

2. Como X~y (2, 2), su funcion de densidad es:

2
f(x) = Tz)xz‘le‘zx =4xe ?* x>0
Entonces, Fy(x) = 4f0xxe_2xdx =1—e 2¥(1+ 2x)

La probabilidad de que una persona emplee mas de media hora en transporte pu-

blico se calcula como:
P(X>1) 1 P<X<1)—1 F(l)
=2/ *\2
o1 1
=1—<1—e 2(1+2-E)>

2
=2e7 1~ 0.7358
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5.6. Distribucion beta

La distribucion beta es una distribucion de probabilidad continua que se utiliza para
modelar variables aleatorias acotadas entre 0 y 1. Como ejemplo de distribucion
beta es el calculo de la fraccion de tiempo que un servidor esta ocupado, o la fiabi-
lidad de un sistema. Su forma esta determinada por dos parametros, a y 5, que apa-
recen como exponentes de la variable aleatoria y controlan la forma de la distribu-
cion.

Se dice que una variable aleatoria absolutamente continua X sigue una distribu-
cion beta de parametros ¢ y ,cona > 0y 8 > 0, y se denota como X~ (a, ),
si la funcion de densidad de la variable aleatoria X viene dada por:

I'a+p)

mx“‘l(l — X)B_l x€(0,1)

f) =

— B(L.1)
B(2, 2)
— B(0.5, 0.5)
51 — B{2,5)
— B(5,5)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
X

Figura 2.15. Ejemplos de la distribucion beta.

La esperanza matemdatica de una variable aleatoria X con distribucion beta es:

E[X]

o«
_a+ﬁ

La varianza de una variable aleatoria X con distribucién beta es:

ap
(a+B)(@+p+1)

VX) =
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Como casos particulares de la distribucion beta se tiene que:
e Sia=1yf=1 = f(x)=1s1i0<x<1 = X~U[0,1]

e Seca X una variable aleatoria con distribucion beta, tal que X~ (a, ). En-
tonces, 1 — X~f (B, a).

Ejemplo 5.6

El almaceén de la cafeteria de la Facultad de Estudios Estadisticos llena su stock

de patatas cada lunes. Se ha observado que la cantidad de patatas que necesitan

cada semana para los platos del menii se puede modelar con una distribucion beta,

con parametros a = 4y 8 = 2. Se pide:

1. Calcular la media de la cantidad de patatas que se espera necesitar cada se-
mana.

2. Calcular la probabilidad de que la cantidad de patatas que se necesite la pro-
xima semana sea de al menos el 90% de la capacidad del almacén.

1. Lamedia de la cantidad de patatas que se espera necesitar cada semana se cal-

cula como:
4 2
=773
2. Como X~f (4, 2), su funcion de densidad es:

r4+2)

flo) = mx4‘1(1 —-x)>1=20x3(1-%x) «x€(0,1)

La probabilidad de que la cantidad de patatas que se necesite la proxima semana

sea de al menos el 90% de la capacidad del almacén se calcula como:
1
P(X >09) = 20[ x3 (1 —x)dx = 0.081
0.9
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5.7. Ejercicios

Ejercicios resueltos

EjercicioR. 5.1

La cantidad de café que una persona consume semanalmente (en centilitros) sigue
una distribucion uniforme entre 0 y 100. Se desea calcular la probabilidad de que
el consumo de café este mes esté entre 20 y 35 centilitros. Ademas, se deben deter-
minar la esperanza matematica y la varianza de dicha distribucion.

Solucion:

Sabiendo que la distribucion es uniforme entre 0 y 100, los parametros de la distri-
bucién sona = 0y b = 100.
La funcion de densidad para esta variable aleatoria es:

1
f(x) — m Six € [0, 100]

0 en otro caso
La funcidn de distribucion es:
0 si x<0
x—0 X
Fr(x) = —M = — [ < <
x(x) 100—0 _ 100 si 0<x<100
1 si x>100

La probabilidad de que el consumo de café esté entre 20 y 35 centilitros se calcula
como:

P(20 < X < 35) = P(X < 35) — P(X < 20)
= Fx(35) — Fx(20)
35 20 15

=100 100 100 1°

i b _ 0+100
La esperanza matematica es E[X] = % = +2 =50
(b—a)? _ (100-0)2

12

= 833.33

La varianza es V(X) =
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EjercicioR. 5.2

La duracion en minutos de un examen final sigue una distribucion exponencial con
una media de 100 minutos. /Cual es la probabilidad de que el examen final dure
menos de 90 minutos? Si 100 alumnos realizan el examen final, ;cual es la proba-
bilidad de que, tras 200 minutos, al menos 5 alumnos estén haciendo el examen?

Solucion:

Sabiendo que, E[X] = %: 100 =2 1= ﬁ = X~Exp (ﬁ)

La funcion de distribucion de la variable aleatoria X ~Exp (ﬁ) es:
1
FX(x)={ 1— e 100" six>0
0 en otro caso

La probabilidad de que el examen final dure menos de 90 minutos se calcula como:
1 9
P(X <90) = Fyx(90) =1 —¢ 100°° =1 — ¢ 10 = 1 — 0.4066 = 0.5934

La probabilidad de que un alumno atn esté haciendo el examen tras 200 minutos es:

P(X =200) =1 — P(X < 200) = 1 — Fx(200) =
1
=1—-(1-e 100%°) = ¢72 = 0.1353

Como nos preguntan por la probabilidad de que al menos 5 alumnos estén reali-
zando el examen, tenemos que utilizar una variable aleatoria discreta, en concreto,
una binomial con n = 100, y p = 0.1353, es decir, X~B(100,0.1353).

En este caso, aunque n es grande, p = 0.1353 > 0.1, por lo que no es posible
aproximar la distribucion binomial a la de Poisson. Lo que se puede hacer es utilizar
la aproximacion de la distribucion binomial a la normal, porque n es grande, p =
0.1353 € (0.1,0.9).

= X~B(100,0.1353) ~ N(13.53,V11.70)

La probabilidad de interés es:
PX=5=1—-P(X <4.5)
4.5 —-13.53

Vv11.70
=1-0.0041 = 0.9959

=1-P(Z< )=1—P(Z < —2.64)
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EjercicioR. 5.3

El diametro de una pila debe ser de 50 cm, sin embargo, debido a un error que
comete la maquina, este sigue una distribucion N (50, 0.5). Calcular:

1.

Probabilidad de que al inspeccionar 5 pilas, 3 tengan un didmetro de mas de
50.4 cm (la eleccion es con reemplazamiento).

Probabilidad de que la medida del diametro de una pila cualquiera difiera de
la media menos de 2 veces la desviacion tipica.

Probabilidad de tener que elegir al menos 5 pilas para que una de ellas tenga
un didmetro menor de 49 cm.

Solucidn:

1.

Probabilidad de que al inspeccionar 5 pilas, 3 tengan un didmetro de mas de
50.4 cm. (la eleccion es con reemplazamiento). Lo primero que se debe hacer
es definir la variable aleatoria X = {medida del didmetro de la pila} y cal-
cular la probabilidad de que el didmetro sea de mas de 50.4 cm.

50.4 — 50
P(X > 50.4) =P<Z>T> —1-P(Z<08) =

=1-0.7881 =0.2119

Ahora se define la variable aleatoria Y = {ntimero de pilas defectuosas} y se
calcula la probabilidad pedida.

5
3

Probabilidad de que la medida del diametro de una pila cualquiera difiera de
la media menos de 2 veces la desviacion tipica.
<Z<

P(X € (50— 1; 50 + 1)) = P(X € (49,51)) = P (52 < =
=P(Z<2)—P(Z<-2)=09772 — (1 — 0.9772) = 0.9544

Y~B(5,0.2119) — P(Y = 3) = ( )0.21193 - (1-0.2119)2 = 0.0591

49-50 51—50) _

Probabilidad de tener que elegir al menos 5 pilas para que una de ellas tenga
un diametro menor de 49 cm. Para la resolucion de este apartado es necesario
calcular P(X < 49) y definir la variable aleatoria Z = {nimero de extraccio-
nes hasta obtener el primer éxito} (éxito es que el didmetro de la pila sea me-
nor de 49 cm.). Entonces,

49 — 50)
0.5
=P(Z<-2)=1-0.9772=10.0228

P(X<49)=P(Z<
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Z~y(p),P(Z = 5) = ¥%-50.0228 - (1 — 0.0228)*"! =
= 0.0228 X 7_5(1 — 0.0228)*1 =

g- (1-0.0228)*
0.0228

= 0.022 (1-0.0228)* = 0.912

EjercicioR. 5.4

La proporcion de errores que se cometen en determinado identificador sigue una
distribucion beta de parametros (3, 2). Calcule la probabilidad de que la proporcion
sea menor de 0.4.

Solucion:

Sabiendo que la funcién de densidad de la variable aleatoria $(3,2) viene dada por:

I
)= rayr@

La probabilidad de que la proporcion sea menor de 0.4 se calcula como:

x2(1-x) x€(0,1)

fmﬂxz(l—X)dX=4'043—3'044 =0.179
o Ire) ' ' '

Ejercicios propuestos

Ejercicio P. 5.1

La vida util de una pieza de un portatil sigue una distribucion exponencial, sabiendo
que la probabilidad de que funcione mas de 1000 horas es de 80%. Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que funcione mas de 1500 horas.

2. Determinar cuantas horas puede mantenerse en funcionamiento con una pro-
babilidad de 90%.

Ejercicio P. 5.2
El contenido de un café solo que se vende en la cafeteria de la facultad se distribuye
normalmente, con una media de 200 ml y una desviacion tipica de 30 ml. Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que el contenido de un café esté entre 180 ml y
220 ml.

2. Determinar el contenido minimo de un café para que esté en el 10% superior
de los cafés servidos.
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Ejercicio P. 5.3

Sabemos que la esperanza de una variable aleatoria continua X es 10 y su varianza
es 12. Si todos los intervalos de igual longitud son equiprobables. Se pide:

1. Calcular el valor minimo y el valor maximo que puede tomar la variable.

2. Calcular la probabilidad de que X sea mayor que 10.

Ejercicio P. 5.4
El tiempo (en horas) que tardan en poner un café es una variable aleatoria cuya

-22x
funcion de densidad es:f (x) = { 22e Vx>0 g pide:
0 en otro caso

Calcular la probabilidad de que en una hora pongan 20 cafés.
Calcular la probabilidad de tener que esperar entre 5 y 10 minutos.

Calcular el coeficiente de simetria de la variable aleatoria tiempo y explicar el
resultado.

4. Calcular la probabilidad de que tarden mas de 5 minutos en servir dos cafés.

Ejercicio P. 5.5

El ntimero de horas que un estudiante necesita para aprender un tema de progra-
macion es una variable aleatoria con distribucion N(u,o). Si el 84.13% de los
alumnos emplea mas de tres horas y sélo el 2.28% mas de nueve, ;cuanto valen

nyo?

Ejercicio P. 5.6

Supongamos que un banco recibe, en promedio, 6 cheques sin fondo por dia.

Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que el banco reciba 4 cheques sin fondo durante
una semana (7 dias).

2. Calcular la probabilidad de que el banco reciba menos de 32 cheques sin
fondo en un mes (30 dias), aproximando mediante la distribucion normal.

EjercicioP. 5.7

Se sabe que una variable aleatoria X sigue una distribucion uniforme en el intervalo
[0,3], mientras que otra variable aleatoria Y sigue una distribucion exponencial con
parametro A. Se pide: Determinar el valor de A paraque P(X < 1) = P(Y < 1).
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Ejercicio P. 5.8

El tiempo durante el cual una cierta marca de bateria funciona de manera efectiva
hasta que falla (tiempo de fallo) sigue una distribucidon exponencial con un tiempo
promedio de fallas igual a 320 dias. Se pide: Calcular la probabilidad de que el
tiempo de fallo sea mayor a 500 dias.

Ejercicio P. 5.9

En una ciudad, el consumo de energia, medido en millones de kilovatios-hora, es
una variable aleatoria que sigue una distribucion gamma. Se sabe que la media es
5 millones de kilovatios-hora y la varianza es 10 millones de kilovatios-hora al
cuadrado. Se pide encontrar los valores de los parametros a y A de la distribucion
gamma.

Ejercicio P. 5.10

En el presupuesto familiar, la porcion que se dedica a salud sigue una distribucion
beta (2,2). Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que se gaste mas del 25% del presupuesto familiar
en salud.

2. (Cual sera el porcentaje medio que las familias dedican a la compra de pro-
ductos y servicios de salud?

5.8. Evaluacion

Todos los estudiantes del Grado en Estadistica Aplicada y del Grado en Ciencia de
los Datos Aplicada de la UCM, matriculados en la asignatura de Azar y Probabili-
dad, tienen acceso al Campus Virtual para responder una serie de preguntas selec-
cionadas aleatoriamente del banco de preguntas, con el fin de obtener la calificacion
de la evaluacién continua.

Este manual esta disponible en el repositorio de la UCM, por lo que se ha dis-
puesto una autoevaluacion para cualquier persona interesada en la asignatura, uti-
lizando el mismo banco de preguntas del Campus Virtual, accesible en Google
Forms a través del siguiente enlace: https://forms.gle/YKpy8eJSNQZ7WFEr6.


https://forms.gle/YKpy8eJSNQZ7WFEr6
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MODULO 3
Variables aleatorias
bidimensionales

En este mddulo se analizan dos variables aleatorias unidimensiona-
les de forma conjunta, dando lugar al estudio de variables aleatorias
bidimensionales. Esta extension resulta fundamental para el analisis
de fendmenos donde intervienen dos variables aleatorias unidimen-
sionales que pueden estar relacionadas, permitiendo estudiar con-
juntamente sus comportamientos y dependencias.

En este caso se trabaja con un espacio muestral bidimensional aso-
ciado al experimento aleatorio. Se amplian conceptos clave como la
funcién de probabilidad (para variables aleatorias discretas) o la fun-
cion de densidad (para variables aleatorias continuas), y se introdu-
cen nuevos conceptos, como son las distribuciones marginales y
condicionadas. Ademas, se aborda la transformacion de variables
aleatorias bidimensionales.






Tema 6. Variable aleatoria
bidimensional discreta

Antes de definir una variable aleatoria bidimensional discreta, es necesario definir
de forma genérica lo que es una variable aleatoria bidimensional.

Definicion de variable aleatoria bidimensional

Sea un espacio de probabilidad (2, P(£2), P) donde 2 es el conjunto de resultados
posibles de un experimento aleatorio, también denominado espacio muestral,
P(2) es el conjunto formado por todos los posibles subconjuntos del espacio
muestral 2y P: P(2) = [0,1] es la funcion de probabilidad. Sean X e Y dos va-
riables aleatorias unidimensionales definidas sobre los espacios muestrales 2; y
£, es decir:

X:.QlﬁR e Y:QZ_)R

El objetivo del estudio de las variables bidimensionales es definir una funcién que
asigne a cada posible resultado A del experimento un par de valores de R?, tal que:

X,7): (2,P(n),P) - R?
A- (X(A), YD)

Por consiguiente, se define una variable aleatoria bidimensional como:

Sea (12, P(£2), P) un espacio de probabilidad. Se define la funcion (X,Y): 2 - R?
como una variable aleatoria bidimensional si V(x, y) € R? se verifica que:

Byy = {w € 0: X(w;) < x, Y(w,) < y} = X7 ((—o0,x]), Y ((~0,]) € P(2)

Se considere el experimento que consiste en lanzar dos dados. Sea X la variable
aleatoria que representa el resultado obtenido al lanzar el primer dado, e Y la varia-
ble aleatoria definida como el modulo de la diferencia de los resultados obtenidos
con los dos dados.

https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.06
Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicada y la ciencia de datos. Maria Angeles Medina
Sanchez, Ziwei Shu, Rosario Susi Garcia y Rosa Espinola Vilchez. © Ediciones Complutense, 2025.
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Se puede demostrar que (X,Y) es variable aleatoria bidimensional de la si-
guiente manera:

El espacio muestral de X viene dado por 2, = {1, ...,6}, el espacio muestral de Y
es 1, ={0,...,5}, y el de la variable bidimensional (X,Y) viene dado por =
{(x,y) indicado en la Tabla 3.1} donde Card(?(.())) =24,

Tabla 3.1. Experimento de lanzamiento de dos dados

X\Y 0 1 2 3 4 5
1 ® ® ® ® ® ®
2 ® ® ® ® ®
3 ® ® ® ®
4 ® ® ® ®
5 ® ® ® ® ®
6 ® ® ® ® ® ®

Para demostrar que (X,Y) es variable aleatoria bidimensional, hay que compro-
bar que:
Vx,y € R se verifica que:

Byy = {w € 2: X(wy) <x, Y(wp) <y} = X"H((—=o0,x]), Y~ ((—0,y]) € P(2)

Entonces,

Byy = {wenN: X(wy) <1,Y(wy) <0}=(1,0) e P(2)

Byy = {wenN: X(wy) <1,Y(wy) <1}={(1,0),(1,1)} e P(2)

Byy = {weR: X(wy)<1,Ywy) <2}={(1,0),(1,1),(1,2)} e P(»2)
Byy = {WeN: X(w)<6YWw,)<4}=0-{(65}€eP2)

Byy = {WenN: X(wy) <6,Y(w,) <5}=0N€eP2)

Queda demostrado que (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional.

En este contexto, una variable aleatoria bidimensional (X,Y) es discreta cuando
toma una cantidad finita o infinita numerable de posibles valores.
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6.1. Concepto y funcion de masa

Se define la funcion de masa o funcion de probabilidad de una variable aleatoria
bidimensional discreta como la funcidén que proporciona la probabilidad de cada
uno de los diferentes valores que puede tomar la variable aleatoria bidimensional.
Asi, la funcion de masa (o la funcion de probabilidad conjunta) viene dada por:

PX=x,Y=y)=p; VYi=1..,1 ¥j=1,..,]
donde I son todos los posibles valores de la variable X, y J todos los posibles valo-
res de la variable Y. Por lo tanto, I X J es el conjunto de valores alcanzados por la
variable aleatoria bidimensional (X,Y).
La funcion de masa verifica las siguientes propiedades:

e p;20VijEIX]

. {=1Z§=1pij =1

La funcion de masa se puede expresar como una tabla de doble entrada. La Tabla
3.2. representa los pares de valores (x, y) que toma la variable (X, Y), junto con sus
respectivas probabilidades.

Tabla 3.2. Funcién de probabilidades conjuntas de una variable
aleatoria bidimensional discreta

X\Y Y1 Y2 Yj
X1 P11 P12 P1j
Xz P21 P22 P2j
X Pi1 Pi2 pl]

Ejemplo 6.1

Sea la variable aleatoria bidimensional discreta (X,Y) cuya funcion de masa viene
dada en la siguiente tabla:
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X\Y R 1
1 1 1
12 3

2 1 1
6 2
3 1 1
12 12

Se pide: Calcular las probabilidades: P(X = 2,Y =1), P(Y <0), y P(X <
2,Y > 0).

PX=2Y=1)=
P(Y <0)=P(X =
Hxszy>m=Pw=LY=D+PM=1Y=D=§+

1
2
1,Y=—-1)4+PX=2Y=-1)+P(X=3Y=-1)

=
o
N

6.2. Distribuciones marginales discretas

Si (X,Y) esuna variable aleatoria bidimensional discreta, entonces tanto la variable
X, como la variable Y, seran variables aleatorias unidimensionales discretas a las
que denominamos variables aleatorias marginales.

Sea P(X =x;,Y = yj) =py; Vi=1..,I Vj=1,..,]lafuncion de pro-
babilidad conjunta o funcion de masa de la variable aleatoria (X,Y). A partir de
esta funcion de probabilidad conjunta se puede obtener la funcion de probabilidad
marginal de cada una de las variables aleatorias que componen la variable aleatoria
(X,Y) se expresa como:

e Funcién de probabilidad marginal de la variable aleatoria X:

J
pl=P(X=xl)=ZpU vi=1,..,1
j=1

e Funcion de probabilidad marginal de la variable aleatoria Y:

I
i=1
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La Tabla 3.3. demuestra como se calculan las probabilidades marginales de cada
variable aleatoria discreta.

Tabla 3.3. Funcién de probabilidad marginal
(variable aleatoria discreta)

XY Y1 Y2 Yj
X1 P11 P12 P1j P1
X2 P21 P22 P2j P2
X Pi1 Piz Pij pi-
P |5 P 1

Las Tablas 3.4. y 3.5. muestran las distribuciones marginales de las variables X e
Y respectivamente.

Tabla 3.4. Distribucién marginal
de la variable aleatoria discreta X

Y1

X1 P1.

X2 p2.
Xj Pi
1

Tabla 3.5. Distribuciéon marginal
de la variable aleatoria discreta Y

Y1
V1 p1
y2 P2

Yj P;j
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Una vez se obtienen las funciones de probabilidad marginales de las variables alea-
torias X e Y, se podran calcular sus momentos de la siguiente manera:

e Momentos respecto al origen:
— T .S .
Ars = E E Xi " Yj ' Dij
iJ

1) La esperanza matematica de la variable aleatoria X se calcula cuando
r=1ys=0,E[X]=ay=%:Y;x ¥ pij = Tie1 X "Dy
2) La esperanza matematica de la variable aleatoria Y se calcula cuando
r=0ys=1E[Y]=ay =X %% ¥ pij = Xic1 ¥ P
3) Cuandor =1ys=1,E[XY] =a;; = Zizjxil -yjl i =
i X" Vi Pij

e Momentos respecto a la media:

s = D) G = )" (3 = )’
i J

1) La varianza de la variable aleatoria X se calcula cuandor =2y

s=0,V(X) = pipo = X: 20 — ux)* - (yj — Hy)o =
= E[X?] - (E[X])* = a0 — a102

2) Lavarianza de la variable aleatoria Y se calcula cuandor =0y

s=2,VIY) = pop = X X0 — ) (v — Hy)z =
=E[Y?] - (E[YD? = To2 — a012

3) Cuandor = 1ys =1, se calcula la covarianza u;; = S(X,Y) =
Q11 — Q19 * Ap1. La covarianza mide el grado de dependencia lineal
entre las variables aleatorias X e Y. Si S(X,Y) > 0, indica que existe
una relacion directa entre X e Y. Si S(X,Y) < 0, indica que existe una
relacion inversa entre X e Y. Si S(X,Y) = 0, indica que no hay rela-
cion lineal entre X e Y.
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Ejemplo 6.2

Considere la variable aleatoria bidimensional discreta (X,Y) del Ejemplo 6.1 y
calcule las funciones de probabilidad marginales de X e Y, asi como sus esperan-
zas matemdticas, varianzas y covarianza.

Para la variable X:

Xi Di. Xi * Di- X% - p;.
: N 5 5 5
1273 12 12 12
1 1 5 5 5
2 4= > 2
6Ta" 12 6 3
3 l+i=l l Z
12 12 6 2 2
] 7 43
4 12
X =2, von=2-(2) =2
4’ 12 4 48
Parala variable Y:
Vi P Vi P yi* v
1 1,111 1 1
12 6 12 3 3 3
1 1+1+ 1 2 2 2
34 127 3 3 3
| ! 1
3
1\2 8
EYl=;, vin=1-(3) =2

La covarianza se calcula como:
SX,Y) = ay; — ayo - agy = E[XY] = E[X] - E[Y]
E[XY] =X ¥jxi Y pij =
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=1 (D) 5+2 (D43 (D 1 L4201 43 1=

SX,Y) = % — % % = —% ~ —0.1667 < 0 (relacién inversa)

6.3. Distribuciones condicionadas discretas

En la seccion 1.5, se define la probabilidad del suceso B condicionada al suceso A
de la siguiente forma:

P(ANB)

P@B /) ="C

, siempre que P(4) # 0

Este concepto puede extenderse al caso de variables aleatorias bidimensionales.
Dada una variable aleatoria bidimensional (X,Y), se desea analizar el comporta-
miento de cada una de las variables aleatorias conocido el valor de la otra variable
aleatoria. Es decir, obtener la distribucién de la variable aleatoria X cuando se co-
noce el valor de la variable aleatoria Y, Y = y. A esta distribucion se le denomina
distribucién condicionada de X por Y = y y se denota como X|Y = y.

Similarmente, se obtiene la distribucion de la variable aleatoria Y cuando se co-
noce el valor de la variable aleatoria X, X = x. A esta distribucién se le denomina
distribucion condicionada de Y por X = x y se denota como Y|X = x. De este
modo, quedan definidas dos nuevas variables aleatorias unidimensionales.

Sea una variable aleatoria bidimensional discreta (X,Y) con funcion de proba-
bilidad conjuntap;; Vi =1,..,I; ¥j =1,..,] y funciones de probabilidad mar-
ginalesp;. Vi=1,..,Iyp; Vj=1,..,J. Lafuncionde probabilidad de la va-
riable X sabiendo que la variable Y ha tomado el valor y; viene dada por la
siguiente expresion:

P(X =x;,Y =yj) =@

siendo y; uno de los posibles valores de la variable aleatoria Y.

P(X=x|Y =y;) = Vi=1.2,...,€I

Analogamente, se define la funcion de probabilidad de la variable Y sabiendo que
la variable X ha tomado el valor x;:

P(Y=y]'.X=xi)_@vj=12... €

P =yl =x)=—%5 0 w

J

siendo x; uno de los posibles valores de la variable aleatoria X.
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Ejemplo 6.3

Considere la variable aleatoria bidimensional discreta (X,Y) del Ejemplo 6.1 y
calcule P(X =3|Y =1),P(X <2/Y >0),yP(Y =-1/X>1).

P(X = 3|y = 1) = 2¥31=D

1
P(r=1) 8

wlNl:ll—‘

1,1
P(X<2,Y>0) _ P(X<2,y=1) _P(X=1Y=1)+P(X=2)Y=1) 3t 7

PX<2/Y>0)= P(Yy>0) _ P(v=1) P(r=1) ? 8

1
P(Y=-1X>1) _ P(X=2Y=—1+P(X=3Y=-1) _ 53
P(x>1) P(X=2)+P(X=3) - 5,1

PY=-1/X>1) =

6.4. Independencia de variables aleatorias discretas

Dada una variable aleatoria bidimensional (X,Y) se dice que las variables aleato-
rias que lo componen, X e Y, son independientes si VA € P(£2,),VB € P(2,)
P(Xe€eAYeB)=P(X€A): -P(Y €B), es decir, las variables aleatorias X e Y
son independientes cuando lo son los sucesos {X € A},{Y € B}V(4,B) € P().

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta con funcién de proba-
bilidad conjunta p;; Vi = 1,...,I Vj = 1,...,] y funciones de probabilidad margi-
nales p;. Vi =1, .., 1 yp.; Vj =1, ..., ], entonces las variables aleatorias X ¢ Y son
independientes siy solo si:

pij=pi-p; Vi=lL.,l yvj=1..,]

Ejemplo 6.4
Considere la variable aleatoria bidimensional discreta (X,Y) del Ejemplo 6.1 y
verifique si las variables aleatorias X e Y son independientes.

5

1 s
-= = —, Por tanto, se puede con-
12 3 36

Se puede observar que p;; = % EP1. D=

cluir que X e Y no son independientes.

6.5. Transformacion de variables aleatorias discretas

En ocasiones, dada una variable aleatoria bidimensional (X, Y), puede interesar co-
nocer la funcion de probabilidad de una funcion de la variable aleatoria bidimen-
sional (X,Y).
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Sea (X1, X,) una variable aleatoria bidimensional discreta y sea Z = g(Xy,X3)
una transformacion de (X;, X,) donde Z es una variable aleatoria unidimensional.
Entonces, la funcion de probabilidad de Z vendra dada por:

P(Z=2)= Z P(Xy = x1,X; = x3)
X1,X2/9(x1,x2)=2
Ejemplo 6.5
Considere la variable aleatoria bidimensional discreta (X,Y) del Ejemplo 6.1 y
calcule la funcion de probabilidad de la variable aleatoria Z = X +Y.

Los posibles valores que toma Z son: 0, 1, 2, 3, 4
PZ=0)=PX=1Y=-1)=
PZ=1)=PX=2Y=-1)=:

P(z=2)=P(X=1,Y=1)+P(X=3,1/:-1)=§+1—12=15—2

P(Z=3)=P(X=2,Y=1)=%
PZ=4)=PX=3Y=1)=—

Por lo tanto, la funcion de probabilidad de la variable Z es:

A

—_

Sl | W

P(Z = 2) —

[N
|
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6.6. Ejercicios

Ejercicios resueltos

Ejercicio R. 6.1

Para salir del aparcamiento de la facultad, se puede elegir entre tres salidas dis-
ponibles. Dos profesores van a salir del aparcamiento y eligen de forma aleatoria
una de las tres salidas. Se define la variable aleatoria X como el nimero de pro-
fesores que eligen la salida 1 e Y como el numero de profesores que eligen la
salida 2. Se pide:

1. Calcular las probabilidades P(X = 0,Y =2) y P(Y < 1).
2. Calcular las esperanzas matematicas de X e Y.

3. Verificar si las variables aleatorias X e Y son independientes.

Solucion:

1. X puede tomar los valores 0, 1, 2, e Y puede tomar los valores 0, 1, 2. Si am-
bos profesores eligen la salida 3, entonces P(X = 0,Y =0) = % % = %. Siun
profesor elige la salida 2 y el otro la salida 3, entonces, P(X = 0,Y = 1) =
2 % . % = %. Asi, sucesivamente se obtiene la funcion de probabilidad con-

junta para la variable aleatoria bidimensional (X,Y) como se indica en la ta-
bla siguiente:

X\ 0 1 2
0 1 2 1
9 9 9
1 2 2 0
9 9
2 1 0 0
9

P(X=0,Y=2)=%
8

P(Yg1)=1—P(Y>1)=1—P(Y=2)=1—(§+0+0)=6

2. Parala variable X:
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Xi Di. Xi " Di-
1 2 1 4
0 44+ =— 0
9+9+9 9
’ 2,2, 4% 4
99 9 9
1 1 2
2 — == z
9+0+0 ) )
1 2
3
2
E[X]—g
Para la variable Y:
Yj pj Yj P
1 2 1 4
0 —yii -2 0
9+9+9 9
’ 2.2 .8 4
9 9 9 9
1 1 2
2 — == z
9+0+0 ) )
1 2
3

E[Y] =§

1 4 4 16
3. Se puede observar que p;1 = SFPLP1=5 5 5 Por tanto, se puede

concluir que X e Y no son independientes.

EjercicioR. 6.2

Sea X el nimero de asignaturas en las que se ha obtenido matricula de honor en el
primer curso del grado, e Y el numero de veces que se ha acudido a la biblioteca de
la facultad. La funcion de probabilidad conjunta para la variable aleatoria bidimen-
sional (X,Y) es la siguiente:
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X\Y 0 1 >1
] 1 8
25 10 25

2 2 2 4
50 25 25

1 1 29

> 2 — — Skl

100 50 100

Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que un alumno haya obtenido mas de 2 matriculas
de honor en el primer curso del grado, dado que ha asistido mas de una vez a
la biblioteca.

2. Determinar la distribucion de asistencia a la biblioteca entre los alumnos que
han obtenido exactamente una matricula de honor en una asignatura durante
el primer curso del grado.

Solucidn:

1. La distribucion marginal de a variable X es:

Xi pi-

1 1+1+8_23
25 10 25 50

5 1+1+4_11
50 25 25 50

- 1 1 29 8

100t 50 100725

La distribucion marginal de a variable Y es:

Yj p.j

0 1+1+ 17
25 50 100 100

1 1+1+1_4
10 25 50 25
8 4 29 77

>1

25t 257100~ 100

1
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29
P(X>2Y>1) _ 750 _ 29

P(Y>1) % 77

Esto significa que, de cada 77 alumnos que han asistido a la biblioteca mas de

PX>2Y>1)=

una vez, 29 han obtenido mas de 2 matriculas de honor en el primer curso del
grado.

La distribucion que se pide es la siguiente:
Y|X =1 0 1 o1
= 1 = 16
P(Y =ylXx = 1) %zﬁ %zﬁ %zﬁ
50 50 0

Esto significa que, de cada 23 alumnos que han obtenido exactamente una ma-
tricula de honor en una asignatura durante el primer curso del grado, 2 nunca
han asistido a la biblioteca, 5 han asistido una vez y 16 han asistido mas de una
vez.

EjercicioR. 6.3

Un experimento consiste en lanzar dos dados. Sea X el resultado del primer dado,
e Y la diferencia en valor absoluto de los resultados de ambos dados. La funcion de
probabilidad conjunta de la variable aleatoria bidimensional (X,Y) es la siguiente:

X\Y 0 1 2 3 4 5
1 E E E E E E
36 36 36 36 36 36
1 1
2 L 2 L L L 0
36 36 36 36 36
1 2 2 1
3 L 2 2 L 0 0
36 36 36 36
1 2 1
4 L 2 2 L 0 0
36 36 36 36
2 1 1
5 L 2 L L L 0
36 36 36 36 36
6 E E E B E B
36 36 36 36 36 36

Se pide:

1.
2.

Comprobar si las variables son independientes.

Calcular la funcion de probabilidad de la variable aleatoria Z = X2 — Y2,
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Solucion:

1 1
1. Se puede observar que pyg = 0 # py. - P.g = T F Por tanto, se puede
concluir que X e Y no son independientes.

2. Los posibles valores que toma Z son: -24, -15, -12, -8, -5,-3,0,1,3,4,5,7, 8,
9,11, 12,15, 16, 20, 21, 24, 25,27, 32, 35, 36

Para calcular las probabilidades de Z se trabaja con:
P(Z=-24)=P(X=1Y=5)=
P(Z=-15)=P(X=1Y =4) =
P(Z=-12)=P(X=2Y =4) =
P(Z=-8)=P(X=1Y=3)=_
P(Z=—5)=P(X=2,Y=3)=%
P(Z=—3)=P(X=1,Y=2)=%
PZ=0)=P(X=1Y=1)+P(X=2Y=2)+P(X=3Y=3)+
PX=4Y=4)+PX=5Y=5)=—4—+—+0+0=—
36 36 36 36
PZ=1)=PX=1Y=0)=
PZ=3)=PX=3Y=1)=—

P(Z=4)=P(X=2,Y=O)=%

Por lo tanto, la funcidon de probabilidad de la variable Z es:

Z -24 | 15 | 12 -8 -5 -3 0 1 3 4 5 7 8

P(Z 1 1 1 1 1 1 3 1 2 1 2 1 2
=2z) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Z 9 1l 12 15 16 20 21 24 25 27 32 35 36

P(Z 2 1 2 2 2 1 1 2 1 1 1 1 1
=2z) 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
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Ejercicios propuestos

Ejercicio P. 6.1

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta con funcion de probabili-
dad conjunta:
27
PX=0Y=j)=e3 T ji=012,..
27
PX=1Y=j)=e?-(1—-e71) T ji=012,..
Se pide:
1. Calcular las funciones de probabilidad marginales para las variables X e Y.

2. Comprobar si son independientes X e Y.

Ejercicio P. 6.2

Sea la variable aleatoria bidimensional discreta (X, Y) cuya funcion de masa viene
dada en la siguiente tabla:

X\ 0 1 2
0 3 3 1
20 20 10

1 1 1 1
20 5 20

o 1 1 3
10 20 20

Se pide:
1. Calcular la esperanza matematica y desviacion tipica de las variables X e Y.

2. Calcular la esperanza matematica y desviacion tipica de la variable Z = X — Y.

Ejercicio P. 6.3

Un experimento consiste en lanzar tres veces una moneda. Sea X el nimero de ca-
ras en las tres tiradas, e Y la diferencia en valor absoluto entre el nimero de caras
y el de escudos en las tres tiradas. Se pide:

1. Calcular las probabilidades P(X < 1,Y > 0) y P(Y < 3).

2. Calcular las esperanzas matematicas y desviaciones tipicas de Xe Y.
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3. Verificar si las variables aleatorias X e ¥ son independientes.
4. Calcular la covarianza de X e Y, y comentar el resultado.
5. Calcular la probabilidad P(X|Y = 3).

Ejercicio P. 6.4

Sea la variable aleatoria bidimensional discreta (X, Y) cuya funcion de masa viene
dada en la siguiente tabla:

XY 2 7] 5
0 1 2 1
9 9 9
3 2 2 0
9 9
6 1 0
9

Se pide:
1. Calcular P(Y =2/X<4).
2. Calcular la esperanza matematica de X7.

3. ¢Son independientes las variables?

Ejercicio P. 6.5

Una urna contiene 3 bolas numeradas del 1 al 3. Se eligen al azar 2 bolas sin reem-
plazamiento teniendo en cuenta el orden de salida. Se pide:

1. Construir el espacio probabilistico asociado a este experimento.

2. Si definimos sobre ¢l la variable aleatoria bidimensional (X,Y) donde X es el
nimero que muestra la primera bola, ¢ Y es el maximo encontrado a lo largo
de las dos extracciones, encontrar:

a) El espacio de probabilidad inducido por la transformacion (X,Y).
b) La funcion de distribucion asociada a (X,Y).

¢) Las distribuciones marginales de (X, Y).

d) La distribucion de Y dado que X = 2.

Ejercicio P. 6.6

Supdngase que se realiza el experimento consistente en lanzar una moneda de ma-
nera consecutiva 5 veces, y que sobre este experimento original se define la variable
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bidimensional (X,Y) donde X = numero de caras a lo largo de los 5 lanzamientos, Y
= numero de caras en los 2 primeros lanzamientos. Se pide:

(Cuantos elementos hay en el rango de (X,Y)?

2. Site proponen una apuesta con la que ganas si y solo si ¥ <X+ 2 ;jugarias?
Justifica tu respuesta.

Obtener las funciones de distribucion marginales.

4. Site dicen que X = 0 ;cambiarias tu respuesta del apartado 2?

Ejercicio P. 6.7

Se lanza un dado dos veces. Sea X la variable aleatoria que representa el resultado
del primer lanzamiento e Y la variable aleatoria que representa el maximo de los
dos lanzamientos. Se pide:

1. Construir la funcion de probabilidad conjunta de X e Y.
2. Calcular la probabilidad de que X sea igual a Y.
3. Calcular la probabilidad de que X sea menor que Y.

Ejercicio P. 6.8

Una empresa produce dos tipos de productos, A y B. La probabilidad de que un
producto de tipo A sea defectuoso es 0.15 y la probabilidad de que un producto de
tipo B sea defectuoso es 0.25. Se seleccionan al azar cinco productos de la produc-
cion de la empresa. Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de produc-
tos defectuosos de tipo A e Y la variable aleatoria que representa el numero de pro-
ductos defectuosos de tipo B. Se pide:

1. Construir la funcién de probabilidad conjunta de X e Y.
2. Calcular la funcion de probabilidad de X sabiendo que Y=2.
3. Calcular la probabilidad de que X + Y sea menor que 2.

Ejercicio P. 6.9

Dos impresoras, A y B, imprimen documentos de forma independiente. El nimero
de errores por pagina que comete la impresora A sigue una distribucion de Poisson
con media 1, mientras que el nimero de errores por pagina que comete la impresora
B sigue una distribucion de Poisson con media 2. Se imprime una pagina con cada
impresora. Sea X la variable aleatoria que representa el numero de errores en la
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pagina impresa por la impresora A e Y'la variable aleatoria que representa el nimero
de errores en la pagina impresa por la impresora B. Se pide:

1. Construir la funcién de probabilidad conjunta de X e Y.

2. Calcular la probabilidad de que X + Y sea mayor que 2.

Ejercicio P. 6.10

Un jugador lanza un dado hasta obtener un 4. Sea X la variable aleatoria que repre-
senta el numero de lanzamientos necesarios para obtener el primer 4. El jugador
lanza otro hasta que la suma sea mayor 7. Sea Y la variable aleatoria que representa
el nimero de lanzamientos necesarios para obtener el resultado requerido. Se pide:

1. Construir la funcién de probabilidad conjunta de X e Y.

2. Calcular la esperanza matematica de (X, Y).

6.7. Evaluacion

Todos los estudiantes del Grado en Estadistica Aplicada y del Grado en Ciencia de
los Datos Aplicada de la UCM, matriculados en la asignatura de Azar y Probabili-
dad, tienen acceso al Campus Virtual para responder una serie de preguntas selec-
cionadas aleatoriamente del banco de preguntas, con el fin de obtener la calificacion
de la evaluacién continua.

Este manual estd disponible en el repositorio de la UCM, por lo que se ha dis-
puesto una autoevaluacion para cualquier persona interesada en la asignatura, uti-
lizando el mismo banco de preguntas del Campus Virtual, accesible en Google
Forms a través del siguiente enlace: https://forms.gle/QaNFeXUjieFhpSNM7.


https://forms.gle/QaNFeXUjieFhpSNM7




Tema 7. Variable aleatoria
bidimensional continua

Recordando que una variable aleatoria bidimensional es una funcion medible para
el espacio de probabilidad (2, P(R2), P). Se define la funcién (X,Y): 2 -» R? como
una variable aleatoria bidimensional si V(x,y) € R? se verifica que:

Byy ={WeN: X(wy) <x, Y(W) <y} =X"1((—0,x]), Y 1((—o0,y]) € P(2)

Una variable aleatoria bidimensional (X,Y) es continua cuando toma valores en
todo el plano real (R?) o en un subconjunto (no numerable) del mismo.

7.1. Concepto y funcion de densidad
Una variable aleatoria bidimensional (X,Y) es absolutamente continua cuando
existe una funcion fy y(x, y), tal que la funcion de distribucion continua de la va-

riable aleatoria bidimensional (X,Y) se puede escribir como:
x ¥

FX,Y(X»)’)= J JfX,Y (x,y)dxdy

—00 —00
a fxy(x,y) se le denomina la funcion de densidad conjunta de la variable aleatoria

bidimensional (X,Y). Esta funcion debe satisfacer las siguientes propiedades:

e fxy(x,y) =0 Vx,y€eR

o [2 07 fry (x,y)dxdy =1

Ejemplo 7.1

Dado la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con fun-
k si0<y<x<1

0 en otro caso

Se pide: Calcular el valor de k para que sea funcion de densidad.

1
fol foxkdydx = folk(fox dy)dx = kfol[J’]gdx = kfol xdx =k [x;]o = S =1
=> k=2

cion de densidad conjunta fxy(x,y) = {

https://dx.doi.org/10.5209/docm.004.07
Jugando con el azar: fundamentos para la estadistica aplicada y la ciencia de datos. Maria Angeles Medina
Sanchez, Ziwei Shu, Rosario Susi Garcia y Rosa Espinola Vilchez. © Ediciones Complutense, 2025.
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7.2. Distribuciones marginales continuas

Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua, entonces
tanto la variable X como la variable Y, seran variables aleatorias unidimensionales
absolutamente continuas. La funcion de densidad marginal de cada una de las va-
riables aleatorias que componen la variable aleatoria (X,Y) se expresa como:

¢ Funcion de densidad marginal de la variable aleatoria X:

fe(O) = f far G0y dy

e Funcion de densidad marginal de la variable aleatoria Y:

fr(y) = f fxy (x,y) dx

Una vez se obtienen las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias
X e Y, se podran calcular sus momentos de la siguiente manera:

¢ Momentos respecto al origen:

Qs = f f XY fioy (x, ) dxdy

1) La esperanza matematica de la variable aleatoria X se calcula cuando
r=1ys=0E[X]=ayp= [, [0 %"y fuy(xy)dxdy =
Joox fx()dx

2) La esperanza matematica de la variable aleatoria Y se calcula cuando
r=0ys=1EN]=ap = [, [7 x°" fuy(xy)dxdy =
20y frONdy

3) Cuandor =1ys=1,E[XY] =ay; =
fjooo fjooo xlyl fX,Y(xv y)dxdy = fjom fjooo xXYfxy (x,y)dxdy

e Momentos respecto a la media:

s = | ) [ = "0 = ) iy G y)dxdy
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1) La varianza de la variable aleatoria X se calcula cuandor =2y s =0,
V) = a0 = 7, [5G = 1x)? 0 = )° fry (x, y)dxdy
= 7 150 = 0)? f O, y) dxdy
= E[X?] = (E[X])? = ago — a10°
2) La varianza de la variable aleatoria Y se calcula cuandor =0y s = 2,
V) = oz = [0, [0, (x = 10° 07 = 1r)? fiey (6, y)dxdy =
= [0 J5 O = my)? fey G, y)dxdy
= E[Y?] - (E[Y])? = ag2 — @01’

3) Cuandor = 1ys =1, se calcula la covarianza u;; = S(X,Y) =
Q11 — Q19 * Ap1. La covarianza mide el grado de dependencia lineal
entre las variables aleatorias X e Y. Si S(X,Y) > 0, indica que existe
una relacion directa entre X e Y. Si S(X,Y) < 0, indica que existe una
relacion inversa entre X e Y. Si S(X,Y) = 0, indica que no hay rela-
cion lineal entre X e Y.

Ejemplo 7.2

Considere la variable aleatoria bidimensional continua(X,Y) del Ejemplo 7.1 y
calcule las funciones de densidad marginales, asi como la esperanza matemadtica
de cada variable.

sil<y<x<1
en otro caso

fr@) = [7 fey (uy) dy = [) 2dy = [2y]§ = 2x
_(2x si0<x<1
= fx(0) = {0 en otro caso

0 1 1 5 1t 2
E[X] = [ xfx()dx = [ x-2xdx =2 [/ x* dx = 2 [?] =:
0

fo &) = [0, foy Coy) dx = [ 2dx = [22]} = 2 - 2y

2—-2y si0l<y<1
= =
fr@) { 0 enotrocaso

Sabiendo que fyy(x,y) = {(2) , entonces:
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ElYl=[" yfrG)dy = [y -2 -2y)dy =2 (y—y*) dy =
1

2[-2] -2 -

7.3. Distribuciones condicionadas continuas

En la seccién 1.5 se define la probabilidad del suceso B condicionada al suceso 4
de la siguiente forma:

P(ANB)

P(B /M) =1

, siempre que P(A) # 0

Este concepto puede extenderse al caso de variables aleatorias bidimensionales. En
el caso de las variables aleatorias bidimensionales discretas, sea una variable alea-
toria bidimensional absolutamente continua (X,Y) con funcién de densidad con-
junta fx y(x,y) y funciones de densidad marginales fx(x) y fy(y). Entonces, la
funcion de densidad de la variable X sabiendo que la variable Y ha tomado el valor
Y = y, viene dada por la siguiente expresion:

_ frr(xyo)
Jrr=o () =760 5

Similarmente, la funcién de densidad de la variable Y, sabiendo que la variable X
ha tomado el valor X = x, viene dada por la siguiente expresion:

_ fry (X0, ¥)
fY|X=x° ) = —fx(xo)

Ejemplo 7.3

Considere la variable aleatoria bidimensional continua(X,Y) del Ejemplo 7.1 y

calcule las funciones de densidad condicionadas.

2 si0<y<x<l1

0 en otro caso

2-2y si0<y<1
0 enotrocaso

fx,y(x; Yo) _ 2 _ 1
fr(o) 2-2y, 11—y,
fxy (x0,¥) 2 1

- == si0<xp<1,0<y<x
fx(xo) 2xy X 0 Y °

_ B _(2x si0<x<1
Sabiendo que fy y(x,y) = { fx() = {0 en otro caso’

y &) ={

entonces:

fX|Y:y0(x) = Si0<y,<lLy,<x<1

fY|X=x0 ) =
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7.4. Independencia de variables aleatorias continuas

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional continua con funcidon de densidad
conjunta fy y(x,y) y funciones de densidad marginales fx(x) y fy(y), entonces X
e Y son independientes si'y solo si:

fxy(oy) = fx() - fry) Vx,y ER

Ejemplo 7.4

Considere la variable aleatoria bidimensional continua (X,Y) del Ejemplo 7.1 y
verifique si las variables aleatorias X e Y son independientes.

Sabiendo que las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e

Y son:
_(2x si0<x<1
fx () = {0 en otro caso
y,
_(2-2y si0<y<l1
fr) = { 0 enotrocaso
Entonces,

fxy,y) =2#fx(x) - fy(y) =2x-(2—-2y) =4x—4xy si0<y<x<1

Esto implica que las variables aleatorias X e Y no son independientes.

7.5. Transformacion de variables aleatorias continuas

En ocasiones, dada una variable aleatoria bidimensional (X,Y), puede interesar co-
nocer la funcion de densidad o funcion de probabilidad de una funcion de la varia-
ble aleatoria bidimensional (X,Y). Por ejemplo, si un individuo quiere saber la
cuota mensual que tiene que pagar por una hipoteca Z se tiene en cuenta la cantidad
por la que solicita dicha hipoteca X y el nimero de afios que va a pagar la hipoteca
Y. En este caso, la variable aleatoria de interés Z es funcion de las variables X e Y,
es decir Z = h(X,Y). Por tanto, el objetivo en este caso se centra en la funcion de
densidad o funcién de probabilidad de la variable aleatoria Z.

A continuacion, se presentan algunos resultados que permiten describir una va-
riable en funcién de (X,Y).
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Teorema jacobiano

Sean (X7, X;) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad con-
junta fy x (x1,x;) que es estrictamente positiva en cierto recinto S. Sea (Y, Y,) =

g (X1, X,) una transformacion continua y biyectiva de dicha variable aleatoria bidi-
mensional (X, X,) tal que g(S) = T. Por tanto, T es el recinto en el que la funcion
de densidad de (Y3, Y,) es estrictamente positiva. Entonces:

fyl,y2 uy2) = fxl,xz (x1()’1;)’2); xz()’Lyz)) /1

siendo J el jacobiano de la transformacion, es decir,

dx; 0x;

x| e ow
Oyjli=1z  |0%; 0%
/=42 oy, ay,

Esta funcion de densidad fy, v, (¥1,y) alcanza el valor obtenido en la expresion

frov, 01 ¥2) = fx, x, (%11, ¥2), x2(v1,¥2)) ]| para (y1,¥,) €T, siendo nula
fuera del recinto T.

Se recuerda que x1 (1, ¥2), X2 (¥1,¥2) es la transformacion inversa de g, es decir,
se obtiene despejando las X en funcion de las ¥, esto es:

f(xl()’p)’z);xz ()’1;)’2)) = f(g_l(yl:YZ))

El teorema anterior se aplica en el caso de variables bidimensionales absolutamente
continuas. Ademas, la transformacion debe ser continua y biyectiva.

Ejemplo 7.5

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua con fun-
cion de densidad uniforme en el cuadrante unitario [0,1] X [0,1]. Calcular la fun-
cion de densidad de la variable (U,V) siendoU =X +YyV =X —-Y.

La transformacion es biyectiva, porque fijados x e y, u y v quedan definidos uni-
, . u+v u-v ,
vocamente y reciprocamente fijados uy v, x = - ey=— quedan univoca-

mente determinados. Ademas, sabemos que:

(=G ()
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Como H 11| # 0, entonces es una matriz invertible.

C)=¢ 570

Por lo tanto, se puede concluir que es aplicable el teorema jacobiano.

Transformacion directa: u =x+y, v=x —y.
.y . u+v u-—-v
Transformacion inversa: x = - Y=

El dominio de la variable (U, V) es el que se muestra en la Figura 3.1:

v v=u

Figura 3.1. Dominio de la variable (U, V).

El dominio para las variables X e Y son:

u+v
u-—v
2 6[0;1]—)0Su—17§2
1
1 1
furwm) =110 %l =]=5] =3
2 2
= £ ) = {% en el recinto coloreado de azul
v 0 en el resto

193
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Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional absolutamente continua con fun-
cion de densidad fx y(x,y) y se quiere calcular la funcién de densidad de la varia-
ble aleatoria U = X + Y. En este caso, el teorema del jacobiano no es directamente
aplicable, dado que la transformacidn no tiene la misma dimension, es decir, parti-
mos de una variable aleatoria bidimensional y la transformacion es unidimensional.

Lo que se hace en este tipo de situaciones es elegir una variable auxiliar lo mas
sencilla posible, como puede ser V = X, a continuacion, se aplica el teorema del
jacobiano a la variable aleatoria bidimensional (U, V) y para terminar se calcula la

funcion de densidad marginal de U.
U=X+Y
V=X

o)
<l

|4

Se tiene: { -V

. La transformacion inversa seria {Y =

fu,v(ur ‘17) = fx,y(v'u - ‘U) :
fu) = ffo,y (v,u—v)dv

|(1) _11” = fx,y(v;u —v)-|1]

Ejemplo 7.6

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes, cada una de ellas con distri-
bucion exponencial de parametro uno. Calcular la funcion de densidad de la va-
riable aleatoria X +Y.

Las funciones de densidad de las variables X e Y son:

fe@ ={¢,

X si x>0

en otro caso

y>0
en otro caso

O A

Como X e Y son dos variables aleatorias independientes, entonces, la funcion de
densidad conjunta de la variable aleatoria bidimensional es:

_(e*Y six>0,y>0
fxy(xy) = { 0 en otro caso

Y, siendo x > 0 e y > 0. Entonces, u >

La transformacion a aplicar es { ; = ;

OGbv>0yu>w.

Aplicando el teorema del jacobiano se tiene que:
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0o 1 _ _
fu,v(u:v)zfx,y(v:u_v)' |1 _1|‘=fx,y(v,u—v)-|1| =e"-1=e™™

-u

e si u>0,v>0yu>v
0 enelresto

funtv) = |

Lo que se quiere obtener es la funcion de densidad de la variable aleatoria U = X +
Y, por lo que se calcula la funcion de densidad marginal de U.

fu) = f(;le_u dv=[v-e¥t=u-et

u-e % si u>0
u ={
fu@) 0 en otro caso
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7.6. Ejercicios

Ejercicios resueltos

EjercicioR. 7.1

Dado la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con fun-
kx?y si x*<y<1

. Se pide:
0 en otro caso

cion de densidad conjunta fy y(x,y) = {

1. Calcular el valor de la constante k.
2. Calcular P(X = Y).

3. Calcular las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e Y.

Solucion:

1. Para el calculo de la constante k se procede del siguiente modo:

sabemos que fjooo ffooo fxy (x,¥)dxdy = 1, entonces:

1 r1 1 [kx2y2 1 1 [kx? kxb 3 711
f_lfxz(kxzy) dydx = J.—l [ﬂ]xz dx = f—l (i_%) dx =k [x__x_

2 2 6 14l_q

4 21
> k—= k==—
2 4
2.0F
1.5F
>,
1.0r
0.5r
—y=1
—_— y=x?
0.0F xt<y=<1

=15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
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1 1 2,,21% 1 4
2 r0z 1= ()i = G B ax= 2 -

5 711
x> X 21
]dx— ] =
0

4 |10 14y ~ 140

3. @ =2, fuy ey dy = fz x%ydy = [21 Zy];:%x?z(l_xz;)
21x
fX(x)={__(1—x4) si —l<x<1
0 en otro caso
21 x vy 7 5
fry) = Jny(x y)dx = f—x ydx—[4 ?]_ﬁ—iyz

7 E
0 en otro caso

EjercicioR.7.2

Dado la variable aleatoria bidimensional (X,Y) absolutamente continua con fun-
1 silyl<x; 0<x<1

. Se pide:
0 enotro caso p

cion de densidad conjunta fy y (x,y) = {

1. Calcular las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e Y.

2. Calcular las esperanzas matematicas de las variables aleatorias X e Y.

3. Calcular las probabilidades P (X < %, Y < 0) y P (X > %, —% <Y< %) .

Solucion:

0.25

= 000

-0.25

—-0.50

-0.75

-1.00

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10
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1 silyl<x; 0<x<1

entonces:
0 en otro caso ’

1. Sabiendo que fyy(x,y) = {

fx@) = [ fry Coy)dy = [7 1dy = [y]%, = 2x
_(2x si0<x<1
= fx() = {0 en otro caso

1
- [ ldex=[x]t, =14y, si —1<y<0
) =2 fey ey)dxe =477 . .
fyldx=[x]y=1—y, si0<y<1
1+y -1<y<0
= ) =11-y 0<y<1
0 en otro caso

2

2. EX]= [ xfx()dx =[x 2xdx =2 [} x*dx = 2 ["3—3]1 =2
EY1=[" yfrONdy = [*y- L+ y)dy + [y (1 - y)dy =

0 1 _ 2 y30 2 ysl_
= L0+ dy+ o=y =[5+ 5]+ 5% -

-(3+D46-D-0

10 200
3. P (X < %,Y < 0) = [2 )., fry(x,y)dydx = [2 (f_xl dy) dx =

7 2 x? % (1)2—0 1

1 1
P(X>35-5<¥ <3) = [ furCoy)dyde = [ (f_@l dy) dx =
2 2

1
fll[Y]z_ldx =f11 ldx = [x]i =1—
2 2

1
2 2 2

N =

EjercicioR.7.3
Sea la variable aleatoria bidimensional absolutamente continua (X,Y) con funcion

xXy+2 . _
de densidad conjunta fx y(x,y) = { ;. St0<x<1l-1<y<1
0 en otro caso

Se pide:
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1. Calcular las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e
Y.

2. Calcular las funciones de densidad condicionadas de las variables aleatorias X
eY.

3. Se considera la transformacion Z = X — Y y W = X + 2Y, calcular la funcion
de densidad de la variable (Z, W).

Solucion:

xXy+2

1. Sabiendo que fyy(x,y) = {T si0<x<1l-1<y<1
0

en otro caso

, entonces:

o xy+ x x[y?
@) = [7, foy o) dy = [, 22y = [ (24 D ay =2 [2] +

-1 4
1

;[Y]£1 =1

(1 sio<x<1
=>fX(x)_{O en otro caso

1) = 7, frr Gey) dae = [ 22 = [ (24 3) adx = 2[5 +3 10 =

0 4 4 2 2
y+4
8
y+4 .
— si—-1<y<l1
= ) ={ 8 Y
0 en otro caso

2. Las funciones de densidad condicionadas de las variables aleatorias X e Y se
calculan como:

fo Gy 2 o 4
Y X, Yo 4 XYo
() =2 = = V —1<y,<1,0<x
fX|y Yo fr (o) % Yo +4 Yo
<1
ol ) Xoy + 2 42
x,y(Xo, Y Xoy
B _Jx - = VO<x<1-1<
fY|X_x0(Y) FeCxo) 1 4 Xo y
<1
2724W
Z=X-Y X==

3. La transformacion {W — X127 = y = 22V
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61— Z=W+3
Z=W-3
| — z=-05w
11— z-= (3-w)/2
24
= 0
-2
4 /
_6 -
—Is —Is —|4 -2 0 2 4|1 6 8
z
dz 0z
6 (z, W) dx dy 1 -1
=| |=2—(—1)=3¢0
a(x y) ow Jdw 2
ax dy

Entonces, existe la funcion de densidad gz, (z, w).

2
ity) |3
a(z,w)

]1 1
3

Transformacion directa: {

1

3] 21 1(1)
1733 313
3

Z=X-Y
W=X+2Y

2Z+W

Transformacion inversa:

3

—Z+W

El dominio de las variables es:

{0<x<1

3

— 0<2z4+w<3

-1<y<1 —» -3<-z+4+w<3

Zz+w

Izw(z,w) = fxl,x2 ( 3

z+w)(-z+w)

= gzw(z,w) = { 108

z+w) U | _

ZZ+W Z+W

(22+w)( z+w)
108

si 0<2z4+w<3,-3<—-2z4+w<3

en el resto



Variable aleatoria bidimensional continua 201

Ejercicios propuestos

EjercicioP.7.1

Sea la variable aleatoria bidimensional absolutamente continua (X,Y) con funcion
cx? si 0<y<1-x?

. Se pide:
0 en otro caso

de densidad conjunta fy y(x,y) = {

1. Calcular el valor de ¢ y las funciones de densidad marginales de las variables
XeY.

2. Verificar si las variables aleatorias X e Y son independientes.
Calcular la esperanza matematica de X.

Calcular la varianza de Y.

Ejercicio P.7.2

Las calificaciones en Estadisticas(X) y las calificaciones en Inglés (Y) de un
alumno de primer afio del grado estan representadas por la siguiente funcion de
densidad conjunta:
c(4x + 3 si 0<x<10; 0<y<10
fxy(oy) = { ( 0 Y) Y
en otro caso
Se pide:
1. Calcular la proporcion de alumnos que obtienen una calificacion superior a 7
en Estadisticas.

2. Calcular la probabilidad de que un alumno obtenga una calificacion superior a
7 en Estadisticas, dado que ha obtenido un 3 en Inglés.

3. Calcular la probabilidad de que un alumno obtenga una calificacion superior a
7 en Inglés, dado que ha obtenido un 3 en Estadisticas.

EjercicioP. 7.3

Sea la variable aleatoria bidimensional absolutamente continua (X,Y) con funcion
2x+2y si0<x<y<1

. Se pide:
0 en otro caso p

de densidad conjunta fy y(x,y) = {

Calcular las funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e Y.

2. Calcular las funciones de densidad condicionadas de las variables aleatorias X
eY.

3. Calcular la funcién de densidad de la variable Z = X + Y.
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EjercicioP.7.4

El volumen de una caja de zapatos es una variable cuya funcion de densidad es:

1 .
Fey(x,y) = Exy si0<x<y<2

0 en otro caso
Se pide:

1. Calcular el valor de k.

2. Calcular P(Y > %).

3. Sabiendo que X=0.5, calcular la probabilidad de que Y sea menor que 1.

Ejercicio P.7.5

Sea la variable aleatoria bidimensional absolutamente continua (X, Y) con funcion de

ky si(x,y) >(00);2x+y < 6. Se pide:

densidad conjunta fx y(x,y) = { 0 onl otro caso

1. Calcular el valor de k.
2. Calcular P(X > 1).
3. Sabiendo que Y=1, calcular la probabilidad de que X sea mayor que 0.5.

Ejercicio P.7.6

Sabiendo que la funciéon de densidad conjunta es: fyy(x,y) =

{%(3x2+y) si |yl <x< 2
0 en otro caso

. Se pide:

1. Calcular el valor de k.
2. Sabiendo que X=1, calcular la probabilidad de que Y sea menor que 0.5.
3. Sea Z=X+Y, calcular la funcién de densidad de Z.

EjercicioP.7.7

Se supone que el peso de una hogaza de pan en media es 500gr. Sin embargo, el
peso real en cada hogaza es una variable aleatoria X que se distribuye como una
U(450, 550) suponiendo que el peso de las hogazas son independientes. Para dos
hogazas (X, Y) elegidas aleatoriamente, calcular:

1. Siel peso de una de ellas es 500gr, calcular la esperanza del peso de la otra
hogaza.
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2. Probabilidad de que ambas hogazas tengan un peso menor de 480gr.

3. Sirealizamos el cambio de variable, Z=Peso total de las dos hogazas y U= Di-
ferencia de peso, calcular la P(Z<900) y la P(U>50).

Ejercicio P.7.8

Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional. Si la funcidén de densidad de X es

3 .
fx(x) = {43 Séfn 2 ]fei‘ct: 1 , y la funcion de densidad de Y dado X'=x,

Frixen () = {Zy/x2 si 0<y<x
|X=x 0 enelresto

Se pide:
1. Obtener la funciéon de densidad de (X, ¥).

Calcular la probabilidad de que Y sea menor que %.

2
3. Sabiendo que Y=0.6, calcular la probabilidad de que X sea mayor que 0.2.
4

Para X= 0.5, calcular la esperanza de Y.

EjercicioP.7.9

Sean X e Y las proporciones semanales de bebidas sin alcohol sobre el total de con-
sumiciones en dos locales habituales en las noches de una cierta ciudad costera. La
funcién de densidad conjunta de estas variables es:

_fkx-(x+y) si0<x<1 0<y<1
fxx G6y) { 0 en otro caso

Se pide:
1. Determinese el valor de £.
2. Sea U=X/Yy V=X. Calcular la funcion de densidad de (Z, U).

Ejercicio P.7.10

Considera un cuadrado con vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1). Se selecciona un
punto aleatorio (X, Y) dentro del cuadrado. Se pide:

1. Determinar la funcion de densidad de probabilidad conjunta de Xe Y.

2. Calcular la probabilidad de que X sea mayor que Y.

3. Calcular la probabilidad de que X + Y sea menor que 1.
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7.7. Evaluacion

Todos los estudiantes del Grado en Estadistica Aplicada y del Grado en Ciencia de
los Datos Aplicada de la UCM, matriculados en la asignatura de Azar y Probabili-
dad, tienen acceso al Campus Virtual para responder una serie de preguntas selec-
cionadas aleatoriamente del banco de preguntas, con el fin de obtener la calificacion
de la evaluacién continua.

Este manual estd disponible en el repositorio de la UCM, por lo que se ha dis-
puesto una autoevaluacion para cualquier persona interesada en la asignatura, uti-
lizando el mismo banco de preguntas del Campus Virtual, accesible en Google
Forms a través del siguiente enlace: https://forms.gle/d5SyweyTCeeVvkVgS8.


https://forms.gle/d5yweyTCeeVvkVgS8
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