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Capitulo 1

Introduccion

Este capftulo contiene un resumen general de la tesis. La estructura del
capftulo es la siguiente. La seccién 1 presenta el problema principal que se
aborda. Las secciones 2 y 3 motivan el estudio de dicho problema y comentan
la bibliografia, respectivamente. La seccién 4 presenta de manera intuitiva la
forma que se propone de solucionarlo. La seccién 5, recoge un breve resumen
de la aplicacién del método de soluciéon propuesto a dos modelos distintos.
Respecto del primer modelo, se presentan los resultados de su estimacién
con series artificiales generadas con parametros, frecuencias de observacion
y horizontes temporales diversos que se imponen, y se comparan con los
resultados de estimacién para un modelo benchmark aproximado. Respecto
al segundo modelo, se revisan los resultados de su estimacion con dos series
de datos reales y se resumen algunos resultados de su estimacién con series
artificiales generadas a través de parametros iguales a los estimados, para
cada una de las series, y frecuencias medias de observaciéon y horizontes
temporales diversos, que después se comparan también con los resultados de
la estimacion para un modelo benchmark aproximado.

Esta memoria de tesis consta, ademas de esta introduccién, de los capitulos
y apéndices siguientes.

El capitulo 2 presenta el problema principal de estimacién que se inves-
tiga. El capitulo 3 expone la formulacién general de los modelos considerados
y el método de estimaciéon general que se aplica, dada una muestra de ob-
servaciones e intervalos de muestreo. También se expone formalmente cémo
estos métodos de estimacion se basan en la construcciéon de una funcién de
verosimilitud gaussiana de un modelo en el espacio de los estados. En el
capftulo 4 se presenta una aplicacién al caso de un modelo de volatilidad es-

)



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

tocastica. El capitulo 5 contiene las conclusiones y las lineas de investigacién
futuras que sugiere este trabajo.

En los apéndices A-D figura el desarrollo en detalle algunos resultados
matematicos que se emplean en los capftulo 3y 4. En el apéndice E se pre-
sentan los resultados de la estimacion del modelo de volatilidad estocéstica
que se estudia en el capftulo 4 con dos series de datos reales diarios. En la
Tabla 1 del apéndice E se registran los resultados de estimacién del modelo
de volatilidad estocastica para los datos de un indice de bolsa de la indus-
tria automovilistica norteamericana. Ademas, se muestran las tablas de los
estadisticos descriptivos de la serie de las tasas de variacién logarftmicas de
la serie original, Tabla 2, y los estadisticos descriptivos de las innovaciones
estimadas y las innovaciones estandarizadas estimadas para el modelo de
volatilidad estocastica considerado, Tablas 3 y 4, respectivamente. A su
vez, se registran los resultados de estimacién del modelo de volatilidad es-
tocastica para ciertos datos del tipo de cambio marco/ddlar, Tabla 5, las
tasas de variacion logaritmicas de la serie original, Tabla 6, y las innova-
ciones estimadas y las innovaciones estandarizadas estimadas en las Tablas
7y 8, respectivamente. También en el apéndice E se presentan los resultados
de diversos experimentos de estimacién Monte Carlo para dos ejemplos de
modelos dindmicos en tiempo continuo lineales y se comparan con los re-
sultados correspondientes de sus aproximaciones segtin el esquema de Euler.
En el primer Monte Carlo, Tabla 9, se estudia un modelo Orstein-Uhlenbeck
y su benchmark aproximado, para distintas frecuencias medias y horizontes
temporales. En el segundo, Tablas 10,11 y 12, se presentan los resultados de
la estimacion del modelo de volatilidad estocéstica y su benchmark aproxi-
mado, con distintas frecuencias de observacion y horizontes temporales, para
cada uno de los dos modelos parametrizados con los resultados de estimacion
de las series empiricas. En el apéndice F se incluye informacién grafica ttil
en la diagnosis del modelo para cada una de las series empiricas.

1.1 Enunciado del problema

El problema considerado en esta tesis es la estimacion de los parametros de
modelos econométricos dindmicos lineales gaussianos formulados en tiempo
continuo cuando las observaciones son discretas y se recogen a intervalos
irregulares de tiempo. Ademads, se permite la posibilidad de que las obser-
vaciones difieran de las variables cuya dindmica se representa en el modelo.

Como caso particular del problema anterior y sus aplicaciones, cabe citar
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algunas cuestiones ampliamente estudiadas en la economia financiera, como
la estimacion de los modelos de volatilidad estocéastica y el cdlculo de precios
de activos financieros a partir de los parametros estimados de algiin proceso
estocéstico subyacente.

1.2 Relevancia del problema en economia

La relevancia del problema planteado depende de como justificar la especifi-
cacion de modelos econométricos en tiempo continuo cuando, generalmente,
conduce a problemas de estimacion méas complejos que una formulacion
economeétrica alternativa en tiempo discreto, casi siempre limitada a una
frecuencia de observacién constante. En la literatura se han propuesto prin-
cipalmente dos motivos, que se enumeran a continuacién y se comentan con
mas detalle en el resto de la seccion.

En primer lugar, puede haber motivos estadisticos que hagan preferible
estimar un modelo en tiempo continuo cuando, con la informacién disponible,
se quiere caracterizar la dindmica de ciertas variables. En segundo lugar,
ciertas técnicas de valoracion de opciones financieras requieren la formu-
lacién de modelos en tiempo continuo.

Respecto al primero de los motivos anteriores, se puede argumentar por
razones tedricas que el proceso generador de una muestra de observaciones
discretas es, por construccién, continuo (vid. Bergstrom [1984] y Harvey
[1989] ). Por supuesto, esta hipdtesis puede ser una forma sencilla de mod-
elar que la frecuencia de observacion de los datos es mucho mas pequeia
que la frecuencia con la que evoluciona el proceso de interés. En este caso,
como la especificacién de un modelo econométrico en tiempo continuo per-
mite procesar muestras de observaciones recogidas a intervalos irregulares
de tiempo cualesquiera (vid. Harvey [1989]), puede que resulten ganancias
significativas en términos de consistencia y/o eficiencia en la estimacién de
los pardmetros (sobre todo de los asociados a captar el comportamiento de
las variables en las frecuencias mayores) si se aprovecha toda la muestra
disponible.

Este argumento estd implfcito, por ejemplo, en la posible ganancia en
términos de consistencia y/o eficiencia, de usar frecuencias mayores de obser-
vacion, cuando se trata de valorar una opcién sobre el precio méximo de un
activo, durante cierto perfodo de tiempo, a través de técnicas de simulacion
de Monte Carlo (vid Campbell [1997]).
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Respecto al segundo de los motivos enumerados, la especificacion de
modelos en tiempo continuo es 1til en la derivacién de formulas de valoracion
de activos financieros que no serian posibles si la especificacion original del
modelo fuera discreta (vid. Merton [1992], Sundaresan [2000], Kellerhals
[2001]). Sin embargo, se plantea el problema de que muchos de los modelos
en tiempo continuo propuestos son no lineales en las variables. Entonces,
puede haber cierta transformacién de las variables que permita construir
un modelo equivalente lineal, o por el contrario, puede no haberla. En este
ultimo caso, no se conoce la dindmica exacta del modelo de modo que se
manejan aproximaciones.

Ademas de las férmulas paramétricas para la valoracion de activos fi-
nancieros, cuando éstas no se conocen o se prefiere un procedimiento alterna-
tivo mas simple, aunque quizd mas costoso computacionalmente, a menudo
se recurre a la simulaciéon de Monte Carlo (vid. Campbell [1997]). En este
sentido, como he mencionado, una formulaciéon en tiempo continuo puede
ofrecer ventajas frente a un modelo en tiempo discreto limitado a intervalos
de registro miltiplos de un intervalo de referencia.

Con independencia de los dos motivos anteriores, a veces la muestra
que se procesa hace posible optar entre un modelo econométrico formulado
en tiempo continuo y otro especificado en tiempo discreto con intervalos
regulares de tiempo. Entonces, en general no es cierto que siempre exista
un modelo en tiempo continuo que represente la misma dindmica que una
forma reducida en tiempo discreto. Ademads, la eleccion entre los primeros
y los segundos ha dependido de la simplicidad de la formulacién y de la
tradicion en la literatura y la préactica empirica.

Como ejemplo de esto tdltimo, en la literatura financiera ha sido comtun
hasta fechas recientes que el trabajo econométrico empfrico usara mode-
los discretos, mientras que las férmulas tedricas de valoracion de activos
partian de modelos en tiempo continuo. Asf, la férmula de valoracién de
un activo de Schobel & Zhu [1998] se deriva de un modelo de volatili-
dad estocdstica en tiempo continuo del precio que generaliza el movimiento
geométrico browniano de Black y Scholes e incorpora la observacion empirica
de que los rendimientos presentan una elevada autocorrelacion condicional.
Sin embargo, en general, no hay una contrapartida en tiempo continuo para
cualquier modelo GARCH.

Finalmente en esta seccién, se hace referencia a algunos campos dentro
de la economia en los que se han propuesto modelos dinamicos en tiempo
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continuo lineales. Cabe citar en primer lugar, los modelos de agregacion tem-
poral de variables macroeconémicas flujos en tiempo continuo (vid. Harvey
[1989] ). En segundo lugar, los modelos en tiempo continuo de precios de
activos financieros (vid. Campbell [1997], Merton [1992], Sundaresan [2000],
Kellerhals [2001]) y los modelos dindmicos en tiempo continuo no lineales
para los que existe un modelo dindmico en tiempo continuo lineal de una
transformacién conocida de las variables, como por ejemplo el movimiento
geométrico browniano que define el movimiento del precio de un activo en
el modelo de Black-Scholes (vid. Black, F. and M. Scholes, [1973]). En
tercer lugar, también se han utilizado modelos de este tipo en la literatura
de juegos dindmicos (vid. Chen B. y P. A. Zadrozny [2002]).

1.3 Revision de la literatura

En los ultimos anos ha crecido el interés en la estimacion de modelos en
tiempo continuo a partir de observaciones discretas mediante métodos de
filtrado.

Harvey [1989] y Terceiro [1990] presentan métodos de filtrado para mod-
elos estructurales en tiempo discreto y continuo y tiempo discreto, respecti-
vamente. En la literatura de ingenieria financiera, Harvey et al.[1994] apli-
can dichos métodos a la estimacién de modelos de volatilidad estocéstica en
tiempo discreto. El problema del filtrado de la volatilidad de los precios de
activos en los modelos ARCH se aborda en, por ejemplo, Nelson [1992] y
[1996], y la estimacién de la volatilidad a partir de un modelo estructural
lineal se discute en Timmer y Weigend [1997] a través de un filtro de Kalman
ordinario.

El problema abordado en esta tesis, puede considerarse como un caso
particular de la estimacién de los parametros de modelos no lineales en
tiempo continuo con observaciones discretas, que se trata, por ejemplo en
Jazwinsky [1970], Nielsen y Vestergaard [2000] y Kellerhals [2001]. En la
practica, la propuesta de estimaciéon que se hace en esta tesis, presenta
ganancias en términos de eficiencia respecto al tratamiento que se hace en
las referencias anteriores. Esta ganancia se debe a la mayor simplicidad
inherente a los modelos lineales.

Cabe citar como ejemplos de modelos financieros dindamicos lineales en
tiempo continuo a Vacicek [1977], Beaglehole y Tenney [1991] y Kellerhals
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[2001]. Vacicek [1977] describe la estructura temporal de los tipos de interés
y sus volatilidades mediante un proceso de Orstein-Uhlenbeck del tipo de
interés spot y Kellerhals [2001] presenta una versiéon més general. Beaglehole
y Tenney [1991] usan una representacién con dos procesos correlacionados
de Orstein-Uhlenbeck para la evolucién del tipo de interés a corto plazo
de forma que éste revierte a una deriva que, a su vez, oscila alrededor de
una media constante. Por dltimo, Kellerhals [2001] construye un modelo
de valoraciéon de una accién perteneciente a un closed-end fund, a través de
las dindmicas de un movimiento geométrico browniano para el valor neto
por accién y un proceso de Orstein-Uhlenbeck que modela la evolucién del
premio de la accion.

Un numero considerable de los modelos financieros dindmicos en tiempo
continuo modelan la volatilidad del precio de un activo mediante un proceso
estocastico adicional para uno de los parametros de la varianza instantdnea.
Ademds, en las especificaciones tfpicas de los modelos paramétricos, el pro-
ceso elegido para representar la volatilidad preserva el signo positivo, lo que
conduce tipicamente a modelos no lineales de la dindmica del precio del
activo.

En esta tesis, por el contrario, se modela la rentabilidad del precio del
activo. Por lo tanto, se representa la volatilidad estocastica de las rentabili-
dades y no del precio, de manera que se permite que haya una probabilidad
positiva de que el pardmetro -instantaneamente variante- que regula la hete-
rocedasticidad condicional adopte valores negativos, puesto que su dinamica
viene dada por un proceso lineal gaussiano. No obstante, la varianza de las
rentabilidades, es por construccién, no negativa.

La razén para haber escogido esta forma de modelar la volatilidad es-
tocdstica consiste en la mayor simplicidad de una representacion lineal, en
la medida en que se conoce exactamente la funcion de la heterocedasticidad
condicional de las rentabilidades entre observaciones, lo que tipicamente no
ocurre en los modelos no lineales.

Dentro de los modelos dindmicos en tiempo continuo no lineales en las
variables, se han propuesto ademas diferentes métodos de estimacién para el
caso en el que las variables de estado -aquellas cuya dindmica se representa
en el modelo- son no observables, como sucede en los modelos de volatilidad
estocdstica .

La dificultad principal de la estimacion de los modelos de volatilidad
estocéstica no lineales reside en que las funciones de densidad de transicion,



1.3. REVISION DE LA LITERATURA 11

y por lo tanto la funcién de verosimilitud, en general, no pueden expresarse
con una férmula cerrada.

En cuanto a los métodos de estimacién aplicados a los modelos de
volatilidad estocastica no lineales, en el caso de los modelos univariantes,
Ait-Sahalia [1996] propuso un método donde la ecuacién de Kolmogorov
forward se usa para derivar un estimador semi-no paramétrico de la di-
fusién, suponiendo que se conoce la funcién de la deriva. Pristker [1998] ex-
plora las propiedades para muestras pequenas de estos estimadores. Stanton
[1997] usa basicamente el mismo método para derivar una estimacién semi-
no paramétrica en tiempo discreto de las funciones de la difusién y de la
deriva. Chapman y Pearson [2000] concluye que estos kernel based métodos
pueden dar lugar a la estimacion de no linealidades espureas. Ademas, estos
métodos tienen la limitacién de que resulta dificil extenderlos para estimar
procesos de difusion multivariantes, y en particular, los procesos con vari-
ables no observadas. Parte de la literatura ha extendido la aproximacion
de Pedersen [1995] que plantea la estimacién como un problema de valores
missing, mediante métodos de Monte Carlo de cadenas de Markov. Por
ejemplo, Elerian et. al. [1998], Eraker [1998] y Jones [1998].

Otra rama de la literatura que estudia la estimacion de modelos de
volatilidad estocastica no lineales utiliza métodos basados en la simulacién
y en el matching de los momentos muestrales. El método de los momentos
simulado de Duffie y Singleton [1993] obtiene condiciones para los momen-
tos identificando los momentos muestrales con los momentos simulados del
modelo que se propone. La idea fundamental del método de inferencia in-
directo de Gourieroux et al. [1993] consiste en identificar los momentos de
un modelo en tiempo discreto auxiliar identificado y estimado con los datos
reales con los momentos de una versién discretizada del modelo en tiempo
continuo propuesto. Esta es la aproximacién que se sigue en Engle y Lee
[1999] para un modelo de volatilidad estocastica. El método eficiente de
los momentos supone un refinamiento del anterior. Este método se ha apli-
cado en la estimacién de modelos de volatilidad estocastica en Gallant et
al. [1997] y Gallant et al. [1998]. Sin embargo, la deficiencia del método
EMM consiste en que se necesita tanto un modelo auxiliar que capte todas
las propiedades de los datos y una relacién uno a uno entre los pardmetros
de ambos modelos.
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1.4 Forma intuitiva de abordar el problema estu-
diado

En el Capitulo 3 se muestra como los modelos finalmente estimados, a partir
de las especificaciones en tiempo continuo, son modelos en tiempo discreto,
exactos o no, cuyos parametros son funciones de los diferentes intervalos tem-
porales entre las observaciones, y por lo tanto, no limitados a una frecuencia
de observacién esencialmente constante. Entonces, si todos los intervalos
temporales son multiplos enteros de un intervalo de referencia (por ejemplo,
un dia), el modelo discreto correspondiente a un modelo en tiempo continuo,
no registra observaciones ”missing” intermedias entre las observaciones que
estdn separadas en més del intervalo de referencia (por ejemplo, tres dfas).

Por otra parte, se formaliza la evolucién dinamica de las variables del
modelo econométrico, sean observables o no, como un sistema de ecuaciones
diferenciales estocdsticas lineales de las mismas variables, que depende de
un vector de variables exdgenas instantédneas (de dimensién menor) ademads
de ciertos ruidos instantdneos representados como las variaciones de un
movimiento browniano (también de dimensién menor), y por lo tanto, gaus-
sianos. La linealidad del modelo (en contraste, en general, con los modelos
no lineales) hace posible determinar analiticamente la expresion del sistema,
en cada uno de los instantes discretos de observacién, como funcién del valor
descontado continuamente de las variables del sistema en el instante de ob-
servacion anterior, mas la suma de los valores descontados continuamente de
los ruidos y las variables exdgenas instantaneos. Pero la posible distincion
entre variables observables y no observables, exige definir explicitamente
una observacién como cierta suma de todas las variables de las que se de-
scribe la dinamica instantdnea mas, quiza ciertas variables exdgenas y ruidos
discretos adicionales.

En este sentido, como ya se ha mencionado, el modelo econométrico
que debe estimarse es un modelo en tiempo discreto, descrito por una
ecuacion en diferencias de primer orden de ciertas variables, solucién ex-
acta de la ecuacién diferencial estocastica entre dos instantes discretos de
observacién consecutivos, mas una ecuacion de observacién lineal en las vari-
ables de la dindmica en el instante de observaciéon contemporaneo. La difer-
encia explfcita que se establece entre las observaciones y las variables de la
dindmica sugiere escribir el modelo en forma de espacio de los estados, con el
objeto de proponer un método de estimacién de los parametros del sistema.
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Por ejemplo, en la variante del modelo de Schébel y Zhu [1998] que se
estudia en esta tesis, se modela la evolucion instantdnea de una variable
no observable que afecta a la heterocedasticidad condicional de las obser-
vaciones. Una vez estimado el modelo, se puede reconstruir la secuencia
estimada de esta variable no observable.

También se amplfa el modelo de volatilidad estocédstica anterior formu-
lando uno de los pardmetros que caracteriza la media incondicional de las
observaciones como un proceso no observable adicional. M4és atn, es im-
portante observar que en la practica, muchos de los modelos en tiempo
continuo presentan como variables no observables con dindmica propia, al-
gunos parametros, es decir, suponen una especie de modelos de pardmetros
cambiantes. Entonces, la especificacién empleada puede tener un interés adi-
cional en la medida en que puede representar ciertas regularidades empfricas
-por ejemplo en las series financieras- con diferente intensidad en diferentes
instantes de tiempo y/o una mayor coherencia tedrica del modelo.

1.5 Ejemplos empiricos

En el Capitulo 4, se presentan dos ejemplos practicos de estimacion, que se
describen brevemente a continuacion.

El primer ejemplo Monte Carlo de estimacion consiste en la estimacion
de un modelo de Orstein-Uhlenbeck (Tabla 9), segtin la formulacién general
de los modelos en el espacio de los estados del Capftulo 3, a partir de series
simuladas mediante ciertos valores supuestos de los parametros. En este
modelo se presentan las ganancias en términos de eficiencia y consistencia
que resultan de una mayor frecuencia de muestreo y/o la ampliacién del
horizonte temporal de la muestra finita.

En el segundo (Tablas 10, 11 y 12), abordamos la estimacién de una
variante del modelo de volatilidad estocéstica de Schobel y Zhu [1998] del
precio de un activo, donde la observacién es una medida con error de las
rentabilidades de los precios, en vez de una medida del precio como es ha-
bitual, en instantes de tiempo cualesquiera. Esta representacion tiene la
ventaja de que se puede calcular exactamente el modelo estadistico que pre-
tende representar los datos, mientras que para la mayorfa de los modelos no
lineales el modelo exacto es desconocido y en la practica se trata el problema
de estimar una aproximacion.
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Ademas, la representacién que se propone en este trabajo, en lugar de la
de modelos no lineales més complejos (vid. Nielsen y Vestergaard [2000]),
puede reportar ventajas adicionales en términos de precisién de la estimacién
y/o mayor simplicidad computacional del algoritmo matemético de esti-
macién. En particular, puede suceder que una representaciéon no lineal no
sea escueta porque caracterizar un proceso que represente la serie observada
(una medida del precio de un activo) exija infinitos pardmetros, mientras
que una transformacién de la serie observada anterior (la rentabilidad del
activo) admita una representacion lineal definida por un conjunto finito de
parametros. También se argumenta que puede ser ventajoso representar
la heterocedasticidad condicional mediante una variable que pueda adop-
tar valores negativos, como se supone en esta tesis siguiendo el ejemplo de
Schébel y Zhu [1998], en la medida en que puede evitar una representacién
no lineal.

Una vez definido el modelo estadistico y el método de estimacion, con-
sideramos la estimacion de dos series empiricas de un indice de bolsa S&P
500 norteamericano de la industria del automévil y del tipo de cambio
marco/dolar, respectivamente. La frecuencia de los datos es diaria, las ob-
servaciones son al cierre de las sesiones de cotizacion, y por la construcciéon
del modelo se pueden procesar las muestras completas. Ademés el hori-
zonte temporal (trece y treinta y tres afos, respectivamente) es bastante
mayor que en los trabajos habituales (Nielsen y Vestergaard [2000] usan dos
muestras de cinco afos, e igualan todos los intervalos muestrales a uno).
También se reparametriza el parametro de la correlacién instantanea entre
los movimientos brownianos de los ruidos del modelo para definir bien el
problema de estimacién. Nielsen y Vestergaard [2000] y Belledin y Schlag
[1999] no mencionan que se siga un procedimiento parecido con el fin de
evitar problemas numeéricos en el algoritmo de estimacién.

Se disenan experimentos de Monte Carlo para el modelo de volatilidad es-
tocdstica y las estimaciones de los parametros de las dos series, considerando
muestras de diferentes horizontes y distintas frecuencias muestrales. Observo
que para muestras de un horizonte temporal ”lo bastante largo” y con ob-
servaciones de una frecuencia ”lo bastante grande” las estimaciones de los
parametros estan centradas alrededor del verdadero valor. Este resultado
puede interpretarse como consecuencia de que, bajo las condiciones ante-
riores, hay ”suficiente” informacion muestral y de que el procedimiento de
estimacion ”tiende a ser exacto”. Por lo tanto, también en este segundo
ejemplo, puede interpretarse que hay ganancias en términos de eficiencia y
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consistencia de la estimacion aparejadas a una mayor frecuencia de muestreo
y/o la ampliacién del horizonte temporal de la muestra finita, aunque re-
sultan dificiles de discernir del efecto que tiene sobre la estimacién el que
una aproximacién en el algoritmo de estimacién es tanto mas precisa cuanto
mayor es la frecuencia de observacion.

Ademas en Nielsen y Vestergaard [2000] se presentan ejercicios de Monte
Carlo con modelos dindmicos en tiempo continuo de volatilidad estocédstica
no lineales, para la frecuencia ”diaria”, donde se evitan los valores del
parametro de la correlacién instantanea entre los movimientos brownianos
asociados al ruido cercanos a menos uno, coherentes con las estimaciones
empfricas presentadas, que pueden conducir a problemas numéricos. En
particular, el valor absoluto del parametro de la correlacién instantanea en-
tre los ruidos no es necesariamente menor o igual que uno. Por el contrario,
en esta tesis, la reparametrizacién que se formula es equivalente a una fac-
torizacién de Cholesky, que por construccién garantiza esta propiedad.

Por ultimo, se presentan apéndices donde se construye una estimacién de
la matriz de informacién, que no es estandar puesto que se considera el caso
de que los estados aparecen en las matrices de covarianzas (en el modelo de
volatilidad estocéstica que sirve de ejemplo)

En los experimentos de Monte Carlo de estimacién de los modelos de
espacio de los estados implicados por el modelo de Orstein-Uhlenbeck y el
modelo de volatidad estocéstica (variante del modelo de Schébel y Zhu),
comparamos los resultados con las estimaciones de dos modelos ”bench-
mark” correspondientes en espacio de los estados, dados por una aproxi-
macion discreta del modelo en tiempo continuo segin el esquema de Euler
(para otros esquemas vid. Bergstrom [1984]). El esquema de Euler consiste
bésicamente en aproximar la evolucién de una variable por la ”diferencial”,
y es tanto mas correcto, cuanto mayor es la frecuencia de observacién. Su
interés consiste en que el problema de estimacién del modelo aproximado es
mas simple, porque evita el calculo de algunas expresiones complicadas que
contienen exponenciales de matrices, de forma que puede haber una relacién
de intercambio entre la eficiencia de la estimacion y la simplicidad computa-
cional. En efecto, se documenta en ambos casos la pérdida de eficiencia o
la inconsistencia en la que se incurre por usar una aproximacion del modelo
exacto por el esquema de Euler, si bien, conforme aumenta la frecuencia de
observacion, los resultados de estimacién pueden ser practicamente idénticos
a los asociados al modelo exacto.
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Capitulo 2

Formulacion del problema de
estimacion

2.1 El problema de estimacion

Supongamos que la ley de evolucién instantdnea de una variable y; viene
dada mediante la forma estructural:

que es una ecuacién diferencial estocastica de primer orden lineal donde y; es
un vector de [ variables endégenas, {us, t > to} es un proceso de un vector
de r variables exdgenas, y {e, t > tp} es un movimiento browniano de [
variables aleatorias, tales que:

FE [dé‘t] = 0, FE [dé‘tdz’:‘;] = (Esdt) 6ts

donde 6;5 es la delta de Dirac:

|0, t#s
6t8_{1, t=s

La forma estructural puede generalizarse para incluir como variables
endégenas las variables exdgenas de (1) si éstas siguen un proceso continuo
lineal analogo.

17
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Ademas se supone inicialmente que A, G, ¥ y X, son constantes. Sin
embargo, en la seccién del modelo de volatilidad estocastica estudiado en
esta tesis, se muestra una extensién de este modelo donde considero que X,
no es una matriz de constantes, sino que hay un subconjunto de variables de
dimensién j, inferior a [ , incluidas en algunas de las posiciones de X, que a
su vez tienen una dindmica de la forma (1). Entonces, el modelo ampliado,
representard la evolucién de un total de j + [ variables.

Se considera también que el proceso de las variables exégenas pueda ser
estacionario, mientras que en Harvey [1989] sé6lo se permite que sea no esta-
cionario. Esta ultima generalizacion puede plantear problemas especiales
en el calculo de algunas matrices de covarianzas del sistema que se estima,
como se verd mas adelante. Se pueden encontrar diversos modelos que for-
mulan procesos (estacionarios o no) para las variables exégenas en la forma
estructural (1) en Lo y Wang, [1994].

Un modelo econométrico completo exige definir las observaciones. Se
supone que las observaciones vienen dadas por el proceso estocastico {z, },
donde t; representa el instante de muestreo ¢ de la k-ésima observacion, para
un total de N observaciones. Si represento como Ytktk“el continuo {yt}§:+l
de las variables de (1) en el intervalo [tg,tr+1], se define la observacién
genérica z;, como sigue:

2, =V, ) + Tey, 2)

donde V(Ytkt’““) es una funcién lineal de las variables {y,:}i:+1 , T es con-

stante y el proceso gaussiano discreto {e;, } ,independiente de {y:}, es tal
que:

E[etk] = 0

/ _
E[etkletkz} = Eeétkl%

donde 6%1%2 es la delta de Dirac.

Nos proponemos estimar los pardmetros de la forma estructural (1) con-
tenidos en A, G, Z, y X, méas los pardmetros adicionales de V(Ytkt’““),
T y X, contenidos en (2), dados la muestra {z; }, las variables exégenas
observables {u;} y los intervalos de muestreo {tx11 — tx} (conocidos).

En adelante, se representa el conjunto de los pardmetros por estimar de
A, G, g, X, V(Y};’““), T y X por el vector 6.
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2.2 Una extension: un modelo lineal de Volatili-
dad Estocéastica (M.V.E.).

Para mostrar un ejemplo concreto, consideremos una primera variacién sobre
el modelo de volatilidad estocastica de Schobel y Zhu [1998], cuya forma
estructural puede escribirse:

() - [ 5[0 )

n vy 0 dW1;

0 o dWoy
donde S; es el precio del activo S en el instante ¢, {Wy,} y {Wa} son dos
movimientos brownianos correlacionados de forma que dW1;dWss = (pdt) b4s

y {v7} es el proceso de una variable v® que en cada instante ¢ regula el tamafio
del ruido asociado a la rentabilidad instantanea de S;.

En los capitulos 3 y 4 estudio una extensién inmediata de este modelo.

k+1

Entonces, representando por Ytkt’“+ = {dln(St)}ik

se definen:

, las observaciones

ti+1

2 = (St /Si) = V(¥ = / dIn(S;) @)

tk

es decir, el agregado temporal de la variable flujo tasa de variacién logarftmica
del precio del activo S; en el tiempo continuo.

Por supuesto, en este caso = {k, r, 0, o, p}.
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Capitulo 3

El problema de estimaciéon
en espacio de estados.

Para tratar el problema de estimacion con generalidad, definiremos una
formulacién que comprenda todos los modelos lineales en el tiempo continuo
de forma estructural (1) y de observaciones (2). Puede verse que, por la
linealidad de V(Y;ktk“), esta formulacién debe permitir modelar procesos de
{yt} en (1) para los que no haya observaciones. Este es el caso, por ejemplo,
de {vj} en el modelo de volatilidad estocdstica anterior. Por lo tanto, la
ecuacion necesaria para representar la evolucion de ciertos procesos, como
por ejemplo {y;}, debe ser distinta de la ecuacién necesaria para representar
el proceso (discreto) de las observaciones {z, }.
Entonces, se formula el modelo en el espacio de los estados:

Ttppr = Py ey, + Ftkugk + Bt wy, (3)

zy, = Hywy + Dy, + Cyouy, (4)
donde:

x¢, es el vector de las variables de estado de dimensién n,

uj, y ug, son los vectores de las variables exégenas de dimensiones 7° y
ro,

2y, es el vector de variables observadas de dimensién m, que en general
no coincide con el vector de variables enddgenas, y

{we, } and {vg, } son procesos, de variables con los siguientes primeros

momentos centrales:

21
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Elu,] = 0, Elw,]=0
Wiy, / / _ th Stk
(]l - % & o

y el resto de momentos centrales impares iguales a cero.

Se supone que la matriz @, es semidefinida positiva y que la matriz Ry,
es definida positiva.

3.1 La forma reducida en el espacio de los estados.

Supuesto que las matrices A, G, E, Y. son matrices de constantes (o fun-
ciones del tiempo exclusivamente) y que cada observacién es simplemente
2y, = V(Y;ktk“) = 1, (las variables de la forma estructural se observan sin
error). Entonces, la solucién particular de (1) es:

k+1 tk+1
eA(tk+1_T)GquT + / eA(t’““_T)EdET

ty

t
Ytpo1 = eA(thrl—tk)ytk _|_/

173

que se conoce como forma reducida de (1), que puede representarse (vid.
Terceiro [1990] ) en el espacio de los estados (3)-(4) de forma que:

A(t —t
q)tk = Ftk == Etk =€ (tr41—tk)
Hy, = Dy = Ctk =1
tet1
s _ o __ A(tgr1—7)
up, = up = / e VT Gurdr
ty
tet1
Alt—7)=
wy, = Ut = €, :/ eAl ):dET
2%

y dado que {&;, t > tp} es un movimiento browniano implica que el proceso
{€t,} es de ruido blanco gaussiano tal que:

tet1—tk ,
e, ~id N (o, / eATEY, 2 A%h)
0
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Por lo tanto, en este caso, las observaciones pueden representarse en una
forma reducida VAR(1). En concreto, a partir de una forma estructural
como (1), si suponemos, por simplicidad, que G = 0 en (1), tenemos la
forma reducida :

éltk (L) ytk - Etk
&y, (L) = I—eAtet)p(tetion)
(2
€, = / eA(tk+17T)Ed87—
t

k—1

Ele,] = 0, E |:€tk1 E;SkJ = thl 6tk1tk2

Entonces {zékﬂ zik}/ del modelo (3)-(4) correspondiente a esta forma
reducida VAR(1), se distribuyen conjuntamente como una normal porque,
a partir de la representacion en espacio de los estados, es facil mostrar que
es una transformacién afin de [wgk vék]/. Ademas, puesto que X, > 0, se
verifica:

th+1—lk
Ar—=x =1 A’
Q, = Sy, = Ry, :/0 e TEY.E e Tdr >0

Las expresiones analiticas de las matrices de (3) y (4) son, en general,
distintas para cada modelo. Ademads, es conocido (vid. Terceiro [1990]) que
la formulacién no es tunica.

3.2 El M.V.E. en el espacio de los estados.

Una formulacién en el espacio de los estados de la variacion del modelo de
Schébel y Zhu [1998] que hemos considerado, de dimensién minima es:
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Ttppr = Dy, w4, +ufk + wy,
o
R, = Uy + Uy,
_ .8 _
Tt = Vg Ztk_ln(ytk+l/ytk)
By, = e Hlni)
tet1—tk ket
w, = 0 eHdt, g, = (r +op) (b1 — 1)
0
tkt1
—k(t —t
wy, = a/t e~ Rter1 =) gy,
k

tet1 t
Uy, = /t {Ufke_k(t—tk)—f-eH(t;tk)} AWy, H(t,tk):/ o—k(t=9) I

k tg

th+1—lk
0
to+1—tk
Sy, = gp/o (vfke—k(tkﬂ—tk) + Qe_k(thrl_tk_t)H(t? 0)) dt

tet1—tk 2
Ry, = / [vfke_kt +0H(t,0)| dt+o? (16)
0

La forma estructural de este modelo de volatilidad estocéastica es, quiza,
el ejemplo mas simple en el que = puede depender de un subconjunto de
variables endégenas (la escalar v}).

En el capitulo 4, en una extensién inmediata de este modelo, en la que se
supone que las rentabilidades del activo entre registros sucesivos se observan
con error, la linealidad de la forma estructural y la ecuacién de observacion,
la normalidad de {vj} y el proceso de los ruidos de observacién {es, } (incor-
relado con los demds) més el supuesto de que {e¢, ¢ > tp} es un movimiento
browniano, implica que las variables de {v, } conforman un ruido blanco no
gaussiano, de momentos impares iguales a cero y momentos pares conocidos

/
(a través del lema de It6). En este caso, [mélﬁ ) zék} del modelo en espacio

de los estados no es gaussiano, pero su densidad es simétrica respecto a la
. o . s z /
media condicional, porque es una transformacién afin de [w,’fk v,’fk} )

Puesto que en el modelo de volatilidad estocéstica se supone que tanto
o como o, son positivos, en (16) se verifica que Q¢, > 0, Ry, > 0.
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3.3 Algunas observaciones adicionales.

Observacion 1. Conviene insistir en que es posible que la serie temporal
coherente con (2) expresada segin (3)-(4) presente datos recogidos a inter-
valos irregulares de tiempo. Un ejemplo tipico son los datos financieros de
alta frecuencia.

!/

.| » como se verd, tiene una im-

portancia central en la definicion del método de estimacién, mediante la
construccién de una funcién de verosimilitud.

Ademds, la distribucién de |z, 2,

Observacién 2. Dos de las caracteristicas principales de la formulacién
en el espacio de los estados (3)-(4) son la consideracion del vector de estado,
que no se presenta en las formas reducidas de los modelos econométricos
tradicionales como (observaciénl), y la presencia de dos términos de error
correspondientes a dos procesos {wy, } y {vy, }, en vez de uno sélo {e;, } en
(observacionl).

La secuencia del vector de estado de la formulacién (3)-(4), {4, }, puede
considerarse como la minima informacién necesaria para determinar univocamente
la evolucién del sistema dados los valores futuros de las variables exdgenas,
{uf } v {ug }, los términos de error, {wy} y {vy,}, y los intervalos de
tiempo entre las observaciones, {tx+1 — tx}, a partir de un cierto valor ini-
cial conocido del vector de estado, xy,.

Aunque no se escriba expresamente, se entiende que (vid. ejemplo S&Z),
en general, las variables ex6genas de (3)-(4), {uf } v {uf }, son funciones
de las variables exégenas {u;} de (1), de los pardmetros 6 y de los intervalos
de muestreo{tx+1 — tx}. Los términos de error, a su vez, son funciones de
los procesos {e:} de (1) y {es,} de (2), caracterizados por sus funciones de
densidad, quiza (vid. ejemplo S&Z) de un subconjunto de {x;, }, caracteri-
zado también por su funcién de densidad gaussiana implicada por el modelo,
de los pardmetros 6 y de los intervalos de muestreo {tx+1 — tx}. Entonces,
la formulacién en el espacio de los estados de un modelo de forma estruc-
tural lineal en tiempo continuo permite la determinacién de la funcién de
densidad del vector de estado para cualquier instante futuro de tiempo.

La formulacién en el espacio de los estados resulta especialmente rel-
evante cuando el modelo que se estima incluye un proceso no observable,
que tiene cierta interpretacién econémica. Un ejemplo de esto es el modelo
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S&7Z, donde se plantea el problema de estimar un proceso no observable,
{vi}, asociado a la heterocedasticidad condicional de las observaciones del
precio de un activo. En este caso, no es posible estimar este modelo si no se
formula {v;} como el proceso de una variable de estado.

Cuando alguno de los pardmetros fijos de (1) se remodela como un
proceso estocastico de forma estructural (1) se tiene otro caso de modelo
con variables no observables. La extension del modelo de volatilidad es-
tocéstica que se presenta mas adelante, donde r; sigue un proceso de Orstein-
Uhlenbeck (O-U), es un ejemplo de esto tltimo.

También es conveniente una formulacién como (3)-(4) si se desean in-
terpolar los valores de una variable medida con error. En la Observacién
6 se muestra un ejemplo sencillo, en el que la forma reducida no permite
estimar el proceso de la variable medida con error, mientras que el modelo
en el espacio de los estados sl

Observacion 3. Esta formulacion en el espacio de los estados no es la
habitual en econometria porque:

a) Los modelos estdndar (vid. Harvey [1989]) suponen que S, = 0.
Todos los modelos en el espacio de los estados pueden rescribirse suponiendo
St, = 0 (vid. Harvey [1989]). Por ejemplo, si S;, = 0, se puede escribir otra
formulacién en el espacio de los estados del modelo de Schobel y Zhu [1998]
si se definen:

¢ = [:U Z ]/ zd =z
ther — LVteg1 “te] o te — Al

donde f, v 2, son el vector de estado y la observacion ”aumentados”,

respectivamente. Pero entonces, z{, no tiene dimension minima (z¢ es 2x1,
mientras que xy, es 1x1) y el coste computacional de evaluar la verosimili-
tud gaussiana del modelo ”aumentado” es mayor que la correspondiente al
modelo de este trabajo (que permite S, # 0) porque su filtro de Kalman
exige propagar cinco ecuaciones mas que aquél, que es eficiente (una mas del
estado, tres mas de las covarianzas del estado y una mas de la covarianza
del estado y la observacién).

b) El término de error en la ecuacién de observacién (4) tiende a evitar
los problemas numéricos asociados a la posible singularidad de la matriz de
covarianzas que se propaga en el filtro de Kalman cuando una combinacion
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lineal de los estados se observa sin error. Por ejemplo, la formulacién de
Harvey [1989] de (2) hace vy, = 0.

c) Aparecen los términos uj, y ug, . En general uj, # uf_, pero a expensas
de un coste computacional siempre se puede redefinir el sistema haciendo

utk = [(ufk)/ (u?k)/]/‘

Es frecuente que los modelos analogos a (3)-(4) de la literatura (Harvey
[1989], Jazwinski [1970]) no presenten explicitamente las variables exégenas
uj, y uf . Aunque siempre se puede escribir (1) redefiniendo la variable
endégena como y; = [(y:)" (u¢)'], esto supone que:

cl) se eleva innecesariamente el coste computacional del filtro de Kalman
por aumentar la dimensién del vector de estado en r variables.

c2) no es posible calcular las matrices de (3)-(4) mediante el método de
diagonalizacién recomendado por Harvey [1989]. En efecto, en el capitulo
3, seccién 5, se muestra un ejemplo presentado por Van Loan [1978] que
justifica esta afirmacién.

Observacion 4. La especificacién de dos términos de error en (3)-(4)
también presenta ventajas respecto a la formulacién de uno sélo en (Obser-
vacion 1), desde el punto de vista de la formulacién escueta de los modelos
economeétricos, incluso cuando es posible representar el modelo econométrico
como (Observacién 1).

Por ejemplo, si se considera el modelo (1) donde, por simplicidad, G = 0,
entoces v, sigue un VARMA(1, 0) dado por

(I)ltk (L) Yt = Wiy, (5)

con

(I)ltk (L) = I— eAltk—te—1) [ (tk—tk—1)

12
wtk — eA(tk+l_T)Ed87—
tk—1

E[wtk] = 0, FE [wtklwzltb} = thl 6tk1tk2

tey —tky—1
1 1 /
— —7
ch = / ATEY.E e T dr
0
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y las observaciones {z;, } con error de {y;, } son tales que:

Ztk = ytk + vtk7 vtk ~i.i.d. N(07 Zy); E |:vtk1 w£k2:| =0 (6)

entonces se verifica:

trt

1
— pAltk1—tk) _ pAltk1—tk) Altp1-7)Z
2ty =€ 2, g, —€ v, + e Eder

tr

de modo que la variable observada z;, sigue un VARMA(1, 1) dado por:

(I)Itk (L) Rty = (:)ltk (L) €t = My, (7)
con

61, (L) = 10, L)
E[Etk] =0

/ —
E |:5tk1 etkz} = EGtkl 6tk1tk2

para el que se verifican las ecuaciones:

E[nym,] = (zy } At 1) oA (et )
te—tk—1 )
+ / eATEs, 2 ATdT>
0
Blniy,| = —ettmtios,
E[mknék,l} = 0,1>2

de modo que para escribir el modelo en términos de los parametros de (5)
se deberian resolver las ecuaciones para 0, y Zatk3

Zetk + etkz€tk7102k = FE [ntknf‘,k]
045, , = E [mmik,l}a k=1,..,N

k
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de forma. que:

EEtk+eA(tkftkfl)EyE;iilEyez“'(th*tml) — (Ey+eA(tk*tk—l)ZyeA/(tk*tk—l)
tp—tk—1 ,
+ / eATER.E ATdT)S)
0
Aty —tp— -1
0, = e (ts—tk 1)2926%71 (9)

Entonces, la identificacién del proceso {z;, } segin (7) requiere la esti-
macién de las mismas matrices (4, =, ., ¥,) que la identificacién del
proceso original {y;, } de (5) y la ecuacién de observacién (6), pero es com-
putacionalmente mas compleja porque debe resolverse, ademads, el sistema
de ecuaciones (8)-(9) para 0y, y X, . La formulacién (7) es, en este sentido,
menos escueta que (5)-(6). Mds ain, en el caso vectorial, el coste computa-
cional de (7) respecto a (5)-(6) aumenta con la dimensién del estado porque
se precisa calcular E;i.

Ademads, puede comprobarse que si se escribe (8) para hallar la solucién
estacionaria, de la que depende todo el esquema iterativo, dado un intervalo
de muestreo (por ejemplo para la condicién inicial qu ), resulta una ecuacién
cuadratica cuya solucién (incluso en el caso univariante) no necesariamente
existe y/o es unica, o supone (en el caso vectorial) un problema algebraico
costoso.

3.4 Estimacioén en el espacio de los estados

Una vez formulado el modelo econométrico en el espacio de los estados de
la forma siguiente:

Ty = Pyay + Ftkufk + B wy, (3)

Ztk = Htkl‘tk + Dtkufk + Ctkvtk (4)

con

E{w,} = 0, E{v,} =0

wt Q¢ St
E{[ Ut: } [ wzltk Uzlfk }} = l: é: Rti :|6tk1tk2
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se procede a estimar el vector 0, que presenta p parametros, en el que se
incluyen todos los elementos desconocidos necesarios para calcular las ma-
trices: @4, I'y,, By, Hy, Dy, Cip, Q. Ry, and S;, . Recuérdese que los
vectores @y, , uj_,uy y 2, tienen dimensiones n, ¥, r® y m, respectivamente.

Representaremos la informaciéon muestral por {ZtN LU TN } donde:

7N = {zél, ey zéN}/
Uty = {up, to <t <ty)
T = {t; —to,....tn —ty_1}

El estimador de méxima verosimilitud 6 de @ viene dado por:

0, = arg max L, (0) = arg max p(ZWN, U T ) (4.3)

where p(Z!V; U T ) es la funcién de densidad conjunta de todas las
observaciones Z!N. Considerada como funcién de 0, ésta es la funcién de
verosimilitud Ly, (0).

Surgen dos problemas bésicos a la hora de calcular On segln este procedimiento.
El primero consiste en obtener una expresién para p(ZV; U TN §) y el
segundo en maximizar esta expresion con respecto a . Ambos se examinaran
seguidamente.

3.5 Evaluacion de la funcion de verosimilitud gaus-
siana.

La dificultad bésica en el calculo de la funcién de verosimilitud consiste en
que las observaciones no son independientes, esto es:

p(Z™N U™ T ) # p(2e,; U™, T, 0)...p(zey; UN, TN, 6)

La idea central para resolver este problema es escribir la expresién p(ZtV; UtN TN 0)
como el producto de sucesivas funciones de densidad condicionales, de modo
que:

p(ZWNUN T 0) = p(ay | 21U TN )
P2ty , | Ztv—2. i1 pin-1 9)...p(zt1;Ut1,t1, 0Y4.4)
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donde p(z, | Z%=1; U, T 6) es la funcién de densidad condicional de las
observaciones en el instante tj, z;, , dadas las observaciones y los intervalos
muestrales pasados, Zt-1 y T respectivamente .

La factorizacién que asi resulta puede calcularse dado que, bajo el supuesto
de normalidad de las perturbaciones wy, y vy, el término general p(z, |
Z%—1; U ) se puede caracterizar completamente mediante el filtro de
Kalman aplicado al sistema para cualquier valor de 6. En efecto, utilizando
la notacion siguiente:

E{Ztk’ Ztkil;UthTtk? 9} = 2tk| tp—1
cov {z,| 251U T, 9} = E{[ztk — St ] [ = ) | 20 U T 9}
~ B, (4.5)
se obtiene:

1
p(ztk | Zt’“*l; Ut’“*l, lt’“, 0) = (277)7m/2 ] By, ]71/2 exp {—2§£kBt_klétk}
(4.6)

donde Z;, se denomina la innovacién, definida como:
2 = 2ty = 21y by (4.7)

Las expresiones de Z;, y By, se obtienen del siguiente filtro de Kalman:

Zy, = 2y — HyZy) 4, — Dyud, (4.8)
i“tk+1| e = q)tki"tk\ tey T Ftkufk + Ky, Z, (4.9)
Ky, = [®4Py 4 Hi, + By, Sy n ,Cl] Bt (4.10)
Pylte = OByt + By QuE;, — Ky B K, (411)
By = HyPy ¢ H +CyRy v, Ci (4.12)

De la factorizacién dada por (4.4) y la notacion in (4.3) se puede escribir:

N
Liy (0) = p(ZN; UN, T, 0) = [ [ p(2, | 251U, T%,0)  (4.13)
k=1



32CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE ESTIMACION EN ESPACIO DE ESTADOS.

Ahora se debe hacer méaxima la expresion anterior con respecto al vector
6. Esto es equivalente a hacer minimo el negativo del logaritmo de la funcién
de verosimilitud:

N
liy (0) = —log p(Z™; UN, T, 0) = = "log play, | 25 U, T, 0)
k=1
N m 1 1
— Z {5 log (27) + 5 log | By, | + 5 z;kBtklztk] (4.14)

k=1

Nétese que si se ignora la constante, la expresién [ (0) consta de dos
términos: un término determinista que depende de By, y un término cudratico
en %, , que recuerda el principio de minimos cuadrados.

De ahora en adelante, con el fin de simplificar la notacion, se eliminard
el subindice tx. Asi, por ejemplo, Iz, () 0 0y, se escribirdn [(0) y 6, respec-
tivamente.

Entonces el problema se reduce a hacer minima la expresion (4.14), sujeta
a las restricciones que introduce el filtro de Kalman e incorporadas en las
ecuaciones de la (4.8) a la (4.12).

Este es formalmente un problema de programacién matematica con re-
stricciones, que sin embargo puede resolverse por sustitucién en la funcién
objectivo. Por esta razén los procedimientos de optimacién estdndares (una
versién del algoritmo de Newton-Raphson como la de E4, por ejemplo)
pueden aplicarse en este problema. Se busca una solucién 6 de la ecuacién

OO) _ o oo PO

90 N 000’

Noétese que el problema de estimar los parametros del sistema (4.1)-(4.2)
requiere la estimacién del vector de estado que da el filtro de Kalman. En
este caso, y dado que no se conoce el verdadero valor de 6 sino sélo una
estimacion, las estimaciones derivadas del filtro de Kalman y que se usan en
evaluaciones sucesivas del filtro de Kalman son subéptimas. Sin embargo, si
el proceso de estimacién es tal que 8 — 6 entonces el valor de 2t = Ztyltp1
tiende a la verdadera innovacion.

Un problema que se presenta en la evaluacion de la funcién de verosimil-
itud es el cdlculo de algunas matrices que contienen la exponencial de una
matriz. Por ejemplo, una vez escrita la forma reducida de (1) en el formato
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(3)-(4), tal como se expone en el capitulo 3, para construir la verosimili-
tud es preciso calcular e, fti’c“ eAts1=TGQu, y fg’“_t’“’l eATEY, Z e Tdr.
En general, no hay soluciones analiticas directas (como por ejemplo con A
diagonal) y se recomiendan (Harvey [1989]) dos métodos:

a) Diagonalizar A

b) Método de Van Loan. Este método supone el calculo de la exponencial
de una matriz triangular superior, de modo que mediante la multiplicacion
de los elementos de las diferentes posiciones de la matriz resultante, pueden
obtenerse las matrices del modelo en el espacio de los estados.

Van Loan [1978] demuestra analiticamente que:

-Ambos métodos no son siempre equivalentes. Por ejemplo, Van Loan
[1978] discute el caso donde:

=[3 5]

entonces, existe la solucién analitica de e42 :

an | e aﬂ
¢ - 0 6)‘%‘\

pero si, por ejemplo, A = 0, es decir si:

[33]

y designamos A y X a las matrices de autovectores y autovectores, respec-
tivamente, entonces los vectores de X son linealmente dependientes, y no
funciona el método de diagonalizacion que calcula:

AL _ xhA -1

aunque en este caso sencillo puede calcularse la solucién analitica del modelo
("Hopital):

lim e

A—0

AA_OO&A
10 0
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mientras que st puede aplicarse el de Van Loan [1978].

En Harvey [1989] se presentan ejemplos concretos parecidos para los que,
sin mencionar expresamente este problema, de hecho, se calculan las formas
analiticas (por ejemplo, para el local linear trend model, donde o = 1). Sin
embargo, no se menciona que este problema puede aparecer para algunas
formas estructurales vectoriales cualesquiera.

-Hay casos donde la matriz de autovectores (normalizada) de A estd
préxima a ser singular (segtn cierta norma) y (dependiendo de la precisién
de la maquina) puede incurrirse en sesgos de estimacién si se aplica el método
de diagonalizacion, que estd mal condicionado, mientras que el método de
Van Loan estd libre de este problema (vid. Van Loan)

-Cuando se generaliza la forma estructural, por ejemplo con modelos de
variables exdgenas, en general, ninguno de los dos métodos es suficiente para
calcular algunas matrices que son sumandos en las covarianzas de los ruidos,
y se hace necesario aproximar estas expresiones numéricamente.



Capitulo 4

Aplicacion: estimacion del
M.V.E..

Las propiedades estadisticas de las series empiricas de los precios de activos
de bolsa, tipos de interés y tipos de cambio han sugerido la formulacién de
modelos econométricos de volatilidad estocastica. En particular, estd docu-
mentado que las series diarias de rendimientos de activos de bolsa presentan
leptocurtosis, asimetria y una fuerte heterocedasticidad condicional en la
forma de clusters de volatilidad. Otras series como las de tipos de cambio
muestran las mismas propiedades (vid. Shepard [1993]).

Entonces, la modelacién de la volatilidad y la estimacion de modelos de
volatilidad estocastica tienen una importancia principal en la valoracién de
derivados financieros y la aplicacién de sistemas de gestion de riesgos.

Como ya se ha mencionado en el capitulo 2, los modelos habituales de
volatilidad estocastica en tiempo continuo de la literatura, a diferencia del
que se presenta en esta tesis, son no lineales.

Por lo tanto, las férmulas cerradas de valoracién de opciones bajo volati-
dad estocastica se refieren a estos modelos. La valoracién de opciones con
modelos de volatilidad estocéstica en tiempo continuo, tipicamente no lin-
eales, estd tratada en Amin y Ng [1993], Ball and Roma [1994], Heston
[1993], Hull y White [1987], Kellerhals [2001], Scott [1991] y Wiggings [987].

Como ya se ha mencionado en el capitulo 2, los métodos de filtrado para
la estimacién de los modelos en tiempo continuo de volatilidad estocastica

35
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no lineales pueden consultarse en Nielsen y Vestergaard [2000] y Kellerhals
[2001].

Por otra parte, otra estrategia para la valoracién de derivados financieros
consiste en la simulacién de un cierto proceso estimado. Este método, en
general mas costoso computacionalmente, estd sobre todo indicado si no

se conoce una férmula cerrada de valoracién del derivado en cuestién (vid.
Campbell [1997]).

4.1 El M.V.E..

Comencemos estudiando ahora un modelo econométrico bivariante en tiempo
continuo de volatilidad estocastica, donde las observaciones se suponen me-
didas con error. Es una variacién inmediata del modelo de Schobel y Zhu
[1998], donde se especifica el proceso estocastico:

5] - [3 3]0 e[

L[] (10)

y se definen las observaciones:

ln(ytk+l /ytk) = ln(yzkkﬂ/yfk) + €ty €ty Nidd. N (07 O-z) (11)

En el modelo de Schébel y Zhu [1998], sin embargo, § = k6%, donde 0* es la
media incondicional del proceso {vf} . El proceso {e;, } formaliza el error de
medida de las observaciones. Es habitual encontrar ejemplos en la literatura
de modelos modificados por redefinir las observaciones como medidas con
error (vid. la definicién de un modelo C.I.R. del precio de un activo medido
con error en Nielsen y Vestergaard [2000]).

En el modelo de Schébel y Zhu [1998], sin embargo, v, = Y, se observa
sin error (en los instantes de muestreo).

Estos autores derivaron entonces una expresion exacta del precio de un
activo que sigue el proceso estocastico con las modificaciones descritas. Si y;
representa el precio de un activo, este modelo es una extension del proceso
postulado por Black & Scholes para el precio de un activo e incorpora una
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forma paramétrica de la heterocedasticidad condicional que se observa en
las rentabilidades reales. Por tanto, puede ser 1til tanto en la valoracién de
activos como en la modelacién de series temporales.

A diferencia de la aproximacién de Schébel & Zhu [1998], se ha derivado
el modelo en el espacio de los estados del proceso de las rentabilidades (me-
didas con error).

La solucién de (10) entre dos observaciones consecutivas es:

lln (vi..) ] _ {1 0 } [mgi/;k) ]

—k(tpr1—tr)
s O e k+1 k
Uthin tk

[ p) (e —10)
efotqul*tk ekt gt

tt:+1 [vfkefk(tftk) + 0H (t, )] AWy,
* o tikﬂ e Rtk gy,
t
H(tte) = / e M=)ds ()
tr

* —_—

trf:+1 [Ufke—k(t—tk) + 0H (t,ty,)] dWyy
O_ftikﬂ 6—]€(tk+1_t)dW2t

] (12)

donde el ruido €f_se distribuye segiin la funcién de densidad f(.), no gaus-
siana, simétrica, con los dos primeros momentos centrales conocidos.

Seguidamente, se justifica esta afirmacién.

Si dividimos €z, de forma que:

e, = | [e?tk]l [67;16]2 ]/

* 1. es igual a la suma de dos ruidos, de forma que escribimos:
1 M

entonces [et A

[e;fkk] 1 = [EIIC] 1A + [E;fkk] 1B

El primero es un ruido gaussiano. En efecto:
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th+1 tet1—1k 5
et )14 :/ OH (t,ty)dWit ~iia. N (0, 92/ [H(t,0)] dt)
¢ 0

k

Es necesario ahora estudiar la distribuciéon del segundo ruido, es decir de:
. Bt it
[Etk]lB - Ufk / € HdWy
tr
que es el producto del estado vf y ftt:“ e k=) qWy,. La distribucién
de vj es gaussiana, y ademas es independiente {dWh}, para t > tg, y
FE [vfdeuk} = pdt es infinitesimal. Por lo tanto, se verifica:
E [efk] =0

Ahora es necesario estudiar cudles son el resto de los momentos de [ei‘k}
Sea n > 3, impar. Entonces:

E[(l4).)] - E [(v;k)n ( / e—ka-mdwu)”}
= E[(v})"E K /t o e—k(t—tk)qu) n]

k
= 0

1B

donde se ha usado la independencia de las potencias n-ésimas de los dos
ruidos (v, depende de {dWa;} hasta t3), que E [(vfk)n] estd acotado y el
resultado:

E [dW1,dWis...dW1,| = 0dt, Y r,s,..,v 7,8,...,0 € [tg, tps1]
—~ N——

n términos n términos

derivado de las propiedades del proceso {dWy,} (vid. Jazwinski [1970]).

Por lo tanto, aunque se necesitarian infinitos momentos para caracterizar

la distribucién de [ef;k]l p+ Se sabe que es simétrica centrada en cero. En

consecuencia, puesto que [ef;k]l 4 €S gaussiano de media cero y [ef;k]l B S
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distribuye simétricamente alrededor de cero, su suma, [el’fk]l, es también
simétrica alrededor de cero.

Por dltimo, se verifica que [etk]2 es gaussiano:

tet1 ter1—tk
e, ], = U/ e K1 =Wy ~; ;g N <0, 02/ €2det>
t 0

k

Por lo tanto, €, se distribuye simétricamente alrededor de cero.
Queda entonces, calcular los momentos de segundo orden de €, , es decir:

E[e* E;sk,i] = {th St ]

th St R;"k
lgr1—tk
th = 0'2/ 6_2ktdt
0
S — s o=kt —tr) (4, ¢t 9 e —ktrri=te—t) F (¢, 0)dt
4, = Oop|vie (ths1 — k) + ; € (t,0)
tk+1_tk 2
R, = /0 [Ufke_kt%»QH(t,O)} dt (14)

donde las observaciones se definen como:

ln(ytk+1/ytk) = ln(yfﬂl/ya) T €ty €ty Nidd. N (07 U?) (15)

donde, por lo tanto, el ruido de las observaciones [}, ], + €, también es
simétrico alrededor de cero, y sus dos primeros momentos centrales son
conocidos.

En la siguiente seccién se explica la importancia de estos resultados sobre
la distribucién de los ruidos en el problema de estimacién.

4.1.1 Forma en el espacio de los estados del M.V.E..

Este modelo puede escribirse en el espacio de los estados (3)-(4) como:
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Ttprr = Dy, +ufk + wy,
o
R, = Uy + Uy,
_ .8 _
Tt = Vg, Ztk_ln(ytk+l/ytk)
By, = e Hlni)
te+1—tk ket
w, = 0 eHdt, uf, = (r +op) (b1 — 1)
0
tkt1
—k(t —t
wy, = a/t e~ Rtr1 =) gy,
k

tk+1 .
Uy, = /t {vfke—k:(t—tk) + QH(t,tk)} dWhe, H(t, t) = / o—k(t=9) I
k

tg

to+1—tk
Sy, = Up/ (vfke—k(tkﬂ—tk) +96_k(tk+1_tk_t)H(t70)) dt
0

tet1—tk 2
Ry, = / [vfke_kt +0H(t,0)| dt+o? (16)
0

Nétese que (16) puede calcularse exactamente, porque {vj} se postula
como un proceso lineal en tiempo continuo (en concreto como un proceso
de Orstein-Uhlenbeck), y entonces pueden sumarse exactamente los ruidos
instantdneos de dln (y;) de cada intervalo de muestreo, como una funcién
que depende de (tx11 —t;) y es lineal (estocastica) en vy .

Los modelos paramétricos de volatilidad estocdstica en tiempo continuo
habituales, sin embargo, formalizarfan, para esta especificacién, un ruido
instantdneo asociado a dln(y;) (o quizd dln(y;)) que fuera una funcién
no lineal en v; (donde quizd {vj} siguiera un proceso continuo no lineal).
Entonces, en general, la integral de los ruidos instantaneos en el intervalo
de muestreo no podrfa sumarse exactamente como en este caso, como una
funcién de vy (tr41—tx) exclusivamente. Un ejemplo tipico de lo anterior
consistiria en que, en la ecuacion de dIn (y;) en (10), se sustituyera v§ por
(v;f)2 o por exp(vy). En casos como estos, se emplean, en general, aproxima-
ciones polindmicas en v{ de las funciones no lineales (vid. Jazwinsky [1970],
Nielsen y Vestergaard [2000] y Kellerhals [2001]).

Se observa también en (16) que el ruido de la ecuacién de observacién vy,
depende del estado v}, y, ademés, no es gaussiano. Sin embargo, todos sus
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momentos impares son cero, y todos sus momentos pares pueden calcularse
a través del lema de It6 (dado que v es gaussiano). Por supuesto, las
expresiones de la covarianza del ruido de observacién v, y el ruido del
estado wy, también contienen la variable de estado v, y una funcién no

lineal del estado, (v;?k)z.

Una vez escrito el modelo como (16), puede computarse la funcién de
verosimilitud gaussiana del modelo. Puesto que el ruido de observaciéon no
es gaussiano, ésta no es la auténtica funcion de verosimilitud del proceso.
Sin embargo, como la distribucién del ruido es simétrica respecto a cero,
siempre que sea posible calcular todos los elementos del filtro de Kalman,
la estimacion por la maxima verosimilitud gaussianase tendran estimaciones
consistentes de los parametros, asintéticamente normales.

Surge el problema de que en el filtro de Kalman de la verosimilitud gaus-
siana se hace necesario calcular las esperanzas condicionadas de la matriz
de covarianzas de los ruidos, que depende del estado v; y una funcién no

lineal del estado, (vfk)Z. En efecto, se precisa calcular las expresiones:

Stk\ e, = B [Stk | Ztkil;Ttk’ 0]
= op|0f R =) (4 — 1) + kO T bttt gy £,0)dt
- p Utk\ tkfle ( k+1 k) + 0 € ( ’ )

Rtk‘ th_1 = E [Rtk ’ Ztk*l;Ttk, 9]
tpy1—tk 2
_ /O E { [nge—kt + keH(t,O)} | Zt“} dt + o
De modo que se necesita calcular, ademas, la expresion:
Bl | 2551, 6|
cuando el filtro de Kalman determina:

b [vfk | Ztkil;Ttk’ 0] = 6tsk|tk—1

. 2 R .
Si se expande (v°); alrededor del valor 0f |1, Se tiene:

2 2
$\2 ~ (48 ~S s a8 s _ ~8
(v )tk - <Utk‘tk71> +2 (Utk|tk—l> <Utk ,Utk|tk71> + <Utk Utk|tk—1>
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donde, entonces:

s\2 tk,1 tk ~NS 2
B[ | 2%51%, 0] = (650,,) + Pl 1 s

y la aproximacion serd cada vez mejor con intervalos de muestreo mas y
mds pequenos. Entonces, este estimador de méaxima verosimilitud gaus-
siana aproximado, calculado con esta aproximacién del momento condi-
cional del estado (vs)fk, es consistente y asintéticamente normal cuando
max {tg+1 — tx} — 0.

4.2 Un modelo benchmark del M.V .E..

Con el propdsito de comparar los resultados de la estimacién de maxima
verosimilitud gaussiana del modelo exacto anterior con los de una especi-
ficacion mas sencilla, se considera cudl es el modelo en el espacio de los
estados que resulta de aproximar (10) mediante el esquema de Euler (vid.
Bergstrom [1984] ), lo que supone:

dvts = Ufk+dt — vf ~ —k’vfkdt + 0dt + odWo,

R

y entonces:

O par = [1 — kdt] v, + 0dt + odWa

e integrando (10) en el intervalo muestral:

tet1 tkt1 l41
/ dlnS; = 7"/ dt+/ vy dWhy
tr tx 122

tet1 tet1 tetr1 trt1
/t dvi = wp —vp =~ —kvp, /t dt+0 dt + U/t AWy

k k 173 k
de forma que sustituyendo los valores aproximados de v{ en la primera
ecuacién (teniendo en cuenta que dWq,dWas = (pdt) 845) se tiene:

tet1
n (Styy,/St) = (r+0p) (trer — tr) +/t (vg, (1=Kt —tx)] + 0(t — ty)) dWrs
k
tet1
Ufk+l = [1 — k(tk+1 — tk)] Ufk + Q(tk+1 - tk) + U/t dW2t
k

que es el limite del modelo exacto cuando max {tg+1 — tx} — 0.
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4.2.1 Forma en el espacio de los estados del modelo bench-
mark del M.V.E..

Entonces, se deriva el correspondiente modelo en el espacio de los estados,

que es:

Ttgopq

Dy 2y, + up, + wy,

uz(t)k + vy,

v, 2y, =In (Stk+1/stk)

[1 = K(trr1 — te)]

O(tk1 — k),  uf, = (r+op) (te+1 — te)

b/ (a2 +13)7, a?=/(1— 1)

tkt1
o / dWoy
g

/t o (v, [1— k(t — )] + 0t — 1)) AWy

k

o (thr1 — t)
(th1 — tr)

op(tip1 — ty) <T [0 — kvfk] + Ufk>

te+1—tk 9
/O [vf (1 —kt)+6t]" dt + o?

4.3 Factorizacion de Cholesky de las covarianzas
de los ruidos.

En los experimentos numéricos se ha comprobado la importancia de asegurar
por definicién el cardcter semidefinido positivo de las matrices de covarian-
zas instantaneas de los incrementos de los movimientos browniamos dWi; y
dWa. La factorizaciéon de Cholesky que se disena para este propdsito consiste

en parametrizar:

p=b/ (@ +1%)7, o =\/(1-1)?

equivale a garantizar que |p| < 1. Si no se impone esta restriccion, el algo-
ritmo del filtro de Kalman para calcular la funcién de verosimilitud fracasa
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muchas veces, porque no se asegura que la matriz de covarianzas de los
ruidos de (3)-(4):

th Stk
Si. Ry

sea semidefinida positiva. Este problema no se trata en Belledin y Schlag,
[1999] y Nielsen y Vestergaard [2000].

Se ha programado la aproximacién de Engle y Watson de la matriz de
informacién. En particular, todas las expresiones de las derivadas respecto
a los parametros se obrtienen mediante cocientes de las variaciones respecto
a incrementos finitos de los valores de los parametros.

Se deriva la expresion exacta de la matriz de informacion de la funcion
de verosimilitud aproximada de este modelo segin Terceiro [1990]. Para esto
se precisan las férmulas exactas del gradiente y del hessiano de la funcién
de verosimilitud gaussiana.

En comparacién con las férmulas de Terceiro [1990], en la derivacién
del gradiente se toma en cuenta que las variables exdgenas son también
funciones de los parametros y que, en los modelos de volatilidad estocéstica,
la matriz aproximada de la varianza del ruido de observacién y la matriz
de covarianza del ruido de observacién y el ruido del estado, son funciones
tanto de la media condicional como de la varianza condicional del estado.

4.4 Resultados empfricos de la estimacion del M.V .E..

Los métodos de estimacién descritos se aplican a la estimacién del modelo de
volatilidad estocdstica con dos series temporales de observaciones recogidas
a intervalos irregulares de tiempo.

La primera serie consiste en los datos diarios de cierre del USA S&P
500 Automobiles Industrial Index comprendidos entre 11 de septiembre de
1989 vy el 14 de octubre de 2002. La segunda presenta los datos diarios de
cierre del tipo de cambio marco/délar entre el 4 de enero de 1971 y el 22 de
octubre de 2002.

Los intervalos de muestreo son variables, multiplos enteros de (1/7)(1/52),
es decir, una diferencia de un dia de cotizaciones. Entonces 1 representa un
ano completo.
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Las dos series pueden obtenerse en http://www.ecowin.com.

4.4.1 Primer ejemplo: estimacion del M.V.E. para el S&P
500 Automobiles Industrial Index.

La serie del USA S&P 500 Automobiles Industrial Index consta de un total
de 3303 observaciones y se muestra en la Figura 1. Sus tasas de variacién
logarftmicas, entre observaciones consecutivas, aparecen en la Figura 2, el
grafico de las longitudes temporales variantes en la Figura 3, asi como el
histograma de las tasas de variacién logaritmicas en la Figura 4.

En la Figura 2 se advierte la acusada heterocedasticidad condicional, en
la forma de clusters de volatilidad, tfpica de los rendimientos del los activos
bursatiles. Ademas, la Tabla 2 muestra algunos estadisticos descriptivos
que informan de que la serie presenta un exceso de curtosis sobre la normal
y asimetria. Es importante observar que el valor minimo de la Figura 2
corresponde al primer dia de apertura después del once de septiembre de
2001.

En la Tabla 1 se muestran las estimaciones de los pardametros del mod-
elo de volatilidad estocéastica y entre paréntesis se indican sus desviaciones
tfpicas estimadas. Todos los pardmetros son significativamente distintos
de cero. La estimacién puntual de la media anual de los rendimientos es
7+ 6p = .0621 (.0636) . Tanto el pardmetro 6, asociado a la media incondi-
cional de vf, 6/k,como el correspondiente parametro de la velocidad de
retorno a 6/k, k, estdn muy probablemente sobreestimados (vid. la Tabla
10 con h =13y f =7/5). La significatividad individual de la estimacién del
pardmetro o es coherente con el exceso de curtosis sobre la normal (2.39),
que se representa, caeteris paribus, por este pardmetro. Ademaés el coefi-
ciente de correlacion de los movimientos brownianos tiene signo negativo de
modo coherente con la asimetria negativa de los estadisticos descriptivos.

La correlacion negativa entre los rendimientos bursatiles y las variaciones
de la volatilidad, leverage effect, se ha documentado también en Black [1976],
Christie [1982], Schmalensee y Trippi [1978] y Nielsen y Vestergaard [2000], y
esta caracteristica por si misma sugiere la conveniencia de modelar la volatil-
idad como un proceso estocastico (una difusién). En Nielsen y Vestergaard
[2000] se sugiere el interés de modelar el leverage effect dindmicamente, en
la medida en que este efecto sea sélo transitorio en el mercado de valores.
Esta cuestion se aborda en el contexto de formas estructurales en tiempo
discreto en Ledén, Rubio y Serna [2002].



46 CAPITULO 4. APLICACION: ESTIMACION DEL M.V.E..

En la Figura 5 se muestran los valores estimados del estado. Es notable
que el valor maximo del estado de la volatilidad se registra el primer dia de
apertura después del once de septiembre de 2001.

Seguidamente se calcula la expresién de la matriz de covarianzas robus-
tificada de los pardmetros segiin White [1980]. En los apéndices A-D se
muestran las expresiones analiticas para derivar la matriz de informacién
(necesaria para calcular la matriz de covarianzas robustificada). Sin em-
bargo, el programa de la aproximacion de Engle y Watson de la matriz
de informacién no es todavia satisfactorio, y para sustituir la inversa de la
matriz de informacién se ha utilizado la matriz de covarianzas muestral del
Monte Carlo de muestras con los mismos valores paramétricos, horizontes y
frecuencias muestrales.

En la literatura se emplea a menudo la inversa del hessiano numérico
de la menos log-verosimilitud (vid. Nielsen y Vestergaard [2000]) como una
aproximacion asintética valida a la matriz de covarianzas de los parametros
en la medida en que el estimador se distribuya normalmente alrededor del
verdadero valor.

En la Figura 6 y en la Figura 8 se muestran las series de las innovaciones
estimadas y las innovaciones estandarizadas estimadas, respectivamente.

En las Tablas 3 y 4 se muestran diversos estadisticos descriptivos de las
innovaciones y las innovaciones estandarizadas, respectivamente. El con-
traste de Jarque-Bera (JB=127.21) rechaza la hipétesis de normalidad de
los residuos estandarizados (el valor critico es Xaso, (2) = 5.99). El contraste
de Ljung-Box no rechaza la hipdtesis de no autocorrelacién de los residuos
estandarizados (LB=31.31) (el valor critico es Xas0, (30—6) = 36.41). Sin em-
bargo, tanto las acf y pacf de las innovaciones estimadas y de las innovaciones
estandarizadas estimadas, en la Figura 7 y en la Figura 9, respectivamente,
ademés de la media de los residuos estandarizados, significativamente dis-
tinta de cero, sugieren que pudiera haber cierta estructura no modelada.
En particular, parece conveniente modelar un proceso (una difusién) para
la tendencia. Los resultados de modelar un proceso Orstein-Uhlenbeck para
la tendencia se muestran en (tabla apropiada). La Figura 10 presenta la
evolucion de los estados de la media y la volatilidad estimados.
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4.4.2 Segundo ejemplo: estimacion del M.V.E. para el tipo
de cambio marco/ddlar.

La serie del tipo de cambio marco/délar consta de un total de 8070 observa-
ciones y se muestra en la Figura 11. Los intervalos temporales de muestreo
(variantes) de las (s6lo) mil primeras observaciones (por claridad) se pre-
sentan en la Figura 12 mientras que las tasas de variacién logaritmicas de
la serie aparecen en la Figuras 13, 14 y 15, y los que su correspondiente
histograma en la Figura 16.

En las Figuras 13, 14 y 15 se aprecia de nuevo una pauta de heterocedas-
ticidad condicional de las tasas de variacion del tipo de cambio, en la forma
de clusters de volatilidad, si bien se aprecia que los rangos de variacién son
heterogéneos en las diferentes submuestras, lo que es coherente con cambios
estructurales en diferentes regfmenes cambiarios. Ademads, la Tabla 4 mues-
tra algunos estadisticos descriptivos que informan de que la serie presenta
asimetria y un exceso de curtosis sobre la normal superior al de la primera
serie (4.69 frente a 2.39).

En la Tabla 5 se muestran las estimaciones del modelo de volatilidad
estocéstica y entre paréntesis se indican sus desviaciones tipicas estimadas
para la serie del tipo de cambio marco/délar. Todos los pardmetros son
significativamente distintos de cero. La estimacién puntual de la media anual
de los rendimientos es 7 4+ 6p = .0010. Ademas el coeficiente de correlacién
de los movimientos brownianos tiene signo negativo de modo coherente con
la asimetria negativa de los estadisticos descriptivos. El valor relativo &
respecto de 6/k (.1588/.0113) es bastante mayor que en el caso de los
rendimientos del indice de bolsa (.2261/.0561), lo que es coherente con que
la segunda serie es mas leptocurtica que la primera. Ademas el coeficiente
de correlacién de los movimientos brownianos tiene signo negativo de modo
coherente con la asimetria negativa de los estadisticos descriptivos de la
Tabla 6.

En las Figuras 17, 18 y 19 se muestran los valores estimados del estado.
FEn comparacién con la primera serie, la magnitud de los estados estimados es
bastante menor: en efecto la desviacién estandar de la serie es mas reducida.
También la desviacién estandar del ruido de observacién es menor en el
modelo estimado de la segunda serie con respecto a la primera. También
se registran valores de los estados asociados a la volatilidad condicional
negativas (posibles por construccién).
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Las Figuras 20, 21 y 22 presentan las innovaciones estimadas mientras
que las Figuras 24, 25 y 26 muestran las innovaciones estandarizadas esti-
madas. Especialmente en éstas ultimas resalta que la primera submuestra
(cambios en el regimen de tipos de cambio) es més leptocirtica que las dos
restantes.

En las Tablas 7 y 8 se muestran diversos estadisticos descriptivos de las
innovaciones y las innovaciones estandarizadas, respectivamente. El con-
traste de Jarque-Bera (JB=3508.51) rechaza la hipdtesis de normalidad de
los residuos estandarizados (el valor critico es Xaso, (2) = 5.99). El contraste
de Ljung-Box no rechaza la hipdtesis de no autocorrelacion de los resid-
uos estandarizados (LB=35.77) (el valor critico es Xoso, (30 — 6) = 36.41).
Sin embargo, las acf y pacf tanto de los residuos como de los residuos es-
tandarizados, en las Figuras 23 y 27, respectivamente, sugieren que pudiera
haber cierta estructura no modelada. En particular, parece conveniente
modelar un proceso (una difusién) para la tendencia.

4.5 Estudios Monte Carlo de los dos M.V.E. esti-
mados empiricamente.

En esta seccién se evaltia el método de estimacién propuesto en el capitulo 3
para el modelo de volatilidad estocéstica y el modelo aproximado benchmark
segun el esquema de Euler, con los valores valores paramétricos obtenidos
con las series temporales del USA S&P 500 Automobiles Industrial Index y
el tipo de cambio marco/délar, respectivamente.

En las Tablas 10 y 11 se muestran los resultados de la estimacion de
las simulaciones del modelo con los pardmetros estimados a partir del USA
S&P 500 Automobiles Industrial Index, para un total de ocho tablas de 25
series independientes de datos generados a diferentes frecuencias y horizontes
temporales.

En la Tabla 10, el caso con h = 13 y f = (7/5) corresponde a los datos
generados con una frecuencia de observacién aproximadamente igual a los de
la muestra empirica para un total de 13 afios transcurridos desde el principio
hasta el final de la serie. Se observa que las medias de las estimaciones de
k vy 0 no estan centradas entorno a sus verdaderos valores. La dificultad de
distinguir entre k y 0 en la estimacion de esta forma paramétrica de la media
del estado de la volatilidad (no observable) ya se ha destacado en Nielsen
y Vestergaard [2000] para modelos no lineales cuyo estado es la desviacién
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tfpica, por ejemplo. La media de las estimaciones de la desviacién estandar
del ruido de observacion también presenta un ligero sesgo. La media de las
estimaciones de o, sin embargo, estd muy centrada alrdededor del verdadero
valor, y el contraste de significatividad es claramente distinto de cero.

Con el fin de comparar la influencia de aumentar h dada una frecuencia
f, tomemos h = 2y f = (7/5)(1/2) con h = 3y f = (7/5)(1/2) de la
Tabla 10 y ademas h = 13 y f = (7/5)(1/2) de la Tabla 10. Entonces,
disminuye monodtonamente la desviacion estdndar de los parametros, y son
validos los comentarios a propédsito de la Tabla 10 anterior para el caso con
h =13y f = (7/5). También resalta que las estimaciones del Modelo Exacto
(M.E.) son més precisas que las estimaciones con el modelo aproximado por
el esquema de Euler (M.A.) con h = 2 y h = 3 (muestras "muy cortas”) y
se aproximan con h = 13.

Alternativamente, estudiaremos el efecto de aumentar la frecuencia f
dado un h. Por ejemplo, si comparamos los resultados de h = 5y f =
(7/5)(1/4) en la Tabla 11 con los de h = 5y f = (7/5)(1/6) en la Tabla
11 destaca la disminucién de la desviacién estandar de las medias de los
parametros k y 6, que pasan a estar mds claramente no centradas en los
verdaderos valores. Sin embargo, recordaremos que el filtro de Kalman del
M.E. es sélo aproximado (vid. Capitulo 3) para los momentos de segundo
orden, pero tiende a ser exacto conforme aumenta la frecuencia (y h es lo
bastante grande) En efecto, con h = 7.5y f = (7/5)(1/5) de la Tabla 11
(précticamente) todos los pardmetros estdn més centrados que con h = 7.5
y [ =(7/5)(1/4) alrededor de los verdaderos valores. Ademsds, la frecuencia
de observacion es lo bastante grande para que las estimaciones del M.E. sean
practicamente iguales a las del M.A..

En los diferentes casos de la Tabla 12 muestro los resultados de la es-
timacién de las simulaciones del modelo de volatilidad estocéstica con los
pardmetros estimados a partir del tipo de cambio marco/délar, para un total
de cuatro tablas de 25 series independientes de datos generados a diferentes
frecuencias y horizontes temporales.

El ejemplo de la Tabla 12 con h = 32 y f = (7/5) corresponde a los
datos generados con una frecuencia de observacién aproximadamente igual
a los de la muestra empirica para un total de 32 afios transcurridos desde
el principio hasta el final de la serie. Se observa que, con esta frecuencia de
observacién, es muy probable que se haya sobreestimado la media incondi-
cional del proceso de la volatilidad a través del parametro @, en detrimento
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de 0. También parecen subestimarse los pardmetros r y o.. Ademas, se apre-
cia que las estimaciones del M.E. son relativamente mas precisas que las del
M.A.

En vista de que la frecuencia de observacién empfrica parece pequena, se
experimenta con frecuencias mayores f = (7/5)(1/4), (7/5)(1/6), (7/5)(1/10),
y h = 2.5. Aunque, en general, se detecta mayor precisiéon con el aumento
de la frecuencia, parece claro que subsiste el problema de identificaciéon de
k y 0. Este analisis resulta incompleto por lo que seria conveniente ensayar
frecuencias parecidas con un horizonte mayor h = 5. También se aprecia
que las estimaciones del M.E. y el M.A., dados h y f, son practicamente
iguales.



Capitulo 5

Conclusiones y lineas futuras
de investigacion

En este trabajo se ha desarrollado una nueva formulaciéon de los modelos
econométricos dindmicos en tiempo continuo lineales de variables medidas
con error en instantes discretos. Se ha derivado ademds un algoritmo para
la estimacién por maxima verosimilitud de todos los parametros del modelo.

Los estimadores resultantes cuando la funcién de verosimilitud implicada
por el modelo es exactamente gaussiana son consistentes y asintéticamente
gaussianos y eficientes.

En el caso de los modelos de volatilidad estocdstica presentados, la
funcién de verosimilitud gaussiana es una aproximacion a la verdadera, pero
conforme la frecuencia de observaciéon aumenta, los estimadores son también
consistentes y asintdticamente gaussianos y eficientes.

Las principales contribuciones de este trabajo son:

-Una formulacion en el espacio de los estados de dimensiéon minima de los
modelos econométricos dindmicos en tiempo continuo lineales de variables
con errores de medida y observaciones en instantes discretos.

-Expresiones analiticas para la maximizacién de la funcién de verosimili-
tud del modelo. Nuestras estimaciones incluyen los componentes del estado
inicial que son identificables. El tipo de condiciones iniciales es adecuado
tanto para el empleo de las ecuaciones de Riccati del filtro del Kalman como
para las ecuaciones del tipo de Chandrasekhar o Casals-Sotoca-Jerez que,
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en el caso de formas estructurales de parametros fijos y muestras de obser-
vaciones de frecuencia regular, a menudo ofrecen ventajas computacionales
evidentes.

-Una expresion exacta de la matriz de informacién de la funcién de
verosimilitud gaussiana (vid.Terceiro [1990]). Este resultado es particu-
larmente relevante tanto para el proceso iterativo de maximizacién de la
funcién de verosimilitud como para la validez de los contrastes de validacién
del modelo. Sin embargo, esta férmula, en general, no puede calcularse
analiticamente para los modelos econométricos en tiempo continuo, en con-
tra de lo que se afirma en Harvey [1989], donde se ignora que algunas ma-
trices del modelo en el espacio de los estados tienen, una forma funcional
especfﬁca, que incluye exponenciales de matrices, a diferencia de los modelos
habituales de forma estructural discreta : "It can also be done analitically,
using the results set out in subsections 3.4.5 and 3.4.6.” (p. 491) . Se
presentan, no obstante, aproximaciones numéricas que pueden hacerse arbi-
trariamente precisas. También se indica la forma analitica cuando es posible.

Las férmulas que se muestran en la literatura para el cdlculo de la matriz
de informacién corresponden a la aproximacién de Engle y Watson (vid.
Harvey [1989]) o casos particulares de la presentada en Terceiro [1990] (vid.
Terceiro [2000]).

Ademas, se ha calculado la matriz de informacién apropiada de los mode-
los de volatilidad estocastica tratados, para después computar una expresion
robustificada (aproximada) de la matriz de covarianzas segin White [1980]
(puesto que la verosimilitud es s6lo aproximada). Esta expresién de la ma-
triz de informacion tiene la peculiaridad de que las matrices de covarianzas
dependen de la magnitud del estado. Debe notarse que a menudo se presen-
tan estimaciones no robustificadas de la matriz de covarianzas para mode-
los de volatilidad estocéstica no lineales, cuando algunos experimentos de
simulacién muestran que los estimadores maximo-verosimiles de una cierta
aproximacién de la funcién de verosimilitud son sesgados (vid. Nielsen , J.
y M. Vestergaard, [2000]).

-Una consideracién explicita en todas las formulaciones del caso general
de observaciones de frecuencia irregular. Esto supone una generalizacion del
caso de observaciones "missing”, donde s6lo se observan agregados contem-
poraneos o temporales de las variables.

Lo que se propone, y se ha contrastado numéricamente, es un proced-
imiento general para la estimacién por méaxima verosimilitud de modelos
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econométricos dindmicos en tiempo continuo lineales de variables medidas
con error en instantes discretos de tiempo.

En particular, se presentan ejemplos numéricos de estimacién por maxima
verosimilitud de dos modelos. En ambos casos, se comparan las estima-
ciones del modelo exacto con las estimaciones de un modelo aproximado
benchmark construido mediante el esquema de Euler. EI primero es un
Orstein-Uhlenbeck (Bergstrom [1984]), cuya forma exacta se calcula con el
método de Van Loan El segundo es una variacion del modelo de volatili-
dad estocéstica de Schobel y Zhu [1998]. En ambos casos, se muestran las
ventajas de la estimacién, en términos de consistencia y/o eficiencia, de los
modelos exactos frente a los aproximados. Ademas, en el caso del modelo de
volatilidad estocéastica, se ilustran las ventajas de la estimacion, en términos
de consistencia y/o eficiencia de aumentar la frecuencia y/o horizonte de la
muestra.

El procedimiento de estimacién que se describe aquf es aplicable a di-
versos problemas de valoraciéon de opciones financieras, bien sea mediante
férmulas cerradas de los precios funciones de los parametros o mediante
simulaciones de Monte Carlo del proceso estimado.
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Capitulo 6

Apéndices

6.1 Apéndice A. El filtro de Kalman.

Supongamos el sistema que viene dado por:

Tty = q)tkl'tk + Ftkufk + Etkwtk (Al)
Ztk = Htkl‘tk + Dtkufk + Ctkvtk (A2)

tal que x¢, tiene un valor medio Z;, y una matriz de covarianzas P, y donde
{wy, } v {vy, } son procesos de ruido blanco de primeros momentos:

E [wtk] = O, E [’Utk] =0
EH i ] [ wy, v, ]} = [ %k }q{t’; ]%ﬂtz@ (A.3)

Uty
donde th >0y Rtk > 0.

El estado inicial x4, y las perturbaciones {wy, } v {vs, } son independen-
dientes y tienen distribuciones simétricas alrededor de la media. Nétese que
la normalidad de las distribuciones es un caso especial de este supuesto.

Si usamos la notacion:

‘,'i‘ti‘tj = F ['rti ‘ th; Uti70:| (A4)
/
P, = E { [ZL‘ti - :ﬁt,-\tj} [-’Eti - fﬁti\tj} | Z';Uh, 9} (A.5)
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/
donde 7% = {21’51, v zéj} y Ut = {u, to <t <t;}, el filtro de
Kalman viene dado por las siguientes expresiones:

',i‘tqul\ ty = (I)tk'%tm th_1 T Ftkufk + Ktk [Ztk - Htk'@tﬂ th_1 Dtkul?k] (A‘G)
i‘to‘ t, = E{zyg} =74 (A7
—1
Ky = [(I)tkptkl tk—lHék + Etkstk\ tkflcék] [Htkptkl tk—lHt,k + Cthtkl tk—lcék]
(A.8)
Ptk+1\ te = (I)tkptkl tkflq);fk + EthtkEék — Ky, [HtthH tk—lHt,k + CthtM tk—lcék] Klgk
(A.9)

Pto‘ t_1 Pto (AlO)

La formulacién del filtro de Kalman dado por (A.6) — (A.10) se obtiene
por la aplicacion directa de los siguientes resultados.

Si X es una variable aleatoria tal que X ~ N(v,Q), y definimos ¥ =
AX + b, entonces:

Y ~ N(Av + b, AQA') (A.11)

Ademds, si suponemos que = Av+by X = AQA’, y que:

Y) o Y 2
Y = s = s Z =
HI I
puede demostrarse que la distribucién condicional de Y7 dado Yo = yo es:

N [ + S12555 (42 — 2) s Tn1 — T1a¥oy X (A.12)

Por lo tanto, si reescribimos (A.1) y (A.2) en una forma de espacio de
los estados compacta:

Ly, s
‘rtk+1 _ q)tk Etk 0 Ftk 0 Utk A 13
{ 2y, } [ Htk 0 Ctk i * ugk ( . )
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la distribucién conjunta de { x;’” ! ] , dado Z-1, es simétrica alredededor
2
de la media:

{ oy ity 1y }+ { Ty, 0 ] [Ufk ] (A.14)

Eol o
Hy Ty v, 4 0 Dy, ug,

y tiene por covarianza:

@tkptkl tkfléf‘,k + EthtkEék @tthM tk—lHt/k + Etkstk| tk*lct/k:
Htkptk;\ tk*l(Pék; + Ctks 1E£k: Htk—Ptkl tk*lngk + Cthtk‘ tkflcék

zk‘ t—
(A.15)

Este resultado es consecuencia de (A.11). Si las distribuciones de xy, y
las perturbaciones {wy, } y {vt, } son normales, la distribucién conjunta de

/ ! ! .
[ T } es ademd&s normal.

Las expresiones (A.6), (A.8), y (A.9) del filtro de Kalman se obtienen
directamente usando (A.14) y (A.15) en el resultado dado por (A.12).

De acuerdo con (A.1), (A.2), y (A.6) podemos escribir:

Ltyppq) te = (I)thtk\ tp1 T Etkwtk - Ktkctkvtk

donde
Ttppq) te = Ttppn = Ttpgq)
(I)tk = (I)tk - KtkHtk
Por lo tanto

_ _ Q Stil e
Ptk+1| ty — (I)tkptk\ tkﬂq):fk + [ Etk _Ktkctk ] [ / - fil th

tk‘ t_1 Rtk‘ lg—1

(A.13)

/
E;,

1 T
T My Ktk

|
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Ptk+1\ s = (I)tkptkl tkfl(i)ék + EthtkEl{,k + Ktkcthtk\ tkflcl{/thk Ktkctkstk\ t— 1EI{,I¢
7EtkStk| te—1 ;kKék (A14)

La expresion (A.13) pone de manifiesto que P;, L1 e €S el resultado de la

suma de dos matrices semidefinidas positivas. No ocurre asi en (A.9). Porlo
tanto, los cdlculos numéricos basados en (A.13) estardn mejor condicionados
que los basados en (A.9). Es importante observar que los posibles errores
numeéricos en el calculo de Ky, por medio de (A.8) implican errores de primer
orden en Py, ¢, sise usa (A.9), mientras que hay errores de segundo orden
si se usa (A.13).

Noétese que la expresién que hemos obtenido en la derivacion del filtro de
Kalman difiere de la que normalmente se usa en la literatura econométrica,
porque hemos tomado en cuenta la posibilidad de que los errores de las
ecuaciones de transicién y de observacién puedan estar correlados. También
hemos incluido en esta formulacién la matriz Cy, para definir la distribucién
del ruido de la ecuacién de observacion.

La posible existencia de correlacién contemporanea entre wy, y vy, , car-
acterizada por la matriz S;,, no es habitual en las formulaciones del fil-
tro de Kalman que se uan en la literatura econométrica, y conduce a los

s U / 7 : sz
términos Ky, Cy, S Ei v By, Sy v, ,Ct, Ki, en (A.14). La inclusién de

| te—1
este efecto podria también tenerse en cuenta con una ligera redefinicién del
vector de estado, véase Anderson and Moore [1979].

Para un tratamiento mas extenso del filtro de Kalman pueden consultarse
Jazwinsky [1970] y Anderson y Moore [1979)].

6.2 Apéndice B. Calculo del gradiente.

Si L(0) es la funcién de verosimilitud, se quiere calcular el gradiente del
negativo del logaritmo de la funcién de verosimilitud, [(0), tal que:

N

1 -

1(0) = —log L(# Z [ log(2m) + log | By, | + zthtklztk (B.1)
k=1
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Si 0; es el i-ésimo elemento en el vector 0, se pretende calcular el término

al(0)
90;

Se hara uso de los siguientes resultados de la derivaciéon de matrices:

general

810g6|§(a)| - [A(a)‘l%éa)} (B.2)
OA (a)~! ~104(0) -
— —A(a) IWA(OZ) ' (B.3)

Si se deriva (B.1) se obtiene:

O (1 [..40B,1 ., - 103, 1., 0By .

(B.4)
0z 0B
Es necesario calcular ;ﬁtk y 3 9t~k’ y para hacer esto se procede como
sigue. ’ '
De (4.8) se tiene:
0% O0H;, . Oy 1, oDy, oug
98~ am, ol ten i — g Eu — Dugpt - (B5)
Si se sustituye (4.8) en (4.9), se obtiene:
‘f:tk+1‘ ty, — (i)tki.tk‘ te—1 =+ Ftku?k - Ktthkugk + Ktkztk (BG)
donde
dy, = Oy, — Ky, Hy, (B.7)
Si se deriva (B.6) resulta:
8i't | t 8@15 R — &%t | tr art s 871/?
96, = om ol T P+ g+ Ty
8Dt o 8U? 8Kt o
o ( g, b+ i ae;) s (e~ D)
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Conviene notar los problemas asociados al calculo de algunos de estos términos
en esta férmula. Por ejemplo, si se calcula (B.6) para la formulacién exacta
en el espacio de los estados (2.21)-(2.25) de la forma estructural (2.2) se
necesita calcular:

3 At —t At —t
d, = e (ths1—tr) — Ky, Ty, =e (ths1—tr)
tet1
up, = up :/ A=) Gu o dr
tg

Supongamos en adelante, por simplicidad, que {u;} = {1}. Entonces,
para obtener las ecuaciones de sensibilidad del filtro (B.8), es necesario cal-

o (eA(tkH—tk)) o < tikJrl eAltky1— T)Gd7'>
06,  ° 06;
ciadamente, no hay férmulas analiticas generales para estas derivadas dada

una matriz arbitraria A, asi que deben usarse las siguientes aproximaciones
numéricas:

cular expresiones como . Desgra-

o (eA(tkH*tk)) (eheie§' — ]) eAltki1—tk)
8141‘]‘ = h
o (oo e i)
ttk+1 6(A+heie;.)(tk+1* T)Gd']— _ ttk+1 cAltkr1— ) dr
k k

h

No obstante, si la matriz A es diagonal, estas expresiones pueden calcu-
larse exactamente como sigue:

o (eA(tkqtl*tk)) eA(tk+1_tk) 0A

20, - op; M1~ )
9 < ttk+1 eAltky1— T)Gd7'> tht1 0A
. _ A(tgy1— 7) —
90, /tk e 0; (1 — 7)Gdr
t
L[
tr ¢

0K
La expresién ——2= se obtiene de (4.10):

00;
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0K, 0P, OB 1, 0H|
89116 = a_elkptﬂ tk—lHt,k + (Dtk #Hék + q)tkptk‘ te—1 891k
OF} 0S; aCy -
0, Gl + B Ci + S p | B!
— [®4, P, H{ + Ey S, C, ]B—laBtk B! (B.9)
kL]t Hey TPt | Pty 00, "t
B
En cuanto a 3 gt_’“ , si se deriva (4.12) se obtiene:
8Bt aHt 8Pt | to_ 8Ht/
89: = 89; Ptk\ tkﬂHt/k + Htk 591k : Hlék + Htthk| te—1 39;
aCY OR: aC}
+ (99; RtkCék + C’tka—ei’“Cék + C’thtka—Q: (B.10)

Es preciso estudiar el caso especial del modelo de volatilidad estocastica
univariante tratado en este trabajo. Se ve que las siguientes expresiones
pueden desarrollarse como:

8Stkl te_1 8Stk\ th_1 8Stk\ th1 axtk| te_1

00, 00; 0%y 4,  00;
Oyt Oty Oty 0%t vy OBy iy O iy
00; 00; 0%y, 1, , 00 P, v, , 00
F1ue . . ‘Plfk+1‘ tr
Por dltimo, se precisa calcular la expresion 0. De (4.11) se
obtiene: '
OP, | ¢ 0P, 0P, | t,_ 0%,
géi £ = 39: By tk—lq):fk + @y, 59; - (I)ék + Q4 Byl 4y 9:
0 (Fy,QuEl) 0K, dB, K]
+ kaelk ko — 891k BtkKlék - Ktk 89:6 Kt/k - Kthtk 89;6
(B.11)

y de nuevo se presentan problemas computacionales. Si nos reducimos al
caso antes mencionado de la formulacién exacta en el espacio de los estados
(2.21)-(2.25) de la forma estructural (2.2), entonces:



62 CAPITULO 6. APENDICES

ter1—tk
—_ —/ /
Qi =Sy, = Ry, = / ATEN E A Tdr
0

Por tanto, de nuevo no hay una expresién analitica general para las derivadas
de estas expresiones con respecto a los elementos de la matriz A, de modo
que se usan las formulas aproximadas:

0Qu _ S, _OR,
DA, DAy 0A;
fgk+1*tk (A+hele )T'—E (A+heze )Td,]_ fotk+1 —tg AT’—E =/ ATdT

h
No obstante, si A es diagonal, se puede escribir:

8 . tk+17tk 814 , tk+17tk 85 ’
& = AT =82 e Tdr + AT = A dr
0 0 )

00; 00; 00;
ter1—tk oy , ter1—tk o=,
ATE=CE AT 4 ATEY, A Tdr
0 891’ 0 391'
brt 1=tk 0A"
AT EE/T—GA Tdr
0 00;

Sien (B.11) se sustituye 852

por su expresién (B.10), se puede simpli-

By,
ficar la expresién resultante, y si entonces se sustituye a6, E por la ecuacién
(B.11), después de agrupar términos, se tiene:
OP, _ 0P
S = By B A, A, (B.12)
donde:
0P, . OHy,
Ay, = 80; By tkaq), - Ky, —— 00; Ptk| 7 1(1);%
0E, 0S5, oCy 10 (Etk Q. E; )
_a_e;cstkcgkf{;k - Etka_ofcékmk — B, Sy, aak K, + 28—9¢k
1 0 (Cy, Ry, Cy
+§Kt,€%1{;k (B.13)
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6.3 Apéndice C. Calculo del hessiano.

El término general del hessiano, J;;, viene dado por:

921(6)

i = 96,00,

(C.1)

Si se deriva (B.4) se tiene:

N
1 B B 1 2B
Jij = Z{—tr [Btkla t’“Btj@ t’“} + r{Bla t’f}

2.2 a0, % 20, | T2 | 6,00,

g B e B B e B g

~%, B, ! 881?; B;! a;;]’f +2, B, 881?; B, aajz;k B4,
—%szgclg;gnggjztk] (C.2)

0%z, 0?By,
00:00; 00,00,
derivan las ecuaciones (B.5), (B.8), (B.9), (B.10 ) y (B.11). Si bien los resul-
tados son complejos analfticamente, su programacién es simple. No obstante
el coste computacional es considerable, y es aproximadamente equivalente a
la solucién de [n(n + 1)p?] /2 ecuaciones.

Las expresiones de se obtienen directamente si se

Si los términos en segundas derivadas y el peniltimo término de la ex-
presién (C.2) son despreciables, la expresién siguiente seria una expresion
vélida:

N 3/ ~
P — 72 -1 8Btk —1 8Btk 3ztk _132tk
Jzy - ; { 2tI‘ |:Btk 89] Bt,c 891 + 39] Btk 891

OB 0z OB 0z
o 519Dt 102 o 510Dt 102
~z, By 89jkBtk Sa- BB g By 89;} (C.3)

El célculo de esta expresion emplea informacién obtenida en el cdlculo del
gradiente, y por esto no comporta ningin coste computacional extra. Esta
aproximacion puede ser valida en la practica dependiendo de la parametrizacién
del problema.
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6.4 Apéndice D. Calculo de la matriz de infor-
macion

El término general de la matriz de informacién es:

2
[M(e)]ij =E [gﬁfé?j

9] (D.1)

Se puede escribir la expresiéon (C.2) que se obtiene en el Apéndice C de

%1(6)
00:00;

Ccomao:

N
1 _10By,, . _10B; 1 _, 0°By
i — _ B l_kB 1 k _ B 1 k
Ji Z{ 2“[ w g, "t o8, ] +2tr[ T
0%, 0% OB 0z 0%z
_10% t 10Dy, 1,102, . 1 th ~
[B k _k} —tr {B kB kzék} +tr {Btk 3913&' zék]

o0, 08,

0B 0z 0B 0B
—1 t —1 tr ~ —1 t —1 t 1~ =~
—tr [Btk 89: By, 89; z,ik] +tr [Btk 89: B, 89; o ztkzl{k]
1 _1 82Bt _1 - o
_§tr {Btk 391'(99]; T, (D.2)

93
Si se usa que E [%,| = 0 y que, de acuerdo con la ecuacién (B.5), %
i

no es una funcién de z;, , entonces:

%4}: E[a%tk ~’]:

E
[ 90; " 00:00; '

Si se toman valores esperados en (D.2), se tiene:

N ~ 3!

- 1 —10By, ,10By, 1[92, 9%

[M(Q)]ij—;{ St {Btk 20, B, 20, +trq B, 'E 20; 90,
(D.3)

Esta expresién coincide con la usada en Watson y Engle (1983), y obtenida

en Engle y Watson (1981).
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~ 8~/
Ahora se calculard la expresién correspondiente a E [8;5’“ ;g’“] . Para
( J
hacer esto, primero se puede advertir que:
0%, 0% 0%, 3Zt
E|—=t—%| =B/ k__k D.4
{aei aej] v 90, 00, (D-4)
2t . 0% i 2t
dond k k Bl] k
80~n © 96, a6, * i 9; *
;gj’“ Entonces

N
Z{ { 1aBtk B—laB’*’“] + tr [B,;leﬂ + tr

B—lagtk 82{% }

— 00 %90, 00,
(D.5)
, 0z, 0%, iJ
El problema se reduce entonces al célculo de 56 20, 7 de By, . Si se nota
( J
que la expresién (B.8) es equivalente a:
Oy, 1 ¢t _ Oy |y, 0P, OHy | .
—551 £ = 17 ge_k -+ 80k - Ky, ae_k Lt| th1
ory aut 0D, aut 0K,
a0, i T g, — Kugg, Vi~ Kuluggs + g

si se toman en cuenta las ecuaciones (B.6) y (B.8), se puede escribir el
siguiente sistema lineal de dimensién 3n:

zp = Hfaf +Dj (uf)° (D.7)

donde:
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y tal que:

o0,

00;
9Dy,

@C

Ly

-
ary,

00;
oI’y

00,
C K,
0Ky,

00;
oK;,

00,
- 0D,

00,
Dy = oD,

00,

(T5,)”

KC

tk

Si se define

20,

jgk =F ['rgk] )
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Z, = F [ka]

= .y 8:%216“1@71 8‘%;}6#]@,1
| th—1 00, 89j
/
_ s/ a(u,‘?k)/ 8(u§k)/
— 8Z£k 8Z£k '
L o0, 00
/
_ o \/ 0 (U?k)/ 0 (u?k),
Dy, 5 0 0
H, _
- Ktk Eeik @tk 0
Kt s O (i)t
*"50, :
0 0 0
Dy,
Ftk 0 3 (ng)o _Ktk 88D91
o KTy
OH,,
e _ | s TMe O
) tr B 8Htk O oy
00 th
Dy, 0
0 Dy,

]/

7Ktthk
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Py =B{[af, -] [+, -3}, B =E{[% %] [ -]}

Las ecuaciones de la media y la covarianza del sistema se propagan como

sigue:

~C
Ltyi1
=C
Zp
C
tkt1

c
By,

Entonces se dispone de valores de

57 + (T5)" (uh)" + (T7)" (uf,)” (D.8)
Hy w5, + Dy, (ug,) (D.9)
;, Py, () + Ki, By, (K5 (D.10)
Htckptck (Htck), (D.11)
0z, 0z, ‘
50, ¥ D 0, de las ecuaciones (D.8) y

(D.9). El valor de Bzi viene dado por (D.10) y (D.11) puesto que:

B =
ty Je JJ
Btk Btk

By By ]

Las condiciones iniciales de estas ecuaciones son:

Como se indica en Terceiro [1990], si no hay un término constante y el
sistema es estacionario 7y, = 0 y Py vendra dado por la ecuacion algebraica
de Lyapunov correspondiente. En las situaciones no estacionarias, el valor
de T, estd dado por la solucién estacionaria de (B.6) y Py = 0.



Apéndice E. Estimaciones y Tablas.

k 7 o D 0 Ge
9.4498 .2882 .2261 —1.000 .5302 .0062
(4.3300) (.0480) (.0417) (.0000) (.3136) (.0002)
Log-verosimilitud: —11396.7379

Tabla 1: Las coeficientes que se muestran son las estimaciones méximo-verosimiles
correspondientes a la funcién de verosimilitud gaussiana aproximada implicada por el
siguiente modelo de volatilidad estocédstica de las tasas de variacién instantineas en
tantos por uno del S&P 500 Automobil Industrial Index, de observaciones al cierre
diarias consecutivas, desde el 11 de septiembre de 1989 hasta el 14 de octubre de 2002:

dln S} = rdt + v; dWyy
dv; = (0 — kvi)dt + odWoy,
{Wie, t >t} y {Wat, t > tp} son movimientos brownianos
E [dlet] =F [dWQQt] =dt, E[dW1:dWas] = (pdt) by

0 (Suey /) =10 (85,757, ) +eu

trt1

et, ~iid N (0,02)

que se construye con el siguiente Modelo Exacto (M.E.) en el espacio de los estados:

Tty = q)thtk + u?k + Wy,
2t = u?k + Uy,
.8 _
Ty, = ’Utk, Rt = In (Stk+1 /Stk>
o, = e k(tkr1—tr)

uf, =0 [T e Mt wg = (r + op) bk — tr)

p=b/(a2+b%)?, a®=,/(1—2)>

wtk — O-t;!;{’;Jrl efk(tlﬁ»l*t)dWQt .

vy, = [, [0 e Rt=t) L OH (¢, t)] AWy + €1, H(t tp) = ftk e k(t=s)dg
Q.. = o> gk+1_tk e—2kt ¢

S, =op {fgk“*tk (@fke*k(tkﬂftk) + Qefk(tkﬂ*tk*t)]—[(t’ 0)) dt}

Ry, = [P0 [up ekt 1 0H(t,0)]° dit + o

donde, ademds, el filtro de Kalman se inicia con Ty, = 0f = = y la solucién de

T

la ecuacién de Lyapunov implicada por la ecuacién de transicién del estado P, =

B3] = B ()’

Entre paréntesis se muestran los valores de las desviaciones tipicas de los pardmetros,
calculadas como desviaciones tipicas muestrales a partir de un experimento Monte
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Carlo con 25 muestras del mismo horizonte temporal y la misma frecuencia media que
la serie empirica.

El modelo aproximado (M.A.) segin el esquema de Euler en el espacio de los
estados es:

Aprozimacion de Euler (M.A.)
Ty = Poy ey, + ug, + wy,
Ry, = ’U,gk + V¢,
Ty, =05, 2z, =In(Sy,.,/S)
Dy, = [1 — k(trg1 — tr)]
uj, = 0(tpy1 —ty), uf, = (r+op)(ter1 —tr)
1
p:b/(a2+b2)2, (12: /(1*b2)2
=0 [ dWy
Vg, = f:k“ (v, + [9 kv ] (8 —tr)) AWy,

Qt, = 0*(trr1 — tr)

t
St, = op(tip+1 — t) ( kil 9 k‘vtk] +vtk>
Ry, = [ 7" [ug + [0~ kvtk] t]? dt + o2
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Tabla 2: Estadisticos descriptivos de las tasas de variacién logaritmicas
del S&P 500 Automobiles Industrial Index de observaciones diarias
(de cierre) consecutivas:
11 de septiembre de 1989 - 14 de octubre de 2002
(Fuente: Ecowin)

N°de observaciones 3302
Media: 0
Desviacién estandar .0078
Asimetria -.0938
Exceso de curtosis sobre la normal 2.3860
Valor minimo -.0636, # 3031
Valor maximo .0355, #577
Jarque-Bera 788.10

Tabla 3: Estadisticos descriptivos de las innovaciones del M.V.E. para
las tasas de variacién logaritmicas del S&P 500 Automobiles Industrial
Index de observaciones diarias (de cierre) consecutivas:
11 de septiembre de 1989 - 14 de octubre de 2002
(Fuente: Ecowin)

N¢de observaciones 3302
Media: -.0002 t =-1.61
Desviacién estandar .0078
Asimetria -.1058
Exceso de curtosis sobre la normal 2.4791
Valor minimo -.0648, # 3031
Valor maximo .0350, #577
Jarque-Bera 851.7343

Tabla 4: Estadisticos descriptivos de las innovaciones estandarizadas del
M.V.E. para las tasas de variacién logaritmicas del S&P 500 Automobiles
Industrial Index de observaciones diarias (de cierre) consecutivas:

11 de septiembre de 1989 - 14 de octubre de 2002
(Fuente: Ecowin)

N°de observaciones 3302
Media: -.0342 t =-1.9651
Desviacién estandar .9993
Asimetria .0123
Exceso de curtosis sobre la normal 9612
Valor minimo -4.0852, # 2677
Valor maximo 3.7774, #2678
Jarque-Bera 127.2053

70



k 7 G D 0 O
16.2964 .1598 .1588 —1.000 .1840 .0021
(1.6048) (.0107) (.0098) (.0001) (.0510) (.0000)

Log-verosimilitud: —11396.7379

Tabla 5: Las coeficientes que se muestran son las estimaciones méximo-verosimiles
correspondientes a la funcién de verosimilitud gaussiana aproximada implicada por el
siguiente modelo de volatilidad estocédstica de las tasas de variacién instantdneas en
tantos por uno de los tipos de cambio marco/délar al cierre diarios consecutivos, de
observaciones al cierre diarias consecutivas, desde el 4 de enero de 1971 hasta el 22 de
octubre de 2002:

dln S} = rdt + v;dWyy
dv; = (0 — kvi)dt + odWo,
{Wie, t >t} y {Wat, t > tp} son movimientos brownianos
E [dlet] =F [dWQQt] =dt, E[dW1:dWas] = (pdt) by

In (Stk+1/5tk) :hl( Ny / :k) +Etk

tht1

et, ~iid N (0,02)

que se construye con el siguiente Modelo Exacto (M.E.) en el espacio de los estados:

xthrl = ¢tk$tk + ufk + wtk:

Zt, = ufk + vy,

.CL‘tk = ’Utsk, Ztk = h’l (Stk+1 /Stk>

Py, = e Flteri—te)

uj, =0 o+ T eMat, wp = (r+ 0p) (b — )
1

p=0b/(a®+1%)?, a®=1/(1-)

tet1 [ —k(tpy1—t
wy, = o [, e Hn T awy,

v, = [ [og, e RO L OH (1)) AWy + €, H(t ) = [, e F)ds
Qi = 0* fotk“ftk e 2kt dt
S, =op {fgk“*tk (@fke*k(tkﬂftk) + Qefk(tkﬂ*tk*t)]—[(t’ 0)) dt}

Ry, = [ 7" (o3 ekt 4 0H(¢,0)]” dt + o2

donde, ademds, el filtro de Kalman se inicia con &y, = ’[Jfo = y la solucién de

T >

la ecuacién de Lyapunov implicada por la ecuacién de transicién del estado P, =

AEARTACANE

Entre paréntesis se muestran los valores de las desviaciones tipicas de los parametros,
calculadas como desviaciones tipicas muestrales a partir de un experimento Monte
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Carlo con 25 muestras del mismo horizonte temporal y la misma frecuencia media que
la serie empirica.

El modelo aproximado (M.A.) segin el esquema de Euler en el espacio de los
estados es:

Aprozimacion de Euler (M.A.)
Ty = Poy ey, + ug, + wy,
Ry, = ’U,gk + V¢,
Ty, =05, 2z, =In(Sy,.,/S)
Dy, = [1 — k(trg1 — tr)]
uj, = 0(tpy1 —ty), uf, = (r+op)(ter1 —tr)
1
p:b/(a2+b2)2, (12: /(1*b2)2
=0 [ dWy
Vg, = f:k“ (v, + [9 kv ] (8 —tr)) AWy,

Qt, = 0*(trr1 — tr)

t
St, = op(tip+1 — t) ( kil 9 k‘vtk] +vtk>
Ry, = [ 7" [ug + [0~ kvtk] t]? dt + o2
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Tabla 6: Estadisticos descriptivos de las tasas de variacién logaritmicas
del tipo de cambio marco/délar de observaciones diarias (de cierre)
consecutivas:

4 de enero de 1971-22 de octubre de 2002
(Fuente: Ecowin)

N°de observaciones 8069
Media: 0
Desviacién estandar .0029
Asimetria -.1164
Exceso de curtosis sobre la normal 4.6915
Valor minimo -.0269, # 525
Valor maximo .0255, #1958
Jarque-Bera 7418.35

Tabla 7: Estadisticos descriptivos de las innovaciones del M.V .E. para
las tasas de variacién logaritmicas del tipo de cambio marco /délar de
observaciones diarias (de cierre) consecutivas:

4 de enero de 1971-22 de octubre de 2002
(Fuente: Ecowin)

N¢de observaciones 8069
Media: .0000 ¢t =-1.1404
Desviacién estandar .0029
Asimetria -.1168
Exceso de curtosis sobre la normal 4.6931
Valor minimo -.0269, # 525
Valor méaximo .0255, #1958
Jarque-Bera 7423.2848

Tabla 8: Estadisticos descriptivos de las innovaciones estandarizadas
del M.V.E. para las tasas de variacién logaritmicas del tipo de cambio
marco/délar de observaciones diarias (de cierre) consecutivas:

4 de enero de 1971-22 de octubre de 2002
(Fuente: Ecowin)

N°de observaciones 8069
Media: -.0129 ¢t =-1.1412
Desviacién estandar 1.0139
Asimetria -.1474
Exceso de curtosis sobre la normal 3.2169
Valor minimo -7.2567, # 525
Valor maximo 6.7479, #1958
Jarque-Bera 3508.5108
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A A Ax Az Fiun Fia  Faxp

—-1.5 0 0 —1.5 1.5 2 1.5

ME. 0, -182 .03 —.06 —1.78 1.58 .30 1.52
s, (50)  (64) (70) (67) (200 (19) (A7)

M.A. 0, —1.52 .03 —.05 —1.48 1.38 .19 1.37
s (38)  (45) (52) (A7) (16) (14) (12)

N=100, a=d =1
100 simulaciones

An A Ay Az Fiy Fio

—-1.5 .0 0 —1.5 1.5 2 1.5

ME. 0, -195 .02 —.04 -1.80 1.63 .26 1.60
s, (47)  (53) (49)  (.B3)  (.26) (.28) (.29)

M.A. 9p —-1.25 —-.02 -.03 -1.18 1.29 .14 1.30
s (25)  (25) (26) (25) (20 (16) (=21)

N=100, a= 4, d= 1
100 simulaciones

A A Ax Az Fiun Fia  Fayp

—1.5 .0 0 —-1.5 1.5 2 1.5

M.E. 9p —1.65 .02 —.00 -—1.55 1.55 .25 1.53
o (24) (200 (23) (28) (14) (09) (14)

MA 6, -140 —-01 -00 -132 1.38 .20 1.37
s (18)  (16) (18) (21) (13) (08) (.12)

N =500, a=d=1
100 simulaciones

An A Ay Az Fiy Fio

—1.5 .0 0 —-1.5 1.5 2 1.5

M.FE. 9p —-1.77 -.01 .01 —1.72 1.60 27 1.57
s, (.23)  (18) (.23) (.26) (.24) (.12) (.24)

M.A. 9p —-1.16 -—-.01 .02 —1.14 1.30 .19 1.29
s (12)  (10) (12) (12) (20) (.09) (.19)

N =500, a= 4 d= 1
100 simulaciones

Tabla 9: Las tablas que se muestran arriba son los resultados de las es-
timaciones maximo-verosimiles correspondientes a la funcién de verosimilitud
gaussiana del Modelo Exacto de Orstein Uhlenbeck (M.E.) y del Modelo Aprox-
imado segin el esquema de Euler (M.A.) para las diferentes frecuencias medias
de observacién y numero de observaciones que considero, representadas por f
y N, respectivamente, y los valores paramétricos impuestos. Cada uno de los
resultados se obtiene a partir de 100 simulaciones independientes del M.E.
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El modelo de Orstein Uhlenbeck que examino viene dado por la ecuacion
diferencial estocastica de primer orden:

dyt = Aytdt + dzft
donde{e;, t > tp} es un movimiento browniano tal que:
FE [de?t] = 0, FE [dEtdéJs] = (E&‘dt) 6t5

y se dispone de una muestra de las realizaciones de {y;, } en un total de N
instantes discretos consecutivos, separados por N — 1 intervalos de muestreo
sucesivos, {tx+1 — tx }, conocidos. Entonces, su forma reducida puede escribirse:

tht1
Altgyr—ty Altpg1—
Yty =€ (tr+1 ’”)ytk‘i‘/ eAtk+1=7) g
tr

De modo que, la forma en el espacio de los estados del Modelo Exacto de Orstein
Uhlenbeck (M.E.) es:

Tty — (I)tk Ty, + Etkwtk
ytk = mtk + vtk
A(tger—tr
Py, = By = e (B k)]
tr41 s
Wy, = Uy = / AT e,
tr

th+1—tk M W
th = Stk :Rtk :/ (& nge Tdr
0
chol(¥;) = F

mintras que la forma en el espacio de los estados del Modelo Aproximado segin
el esquema de Euler (M.A.) es:

Ty = Pyomy, + By wy,

ytk = xtk + Utk

Q= By = [+ Altp+1 — te)]
tht1

We,, = Uty :/ d€7—
tr

th = Stk = Rtk = E€(tk}+1 - tk})

chol(£;) = F

0, y s, denotan, respectivamente, la media y la desviacién estandar de los
parametros estimados a partir de 100 simulaciones independientes del M.E.,
para diferentes frecuencias medias de observacién y nimero de observaciones,
representadas por f y N, respectivamente.

Los intervalos temporales entre las observaciones consecutivas se generan
mediante (tx11 — tg) ~ii.q. Ula,a + d). Por lo tanto, f = (2a + d)/2.
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k 7 o b 0 Oe
9.4498 .2882 2261 —1.0000  .5302 .0062
ME. 6, 11.6856 .2929 2230  —1.0000  .7660 .0060
sp (4.3300) (.0480) (.0417) (.0000) (.3136) (.0002)
MA. 6, 11.3400 .2865 2165  —1.0000  .7431 .0060
sp (4.0893) (.0460) (.0392) (.0000) (.2956) (.0002)
h =13 (afios), f = (7/5) (dias)
25 simulaciones
k 7 o b 0 O
9.4498 .2882 2261 —1.0000  .5302 .0062
ME. 6, 11.4383 .2931 2354  —1.0000 .7148 .0061
sp (3.8732) (.0647) (.0557) (.0000) (.2410) (.0001)
MA. 6, 11.1735 .2880 2306 —1.0000  .6981 .0061
s, (3.6716) (.0646) (.0555) (.0000) (.2219) (.0001)
h =13 (anos), f=(7/5)(1/2) (dias)
25 simulaciones
k 7 o b 0 G
9.4498 .2882 2261 —1.0000  .5302 .0062
M.E. 6, 11.0443 .2490 .2400 —.9311 6677 .0061
sp (2.4829) (.0950) (.0794) (.3400) (.3097) (.0001)
MA. 60, 11.1874 .2441 .2389 —.9297 .6785 .0061
sp (2.5448) (.0977) (.0807) (.3403) (.3031) (.0001)
h =5 (anos), f=(7/5)(1/6) (dias)
25 simulaciones
k 7 E b 0 e
9.4498 .2882 2261 —1.0000  .5302 .0062
ME. 6, 99427 .2608 2118 —1.0026  .5798 .0062
sp (4.0591) (.0970) (.0826) (.2255) (.2668) (.0001)
MA. 0, 10.004 .2543 .2126 —1.0012 .5834 .0062
sp (4.0123) (.1126) (.0820) (.2251) (.2638) (.0001)

Tabla 10: Resultados de las estimaciones del Modelo Exacto (M.E.) y del
Modelo Aproximado (M.A.), donde 6, y s, denotan, respectivamente, la media y
la desviacion estandar de los pardmetros estimados a partir de 25 simulaciones
independientes del M.E., para diferentes frecuencias medias de observacién y
longitudes temporales de la muestra completa, representadas por f y h, respec-
tivamente.

Los valores paramétricos que se emplean en las simulaciones son los estima-
dos para el M.E. con la muestra empirica de las tasas de variacién en tantos

h =17.5 (anos), f=(7/5)(1/5) (dias)
25 simulaciones
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por uno del S&P 500 Automobil Industrial Index, de observaciones al cierre
consecutivas, desde el 11 de septiembre de 1989 hasta el 14 de octubre de 2002.

Los intervalos temporales entre las observaciones consecutivas se generan
mediante (tg41 — tg) ~iqi.q. U(0,8), donde 6/2 es el intervalo de muestreo medio.
N representa el nimero de observaciones. Por ejemplo, si se recoge un promedio
de una observacion por dia de apertura, durante un ano, considero que § =

(2) (7/5) (1/7)(1/52) y N = (5/7) (7) (52).

Entonces, h = % representa el nimero (medio) de afios que abarca la mues-
tra simulada y f = 2 (7) (52) es el tiempo medio en dias entre dos observaciones

consecutivas.
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k 7 o b 0 Oc
9.4498 .2882 2261 —1.0000  .5302 .0062
ME. 6, 131711 .3120 2587  —1.0296  .8159 .0060
sp  (7.2712)  (.1319) (.1180)  (.2759)  (.5860) (.0003)
M.A. 0, 13.7257 3148 2688  —1.0424  .8378 .0060
sp (7.8634) (.1451) (.1059) (.2677) (.6830) (.0003)
h =2 (anos), f=(7/5)(1/2) (dias)
25 simulaciones
k 7 I b 0 Oc
9.4498 2882 2261 —1.0000  .5302 .0062
ME. 60, 123904 .2933 .2437 —.9931 .7601 .0059
sp (6.7664) (.1258) (.1129) (.0537) (.4833) (.0003)
M.A. 6, 126398 .2954 .2443 —.9934 7776 .0059
sp (7.1500) (.1225) (.1138) (.0523) (.5147) (.0003)
h =3 (anos), f=(7/5)(1/2) (dias)
25 simulaciones
k 7 o b 0 Oc
9.4498 .2882 2261  —1.0000  .5302 .0062
ME. 6, 10.7197 .2665 1982 —1.0335  .6215 .0061
s, (5.0808) (.0881) (.0902) (.1672) (.3710) (.0002)
M.A. 6, 10.7869 .2626 1991 —1.0213  .6281 .0061
sp  (5.1493) (.0942) (.0926) (.1797) (.3684) (.0002)
h =5 (anos), f=(7/5)(1/4) (dias)
25 simulaciones
k 7 E b 0 e
9.4498 .2882 2261 —1.0000  .5302 .0062
ME. 60, 98138 .2589 1937 —1.0223 .6104 .0061
sp  (3.8697) (.0834) (.0571) (.1102) (.2324) (.0001)
MA. 0, 9.8873 .2621 1958 —1.0265  .6091 .0061
sp  (3.9670) (.0846) (.0603) (.1096) (.2268) (.0001)

h =175 (anos), f=(7/5)(1/4) (dias)
25 simulaciones

Tabla 11: Resultados de las estimaciones del Modelo Exacto (M.E.) y del

Modelo Aproximado (M.A.), donde 6, y s, denotan, respectivamente, la media y
la desviacion estandar de los pardmetros estimados a partir de 25 simulaciones
independientes del M.E., para diferentes frecuencias medias de observacién y
longitudes temporales de la muestra completa, representadas por f y h, respec-
tivamente.

Los valores paramétricos que se emplean en las simulaciones son los estima-

78

dos para el M.E. con la muestra empirica de las tasas de variacién en tantos



por uno del S&P 500 Automobil Industrial Index, de observaciones al cierre
consecutivas, desde el 11 de septiembre de 1989 hasta el 14 de octubre de 2002.

Los intervalos temporales entre las observaciones consecutivas se generan
mediante (tg41 — tg) ~iqi.q. U(0,8), donde 6/2 es el intervalo de muestreo medio.
N representa el nimero de observaciones. Por ejemplo, si se recoge un promedio
de una observacion por dia de apertura, durante un ano, considero que § =

(2) (7/5) (1/7)(1/52) y N = (5/7) (7) (52).

Entonces, h = % representa el nimero (medio) de afios que abarca la mues-
tra simulada y f = 2 (7) (52) es el tiempo medio en dias entre dos observaciones

consecutivas.
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k 7 o b 0 Oe
16.2964 .1598 .1588  —1.0000  .1840 .0021
ME. 6§, 16.8028 1167 1170 —1.0000  .3919 .0020
sp (1.6048) (.0107) (.0098) (.0001) (.0510) (.0000)
M.A. 0, 16.2445 1124 1127 —1.0000 3787 .0020
sp (1.2561) (.0104) (.0089) (.0001) (.0397) (.0000)
h =33 (afios), f = (7/5) (dias)
25 simulaciones
k 7 o b 0 O
16.2964 .1598 .1588  —1.0000  .1840 .0021
ME. 6, 156623 .0958 .1165 —1.0524 .3235 .0021
s, (L7764) (.0549) (.0401) (.2144) (.1338) (.0001)
M.A. 6, 159874 .0961 1163 —1.0424 3282 .0021
s, (2.3041) (.0552) (.0414) (.2137) (.1194) (.0001)
h = 2.5 (anios), f=(7/5)(1/4) (dias)
25 simulaciones
k 7 o b 0 G
16.2964 .1598 1588  —1.0000  .1840 .0021
M.E. 6, 15.8858 .1096 1220 —.9393 3114 .0021
s, (L.7764) (.0716) (.0520) (.1890) (.1633) (.0001)
MA. 60, 158524 .0961 1219 —.9320 3101 .0021
sp  (3.6339) (.0689) (.0502) (.1815) (.1630) (.0001)
h = 2.5 (anos), f=(7/5)(1/6) (dias)
25 simulaciones
k 7 E b 0 e
16.2964 .1598 1588  —1.0000  .1840 .0021
M.E. 6, 158193 1148 1252 —.9407 3141 .0021
sp (1.5571) (.0673) (.0449) (.2336) (.1339) (.0000)
MA. 0, 162276 1175 1282 —.9386 .3240 .0021
sp  (1.4799) (.0642) (.0415) (.2382) (.1461) (.0000)

Tabla 12: Resultados de las estimaciones del Modelo Exacto (M.E.) y del
Modelo Aproximado (M.A.), donde 6, y s, denotan, respectivamente, la media y
la desviacion estandar de los pardmetros estimados a partir de 25 simulaciones
independientes del M.E., para diferentes frecuencias medias de observacién y
longitudes temporales de la muestra completa, representadas por f y h, respec-
tivamente.

Los valores paramétricos que se emplean en las simulaciones son los estima-
dos para el M.E. con la muestra empirica de las tasas de variacién en tantos por

h =25 (afios), f = (7/5)(1/10) (dias)
25 simulaciones
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uno del tipo de cambio marco/délar, de observaciones al cierre consecutivas,
desde el 4 de enero de 1971 hasta el 22 de octubre de 2002.

Los intervalos temporales entre las observaciones consecutivas se generan
mediante (tg41 — tg) ~iqi.q. U(0,8), donde 6/2 es el intervalo de muestreo medio.
N representa el nimero de observaciones. Por ejemplo, si se recoge un promedio
de una observacion por dia de apertura, durante un ano, considero que § =

(2) (7/5) (1/7)(1/52) y N = (5/7) (7) (52).

Entonces, h = % representa el nimero (medio) de afios que abarca la mues-
tra simulada y f = 2 (7) (52) es el tiempo medio en dias entre dos observaciones

consecutivas.
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Figura 1: Serie del USA S&P 500 Automobiles Industrial Index (observaciones
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Figura 2: Tasas de variaci§in logarftmicas del USA S&P 500 Automobiles
Industrial Index (observaciones diarias al cierre) entre 11-9-89 y 14-10-02.
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Industrial Index entre el 11-9-89 y el 22-10-02.
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Figura 4: Histograma de las tasas de variacifin logarftmicas de la serie del
USA S&P 500 Automobiles Industrial Index (observaciones diarias al cierre)
entre el 11-9-89 y el 22-10-02.
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Figura 6: Innovaciones estimadas del modelo de volatilidad estoc§stica con las
tasas de variacifin logarftmica del USA S&P 500 Automobiles Industrial Index
(diarias al cierre) entre el 11-9-89 y el 22-10-02.
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Figura 7: Funciones de autocorrelacifin simple y parcial de las innovaciones

estimadas en el modelo de volatilidad estoc§stica con las tasas de variacifin

logarftmicas del USA S&P 500 Automobiles Industrial Index (observaciones
diarias al cierre) entre el 11-9-89 y el 22-10-02.
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Figura 8: Innovaciones estandarizadas estimadas del modelo de volatilidad
estoc§stica con las tasas de variacifin logarftmicas del USA S&P 500
Automobiles Industrial Index (observaciones diarias al cierre) entre el 11-9-89
y el 22-10-02.
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A.C.F. of innovaciones estimadas estandarizadas, LBQ = 31.33
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Figura 9: Funciones de autocorrelacifin simple y parcial de las innovaciones
estandarizadas estimadas del modelo de volatilidad estoc§stica con las tasas de
variacifin logarftmicas del USA S&P 500 Automobiles Industrial Index entre el

11-9-89 y el 22-10-02.
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Figura 10: Serie de los estados de la volatilidad y la tendencia estimados con
el modelo de dos factores con las tasas de variaciin logarftmicas del USA
Automobiles Industrial Index (observaciones diarias al cierre) entre el 11-9-89
y el 22-10-02.
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Figura 11: Serie del tipo de cambio marco/d§lar diario al cierre entre el 4-1-71
y el 22-10-02.
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Figura 12: Serie de las longitudes de los mil primeros intervalos de muestreo
(un dfla = .0027) entre las observaciones de la serie del tipo de cambio
marco/d§lar diario al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02.
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Figura 13: Serie de las tres mil primeras tasas de variacifin logarftmicas de las
observaciones diarias al cierre del tipo de cambio marco/d§lar entre el 4-1-71 y

el 22-10-02
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Figura 14: Serie de las segundas tres mil tasas de variacifin Iogar'ﬂtmicas de las
observaciones del tipo de cambio marco/d8ilar diarias al cierre entre el 4-1-71y
el 22-10-02.
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Figura 15: Serie de las tasas de variacifin logarftmica desde la seis mil a la
filtima de las observaciones del tipo de cambio marco/d§lar diario al cierre
entre el 4-1-71 y el 22-10-02.
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Figura 16: Histograma de las tasas de variacifin del tipo de cambio
marco/d§lar diario al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02.
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Figura 17: Serie de las estimaciones de los tres mil primeros valores del estado
del modelo de volatilidad estoc§stica con las observaciones del tipo de cambio
marco/d@lar diarias al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02.
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Figura 19: Serie de las estimaciones de los valores del estado entre el seis mil y
el §iltimo del modelo de volatilidad estoc§stica con las observaciones del tipo
de cambio marco/d€§lar diarias al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02
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Figura 20: Serie de las estimaciones de las primeras tres mil innovaciones del
modelo de volatilidad estoc§stica con las observaciones del tipo de cambio
marco/d§lar diarias al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02
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Figura 21: Serie de las estimaciones de las segundas tres mil innovaciones del
modelo de volatilidad estoc§stica con las observaciones del tipo de cambio
marco/d§lar diarias al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02
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Figura 22: Serie de las estimaciones de las innovaciones entre la seis mil y la
filtima del modelo de volatilidad estoc§stica con las observaciones del tipo de
cambio marco/d§lar diarias al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02
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A.C.F. of innovaciones estimadas, LBQ = 41.22
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Figura 23: Funciones de autocorrelaci§in simple y parcial de las innovaciones

estimadas en el modelo de volatilidad estoc§stica con las tasas de variaciin

logarftmicas del las observaciones del tipo de cambio marco/dflar diarias al
cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02.
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Figura 24: Serie de las estimaciones de las primeras tres mil innovaciones
estandarizadas del modelo de volatilidad estoc§stica con las observaciones del
tipo de cambio marco/d§lar diarias al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02
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Figura 25: Serie de las estimaciones de las segundas tres mil innovaciones
estandarizadas del modelo de volatilidad estoc§stica con las observaciones del
tipo de cambio marco/d§lar diarias al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02
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Figura 26: Serie de las estimaciones de las innovaciones estandarizadas entre la
seis mil y la @fltima del modelo de volatilidad estoc§stica con las observaciones
del tipo de cambio marco/dfjlar diarias al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02
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A.C.F. of innovaciones entandarizadas estimadas, LBQ = 35.77
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Figura 27: Funciones de autocorrelaci§in simple y parcial de las innovaciones
estimadas estandarizadas en el modelo de volatilidad estoc§stica con las tasas
de variacifin logarftmicas del las observaciones del tipo de cambio marco/d§lar

diarias al cierre entre el 4-1-71 y el 22-10-02.
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