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PROLOGO

El propésito de esta memoria es profundizar en el estu-
dio del modelo de decision estadfstico con informacién par -
cial.

En la primera perte, planteamos el modelo bdsico, par -
tiendo de un punto de vista andlogo al bayssiano, convenien-
temente modificado, siguiendo une idea de Smith (1961), gene
ralizada posteriormente por Girén y Rios (1981), establecien
do que la incertidumbre o ignorancia parcial puede represen-
tarse mediante un conjunto convexo y cerrado de medidas de -
probabilidad sotre el espacio paramé€trico.

En el primer capitulo consideramos el modelo sefialado,
Yy estudiamos aspzctos particulares dsl mismo, derivados del
hecho de qu2, as{ caracterizada la incertidumbre parcial, las
decisiones éptimas serdn los elementos maximeles del preorden
parcial engendrado en el espacio de funciones de decisién.

En el cap{tulo dos, estudiamos dos temas distintos aun-
que ambos relacionados con el modelo general visto en el ca-
pf{tulo uno. De una parte consideramos el problems de como in
cluir en el modelo la informacién prororcionada por el expe-
rim:nto, lo que nos lleva al estudio de las propiedades d=1
que hemos denominado "operador de Bayes", en relacién con el
concepto de informacién parcial que hemos adoptado, conclu -
yendo que el modelo bdsico estudiado en el capf{tulo uno =s
consistente con la aplicecién del teorema d¢ Fayes. En se-
gundo lugar, dentro de este mismo capftulo, tratamos =1 prob
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lema de la gencralizacién del modelo estudiado en =1 capftu-
lo uno, en el sentido de considerar que la informacién a prio
ri puede representarse en varias etapas, lo que lleva a la :
consideracidén de modelos jerdrquicos, los cuales se estable-
cen como consecuencia de considerar que dicha informacién a
priori puede representarse en etapas sucesivas mediante los
llamados hiperpardmetros; la teor{a de los baricentros de
Choquet es de gran utilidad y proporciona una reduccién im-
portante en el tratamiento de dichos modelos.

En la segunda parte tratamos una serie de cuestiones re-
lacionadas con la existencia de soluciones “cuasi-bayesianas;
¥ su conexién con los conceptos de admisibilidad y completi-
tud a que dan lugar los preordenes parciales asociados al con
cepto de informacién parcial adoptade en la primera parte.

En el capitulo tres, y basandonos en los S-juegos gene-
ralizados, profundizamos en el andlisis de los problzmas de
decis'ién con informacién varcial. Una contribucién importan-
te es el concepto de polaridad estricta, basado.en un tecra2-
ma de Klee y que permite investigar la estructura ds los prob
lemas de decisién con incertidumbre parcial, en relacién con
el concepto de soporte de una distribucién.

En el capitulo cuatro, consideramos los problemas de
existencia de soluciones admisibles y cuasi-bayesianas, tra-
bajando unas veces con el conjunto de incertidumbre del prob
lema de decisién, y otras con el polar restringido del mismo.
kn este capitulo 1la condicién de convexidad para el conjunto
de riesgo se sustituye por la ds cono-convsxidad (debida 2 Yu),
condicién esta que resulta mas adecuada a la hora de¢ estudiar
una gran cantided ds problemas de decisién, facilitando as{
le obtencién de los resultados fundamentales,

Mi sincero y profundo agradecimiento a cuantcs me alen-
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taron y ayudaron durante estos largos afios, en especial a mi
Maestro el Prof. Fco. Javier Girén por su valiosa ayuda y di-
reccién en la elaboracién de esta Memoria, asf como al Prof.
Sixto Rios Garcia por su =stimulo incansable, al Prof. Sixto
Rios Insua por su incondicional ayuda y en fin a todcas los
amigos y compafieros del Departamento de Bstadfstica,






PRIMERA PARTE

CAPITULO 1.

EL MODELO DE DECISION CON INFORMACION PARCIAL

1,1.,1, Introduccién y aspectos generales del problema

El modelo de decisidn bayesiano para tratar los proble-
mas de decisién en ambiente de incertidumbre parte de la hipéte
sis de que el decisor es capaz de especificar sobre el conjunto
de los poribles estados de la Naturaleza una dnica distribucién
a priori, con lo cual el problema de decisién en ambiente de in
certidumbre queda reducido a un problema de decisidén en ambien-
te de riesgo con distribucién sobre los estados de la Naturale-~
za perfectamente conocida y la decisién Sptima en ausencia de -
mds informacién sobre los estados de la Naturaleza, como podria
ser la que proporcionase un determinado experimento, seria aque
1la que maximizara la utilidad esperada.

Eéte paradigma bayesiano se da rara vez en la realidad,
tanto desde el punto de vista subjetivista puro, que implicaria

que el decisor es capaz de ordenar lineal o completamente sus po

sibles dedsiones y ademis de una manera coherente (es decir,sin
violar los axiomas de comportamiento racional de la teoria sub-
jetivista, 1o que permitiria obtener su probabilidad personal),
como desde el pﬁd%o de vista 1l6gico que aunque también conduce

a una dnica distribucién a priori, esta suele ser impropia (me-
didas de Haar invariantes por la derecha, principio o regla de

Jeffreys, etc.) y, aunque suele corresponder a lo que suele de-
nominarse "distribuciones a priori no informdtivas" o de "refe-
rencia" (término mis apropiado), puede que 4sta sea incompati--
ble con cierta informacién parcial que se tenga -p.e., una dis-
tribucién uniforme en la recta real, cuando se sabe que ciertos
valores fuera de un cierto intervalo son improbables- aunque eg

ta cuestidén enlaza con los problemas de sensibilidad de la dis-

"



tribucién a posteriori o de las decisiones a cambios en la a —-
priori a través del principio de la estimacidén estable (véase -
Edwards, Lindman and Savage, (1963)y Dickey, (1976)).

Un tercer enfoque, que padece de los mismos problemas -
que el 1légico, es hacer depender la distribucién a priori de re
ferencia del experimento a través del concepto de informacidn,

Todos estos enfoques son dtiles a la hora de aplicaf'la
metodologia bayesiana a los problemas de inferencia y decisién,
en especlal en lo que se refiere a la sensibilidad de la distri
bucién a posteriori a pequefios cambios respecto de la distribu-
cién a priori de referencia.

El hecho real de que en muchos problemas de decisién e
inferencia ;stadistica suele disponerse de cierta informacién -
sobre el espacio paramétrico -aunque muchas veces sea diffcil -
precisar la naturaleza de dicha informacién o de si esta pudie
ra representarse mediante alguna medida de incertidumbre- exige

una generalizacién de la metodologia bayesiana.

El asignar a los sucesos intervalos de credibilidad, en
vez de nimeros reales, tiene una larga historia que se remonta
a Keynes (1921) y Koopman (1940) y ha sido tratada posteriormen

te por numerosos autores.

Varios son los enfoques propuestos para tratar el proble
ma de la informacién parcial cuando ésta es de caridcter probabi
1{stico. La mayoria son métodos heuristicos o hibridos, es de--
cir combinacién de métodos bayesianos y minimax, como los propues
tos por Hodges y Lehmann (1952), Schneeweiss (1964), Menges (1964,
1966), Blum y Retenblatt (1967) y Kudo (1967), y que no responden
a una justificacién axiomdtica alguna.

Uno de los problemas bdsicos a resclver a la hora de prw

poner un modelo de decisién o inferencia que tenga en cuenta la



informacién parcial presente en los problemas de decisién es, -

precisamente, dar un significado preciso a este concepto de in-
formacién parcial.

En el caso bayesiano la informacidn que se tiene sobre
los estados de la Naturaleza viene especificada por una dnica -
distribucién de probabilidad como consecuencia de los principia

de coherencia bayesianos.

Si se adopta un punto de vista anflogo al bayesiano, es
decir, se parte de unos principios de coherencia modificados de
forma que den cabida al concepto de incertidumbre parcial siguien
do la linea de Smith (1961) y su generalizacién posterior por -
Girén y R{os (1981), se llega a que la incertidumbre o ignoran-
cia parcial puede representarse por un conjunto convexo y cerra
do de medidas de probabilidad sobre el espacio paramétrico de -
tal manera que las decisiones éptimas o no dominadas o eficien-
tes, como a veces se las daomina, son los elementos maximales -
del preérden parcial engendrado en el espacio de funciones de -
decisién. i

En esta memoria adoptaremos esta dltima interpretacién
y los capitulos que siguen se dedicardn a aspectos particulares

de este modelo.
1.1.2. El modelo bdsico

Comenzaremos considerando un ejemplo sencillo de proble
ma de decisién como base para la definicién del modelo de deci-
sién con informacién parcial.

Supongamos que Xyr soces xn es una muestra aleatoria sim
ple de una distribucién normal N (9, r) de precisién conocida .
r y media desconocida 9 . Se trata de estimar ® utilizando -
como funcién de pérdida una funcién cuadrdtica L (®, a) = (9 - a)2,

si no disponemos de mds informacién estamos ante un clédsico pro



blema de decisién en ambiente de incertidumbre con exprimentacién
asociada. En estas condiciones la solucién del problema consis-
tir{a en la clase de las posibles decisiones o estimadores admi
sibles. Como este conjunto suele ser demasiado grande suele re~
currirse a considerar nueves principios que restrinjan esta cla
se.

En el caso bayesiano la informacién acerca del pardme--
tro vendrd dada por una distribucién de probabilidad sobre los
estados. Si se tiene en cuenta que la muestra es de un modelo -
normal, la distribucién a priori no suele ser cualquiera sino -
que, generalmente, perteneceria, por razones de conveniencia ma
temdtica, etc. (véase Raiffa y Schlaiffer, 1961) a una familia
conjugada, es decir, esta informacién en nuestro ejemplo podria
suponerse normal de pardmetros conocidos.

Desde el punto de vista prdctico aparece el problema de
la determinacién precisa de la distribucién a priori que plantea
los dos interrogantes. 1? ;se puede suponer normal? 2? en caso
afirmativo ;se pueden determinar con suficiente precisién los pa
rémetros de dicha distribucién?. Esto nos llevaria a realizar -
un anflisis de la sensibilidad del modelo respecto de la distri
bucién inicial, suponiendo el resto de las componentes del pro-
blema de decisidén perfectamente conocidos.

Otra manera de expresar nuestro conocimiento parcial -~
acerca del pardmetro @ ser{a especificando una cierta clase -
de distribuciones de probabilidad candidatas a ser la verdadera
distribucién a priori. Restringiéndonos, como antes, al caso de
distribuciones a priori conjugadas se podria suponer que la ver
dadera distribucién a priori serfa normal N ( a, rz) con ==
(/w, wz) variando en una cierta regién del espacio paramétrico
ke Rx RY |

Seflalamos que el hecho de suponer que la posible distri

bucién a priori pertenezca a la familia conjugada es ya una in-



formacién parcial. Obsérvese, también, que esta informacién par
cial ser{a compatible con la no normalidad al considerar distri
buciones a priori mixturas de la familia {N (/L, 0'2); (/A , rz)e K"} ’

como veremcs mds adelante.

Como ejemplo, que analizaremos mds adelante, de informa
2 .
t Y= H I
cign pargial omaremos el caso de que K ‘ (/-, a ), /45[/;0,/.‘1], H ;
[ que permitir4 el estudio de la sensibilidad del =--

problema a variaciones en la media de la distribucién inicial,
~ A
tomando s:lmplemonto/( =/A-e y /4 =/A. +e .
o 1

El problema fundamental que se plantea es el de determi
nar el conjunto de decisiones éptimas cuando se dispone de tal
informacién a priori. En nuestro ejemplo la manera directa de -
proceder seria determinar todos los estimadores de Bayes respec
to de todas las posibles distribuciones a priori “compatibles”
con la informacién a priori dada.

As{ en nuestro ejemplo cualquier distribucién a priori
compatible con la informacién parcial dada por K* ser{a una mix
tura de estas representada por una hiperdistribucién H (/M) de-
finida sobre K. Es decir cualquier distribucidén a priori ten--
dria una funcién de densidad f (49 ; H) dada por

£(9; H) = fn(?; KoTo) d Hpk) (1.1)
Qo
donde n(@;/A,lo) representa la funcién de densidad de la nor-
mal de media Py precisién z, = (o’,’)’f

Obsérvese que de hecho H (/A) es una distribucién sobre
el hiperpardmetro J* que a su vez es el pardmetro de la ddstribu
cién a priori; es decir se trataria de un modelo jerirquico con

dos jerarquias o etapas.

De acuerdo con lo anterior tendriamos que calcular todos

los estimadores de Bayes respecto de todas las distribuciones a



priori cuyas densidades vendrian dadas por (1.1 ). Como la fun-
cién de pérdida es cuadrdtica, es bien sabido (véase p.e., De -
Groot, (1970)0 Ferguson, (1967)) que el estimador de Bayes es la -
media de la distribucidn a posteriori.

Si designamos por m (H) la media de la distribucién a -
posteriori cuya densidad viene dada por (1.1 ) se tiene, por el
teorema 1.2.12, del capitulo 2, que

m(H) = m(/l)dﬂx(/.t)
D‘o’}‘]]

donde m (/u.) es la media a posteriori de las distribuciones nor
males de densidad n(‘a; Vol ‘Z,) , es decir

m - Mt NrX

(/A) Lo+ Nr !

y Hx (,4 ) es la hiperdistribucién a posteriori (véase'la genera
lizacién de la férmula (2.5 ) a continuacién del teorema 1.2.12.).

Si representamos por F"x la media de la distribucién
H_ (}A) se tendrd que

- E+h";
m(H) = = /t:-»hr

Obsérvese de esta férmula que si dos hiperdistribucio--
nes Hy G tienen la misma media a posteriori, el estimador de -
Bayes correspondiente a ambas es el mismo. En particular todos
los estimadores de Bayes, respecto de las-diferentes distribuci
nes a priori, estdn en el intervalo

[ Tofio+ MY X s Tof+ NrX }

To+NTr To ¥NT

El riesgo de Bayes correspondiente a una distribucién a

priori dada es, como se sabe, la varianza de la distribucién a



posteriori. Se representamos por V ()A) la varianza de la distri
bucién a posteriori de la n (9 ; J+, %/x) y por V (H) la variap

za de la mixtura dada por (1.1 ), entonces se tiene que

v(m)= f[,ﬂv/f’;‘“ m (p)) o He ()

En nuestro caso se tiene que

Vip = 2

Lo+ Y

de donde resulta

V(H) = ‘t.+nr+ze¢‘(’i¢l
(1:.+nr)’

siendo ¢2 (Hx)-la varianza de la hiperdistribucién a posterig
ri. Esta dltima expresién representaria el riesgo de Bayes R(H)
asociado a la hiperdistribucién H (}), que como se observa de-

pende exclusivamente de la varianza de Hx'

Se representamos por K" a1 conjunto de todas las hiper
distribuciones, es decir, K** = M (K*; B (k*)), entonces el riesg
go de Bayes es una funcién de K*" en R que, como veremos mids -
adelante es una funcién céncava. Seria interesante calcular el
mi{nimo y el méximo de esta funcidén con el fin de comparar lo que
podriamos denominar riesgos inferior y superior asociados al --
problema de decisién con informacién parcial dado por K’:

Claramente se tiene que

Ry= Inf R(¥) = 2 _
Hek™ o+ Nr

y este infimo se alcanza precisamente en las distribuciones ex-
tremas de K", es decir, en las distribuciones degeneradas. Por

otra parte

R(4) = LT )]

'uekf o+ NT H(zo+ T



que se alcanza cuando (y solamente cuando) qg (Hx) es mdxima y
esto ocurre cuando Hx es una mixtura de /Mo y /“1’ con probabi
lidad %.

Una medida de la incertidumbre o ignorancia parcial aso
ciada a nuestro problema de estimacién, medida en términos de -
pérdidas seria la diferencia

I(K*’): R'_ R' - 'Z: !ﬂl‘/‘blz

4(gg+nr)

En el caso de tratar el problema de andlisis de sensibi
lidad respecto a variaciones en la media de la distribucién a -
priori, la férmula anterior se reduciria a la siguiente, ya que

S '/‘o =2¢

En este ejemplo hemos adoptado un punto de vista direc-
to al tratamiento de la incertidumbre parcial. E1l otro punto de
vista posible seria el siguiente, que ademds servirfa para cual
quier problema de decisidn con incertidumbre parcial, siempre -
que ésta, como en el ejemplo venga representada por un cierto -
conjunto, que denominaremos K*, de distribuciones a priori. Co-
mo ya dijimos en la introduccién la ignorancia parcial ha sido
caracterizada por Girén y Rios (1981), de esta manera.

Sea, en principio {] el espacio paramétrico, dotado cm
una estructura de ¢ -dlgebra B , D un cierto conjunto o espa-
cio de decisiones y R (% » d) la funciédn de riesgo que en prin-
cipio suponemos :B -medible para toda d € D fija. Si represen-
tamos por jl* =.Jbl (Il ,53 ) al conjunto de todas las medidas -~
de probabilidad ¢ -aditivas definidas sobre ({1 , B ), 1a igng
rancia parcial vendr4 representada por un cierto subconjunto no
vacfo K* de J?f , supongamos ademds que el riesgo de Bayes -~
R (P; d) existe para toda P e« K" y toda d & D.



Obsérvese que si, p.e., la funcidén de riesgo es acotada,
el riesgo de Bayes siempre existe para cualquier distribucién a
priori Pe 0% ,

Sea d'é D una cierta regla de decisién, que de momento
supondremos fija. El1 conjunto de aquellas reglas de decisidn que
tienen riesgo de Bayes menor o igual que a* para una distribu

cién a priori Pé& K* vendri dado por
M (P, a") = {deD; R (P; d) £ R (P; a") }

Si el razonamiento anterior lo hacemos para todas las -
P € K', el subconjunto de D, definido por

M(k*, a") = (1 M (p; a") =
Pe K*

={dén; R (P; d) £ R (P; d”) para toda P & x“},
"

estard formado por aquellas decisiones que son mejores que la d

en presencia de la informacidén parcial K™ Dicho de otro modo,

la informacién parcial, dada por K', engendra en D una relacién

de predrden parcial, que representaremos por %&, definida del
modo siguiente: si d, d' € D, entonces d 3?; d' si y solo si --
R (P, d) « R (P,d') para todo P& K?”. La solucién al problema,
desde este segunto punto de vista seria el determinar los ele--
mentos maximales de D respecto de la relacién de preérden dada

por if; .

La relacién que existe entre los dos enfoques del proble
ma se estudia con detalle y profundidad en la segunda parte de
la memoria para el caso particular de que ]l sea un espacio mé-
trico compacto y R ( 9 , d) sea una funcién continua de 9 pa-
ra todo de& D.

El estudio del caso mds general, en particular la no --
compacidad del espacio paramétrico suele originar problemas como
ya han sefialado Sacks (1963) y Farrell em relacién con la admi-

sibilidad y el no bayesianismo de ciertos estimadores como es
el caso de la media muestral ¥ en el caso normal considerado

al principio.
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De paaé sefialamos ‘tambien que X nunca puede ser admisible si -

la informacién a priori viene representada por un conjunto K*
compacto de f1' (en el cual se considera la topologfa débil).

La explicacién profunda de estos hechos reside en que -
si {1 no es compacto, el dual del espacio de las posibles fun-
ciones de riesgo, ain supuestas acotadas, no estd formado exclu
sivamente por medidas signadas § -finitas. Si admitimos la posi
bilidad de incluir como distribuciones a priori las finitamente
aditivas, la situacién se aclara como han demostrado reciente--
mente Heath y Sudderth (197?).

Pasamos a céntinuacién a dar las definiciones formales
de los modelos de decisién con informacién parcial asociada, --
precisando los conceptos que nos han aparecido en el examen del
ejemplo con que abrimos el pardgrafo.

Definicién 1.1.1. Un problema de decisién con informacién parcial
es una cuaterna (J{%, D; R, K*) donde (L es el espacio paramé-

trico, D un espacio de acciones o decisiones, R ( e, d) la fun
cién de riesgo y K* un subconjunto no vacfo de {1 = M (ﬂ B ),
conjunto de medidas de probabilidad sebre (JL,J3 ).

Por razones técnicas muchas veces se introducen hipéte-
sis adicionales como la [ -medibilidad de R (¥, d) para todo
d € D, la acotacidén de la funcién de riesgo, y el que B inclu-
ya a los subconjuntos de la forma {9} , con Pe 93 , con lo
cual f) se puede considerar como un subconjunto de ns . iden
tificando D€ fl con la distribucién de probabilidad ;9 defi
nida por

l1si 9B
JQ(B) =
0 si Q*B

El modelo definido anteriormente engloba el caso baye--
siano cuando K" se reduce a una dnica distribucién de probabili

dad y el caso de ignorancia total cuando K” = f1.
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Definicién 1.1.2. Una decisién d € D se dice que es K-Bayes --
(o cuasi-bayes) si d es Bayes respecto de alguna distrbucién
a priori P e& K%, :

Al conjunto de las dedsiones K*-Bayes del problema --
(4, D; R; K*) 1o representaremos por J3 (D; K ).

Definicién 1.1.3. A la relacién de preérden parcial definido en
D, correspondente al problema (J{l, D; R; K"), dado por '

d 3. d' siy solo si R(P, d) £ R(P, d') para todo P& K"
lo denominaremos 2re6rden K'-bazesiano o cuasi-bayesiano.
Definicidn 1.1.4, A los elementos maximales del conjunto (D, ?E..)

los denominaremos decisiones K-admisibles y los representaremos
por Q(D; K").

Como hemos seflalado anteriormente, la relacién entre 1los
conjuntos B (D, K") y (A (D; K”) depende de la naturaleza de =
los elementos que constituyen el problema de decisién, y el ca-
pitulo 4. de esta memoria trata de este problema as{ como del -

problema de la existencia de estas clases de reglas de decisién.

Desde el punto de vista tedrico es conveniente conside-
=
KI
las posibles funciones de riesgo, que denominaremos 7{ (-ﬂ .B ),
donde R(ﬂ ,73 ) estd formado por el conjunto de todas las fun
ciones B -medibles de (J1 ,B ) en (R , B 1) donde 7B L Te--

presenta la ¢ -ilgebra de los borelianos de la recta real, De -

rar la relacién definida no en D sino en el espacio de --

este modo a cada regla de decisién d & D le podemos asociar --
una funcién B -medible £y (?9) e R (2 ,B ) definidas por

£, () =R (9%, q)

La relacién ?.:' definida en D puede entenderse aR (N .75)

definiendo
2 $i sol ' ; “ /] ‘{9 & 9 .

‘
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para todo P & K: siempre y cuando las integrales sean convergen
tes, Esto ocurre p.e. si la funcién de riesgo es acotada. Por -
eso a partir de ahora, supondremos que /o (St B ) estéd forma-
do por todas las funciones :B -medibles y acotadas de (.D. ,B )
en (R ,7 1). .

Definicién 1.1.5. Una relacién de preérden < definida en --
R (£1 , 73 ) es un preérden vectorial é cénico si £% g implica
f+hxzgthparatodoh e R (2 ,B )y of Xotg para todo
R > 0.

El teorema siguiente, de fdcil demostracién, nos dice -
que siempre que K" sea un subconjunto de f"?_ (n- » » ), entonces

?K", definido antes es siempre cénico.

el preérden
Teorema 1.1.1. E1 preérden definido en R ({2 ,B ) por (1.2 )
es un preérden cénico compatible con el érden natural de R (£, B).

Si definimos K = { r e R (11,3 ), ff(ﬂa ) P (d‘a)so} ,
se tiene que por ser JU ({1 ,B ) un subconjunto del espacio -~
dual de R ({1 , B ), K es un cono convexo con vértice en el —-
origen, cerrado, de & (<1 , P ), y tal que

!'va,gsiysolosi f-ge&Kk (1.3 )
Compirense estos resultados con teoremas 3.2.1. y 3.2.3.
del capitulo 3.

Qe este modo hemos eatablecido que a cada subconjunto -
no vacfo X* de {)” le corresponde un cono K con vértice en el -
origen, comvexo y cerrado que contiene a K°={ fe R (ﬂ , B )i
£ (9 ) £ 0 para todo ‘Bén‘( s ¥ no son todo el espacio, de mo
do que por (1.3 ) ambos establecen el mismo preérden en el con--

Junto de las funciones de riesgo.

Si procedemos de manera inversa, es decir, consideramos
conos K en .R (-n- N B ) que satisfacen las propiedades anterio-



13.

res no podemos, en general, asegurar la existencia de un subcon

junto K® de N1” para el cual se cumpla la relacién (1.3 ).

El capitulo 3. de esta memoria da una solucién satisfac-
toria a este problema de caracterizar preérdenes cuasi-bayesia-
nos imponiendo ciertas restricciones a {1 y a la funcién de --
riesgo y de é1 se deduce que estos resultados no se pueden geng

ralizar mucho més.

El teorema que sigue es una generalizacién de la prime-
ra parte del teorema 3.2.7., cuya demostracién es trivial., La -
segunda parte del teorema no se puede, sin embargo, generalizar
facilmente.

Su generalizacién nos llevarfa a considerar la convergen
cia débil % en el espacio dual R (41 ,B ) y que por 1o tan
to, entraflaria la consideracién de medidas de probabilidad fini

tamente aditivas.

Teorema 1.1.2. K* y co (K") generan en R ({2 ,B ) el mismo -
predrden.

Ni siquiera en el caso de que J) fuese un espacio topo
16gico y S 1a 0 -4lgebra de Borel, y en V¥ (M. ,B ) consi
derdsemos la topologia débil se podria concluir que los preérde
nes generados por x* y K» (donde la operacidn de clausura se

entiende respecto de la topologfa débil) fuesen idénticos.

En el resto del capitulo supondremos que L es un espa
cio métrico, B 1la ¢ -4lgebra de Borel y R (9, d) continua y
acotada en 9¢ fl para todo d € D.

Si denominamos por R (P, d) el riesgo de Bayes correspm
diente a la distribucidn a priori Ppe Y y a la decisién d € D,
se tiene de las hipétesis anteriores que R (P, d) es una funciéh
continua de 51" dotado de la topologf{a débil, Por lo tanto el -
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riesgo de Bayes R (P) asociado al problema de decisién (£, D; R),

definido por
R (P) = Inf R (P, q)
de D

es una funcién semicontinua superiormente y céncava, como puede
comprobarse facilmente (véase, p.e., De Groot pp. 125-126).

Ahora si K* es la informacién parcial asociada al pro--
blema de decisién (JI s Dj R), siendo K" convexo, podemos defi-
nir

Definicién 1.1.6. A la cantidad R™ (K) definida por

R" (K*®) = Ssup R (P)
P& K"

se la denomina riesgo superior asociado al problema de decisién
con informacién parcial (Sl , D; R; K*).

Definicién 1.1.7. Se denomina riesgo inferior asociado al proble
ma de decisién con informacién parcial (£l , D; R; K*) a la can

tidad R, (K") definida por

Ry, (k%) sggnfrn (P)

Respecto de la dltima definicién tiene importancia el -
siguiente lema (véase la demostracién en Bourbaki (1966), p.106).

Lema 1.1,1, Si X" es convexo y compacto, entonces el minimo del
riesgo de Bayes R (P) se alcanza en un punto extremo de K”.

Una medida de la incertidumbre parcial asociada al pro-
blema de decisién ({1, D; R; K ), tomada en términos de riesgo
vendrd dada por la diferencia entre el riesgo superior y el in-
ferior.
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Definicién 1,1,8, Para todo problema de decisién en ambiente de
incertidumbre (L, D; R) denominaremos riesgo de la incertidum
bre parcial K”* a la cantidad I (K*) definida por

I (k") =R" (k") -R,.( K").

Obsérvese que en el caso bayesiano, es decir cuando --
K" = {PY , siempre se tiene que I ({PY} ) = O, mientras que
I ( . ) es monétona respecto de la relacién de inclusidén de mo-
do que si K°C K"' se tiene que I (K*)< I (XK*'), con lo cual el
méximo de la funcién I ( . ) se alcanza cuando tenemos incerti--
dumbre total, es decir, cuando K"= (1",

La idea de realizar un experimento es precisamente la -
de reducir el riesgo de la incertidumbre parcial que, en condi-
ciones bastante generales, convergerd{ a cero cuando el tamafio -
muestral se haga arbitrariamente grande.

Para terminar este capitulo introductorio vamos a consi
derar el papel de la experimentacién cuando esta se incorpora -
al modelo de decisién con informacién parcial. En este capitulo
tratamos solamente el andlisis en forma normal del modelo mien-
tras el segundo capitulo de la memoria se dedica al estudio de-
tallado del andlisis en forma extensiva, y por consiguiente, su

relacién con la metodologia bayesiana.

Sea £=(X¥,R%; P ) un experimento de dimensién fi-
Jja tal que la familia { Py ; 9¢ Ny estd dominada por una me-
dida ¢ ~finita v (x) respecto de la cual sus densidades viena

dadas por d pe (x)

£ (x/9) =
’ a v (x)

sobre la funcién de densidad f (x/Q ) hacemos la siguiente hi-
pétesis (compdrese con la hipétesis 1.2.1. del capftulo 2.).

Hipétesis 1.1.1. f (x/9 ) es una funcién continua de ?€ {1 pam
casi todo xe¢X (respecto de V(x ) ).
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El estudio en forma normal del problema de decisién ori
ginal ({1, D; R; K*) 'se realiza simplemente agrandando el espa
cio de decisiones y, por consiguiente, extendiendo la funcién -
de riesgo a estas nuevas decisiones, dejando el resto de los cm

ponentes del problema de decisién invariantes.

Como es usual una regla de decisién, J » es una aplica
cién ()%-medible de (X ,R) en (D, D ) donde H es una cler .
ta o-41gebra de subconjuntos de D que debe incluir entre sus
elementos a los del tipo {d'; , a fin de poder considerar el =~
espacio de las decisiones terminales D como un subconjunto del
nuevo espacio de decisiones 5 y que fepresentaremos por A .

La forma normal del problema de decisidén con informacién
parcial (J1, D; R; K*) es simplemente ({1 , & ; R; K*) donde -
la funcién de riesgo se define

R (9,5) = fn (2,8(x)) £ (x/9) ap(x)  (1.4)
£ 4
Seria conveniente que la nueva funcién de riesgo fuese
continua y acotada, como la inicial, con el fin de poder consi-
derar el predrden %.. definido en R ({2 ,3 ). La condicién
impuesta a f (x/9 ) anteriormente nos garantiza este resultado.

Teorema 1.1.3. Si 1a funcién de riesgo R (9, d) es continua y
acotada en ? para todo d € Dy £ (x/9) cumple las hipétesis -
1.1.1., entonces R (9 ,S ) es una funcién contf{nua y acotada -
de B para todo e A .

Demostracidn. La acotacién es clara de la definicién (1.4 ). Pa-
ra demostrar la continuidad consideremos la diferencia

[R(9,5)- R(8,3)] < [R(D,5() £0/8) d ja 1x)= [R(D0,509) § 1B AfL) €
£ [(R(9I0)- R (%, T6N| 4011 01 + R (% SN (A - flr1 2 dpa | ¢
£ [1R (3, 36)~R (%, 7)) {449} () + [11 (8, SOV (%) - A6/Be) e 3.
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E1l primer miembro converge hacia cero cuando f —» e ’
mientras que el segundo, por estar acotada |R (g‘f S(x»l y -
por el teorema de Scheffé (1947) de que la convergencia puntual

implica la convergencia en media, también converge hacia cero.

Una vez incorporada la informacidén al modelo, se pueden
§ calcular de nuevo las clases de estrategias K”-Bayes, P (4 ; K”)
y la clase de decisiones K"-admisibles CL( A K') del mismo -~

modo que en la situagién original,
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CAPITULO 2.

EXTENSIONES DEL MODELO DE DECISION CON INFORMACION PARCIAL: EX-
PERIMENTACION, MODELOS JERARQUICOS,

1,2.1, Introduccidn,

En este capitulo tratamos dos problemas distintos rela-
cionados con el modelo general expuestq en el primer capitulo,
que sin embargo guardan cierta relacién. En el apartado 2.2, --
abordamos el problema de cémo incluir la informacién proporcio-
nada por un experimento en nuestro modelo, lo que conduce de-mo
do natural al estudio de las propiedades de 1o que hemos llama-
do “operador de Bayes” en relacién con el concepto de informa--
cién parcial tal como la hemos considerado en el primer capitulo.
De este estudio se concluye que el modelo presentado en el pri-
mer capftulo es consistente con la aplicacién del teorema de Ba
yes en casos mis generales que los seflalados por la teoria (véa
se concretamente Girdn y Rios.(lQBl», siempre que se disponga -
de una formulacidén suficientemente general del teorema de Bayes,
como la que damos en el pardgrafo 2.2.

En el pardgrafo 2.3. se generaliza el modelo del primer
capitulo, y por consiguiente, el modelo bayesiano, alrcaso de -
considerar que la informacién a priori puede representarse en -
varias etapas, lo cual entrafia la consideracién de hiperpardme-
tros en el modelo original, que se distribuyen de acuerdo con -
una cierta distribucién, siendo a su vez estas distribuciones -
los nuevos pardmetros en la etapa siguiente del modelo jerdrqui
co. Esto como veremos, conllevard la consideracién de espacios
de medidas definidas a su vez sobre espacios de medidas, y as{i
sucesivamente. Afortunadamente muchas de las propiedades impor-
tantes de los espacios de medidas son heredades en las sucesi--
vas etapas del modelo jerdrquico. Otra reduccidén importante a h
hora de considerar el modelo jerdrquico, se consigue mediante -
la utilizacién de la teoria de los baricentros de Choquet (1960),
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que ser4 empleada también en otro problema distinto, pero rela-
cionado con é1, al final del tercer capitulo.

La conclusién mds importante de este apartado es que, -
desde el punto de vista tedrico, no es necesario considerar en
los modelos jerdrquicos mds de una etapa.

Una posible, e importante, aplicaci6ﬁ de esta teorfa, -
no considerada en esta memoria, podria ser al campo de la esta-
distica no paramétrica o mds precisamente al estudio de la sen-
sibilidad en los modelos paramétricos, cuando en estos se consi
- deran mixturas de modelos.

También se dan en esta seccidén una generalizacién de la
férmula de Bayes a hiperdistribuciones que se consigue mediante
la introduccién del concepto de verosimilitud generalizada.

1.,2.2. Fl1 papel de la experimentacidén en los problemas de deci-
8ién con informacién parcial.

En toda esta seccidn supondremos que el espacio paramé-
trico {1 es un espacio métrico separable. Antes de consideraé
la inclusién del experimento, que supondremos de dimensién fija
~es decir, no secuencial- en el modelo original vamos a estudiar

una serie de propiedades del espacio de las distribuciones sobre

£n .

Por Y7 representaremos el conjunto de todas las distri
buciones de probabilidad regulares sobre ({1 , » ), donde /3
es la a -41gebra de Borel de fL . A veces emplearemos la no-
tacién alternativa Vl) (#2 ,/ ) para designar J1* , y a sus ele

mentos los representaremos por P, Q, R, ...

A Jf1* 1lo dotamos de la topologfa débil, que representa-
remos por (41, w) definida a continuacién.

Definicién 1.2.1, La red { P*(]éj7r converge débilmente a
Pe” » lo representaremos, F, 25 P, si
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Lim ‘/fde= jfdP.
o

para todo £ &€ CA ({1l ), donde CA (Ll) es el espacio de todas las
funciones reales, continuas y acotadas definidas sobre {1 .,

Otras caracterizaciones de la topologia débil pueden --
verse en Billingsley (1968) th. 2.1. y Apéndice III y en Partha
sarathy, (1967} th. 6.1., p. 40).

Aparte de la estructura topoldgica ({1, w) posee tam--
bién estructura de espacb de mixtura, consecuencia de considerar
a n* como un subconjunto de un espacio de medidas sefialadas -

o -aditivas y finitas sobre ({1 , B ), definiendo

(B +(1-4) @] (A) = « B(A) + (1-%) Q(A)
para todo «e[0,1] , P,Q €N vy AeP,

Lo anterior se puede generalizar a mixturas finitas, de
finiendo

(Z47)(A): 2« P(A)
i=d =

- X »
donde _Zd‘::'l , % >0 ; iz4,2,--,h; Pelfl y Aech
Lx4]

Definicidn 1.2.2. K*¢ £1* es convexo si es cerrado por mixturas
finitas,

Definicién 1.2.3. La envoltura convexa de un conjunto K", que re

presentarmos por co( K*), es el minimo conjunto convexo que con

tiene a K" o, equivalentemente,el conjunto formado por todas ~-
las mixturas finitas de elementos de K”,

Concepto importante en ciertas aplicaciones (véase el ca
pitulo 3.) no sélo de la Teor{a de la Probabilidad, sino también
de la Teoria de 1la Decisién es el de soporte de una medida de --
probabilidad.
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Teorema 1.2,1l, Sea L un espacio métrico y separable, y sea

P e 1 . Entonces existe un dnico conjunto cerrado Cp tal que:
(L) P (Cp) =1, (i1) si D es cualquier otro conjunto cerrado, =
tal que P (D) = 1, entonces Cpc D. Ademds Cp estd caracteriza
do por el conjunto de todos los puntos P& SL tales que P (0)> O
para todo abierto O que contenga a 9 .

La demostracién puede verse en Parthasarathy (1967, pp.
28-29).

Este teorema sugiere como definicién de soporte de una
medida de probabil'idad la siguiente

Definicién 1.2.4. Al conjunto cerrado Cp del teorema 1.2.1., se
le denomina espectro o soporte de P y lo representaremos por --
Sop (P).

El concepto de soporte de una distribucién de probabili
dad puede extenderse a espacios topoldégicos arbitrarios, como -
puede verse, p.e., en Ardanuy (1979). No obstante, para casi to
das las aplicaciones a la inferencia paramétrica y no paramétri

ca, es suficiente el considerar espacios métricos.

Con relacién a la operacién de mixtura, -operacién que
se extiende de manera obvia al caso de mixturas numerables- es
interesante el teorema siguiente, que como se verd en el pard--

grafo 2.3., teorema 1.2.12, es un caso particular de éste.

Teorema 1.,2.2. Si c(i> 0 para i =1,2,..., entonces

Sop (2 % B )= M sep (%)

(ST

"

Demostracién. Como x> 0, se tiene que para todo i, sop(Pi) <

ol
c sop ( El Ay Pi) y, por lo tanto il--Jl sop (Pi)c sop(glai Pi)'
Como el soporte, por definicién, es cerrado, se tiene que

o0 -3
Z sop (P) < sop (< =
i=1 1 i=1

1 Py)
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b )
Reciprocamente, supongamos que @ € sop (iz___-l"(i Pi)' Si 9* (W) sop(Pi),

=1
existird un abierto O que contiene a 9 , tal que Onim=¢,
Esto implicaria que para todo i, Onsop(Pi)=¢ y esto, a su vez,

que P, (0) = 0, y de aquf{ finalmente que
20

1}':'1'*1 P, (0) =0

o)

lo que contradirfa el que D ¢ sop(:'_z=1 °\’i Pi)°

A partir de ahora representaremos por F* el subconjunto
de ¥ formado por todas las distribuciones cuyo soporte es fi
nito, es decir, P& F"si y todo si,

P= .Z"‘_'di JT?"
iz

h
con neée IN , ;>0 , %di=4 Yy Cg_es la medida de pro-
[
babilidad concentrada en 9P; , decir,

A si .
Js.(B):{ f %eB
‘ To si 948
para todo BeJ3 .

Claramente sop (P) = {9;, — % (] .

Si, como es costumbre, identificamos S;e NR*con e S0
entonces ()l puede ser considerado como un subconjunto de n* .
En particular {1l c FJ

La propiedad mds interesante, de F'es que es w-denso en
0* |, propiedad que, segin sefiala Billingsley (1968, th.4, p.
237) es vdlida para espacios métricos no separables, Otra demos
tracién puede verse en Parthasarathy (1967; th. 6.3., pp. 4h-45),

Teorema 1.2.3. P = ol

Este resultado nos va a ser dtil a la hora de probar --

otros resultados, mds adelante.
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A continuacién damos una propiedad importante del con--
junto de todas las distribuciones de probabilidad sobre (f2,/3)
cuyo soporte es todo el espacio L ., A dicho conjunto lo deno
minaremos ﬂ**, segin la notacién del capitulo 3., y se defi-
ne por

Q% {pen2*; sop(P):02}

El teorema que damos a continuacién es mis general que
los 2.3.13. y 2.3.14, en el sentido de que no supone que J2L
sea compacto. Sin embargo, no cubre los demds casos del teorema
2.3.14.

Teorema 1.2.4. Si {] es un espacio métrico separable, entonces

>+ _ __(Z""

Demostracién.Claramente _(Q*+ &~ (1* . Para demostrar la inclu-

8ién contraria supongamos que P& o y que, sin embargo P& _O»* .

Vamos primero a demostrar que 1 < .(7_*4- + En efecto,
por ser ] separable existird un conjunto numerable ﬂoc 0

que es denso en ﬂ « Sea .Q.o= { 9.»7 g ne N } . Entonces
para todo P, e L1 existird una subsucesién { ¥, Yy — D, ,

- .
con 9, € 1, .Sea P = 2;‘?; &p" con pl>o0 para
todo 1,n= 4,2,... y “=.P:\ =1 , tales que :1'.:" Fr“: 1,

Entonces se tiene que por una parte sop (Be)=dL | 8% ser N,
denso en ) , y por otro lado {P.{— J‘ao , cuando {-> «@ ,
con lo cual d-v"e H**.

+
Como {P'] y ﬂ‘ son conjuntos convexos, cerra

dos y disjuntos, existird una funcidén continua y acotada ¢ € CA (K1)

j;df’(c
J¥JQ>C para todo Qe O

y una constante ¢ tales que

»
como 5-9 e £1'7  para todo D€ SL , como acabamos de probar, -

se deducirfa, de la segunda de las desigualdades que
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{(9):&11& >c ) para todo Pe {1 y, como Pe 0"
y la integral es monétona, resultarfa que ]I:iP.> c scontra-
diciendo la primera desitualdad.

Este teorema estd emparentado con lo que Lindley (1981)
ha denominado ley de Cromwell y que en esencia consiste en que,

aparte de los axiomas de coherencia, la probabilidad subjetiva
prescrita por dichos axiomas ha de ser tal que no asigne proba-
bilidad nula a ninguno de los estados de la Naturaleza. Esta ob
servacién expresada en términcs rigurosos afirma que las distri
buciones a priori "coherentes" han de tener como soporte todo -
el espacio paramétrico. Fl Teorema anterior nos asegura que cual
quier distribucién a priori puede ser aproximada, en condiciones
muy generales, tanto como queramos (en el sentido de la conver-
gencia débil) por distribuciones cuyo soporte sea todo el espa~
cio paramétrico.

Definicién 1.2.5. Un subconjunto K'de £1* , se dice que es (uni

formemente) ajustado si para todo €>0 existe un compacto K €
tal que P (K¢ )> 1-¢ para todo P& K",

La relacién entre subconjuntos ajustados de medidas de -
probabilidad' y los subconjuntos de £ relativamente compactos
en la topologia débil, viene dada por el teorema de Prohorov qu
damos a continuacién y cuya demostracién puede verse en los li--
bros de Parthasarathy (1967) y Billingsley (1968).

Teorema 1.2.4a. Si K* es uniformemente ajustado, entonces es re-

lativamente compacto, es decir, K* es compacto.

Teorema 1.2.4b. Sea X2 completo y separable. Si K" es relati-

vamente compacto, entonces K"* es uniformemente ajustado.
Como consecuencia del teorema de Prohorov se tiene el

Teorema 1.2.5. Sea {1 un espacio métrico, completo y separable
Si K" es relativamente compacto, entonces co(K') también lo es.
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Demostracién, Por el teorema 1.2.4b. para todo € >0 existe un
compacto K¢ tal que P (Kg )> 1-¢ para todo P & K7 Sfe.a ahora --
"
» = Z =} =
Q & co (K*), es decir, Q E1*y Pyrcon x>0, £.% =1,y

Pié X” Entonces se tiene que

n "
Q(kE): 2 4 R (“g)>;"(é (4'2): 4-g
[£Y] =y

cualquiera que sea Q € co (K™, Entonces co (X") es uniformemen
te ajustado y, por el teorema 1.2.4a., co (K*) es relativamente
compacto.

Como corolario de este teorema se tiene el andlogo de -

los teoremas de Mazur y de Krein- &mulian para espacios de Banach.

Corolario 1.2.1, Sea {1 métrico, completo y separable. Si K*

es compacto, entonces co (K*) también lo es.

Antes de incuir la experimentacién en el modelo de deci-
sién con informacién parcial, vamos a estudiar las propiedades
del operador de Bayes, considerado éste como el que transforma
probabilidades a priori en probabilidades a posteriori, una vez
observado el resultado del experimento. Para ello serd necesari
una formulacién suficientemente general del teorema de Bayes, =

como la dada, p.e., por De Robertis y Hartigan (1979).

Teorema 1.2.6. (de Baves) Sea { Py, 96N una familia de medidas
de probabilidad definidas en ( X , 3 ), dominada por una medi-
da O -finita v vy sea f (x/@ ) = %'::2(%2 . Si P es una distri
bucién a priori sobre (£2 ,P ) y si f (x/9 ) es Ax P medible,
entonces la dnica medida de probabilidad en (¥ x 2, Rx B) -
que tiene como marginal P y como distribucién condicionada regu
lar { P‘D H ‘Bt.ﬁ» dado B es 1la medida de probabilidad Q

con densidad f (x/® ) respecto de y x P. Ademds la distribucién

condicional regular de Q dado AR , tiene densidad

£(*19)

juumaPW)
n

(2.1 )

respecto de P.
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A dicha probabilidad a posteriori la representaremos por
P_. Nétese de (2.1 ) que P_ es absolutamente continua respecto
de P para casi todo x e X (v).

A partir de ahora supondremos fijo y conocido el resul-
tado experimental x € )E . A la aplicacién de £ en 1)? que ha
ce corresponder a cada distribucién a priori P la distribucién
a posteriori Px la denominaremos operador Bayes y la representa
remos por B_ (P) = P_.

Es a las pro-piedades de este operador, en relacién con
el concepto de informacién parcial y con el de soporte de. una =
medida de probabilidad, a lo que vamos a dedicar el resto de es

ta seccidn.

Ciertas propiedades del operador, en particular las re-
ferentes a la continuidad débil de Bx y las referentes al sopor
te de la distribucién a posteriori, van a depender bfdsicamente
del comportamiento de la funcién de verosimilitud. Otras propie
dades, como las de tipo algebrdico, son completamente generales.

No tratamos en esta memoria, sin embargo, el caso parti-
cular de que la familia de distribuciones a priori esté dominada
por una medida ¢ ~finita, caso en el 'que pueden obtenerse resul-
tados mds precisos. No obstante los resultados presentados son -

algo m4s generales que los dados por Girén y Rios (1981).

Obsérvese que en la férmula de Bayes, (2.1 ) el denomi-
nador no puede anularse si la férmula ha de tener sentido, es de
cir £ (x/p) # O. Esto supone que f (X/9 ) no puede ser idéntica-
mente nula para muellos @ < sop (P), hipétesis tdcita que asumi

remos de ahora en adelante. Si representamos por (1 _ = {#; {0v8)>0Y

la observacién anterior equivale a que sop (P) N _flx=# Py en -

este caso, unico en el que tiene sentido la férmula (2.1 ), dire-

mos que la informacién muestral y la a priori son compatibles.

El lema que sigue es un caso particular de la férmula de
Bayes generalizada que se dard en el parigrafo 2.3, al tratar de
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los modelos jerdrquicos, pero lo damos aquf, pues permite dar -
una demostracién sencilla del teorema 1.2.7.

n .
Lema 1.2.1. Si P = g‘ «« p* con 20 3 iz 1,,..,"
y Z" o= 4 , entonces

1=

RrBal(B) = Z o (x) Bu(BY) = Z () B

donde ; (x) z —= (x/pi ) %0 son tales que

fxre)s [sxra)ap(s) = Z xi f (x/E)
n

Demostracidén. De la férmula (2.1 ) se tiene que para todo Be T3

[ £(=/®) 4 P(9) £ o [$6/0)aPi(a)
P, (B): —2 g L =
F(xIP) f(x/P)
_nflve) B (B)

-

fx0P) z F i B (B),

De las definiciones se tiene que o;(x)> O ¥ que £ oy (%)= 1,
iz

Teorema 1.2.7. Bx transforma conjuntos convexos en conjuntos ca
vexos, es decir, si K* es convexo K; = B_ (k") también b es. Ade
més Bx transforma distribuciones extremas en distribuciones ex--
tremas, es decir, si P es una distribucién extrema de K*, ==

- - _ »
Px = Bx (P) es una distribucidn extrema de Kx = Bx (k).

Demostracién. Sean Px' Qx & K;y sea 2 e [o t] . Hay que pro
bar que AR + (1-2) Q€ K% sy 0 10 que es lo miswo que exis

te un R ¢ K® tal que B_ (R) = AP, +(1-2)Q,. Por definicién exis-
ten P,Q € K" tales que P_ =B_ (P) y Q_=B_ (Q). Si ahora defi-
nimos

o = 2t(x/1Q)
A4(x/R) + (1-2) £(=]P)
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se tiene que o € [0,1] . Por ser K" convexo se tiene que ==
«P+ (A-4)Qe k*® . Si ahora definimos R = « P 4+ (l-«) Q & K",
por el lema 1.2,1. se tiene que

By(R) = A B + (1-2) Qx

Para demostrar la segunda parte sea P & K: , donde K:
designa el conjunto de puntos extremos de K'. Yy supongamos que
P_=B_ (P) no fuese extremo de K. . Entonces existirfan -
Qx,Rx ek ¥ 26 (0,4) con Q,t Ry tales que

Pe=2Q + (1-2) Ry

Por el lema 1.2.1. existirfa un « definido por

A€ (x/R) € (0.4)
A£(v/r) + (1-2) £ (x/Q)
donde Q,R e k¥ son tales que Bx(Q)zQx , B (R)= Ry
tal que P:«Q + (1-«) R con R34 y lo cual implicar{a queP
no seria punto extremo de K*. - .

Como corolario de este teorema tenemos el siguiente re-
sultado

Corolario 1.2.2., El1 operador de Bayes Bx conmuta con la opera--—
cién de envoltura convexa, es decir,
By (co(k®)) = co (B (K?))
Demostracién., Por ser k"< co (k") se tiene qua B, (K")c Bilcoix)
y como por el teorema anterior By (co (k")) es convexo, de
aquf que ¢o (Bx (k*) )< Byx (co (k%)) .

Reciprocamente sea . € B,(co(k™) ) . Entonces existir$
un P¢ co(k”™) tal que Px = BL(P) . Por ser Pe co(k"),

existirédn i?‘,...) Ple k™ v o330, t=z14,..n con iiyd': =1
n .
tales que P- = d‘; F'
i=4
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Por el lema 1.2.1.

P,z B, (P)=z Z LD F

donde P; & Bx(K“) , luego Py & <o (B« (K’.)) . De las
dos inclusiones se sigue el corolario.

El teorema que sigue establece que, bajo restricciones
muy suaves en la funcién de verosimilitud f (x/9 )y B, es un ope

rador continuo de (2", w) en s{ misme.

Hipétesis 1.2.1. La verosimilitud f (x/9 ) es una funcién conti-
nua y acotada de 9.

Definicién 1.2.6. Al conjunto de puntos del espacio paramétrico

donde la verosimilitud es estrictamente positiva lo representare
mos por ), = {BcQ; {(x/9)>0 } y a la clausura de este con
Junto lo denominaremos soporte de la funcién de verosimilitud,

—

a saber, (Zx.

Teorema 1.2.8. S1 £ (x/@® ) satisface las hipétesis 1.2.1., en--

tonces Bx es un operador continuo de (.Q.*, w) en si mismo,

Demostracidén. Si {P.*‘] > P hay que probar que B,(P")&Bﬂ (P)
é simplemente que {P*j*> P , donde P;‘ =B (P') y Px=B,(P)
Esto es equivalente a probar que para toda g ¢ CA (1) se tie

ne que

Jg’dP;-_.)fg'dPx
a Ja

Por el teorema de Bayes se tiene que

dP";__Ml__dP‘ AP, = -@'("/9)
* f(x/P) d T TP "

y por lo tanto todo se reduce a probar que

g (9) +(»/9) dapt - 2(9) £(«/9) AP
f(x/P*) £(x1P)
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lo cual es consecuencia de las siguientes desigualdades:

f __8(9) $(/%) 4pa g(9) £0?) d?, -

x/P%) 406/P)
-” T 669 yps_ [ _£(®) 1x/9) th' SO (9 ,p _j LTI
L(=17P%) L(x/P%) £(x/P%) $(x/?)

y ¥(/ “) Ug(w‘q'/’)"“’d Iftf)ﬁtulv)dpl

+ —1 f.;(x JP4) = §(2/P) |1 G (9)] £6/9) d P
{(x/) £(x/P%)

El1 primer miembro de la desigualdad tiende hacia cero -
por ser la funcién g(P)Ff(x/®) continua y acotada por la 1i
pbtesis de que {piy-—> P , mientras que el segundo miembrs
también tiende hacia cero por ser g(“!#{!l") acotado y jor
ser {(x/P*) —> £(xIP) ya gque

4] - x x . X P
£(2/74) = Jj‘ [9ldPt v f(v/E) fn{( /9)d

y por ser 4(x/%) continua y ({P*y—> P » resulta que

| fove)- BN — 0,

Corolario 1.2.3. Bajo las hipbtesis 1.2.1. el operador de Bayes
conmuta con la operacién de clausura débil para la clase de los
conjuntos de n" que sean relativamente compactos, es decir, -
si X* es relativamente compacto, entonces Bx(K*¥) = Bx(¥*)

Demostracién. Por ser Bx continua siempre se tiene que Bx( K)e

¢ Bx(k*) . Por otro lado, de ser K"c w* se tiene que -~
Bx (k) ¢ Bx(Kk") y como K° es compacto y B, contirua

Bx (k*) es compacto y por lo tanto cerrado; luego de la tltima
inclusién se tiene que By (k%) < Bx(k™) » ¥ por lo tarto

Bx(K*) = Bx(k¥) .

Corolario 1.2.4. El operador de Bayes, bajo las hipbtesis 1.2.1.,
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‘'

transforma conjuntos relativamente compactos en conjuntos rela-

tivamente compactos,

Demostracién. Si K* es relativamente compacto, Bx(K") también
lo es, pues por el corolario anterior 5;‘—(?:)3 B,((K—’-) y
como K® es compacto y B, es continua B, (Z") es com-
pacto.

Teorema 1,2.9. Si  f(»/®) cumple las hiptesis 1.2.1. y si 12,
es el soporte de la verosimilitud, entonces

sop (Bx) = sop (2) N {Lx

Demostracidn.,
a) sop (R) < sep (B) N L,

Sea 90 & sop (Yx) . Entonces 9, & sop (?) pues caso -
contrario existirfa un abierto de 9, , E(‘P,) tal que --
8(@») Nsop(P)= @ y esto implicaria que P(£(%))=0 vy co
mo P, << PP se tendria que 2 (£(%)) =0 , que contradice -
el que P, € Sop (Px) . Ademds B, ¢ £, pues caso contrario,
existir4{ un abierto de 9, , U(?,) tal que para todo T ¢ U/‘Po),

fi(x/9) =0 y eato, a su vez implicaria, por la férmula de -
Bayes (2.1 ) que B, (U(B))=0.

b) Reciprocamente, sop ( P) N, c SOP(P*’.).
Sea 9, ¢ sop (P)nN 5)( , ¥ supongamos que U, dsop(R), .

Entonces existirf{a un abierto 0(90) conteniendo a Gy tal que
P (0(90)) =0 . Ahora por la férmula (2.1.) se tendria que

- 1 = 1 ! (x P(g) "
P, (0(®B))=0= ; f((x/o) d P(9) f0v/8) d
(0(#.)) iore) Jogg, (x/P) L(@-)nn.

y como O(®) N 2y es un abierto, (por ser flx =}9; {(x/9)>0 }

y *’(1/9) continua), no vacfo que contiene a ¥; y por ser
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P(o (9:,) N Lx ) >0 se tendria que £(x/®)= O para todo ==
Pe O0(B)N Oy y esto implicaria que 9, 4} —Ex , contradic-
cién que demuestra el teorena.

Corolario 1.2.5. Si .;(X/V) es continua, acotada y su soporte
es todo el espacio paramétrico, es decir -ﬁx = {2 y entonces

sop (Px) = sop (P) .

Como consecuencia del teorema anterior también ase tiene
que el operador de Bayes transforma distribuciones con soporte
finito en distribuciones con soporte finito. La demostracidén quw
ofrecemos no se basa en dicho teorema sino en una aplicacién sen
cilla del lema 1.2.1.

Teorema 1.2.10. B, (F*)c F*. Ademés si 2, =, entonces B,
restringida a F" es biyectiva.

Demostracién. La primera parte del teorema no utiliza en absolu-
to la hipétesis de que {(x/9) sea acotada ni continua, y es par
tanto més general que la que se deducird del teo;‘ema 1.2.9. Sea
pues Pg F* . Por definicién de F" se tiene que

o d
P=3 A P con 8 e,

1rq
Por el lema 1l.2.1l. seria

P =£ oA (%) C‘r«pi
ohi £(x/9)
donde ; (x) = ——ims‘—‘ ya que & (;W )= 59‘

como se deduce obviamente de la férmula (2.1 ) de donde B¢ F” y
ademds sop (Px) = sop (B) n 52, .

Si ademds (24 = S0 entonces {(*/8)>0 para todo
Y € Sl con lo cual de las férmulas

o« (x) - 2T
£678)

pueden despejarse las o; en funcién de las «; (x)y éstas, las o,
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serian dUnicas con lo cual B, serfa suprayectiva e inyectiva.

Como consecuencia de este teorema, se tiene el siguien-
te que pone de manifiesto el que la incertidumbre total no pue-
de reducirse por el muestreo siempre que el soporte de la vero-
similitud sea todo el espacio paramétrico, y ademds este sea --
compacto.

Teorema 1.2,11. S1 ) es compacto, entonces Bx es sobreyecti-
va, es decir, B, (Q") = Q* , siempre que la verosimilitud -

sea continua, acotada y estrictamente positiva en (2 .

Demostracién 1. Como 2 es compacto, es bien sabido que o

es compacto en la topologia débil. Por el teorema 1.2.3. se tie
ne que FF-0* y porlo tanto F" es relativamente compacto;

si ahora aplicamos el corolario 1.2.3., se tiene que

——

Bx(Q®) = By (F¥F) = BL(F*) = F# = Q°,

donde la penidltima igualdad es cierta por la segunda parte del -

teorema 1.2.10. por ser 8, restringida a- F' suprayectiva.

La segunda demostracién utiliza bdsicamente las mismas -
ideas teniendo unicamente en cuenta que £ y considerado co-
mo subconjunto de Nokd es precisamente el conjunto de los pun-

tos extremos de 2%

Demostracién 2. Por el teorema de Krein-~Milman se tiene que --
0* = co () . Por otro lado, por ser J{lx =f2 se tiene del teg
tema de Bayes (2.1 ) que B, (£2) =2 . De los corolarios 1.2.2.
y 1.2.4h., se tiene que

By (Q*) = B, (5 (R))= ¢ (Bx(2))= &5 (02) = 2%

Por dltimo como consecuencia inmediata del corolario 1l25.

se tiene el siguiente
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Corolario 1.2.6. Si la funcién de verosimilitud cumple las hiﬁé_

tesis 1.2.1, y si L2,= L) , entonces B, ("*)c Q"* .
Ademds si () es compacto, entonces B, (22°7) =0 .

A continuacién vamos a discutir brevemente la interpre-
tacidén e importancia de los resultados anteriores referentes al
operador de Bayes y al soporte de las distribuciones a priori y
a posteriori en relacién con la incorporacién de un experimento
de dimensién fija al modelo de decisién en incertidumbre parcial.

Sea, pues ({1, D,R jKk") un problema de decisién -
con informacidén parcéial, donde L es un espacio métrico sepa
rable, D un conjunto arbitrario de decisiones y R(‘B, ‘A) ’ -
la funcién de riesgo que supondremos continua en e 2 » Para
todo d € D y K" es un subconjunto no vacfo de JS2*

Por £ = (X’(ﬂ:)- Py ) designamos un experimento de dimen
sién fija, donde X es el espacio muestral, que generalmente
ser{a un subconjunto medible de IR” , R 1a S-41lgebra de bo-~-
relianos de X y {PBp; 9€n} una familia de distriby
ciones de probabilidad que supondrerios estid dominada por una me
dida ¢@-finita y(x) , y las densidades respecto de esta medi-

da las representaremos por

AR ()

$(x/9) = dv(x)

Si seguimos un procedimiento andlogo al andlisis en for
ma extensiva de los problemas a priori, dada por K', se trans--
formard, si el resultado del experimento es x, en la incertidum
bre a posteriori K = By () que denominaremos el tras-
formado_de K"gor el muestreo. Entonces el modelo o problema ori-
ginal se transforma en el siguiente (-n-, D, R}' K: ) y la solu~
cién de este problema serd, como en el problema original, el -~
conjunto de los elementos maximales de D , respecto del preér-
den generado por )’:ﬁ' , @8 decir,

d %, d' siysolosi R(P.,d) € R(Px;d')



35.

para todo P, ¢ K* , donde R(fd) representa riesgo de Bayes de
la decisién deD  respecto de la distribucidn a priori P ,

a saber
R(B,d) = [R(3,d) P(49)
ey

En el capftulo 1. vimos como las operaciones de envol-
tura convexa y de clausura debil no alteraban el preorden par
ial ,7.',‘. siempre que la funcién de ri-sgo R(®d) fuese con——
tinmua en 9 y acotada para toda de¢D . El corolario 1.2.2.
muestra que -8in necesidad de afiadir hipétesis alguna sobre
la funcién de verosimilitud- el operador Bayes conmuta con la
operacién de envoltura convexa, lo cual concuerda con nuestro
»andlisis en forma extensiva del modelo de decisién con in-
certidumbre parcial®™, ya que tanto K’, como By (co(k%))generan
el mismo preorden parcial. Sin embargo el corolario 1.2.3. im
plica que la operacién de clausura dSbil conmuta con el opera
dor Bayes, en principio, cuando la informacién parcial k* vie
ne dada por un conjunto relativamente compacto y esto supo —~
niendo que la funcifén de verosimilitud cumplies:s las hipéte-~
gis 1.2.1.. En general, solo se tendrd, por la continuidad de2
operador Bayes, que Byi(K")c B«(K') y que B,(K*) serfa adhe
rente a g;(-_K_') , ¥ por lo tanto generarfan el mismo preor -
d2n.

Esta observacién muestra que el opsrador de Rayes no
transforma, en general, cerrados en cerrados como serfa de de
sear (compar:se con el desarrollo axiomdtico de Girén y Rios
(198 ) con el que la incertidumbre a posteriori dado un suceso
A no nulo, viene tambien representada por un conjunto carrado
de distribuciones de probabilidad pero finitam:nte aditivas).
Sin embargo si k* es cerrado -sea 0 no compacto~- entonces los
conjuntos Bx(k*) ¥y m“) generan el mismo przorden a poste-
riori.

Por otra parte las distribucione: del conjunto B,{K*)\ B.(K’)
no pueden obt:n.rse aplicando la formula d2 Bayes, de ningu-
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.na distribucién de probabilidad a priori propia, aunque se-

rian 1fmites débiles de distribuciones a posteriori., Estas
ideas podrian servir de fundamento teérico al tema, d= im -~
portancia en 2stadfstica bayesiana, de las distritbucicnes a
priori de ref-rencia o no ioformativas impropias (vease p.e.
los trabajos de Jaynes, en esps=cial, Jaynes (1980)).

En relacién con la llamada ley de Cromwell, ya expuesta
en la interpretacién del teorema 1.2.4., merece la pena sefig—a
lar que si se cumple que sop(P )= 2 para todo Pe kK* , en-
tonces siempre es aplicable la férmula de Bayes (2.1) ya que
la informacién a priori y la informmeién muestral son compa-
tibles, y ademas, por el teorema 1.2.9., siempre se tiene que
sop(e)= X1, para todo Pe K* |, y caso de que (L, = 2 como
ocurrs, p.e., en el caso de muestras de la familia exponencial
se tiene que el operador Bayes comserva el soporte de la dis-
tribucién a priori lo cual es importante a la hora de saber
8i una dscisién es admisible mediante la aplicacién del teo-
rema de Blyth (1951).

Por dltimo,sefialar que el tratamiento del modelo a pos-
teriori (., D ; R, K% ) es exactamente andlogo al del mo-
d2lo a priori (L , D 3 R, ) y que no tratamos el proble-
ma de estudiar el comportamiento de K’ a medida que la in-
formacién aumenta.

1.2.3. Modelos jerdrquicos.

El considerar que la informacién a priori puede repre-
sentarse en varias etapas mediante la introduccién de los lla-
mados hiperpardmetros ha sido comsiderada en la lit.ratura es-
tadfstica en relacién con los métodos bayesianos y con los lla
mados m€todos empfrico-bayes, en el tratamicnto de probl:mas
espec{ficos. E1 objetivo de este pardgrafo es simplement: el
estudio tedrico de estos modelos y su incid-ncia en los prob-
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lemas de decisién con informacién parcial.

Consideremos pues, el caso de un problema de deccisién
con informacién parcial (£ , D ;3 R , K* ) donde L2 es un
espacio mftrico separable y K¥ es un subconjunto de 0¥ que,
sag¥n es bien sabido tambien es un espacio métrico (con la mé-
trica de Prohorov) separable ( vease p.e. Parthasarathy (1967)
Th. 6.2., p.43, Varadarajan (1961) o Billingsley (1968) Th.S.,
pp. 237-238). A lo largo de todo este pardgrafo tambien supon-
dremos que la funcién de riesgo R (¥ ,d ) es continua y aco-
tada en P para todo dé D . Si Pe K” el riesgo asociado a es~
ta distribucién a priori y a uma funcién de decisién deD
viene dado, como de costumbre, por

R(P.d) = [ R(2,4) P(d9) (2.2)
el

La idea fundamental de aleatorizar en los problemas de
decisién es gimplamente convexificar el espacio correspondien=~
te2, en nusstro caso . , mediante la introducciém del conjun-
to Q" que es convexo y cerrado. Hemos visto en el primer capf
tulo que las operaciones de envoltura convexa y de clausura
respecto de la topologfa d=bil no alteraban el preorden gene-
rado por la informacién parcial K" en el sspacioc de las deci-
giones, Asf, sin pfrdida de generalidad supondremos que K*
es un subconjunto convexo y cerrado de Q*

Si ahora consideramos el problema de decisién en incer-
tidumbre dado por [ =( K* , D, R, ), donde R, esta definida
por (2.2) como un nuevo problema de decisién donde 2 ha si-
do sustituido por k" , informacién >parcial sobre los nuevos
estados de la Naturaleza vendrd dada por un subconjunto de 2%,
que tambien representaremos (v&ase al final del capftulo 3.)
por Y (£ , B(* )), donde Q"* es el subconjunto de to-
das las m:didas de probabilidad definidas sobre =1 espacio me-
dible (", P (L* )), donde B (02" ) es la ¢ -4lgebra de
Borel engendrada por los azbiertos de 2 dotade de la métriea
de Prohorov, $, de £1" . Obsérvese qus por los mismos teo-
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remas anteriormente mencionados (2™ es tambien un espacio mé-
trico separable con métrica de Prohorov f, , es decir,en nues-
tro caso, las propicdades iniciales de fL , es decir, el ser
métrico Yy sz2parable s va hersdando en las sucesivas ztapas,

Analogamente se definird Q*** y as{ sucesivamente. Por
lo que a continuacién veremos es suficiente considerar las dos
primeras etapas de ¢ste proceso. De hecho si hemos restringido
la informacién parcial en le primera etapa al subconjunto K*
de Q1" , es suficiente en la segunda etapa considerar unica-
mente subconjuntos de /Y ( k* ,J3 ( K* )), cuya significacién
es obvia. En este caso /Y ( k*, A ( k* )) serfa un espacio
polaco si ademas imponemos a N 1la hipétesis de ser completo,
propizdad que tambien es h:reditaria en las sucesivas etapas
del modelo jerdrquico. Si representamos por K"& /Y (k* ,B (k"))
la informacién parcial de segundo ord:n, correspondi:nte a la
segunda etapa del modelo jerdrquico, tendremos el nuevo prob-
lema [} = (K>, D , R ) donde R, viene dada por

R pd) = [l A pAP)  (23)
para toda /uek"'. N

Asf como la funcién R, ( P , d ) es una extensién de
R (9 ,d ) que es necesaria si Sl no es inicialmente conve-
xo, la funcién R,( M ,d ), es una extensibn de R, (P ,d ),
pero que de hecho no es necesaria desde el punto de vista teéri
8o pues la convexificacién de Sl ya se ha conseguido en la pri
mera etapa. Esto nos conduce directamente al concepto de bari-
centro de una distribucién

Definicién 1.2.6. Se denomina baricentro de la hiperdis-
tribucién /ue.n_" e la medida de probabilidad Que £* Qdefinida
por :

Que) = [ B(8)par) (2.4)

para todo Be B(52),
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y lo representaremos Qﬂ = bar (/4 ).

Es sabido que P ( B ) es una funcién medible de P pa-
ra todo Be B (L ) ( vease p.e. Jagers (1974) y final del ca-
pl{tulo tercero de esta memoria), con lo cual la definicién
(2.4) tiene sentido,

Teorema 1.2.12. (de marginalizacién). Si K" es un sub-
conjunto convexo y cerrado de £1° y si me M (Kk*,B(k*)) en-
tonces @ = bar (/~ Ye k* § R,(/«,d) = R, (Q ,d ) para
toda de D.

Demostracién. Demostremos en primer lugar la segunda par-
te del teorema que es independiante de la prim=ra. £n efacto,
se tiene que

R (@,d) :jﬁn(o,d) Q(d49) - /S{z(g,d){gf(d?)/u (4P)} =

H \ (dP) = | R (Pd) (aP) = R (M, d),
RULOLINCLE (LY y

art a

donde el cambio ds orden de integracién se sigue del t:or:me
de Fubini si R (9 , 4 ) es medible Pox D .

Para demostrar la primeia parte supongamos que Q¢ K*
entonces los conjuntos {QY ¥y K* serfan convexos, cerrados y
ademas 4QY serfa compacto de donde se deduce que existe
una funcién continua y acotada {o €(CA(fl) y una constante e,
tales que

thoda < ¢,

y J1odP > o
a "
para todo Pe K* . Ahora bien Lf" (®) Q(d?) N j_rf° ! :M?’/‘(‘W)z

= | U;omp(dv))ﬂldﬂ > fkco/‘ (dP) = ¢,
[N *

2
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contradiccién que demuestra el teorzma, Observese que el cam-
bio de orden en la integral doble es 1fcito en virtud del teo-
reme. de Fubini.

Este teorema pone de manifiesto que desde el punto de
vista del problema de decisidn considerado al prinmcipio no es
necesario en los modelos jerdrquicos mfs alld{ de la primera eta
pe pues si p.e., la informacién parcial associada a un problems
de decisién viene dada por la sucesién K, k[%....., K, " don-
de K " ek , B(KLTT)) basta aplicar el princi-
pio de marginalizacién del teorema anterior e ir sustituysndo
cada conjunto k" ~*  por el de sus baricentros comenzando por

k?--& .

Desde el punto de vista prdetico el problema antzrior se
ve reducido en el caso de qu2 los subconjuntos de informacién
parcial del modelo jerdrquico { K/, K;%.....,K, "} fuesen
compactos, aplicando la t-orfa de los baricentros de Choquet
segun la cual en la stapa i-Ysima unicamsnte habria qus con-
siderar el conjunto JJj (Kl B(ke™ ")) dome K27

2g el conjunto de los puntos extremos de K’:."" .

En relacién con los modelos jerdrquicos y el concepto de
soporte de una hiperdistribucién, tiene interes el teorzma si-
guiente, que es una generalizacién del teorema 1.2.2.

Teorema 1.2.13. Si @ es el baricentro de /A , enton-
ces se verifica qu=2

sop(Q) = U sop(P)
Pé sop (4}

Demostracibn. §i F,e sop (M ) entonces sop (B) <
sop (Q) . En efecto, sesa Q,¢ sop (P )y Esto implica que pa-
ra todo abierto ¢ (®,) es P (% (%))>0. Entonces ss tiene

oy . aP) > | Plei@n M (aP) >0
que Q(i(%)) _L.P(i(? ))/u( jo(a) 2 '
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donde O(P,) es cualquier abierto que contiene a P, y por hi-
pbt-sis M (O(R))>0 , de donde se sigue que O (€(9,))>0
y por lo tanto 9@ & sop ().

De aquf se deduce que | sop () ¢ sop (Q) y como
Bé sop(p)

sop (@) es cerrado se sigue que

Usop () ¢ sop (Q)
Pé sep(p)
Reciprocamente, si P& sop (Q) y se tuviese que
@ ¢ Usop (P ), existirfa un entorno ¢ (®) tal que
Pesop(p) °

€,(9) N U sop (P) =g , y esto implicarfa el que
Pelop i) .

P(€(9)) = 0 para toda P& sop (/4) , ¥ de aquf que

Q(%(®)) = [ Pl (M) p (dP) = [ P e, (B)) p (4P} <0
o Sop (p)

contradiccion qu2 demu:-stra el teorema,

Consideremos ahora, como la incorporacién de un expsri-
mento £ = (X ,%, Bp; €52 ) con y Py, 62y domi-
nada por la medida ¢ -finita v , siendo f(»®) las densida-
des de P, respecto de V, afecta a los mocelos jerdrquicos, .
Por lo que acabamos de ver, vamos a considerar unicamcnte dos
etapes, siendo extensiones de nuestros resultados a mds etapas
andlogas a las dadas. Como hemos supuscsto en todo el capftulo,
supondrzmos fijo el resultado experimental X .

El modelo inicial (£ ;D , R, K') se transforma en el
modelo a posteriori (£ ,D , R, k%) donde K} = B,(K") y
el operador Bx queda caract:rizado por la v:urosimilitud £(x19)

a travds de la férmula (2.1).



X

42,

Veamos que ocurre con el modelo jerdrquico de segundo
orden [} = (Kk* , D, R, ) tras la observacién del r-sultado ex
perimental xe X . '

la primera cuestién es extender la funcién de v:rosimi-
litud de £2 a 2" de un modo coherente. Aquf propon=mos la si
guiente definicién, que es una generalizacién por mixturas de
la considerada en inferencia cuando se consideran modelcs con-
taminados.

Definicién 1.2.7- Si g= (X , R; R ,9¢2) es un ex-
perimento y £(x/9) es la funcién de verosimilitud, se define la
funcién de verosimilitud gensralizada y la repres:ntaremos por

{(x/®) 2 la funcibén definida en 9* por

§0x/) = [£(x/9) P(9) (2.4)
2

Observese que si {(</?) satisface las hipSt:sis 1.2.1.,
entonces {(»x/P) es tambien una funcidn acotada y continua
de P  respecto de la topologfa d4bil. Ademas si P = dy

entonces £ (*/§)=f(xi9) .

Si ahora consideramos la segunda etapa del modelo jerdr-

quico [, = (k*, D, ®), este se transformard en [}, =
= (K} , D, B) donde K'Y se obtendr4 de la férmula de Bayes
aplicada ahora tomando como €spacio paramétrico n" y co-
mo nueva funcién de verosimilitud {(x(®) .

Segin esto si la hiperdistribucién M € K** | la hi-
perdistribucién a posteriori /u‘; vendrd dada por la férmula

d oy (P) - {(x/P) (2.5)
dpm(P) jur/r’)/« (de)
JT.‘
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Observese que el denominador de la férmula (2.5) se po-
dr{a escribir, extendie=ndo de nueve la funcién de verosimili-
tud de 02* a N**por un procedimiento identico, como

Flep) = [ $018)pu(dP)
7k

y as{ sucesivamente en las diversas etapas del modelo.

La pregunta que surge de¢ forma natural es la siguiente:
Por el teorema de marginalizacién 1.2.12. podemos sustituir el
modelo de la segunda etapa dado por K" por el modelo de la
primera ctapa representado por K*= bar (K'.' ). Analogamente
podrfamos hacer con K%', sustituyendolo por bar ( K%,7) 4 Es
Ky = bar ( k%) ?

Otra pregunta mds concr:ta en el mismo sentido serfa la
siguiente: ; Si el baricentro de la hiperdistribucién a priori
M es @ , es el baricentro de la hiperdistribucién a pos-
teriori Mk, , dada por (2.5), B(Q ) ?

La respuesta a ambas preguntas es negativa. No obstante
existe una relacién sencilla entre B,(Q ) ¥y JMx dada por el
teorema siguiente que’ junto con (2.5) puede considerarse como
una generalizacién del teorema de Bayes. Obtszrvese  tambien que
si la respu:sta a la segunda pregunta fuese afirmativa, tam-
bien lo sarfa a la primera. Hacemos notar por dltimo, que este
teorema es una generalizacibn de1 lema 1.2.1..

Teoresma l.2.14. Si @ es el baricentro de la hiperdis-
tribucién a priori M , es decir @ =bar (m ), y Mx 25 la
hiperdistribucién a posteriori de m , dada por (2.5), enton-

cas

B (@) = [ Bx(Blux (4P)
n*

Demostracién.Sea Q,= B,( Q). Por el teorcma de Bayes
(2.1) tenemos qus para todo Be B
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. fB Hx19)QME)_ me)([‘_p(ao)/.\(.«p))

8):
x(8) fr@)y " £(x &)
. J:m(f‘f(ug) P(d®)u(dF) _ jn'p’(g) f(x1®) pu(dPr)
£(x/ Q) - fixlQ)

como | (x/p) = [F s puldP) = [ (] £0v®) Pla®)) (4 B) =

=jg(,/9)(l:(dv)) (dP) =fr(x/9) R (d9) = §(/ &)
£ s

sustituy:ndo arriba y teniendo en cuenta (2.5), rssulta finala
mente que )

Qx(8) = [ B (8) ux (dP) [ ele) (8) jax (4 P) .
o* nv :

Para obt:ner de este teorzma el lema 1.2.1., basta to-
mar M tal que sop ( M) = {P‘,....., e"y con /u({P':Y) =
=a ¥y P = bar (/h ), ya que la férmula (2.5) para <ste ca
so se reducirfa a

o; £(x/P)

A =
c(") T i

Otra generalizacién importante, desde el punto de vis-
ta de las aplicaciones, es el caso en que
k"= 4P (- ,¥); Yely

donde ¥ es un pardmetro que generalmente varfa en un subcon
junto ds Borzl de un espacio euclideo de dimensién finita. En
aste caso una hiperdistribuciédn a priori quedard caractzrizada
por una distribucién sobrz I, H( M), en cuyo caso la fér-
mula (2.5) adoptard la exprssién :

dH. (8) . {0yl
d# (1) [son)duc)
o
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donde H, (¥ ) es la hipsrdistribucién a posteriori del pard-
metro y

(0/1)= [ §(x19) B(49; ¥)
o
La distribucién a posteriori de la mixtura
G (d49) =/pz>(d9, r)di(r)

gseria

Q,(49) = ];P, (49; ¥) dH, (1)

donde las P (4% ; ¥ ) se calculan aplicando la férmula dé Ba-
yes (2.1).
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SEGUNDA PARTE.-

S-JUEGOS GENERALIZADOS CON INFORMACION PARCIAL.

Introduccidn y objetivos de esta segunda parte.

En esta parte tratamos los problemas relativos a la exis
tencia de soluciones cuasi-bayesianas y su relacién con los con
ceptos de admisibilidad y completitud a que dan lugar los preér
denes parciales asociados al concepto de informacién parcial tal

como se ha considerado en la primera parte.

La informacién parcial ha sido caracterizada axiomdtica
mente por Girén y Rios (1981). Sin embargo para los propésitos
de esta parte es mejor considerar la informacién parcial, bien
en términos de subconjuntos de medidas de probabilidad sobre el
espacio paramétrico o bien en términos de predérdenes parciales
en el espacio de las funciones de decisidén que, a su vez, quedan
caracterizados por conos ceonvexos y cerrados en el espacio de -
las funciones de riesgo asociado al problema de decisién con in
certidumbre parcial.

Ya se sefinlé en la primera parte que si el espacio para
métrico es demasiado general las dos formas de abordar los pro-
blemas de decisién con informacién parcial que acabamos de expg
ner, no son equivalentes, es decir, pueden existir en el espacio
de las funciones de riesgo preérdenes parciales dados por conos
convexos y cerrados que no quedan caracterizados por subconjun-
tos de medidas de probabilidad ¢ -aditivas, y por lo tanto no
corresponderian a problemas de decisidén con informacién parcial.

Nuestra teoria se podria extender al caso de que las pro
babilidades a priori consideradas fuesen finitamente aditivas -
siguiendo la linea de Heath and Sudderth (1972. 1978) y Sudderth
(1980). Aunque recientemente esta linea estd tomando un cierto

desarrollo, hemos preferido, al igual que en la primera parte,
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desarrollar la teoria basada en probabilidades ¢-aditivas., Y
es porvesta razén por la que en esta parte nos restringimos a -
los S-juegos. Enm Girén (1975, 1977) se dan razones por las que
los S=juegos generalizados son el vehiculo ideal para tratar -
una gran clase de problemas de decisién. Ademds las hipétesis -
sobre los S-juegos no pueden ser relajadas (en particular la com
pacidad del espacio paramétrico o la continuidad de la funcién
de riesgo) si queremos que los teoremas del capitulo 3. sean vé
lidos.

La expliéacién profunda del por qué estos resultados no

pueden ser mejorados estriba en el hecho de que los espacios --
C(2)y C(Q), dotado éste dltimo de la topologfa débil » -
est4n en dualidad, y de que ademds, C'(fl) es isométricamente -

isomorfo al espacio de las medidas finitas, regulares y signadas
sobre (1,5 ).

Una contribuciédn importante de esta parte es el estudio
de la polaridad estricta basada en un teorema de Klee (1955) y
que permite investigar la estructura de los problemas de deci--
sién con incertidumbre parcial, en relacién con el concepto de
soporte de una distribucién. Para establecer estos resultados -
son también fundamentales ciertos resultados de la teoria de los
baricentros de Choquet (1960), (véase también Choquet y Meyer,
1963), que comc vimos en la primera parte sirve de soporte teé-

rico para la construccién de los modelos Jerérquicos.

Como se ha visto en la primera parte, la incorporacién
de la informacién mediante la regla de Bayes nos trasforma un -
problema de decisién con incertidumbre parcial en otro andlogo,
donde ahora la incertidumbre parcial queda caracterizada por el
conjunto de distribuciones a posteriori que presenta las mismas
caracteristicas que el conjunto de distribuciones a priori, de
modo que los resultados de esta parte son independientes de si
el problema de decisién con incertidumbre parcial es con o sin

experimentacién.
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CAPTITULO’ 3.

DEFINICIONES Y CONCEPTOS FUNDAMENTALES.

Sea (f1,D ; R) un problema de decisidén en el que S1 es
un espacio métrico compacto y R (?, d) una funcién continua -
de P para todo d & D. Si consideramos la aplicacién:

p: D —> ((02)

definida por g(d) =R (9, d), 1a imagen de D por § es un -
subconjunto S de C ({1 ). -

Al par (£1 , S ) se le denomina representacién canénica
del problema ({1, D; R) o simplemente el S~juego asociado.

Segin esto un problema de decisién con incertidumbre par
cial, serd, a partir de ahora, una terna (12, S; K*), donde K*
es un subconjunto de (2% .

.Q' es como en la primera parte, el conjunto de todas --
las medidas de probabilidad g -aditivas y regulares definidas
sobre el espacio (42, B ).

K* engendra en C ({1) -y por tanto en S- una relacién -
de predrden parcial dada por

f&ﬁg'aiysolo-f fdPs/gdearatodoPéK'.
K
Es fdcil comprobar que la estructura de preérden sobre
C (f1) asf definida es compatible con la estructura de espacio
vectorial, es decir, satisface los dos axiomas siguientes (véa-
se p.e. Bourbaki, (1966}, p. 52).

EOl, f 2 g implica f +h 25” g +h cualquiera que
.4 K

sea h e C ({1),
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EO2. Si f X O entonces Af &, 0 para todo A2 0
K K

Con 1o cual C ({1) se convierte en un espacio vectorial preor-

denado y se tiene (véase Bourbaki, (1966} prop. 13).

Teorema 2.3.1, El conjunto de elementos K tales que son preferi
dos o indiferentes a 0, es decir,

x-{fec(ﬂ):r;o} (3.1)
K!

forman un cono convexo con vértice en el origen.

Reciprocamente si K es un cono convexo con vértice en -
el origen la relacién

f X & siy solo si f-gek
K
es una relacién de predérden en C ({1) y es 1la dnica que es com-
patible con la estructura de espacio vectorial para la cual K

sea el conjunto de los elementos preferidos o indiferentes a O,

Asi{ pues a cada K®* 1le corresponde un \inico cono convexo
K tal que

si ¢ i’ 8, entonces f -~ g K

Una cuestién interesante es saber cuando el predrden ge
nerado' por K* es orden. Esto en términos del K asociado a K" -
es ficil de saber. Mds adelante, cuando demostremos que K a su
vez caracteriza a K” (de modo tnico si K* se supone convexo y
compacto en la topologia débil, como se demuestra en el teorema
2.3.8.), daremos una caracterizacién de los érdenes en términos
de K" .

Definicidn 2.3.1. Si K es un cono convexo y con vértice en el -
origen, de denomina espacio de linealidad de K, y lo representa
remos por L (K), a la mdxima variedad lineal contenida en K.



Se demuestra (véase Bourbaki, (1966), pdg. 50), que  --
L(K) =K N(-K), vy que L (E) representa todos los puntos de -
C (1) indiferentes a O respecto del preérden dado por (3.1 ).

Definicidén 2.3.2. Un cono convexo K de ¢ (/1) se dice que es -
puntiagudo si KN (- K) = { oy .

Teorema 2,3,2, Una condicién necesaria y suficiente para que la

relacidn ,Z;* sea un orden parcial es que K definido por (3.1.)
£ .
sea puntiagudo.

Demostracién.Trivial.

Siguiendo nuestra investigacién de las propiedades del
cono K vamos a ver que la topologia de C ({1 ) es compatible con

la estructura de espacio vectorial ordenado.

Teorema 2.3.3. K es cerrado respecto de la topologia usual de -
¢ ({1) dada por la norma )

£l = sup|£f ()]
P2

Demostracién. Si la sucesién fné K,n=1, 2, ... es tal que -
fn} -~ f se tiene que ff‘ndPs 0 para todo n y para todo -
Pe K*. Como fn estd acotada, por el teorema de la dominancia -

acotada, se deduce que:
ffd?: llimf dP = 1m J-f dP <0
n n n n
y por lo tanto f € K.

Otra demostracién méds interesante y que arroja mds luz

sobre la relacién entre K y K" se basa en el hecho de que

K=nH;

P& K”
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donde H; = {f ¢ C (ﬂ); ffdP£ 0} son semiespacios cerrados,
con 10 cual K es cerrado y ademds por ser interseccién de semies

pacios que pasan por el origen es un cono convexo.

La dltima propiedad interesante de los conos K defini--
dos por (3.1 ) refleja el que K *c 01",

Definicién 2.3.3. Se denomina el ortante fundamental de C ({1),
¥y lo representaremos por Ko al conjunto definido por

K, =] fec (£2); £ (9)<0 para todo ‘Deﬂ.} .

Teorema 2.3.4, S1 f & Ko y Pe-n-* siempre se tiene que -
It‘dPS 0 y por lo tanto f z’v.O cualquiera que sea " 01,
K
Mds adelante veremos que este teorema es una consecuen-
cia trivial de la dualidad entre K y K*.

Seflalamos por dltimo que la restriccidén de que K*c n*
implica que el predrden ?’("’, definido en C-(£1) es no trivial,
que corresponderia al caso de que todos los elementos de C (.Q)
fuesen indiferentes, o, lo que es equivalente K = C (.ﬂ.). Este

>

resultado se puede expresar diciendo que -el preédrden ﬁ"‘ es com

patible con el axioma de dominancia fuerte.

Teorema 2.3.5. S1 f (@)>g () para todoPe Ll , y K estd de-
finido por (3.1 ), entonces f >” g.
K

Demostracién,Trivial.

Si denominamos g la clase de todos los conos con vérti
ce en el origen, convexos, cerrados, que contienen a Ko Yy no son
todo el espacio C (-Q) hemos visto que podemos establecer una -
aplicacién de ‘7‘)(.9..) enlg definida por

{’:K*——-)K
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donde K ={ fec (£); [traPs 0 para todo Pe K* }

y tal que f %; g€ 8iy solo si f-g € K.
Nuestro propésito ahora es estudiar las propiedades de

esta aplicacién. La idea bdsica es que la aplicacidn no es inyec
tiva como vamos a ver a continuacién, pero -y este es uno de los
resultados fundamentales del capitulo- si a K* le exigimos el -~
que sea convexo y cerrado en la topologia débil la aplicacién -
anteriormente definida es biunivoca con lo cual tendremos carag
terizada la clase de los preérdenes parciales asociada a los ~-
problemas de decisién en términos de la calse }: de conos de -~
C (11), més manejable a la hora de tratar los problemas de admi
sibilidad y completitud.

Antes de proseguir con este tema merece la pena seflalar
que la clase F' queda univocamente caracterizada en términos -
de axiomas de racionalidad (véase el Teorema 3.l. de Girén y ~-
Rios, 1981).

La clase de los drdenes queda ademds caracterizada en -
términos de los conos puntiagudos de L como afirma el teorema
2.3.2, y los predérdenes completos, que corresponderfan al caso
de que k* = {P} » quedan caracterizados por los semiespacios

de }:.

Teorema 2,3.6. Una condicién suficiente para que %@ sea un pre
érden completo es que K”= {P} 6, equivalentemente, que K¢ ;

sea un semiespacio.

Demostracién. Trivial. (M4s adelante en el teorema 2.3.10. se -
establece que esta condicidén es también necesaria, basdndonos -
en resultados de Girdn,(1977».

A continuacién y como predmbulo al teorema 2,.3,.,8, vamos
a ver como las operaciones de convexificacién y de clausura (reg
pecto de la topologia débil) de K* dejan invariante el preérden,
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Teorema 2.3,7, Si K" fl*, co (K*) y K* generan en C ({1) el -

mismo preérden, es decir,

(k") = Cco (k) = Y (E*) = Y
donde K ={fe C (-Q); ffdPso para todo P €& K" }.
Demostracién, Como K *c co (K"), claramente si ¢ co;% )€ enton-

ces T ’é’,g. Reciprocamente, si f ;"',. € se tiene que fdPsfgdP
para todo P € K", Sea Q€ co (K"), es decir, Q = ®, P, con

n i=1
%> 0, r x4 =1, Pe K. De aquf se tiene que
i=1 .
. >
<
:lzzlqi ffdl’i\ & O(i fgdPi, o sea,

n n
[fd (Z «, Py)¢ [ed(Z  ; P,) v de aqui que jqu £ fng
i=1 iml
cualquiera que sea Q €co (K").

Como K*c K* también se tiene que si f i—", g entonces

f 'l!t’, g. Reciprocamente, sea f f(’,, gy sea Q € K" . Entonces exig

te una red {P‘s —‘—'-) Q con Pxé K'. Para los Px se tiene que

jfdP £ jgdP‘ y por la convergencia débil que J'fdQs Ing. es
decir, f “i., g.

Como consecuencia inmediata de este tesorema se tiene el
siguiente

Corolario 2.2.1, K¥* y co (K') generan el mismo preérden en --
c ({1), es decir,

Y(x*) = ¥ (co (K*))

Como caso particular de este corolario se tiene que, si
* _— n-
se toma K*=() , entonces por el teorema 1.2.3., co (-Q) = ’

con lo cual se tendria que

Y () = XD =k,
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como es ficil de comprobar. Dicho en palabras, el orden natural
de C (IZ), dado por Ko' viene engendrado por n .

La idea bdsica del teorema 2.3.8, es establecer una co-
rrespondencia biuni{voca entre los subconjuntos de f1' y los co-
nos de la clase F » A la vista del corolario 2.3.1. parece que
nos deberfamos restringir a la clase de los subconjuntos de 11?
convexos y cerrados. Esta idea es fecunda y permite encontrar -
la equivalencia buscada. Dicho de forma imprecisa: que la infor
macién parcial dada por K* y K'™ es la misma siempre que co(K*)=
= zz(K") y que dos informaciones parciales representadas por -
conjuntos convexos y cerrados, son idénticas si y sélo si, estos
conjuntos son iguales.

A la clase de todos los subconjuntos convexos y cerra--— .

dos de f)* 1la representaremos por [ .

La demostracién del teorema 2.3.8., se podrfa simplicar
caso de que el espacio C (11) fuese reflexivo, pero, como es --
bien sabido, a no ser que C (11) sea finito-dimensional C (11)
no es reflexivo. Esta dificultad se puede superar considerando
en C"(f1), precisamente la topologia débil v y mediante la si--
guiente definicién que enlaza con la (3.1 ).

Aunque la siguiente definicién se da para cualquier sub
conjunto de C" ({1) nuestro interés se va a centrar dnicamente -
en los subconjuntos de o (que se puede considerar como un sub
conjunto de la esfera unidad de C‘(fl)).

Definicién 2.3,4, Se llama polar restringido de un subconjunto
K”* de C*(f.) al conjunto

pr (K*) = K ={ £e c(n); x"(£) %0 para todo x* & K"} (3.2

Obsérvese que si Kﬁcil', entonces esta definicién, jun-
to con el teorema de representacién de Riesz, coincide con la -

(3.1 ).
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BEs trivial comprobar que K es un cono convexo y cerrado
de C (1), y, por los teoremas 2.3.1. a 2.3.5., si K"c f2* enton
ces el cono K definido por (3.2.) pertenece a 5 .

Definicidén 2.3.5. Se denomina polar de un subconjunto A de C ({1)
al conjunto

p(A) =A"={x"ec"(); x"(£) £ 0 para todo fe A} (3.3)

El conjunto A" es un cono convexo y cerrado, (respecto
de la topologia débil # de C*(f1)).

De hecho para nuestras aplicaciones, vamos a considerar
la interseccién de A® con la esfera unidad de C' (f1), esto es -
el conjunto de los x"e C*(41) tales que Ilix"ll = 1, y por lo -
tanto a partir de ahora A' serd el subconjunto de la esfera uni
dad definido por (3.3).

De las definiciones dadas se deduce inmediatamente el -
siguiente

Lema 2.3.1. S1 Ac B entonces p (A)> p (B). Si K*z K'" enton
ces pr (K*) o pr (K'™). Ademds

pr [p (A)]- SDA y p [pr (x‘_)]: K’j
Demostracién, Trivial.

Lema 2.3.2. Sean K{ y Kz' dos subconjuntos convexos, compactos y
disjuntos de f2* . Entonces existe una funcién continua £, € c(fn)

tal que

frodp> ) para todo PeKi‘
”
2

Jfo dg@< o para todo Q € K
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Demostracién. Sean C (K;) y C (K;) los conos con vértice en
el origen engendrados por K; y K; respectivamente. Estos conos
son cerrados y localmente compactos (véase p.e. Bourbaki,(19661
prop. 3, pig. 113) de C.(n) con la topologia débil » . Enton
ces aplicando primero el teorema (2.5) de Klee (1955) y poste—-—
riormente el teorema (3.14) de Rudin (1979) se tiene el resulta
do deseado, ya que n' no contiene al origen.

Teorema 2.3.8. Si K" es un subconjunto convexo y cerrado de la
esfera unidad de C*(f2), entonces P [pr (K*)J =x" Andlogamen

te, si A es un cono convexo y cerrado de C (J1), entonces - --

pr [p(A)_] = A.

Demostracién. A la vista del lema basta demostrar que en las con
diciones del teorema se verifican

a) p [:pr (K")]C K" y b) pr [p (A)] <a

Las dos demostraciones son andlogas pero las damos com-
pletas.

a) Sea x:é P [pr (K")} y supongamos que x; 4 X”. Entonces -
los subconjuntos {xgsv y K” son convexos y cerrados en la
topologia débil » y ademds {x;‘\{ es compacto. Existe por
lo tanto un funcional lineal continuo que los separa, es de-
cir existe una funcién. continua g € C (1) y una constan
te C, que se puede tomar C = O por el lema 2.3.2,, tales que

» » “ »
x5 (so)> 0> x (80) para todo x*< K

De aqui se deduce que g,€ pr {k*), y, como por otro 1la
do xo"é P [pr (K")] se tendria que x; (go) £ 0, contradic
cién que prueba la parte a).

b) Sea f, & pr [p (A)] y supongamos que fo¢ A. Entonces los -
conos {)ro; ‘)7, 0? Yy A son conos convexos cerrados tales
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que 4;\1‘0? Nl A= iO‘I y {]fos es localmente compacto.
Por un teorema de Klee (1955) existe un funcional lineal con

tinuo yX*  tal que 7; (f) < O para todo fé& A e \1: (f°)> 0.

De la primera desigualdad se tiene que \’: € D (A) y como -
f € pr [p (A)} se tendr{a entonces que 1; (fo) £ 0, con-
tradiccién que demuestra la parte b).

Corolario 2.3.2. La aplicacién ‘Cz ﬁ'—-—-y r es biunivoca y
es tal que Y(K") = pr (K*) ¥ \e—l (K) = p (X).

Tenemos as{ caracterizada la clase de los problemas de
decisién con incertidumbre parcial en términos de la clase E .
La subclase de los predrdenes completos queda caracterizada en
/g* por todos los subconjuntos formados por un solo elemento y
en términos de f por los semiespacios. Por dltimo, la clase -
de los érdenes queda caracterizada en ,&’ por los conos puntia-
gudos, mientras que su caracterizacién en términos de la clase

*
,g requiere la introduccidén de nuevos conceptos.

Definicién 2.;}.6. Un subconjunto c* de -Q* de dice que es to-
tal o completo si de ser ft’dP = O para todo P é c” se deduce
que f = O siempre que f & C ().

El nombre de subconjunto total estd tomado del andlisis
funcional, mientras que la idea de completitud de C" es andloga
a la de estadistico completo para una cierta familia de distri-
buciones.

Teorema 2.3.9, Una condicién necesaria y suficiente para que el
preérden engendrado por K" sea orden es que E* sea completo.

Demostracién. Por el teorema 2,.,3.2., serd necesario y suficiente

que pr (K*) sea puntiagudo.

Sea K* completo. Si f€K N - K se tiene que IfdP £ 0 vy
f(-t‘) dP<£ 0 para todo Pé& K*. De aqui se deduce gque ffdP =0

“
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para todo Pé€ K*, que implica que £ £ 0 y por lo tanto KN- K =
= {0} y K es puntiagudo.

Reciprocamente si K es puntiagudo y K* fuese tal que --
pr {(K*) = K, entonces K' es completo. Si no lo fuese, existirfa
un f 3 0 tal que ffo dP = O para todo P& K* y esto implica-
ria que £, € L(K) =KN-K= {0} . Contradiccién que demues
tra la parte suficiente.

Corolario 2.3.3. Ll considerado como subconjunto de (2° es un --
subconjunto completo.

Demostracién, {1 considerado como subconjunto de £1* tiene como

polar restringido pr (f2) = K, y este es puntiagudo.

Como ejemplo.de subconjunto completo de medidas de pro-
babilidad cuando Ll = [0, 1] tenemos la clase de todas las me-
didas de probabilidad que se distribuyen segiun Be (“ ,/3) con
x> 0, /3) 0. Se puede demostrar facilmente que si

l('z{ Pef?'; Pe Be (o ,/\) con 0t>0.‘/3>0}

entonces co (K') = f£2°,

Por dltimo los predrdenes totales o completos, es decir,
»
los preérdenes bayesianos de la clase /5 quedan caracterizados
por el siguiente teorema debido a Giron (1977).

Teorema 2.3.10, Una condicién necesaria y suficiente para que -
el predrden engendrado por K” sea completo es gque K" esté forma
do por una dnica distribucién de probabilidad.

Siguiendo con nuestra investigacién de la estructura de

w*
los predérdenes de la clase F que serd bdsica para establecer
la relacién entre decisiones no dominadas y decisiones Bayes, -

vamos a introducir un nuevo concepto que es el de palar estricto.
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Daremos la definicién en general pues puede ser (itil a
la hora de estudiar estructuras de dominancia en ciertos espacios
funcionales sin que correspondan a problemas de decisién con in
formacién parcial., Nuestra definicién es andloga a la definicién
2.5. de Criado, Girén y Rios (1981), pero adaptada a la nota que
sigue a la definicién 2.3.5.

Definicién 2.3,7. Sea A un cono convexo y cerrado con vértice -
en el origen. Se define el polar estricto de A, y lo representa
4+

remos por A al conjunto

A‘*"{ x*e¢C”(1); |Ix*lj= 1; x"(f) < O para todo fe AN L(a)}
(3.4)
+

Claramente se tiene que A , si existe, es un subconjun
to convexo de A" = p (A).

La primera cuestién importante es la de la existencia -
del polar estricto, la cual no siempre se da. El1 teorema siguien
te demuestra que si Kéﬁ entonces KH' es no vacio, aunque como
puede verse en Criado, Girén y Rios (1981) es suficiente que A

»t

sea puntiagudo sin necesidad de ser AEF' s para que sea -~

no vacio.

Para los K¢ £ 1a definicién anterior adopta la forma.-

x’+={pe.ﬂ" ; {fdp< 0 para todo £ € K~L(K) |y  (3.4a)

Teorema 2,.3.11, Si K¢ F , entonces K*+q‘ B.

Demostracién. Fn primer lugar de la definicién de ; se deduce
que para todo K & F , K\ L. (E) # #, pues K=# C (<L) y ademds
K 2 K que contiene a un abierto de C (51). Sea pues f € - K ~L(K).

"
Entonces los conos ( p) f°; Az 0'1 y K son convexos, cerrados

y tales que {)fo; A2 0YNK = {Oy . Ademés {Rfo; A>0Y
es localmente compacto. Entonces por el teorema (2.7) de Klee
(1955) existe un funcional lineal continuo x* & C"(f2) tal que



x¥(f) < O para todo fe. KN L (K) y x*(f) = 0 para todo = —=

fe L(K), de modo que si tomamos |/ x*|| = 1 entonces x*€ K*c "
y por el teorema de representacién de Riesz existe una vnica -

Pe?*, tal que x* (f) =jfdP, con lo cual Pe k't

Vamos ahora a estudiar la relacién entre los conjuntos
* y xt "t
el caso de que Ka 4 QY , es decir los preérdenes bayesianos,
sabemos que K, = pr (K*) = JfeC (ﬂ-); IfdQ 0 f , con lo =

cual L(K):an(-q)a"féc(n); IfdQ=O& y por lo

+ De momento sabemos que < K . Si consideramos -

tanto A { QY pues por un lado Q & xt ya que deQ < 0 para
todo £ &€ KN L (K) y por el otro lado Kﬁc K ={Q}Y , con
lo cual xa* = KE "Q‘l « Como veremos méa adelante solamente

para los preérdenes bayesianos se tiene que K‘+= K“.

Consideramos ahora el otro caso extremo, es decir, el -
caso de incertidumbre total cuando K’'= £Z'¢ bien X = Ko. La idea
bdsica es la de relacionar el concepto de polar estricto con la
1d§a de soporte de una distribucién. Este resultado es un caso
particular de un teorema méds general que veremos méds adelante -
(teorema 2.3.16b), pero por su importancia lo damos ahora, ya -
que su demostracidén no requiere, a diferencia del teorema gene-
ral, la utilizacién de la teorfa de los baricentros de Choquet.

Lema 2.3.3. Para toda f & C () y toda P<S2" siempre se tiene

que
froo = e

Demostracién. Como del’ = Jtdp
n

+ rfdP c * Basta probar que
sap(P) sop(P)

ffdP = 0, que es consecuencia directa de las desigualdades
Jsop(P)°
siguientes,
j.i‘dP 5!{1:1[ dP = jif|| P (sop (P)®) =
‘ sop(P)° sap(P)°

Teorema 2.,3.12. El polar estricto del conjunto Ko es precisamen
te el conjunto n.c} - { Pes* , sop (P) -0 g{
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Demostracién.
+
a) o x]

Por ser Ko puntiagudo si sop (P) = () es suficiente pro
bar que IfdP( O para toda f & K » f+# 0. Por ser f& K ~ joy
y por ser continua existe un P, Sy un abierto U( 90) tal
que £ (9)< 0 para B e U ( 90). Entonces

£dP = | f£dP 4+ | fdp < | £ap +0<o0,
jn jv(qo) Lw(go) Jv(‘ao)
b) Kt ot

Supongamos que Q & K:*’ y que sop (Q) # 2. Entonces exis
tiria al menos un 90657. tal que @o & sop (Q). Por ser
un espacio normal, existe un entorno U(Qo) disjunto de sop(Q)
y tal que U (‘Bo) N sop (Q) # #. Por el teorema de Urysohn exis
te una funcién continua f_ € G () tal que

‘. @) ={-1 si 96U(9°)
0 si Pe sop (Q)

Por lo tanto f & K N\ joy vy

ffon=fsf dQ =20

) oB(Q)

es decir, Q <f. K:"'; contradiccién que demuestra el teorema.

Tenemos aqui caracterizada la relacién entre el polar y
el polar estricto de los predrdenes bayesianos para los que am-
bos conjuntos coinciden y el orden natural en el que el polar -
estricto estd formado por aquellas distribuciones de probabili-
dad cuyo soporte es todo el espacio paramétrico y su polar es -
el conjunto de todas las distribucione; de probabilidad. Por el
teorema 1.2.4. sabemos que _EIT= -Q.’ y para el caso bayesia-
no E;? = 1Pt| = K;. Esta relacién es vdlida para cualquier --
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problema de decisién con incertidumbre parcial como demuestra -
el teorema siguiente,

Teorema 2.3.13. K* = k¥ si k*e F

Deg_ostracidn. Como K* es compacto y KHC K". trivialmente es -
*t < k%

Para demostrar la inclusién contraria sea Po ¢ k" y su-
pongamos que Poq K-;; . Los conjuntos {Poﬁ y .;”T son convexos,
compactos y disjuntos y por lo tanto, en virtud del Lema 2.3.2.,
existe una funcién ontinua £ & & (%) tal que Jf ar > 0>ff daQ

=¥ o o o o
para todo Q€K .

Esto implica que f°¢ K = pr (K"). Si aplicamos el teo-
rema de Klee a los conos {Af ; A20Y y K, existe un q, e gt
tal que jfon > O, Pero esto contradice el que J.fon <0 -
para todo Q &K',

Siguiendo con la investigacién d‘e la estructura de los
conjuntes K* y KH' tiene interés el siguiente teorema que nos

da informacldén acerca de la estructura de los érdenes parciales.

Teorema 2,3.14, Si x"e }: es completo o total, entonces K“c ﬂ'*.
Es decir, si K es puntiagudo, su polar estricto estd formado ex
clusivamente por distribuciones cuyo soporte es todo el espacio
paramétrico.

Demostracién. Sea Po & KH' y supongamos que PO&- .Q_** . Si deno-~-
minamos <1 = sop (Po), existird un 906.(7.\57-0. Por ser —-
P e Kkt y K* completo, K = pr (XK") es puntiagudo por los teg
remas 2.3.2. y 2.3.9. ¥ por lo tanto

deP')(O para todo fe& K~ § oY .

Vamos ahora a construir una funcién f_ & K N\ | 0y pa-

ra la cual Jfo dP =0, lo cual contradiria el que sop (Po) # KL,
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En efecto, por el teorema de Urysohn, existe una funcién
cont{nua f o definida por

(9) 0 si Qeﬂo
£ =
° { -1 si €= @o

f,cK < K y f°4; 0. Ademés por el lema 2.3.3.

f dP = J. £f dP =0
Lo o oo © ]

.

Obsérvese que el teorema no es cierto si K no es puntia
gudo pues en este caso f podr{a pertenecer a L (K). El reci-
proco del teorema, no es, en general, cierto como se ve facil--
mente con un contraejemplo: Basta tomar K* = {PY con sop(P)=02 .
Nétese, también, que del teorema se deduce que si el soporte de
alguna distribucién del polar estricto de K* no es todo el es-
pacio paramétrico, K* no puede ser completo.

Hasta ahora tenemos caracterizados en términos del polar
estricto los preérdenes bayesianos, aquellos para los cuales --
k** 2 k* = {P] conPel" , y1la ignorancia total por ot -
= {I’éJif ; sop (P) = £24 .,

La dltima caracterizacién de K** va a depender del con-
junto de los puntos extremos de K* s por un lado, y por otro, -
en la extensién de la idea de soporte de una medida de probabi-
lidad sugerida por el resultado del teorema 2.3.12. La idea b4-
sica consiste, al igual que en los modelos jerdrquicos tratados
en la primera parte, en considerar el conjunto de todas las dig
tribuciones de probabilidad sobre el conjunto K: de los puntos
extremos de K* y mediante la aplicacién del teorema de Choquet
(1960) identificarlas con su baricentro y demostrar después que
aquellas distribuciones cuyo soporte sea K'L pueden identifi- "
carse precisamente con un subconjunto de K*+. Desgraciadamente,
a no ser que el conjunto K* sea un simpléx (véase p.e., Choquet
et Meyer,(1963L o Jacobs,(l978», no se puede asegurar la unici-
dad de la representacién integral, aunque esto no afecta a la -

veracidad del teorema 2,3.15.
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Sea K¥¢ ﬁ*. Representemos por K: el conjunto de --
los puntos extremos de K¥ . Es bien sabido que K% es un Gy
y que K*=7co (K% ). También se tiene que por ser {1 métrico
compacto £2* también lo es, (véese Varadarajan, (1963) Billinsley,
(L1968} Parthasaraty, (1967)6 Dalal and Gaineford, (1980)), y por con
siguiente K% es un espacio polaco. Si designamos por ¥ (K%, B(KI))
al conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre K; » don
de- B (K :) representa la @ -dlgebra de Borel engendrada por --
los abiertos de la topologia débil de f2* restringidos a K% ,
éste serd a su vez un espacio polaco dotado de su correspondien
te métrica de Prohorov.

Por M+ (KE, 3(KZ )) representaremos el conjunto de
todas las medidas de probabilidad cuyo soporte sea K; , es de-~
cir,

MmHx2). B () = { e M(xE, B (KE))s sop (M) = K}

Vamos a establecer ahora una correspondencia entre --~
M(K:, @(K:)) y K* de modo que a cada /«é_/li (e, B(xL))

le hacemos corresponder su baricentro definido por

Q (A) = jx* P (A) /k(dP) para todo A € J3(J42) (3.5)
e

donde P ¢ K: es una medida de probabilidad aleatoria segin -

-la nomenclatura de Jagers (1974). Ademdés (véase p.e., Dalal and

Gaineford, (1980} proposicién 2), para cualquier A ¢ Jd(f2), -
P (A) es una funcién medible.

A la aplicacién as{ definida la representaremos por --

p (L, B (KZ)) —> &

plp) = [

El1 teorema de Choquet (1960) nos garantiza que esta apli
cacién es sobreyectivn. Si ademds K” es un simplex, entonces
(teorema 11. de Choquet y Meyer, (1963))o /3 es biyectiva.
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La aplicacién /3(baricentro) induce otra aplicacién 3 ,
entre los espacios c() vy ¢ (K; ), definida del modo si--
guiente:

FEGE ff(9)P(d9)=e(P) (3.6 )
q
de modo que £(9)Q (d®) = (P) (aP) (3.7 )
a jﬂ j . (@) p

e
donde g (P) = /f () P(a®) y /4 es tal que su baricentro
es Q, como se ve facilmente aplicando el teorema de Fubini y --
las definiciones (3.5 ) y (3.6 ).

Las propledades de las aplicaciones /3 y /3 las resu
mimos en el lema siguiente:

Lema 2.3.4. Las aplicaciones /5 y /3 son lineales y contf{--
nuas respecto de las topologias usuales de los espacios entre -
los que estdn definidas. Ademds A3 (K) < K donde K es el
ortante fundamental de C (KZ) vy 73" (L (K)) = o, ;

Demostracién. La linealidad es trivial por definicién, asi como
la continuidad de 73_- . Para establecer la continuidad de /3
sea }/‘uf una red que converge a A« . Si Qg =/3 (/4,, ) ¥
Q=2 (/4 ), tenemos que demostrar que Q.Y Q. Sea fe((Q). Bas-
ta pues demostrar que fd Q_( — jf 4 Q.
n i
Por (3.7 ) se tiene que:

frdq,‘--Jrg(P)/«*(dé) y J.fdQ=fK’g(P)/4(dP)
£ e 2 e

y como g (P) es una funcién continua de P, (respecto de la topo
logfa débil inducida por K2 ), y por otro lado, por hipétesis -
{/4“1 -~ M, queda demostrado que jf dQy—> jf d Q. "

Sea f ¢ K. Esto equivale a que ff d P £ 0 para todo -
P € K", y en particular Lf () P (d®) = g (P) £ 0 para todo
P & K, , es decir, A (f) « K . Del mismo modo si f & L(K), VE (¢)=0.
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Teorema 2.3.15. p(.ﬂ’l*‘ (K; ..B(K‘; ) < g*t y ademds - -
p MY (xe, B(x2))) = x*

Demostracién. Sea /‘i“M'} (K; y B(KL)) v sea Q =p(p)e =

Hay que demostrar que ‘Lf (9) Q(d¥9) < 0 para toda f & K\L(K).
Ahora bien por el Lema anterior ,3 (f) =g (P) & LSRN 10y y

por (3.7 ).
[r@a@m= | e@ p@n.

a : Ke

Como g (P) 3 0 existird un entorno O tal que g (P) < 0 para to
do Pe 0. Como por hipéteais sop (/14) = Kz , se tendrd

kd Q= fng (P) (@ P) = fo s (2) p (a®) 4 fx;g((’equ)w

Para demostrar la segunda parte del teorema tenemos, -

por un lado que por ser /> continua, es

A (kL. BEEN) € Ayt (e, B(RZ)))

Por otra parte sabemos, por el teorema 1.2.%., que por

*
ser Ke separable ¥ (k. B (xE)) =M (K, B (R2)).
Por dltimo, el teorema de Choquet nos dice que ,3 (M(x2,B (E2)))=K",
Y, por lo tanto

e p (Mt (k2 B L))

Anora, come siempre es /3 (V7 t (xg , A(kg))) K*, se tie
ne finalmente por ser K ¥ cerrado '

= p Mt (L, B (K2))

Obsérvese que como corolario de este teorema se deduce
de nuevo el teorema 2.3.13., pues por la primera parte se tiene
que

Ve (M+ (KE, B (kZ)))c < x y tomando clausuras

At (2, B (kL)) e et g
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Y por la segunda parte se tiene que " = K‘

Hay que reseflar que el teorema no afirma que - -

/3 (M* (K; » B (Ke))) = gt aunque esta igualdad parece -
ser cierta en muchos casos., El1 saber si la igualdad-anterior es
cierta en general, es un problema abierto, del cual solamente -

hemos encontrado soluciones particulares. Una de ellas se da a

continuacién en el teorema siguiente.

Teorsma 2.3.16. St /5 (K) = K, entonces b (/fF (K2, B(x2)))=x"F.

Demostracién. Por el teorema anterior, basta demostrar que -

te p(yt (x2, B(xe))).

Sea Q& K*+ . Por el teorema de Choquet existe al me-
& * » =1 . -
nos una & M (g , B (K, )) tal que Q JK, P u (a P). si

ahora demostramos que sop (/A) = K‘; habremos® conclufdo. Supon

gamos que fuese Sop (/4) # K“e . Existiria un entorno O tal que
o n sop (/-l) =@ . Por el teorema de Urysohn existird una fun
cién continua g/,‘ (P), de modo que:

0 si Pe sop (/‘)
gh(p)s -1 si Pe O

Y, por consiguiente, g .e€ K {0Y . Ademés
fp e p® ptam-o

Por ser /3 (K) = K existird una fue KN L (K) tal que

—/3— (f/«) =& u (P). Por (3.7 ) se tendria que
Jf/..dQ= IK'e,a(P)/h (a P) = o0,
n e

que contradir{a el que Q & gt .

Este teorema, aunque no cubre todos los casos de inte-

rés resulta a veces ficil de aplicar en los casos siguientes:
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a) Si card (Kg )< X, y card (K% ) < card (£2) entonces --

b)

- (x) = K . Es decir, si el conjunto de los puntos extre--
mos es finito y su nimero es menor o igual que la dimensién

del espacio C (f1), el teorema 2.3.16. siempre es cierto.

Obsérvese que el caso a) contiene como caso particular el ca
so bayesiano, en que K’ = { P{ = k*t - K: .

si xk* = Q* , caso de ignorancia total, el teorema es aplica-

'ble, pues, en este caso, es fdcil comprobar que ﬂ-’, puede --—

identificarse con X1 (identificando los estados de la Natu
raleza con las distribuciones de probabilidad dogeneradas).
Asi.pues la correspondéncia /3 entre C(RN) y cC($20)

se reduce a la identidad y como K = K resulta que ,3 (K°)=K°.

Obsérvese que también la aplicacién /5 se reduce a la iden-
tidad.
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CAPITULO 4,

RESULTADOS FUNDAMENTALES.

En este capitulo estudiamos las cuestianes referentes
a la existencia de soluciones admisibles y cuasi-bayesianas de
los problemas de decisién con informacién parcial, la relacién
entre ambas y clertas cuestiones relacionadas con estos proble-

mas.

Sea (L2, S , K ) un problema de decisién con informa
cién parcial, donde, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que K*c 3,',’* « En el capftulo 3. se ha estudiado ampliamente -
la caracterizacidén de los KY en términos de la clase ;f y tam
bién en términos de los puntos extremos de K" , y la relacién -
entre ambos.

Como veremos a continuacién, segin la indole del proble
ma a tratar serd mds conveniente trabajar a veces con el polar
restringido de ) d , es decir, K,

Respecto del conjunto de riesgo S, sabemos que si el -
decisor considera estrategias mixtas, lo podemos suponer convexo.
Sin embargo, muchas veces es interesante el no considerar estra
tegias aleatorizadas, en particular, cuando se consideran proble
mas de estimacién estadistica, pero interesa P.e., saber si cier

ta clase de decisiones no aleatorizadas es completa, etc.

Asi pues a lo largo de este capitulo no supondremos, a
no ser que se diga explicitamente, que el conjunto de riesgo sea
convexo. Esta condicién serd sustituida por la de cono-convexi-
dad debida a Yu (1973), y que suele ser mds fdcil de comprobar,
pues como es sabido existen muchos problemas de decisién para -
los cuales el conjunto de riesgo no es convexo pero si es cono-
-convexo, con lo cual esta teoria permite, en algunos problemas,
prescindir de la aleatorizacidn.



Si K* es el conjunto de incertidumbre de un problema -
de decisién (S, S), representaremos por K a su. polar restrin
gido. Ambos originan en C (S2) un preérden parcial dado por -
la relacién.

f2g si ysolosi f-ge& K (4.1 )
K

A partir de ahora emplearemos la notacién K (f£) = f ¢ K,
I(f) =f+L(K) vy M(f) =K (£)\ I (f), donde K(£), I (f£)
y M (f) representan respectivamente los puntos me jores que f,
indiferentes a £, y estrictamente mejores que f, respecto del -
preéiden definido por (4.1 ), es decir

K (f) = {865(9—)38?1'}?(séC(n):g-féK‘-,
I(r)={¢ec(n):s;f‘, ={ge—C(n);g-feL(K)&
M(f):

lee c(9); s; £l = Yeec c ()1 g - £ KN L(K)Y

Definicién 2.&;1. f& S es K - admisible para el problema -~
(.Q_, S; K") si no existe ningdn g ¢ S tal que g )i f. De -
modo equivalente, si M (f) N S = @.

Definicién 2.%4.2. Un subconjunto C< S es una clase completa pa
ra el problema (-fl.; S; K**) si para todo g& S ~ C existe un
fe Ctal que £ > g.

K

Definicidén 2.1&.'2. Un subconjunto C € S es una clase esencial--
mente completa para el problema (£l ; S; X* ) si para todo -~

€& S -~ C existe un f € C tal que f >x ¢g.
K

Estas definiciones son andlogas a las usuales en teo-
ria de la decisién (véase p.e., Ferguson, (1967} pp. 55~56), con
la diferencia de que el orden no es el orden natural sino el da
do por (h.l ) y no hacen referencia al problema de decisién si-

no a su forma candnica o S-juego asociado.
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Los conceptos de clase completa y esencialmente comple
ta aqui{ dados coinciden caso de que el predrden parcial 3{‘{
sea un orden y por lo tanto tenemos el siguiente resultado

Lema 2.4.1, Si K es puntiagudo toda clase es completa, si y so-

lo si, es esencialmente completa.

Otros resultados referentes a estas definiciones senci
llos de demostrar son los siguientes

Lema 2.4.2, Si C (S; K) es una clase completa para el problema
(L1, 83 K) y Q(S; K) representa el conjunto de las estrate--

glas admisibles, entonces Q(S; K) < ¢ (S; K).

Lema 2,4,3. S1i C (S; K) es una clase esencialmente completa pa

ra el problema (2 , S; K) y fe (A(S;K) es tal que f § C (SiK),

entonces existe g & C (S; K) tal que g ~ f.
K
Lema 2,4.4, Si C (S;K) es completa para el problema (1, S; K”)

entonces C (S; K) es esencialmente completa.

El reciproco de este lema no es cierto, en general, aun
que dada una clase esencialmente completa, se puede generar una
clase completa incluyendo simplemente todos los elementos de S
que sean indiferentes a los de la clase esencialmente completa
y, reciprocamente, de toda clase completa se puede extraer una
clase esencialmente completa recurriendo al axioma o principio
de eleccidén, con lo cual tenemos el siguiente

Lema 2.4.5, Si C (S; K) es una clase completa para el problema
(£2 , S; Ky, existe una subclase C' (S; K) © C (S; K) que es -

esencialmente completa.,

Para el problema (ﬂ s S3 K) siempre existen clases com
pletas y por el lema 2.4.4, esencialmente completas; basta tomar

como C (S; K) = S. Pero de 1lo que se trata es de encontrar una



72,

clase completa que sea lo més pequefla posible, lo cual sugiere
la siguiente

Definicién 2.4.4. Una clase C (S; K) es (esencialmente) minimal
completa para el problema (1, S; K) si es (esencialmente) com

pleta y ninguna subclase propia de C (S; K) es (esencialmente)
completa.

De hecho una clase minimal completa seria la intersec~
cién de todas las clases completas para dicho problema. Ahora -
bien, esta interseccién puede ser vacia y, por lo tanto, en ge-
neral, no existirdn clases minimales completas. De este proble-
ma trataremos a continuacién. De momento podemos asegurar lo si
guiente (su demostracidén es idéntica a la del teorema 1. de Fer
guson, 1967, p. 56, ya que sirve para cualquier preérden parcial).

Teorema 2,4.1, Si existe una clase minimal completa C (S; K) pa
ra el problema ( 2, S; K), entonces C (S; K) = A (S; K).

El reciproco de este teorema no es en general cierto,
pero, sin embargo se tiene el siguiente reciproco parcial.

Teorema 2.4.2. Si (l1(S; K) existe y es completa, entonces —-
A (S; K) es minimal completa.

‘Demostracién, Si representamos por M C (S; K) a la clase mini--

mal completa, por el Lema 2.4.2. se tiene que (2 (S; K) ¢ M C(S;X).
Por otro lado como (2 (S; K) es completa se tiene que M C (S; K) <
< A (53 K), y, por lo tanto, (1 (S; K) = M C (S; K).

La existencia de la clase admisible y su relacién con
el concepto de frontera inferior, que vamos a definir seguidamen
te, depende de ciertas propiedades topolégicas de S relaciona
das con K y no dependen, en modo alguno, de otras propledades -
como pueden ser la convexidad o la cono-convexidad, etc. La de-
finicién siguiente es una generalizacién de la de Hartley (1978).
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Definicién 2.4.5. Se dice que S es K-compacto si para todo --
f £ S, el conjunto ¥ (£f) N S es compacto,

La definicidén siguiente es una generalizacién de las -
dadas por Ferguson (1967), Girén (1975) y Rios (1976) y sirve -
para cualgquier cono de la clase ‘é? definida en el capitulo 3.
Y, eomo veremos, contiene como caso particular a las dadas por
los anteriores autores para el caso de los conos puntiagudos.

Definicién 2,4,6, Se dice que f & S pertenece a la K - fron-

tera inferior de S si K (£) N § < I (f).

La K-frontera inferior de un conjunto S se representa-

rd por A (S; K) y su existencia y su relacién con la clase --

a (S; K) se tratardn en los teoremas que siguen. De momento -
sefialemos que la definicién anterior es equivalente a las siguien

tes como es fdcil comprobar.

Lema 2.4,6. f & A (S; K) es equivalente a las condiciones a),
b) Yy c).

a) fe S y K(£)NnS=1(tf)n§S
b) fe § yM(r)n's"
c) M(£) Ufgp )N S=14ry

L}
A3

Ademés si K es puntiagudo f & A (S; K) es equivalente
a que X (£) N S = ”f“] .

Definicién 2.4.7. Un conjunto S se dice K-cerrado por abajo si
A (ss x) ¢ s.

Los dos teoremas que sigen dan condiciones suficientes
para la existencia de @Q(S; K) y de A (S; K), mientras que los

teoremas 2.4.5. y 2.4.6. establecen la relacién entre ambas.

Teorema 2.4.3, Si S es K~compacto entonces QA (S; K) +# @.
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Demostracién. Sea f & S arbitario. Por hipétesis K (f) N S es
compacto. Vamos a demostrar en primer lugar, que si - -
ge CL(K (£f) N S; K) entonces g € A (S; K), con lo cual el --
teorema se reduce a demostrar que si un conjunto es compacto, -

entonces posee estrategias admisibles.

Supongamos que g 4. QA (S; K). Entonces existirfa un --
h & S tal que h & g. Por otro lado gé& K (£) O s, luego g} f,
y por transitividad, h>x' f, es decir hé M (f) c K (f) y de -—
aquf que h &€ K (£f) 1 S, lo que contradirfa el que g fuese ad
misible para el problema (£, K (f) N s; k).

Supongamos, pues, que S sea compacto. Por el teorema
2.3.11., sabemos que por ser Ké& ;ﬁ , 6xiste al menos un P é& K"+.
Como S es compacto y el funcional f( « ) d P es continuo, exis
tird al menos un foé S tal que:

jfodP=Mm ffdP

fé s

Vamos a ver ahora que fo e A (S; K). En efecto, si t‘o
no fuese admisible, existirfia un g & S tal que g {f fo’ es de--
cir g - f &K N\ L (K). Como P& K’J’ se tendria que J (g-fo)cho
y de aqui que Ig d P« jfo d P, lo que contradiria la defini--

cién de fo.

Teorema 2.4.4, Una condicién suficiente para que S posea K-fron

tera inferior es que S sea K-compacto,

Demostracién. Sea f & S cualquiera. Por hipétesis K (f) () S
es compacto. Se demostrard primero, como en el teorema anterior,
que si g€ A (K (£) N'S; K), entonces g ¢ A (S; X), con lo -
cual seria suficiente demostrar que todo conjunto compacto posee
K-frontera inferior.

Por hipétesis se tiene que g K (£)NS =K (£) N §
¥y, por lo tanto, g ¢ S. Ademds por el lema 2.4.6.a),
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K(@N[x(e)NnS]=1x()N[K(£)N ST,

que simplificada se convierte en

K(g) NS =1I(g)N S, con lo cual, de nuevo por el -
lema 2.4.6.2), g ¢ (A (S; K).

Supongamos pues que S sea compacto., Como en el teore
ma anterior sea P é& K*" cualquiera, y definamos fo de la mis-

ma manera. Entonces f_é& A (S; K).

Si no fuese as{ y por ser'f & S a S, se tendri, por

el lema 2.4.6.b) que existird un geH(f)ﬂS=M(f)ﬂ s,

y por lo tanto g - f & K \ L(K). Como P € Bt serfa - -

f(g—f)dP< 0.osea fgdP(If d P, que contradiria
la definicién de t‘o, toda vez que g & S.

Vamos a estudiar ahora la relacién entre las clases --
A(S; K) y el subconjunto A(S; K). Lo primero que hacemos no-
tar es que mientras que A(S; K) = A (S; K) como se deduce de
su definicién, no existe, en general relacién alguna entre -
cl(s;s X) y Q(S; E) a no ser que S sea cerrado; y como aca-
bamos de ver en los dos teoremas precedentes las condiciones pa
ra la existencia de (2(S; K) y de A(S; K) son distintas a no
ser, de nuevo, que S fuese cerrado.

Teorema 2.4,5. S1 S es K-cerrado por abajo entonces A (S; K)c
c a(s; K).

Demostracién. Sea f & A (s; K)<5.S1 £ no fuese admisible existi
ria un g & S tal que g4 f. De aqui se tendria gé€ M(£)Nsc
cM(f) N S y por el lema 2.4.6.b), £ & A(S; K). Contradiccién

que demuestra el teorema.

Obsdrvese que el teorema no dice nada acerca de la exis
tencia de A (S; XK) y de (1 (S; K). Tampoco se puede prescindir
de la hipétesis de que S sea K-cerrado por abajo.como se ve -

facilmente con un contraejemplo.
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Contraejemplo 2,4.1, Sea 2 -5 91, 7] 2" sy S = { (xl, xz);
x> 0, x,> 0 ‘rU {(xl, xz); x, =0 0<x,¢ 1y, yE=K =
= {(xl, xz). X,& 0; x, £ 0 . Pntonces se tiene que Qa2 (ss K)=¢

¥, sin embargo A (S; K) = {(0,0)’ .
Un reciproco parcial de este teorema es el siguiente

Teorema 2,4.6, S1 S es K-cerrado por abajo y S es K-compac~
to, entonces Q(S; X) < A (S; K).

Demostracién. Sea f & (A (S; K) y supongamos que f# A (S; x).
Definamos S, =K (£)N S ., Por hipbtesis S, es compacto y por
el teorema 2.4.4, posee K-frontera inferior A (Sl; K) # @¢. En
primer lugar ¢ ¢ p (Sl, K) pues caso contrario se tendria

E(e)N S, =1 ()N §1

1

lo cual, sustituyendo S, por K (£)N S, darfa
E(E)NS=1(e)NS

y como £ & S, por el lema 2.4.6.a), se tendria que £ ¢ A (S; K),
en contra de la hipétesis inicial. Sea pues g e A (Slg K) cual
quiera. Vamos a ver que g &€ S y que gi‘f, lo cual contradiria
el que f fuese admisible, y por tanto, demostraria el teorema.

Por ser g € A (S; K), en virtud del lema 2.4.6.b), se
tendr{a que g € §1 =K(£)N'S y M(g)n §1 = @. De aqui se
deduce que g € S y M (g)Nn §1 =M (g)NEK (£)NS =M (g)NS=
= @, y que de nuevo por el lema 2.4.6.b), g« A (S; K). Como §

es K-cerrado por abajo se tiene que g & S.

Por otro lado, por ser g é& K (f) serfa g f.f, y de --
aqui g % f, pues si fuese g~ f se tendria que M (g) = M (f)
y como M (g) N § = P, resultarfia que M (f) N5 = @ y por el le-

ma 2.4.6.b), que f € 2 (S; K), en contra de la hipétesis.
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Corolario 2.4.1. Si S es un conjunto K-cerrado por abajo y S -
es K-compacto, entonces (l1(S; K) % & y ademds (s, K) =A(S;K).

Corolario 2.4.2., Si S es un conjunto K-cerrado por abajo y S es

K-compacto, entonces A (S, K) es una clase minimal completa pa
ra el problema de decisién con informacién parcial (5L, S; K¥),
donde K¥* es el polar de K.

Vamos a estudiar ahora el comportamiento de los predérde
nes engendrados por los conos de la clase ﬁ respecto de la re
lacién de inclusiém y su relacién con los subconjuntos Q2 (S; K)

y A(s; K).

Definicidén 2.4.8. Sean = y >* dos predrdenes parciales defini
dos en € (£2). Se dice que 1la relacién X estd inclufda en la
¥ si y solo si f>x g implica que f>’g .

Teorema 2.&.:2. Sean Kl' l(2 & t . Una condicién necesaria y sufi
ciente para que el predérden ?1 esté incluido en el = es que

K3
K1C Kz. .
Demostracién. La suficiencia es clara pues si ch Kz se tiene
que si f - g & Kl entonces f - g éKz, es decir, f i—:’«z g. Re-

ciprocamente si 5« estd incluido en % y no fuese KIC K

- 2
existiria al menos un h & Kl tal que hg K2. Esto implicaria
que p.e., h >i“v O y por hipétesis que h %2 0, es decir h &£ K

2)

21
1
contradiccién que demuestra el teorema.

Como consecuencia de la dualidad se tiene el siguiente

N

Corolario 2.4.3, Si K;, K;cﬂ“ entonces K, 2 K; implica que --

P P
Kf estd incluido en Ky. Ademds si K]'_'. K;é. Js entonces el

reciproco es cierto.

Lema 2,4.7. Sifes Kl—compacto y ch Kl' entonces S es Kz-com--
pacto.
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Demostracién. Por hipétesis para todo f& S, K, (£) 0 S es com
pacto. Como K, (f)ec K, () de aquf resulta que

K, (£)n s = K, (£) N [xl (r)n sJ

es cerrado y por ser subconjunto de un compacto es también com-
pacto.

A partir de ahora al comjunto K N\ L(X) = M (o) lo re--
presentaremos, simplemente por M.

Teorema 2.4.8, Si M, C M, entonces A(s; Kl) 2 A(s; K2) .
Demostracién. Sea f ¢ (& (S; Kz) y supongamos que f ¢ Q(S; Kl)'

Entonces existirf{a un g € S tal que g )121 f, es decir g-f € M.Cc M
y por lo tanto g /]‘('2 f, en contra de la hipétesis.

1

Para que el teorema sea cierto no se puede sustituir 1la
hipétesis por la mds débil de que ch Kz,

facilmente con un contraejemplo. Se tiene sin embargo el siguien

como se puede ver -
te corolario.

Corolario 2.,4.4, Si K. K2 =3 ,Z son puntiagudos, o bien, si ~-
K;, Kz’s r'son completos, entonces K C Kz implica a(s;xl) 2

2 a—(s; xz)'

1

Resultados andlogos son vdlidos para A (S; K).
Teorema 2.4.9. Si M, < M, entonces 2 (sj “)} 2 A(S; k,).
Demostracién. Si f ¢ A (S; E,), por el lema 2.4.6.b), M,(f)N S=g
y como M; (r) c M, (f) de aqui que M, (£)NS =Py como f& S
se tiene que f € A(S; Kl).

Corolario 2.4.5. Si K, K, 6}; son puntiagudos, entonces K,< X,
implica A (S; Kl) > A(s; K,).

Tampoco en el teorema 2.4.9. se puede sustituir la con-

dicidén MIC M2 por la K]_C K2 como demuestra el siguiente con--
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traejemplo.

Contraejemplo 2.4.2, Sea (2 -’91, 92, , C (S2) = R? .
S = ﬂ(xl, xz); x 2 0y y sea K, =1 (xl, xz); x, € 05 x, € o}
y K, =} (x5, x,)3 x; £ 0} . Claramente K, ¢ K, pero sin embar
go A(s; l{l) =gy A(S; K2) = 4 (xl, xz); x, = 0Y , Obviamen
te M, =K - {(0,0)} no estd contenido en M, = { (xl. xz);
x, <0 } .

e
Corolario 2,4.6, Si S estd K,-cerzado por abajo y M, c M,, en--
tonces S estéd Kz-cerrado por abajo. Si ademds Kl y Kz son pun

tiagudos, entonces K. € K, implica que si S estd Kl-cerrado .por

1 2
abajo, entonces estd Kz-corrado por abajo.

Hasta ahora hemos estudiado el problema de la admisibi-

- 1lidad y su relacién con la frontera inferior del conjunto de --

riesgo, pero no disponemos de medios efectivos de calcular bien
Cl (S; K) o bien A (S; K). Vamos ahora a definir una nueva cla
se de estrategias que, de hecho, van a ser estrategias Bayes res
pecto de las posibles distribuciones a priori del conjunto de in

certidumbre; estrategias fdciles de calcular y nuestro propési-

to serd establecer relaciones entre esta clase y las hasta aho-

ra consideradas.

Definicidén 2.4,9. Una estrategia f € S es K*- Bayes para el -
problema ({1, S; K*) si existe al menos una Pe K" tal que f
es Bayes respecto a P.

Al conjunto de todas las estrategias K”- Bayes las re-
presentaremos por B (s; K*) 6 PR (S; K) donde K es el polar res
tringido de K*. A1 conjunto de todas las estrategias de S que
son Bayes frente a lés distribuciones de K** lo representaremas
por J3+ (s; k") = .)3*(8; K**), o simplemente por J3' (s; K). .
El problema de dar condiciones necesarias y suficientes

para la existencia de soluciones Bayes es un problema complica-
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do y no resuelto, y menos, como en nuestro caso cuando se Preg
cinde de la convexidad. En Girén ((1977), pp. 73-75) se dan algu-
nas condiciones suficientes para la existencia de la frontera -
bayesiana, intimamente relacionada con las clases J3*' (s; k%)

y J3 (S; K). También en Ferguson (967} pp. 67-69), se dan con-
diciones suficientes para la existencia de reglas de Bayes, en

el caso de que {2 sea finito.

La, condicién de K-compacidad que nos ha sido tan dtil a
la hora de asegurar la existencia de decisiones K-admisibles no
es suficiente para garantizar la existencia de soluciones Bayes
como muestra el siguiente contraejemplo:

Contraejemplo 2.4.3. Sea (L =} 9 1’ 92‘1 y 8 ¢ S].U S, donde
S, = { (xl, xz); x, +2x,2 O Y S, = 4 (xl, xz); 2x; + x> o{
yK=1 (xl, xz); x;$§0 x, <0 ¢ = K, . Claramente se tiene que
S es K-compacto, de hecho,

a(s, x) = ‘ (xys x5)5 x; + 2%, = 05 x; £ O‘,U{(xl, x,);

2x, + x, = 0; x; > O({ y sin embargo J3 (S; X) = d.
El teorema siguiente da uma condicidén suficiente, que a
veces es fdcil de comprobar, que asegura la existencia de reglas

Bayes respecto de una cierta distribucidn a priori.

sSi Pe N2* , Tepresentaremos por H_ el polar restringi-
do de P, es decir, Hp ={f e c (2); jfdPs (] l’ .

Teorema 2.4.10. Una condicidén suficiente para que el problema -

(L1 ; S) posea solucién Bayes respecto de la distribucién a prio
ri Pe 1% , es que S sea Hp-compacto.

Demostracién, Consideremos la familia de subconjuntos de S for-
mada por {Hp (£) N S‘, cuando fé& S. Por hipétesis, todos -~
los miembros de la familia son subconjuntos compactos y que po-

seen la propiedad de la interseccién finita; por lo tanto su in
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terseccién es no vacia S( Hp (£) N's ‘] y es precisamente -~
igual-a JB (s; Hp).

La condicién no es, sin embargo, necesaria como muestra

el siguiente

Contraejemplo 2.l4.4. Sea f1 ‘}9 9 F s S-—{(x]_.x)z - ;
xl}xzao‘/ y sea P (9)-? (9)-} El conjunto S ;

no es Bp-compacto para ningun Pe _Q' , sin embargo:

o

+
J3 (S,Hp): f(xl, xz);xl{-xz:O}

Corolario 2.4.7. Una condicién suficiente para que las clases -

J?)* (S; K) y V5] (S. K) sean no vacias, es que exista al menos
un P & K*", respectivamente un P & K', tal que S sea Bp-com--

pacto.

Obsérvese que si S es H -compacto para todo P& K’,' enton

ces S es K-compacto, donde K = pr (K"), como se deduce facilmen

k= () =

Ppex* P

te de que

aunque el reciproco no sea, evidentemente, éierto. De hecho por
el teorema de Choquet es suficiente que S sea Hp—compacto para

todo P e& K: para Que S sea K-compacto.

Una vez establecida la existencia de B (S; K) vamos

a relacionar esta clase con la A (S; X).

+
Teorema 2.4.11. J3 (S; K) ¢ A (s; K)

¢
Demostracién. Sea f & NES (s; K) y supongamos que f no fuese "

admisible. Existiria entonces un €, & S tal que g,& M (f ), es
decir g - f & M. Como f & 3 t (S K), existe al menos un -

PeK'* talque ,
ff d P = Min fgdP )
] o o . :

8€S
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Por otro lado por ser g - fo €M =K ~-L (K) y por ser

ot : f
P & K"' se tiene que (g° fo) d P < 0, es decir, Iﬁo aP<
< J}o d Po..que contradice el que fo sea Bayes respecto de Po.

Obsérvese que para la validez del teorema no se ha exigi
do condicién alguna de convexidad o cono-convexidad al conjunto
S.

Si comparamos aeste teorema con el teorema 2.4.,3., vemos
que la demostracién de la segunda parte de este teorema es‘idén
tica a la del 2.4,11., con lo cual las condiciones del teorema
2.4.3. pueden simplificarse y exigir simplemente la H_-compaci-
dad de S para algin P & K'+. P

Para obtener m4s informacién acerca del conjunto Q@ (S;K)
serd necesario, a partir de ahora, imponer mds hipdtesis en el
conjunto S. Como hemos advertido anteriormente la hipétesis de
convexidad de S es demasiado restrictiva y la sustituimos por -~
la de cono-convexidad dada por Yu (1974).

Definicidén 2.4.10. Se dice que S es K-convexo si S - K es con--

vexo, donde

S -K = ‘ geC(fl); g=f-h confeS; hek »

Lema 2,4.8. S1 S es Kl-convexo y K2:> Kl' entonces S es Kz-con—

Vexo.,

1 % convexo, Ademds S - K2 =

Y como la suma de dos conjun-

Demostracién. Por hipdtesis S - K
=(s-x1)-x2 1°
tos convexos es un conjunto convexo, de aqui resulta que S - K

por ser sz K

2
es convexo y por lo tanto S es K2 - convexo.

Lema 2.4.9. Al(S; K) € Q(S - K; K). Ademds si K es puntiagudo,
entonces A (S; K) = A(S - K; K).

Demostracién., Sea f ¢ (1(S; K). Si f ¢ (L (S - K; K) existiria




83.

un g € S - K tal que g)"xf. Por ser g £ S - K, existirfa un -

hé& S tal que h >IE g, Yy por transitividad se tendria que h i‘ f,

que contradirfia el que f fuese admisible para el problema --

(£2; 8).

Supongamos ahora que K fuese puntiagudo y que f& R (S-K;K).

Por ser f ¢ S - K pueden ocurrir dos cosas: a) £ £ S en cuyo ca
s0o si £4 A (S; K), existiria un g & S tal que g% f; y como =
g € S esto implica que g& S - K (por ser O & K) lo que contra
dir{a la hipétesis; b) f¥ S, entonces f = s - Econ s« Sy -
k « K con k ¥ 0. Como K es puntiagudo, esto implica que s >'K' fy
de nuevo, como s & S - K, esto contradirf{ia el que f fuese ad-
misible para el problema (£ ; S - K).

Teorema 2.l,12. Si Ses K-convexo, entonces (S; k) < B(s; K).

Demostracién. Sea f_¢ A (S; K). Por la primera parte del lema

anterior se tiene que los conjuntos M (fo) y S-K son eonvexos y
disjuntos y ademds el interior de M (fo) es no vacio (de hecho

el interior contiene al conjunto abierto fo + 1.(9). Estamos entam
ces en condiciones de aplicar el teorema de separacién débil --
(véase, p.e., Girén, (1977), p. 99). Existe por lo tanto un funcip
nal lineal continuo no nulo X< C (51 ) y una constante ¢ ta-

les que

X*(f)<c para todo fe M !roi =K (fo)

>

X"(f)>¢c para todo fe& S -K

Abora, como f_ & K (fo) y f,€ S, de las desigualdades anterio-
res se tiene que X*(fo) = ¢ y por lo tanto la primera de ellos

se puede escribir

x"(£) £ o para todo f & K.

Si ahora normalizamos x*, || 1‘” = 1, y aplicamos el teorema -

de representacién de Riesz, tenemos que

xX*(f) = If a p*
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La primera desigualdad se reduce a

jr dP'<o para todo f & K
es decir, P’é K: Yy la segunda desigualdad se reduce a
» »
Jf d P a'ffo d P para todo f ¢ S - K
que implica que f_ & B(s; K).

Corolario 2.4,8, Si S es K-convexo, entonces VT t (S; KD c
cA(s; K) ¢ B3 (s;K).

Como consecuencia de los teoremas 2.4.3. y 2.4.12, se -

tiene el siguiente e importante

Corolario 2,4.9, Si S es K-convexo y K-compacto, entonces -
B(s; k) # 4.

Este dltimo corolario es importante pues generaliza el
teorema 2.4,.,10. cuando la condicién de K-compacidad de S se com
plementa con la K-convexidad. Obsérvese, de paso que en el con-

traejemplo 2.4.3. el conjunto S no es K-convexo.

Otra consecuencia interesante del teorema se refiere al
caso bayesiano, es decir, cuando Kk = ‘I’? . En este caso, co-
mo consecuencia directa del corolario 2.4.8. se tiene por ser -
't - x' } P} el siguiente

Corolario 2.4.10. Si K = { P} entonces
\)34l (s; P) = QA(s; P) = P(s; P).

Demostracién., Como siempre se tiene que J3+ (s; P)ec AA(S; P)
es suficiente demostrar que, cualquiera que sea S < C (%) siem

pre es Hp-convexo. Ahora bien

+
Us ut (0)

S-HBy=r¢4d's
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.

donde HY () = 4 g € ¢ (Q1); jf 4P < Ig d P 9 , ¥ por lo -
tanto o U/ g ut (f) es convexo. Por lo tanto (CA(S; P) ¢ J3(s,P)
y como j3+ (s; P) = P(S; P), de aqui resulta el corolario.

As{ pues en el caso bayesiano, los conceptos de admisi-
bilidad y de ser Bayes coinciden.

Corolario 2,4.11. S1 S es K-cerrado por abajo y K-convexo y s
es K-compacto, entonces J(S; K) es una clase completa para el
problema (1, S; K) y Q(S; K) es una clase minimal completa.

Hasta ahora hemos visto que si S es K-convexo enton--
ces la clase K-admisible estd contenida en la K-Bayes, y que las
K*t Bayes son admisibles.

Los doe resultados siguientes permiten afinar méds estos
resultados bajo ciertas hipdtesis que son una generalizacién de

1a nocién de convexidad estricta de un conjunto.

Precisamente vamos a considerar el andlogo de la K-fron
tera inferior de un conjunto, A (s; K) -que Jjugaba un papel im
portante en su relacién con la clase admisible CQ(S; K)- y que
va a jugar un papel andlogo respecto de la clase de las estrate
gias K-Bayes, A (S; K).

Definicién 2.4.11. Llamaremos frontera K-bayesiana de S y la re
presentaremos por M(S; K), a la clase de las estrategias K-Ba-
yes del problema (£, S; K), donde K = p(K), es decir/ﬁ‘(S; K)=

= P(S; K).
Analogamente se definiré/u+ (s; K) = A(S5; K'*).

Obsérvese que todos los teoremas dados para la clase ~-
J3 (S; K) son igualmente v4lidos para la K-frontera bayesiana
sin mds que sustituir las hipétesis de S por S. En particular -

se tienen los siguientes
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Teorema 2,4,13, Para todo S se tiene que /"' (s; K) 2« A(s; K).
Ademds si S es K-convexo, entonces A (S; K) C-/‘-t (s; K).

Teorema 2.4,14. Una condicidén suficiente para que/‘—' (s; K) # ¢
es que S sea K-convexo y K-compacto.

Definicién 2.4.12. Un conjunto S se dice que estd K-bayesiana--
mente cerrado por abajo si /“(S: K) < S.

De los anteriores teoremas y de la tiltima definicidén se
deduce inmediatamente el siguiente

Corolario 2.4.12. Si S es K-convexo y estd K-bayesianamente ce-

rrado por abajo, entonces S estd K-cerrado por abajo.

La relacidén entre B (S;K) y A (S;K) es andloga a la exis
tente entre a(S;K) y /l«t(S;K). En particular tenemos el equiva-
lente del corolario 2.4.1. que constituye el

Teorema 2,4,15, Si S estd K-bayesianamente cerrado por abajo y
S es K-compacto, entonces A (S,K) ¥ ¢ y ademés/*(S;K) = J3 (s;K).

Obsérv.ese que en estas circunstancias (las del teorema
2.4,15.) 1a clase/u(S;K) es una clase completa y A (S;K) es -
una clase minimal completa del problema (2 ,S; K).

El andlogo del lema 2.4.9. es el siguiente que es igual-
mente vilido para /"(S;K) y/“* (s;K).
Lema 2.4,10. J3 (S;K) c J/D(S-K;K). Ademds si K es puntiagudo en-—
tonces J3+ (s-K;k) = BY(S; K).

Demostracién, Sea £ € B (s;K). Por definicién existe al menos -~
un P & K" tal que

fr d P = Min ffdp
° fes
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Ahora bien para todo k ¢ K se verifica que fk dP<oO
y como O &€ K, de aqui se deduce que

© Min fdP:Minf(f—-k)dP
fes £esS
ke K

y por lo tanto, f_¢& B (s - K; K).

Como no se ha utilizado en absoluto el hecho de que --
Pe K'*, se tendrd analogamente queﬁi' (s; K)cﬁ+ (s - K; K).

Supongamos ahora que K fuese puntiagudo y que P € Kﬂ'.
Sea f € B (S - K; P). Como fk d P< O para todo k & K se tie
ne que
Min [fdPst gdP

£ é S-K g&S
con lo cual
fodP=Min[gdP
gé s

Esto implica que fo € S pues si fuese f‘o = gy= o CON B € S vy

K, % 0 se tendria que, por una parte

ffo d P sjgo dP = f(fo+Ko) d P

que implicaria fko d P2 0. Como Koé K —A{ 07 y Pe x*t se -
tendria que fko d P< O contradiccién que demuestra la segunda
parte del lema.,

La segunda conclusién del lema no es vilida para J3 (S;K)
como muestra el siguiente

Contraejemplo 2.4.5. Sea 0 =5<91, ?2‘(’. S = ‘. (o0,0) (( y K

K = {(xl. xz); x,£ 0, x,£0 { + K es puntiagudo y S - K
J(xys x5)3 %2 05 x,2 0 . B(S,K) =5 = “o,o)} , mien
tras que B (S - K;K) = {(xl. xz); x, =0, x,2 0 Y v { (xl.xz);
x,2 05 x, =0} .

1
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La definicién siguiente generaliza el concepto de convexi
dad estricta y es dtil a la hora de comprobar el que ciertas es
trategias Bayes (no necesariamente respecto de K*+) son admisji-
bles.

Det‘iniciéﬁ 2,4.12. Un conjunto S se dice que es estrictamente -
K-convexo si S es K-convexo y ademds para todo f, g & M (s;K)
con f¥ gy A& (0,1), se tiene que Af ¢ (1L -2) g & A(S;K).

Teorema 2,4,16, Si S es estrictamente K-convexo, entonces para
todo P & K*, si /A(S; Bp) % @ estd constituido por una sola es-
trategia, digamos {f | , y ademds f & A (s; K).

Demostracién. Supongamos que goa‘ £ fuese tal que g & M (s;H).

Entonces se tendrfa que, por ser u (S; H_) convexo Jfof(l—) )go

é/-l(S; Hp) C/U(S; K) para todo A & [0,1] , y esto contradiria
el que S fuese estrictamente K-convexo.

Supongamos ahora que f_ 4' A(S;K). Como £ e S (por ser
t, 5/‘4 (S;K)) se tendrd por el lema 2.4.6.b) que M(fo) N Ss= 8.
Sea g_ & M(fo) 1 S. Entonces g,~f, € K - L{X) con 1o cual

Jgodl’\( JfodP

y esto implicarfa que g e/M(S;K) = {fo‘t por la primera par-
te del teorema. Contradiccién que demuestra la segunda parte.

Corolario 2.4.13. Si S es estrictamente K-convexo y posee K-fram
tera inferior A (S;K), entonces A (S;K) =/" (s;:K).

Demostracién. Por el teorema 2.4.13. se tiene que A (S;K) < fu (s;K).
Para demostrar el reciproco sea fo é/(4 (S;K). Esto implica que
existe un P & Kk” tal que fo e/u (S;Hp) y por el teorema 2.4,16.,
£, & A (S;K); con 1o cual A (S;K) =/u (s;K).

Los tiltimos resultados se refieren al comportamiento de

‘los conjuntos A (S;K) y /M(S;K) respecto a variaciones en el -

conjunto K, o mejor dicho, respecto del conjunto K" .,
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»
Teorema 2.4.17. Si 1a sucesién decreciente K&, con K, ¢ }3 s
converge hacia K= rQl Kn , entonces la sucesién /(S;Kn) (don
de K =pr (K;)) es decreciente y converge hacia s (s;X) (don-

de K = pr (K")), es decir
; = ﬁ ;
pem e 0 psix,

Demostracién. Claramente, por ser Kr: decreciente, también lo es

(s; Kn) y por ser K"'c K}, para todo n , se tiene que -~
/4(8; K) c/A(S;Kn) para todo n y por lo tanto

/A(S; K)c ﬁ

n=l

M (s; k)

Fos
Reci{iprocamente si £, € Ql /“(S;K), existe una sucesién
{Pn‘, con Pné K::, tal que fo es Bayes respecto de todos los

P . Como 4Pn'1 c Ki’ y éste es compacto, existe una subsucesién
w N »
{Pnks 5> P+ Vamos a demostrar en primer lugar que P & K

con lo cual f_ 6/14 (s; x).

Por construccién se tiene que

2]

[fo d l’nk s jg da Pnk para todo gg&

y de aqui, por ser {P P , queda

w
my—> o
.ffodposjgdl’o para todo g &

es decir f_ é/‘ (s; Po)'

|

o)
Supongamos ahora que Po * K" nQ]. K;. Entonces existir4
un clierto n, tal que Po* K; para n » n,. Si ahora aplicamos el
lema 2.3.3. a los conjuntos {Poﬁ y K¥ , existir4 un g, C ()

n "
tal que °

fgodP°> 0

4
y Igo dP <O para todo P & K,
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En particular, existird un ny  tal que j; d Pp <0
para todo n o> n , de donde, por la convergencia débil, se ten-
dria que Igo d Po £ 0, contradiccién que termina la demostra--
cién del teorema.

El andlogo del teorema 2.4.17. para A (S;K) no es cier-
to en general. Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2,4,18, Si la sucesién K'. con K ”‘e t , es decreciente
y los K son totales o completos para todo n,y K”= l:LmK... es
tal que K *2 K, para todo n , entonces A ($; K ) (donde K =pr(K ))
es decreciente y converge hacia /u(S K) (donde K=p r (K )), es
decir

'S"K = ' I ;‘ ‘S', K .
si S es K -convexo.

1

Demostracién. Por ser S Kl-convexo. es K -convexo para todo n ,
por el lema 2.4.8. y por lo tanto A(S;K ) < M (S;K ) Por otro
lado como K c.K“ML se tiene que /(S K) < ) (s;K ) por el teore-
ma 2.4.11. aplicado a S. De aqui resulta que

/M(VS; K)c A (S;Kn) . para todo n , luego
-
M(s; K) = N A(s; x)
n
n=1
Ademés, por ser los Kn puntiagudos 43(5; Kn)" es decreciente.
Reciprocamente, si f & Ql')(smn) se tiene que, para -
todo n, £e¢ A (S; Kn) < p (s; Kn). Entonces existe una sucescidn
» *
{P4 con P & K' tal que fe& M(S; P ) y exactamente igual

que en el teorema anterior, se concluye que f 6/‘4 (s; K).

La hipdtesis de que K¥*e K"+ no puede excluirse del teo-

rema anterior, como muestra el contraejemplo siguiente,

Contraejemplo 2.4.6. Sea ST =4 91. QZL[ s S = { (xl. xz); -
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x, +x 1» 0; x; 5*1; x, € 1 } que es convexo sea P = (%,%)

2
y P, =(—2—n- , %) y K’ = .co (B,R). Los K} son totales y ademds
lim K = P,. Sin embargo Pg Ky, se tiene que )(S;K.‘.‘.)=I'(1,0)']
T A(S3P) = h(x)X2)y xvxy = 45 x,20; X;20%,

Tampoco se puede deducir del teorema anterior que 1lim
A (ss Kn):’ A(S; K) a no ser bajo ciertas hipStesis.

, Corolario 2.4.14, Si la sucesién K;J } P}y , donde Kx: son tota
les o completos; P & K;* para todo n y S es Kl-convexo, enton-
ces 2A(S; K) = 1im A (S; Kn) donde K = pr (K;) y K =H,.

Demostracién, Por el teorema anterior se tiene que M (S; Hp) =
= nrjl A (s xn) = 1im ] (S; xn). Por el corolario 2.4.10. apli-
cado a S, se tiene que 2 (S; Hp) =p (s; Hp):luego 2 (s; Hp)
= 1lim 7 (S; xn).

Otra instancia para la cual se cumple lo anterior viene

* dada por el siguiente

Corolario 2.4,15. Si la sucesidn Kr: 3 x* y S posee K,-frontera

inferior y es estrictamente K,-convexo por abajo, entonces -
- - o - »

2 (s, K) - 1im A (s; K. ) donde K = pr (K¥) y K = pr (Kn).
Demostracién. Por el teorema 2.4.17. resulta que M(s,K) =11m/.(s;xn).
Por otro lado, S posee frontera K -inferior (y K-inferior) y es
estrictamente K -convexo (y K-convexo) por abajo. Entonces, por
el corolario 2.4.13., resulta que A (S; Kn) =M (s; Kn) para to-
dony A(S; K) =/4(S: K), de donde resulta el corolario.

Los andlogos de los teoremas y corolarios anteriores no
tienen equivalentes para sucesiones crecientes puesto que no po

"
demos asegurar que si Kr: K" con K; & F' su 1imite K pertenez

*
caa;’.

Otra forma de enfocar el problema seria el considerar -

el espacio topolégico ({1, w) dotado de su correspondiente mé-
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trica de Prohorv, f y Y sobre esta métrica construir la métrica
de Hausdorff para los elementos de la clase ,:’*y considerar 1a
continuidad de las multiaplicaciones A(S, K) y A4 (S; K) de £*
en P (s).

En vez de seguir este enfoque alternativo concluimos es
ta memoria dando un teorema referente al comportamiento de la -
frontera /‘+ (S3 K) respecto a las sucesiones decrecientes den
tro de la clase f + Como demostraremos con contraejemplos estams
resultados no son vdlidos para A (S; K), ni para A (S; K), ni
para el caso de () arbitrario en general. La validez solo se --
puede demostrar en el caso de que ) sea finito.

La explicacién de por qué ‘los resultados referentes a K”
y K son distintos, estd, por un lado en que la polaridad o dua-
lidad no conserva la continuidad, es decir, el ser Kn’.} K* no -
implica pr (K;) ? pr (K*) ni vice-versa, si K ¥ K no necesa--
riamente es KX 4 K? Sin embargo cuando {2 es finito, se verifi-

ca el teorema siguiente.

Teorema 2.h.12. Sea £ finito. Entonces si KneF para todo n,
y son puntiagudos y si an} K, es decir K = nal K , entonces --

n w
Kéﬁ y es puntiagudo y Kl:"'!‘ KH', es decir K*"‘: nlil K:{'.

Demostracidén. Es evidente que K & ,“,’ y ademds es puntiagudo. Por
*t
-~ Fat
ne que If d P< O para todo f & K - 0% , luego en particu--
lar para todo f & Kn-H. - { 0‘, & En - {0Y , y por lo tanto -

-l
Pe K;*'. Por la misma razén Kr’;"c &* y por 1o tanto k*t> U x*,
' n=1

otro lado, para todo n, es K;+C L Pues si Pe K;*' se tie-

Reciprocamente, sea Poé K”+ y supongamos que POL— zgl K;+.
Esto implicaria la existencia de una sucesién fn € Kn -3 0y -
tal que ffn d P°>, O para todo n. Sin pérdida de generalidad
podemos escoger los fn tales que pertenezcan a la esfera unidad
de C (.Q.), es decir ” fn H = 1, Como esta esfera es compacta -

(por ser finito) existe una subsucesién {fnkll —— fo. Ade-
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més f°5‘ 0 por ser || £, Il = 1. Ademds aplicando el teorema de

la convergencia dominada a la sucesién ‘rnk*, ya f se tie
ne que ff 4d P >, 0. Demostremos ahora que t‘ & X, con lo cual
se tendria una contradiccién pues por ser f e K -} 0? y -
P € K ¥+ seria ffo d Poé 0, que contradice lo anterior.

Si no fume £, € K, existirfa un n; tal que f°4- Knl y
el teorema de Klee apl:l.eado a los conos ),ﬁf H ﬂ>, 0‘1 y Knl nos
asegurarfa la existencia de un’ P, € Knl tal que |f d P,>0. Pe
ro por otro lado [fnk d P1< 0 a part:l.r de un cierto indice, cam
lo cual. ffo d /P1\< 0. Contradiccidén que demuestra el teorema.

Corolario 2.4,16. Si se verifican las condiciones del teorema
2.4.19., entonces
by
S; K) = lim (s;x)su (s;s k).

Va im A n n=l/"‘
ontrae,jemglo 2.4,7. Sea 2 =491, @ f i S = {(11: x ):
(x,-1)% + (x,-1)2 41§ . K =HE na"", donde H! = | (xl,x )3
nxli-xzéo yH ={(x1.x ),x +n:x <0 .Obv:l.a.mente
Kn‘i' K = K = 5 (xl, x2), xl < 03 xzé 0 f . Sin embargo,

Ul)(s K)—{(xl,x ); (x-l) +(x-1) =1; x;21; x,¢1 ,

mientras que A (S; Kn) U)(S K) U‘l 00 U&O 19
n=1

Obsérvese que este contraejemplo sirve para demostrar -
igualmente que lim u (s; Kn) # M (S; K) puesto que, por ser S
estrictamente ~-convexo por abajo, se verifica que } (S; Kn) =

= p(si k) y A(si K) = k(s; K).

La restriccién impuesta a £) - la de ser finito puede
levantarse, siendo el teorema cierto si se impone a los conos -
Kn la condicién que los Kn sean conos con_soporte compacto (para "
su definicién véase p.e., Bourbaki, (1966}, p. 114). Basta que lo

sean a partir de uno de ellos, Esta nueva formulacién del teore

ma siguiente incluye como caso particular al 2.4.19., puesto que
si {1. es finito cualquier cono puntiagudo perteneciente a la -
clase ’K tiene soporte compacto,
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Teorema 2.4.20. Sea K e ﬁ una sucesidén decreciente de conos

puntiagudos y de soporte compacto tal que K_ J K & F . Enton-
. n

ces Kn T K .

Demostracién. La primera parte de la demostracién es idéntica a
la del teorema anterior y por lo tanto

s O x;*'
n=1

oo
Supongamos ahora que Po & I(H' y que Po $ ngl K:l'. Bsto
implicaria la existencia de una sucesién f,exK, - oy tal qu
jfn da P° 2 0 para todo n . Si designamos por Cn y C los sopor
tes de Kn y K respectivamente, estos los podemos elegir de tal
modo que Cn ¢ C. Ademds siempre podemos elegir los fn & Cn pues
to que C_n {0 ’ = f§. Entonces existe una sucesién {fn (—>f .
Ahora bien por ser fnké an se tiene que foe Ql Cn =Cy -
por lo tanto foé K’— {0y con lo cual se tendria ,[fo d P°< 0.
Por otro lado ffnk d PO; 0 para todo K. La aplicacién inmedia
ta del teorema de la convergencia dominada lleva a que jfodPos o,

contradiccién que demuestra el teorema.
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