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INTRODUCCION

Desde que Dirac establecid en 1928 su ecuaci6n de ondas para par
tfculas de spin 1/2, se han hecho numerosos intentos para generali-

zar de manera adecuada esta ecuacidn a spin arbitrario.

Si se supone gue el grupo de invariancia del espacio tiempo es el
grupo de Poincaré, las eFuaciones de onda que describen particulas
elementales deberdn ser invariantes bajo la accidn de este grupo. lLa
funcidn de ondas pertenecerd a un cierto espacio de funciones en el
due se puede definir una representacién del grupo de Poincaré.lLos dos
Casimires del grupo son pZ - pt P ¥ W=- w’ :;Ajpvﬁ]”“P’_j7”ﬂsthLPv
que nos permiten caracterizar las representaciones irreducibles. Si
suponemos que la funci6n de ondas de una particula elemental se trans
forma con una representacidn irreducible unitaria del grupo de Poinca
ré, con P2 = m2 y W= mzs(s+1) podemos asociar a esa particula una
masa, m, y un spin s, Gnicos. Wigner (1939) estudié las representacio
nes unitarias irreducibles de este grupo y las clasificé de acuerdo

2

con los posibles valores de P“ y W,

En general, si la funcidn de ondas asociada a la particula no se
transforma con una representacidn irreducible, necesitaremos una ecua
cidn que nos extraiga la parte irreducible que nos interesa. Como se-
fiala S, Weinberg (1964a), (ver tambiéﬁ Barut, 1963), la ecuacidén de on

das, indica la existencia de componentes redundantes que es preciso
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éliminar. Asi, escribe funciones de onda de spin s, que se transforman
con la representacién (s,0) & (0,s) del grupo de Lorentz, y funciones
(s,0) @ (0,s) que son invariantes bajo paridad y que precisan de una
ecuacidn de caracterfisticas similares a las de Dirac para spin 1/2.
Sin embargo, estas ecuaciones pueden presentar problemas de estabili-

dad como sefiala Wightman (1968).

Asi pues, pafa construir una ecuacidn de ondas para una particu-
la de spin s y masa m, necesitamos una representacidn del grupo de Lo
rentz que contenga ese spin, y una serie de condiciones invariantes
que extraigan solo la parte de la funcién de ondas que pertenezca so-
lTamente a ese spin y que aseguren la unicidad de la masa. De esta for
ma se pueden construir ecuaciones como las de Bargman-Wigner (1948),

Gel'fand-Yaglom (1963), Rarita-Schwinger (1941), Fierz-Pauli (1939),
Duffin-Kemmer (1939), etc. En el caso libre, 1o @inico a comprobar,
es ta transformacidon correcta bajo el grupo de Lorentz y la condicidn
de spin y masa dnica (si es eso 1o que deseamos). Los problemas apare

cen en el caso de interaccidn.

Las primeras generalizaciones a spin arbitrario se deben al pro-
pio Dirac (1936) que escribi6 una ecuacibébn de ondas para spin 3/2 en
. . . Yob) a
las que las funciones eran spinors de tres findices, f N }L ..
< k) ‘br_}
que se transformaban con las representaciones (1, %) y (l » 1) del gru
po de Lorentz, proporcionando asfi una'posibilidad de escribir ecuacio
nes invariantes bajo paridad.Sin embargo como sefalaron Fierz y Pauli
(1939), al introducir un campo electromagnético, usando un acoplo mfi-

nimo, P* —s p* —eA” . Las ecuaciones son inconsistentes, al apare-
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cer mds condiciones, que restringen el nimero de componentes. indepen-
dientes. Para evitar esta. situaci6n, Fierz y Pauli proponen un forma
lismo lagrangiano, en el que se introduce l1a interaccif6n. Asi para
spin 3/2 necesitan dos campos auxiliares, k¥a y ‘Pé que se anulan
en el caso libre, en el que las ecuaciones se reducen a las de Dirac.
En general 1la situacib6n es similar y para spin superior a 1 es nece

‘sario en la teoria de Fierz-Pauli introducir nuevos campos auxiliares

que eviten las inconsistencias que se presentaban en el caso de inte-

raccidn.

La ecuacidn de Fiegz-Pauli para spin 3/2 puede escribirse y genge
ralizarse a spin semientero cualquiera, usando un procedimiento debi-
do a Rarita y Séhwinger (1941). La funcidén de ondas es un objeto con
un fndice bispinor y n indices tensoriales KPQ”J‘“‘y")si el spin es
n + % . La ecuacfén que verifica es la de Dirac en su Tndice bispinor

y una condicibn auxiliar, }7‘\?»}“_“p“:;o . Si \Pﬁp.uth es simé-

trico y de trazas nulas en sus indices tensoriales, describe una par-
ticula de masa m y spin n + % . Para n = 1, se obtiene nediante cam-
bios de base y algunas manipulaciones, la ecuacifn de Fierz-Pauli.
Otra forma de escribir esta misma ecuacién se debe a Gupta (1954). La
funcién de ondas es la usada por Fierz y Pauli pero escrita como un

vector columna con lo que la ecuacidn adopta la expresion Qﬁf'%‘-Wﬂ\P:o

Gel'fand y yaglom (Gel'fand 1963 y referencia alli sefaladas),
estudiaron ecuaciones lineales invariantes bajo el grupo de lLorentz.
La ecuacidn general era ({ ﬁ“Z&‘— k)1¥@):o donde k era un nimero real

que puede ser cero y @P' matrices cuadradas W xN, siendo N el nidmero
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de componentes del vector 1¥ . \¥(k) se‘transforma con una representa
ci6n; en general reducible del grupo de Lorentz y las matrices 6“ ve
rifican 1a relacién fS(ﬁﬁ*ﬁ“S(A\ :'/¢‘uﬁv donde S(/A) son lTos opera-
dores del grupo en la representacidn que actua sobre ‘V . Si k=0,
la condicidén es menos restrictiva (ver Gel'fand 1963). La forma de
las matrices ﬁp'viene dada por la representacidn S(/\) salvo un cier
"to nimero de pardmetros que quedan indeterminados. Los autovalores de
ﬂo estan relacionados con la masa y el spin asociados a la ecuacién.
(Se han considerado tamhien ecuaciones mds generales del tipo
(B"Q,w—C)WPQQ:o donde B/ y C son matrices no necesariamente cuadra
das (ver por ejemplo Wightman 1977)).Asf las ecuaciones de Dirac para
spin 1/2, Duffin-Kemmer para spin 0O y 1 y Fierz-Pauli para spin 3/2
se pueden escribfr de esta forma. Lbs elementos de ﬂf se determinan
imponiendo que la ecua;ién sea invariante bajo paridad, derivable de
un lagrang%ano invariante y que -1a densidad de carga o de energfa sean .

definidas positivas.

Bhabha (1945) estudid ecuaciones de este tipo a las que se impo-
nia la condicién l:@”,ﬁj‘«djﬂu donde 3" son los generadores in-
finitesimales del grupo de Lorentz a la representaci6n con la que se
transforma la funcién de onda “P . Entonces { jpu;ﬁ”} forman el &lge-
bra de Lie del grupo S0(3,2) (o S0(4,1)), pero las ecuaciones excepto
para los casos mds sencillos de spin 0, 1/2 y 1 no tienen masa ni
spin dnicos. Krajcik y Nieto (1974) han estudiado estas ecuaciones

de forma exhaustiva recientemente.

Las ventajas de una formulacién en un grupo pseudoortogonal en

: . . . . . M
cinco dimensiones que permite determinar la matrices (3 de manera



Gnica, una vez dada la representacidén asociada‘'a la funcidn ﬂJ, han he
cho que muchos trabajos hayan tratado este tema (ver por ejemplo, Ce-

cchini, 1979).

3

Otras aproximaciones a la teorfa de ecuaciones invariantes rela-
tivistas son las tipo hamiltoniano. Asi Foldy (1956) y Mathews (1966)
“escribieron ecuaciones de evolucidn dadas por iDQQJ:\PJ>, 4/ pertene
ce a un espacio de funciones en el que existe una representacifn del
grupo de Poincaré. Usando una generalizacidn de Ta transformacidn de
Foldy-Wouthuysen (1950), Weaver,Hammer y Good (1964) escriben ecuacio

nes hamiltonianas para spin arbitrario, a partir de las representacio

nes que aparecen en las ecuaciones de Weinberg (1964a).

Un problema fundamental desde el punto de vista fisico es el com-
portamiento de las soluciones de estas ecuaciones cuando se introduce
una interaccién. Como ya hemos dicho, Fierz y Pauli evitaron las in-
consistencias de las ecuaciones de Dirac para spin 3/2, introduciendo
dos nuevos campos. Sin embargo esto no evita otro tipo de problemas.
Asi Velo y‘Zwanziger (1969) encuentra que la ecnacién de spin 3/?2 pre
senta velocidades de propagacidn superiores a las de la luz al intro-
ducir un campo electromagnético de determinadas caracteristicas. Este
fendmeno se repite en la ecuarifn de spin 2. Wightman y Capri (1968)
estudian el problema de la estabilidad de las soluciones. Segiin su
criterio, la ecuacidén es estable si en su espectro de masa no hay nd-
meros imaginarios. En uné.teorfa de campos libre estos valores no son
importantes, pero pueden causar problemas al introducir una interac-

ci6n. Asi, las ecuaciones de Weinberg (1964a) para spin 3/2 son ines-
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tables mientras que las de Fierz-Pauli son estables (lo que no quiere

decir, como hemos scfialado antes, que estdn libres de dificultades).

Por G1timo, sefialamos el interés que presenta la equivalencia
de distintos formalismos. En el caso libre no es en general dificil
de establecer, pero cuando se introduce una interaccidn, la forma de
hacerlo puede depender en gran manera del formalismo adoptado y 1la

equivalencia puede no existir. -

Las ecuaciones de Bargmann-Wigner (1948) son una generalizacidn
de la ecuvacién de Dirac, usando como funciones de onda, productos ten
soriales simetrizados de bispinors. Si se impone que estas funciones
cumplan la ecuacién de Dirac en cada indice, representardn particulas
de spin y masa dGnicas. Su equivalencia convlas formulaciones de
Klein-Gordon para spin 0, Proca para spin 1 y Rarita-Schwinger para
spin 3/2 son conocidas. Salam, Deibourgo y Strathdee (1965a) las apli
caron al estudio de funciones de onda en una teoria de interacciones
fuertes, introduciendo el caso de productos tensoriales no simetriza
dos de bispinors. Guralnik y Kibble (1965) trataron de establecer un
formalismo lagrangiano usando estas funciones de onda, y Kamefuchi y
Takahashi (1966) estudiaron también otros posibles lagrangianos has-

ta spin 3/2.

Actualmente, el inter8s por las ecuaciones de onda relativista
sigue existiendo, principalmente en el estudio de interacciones en
los casos de spin no superior a 2 (ver por ejemplo Wightman, Erice
1977 y otros seminarios desarrollados allf), y en el caso libre para

cualquier spin.




Las formulaciones lagrangianas de teorias para spin arbitrario
(Singh y Hagen 1974) usan campos tensoriales para spin entero y campos
tensor-bispinors para spin semientero, necesitando la introduccion de
campos auxiliares para poder escribir lagrangianos con derivadas de

primer orden solamente.

La teorfa de supersimetria necesita estudiar las ecuaciones que
verifican los supercampos y paraello, las que cumplen los campos. Asf
Sokatchev (1975), Ogievetsky y Sokatchev (1977), Mieuwenhuizen (1973),
Berends et al. (1979) estudian ecuaciones de spin hasta 5/2 en el mar
co de la teorfa de supersimetrfa, mediante el uso de proyectores (Beh
rends y Fronsdal (1957), Fronsdal (1958) y Rivers (1964)) que selec-

cionan el spin adecuado.

.

Estos estudios dan cuenta de la necesidad, aidn presente, de estu
diar en detalle las distintas teorfas en el caso libre para ponder dis

cutir despues los casos de interaccidn.

En este trabajo nos hemos limitado a un estudio detenido de las
ecuaciones de Bargmann-Wigner (BW) para masa no nula en el caso libre,
Despues de un primer capitulo donde se aclaran y determinan concep-
tos y notaciones, estudiamos las relaciones entre las ecuaciones BY y
las formulaciones de Rarita-Schwinger, tensor-bispinor para spin semi
entero y Fierz-Pauli, tensorial, para spin entero, asi como un estu-
dio detallado de las representaciones asociadas a estos objetos. En
el capitulo siguiente se amplian estos trabajos al caso de bispinors

de simetrfa mixtas y su relacién con los totalmente simétricos. Por
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fin en un Gltimo capitulo se sefiala una descripcftﬁn de estas ecuacio-
nes en forma de ecuaciones de evolucidn, y como a partir de spin 3/2
se hace necesario el uso de condiciones auxiliares que permitan asegu
rar la unicidad del spin asociado. En varios apéndices se describen

formulas y técnicas usadas eh los cdlculos de los apartados menciona-

dos.



CAPITULO I. BISPINORS EN SL(2,C)

1. Hacemos en este capitulo una breve exposicién de las represen
taciones bispinors en SL(2,C) y del &lgebra.de Dirac, asi como de las
representaciones correspondientes del grupo conforme, para introducir
conceptos y notaciones que serdn usados mds adelante. Basicamente las
referencias aquf utilizadas son: Bogoliubov (1975), Weyl (1946),
Gel'fand (1963), Itzykson (1966), Corson (1954), Bade (1953), Riih}
(1970).

2. En SL(2,C) existen dos representaciones spin no equivalentes,
(l ,0) vy (0 ,%). Llamamos spinors no punteados a los vectores que se
transforman con la primera representacidn za' a=1,2 y spinors puntea
dos a los que se transforman con la segunda )Lé, 4=1,?, en las bases
canfnicas (operador 512 diagonal).(??)*, donde * es la conjugacién
compleja, es un spinor que se transforma con (0 ,%) y que denotaremos
01

por fa. Podemos definir un tensor antisimétrico Eab = (_1 0 ) que nos

da una forma bilineal en el espacio de spinors no punteados,

b, 9) =€aﬂwa4&

De igual forma se defineG;_B. (Bade, 1953).
a

En SL(2,C) se verifica la siguiente relacidn:
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(3,0 ®(0,7) = (3.7

{(ver por ejemplo Gel'fand, 1963), lo que nos permite establecer una
correspondencia entre los vectores x™ de R4 y los spinors de dos Tndi

ces, hermiticos, dada por (Bade, 1953; Coréon, 1954):

I .=
Rab = 7 Thaphpe con Ay = Aps
y la relacidn inversa:
A = (r)‘éb A

ab
donde (Y)*éb son las matrices de Pauli.

Un bispinor es un vector de cuatro componentes que en una base
ga,
Yu

forma con la representacién reducible (%,0) @ (0 ,%—) del grupo

adecuada se puede escribir como ’\\r'= ( \) y que en general se trans

St.{2,C). Operando sobre este espacio de bispinors, introducimos las
matrices de Dirac \6)‘“ que verifican las relaciones de anticonmuta-

cibn:

(75")4,; (Xu)ﬂ . 4 (K"\)q p(W‘ )P . - 2%;»»%« :

a .
en la base en la que \)( = (g) , los operadores de SL(2,C) en la re-
a

presentacidn (—;— ,0) ® (0 ,-;—), son:

A 0
V(A) = (0 [Aﬂ‘.l) (Bogoliubov, 1975)

donde A6 SL(2,C) y At es 1a matriz adjunta de A.
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La representacidon A es equivalente a[ﬁfrl (contragradiente) lue-
go V(A) y &(A)frl también lo son. Existe entonces una matriz no siugu
lar C, tal que

W9y = cvny ¢ vaesL(z,¢)

La matriz C se puede definir por las condiciones:

cyre e oyt e%- ¢ct--c-cl (1.1)

teniendo en cuenta que SM° = %~f[fw,Xﬂ son los generadores infinite-

simales de la representacién V(A).

Se puede usar C para definir una forma bilineal antisimétrica en

el espacio de los bispinors B, dada por

(}kxﬁ):Cd@‘#u(bﬁ (Bogoliubov 1975)

siendo CO,(5 = (Cu,Ca ), &Q4}} o = 1,2,3,4, una base de B. Se define
entonces (C'l)ﬁd de forma que
-1,67% X
cue(c ) - & o
Cy C'l se pueden usar para pasar del espacio B a su dual B' y vice-

versa,

3. Consideremos el dlgebra de Dirac, C4. Las dieciseis matrices

5 uv i

u v \Y .
1, ¥ “yS, v5, con o"¥ = 5 [vu, Y ] Yy v% = ¥v%y1y?y3 son lineal

Y » O r Y XY
mente independientes y se pueden considerar como elementos de B ® 8'.

Usando C se pueden_introducir en B x B en una base
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(eu @)eB) a,B = 1,2,3,4

(e hef, (yehe®, (@"veTheE, (PMysehe®, (sethR (1.2)

Es inmediato verificar que C'l, y5C'1 y y“ysc'l son antisimétricas y
Yl y 6"Vc1 son simétricas, usando las relaciones (1.1). Por ejem-
plo: '

(Yot = (o)t yutogynt o ue-l

y e hte et yst 23t = Lysetl, pues cysel < (0N

-1 1

Sea 1} 1 e = (C7h yseTh yryseth gt orvetly (1)

Cada A es un tensor de B ® B, y (Ak} forma una base de este espacio;

cualquier y 6B ® B se podrd poner en funcién de esa base como

v = kak en la base producto tensorial, ¢ = w“B e, ® eB. Como

- ,a8

K
M = A e B eg, v =‘VA$B y desarrollando, renumerando el indice k,

- -1 -
A S CL i P T I I

(v, cTHeE e (@ ool x D] (1.4)

Las cantidades X,X ,X”,X[“v] son tensores bajo el grupo de Lorentz
1

H
55
propio: X,X,. escalares, X%,X" vectores y X["v] un tensor de rango 2

5 5

antisimétrico.

Se verifican las relaciones de ortogonalidad:

|
tr (Ak Ak) = 48, (1.5)

si Ak = (C, CYS, Cysyu, Cyu, ts"V1 con v3 = g

'
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La expresi6én (I.4) para bispinors de rango 2 se puede extender a
bispinors de rango cualquiera (diremos que un bispinor es de rango n
si es un elemento del producto tensorial de B por si mismo n veces)

Si n = 2r,tomaremos la base producto tensorial Ak ® Ak R ... ® Ay
1 2 r

Si n es impar, n = 2r+1, la base es Ak ® Ak ® ... A ® e . En el
1 2 Kp 7o
primer caso, los coeficientes son tensores bajo el grupo de Lorentz

asociados a representaciones de spin entero. En el segundo, son obje-

R ul...u._a
tos del tipo ¢

donde Wpeeeb, SON indices tensoriales,
wy = 0,1,2,3, ¥ a es un indice bispinor, « = 1,2,3,4. Por ejemplo, el
caso mis sencillo es ¢"%, que aparece en la ecuacidén de Rarita-Schwin

ger para spin 3/2.

4, E1 grupo‘conforme SU{(2,2) contiene como subgrupo al grupo de
Lorentz propio SO0(3,1), y la representaci6n fundamental de SU(2,2),
de peso mdximo (% . - %'.- % . - %) (en la notacién cartesiana de pesos
de SU(A), (ml,mz,m3,m4) con m, +w2‘&m3-+m4 = Q) se reduce al restrin-
girnos a S0(3,1) a (% ,0) ® (0 ,l). Podemos considerar a los bispi-
nors como vectores sobre los que actGa Va representacién fundamental
del grupo conforme. Las representaciones irreducibles de dimensidn fi
nita, (por tanto no unitarias) del grupo SU(2,2) se pueden obtener a
partir de productos de Kronecker de la representaci6n fundamental por
s misma. E1 peso (% y - %-,- % y - %) corresponde como hemos dicho, a
la representacidn fundamental de SU(4), pero a partir de las represen
taciones irreducibles unitarias (de dimensién finita) de SU(4) pode-

mos obtener las irreducibles no unitaria de dimensidn finita de

SU(2,2), usando las técnicas de Weyl de prolongacién analitica (ver
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por ejemplo Weyl 1946; Murnaghan, 1963; Klimyk y Gruber, 1979). Al ser
la dimensidén del espacio base igual a 4, los diagramas de Young aso-
ciados a esas representaciones, no bueden tener mds de cuatro filas y
al ser el grupo unimodular, los diagramas con cuatro filas son equiva
lentes a los que resultan de suprimir la columna con cuatro cajas

(ver por ejemp]o, Itzykson, 1966).

Al ser SU(2,2) Yocalmente isomorfo a SO(4,2), la representacién
fundamental de SU(2,2), corresponde a una de las dos representaciones
spin de S0(4,2) cuyo peso midximo en SO(6) es (% ,% ,%). La vira repre
sentacién spin de SO0(6) es (% ,%-,- %J y corresponde en SU(2,2) a 1a

representacidn conjugada de la anterior (en SU(4), (% .- % ) - % , - %))
con peso méximo (en SU(4)) (% ,% ,%-,- %). Sin embargo ambas represen

taciones spin se reducen al pasar a SO0(4,1) (6 S0(3,2)) a la dnica re
presentacién spin existente, ((% .;) de S0(5)) y a (% »0) @ (0 .%) al
pasar a S0(3,1). En lo que sigue, por tanto, consideramos a

(%'.- % s - % y - %) como representacidn fundamental y obtendremos

(l-,l-,l s - 2) como resultante de algin producto de Kronecker de 1la
4°4°4 [

fundamental (Para m&s detalles ver Apéndice 3).



CAPITULO II. LAS ECUACIONES DE BARGMAHN-WIGNER PARA BISPINORS

DE RANGO N SIMETRICOS

1.1 Desarroilamos aqufi la tgoria'de Bargmann-Nigner (BW), para
describir campos de spin s y masa (>0) dnicos, usando bispinors de ran
go n totalmente simétricos. Después de indicar algunos aspectos bédsi
cos del artfculo original de Bargmann‘y Higner estudiamos en casos sen
cillos, los desarrollos mencionados en el capitulo anterior, pdrrafo 2,
y como las ecuaciones BW l1levan a condiciones sobre los coeficientes
de esos desarrollos. Generalizamos a continuacidn los resultados obte-
nidos a cudlquier spin finalizando con un andlisis detallado de las re

presentaciones asociadas a estos campos.

1.2 Supongamos una funcidn de ondas en la representacién de mo-
mentos q/(pbgl...,gn) (BW, 1948), donde p es el momento asociado y

§l....,‘§N, N variables‘que pueden tomar los valores 1,2,3,4.

Y s e g 1 N _ .

Pver1f1ca la ecuacidn J(r)%L\P = m‘P, rA—l,Z....,N en los in-
dices~gl...'€N, en los que es simétrica. (T}) son r conjuntos de ma-
trices de Dirac que verifican:

[ 28 N Vo - ¥uY)
Ve * T € =20
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v v v X8
U)\s(s) =4 51 Ven) s

Se puede considerar a los }A?r) como productos tensoriales de N facto

res: 1® ... ® 5“* ® ... ®1 con KP'en la posicidn r.

Los generadores infinitesimales asociados a la representaci@n con

~la que se transforma \P se pueden escribir como:

23Y i e v v

sw 1y | -]
7 280 ¥ - 8

La funcidn \P se transforma con el producto de N representacio-
nes de Dirac (% ,0) ® (0 ,%) simetrizado. Es decir, puede considerar-
se como un producto tensorial de bispinors de rango N totalmente simé

trico, y suponer gue en cada indice verifica la ecuacidén de Dirac pa-
i
ra spin 1/2.

P

Veamos como el spin de la funcidn \P es N/2. Para ello escogemos

(BW, 1948) una representacidén de las matrices de Dirac en la que ‘Ko
1
sea diagonal, 1 -1 . En el sistema en reposo, la ecuacibn de
-1

Dirac se reduce a (]J(0 - 1)\))= 0 para particulas de energia positiva

(pO = m). Los indices de \}/, (‘gl... ZN) pueden tcmar solo los valo-

res 1y 2. Las 4N componentes de "-" se reducen a 2" y al ser \P simé

trico solo hay (NQN' 1) = N+1 componentes independientes, que es el
nimero adecuado a spin S = % . Para calcular los autovalores de 512,

escogemos una representacidn de las )g*‘ de forma que ‘do sea diagonal
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1/2 -
; -1/2 .
y %-i ylyz = 1/2 . Aplicando 512 a una componente
-1/2 /-

de la funcién\y con k indices iguales a 1 y N-k igual a 2, ésta apa

rece multiplicada por k - % N, con k=0,...,N. Luego los autovalo-
N N N . N
res son - 727 7 +1,..., 7 E1 spin es entonces 5 -

Se puede emplear un argumento similar (Lurié, 1968) usando auto
funciones explicitas de la ecuacién en el sistema en reposo, del ti-
po \}/ = ggiiggld gfui . \}’5( 5&1 g?u-: SY’;) simetrizado,
etc. (ver s111.1).

Es inmediato también, comprobar que la masa es dnica a partir de

da relacién (yp+tm)(yp-m) = pz-mz.

1.3 Veamos ahora algunos casos concretos.

a) La ecuacién de Klein-Gordon, (p2 -mz) X{(p) = 0, donde
X{(p) es un escalar bajo el grupo de Lorentz. Representa particulas
de masa m y spin 0.

b) La ecuacién de Dirac, (Kp-m)\P= 0, escrita en coorde-

va
B

cribe particulas de masa m y spin 1/2.

nadas, {p‘J Yy, o-m 62} wﬂ(p) =0, a,8 = 1,2,3,4 indices bispinors.,des

c¢) Consideremos ahora un bispinor de -rango 2, (ver por
ejemplo Lurié 1968, Takahashi, 1969), simétrico,
({ } indica fndices simétricos y [-] antisimétricos), y apliquemos’

las ecuaciones de BW:

(hore . - m &)V ) =0
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. , o tndice. Wi ]
y Va misma ecuacidn en el 2° fndice. representa particulas de

masa my spin 1.

Al ser \P un bispinor de rango 2, se puede poner en la base estu
diada en el capitulo I (s1.4), y como es simétrico, serd combinacidn

de los elementos de la base que son simétricos. Es decir:
“p A\ %8 v Y E .
Y qre) X, + (v cC ) X[w,] (11.1)

aplicando la ecuacién BW al prime} indice en ( I1.1)
. _\BY . v~ =1\BY -
{P?X?«g "msdo } [ (X}LC ) X“_ + (O_'A C ) XI.'MV'J.J =0

y usando las relaciones de ortogonalidad de la base (,1'4)’ multipli-

cando por Cyu » a1 ser W cimgtrico:
Z{fﬁ,gf‘?x,ﬂ:o = puX"=0 (11.2)
por (C¥x)yu
e (P IX o ame™ X =0 —
— x* = %?VX[M (11.3)

por G1timo, operando con (COh.)ya

Yip (sz 8" » - SP,\ g c\’x!‘- B élm (SN>%\)‘< - SMI S‘),\)XW\Q:Q

X[“"]:-%;(?ILX"~;)°X“) (11.4)
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Sustituyendo (II.3) en (I1.4)

2 pp’
= P_ -
fem 7 Re T b

8

que es la ecuacifn de Proca para spin 1, y aplicando (I11.2)

2wy x, =0 (11.5)

(p »

Es decir el tensor X‘,‘ verifica las ecuaciones:

"

(p2 - m?) X = 0 (11.5)

0 . (11.2)

x
Pu
y el tensor X(‘NJ es funcién de x M (11.4).

. Aapyl o
d) E1 caso siguiente es \"' bispinor simétrico de rango

3. En funcidén de la base (1.4), se puede escribir (Lurié 1963):
oAy A\%B ¥ o, N Y
- w
N (gt P+ (YT P (11.6)

L3 L
\P}L tiene un fndice tensorial (W) y otro bispinor («) y \PCNJ es an

tisimétrico en sus Tndices tensoriales.

Pero “})“M} debe ser totalmente simétrico, y la expresidn ante-
rior solo nos asegura la simetria en o(p . Para imponer la total, apli
camos bispinors de la base {/\k} (1.4), antisimétricos, e igualamos a
o usando las relaciones de ortogonalidad (I.5),

As{ CP?{ nos da (no detallamos los Tndices bispinors):
P+ TP P = O ' (11.7)
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y (Cx’)M
YR+ MY, = O (11.8)
luego
‘G""‘P;P,,]:O (11.10)

y sumando y restando (I1.7) y (I1.8).
Contrayendo con (C Ygt;\pv obtendriamos:

PH s iy, et (11.11)

Estas tres condiciones (I1.9, 10, 11) no son independientes, pues
(I11.9) es consecuencia de las otras dos. De esta forma determinamos

tafpy} .
1a expresidn de \P ¢ . E1 nimero de componentes es el correcto:

1apy) 4+3-1 «
b g tiene ( = 20, %)Euﬂ » 4x6 = 24, menos 4 ecuacio
3

nes de (I1.10), 290.

Se aplican ahora las ecuaciones BW a los findices « 6 8 , ¥y ¥
que no es simétrico con los otros dos, mas que cuando se consideran
las restricciones anteriores (11.10, 11). Se obtiene, usando los mis-

mos métodos que en el caso anterior (ver (Apéndice 1,3)

\Pvrl)uv} :’frn(p"\?“d ‘?v‘ﬂi) (11.12)

y (KP““\WH
};‘\?fl

1!
o]

(11.13)

I
0

(11.9)
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que son las ecuaciones de Rarita-Schwinger (Rarita, 1941) para spin
A o
3/2. E1 campo ‘-?(‘N) se obtiene a partir de LFM con una expresidn for

malmente idéntica a la de Xguvy en funcidn de XP“ para spin 1 (I1.4).

La relacién (I1.11) es compatible con las demds sustituyendo

(11.12):
P eyt - ()

y por (I1.9) 1legamos a la ecuacién de Dirac para el campo \_P‘: (sin

necesidad, como era 16gico, de aplicar la ecuacidén BW al tercer indi-

ce de \}'“ﬁﬂ

ol
Resulta interesante estudiar la forma de los bispinors ‘\’

Luapr} . .
'\‘/ en funcifn de los campos Xy ¥y ‘{)F_ una vez aplicadas las ecua-
ciones BW (Takahashi, 1969).

i) Para \‘>"d“ C}{)"C") "¢ x + (T#UC-')dﬂ X [avd

V[X"C" Pv JHX‘,C-. ﬁ»x [ kp+ m v - ~_~ ™ C"]
como Py x* =0,
5“” Yp+m )Ac"}aﬁx (11.14)
\\' :[“‘?n"‘ ¥ [
ii) Para \\)4"\(‘]} se obtiene un resultado similar

of
é
\\)wm! : [Q‘%"_ﬂ ¥ ‘f’: (11.15)
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1.4 Intentamos generalizar estos resultados a spin superior

3/2.' Para ello, estudiaremos el caso de bispinors de rango 4 totalmen

te simétricos.

Desarrollamos \l)wg»yf?} en la base {Au@Ak'} (ver s1.3),
\*,o((srs :(K"C% \)«ﬂ (XVC_.)YS Xw» +
o s _ve S
S @Y T Kt ()T @) Y

« s
(o eV (6‘“(,")! XCMH»‘J (11.16)

‘ ) dvé]
De esta expresidn es inmediata la simetria parcial \\?
Para conseguir la total, basta imponer que "4’ sea simétrico en los in
dices (y . Contrayendo (11.16) con bispinors de dos Tndices antisi-
Py : 5 § A .
métricos, C(’»a‘ (C ¥ )(SY y (C¥5Y ){5}* e igualando a 0, obtendremos

las retaciones que aseguran la simetrfa total del bispinor "L)J

Asi, se tiene (Apéndice 1,6)

M axm XM zo (11.17)
x aeen oy Terilped ) Neaad L) SO e,,,PAx“”“"“*“=o (11.18)
"z o C eper X o (11.19)
x™ :uX“"P"- (11.20)

(11.21)
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v . .
E1 tensor XE" 1P tiene 24 componentes, menos cuatro de la condicion

P
de traza nula y cuatro de ep‘\,(,)\)(r"D = son 16 componentes inde-

Cpvlle2d

pendientes. X tiene 21, menos 1 de la condicidon de traza

(vl oAl
X -0

nula y otra de € \vp son 19. E1 nimero de componentes

’ H
independientes de \4'&iﬁ¥ ) es 35 = 16 + 19,

Aplicando ahora las ecuaciones de BW a uno cualquiera de los fn-

dices:

ot A ‘S.
(yp-m) e ¥ =0

y contrayendo con los elementos de la base del dlgebra de Dirac, obte

nemos las siguientes ecuaciones (Apéndice 1, 6)

(PZ—W\’) )(“M:o (11.22)

Y%AX%Mv} - o (11.23)
Xn“n~:~§;{P“V&Pt“PvXWM} (11.23)
.Xwﬂﬂn= i#i{PH(Peruﬂ_PAXWM) —

. ,Pm(?‘, Xsm\ _mewe))} (11.25)

(11,22, 23) son ecuaciones que con (I1.17) describen un campo de spin

2 y masa m. Si ahora sustituimos estas expresiones en el bispinor

AP (11 16)
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1, VA 0g8 Y JATRY
PO ey (o) XM -

- (G T o Y (e X ) PRI X - X ) -

. < , o\ ¥ v v _
- LG OV 4 ) (g ) Jpex™ - p x*"]=
¥PAm e pim e Al ’\,x.}‘d
7—[‘?77“ %), C [Km YJHCJ X (11.26)
{pvt 4};"‘} |
con ?P‘X o (.P?__ml))( =0,

1.5 Las expresiones de los pdrrafos anteriores se pueden gene-
ralizar a bispinors totalmente simétricos con un nimero arbitrario de

fndices. Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1

i) Spin entero r, n =2r nimero de fndices totalmente simétricos

del bispinor .

oy ... HAyr
Si “-\’ ) ot verifica las ecuaciones BW, entonces

iy Kag

| \\)u‘.“o(ul: T\— \H";m YI“C"} . Xg,ﬂ,,,;u} (11.27)

donde Xl""*"'}"} es un tensor bajo el grupo de Lorentz, totalmente
simétrico, de trazas nulas que verifica las ecuaciones
paopet

i\
(p2 - m?) X o (11.28)
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poxMe g (11.29)

/.A

, n = 2r+l, nimero de indices de W,

£O|

ii) Spin semientero: r +
totalmente simétrico.

. \\J‘)‘t‘“ 0(13.4! .
Si verifica las ecuaciones BW, entonces:

Ay

{ot R SN ol o yen
X\) ‘ B UI.\JPHY\KP‘C‘]' L‘)l;,‘i_},,} (11.30)

P4 mwm

divas . . c .
donde \Q v es un -tensor-bispinor bajo el grupo de Lorentz, simé

S}Jl...p,* =
trico y de trazas nulas en sus indices tensoriales que verifica las

‘ecuaciones:

(Yp-m)"e L()f,,‘,‘_,m = O (11.31)

o p _
(Y 6 P gt = © (11.32)

Demostracidn

Las comprobaciones de estas formulas se hacen facilmente por in-

duccién en el ndmero de indices.
i) Hemos visto (pdrrafos 3b y 4) que el resultado para r=1y 2
era correcto.

En el Easo r=2, se.podrfa haber razonado asI:
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Sea v
l\d,‘_d‘d‘dk} 0(39(" (0(40(1.}
1\/ = rct +
(¥ )b,
¢ Ay Loty o]
pv o d) (11.33)
+ (0. C ) Cpav)
Lol o} Lo, of
Cb y i son, en sus indices b, d:] , dos bispinors
M L2

“de rango 2, simétricos, que deben cumplir las ecuaciones BW para que

\\,l,ol,o(.e(,w.}

las cumpla. Aplicando lbs resultados obtenidos para

bispinors de rango 2, a los fndices lchd ]} de ‘l’, tenemos (11.14)

| ,\‘) Lol oy ohy oo ] _ [§P+W\ X), C—a]; " C‘)’x"‘v"l)
- m »
{oty ot}
con pH Cb# =0 de (I1.2)

n Lot}
(p™-mt) e = 0 de (I1.5)

y de (11.4)

Yol o2 . Aot fd oot}
_ SO ' (11.34)
CP[,U‘] - 7‘_}".\'\ { ?,1 » P- (b}‘ §

fotaotaf o . NPT L
Pero b tiene dos indices bispinor simétrico, y verifica las
ecuaciones BW, luego, por (I11.14):

oy el

et .\
(t)/u :“[_PWV“ Xv\,cﬂ } ><

y por lo tanto:

VP
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U({d’q

‘7d4°(l°1 “[k’ Y O(\dl ) w1 v
+ . ) _ La v:w K,,C_i} ¥p+ e s X/m (11.26)

144

X o verifica p, x#° =0y (pz—mz)x}w = 0, de las ecuaciones que

Lot oy} .
cumple Cb/,« y ademds debe ser simétrico y de traza nula.

,\_\V ’s“«dud)“‘-): \‘) {ofyoty Ly olr

En efecto de , se deduce X,, =X

M nh
o con mds detalle:

q/t,ouolz oly o4} _ (b,}, C-i)"'*"“ d):«.m +. ..

nos da:
hd, oY

p % (CXM\‘»/],(., ﬂ)

el dyolyety }

Yy d)l,.(,v(.S Y K qoly
| = (e X,

M
da 1 (g o)
Xop = 7 (O YY) 0y (b,u 1
{ ol ol oy e,
luego X}“, = ljé (CX;\N,.,Q (C ¥v )"(1"(‘! “-‘) }

de donde es inmediata la simetria de LYRS

La condicidn de traza nula se puede obtener de la simetria de

Lk, oy oty o
los fndices o y oy de 7072 “}
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Contrayendo con (C. b’r’)dw{& CC Xs)olud1

I e B e, o

"

. »r
> X", =0
De igual forma, los tensores X[}h}h]f’: , Y}‘a[}‘x/’)] y X[)J.)JJ[}‘:{"*J

se pueden escribir en funcién de XW*F'}

l."‘an“'lS

Aoely
(\)}M (XP'[ C,,)’(«dz x}h/& + ((]‘)"ﬁh C X[/JI/V.]]/LN

A

Wik -1 dacta o\l
Py = (T Vg + (O T K

ol

Empleando la expresidon (11.34) y la independencia lineal de (‘{/“C'l)
y ( T ¢y se tiene:
Loty

t(orae )T X -

NATY ~4 ol qole \,
(X}BC ) ('}A;}n,](/u.}h]

/“3[}“}12]
_ ‘L Moty _ o Xy
T N (TS R RN 2 tan) R S

g\ et
X/u,/,, + (T MM C ) )(f/*rﬂt:]/’h]}

ol 4ok,

- P [(xﬂsc*)
luego

‘ y}»u T} =7 iia <P},, Xui, = Pu, xﬂw«}

S L% Bl | P X = B X e



Ademés , Y)l‘[‘)"}‘!l = XI-}‘l)“x]}u
Lota oy b
- 4
pues yp.tyz/a;] =g (C \0’/44‘).“ “ Cbr/u,u,]
. ok ofy §
- ] (LalRal]
Yy >< {—}M}‘l)/“! - '8‘ (C G:(U/")dqc(l Cb 5

{olqote§ {dyord
sustituyendo las expresiones de d> Y d)f,uj en funcién de

’q/ Lo oy oly ol }

, se tiene:

. 124 o }
Y,Ut Cpapay} - 3%((; Xl’*:)o«d,’ << Tptapay >°<;°‘«.q) e

X [/“z}*z]/‘t - % /‘"}‘130‘ oy (C X)“ Je"(n \‘/ﬁ"’ et

'-aa“l‘ , oy ol
ya que ’ (bf/a.,u-d =g (C )‘-t}iz)a,uaxpwu( )

Lol oy oy oty ) PY
Al ser 1 V . -
'1.‘) totalmente simétrico, X Uposfoy Jpae Y/u1 [/J’/']]

Entonces

X

D) Oip) " g {7 s T B Kipopua 5 Woa Dy s s

+ L X -
2w TP P Mg o T X‘/"/""i

MR A
( {i‘\ { Pra (?}43 >(<}"l/h;(, - 'P/‘" X‘/‘l[‘l?B - an, (?/'5 X‘}';}'»S - B“’ X‘/"J‘f})} .

29
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Apliquemos este método al caso general:

Supongamos que hemos probado para un bispinor totalmente simétri

co de rango-2(r-1), que verifica las ecuaciones BW las siguientes fér

mulas:
“0(,.,'((h )} vt i i
+ e = (\Q’f_ﬁ” \O’P;C") X (11.35)
iz m e pea }
con X tensor simétrico de traza nula que verifica
")“4"'}"1—4)

2eee Mvodd
p XU‘/4 M -

' o

'\)"‘L'“Mvu}

2 -0

(p -m‘?) X

. . ‘oll _.,0(7(,_,,}
Ademds los tensores que aparecen en el desarrollo de "-]—’

en funcién de la base A, ® ..0A son: |

!

v-a

X Dpapadipy. .. pd

) vy o g . ‘)fl.p)...,uS} ;
-ﬁ){pﬂx : — PprX (11.36) |

e ‘ v Mivaa ,
X{[)& plpapdH s prad] - <--£_w 1{ PH‘('P}" X(}A\}Aq));..-/lv.u']—

__.P/uu X4)Ju‘iz/45.-.}hu? B F};,(P/,JXWqJ,,//p,./uru}_

_-p}"f)((’“""’/’"“/’“">} (11.37)
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y finalmentc

ly(.‘l)":]n . r‘«‘u.-g tz‘n)}
& Mre-z/ N

(11.38)

2m

Consideremos un bispinor de rango 2r. Segin los desarrollos anterio-

" res, tenemos que:

B 4410\’ Ly oly ou dlY& . L o oL {of o{,._,,o(,}
q/ ¥ - (BIJC 4) d) 3 2 4
/A.
+ (Gﬂ“é“)d"d‘ d),‘"z S
Cpvd
' o {da. oo olyr] Loty ... Aav } ,
Fomo los bispinors thk y Q)U“a tienen 2r-2

indices y son simétricos en ellos (verifican las ecuaciones BW si

Ay ... olhe .
qu e} la verifica), por la hipbtesis de induccién (I11.35):

dyi.y ol

G 7 [apam
+ P N/
- A My 4] '
P \’J—:Yz m B C /\/Ua l'/-«lu./w}

t=7

‘0(3 LEER du) R4 i Ayir oy;
_ YP+M 0l -t
[)&v] - ﬂ 1 ™ \E/L C } X[},v] {/l; ,‘_}4,$

AP N <
E1 tensor X JITR Y PR VI es simétrico de trazas nulas en los in

dices k/h..‘ﬂ«\ y verifica
2 2
(p® -m%) X/‘*J)h--./id

p/h X)M/u,....,u-«? = O
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pero considerando solo los findices ol, d, ,- como hicimos en el ca-
so r =2, podemos demostrar la simetria total de los findices §ﬂ1”.ﬂv}

y la nulidad de todas las trazas.

"Vd’ o oyt
o oy
XP_‘_W M o ? {0(!...0(118
S ot T :
) i oy
. B < ‘HP‘HM ‘6}’& C" k-(adz _ﬁ_ [Yp.; WA X},{Cq] ><
- Yu Y ™ Pdpafic)

de donde es inmediato deducir los re§ultados que querfiamos sobre

X
WP po et
Asi pues, solo falta comprobar que los restantes tensores tienen
las expresiones correctas (11.36,37,38) en funcién de xipa pot

Pero sabemos que:

hely ... oo . Loty .. oart bty "("s}
q>[,.v] T im { P d)" -k Cb}‘

y sustituyendo por sus valores en

{dg ... olich ldy.o-. o]
(p] y Cb#

funcidn de X se obtiene (11.36):

‘)»u--.}u} y X [}A.Hz](}q, o Moo 4}

- -
Grardipy ot = 2m { Prs X’)‘!/“s cpend T P X‘/‘"l'"" "“"}

Lely ... ¥ay
y desarrollando 1o0s ndices de d)Fs -l de dos en dos, las res-

tantes expresiones (11.37,38).
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ii) E1 caso de rango impar se reduce al primero (i) sin mis que

cambiar los tensores X,} por los tensor-bispinors

\()“l '
)l‘...)Jv$ /,,n,.../AV‘

Las férmulas son las escritas anteriormente (11.30)

Y Arior Aai
4 Gy oheedt : .
L\f = |1 |ypem 'zslﬂc*} ¢
ot m Spry vt
donde, para asegurar la simetrfia del. indice °<2r+1 con los restantes,

hay que imponer la condicidn adicional (I11.32)

o
(X}“) {:’ ‘s =z 0
«)A,.})-l...}lh(({
-y ‘?3,,...}1«} verifica la ecuacién de Dirac (I11.31).

Estas dos ecuaciones (11.31,32) se comprueban fécilmente para

los casos r=0y r=1 (sII, 3b,3c) y se generalizan por induccidn pa-

. [ ...Q/'lnt}
ra r arbitrario. 0 simplemente de la expresidén (11.30) de \l’

en funcién de \\D R se ve que (Po( debe cumplir 1a ecua-
dMaes el My e ’ }

- oo X
cign de Dirac, y de la simetria total del bispinor “)/( t e

Y-t
contrayendo primero con c‘*uo(uﬂ IT (C X)‘> oyi olai -4 y luego con

L4}

(CKS)O‘ _ﬂh(c?)/)()t,(“o(u'1 se 1lega a

¥ °(11+1

Y}‘ \P'.}(}‘l...}((} =0
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2.1 Andlisis de representaciones asociadas a 1os bispinors y

tensores del pdarrafo 5.

. . Ly... ofn} .
Como habiamos dicho (51) ¢ se puede considerar como un

tensor de un cierto espacio en el que actua una representacidon del
grupo conforme SU{2,2). Sin embargo no nos interesan especialmente las
simetrias del grupo conforme sino solo su reduccidén al grupo de Lo-

rentz SO0(3,1).

Al ser ﬂ/gdﬂﬂ‘d“‘ totalmente simétrico, la representacidn de
SU(2,2) ird asociada a un diagrama de Young del tipo {n], es decir,
una fila y n columnas. éu dimensidn es (“;3) y su peso miximo (en
SU(4) y en coordenadas cartesianas) (ver Apéndice 3), es

3n n n n P
(7r R T)' En S0(4,2) su peso maximo (en SO(6) y en coorde-

nadas cartesianas) serd (2 ,% ,%).

Al restringirnos a S0(4,1) (pesos en la notacién para SO0(5)), es
te tipo de representaciones (bispinors totalmente simétricos), siguen
siendo irreducibles (Murnaghan, 1963, Corson 1954) y tienen como peso
maximo (% ,%) y dimensidén evidentemente la misma (n:3). Al pasar a
S0(3,1), la representacifn (% ,%) ya no es irreducible y se descompo-

ne dando las siguientes (Murnaghan, 1963)

Esle(Bi-g)e oG t)ef

(en la notacidn cartesiana de pesos para S0(4)). La dimensién de cada

,-2) (11!39)

IS

una de ellas (ml,mz) es (m1 +m2 +1)(ml - Fy +1) y camo es 1ggico

i'(n—k-+1)(K4-4\2 (“;3\



En la notaci6n usual para las representaciones.finitas del grupo de Lo
rentz (spinors, spinors conjugados) (ver por ejemplo Corson 1954), las

anteriores representaciones son:

(k\L\) ~ (my ,m,) K= %(V"‘1+“IM) k= %(W\:'“’h)
’ (11.40)

n n-\ g i n-t .(o n)
(L) e (5 e ot ol
Supongamos n =2r. La representaciéh es

[(r.b)@(ov)@{(\(- ,L Lr--]@”_

-._@[(Y-&T\’%|)®(Y__;‘Y%j)‘]®(fi‘g) (11.41)

Cada uno de los bloques de dos representaciones va asociado a un ten-

‘L

sor irreducible del grupo de Lorentz completo (es decir, incluyendo la
paridad) cuyo diagrama de Young es del tipo le,mz], si la representa
cién en la notacidn cartesiana de pesos es (ml,m2)<$ (ml,-mz), {con
m,> 0); es decir dos filas, la primera de longitud myy la segunda m, .
La representacidn (2 ,2) Yleva a un diagrama totalmente simétrico [r]

Mk

que corresponde al tensor Xgp*" (discutido anteriormente

(sI1,5)) (Hamermesh,1964).

2.2 Veamos algunos ejemplos concretos de lo anterior,

a) E1 caso mds sencillo es r=1. Las representaciones que

aparecen son (2 ,2) ® L(l 0) ® (0, 1)]
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(%,%) corresponde a x>
(1,0) @ (0,1) a x
con diagramas respectivos [1) y [_IZJ

b) E1 siguiente r = 2, contiene la representaciones

(.0 0.2)] © [3.h od.d] ®(11). (1.1) corresponde

x Y con traza nula, diagrama [2],(%,%—) ® (—;—,%) a (P2 , asi-

mismo de trazas nulas y que verifica ei“’"f XE‘A]P:O y diagrama
[2, 1].
Pareceria que (2,0) ® (0,2) corresponde a XU“’)Q?] , pero

no es asi, pues X"V ‘,() :Z';)(/‘P $0 y por lo tanto no es irreduci-
ble bajo el grupo de Lorentz. Entonces, XC}HADQ]

“CpedDre)
ch‘ut*e): X[A?]l}w.’ s e},‘v,\)) XL—P“ D =0 y xp\’yV:O s Se

transforma con la representacién ((2,0) ® (0,2)] ® (1,1) y son las

que cunmple

ecuaciones BW las que rompen esta estructura al poder expresar
x pelDre) en funcién de su traza, es decir de X‘}w‘ (ver Apéndi-
ce 1,6).

En general esta va a ser la situacidon. Los tensores que aparezcan
o! . .
en el desarrollo de \\/w‘ < - e} no van a ser irreducibles (ni si-
quiera bajo el grupo de Lorentz completo); Gnicamente 10 serd

x'\}h}h} .y x[)‘a}h]{}‘i'--,uvu}

si se incluye la operacidn

de paridad.
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c¢) E1 caso siguiente es r = 3 las representaciones que apareccen

son:
- ' 1 4
G e (eae [(5 ot H)]ol@Dott]e (4 1)
dy ... o
y los tensores del desarroilo de “P f2a G} son:
Lavel T ed [uullrel T ipv102el (o)
x ) ) X ’ X . X
X el es irreducible y se transforma con la representacidn (% ,%)
de diagrama de Young [3]. x v daed 10 hace con (2,1) ® (1,2) de
diagrama [3,1]. Los dos tensores restantes no son irreducibles:
vA Cpnel v A
como XM = 4 X K P
[poIiexl [piledd A
y >< yo N = Ll>< v -
poa{ene 5 1y @ (1 5ylp (1 1
el tensor X '/ se transforma con[(2 »3) ® (5 ,2)}@(2 v3) Y

y Lpotented (3,00 ® (0,30 @ [(2,1) ® (1,2)).

En resumen, en la descomposicién de las representaciones asociadas
a los bispinors totalmente simétricos de rango 2r, aparecen los tenso
res correspondientes, aunque no son irreducibles en general, al no te

ner trazas nulas, las cuales corresponden a tensores de rango infe-

rior.
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2.3 Podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposicidn 2

\'*' h((‘... 0(\,15

Sea bispinor de Bn=2r , totalmente simétrico en

sus n indices. Si

'q(',,(i..,o(ld _ (K}M('»i oy Ay (XPVC‘L‘TI"-'%'XM’W/*( +

Sdyr-t v

v ((5“’)}’ C»L)O({dl ()‘P‘C-,,)dm’«l N (K/Aru C‘*) x[}*<}“W""lJ':t

O(p,..lo(gv

+ . - 4 (\610’ C")aidl o ( YHes (/_5)0(1‘-30(2,_, (dpv/u,“ C~1) '
S0y i

X Pooe- Py [)Ulv}lr“} . (Q“)"*}‘a C‘1>a1dl. “(0-)1"-;}4,._161) .

- T -, Sy - ,
(XH ¢ £> XC’&,’J;)...[}lzv-gpl"-’l]}h'-‘l* T :

4 &y,p, C-i\d“{‘ (G Mt par ¢ - d""'d")( (11.42)
o Q‘a}’l}..‘r}ln—u)‘l'j !

entonces, los tensores que aparecen en este desarrcllo verifican las ’

siguientes condiciones:

i) Los tensores con igual ndmero de pares de indices antisimétri-
cos, es decir que son coeficientes de elementos-de 1a base con el mis
i a MV i i i
mo nimero de y» son iguales al cambiar el orden de Q en el

producto tensorial.
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i1y x Hae My g Ipep g Pt Gon irreducibles bajo 0(3,1)
x Ha- M se transforma con la representacidén (r,0) del grupo de
Lorentz y X UHpedpn o pees Yo hace con (r,1) ® (r,-1) (en
r) (r+1 r-1

1a notacidén cartesiana de pesos. En la usual, (& ~—2~,»~,—-) ®

2°7
® (%l , 5.2*_1‘) respectivamente).

i11)

x).h..,p, -~ Ma ) (V},\tl,.l)"..}lv‘

x[}h}hl},\)...}lvu -4 X Cpapa] poy . (\J}A..]P; cee M

X r}‘“)‘\] ce f}“l'-ﬁ)“"'"])lu»s}ltnw

- L‘ Xr/“}h-) c. . (/('u-s}li.f—u)[}hn—»&\a . }’7"’-

iv)
x CRP TPl pon se transforma con [,("'2)@(‘|‘1)] ® (0)

Xtr-p:](}by«}{)xs}lc]f:»--)1v~3 con [(y,s)éa(‘r,-?)} ’(D[:(Y\&) @(1,-4B

Xff‘)‘z]..v[)la)h))*\--- Mg con [(Y.(,) @(y",g)] AN \'(7.1 N (“-'7)]'@

@ (¥, 0)

.....
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WY Upta el con (- (v -(v-1)) ) &
@[(Y,v-z)&) (Y,—(YJ)Y) @...
...®{("'O)' si r es impar

(x)@(r,-4) si r es par

L SRR UM
®[(vr-)@ (v -(v-N] @

. @1(\“5)@(\{:"1) si r es impa-

(YIO) si r es par

Demostracidn:
Yoty ar }
i) Se sigue de la simetria del bispinor Q . Sea por ejem

plo:

d-_‘°l,'

g---Chet ]
e )

oyl

= o o ) Cyic?)

Xr}l‘)“']}h R L + (\6}“ Cq)d‘dl(ﬁ‘/“'/‘l C")d‘d(’(xjﬂ'cﬂ)ﬁ ‘

ol

—1 \ ¥ oy
..-(Xf"u(: 13 XF,(},,)J,]},““_/JV“ +



entonces

X[}u/u,,]}),.. - Mgy

ld, ..ol
(C(]}“/“\d d‘(C\‘)‘X oyl T (C E}"“)dzm‘ll\l( d }

Y

\ZLYl

x}-‘\[}l)}ld}lqz. . )Jvoq

Jhag L dy,
N Y'L ( \6}“)"(‘0(; (C }A}A;) - ((Y}*“‘\QM« \} i {

ty
y al ser T\) totalmente simétrico,

X[)J.};,]}x,y\..w}lw. _ Xp,[};.lj,]}xq...})v“

ii); iiti).
It " , Ayols
Para r = 1, \-\)Wd "( pCt dq / (CT’J ¢ ) X(}w)

y ‘ X, se transforma con (1,0)

XL}NJ se transforma con (1,1) ® (1,-1)

siendo ambos irreducibles bajo el grupo completo.

Para r = 2

,Ll’ﬂhdw’;olﬁ - (}S‘“C-i)d.dl (cha)“’:dv X/w _i(q-p\, - )a/ dl(BPC )dsd'.

r}w]‘, (XP( (Q‘ u( )’ Yy \/9()”] (G}’UC (0 (‘)C ) (/l“}((‘\]

41
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y por i)

100y Ry £ ;, e ‘Jldt - o "I'l
U O B e S A CA ) R

- 10!y °1§°[‘c
n L@N\)(%\Wd;(xqc_i Hgoly 4_669(:-1_) o (T’NC_‘) ] Xf}dvlf’

Sabemos ya, que (Cap.II, 4.1(b)):

1) X son irreducibles (bajo el grupo de Lorentz com-

po o X opaap
pleto)

X‘po se transforma con (2,0)
Frp

2) X 4y = 4 Xpp o

con (2,15 ® (2,-1)

X[}“ﬂ(P)] se transforma con [(2,2) @)(2,-2)] ® (2,0)

Supongamos ahora un r cualquiera.

do, ... o
1%‘ s i tiene el desarrollo (11.42) pero podemos poner tam
bién:

ldge.- ore }

‘d" {dyg ... oyl - (X)A C-i)dldl (X\, C-L)de'f (\>}1u +

dge.. ofav }

¥ {(awo(—s)"‘m(hv(-’)d’d” + (6(’0‘ e (OP"C"_)de“S Ci)[‘)n\f

. o(u)

. _a\edy > -3\ 5 e
v (omvC °> (o®C 1) B d)r)“’“’ﬂ
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e ... oty Iels... du} .
como para r = 2, 1os 3 — (i) P , desarrollando
M - Vall e

cada miembro de esta igualdad,
l'dg":dws °"€°"’( d'tqu)r
— -3 Aea /3 .
dD,uv - (XP;C ) N (6’ C ) X/)\)/l_,.../‘y.)‘

olvvy v

(0' Papa C“)JS%' . (Q‘}"vv—s szl C")

: X/uv[}J»n)Jl] .- [}‘ LV-S/“"‘-V-_L

s ol p olr, of olyens Olay
b S (T R (AT

)\)

‘X}“?Pv)h'“}("’*_ +(O—}“)chj)dso{l‘ -

)o(u 160 v

v -§ v- ¢
(O"/J /Ul 5 X/u v [}):)h . [/”51‘1""]

igualando coeficientes obtenemos los resultados de iii). Veamos ahora
que Xju‘__.})‘r y x[}“}“l}h"-}"vw son irreducibles. Sus simetrias,
(x yrpyTet totalmente simétrico, X Cpapal Lo pavan simétrico

en L}xa..-}lvu} y antisimétrico en (},,};,]) son consecuencia inme-

ofy - .. o
diata de la simetria de '\\"4 t o

Nos falta probar que X \paeee pe ) tiene todas sus trazas nulas,

asi como X , que ademds verifica la ecuacidn

Tpapad{ oy - < Pewl
€ PP paps X\,)h)“](l,(x)l\..-},l(n} =0
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Por induccion:

Hemos visto que era cierto para r = 2 (ver Apéndice 1,6). Supon-

gamos que lo es para r-1. Entonces, para r,

'q) Yoy ... oy - (X}‘\Cﬂ)"(‘d'd);dgm‘(“s,{_ O-}.v(:i)d'd’ Loly... Kev }

C}:u]

T como

Nl &er 201 9ar
C\) ) : (\QP‘C'i)de"... (XI"C'i)O( o Xlu%__‘ﬂﬁ-n

= X\}u):....}x.) tiene todas las trazas nulas en los Tndices )11.../;.»

Como es simétrico, son cero en todos los indices.

O Lpge.-
De forma semejante se demuestra para X P pr“}

iv) También por induccidén se comprueba que las simetrias son las

correspondientes a las representaciones indicadas, es decir

Xf}h}h) - TPaca ol pags -+ Pes verifica

e cr— wr—r————— e+ -

a) es simétrico en My - - Mean}

b) antisimétrico en cada pareja de indices Yf\x}*l].w-;{}‘zk-l}'m]

) Xt}{.,h\ ,_,[p;p;“),.. t)u; JOTR .[}L,,,.}\,K]lfxlm‘ P )
- X(}h}h] R [}{;’U"q] . [}l: }li.u] - --UHMMJ{}‘?“‘“'}‘““}

y d) e}*"” Xl’}u}h} ) ,I}Au_|v)‘.?)}*m3 NURTE O
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{en el tensor X Ub}h].‘.T}szJyav] la condici6én d) es equivalente
a

vpX 4 -
ép X ‘-}M}Al] - {H!v-! }JZJ.H] [/-k’\).}[(‘%] ©

Usando (iii) se comprueba qué trazas son nulas y cudles no, y se

llega a las representaciones dadas por iv).

2.4 Consideremos ahora el caso n = 2r+1, La representacidon del
grupo de Lorentz bajo la que se transforma el bispinor

es:

[G+ti0)e(ovet)] o[t o () )]®...
oz e el 1) o(1r )

P (11.43)

Dado un diagrama de Young del tipo [),,)11 , Ya representacion

a la que va asociado es ()'—t}’ , Ml’)@ (\“)’ >\'4M) (en la no
2 2 v T

tacidén usual (spinors, spinors conjugados)). Si multiplicamos esta re
presentacién por (% ,0) ® (0 ,%) obtenemos la correspondiente a un
tensor-bispinor, irreducibie en sus fndices tensoriales (bajo el gru-

po de lLorentiz completo).

En el caso 2 =0, el resultado es:

(o) o ]e (2.2) =
- (m_:':’a{)@(};, 7"3'\)@()-%’, 3_,>® (. ]-'—,?')
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y Va condicién (ver Prop.3(i))

(11.44)

K}“ {3({)}1}1 /,1;‘

<

2 Ry )
anula los componentes de Yas representaciones "" ®

' PR Y +4
con lo que nos quedan solo ( R )) G—DC-?: .}l{‘

Si el diagrama es [X 0] el numero de indices tensoriales es
e W
)4:Y y corresponderd a un bispinor \P(d’ 1"‘“} . En efecto,
(r+1 ,2) @( » r+1) es la Gltima de las representaciones que aparecen

en la relacidén (11.43).
[(4ole (ed)]e [(rg) e @.P)]
=[Gty o (@ i) o [(gr i D e(rasd)]e

@)I(\"q‘%)@(‘%’%'ﬂ] o [ (r-1q)® [Q,P--{)] (11.45)

En el caso X} YO si p

Consideremos algunos casos concretos: Sea

- Naa) )
Moz d p= ! q- .

La representacidn producto es:



a7
[(3 .>-;J)@(*—~:'.w)]@[@:\—' o 3o

2]

o o '
El tensor-bispinor \Q ‘}hﬂz]‘ﬂ3~~}uun} , con  A,=r, se transfor-

T
}2/
1>/

~—
e
Iy

\./

—
f—_'l
—_
)J
+
oy

\"/

&
~~~
>.’
)/

ma con estas representaciones. Pero:

( o

2 S
ks ”(P (P o g a7 Cop o

(ver Proposicién 3 (ii)).

Entonces B}Jkpvqu”ypu}hu} es simétrico en /g/h.njhu y co-
mo
-K}ILP‘}A}Al___HV‘ = O
se tiene
nxv =

Y K kP()‘U]LN)~.-),I~(¢A“' (11-46)

ademds (ver Prop. 3(i))
(11.47)

‘K}l\P‘}‘:}lll()J)4w~-- )*Y*lS =0

se transforma con

XML()r)A,/J.] 4/1}1...../4“,)
[t e (ry o (53 e (21,45

®[(§ Yo )Q‘)(:",:ﬂ [ 7 T])® 7 ';)] (11.48)
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(con mds exactitud, no tiene componentes en los cuatro bloques de re-

presentaciones, pero no nos importa ahora).

Asi pues, al cumplirse (11.46), se tiene que

(P
Y/h,h) l./ug .- '/u(-H]
se transforma con [k%*—], L%l)(g (E%l ,%-&1)] @)[{ﬁ%l.,ﬁ) ® (L ,i%li]

Es este un resultado equivalente de alguna forma al encontraio pa

ra tensores:

X}J%%yyjjg}) }l. \ no es cero, sino proporcional a \€Wz-yur }
13 3 MY 14

que se transforma con (E%l ,%) + (L r+l).

El caso siguiente es )2 = 2. La representacidn producto (A1=’)

seria:

si el tensor-bispinor fuera irreducible

o
\P f}h})ﬂ[’ls}‘u“}“ oo My }

en sus indices tensoriales. Pero no es ésta la situacién como sab:mos
del caso de spin entero, sino que se verifica: (ver Prop.2({iii)
f v A ol
s (11.49)
kP Ha [u}x.,]L}A‘...pw,} (_'q) !/J,}Jq...p(“}

. o ¢ s et
es decir \P tﬁurvlvhpdiﬂv~ﬂvn} se transforma en los indices tencoria
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les con [!%~Fl, %-—l) ® (%-fl .%—+ﬂ] d)(g-,%) y multiplicando por
(% ,0) ® (0 ,%), resulta:

[Geigo(iay Dol rdelis 1 0]o
ol(et, ol 1o (34, 1-1) o5 i)]e
ot ) o (31 (%

Pero aiin faltan por considerar algunas condiciones. La ecuacién

th{)}u\) V}J.,(}Ag-wﬂroz} =0 (11.50)

inmediata de (11.48) anula las -componentes sobre

[CRAITY ]

(pues hbpi\ﬁpﬁﬂr"FV): O las anulaba (I1.44))

¥ %WFJquHpc~JNn} :b%\PU“Pﬂ(WN'“F““}

2 ,2 -1) + (%~-1 ,£~*%) sin mds que comparar con el caso
anterior, y por fin (ver Prop.3(i))

anula (2

M -
\‘ ‘P[)h)h] [/UJ)J-«] g}‘/}«letw).ly-n}

anula las de [(ii 1, %-—3) @ (%-—% % lﬂ
} s

e transforma con

Luego

o
\P r}ll}f(tl\_}l;}.]h] Z}Jr . vu
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[(se17 o(y- 5'%7)] o [(11,14)e
o(x-4r0)]e | (¥ s.z)@(;,z-'%)]

De esta forma podriamos considerar los demds tensor-bispinors que apa

by ... . :

recen en el desarrollo de \¥ ! Arves | . Ninguno, salvo el primero °
« : : s ) .

® e ) es irreducible y la contraccién con ¥ (que sustituye

aqui a las trazas que tomdbamos en el caso tensor1a1) nos va dando

tensor- blsplnors de un orden inferior,

Haremos a continuaci6n un desarrollo paralelo al caso de spin en-

tero, para un bispinor totalmente simétrico con un nimero impar de fn

dices.

y o
Dado “¥ 1“‘} , los tensor-bispinors que aparecen en

su desarrollo son idénticos en sus indices tensoriales a los tensores

: RG wen Oy ’
del desarrollo de “% ' v (11.42) Sean pues estos tensores

X
l,,“ ).M} que se transforma con Dr
¢ D
\}“f“‘ (}A;,.A}A,H} r+l

b Ui Upplpie pen) o

.....

2r

T lpad o O M)
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donde Dr. D n son representaciones ya estudiadas (4.2iv).

rel?C0 2y

si A= (-21—,0) ® (0 ,%), es claro que los tensor-bispinors del

desarrollo de \\/l‘d""d“”} se transformardn (no con todas pues fal
tan condiciones que aseguren la simetria del indice ohvis con los de

mds) con las representaciones:

\Q“ A\ oD,

) PR VAN
ol
Cpapadip o oo} A\ ®Dry

Leﬁl
[)J.}u) o [}Ju-a}hv] VAN Daf

Veamos cuales son las condiciones que aseguran la simetria del Tndi-

ce dl(éd

En e) caso r = 1 (Ap.1,3)

Rk LI A PSRRI (e 2h S0y
k())* se transformaba con A ® (%.—;—) pero debido a la condicién ?j;”‘(’#:O
solo 10 hace con (1 ,%) <] (%—, 1) . k?c;w) se transformaba con /A ®
Q® [(1,0) + (0.1)] pero (T}*"\ﬂw]:o . elimina de((%,()) G)(O,%)J
@[(l ,%) ® (%, 1)]!9[) 1a representacién N\ (para que ‘()F;NJ fuera

irreducible bajo el grupo completo deberia transformarse solo con una

de las representaciones {(%,0) + (0 ,%)}y[(l ,%) + (%. lﬂ. Notese sin
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embargo que MY, S o Y se transforma con (1 ,l) G (l y 1),
P 2 v 2 2

Esta es la razdn de que aparezcan las dos representaciones).

Estudieﬁos el caso r = 2,
doy ... o) 4 of (oly )y elg
W - (e )T,

ol e 1) g 2
Y (O"NI}At C'L) dl (WMIPQ C ,) o kp [;AIJ(][}AJ}“«]
s

aM }Xr ok, o(, y 5 N, Hapts C yd,
+4( D7 ) ™ 4 () T (e Y SWI/«

con las relaciones obtenidas en el caso n=4 (Ap.1,6).

EY hecho de ser ’L\> totalmente simétrico, 1leva (Ap.1,11) a las

ecuaciones:
¥ \()ﬁ)mﬁ -0 ¥ Lrpoap =°
v -
TH” Repuygeny = ©

con 1o que LP“{ }se transforma, en lugar de la representacidn:
IJ\J

Ao ()= [G Ve d)]e (1 1)e(11)]

solo con [(%" 1) @ (1 ’%)]

ol .
k{) se transformarfa con
(paf

Ao[(2 ) o) = () e(a)]el(vi)e (G n)e
of(t1) o (L.0] 0 [(30)» (2 1)]

pero vj‘{)["?‘)* = 0 elimina las representaciones



[(%(o) (BCO‘%)] ® [(4. &\@ (%- 4)] (ver el caso anterior)

luego

Pope ™ [)e (4.2)]) o [(12)@(3:4)

'Como Xﬂ*ﬂyw)= - %—%L) (Ap.1,11), en (QE;uUA aparecen las represen
taciones pajo las que se transforma ke“"w}
En cuanto al tercer tensor, se transformarfa con
Ne lGoe (c)e (10} - [(s.0)e(.f))e
of(z.0)e (LO]® (2o e (0. })]e

ol e e [(4) o ()
pero la condicién 0‘)“"PCyvl(v>I elimina, como en el caso anterior

las representaciones
TGoe (e8] | [(vH e ()]
AsT pues \Qoé)»'“er\l se transforma con:
(5o (5)) e (el 2] el (20 e(i)]
de acuerdo a lavrelacién (Ap.1,11): 7’”&-},\,)@” = 3 Creryv

Consideremos ahora el caso general:

© Proposicién 3:

Sea

'\.’) {d«i..."(;vns

bispinor de Bn=2r¢1’ totalmente simétrico en

53



sus n indices. Si

\Lm...o(m«; } ' (11.51),

e M T2 L

JTS

Ofyy-y oy Ofav4q

[}4, 1 .of)in.-/h.v)

entonces, los tensor-bispinor que aparecen en este desarrollo virifi-

+ (Wx.)h(--a)d"’“ N ‘(0“)‘“7—'}1:*« C—1)

can las siguientes condiciones: (Del caso de spin entero, conocwmos

las propiedades de simetrifa en los indices tensoriales de estos ten-

sores bispinors).

R U LQ&);}‘M..‘)A.\ =0
" k()r},.,}kds})j)q...}lvn& =0
\ig ¥ el tupt ipgie o pved T
‘Y;‘.\Q()h}h] U TR
O R puicpap ... D pa) =0
R

L?‘j“h...},(«(, = rzc 6}4 LP(/J/,UK‘IJZ.--}JJ}

\P r}h}"l"\}lj P“‘s = 'ZLXN \P[)A};,]['/q‘}h} l’}A,‘...}lrtl}

kP(F,PA e Taeaptrea) ™ Wt - Tt ot 3popoeed
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$31) 1Vas representaciones bajo la que se transforman estos tensor-

bispinors son: (ver (I1.52) para la definicién de Qk)

k{)ﬁfﬂ“”}“ﬁ > AS—DY y por la condicidn ii) —> A(
o .

kP [)")“134)*1---)“«3 - A®DY*G —> A(q_,\
o
[}»‘n}]l] . {})zv_)}jn-\]}"l'—l - A@.)ADIV--Q —— AZ"!
o

® [papald .. [}“u--}’u] T A ® D,y o DNaw

Demostracién:

i) para r = 1 y r = 2 1o hemos hecho explicitamente,

supuesto para r - 1

\P ln(i...- OluHS:<Y}I C‘Y(.Jld):!(d“w Apvad} R (UM“C'i)d'dl(l)dxlld"m yeeal

y!
implica e @ ety oo Maredt
Q}A\ I Cb/“ = 0
bet; ... "(1144, . s : 3
y como D es totalmente simétrico y de rango 2r-1, es in
)J\ .

mediato que XP Lpp/u /“:O como querfamos probar.
200 My

Los demds tensor-bispinors aparecen en los desarrollos de
Loty ... Oluved] Lolyee Oiraa)
y C\)( , pero demostramos en el caso
R Py .
de spin entero, que los de igual rango,son iguales (cambiando adecua-

Le Mo vaa
damente los indices) y por lo tanto, como YM d,)ﬁ‘( % }:0 , por

el caso r = 1, se tiene que todos ellos verifican las condiciones de



56

(i) salvo el dGltimo, (Qd que solo aparece e1 el de

[—}h}.(,\ ‘e C}Jzy-v}lzv]

Loy e Shyea} . . .
sarrollo de q)(‘ ) y por lo tanto verifica la misma conditién
»v )

que este tensor bispinor:

|
O

P\ o
(G \ ot q) (,Au} Cpapd oo [}17‘/-4 /"2"]

ii) se prueba como cn i).

Ldy... oyvadd . - o, {ﬁo\u-.. lavar}
d>/4 = Zt(X ) ¢ (b[v}u]

Desarrollando los dos miembros de esta igualdad se tiene:
~1) Yy v Aoy Kavae
»l 4] 3% Iy »1) -t
Q)™ (e O

oyl

 \ s ) _ Ay °(1.v}
(yrC 1) ’ ..,(\"‘”'C ’) o simetrizado en G,

Arvas ol
R M2 -1\ %1%y
\?[N‘l}l{l(}*n})u---ﬂv'&l] o + @ }‘;C ) .

L (armmc)

B BN TR | EERR Lovas oy olyv 4t -
( ¢ ) ] k‘)[}h}‘]] . e (}Au.7 }Jiv-!l}L‘

O(zv-\- 4

= 2 C\U‘t C"s)o(;oh.' N (X}A'( C'l)’(lv“dlv [\JN Lp(},}h] 4)‘7,_‘},,}] +

Ay oy

oy 2 (O ) (g e ()

Arvig

: [ Wp k()['/u/h]f/h}hl ... (}sz—z }M.v—u]’}

y de aqui, igualando los coeficientes de los elementos de la ba:e se

1lega al resultado ii).
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jii) el cdlculo de representaciones es (ver Prop.2 (iv)):
- (Y Y
v o= (3Y)

- 4+ 4 -4 ¥ -\ + !
'\)ru'v—i—,* )@(— T-—)

=z ALY

oy [(‘H? Y-z)® Y_:_’I 4+1)]®( )

[(v—',; L) e[ (v d e

x I) si r es impar
o (3 ?*'f)}@ ol " °
2, L
3 K Y4t v (R IAT
ST @(?,T si r es par

Dzv = [C\,"O\@(O,Y)] ® [ (v-4,1 Yo (4 ,Y-’l)]({).‘.
| e } Y‘!‘ Y_")@ (V-;J,Y.:‘_') si r es impar
(;-%) si r es par

Multiplicando por A :
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Ao Dy = [(vDe (s e [(r-14) e (4, -1)]e
SlG-1)e(tm-D]e[(-te)e (ov-1)]e..

. ®

Ae Dru

A@)bu L(H' 0)@(0

®© [(Y'} Yo (4 'Y)] ®-.

A®D, sir es impar

si r es par

1)) e [(vyo)el ~'>J@\

%A®’D‘r#| si r es impar
® ‘

AeD, sir es par

y al aplicar las condiciones de i), estas representaciones se redu-

cen a
(N4
‘QS)&L...}M
o
[}J.}h] l,),(; ...}lvu [(’Y
d

[,‘M}ll](}h}ld 4}4;.../.1141‘ ’ [ Y

k{)r)‘ P‘l [}"ZV s/sz -1 )l;v, [(

2,72 (15 e <A

T T

+3 'Y‘Z)aa (v 2 v+3 ]@AY“ SEAY

T ' T

\g ( JO AZY‘) :A?ﬂi
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o

k‘)WA‘}AI] . e. ‘-}Alv_l}*zv‘, — [(V-" % ‘O) ® (O’Y* %)]G) sz" B /\

—lr
(11.52)
Obsérvese que cada tensor-bispinor contraido con 1/‘ da el tensor-bi-

spinor anterior, es decir, como veremos despues, las ecuaciones de on

da van a ser de primer orden.

En el caso de spin entero, las trazas de cada tensor son el ten-

sor dos rangos inferior, y las ecuaciones serdn de segundo orden.
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CAPITULO III. BISPINORS HO SIMETRICOS

1. Hasta ahora nos hemos limitado a considerar tensores bajc el
grupo SU(Z,Z) totalmente simétricos. Se ha visto como las ecuaciones
de Bargmann-Wigner impuestas a estos tensores llevaban a condiciones
de masa y spin (nico, y la equivalencia de estas ecuaciones con 1las

de Fierz-Pauli y Rarita-Schwinger.

Estudiaremos ahora qué ocurrc cuando los tensores pertenecen a
otros tipos de simetrfa. Usando resultados anteriormente expuestos
(s1), los diagramas de Young a tratar son aquellos que tienen tres o
menos filas. Pero los que tienen tres filas, son cero necesarianmente
si verifican las ecuaciones BW (Guralnik 1965). En efecto sea

“un bispinor de rango n, con un grupo al menos de tres indices antisi
métricos, es decir que pertenezca a un diagrama de Young del tip»

[)4'}L,),] con ;\3 # 0. Si verifica las ecuaciones BW en el sis:ema
en reposo:

o alp

(Xoii)q . \¥°ﬁu. :O l:i,“ 'n

‘2 : 1
Usando una representacidon de ¥ en la que 30 = -1 vemos

-1
que los indices dl"'o(n solo pueden tomar los valores 1 y 2 (enel

oA Lol L. L
ol
caso de energfa positiva, (3°-1) qwﬂ} 1 ! "= 0). Los vilo
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res 3y 4 dan componentes nulas (recipreocamente si tomamos

(Xo+l)dd'\‘}dl... Aol
1

tres filas, en una columna hay que colocar tres valores del findice

= 0). Pero si el diagrama de Young tiene

distintos(debido a 1a antisimetria), de los que no disponemos. Por lo
tanto el bispinor es identicamente nulo. Podemos pues restringirnos al

caso de diagramas L[Xs, 2]

Ahora bien, si ‘Pd‘u.d“ cumple las ecuaciones BW, se comporta
en el sistema en reposo como un tensor bajo SU(2). En una base en 1la
que SU(2,2) actle conservando la forma cuadrédtica Izll1 +|z?|2 —12312
- |24|2 siendo (11,22,23,24) las componentes de un vector sobre el
que actla el grupo, Eo +1 proyecta en el espacio[(ﬁ,zzihﬂﬂ y las matri
ces UG6SU(2,2) que dejan invariante este espacio verifican Wy?-y°WL
formando un subgrupo SU(2). Pero en SU(2), los diagramas con dos fi-
las son equivalentes a la que resultan de suprimir las columnas con
dos filas (unimodu}aridad de SU(2)). Es decir, todos los diagramas
son equivalentes a diagramas simétricos y los resultados concernien-
tes al spin (la masa es {nica como consecuencia inmediata de las ecua
ciones BW) son los ya obtenidos para los bispinors simétricos,aunque
el nimero de componentes y los desarrollos en funcidn de las matrices

de Dirac sean distintos.

Podemos emplear un sencillo argumento, generalizacidn de uno de
Lurié para bispinors simétricos {(Lurié, 1968) para demostrar estos re-

sultados referentes al spin.

Sea 4) un bispinor de rango 2 simétrico que verifique la ecuacidn

de Dirac en cada Tndice. En el sistema en reposo.



(¥° - 1)‘P= 0 (energfa positiva) YO =

y las soluciones pueden escribirse como:
wek . 5%, 8,
w6785 4 €785)
w6, ¢f :

D

"ET operador de spines S = (S @1+ 1® SD) con

oo 7 § Loite]

y la componente 12,

(S“)’(ﬁ o' g’ - (gi)d o! ga@' + Sd""(g‘:y ¢

o
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aplicada a las tres funciones UJ(ﬁ) en una representacidn de las ma-

1

-1 1 , tenemos:

-1

-1
2

trices /" en 1a que qu

~f « @ o « LI «
S,Q e('(g' w“) :(5,1 ,.8(54 4-(:) Ag 4)

Al

de igual forma:

“f «p!
SIL o' Lu(nf =0
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) o(‘ﬁ‘ ot R
Sa g Wgy = - W,

Este argumento se generaliza sin dificultad a cualquier spin; sean:

ol .oodnt

o on
Lk)(“) = g ‘1 g 4
Loty .. .otnl o dn-t e
U‘)(l)\ = Z(S AS 15 1.)

Sim

-

..ol oAy An-1 An-1 ¢ oln
we T pa (s .. 877876 )

n A4 °(v\
(}J Loty o ) - g g

M (rnae) v 3

: a L (<D
E1 operador 3" componente de spin es 312 —(_Slz ®1le® ... & 1}5““ y
aplicado a(U(i) nos da:

- n
\)wm Y Wen

NP

a 1
S12 Wy = (i+~~ +

512 wu) = (% 4 + z.' __;)U)(“ :[(Y\»\)—I‘: - %1 Wiay :(g <|>U)(()
S12 ('O(V\*') = ('% - i') UJ(nu) = —'gw(nn)

Para bispinors no simétricos que se transformen con un diagrama

de Young del tipo [r,s], s £ r, se construyen w(l),...,&u("”), n=r-s

usando los operadores de Young correspondientes a las simetrias de ese
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. : fehita]. .. (A gt FagYolasar ... % m
diagrama, Asi pues si el bispinor es 'q) :

. e [ PIPI UR 4
las funciones solucién de (1g°~1) o(].\l’l ! "- 0 son:

[otesty) ... ol

Wiy - (gd',, Sd’.‘ - 8“‘1 Sdt,\ (Sdm 'gdnz -S q"': g ,_).

(s ]

4.2

' ‘ ol
donde diu ' S

4,2 - 1,%

} depende del indice i (i=1,...,r-s+1). Es de
cir, los primeros productos son iguales para todas las funciones 00(1.),
pues reflejan la antisimetrfa de esos Tndices. E1 resto es simétrico

en todos los findices y ;eproduce los resultados obtenidos para bispi-

nors simétricos.

2. Consideremos algunos ejemplos de bispinors con simetrias mix
tas:

a) E1 diagrama no simétrico mds sencillo es Eizlz \‘/tﬂﬁ] bispi-
nors de rango 2 antisimétrico.

Su desarrollo en la base {Au] es:
vl _a\ - “(‘
P @YX ()X A G K i
y aplicando las ecuaciones BW:

X=0 X

;:; Pt Xs ' (Y"m’)‘xg =0 (111.2)

’

luego 'Ll,u[“"’j

"

) YP+m s )% )
[_Y_n___ Y C] X, (111.3)

con (pz-mz) X5 =0
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‘ g1y
b) E1 diagrama [2,1] corresponde a un bispinor q’ f que verifi

ca (/\pendice 1, 4)

Esta Gltima condicién se obtiene de la ecuacidén de simetria del diagra

ma, Y \b = k\P
Y = operador de simetrfa asociado a ese diagrama
Y = (1+(13)) (1-(12)) ((13),(12) permutaciones)

y k es un nimero que verifica Y2 = kY (Apéndice 1,4).

EYl desarrollo de \F[dﬁlx

PEAY (Y () G (g xSC"Yﬂ \,{)f“ (111.5)

que.ya es antisimétrico en « @

Para que ademds se cumpla la relacién (II11.4) debe verificarse

(Apéndice 1,4)

¢ :(\TS%)Y —(YSX“Ps,u.Y (111.6)

ey
\P f tiene 24 componentes menos 4 de la condicidén (I11.4) son 20,

of ot
Ps son 4 componentes y Y5, , son 16.

Al aplicar las ecuaciones BW obtenemos:

P=0 , Qop- y‘;P,l“Ps ,(TP—M)% =0 (111.7).
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’ AL i .
con 1o que el campo que representa 1" tiene masa dnica y spin
1/2, como corresponde al dGnico indice y que aparece sin antisimetri-

zar en su diagrama.

Sustituyendo (I11.7) en (IIl1.5),

'\p[ol(l]ﬁ - (ch-q )9((; \Q: + ;.‘!T\ (K}‘ XSC...)O'(g F)‘ kpg

¥P+m KEC"]O{F r
= - Ts (111.8)

haal
con (yp-v)* . k@f =0 .

c) Consideremos aun,diagramas con solo dos Tndices antisimétri-
cos. E1 siguiente caso es [3,1] (ver Apéndice 1,7)

[d4dl]'1d‘ d“(' a St » A3 Ny
BT (e (e e)”T X

2 CACS T G YS) D S T ) MG i WD A
[,AU]+

\ (C-‘ )'1.“1 (o;“) c )d!d" X[}‘ﬂ 4 (XS C-q)"‘*"‘l (O}n C")quq Xs

) (a2 P Y

Para que sea irreducible, es decir, para que verifique

,\P[«‘o{,];asad . \‘)&(ld,]ﬂd.iu} N \p[el,o(,]go(-ld‘,l -0



67
se deben verificar las condiciones:
s . jMve x
X = Le svier)
] .
X2 “ie’qw(xsru) 4"'yszt) :
b

. o (111.10)
X5= rllXQP

i
\/s n= o
y al aplicar las ecuaciones BW se obtiene:

XM - XCM"’ -0

Vo= A ey, XL (prx e X)) Gna
X';M:-Z%IP"(WX‘; - p"XZ) (111.12)
con (povw) X% o (111.13)
ﬂuxc_‘ -0 (111.14)

Entonces el bispinor 1,)[0’.‘11]{0(,01(,} se puede poner como:

Aoy dyely
wh.aluu.m [mnm KSC'] ltyp AR C} Aep (111.15)
= ™m w
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3. Pasemos ya al caso general de dos fndices antisimétriccs.
Proposicidn 4:

d\“‘-]%"( e A r}
S 1‘)[ 3 2

es un bispinor que se transforma bajo
SU(2,2) de acuerdo al diagrama de Young [Zr - 1,1], y cumple las 2cua-
ciones BW, se verifica:
udiss et [apam s )
pu m

chid12ie2

-1
¥p +m - Lpg... el
-II LLY’YT- {(}L;C] X's

(1.1.16)
donde X5 l’}‘l"“}“‘“ es totalmente simétrico y de trazas nulas, con
P X;")‘}*L“‘P"'} -0 (111.17)
s
T |
y (pz-mz)xs”“‘ Pl o (111.18)

4,

o{ o -
Xsk}“"-}"“‘} es el coeficiente de (\(5(:—') ! l(xﬂac )
g o (S 4oy .. Har ]

. -~ ()’/“"'C {) R en el desarrollo de W[d e :

en la base /\k4 ® ... ®/\k .
r

Demoatracion:

Usando los resultados de los bispinors simétricos (sII, Prop 1)
~ -1 oy X

\x)[d.dllﬂd;mo(u& T‘— [?S‘P+m X)A.'C%] ¢t«.«a]

= 0 ™ '\}Mﬂ./u-.}

.
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(1)
con (\> simétrico y de traza nula en sus fTndices tensoria-
'\}44_“.}!'-'} . .
les, y
Cola 1]
pH d) - O
Mprpa oo pavil
Cotq o)
(2 -n?) P =0
'w,AA - .r/«lvus
por 2.a3),

i e

O(‘di v—l- .
» L,(,J‘]{ol,...olu(( ¥P+m s _1]' Lw X)"‘C—‘J ><
¥ | mee] TS 1

‘ 5.-1,%1% 2
donde X5 4)A4 -«.)lv-!} es el coeficiente de (¥°C ) del desarro-
. o
1o de [4ect2)
L',lq.u}-lf»l}

Si el nimero de indices es impar, se tiene

Proposicidn 5

1l)£d.iz]5da- - K]

Si bispinor asociado al diagrama de

Young [2r.l], que verifica las ecuaciones BW, entonces

st ol fgpam s

Y-! dyiar Shia
XP"‘m MY ~'] Olyyna
'T[[ m Y ¢ < \P“/*ai Jead (111.19)

Arenn
<,

- Aoty o/;o(v
donde k[),:,)“___/u,_,; es el coeficiente de (Y‘JC") (‘6,"*(‘_")

}lv—q -1 dlv-l °<1r
- CK C ) .Es un tensor-bispinor, simétrico y de trazas
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nulas en sus Tndices tensoriales y que verifica:

((P-WOKQGW»JMJ =0 (111.20)
.ZF (qu,};/,(_‘_->},l,"v} =0 (”1.21)

Demostracidn:

Se siguen los pasos de la demostracidn.anterior. Asf pues, los bi
spinors de simetrias [2r~»l,1]»que verifican las ecuaciones BV repre-
sentan campos de masa dGnica y spin r-1. Los de simetrfia [Zr,l} campos

de masa dnica y spin r -1/2.

4. Llos cdlculos para otros tipos de simetria, no ofrecen miyores

dificultades. Veamos los de diagramas [r,r}.

a) Si r =1, es el caso a) del apartado 2

b) r = 2,
Nl I (SRl R (ol R G (L M () R
T Y, )T (e )T X
s C) (DX @) )T Y
ey C) () X, e T ()™ Y
e () X
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al imponer las condiciones de simetria (Apéndice 1,3)

"vk [oteotr Yoty oy} _ \‘) [y etu) [o0ety)

) Tt ] Loyt Tasty I [t (et ) (taa]
i b APt o =0 (111.22)

se verifica (Apéndice 1,8)

« M M pMv s
Xs = Ys X'S :y;‘ , Kss :\/v o Xss = X“

s

M (111.23)
X + Xs; - S5 p = O
y al aplicar las ecuaciones BW, (Apéndice 1,8):
M
O X = = O
X cMs o X (111.24)

s LR X X s PP s

55 " yn s rm
(PZ- "'\7) X{; N O

Entonces podemos escribir:

«q)[o(.dz’)[o(;d'{) :» (Yac’)d'dl (‘(‘ Ci)e{,«u ng +
4\ 3%y 6 1olq o -t a("”t:' A I o +
*[(XPYSC- ) (YSC_')“( e )" (v,¥°C ) Jw\n P
¥ GWTBC-‘)"(““ (\6\) Xq C—()dxdv ;%F. P’J Pv ng

oy A3 oAy

—[””’"T"C"} \LP:_V: N (111.25)
m .

wm



c) Se tiene la siguiente
Proposicién 6

+[g{.¢(1) Ld\.f-' 0("]

Si es un bispinor asociado al djagrama

de Young [r,r]', que verifica la ecuacién BW, entonces:

oy Kl

At} [otye ®ar] < +w -1
“’[ = = ﬁ [\1}“’_—‘ Xs(' ] Xs. s () (111.26)

Av

.. . Syt 5 -1 \(2r-
donde XS...S(r) es el coeficiente de (st ) S (Y C )

y verifica (pz-mz)X5 25(r) T 0.

‘\\) describe un campo de masa m y spin 0.

Demostracidn
Es inmediata: por ejemplo, por induccién, para n=2 estd proba-
do (parrafo 2.a).

Sin=2r-2
TR LY

-t -
_\»[ﬂ-d.l [ Hrvey v . W \}S\”’W‘ ¥ . Xc,x..s(v--)

0241

para n=2r

(u,d,],“[o(u-, du] ¥P+w 6 - aeta (i)[d;"(h]...cﬂ(u—'q:;]
\\) S T \‘ C 5

y de la hip6tesis de induccién se deduce la proposicidn.

5. Uniendo los resultados de 3 y 4, 1legamos a las fdérmulas si-

guientes:
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Proposicidn 7

Para un diagrama Ls+m,s], con m=2r, nimero total de indices

=par, si el bispinor cumple las ecuaciones BYW se tiene:

\\‘[o(.o\\]u.(d,s.. d,,]l‘ﬂ(z:u... 0(;(‘471‘ _ “EY L8P+ m \‘.;C.il
: T ole v

Ayi-1 Wl

S dzxnj-l qzsnti f A)
¥P e &
. n [ - Kﬂ, . Xsws (111.27)
. J=4 . o X g5-1 %5
T 5 ")
con X5 }“} el coeficiente de (KSC ‘) . .<Y ¢
1.0t Kasey o\ ) - 4 Aalser)
(™) (yr-c
y verificando
}Av
(p? - m?) X =
111.28
XMP!. l*‘f_ ( )
Tm -
vt
X‘SMS a es totalmente simétrico y de traza nula.

Si el diagrama es [s +m,s} con m=2r+1l, nimero total de findice

impar,

e vrv e t}

w Cohvts) ... Colagey oas) { Arcen -

d\{*ldf l(&o))‘lo(z((ti]

v iz

)

i Ay sav) 44 :
. (111.29)
5.6 paa pol
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A 'a}u._,}xv} .
donde c. .5 es el coeficiente del término (I111.28) y es to-

talmente simétrico y de trazas nulas en sus indices tensoriales, veri
ficando:
(}«(}h . }-‘-'s
LT

§..5 =

Y. favd
(xp 'W‘)k"‘ﬁ / =0
. Demostracién

La comprobacién es inmediata a partir de los resultados anterio-

resi(por (111.16))
dls-ldu
,\.‘}E'lcd‘\.. Lotysoy o] { hasan - - - Argrav b [‘( pPtm \65(:"]
= m *

1

[\(P v X}ucwi]t‘z(sgi)q olagsai) [ayY .. Colis-s C(u‘-l]
; 4
S lri" )"r‘

y por (111.26)

YPEM (5 -0 R -
e T | g

m (=1

A 2c4 201 og 420

s-1

dyja o)
Ypew ol ,><‘}‘<-"/“',
™m ¥ 5...5

3=

y de forma semejante para el caso de nimero impar de fndices.
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6. Andlisis de representaciones. El estudio de las representa-
ciones bajo las que se transforman estos bispinors, es similar al he-

cho en el caso simétrico.

a) diagramas {r,r]

La representacién de S0(4,2) asociada a este diagrama es

. (r,0,0) que al reducirse a SO0(3,1) nos da:
(5:3)0n(5 5 o5 ) oor (14) o)

X5 5 Se transforma con (0,0). Los demds tensores no son en general

irreducibles. E1 de orden més alto LY se transforma con

e}

(% ,%) @ ... pues sus trazas no son nulas (en el caso r =2, XMoo=

/L

= X + X55); 1a simetria de x‘/““ es consecuencia de 1a condi-

.}A;?

cidn

'[‘P [P TS NP [otey a;) .-.[di.' B‘,) i [O(mv-u c(l'J

\{)t«m o Tajadtjd Dot L ] (1 30)

que aparece debido a 1a irreducibilidad de este tensor.

La repeticidn de representaciones se debe a 1o siguiente: Para
(0,0) hay r+1 coeficientes, correspondientes a los elementos de 1la

base: .
-1 \*% A 0()_'.,0(,, . 4% $aad] - Sy
(C ) o ((_') - (";CF)‘(“ (C'*)d“...(C"')d ol

) T N

)

(s

o, (yec!
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téngase en cuenta, que debido a la condicién (II1.30), los coeficien-

tes con igual niimero de factores C’l y ch'l son iquales. Las r de

(% ,%) corresponden a:

(C 4 oy (C-.)d;m Apy.a ( YA¥e C-.)

°{1v»v °(ZY‘

/

d\r-uqzr

(Y™ ey (ys ) T (ymree )

o2 - ar-y Oy ’ ‘ Ay v
e )T (yvc)

y asf sucesivamente. Con (ﬁ%l~,£%l) solo se transforman dos tensores.

Los correspondientes a

(C" )dld’_(xlhxq C_‘)d;elq . (b”ur—' }5 C,,)O(u_. o
oy Hyr

(re) ™ (g™ (¥ “ytC)

b) diagramas [},r—l]

El peso mdximo es (r - % ,% ,%) y al reducirlo al grupo de

Lorentz queda:

(Yo D) e[ (¥, 2)e(s ]@
'(‘3(*—4)[(4.‘2)@ 12,4)]@)*[(%,0)@(0.;]

y ?5.‘_ se transforma con (2 ,0) ® (0 ,2)
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La repeticidn de representaciones obedece a razones andlogas a las adu

cidas en el caso a).

c) Diagramas [f,r~2]

E1 peso mdximo es (r-1,1,1) que se descompone al pasar al gru

~po de Lorentz en:
[G et )] e 2 [ (5502 5)]e
(4.3)] ec- «)[(4 o)e(o1)]e

~

Pl

i

~

~
~—
—
~jw

|a.

|_s

z Z

o3 %') ®2(Y—;—2,%—?) o .. ®c-2) (A ) @) (54

5 se transforma con (% ,%).

En general los diagramas [r,r-g) y D<cker, k par, se tratan de

forma similar.

d) Los diagramas [r,r-k] » 0<k<r, k impar,siguen esquemas se
mejantes a los del caso b), teniendo en cuenta la condicidn;

UF(PF““STC) que elimina las representaciones de spin inferior.
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CAPITULO IV, ECUACIONES DE EVOLUCION

1. Una vez calculadas las expresiones de bispinors de rango n
en funcién de tensores y tensor-bispinors, ‘queremos estudiar con mis
detalle las ecuaciones de Fierz-Pauli para spin entero, y Rarita-
Schwinger para semientero. Buscdbamos en principio, un formalismo la-
grangiano para estas ecuaciones. La mayor dificultad es la existencia
de condiciones auxiliares que se pueden evitar mediante la introduc-
cién de nuevos campos que se anulan por las ecuaciones del movimiento
o que son funciones de Vas primitivas.Para spin 1 es posible encon-
trar una ecuacid6n en la que no aparezcan condiciones auxiliares, pero
su generalizacidn a spin 2 y superior lleva a restricciones no evita-
bles si no es, como hemos dicho antes, introduciendo mas campos. Asft
hemos obtenido para spin entero ecuaciones de tipo Schrodinger
iao\P== Hl#, donde H es un operador en las derivadas espaciales, de
2° orden, y condiciones auxiliares en las que solo intervienen deriva
das espaciales. Para spin semientero, la forma de las ecuaciones es
similar, con H el hamiltoniano de Dirac para spin 1/2, por tanto de
primer orden. También es inevitable la aparicién de condiciones auxi-

liares para spin superior a 1/2.
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2. Se pueden escribir las ecuaciones de Klein-Gordon y Proca en !
forma hamiltoniana (Foldy} 1956, Lurié 1968) introduciendo campos au-

xilares:
<

a) Asf para spin 0, se puede definir

N e : (1v.1
X = y‘"DX )

con X un campo escalar y X" por lo tanto un vector. Usando el par de
funciones X, 6 X°

(D+nd) x(x) =0 = () Z-A+m¥)x(x) =0
como D x = im x°
se tiene:
10,%=-mx°
(1v.2)

. o _ 1
190x = S AX-mX

X

X
llamando'1’=( o) _— iBO\P= ||ql

donde 0 Cem

H o= (1v.3)
L(D-mh) o

0 en representacidon de momentos

¢ .. -m 2. 2
"= 1 a2 ~con UXB) = + VP +m :

Los autovalores de H son ¥ O(p).



80

. 1 -1
Si realizamos la transformacidén dada por Q = V: ( }
2

se obtiene el hamiltoniano (Lurié, 1968)

mo=quQl =t B ant ¥
L 7m 32 - 32+ )

=
1}

22
(o, +1i0,) 1215+ mg, (1V.4), (0. @, 03 matrices de Pauli)

y las funciones en esta representacidn son?

1 0
Xy = — (X - x7)
1 vz
s 1 0
X, = = (X + X
2"z )
. a -(U("l) a
>
Si hacemos la transformacidn dada por P = ! donde

w(B) 4 d
m
ay dson no nulas, el hamiltoniano queda diagonal. Eligiendo por

ejemplo a =w(P), d = m,las autofunciones de HO, HO = Pllo'l, son:

in

y la ecuacidn que verifican es:

X X
Po(x+) - UHB)%({) (1v.5)

b) para spin 1, la ecuacidn es

g+ mz) x* =0

QX Ll
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En el desarrollo del bispinor de rango 2 simétrico {(Apéndice 1,1)
aparecfa el tensor

SR S

wm (1v.6)

Sus componentes independientes son XOi, xJk, ivi,k=1,2,3.
Ho es dificil probar que XO, Xjk se pueden expresar en funcidn
de x¥ y x°K. ast: .
Tyl i }
X :_Lgbéxk—a“)(*}
2m (1v.7)
3] A v > - oW x?
y X7 - —<DX S 2
o
) 2 o 2 oW (1v.8)
X" = = 2, X == > X
luego wm M ™ K
Las componentes Xk, XOk verifican:
’ o‘)J
o % wyol - Vo © "_?._O(D’X ¢
X :-LA'DOX —ax %"zm\’ax m 4 )
m
luego .
. w v\, o)
DX = 2 (e X7, DD X ) (1v.9)

andlogamente

ow

2 x ol 1 Jeey ‘“+ h'ax)
e XL @Y X O |
pues

e
I X* -o = D X = - X

y @Y X" = -w X" +ra!;36 X"
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luego

. ok ‘
(O, X" = - X

m

K amy. yd
%6/“7* HY X" —27 9 X } (IV.10)
tenemos las ecuaciones: ¢

iao)(i % (W\’ S o+ 3“3}\X°}

o 2
ioXs _ i ((W\’Vc)’B;,)% -0 BQBX

m
Si se pone )
Nk o= %\ (w\lgk; + aka}) (1v.11)
_ ks L YNGR, ~ D
y n'tj Zﬁ((mbﬁb)? V6%, Q) (1v.12)
se tiene: | Nk')N)t - 6“2 + 3‘L9L)g‘<t

en la representacidn de momentos

Nkjhfaa :(D(FVSRL
y si se pone
M= A1 N M- AN MMt (1v.13)
w(f) w(p) !

y las ecuaciones son:

B xK . 0 Mkt xi
TS B L P N Y AR (1v.14)

con lo que



83

L [0 H
h=w @ | (1V.15)
M 0

tanto Xk como XOk son tensores irreducibles del grupo de rotaciones,

—

asociados a la representacidén de spin

Si hacemos la transformacién Q =

N s

1 2i

obtenemos el hamilto
1 -2i

niano (Lurié 1963)

(v -9 - D8N, -2
[55*; + 2% - ('ZMKA)SKJ)
es decir, en momentos

-

P . L qQ
o= mG o= (o aia) - L ppg

y usando la relacidn pka = 32 -(ng)z, con §9operador de spin para
S=1,
=y —7 (Bg)l
H, :(6;+i(T,).P_ +rwmay -1 P AP (1V.16)
mwm m
32 - (35)?
que es el de spin 0 (IV.4) mds el término -i Gé e . Se puede

hacer una transformacidn que, como en el caso de spin 0, 1leve al ha-

miltoniano (IV.15) a una forma diagonal:

(Ho)ik= w ()G SlK (1v.17)

A AM
Sea P = 1 con A,D matrices regulares 3 x 3.
-DM D :



Entonces H = prp~ 1 y

VoA (s X )
qlk

(1v.18

oyl °¢)
Dkt(—(M Y) ;\X + X
son las autofunciones de H.

No es posible hacer 1o mismo en spin superior a 1. Ocurre igual
con las ecuaciones de onda tensorialesE 1a ecuacién de Klein-Gordon y
la de Proca, no necesitan condiciones adicionales para describir part
culas de spin 0 y 1, pero no es posible hacer esto (sin introducir nu
VoS campos)‘para spin mayor que 1. Lquue vamos a hacer es construir
una formulacidén hamiltoniana con condiciones auxiliares que permitan
asegurar la unicidad del spin, E1 hamiltoniano va a ser el dado por 1
ecuacién de spin 1, por la matriz identidad, cuya dimensién depende

del rango de los tensores que intervienen en las ecuaciones.

3. a) Analicemos el caso n=2, en el que aparecen ya, condiciones

auxiliares a la ecuacidn de evolucidn.

Como sabemos, la ecuacidn que describe un campo de spin 2 y masa
m es
v
(p? -m?) x* = 0

Pu XM =0

donde X*” es un tensor simétrico de traza nula, es decir irreducible
bajo el grupo de Lorentz. No 1o es sin embargo, bajo el grupo de rota

ciones SO(3) y contiene spin 2,1,0. Los spines mds bajos son elimina-



nados por la condicidn p}LX”' = 0.

Hab7amos calculado (Apéndice 1,6) las siguientes expresiones:

[pvap - v .
XS L LprxT - XM} (1V.19)

2m

VO TP X p XE}NJ?

- (1v.20)
m M

que nos relacionan XMV con x kAP , otro de los tensores que apare-

cian en el desarrollo de los bispinors simétricos de rango 4. Calcula-
mos las expresiones de las componentes Xoo, XOk, X[‘Uk, X(O*UO,

X[‘]k]o en funcidén de las restantes. Para ello, utilizamos las condicio

nes algebraicas de estos tensores y las ecuaciones anteriores (JV.19,

20). Asi
X"p'—o > X*" = —Xl x
ok _ 21 p yIpolk _ _ i p oy oMK
= T R =P X
cEialk o ?15 (! XJk_prlk)
foilo _ i ¢,000d _  dy00y o _ i kJ 3 xk
X -"‘z'm(PX-PX)“Zm(“’kX +pxk\)
pues P XMV =g == p°x% - - kakJ
de xWIP X bl er]v =0 se sigue

(Uklo _ _ Joilk , [0k
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8

Nos quedan XJk y XfoJ]k. El primer tensor es simétrico pero no tiene

traza nula (XJJ. = - Xoo) y el segundo no es simétrico pero tiene tie

ne traza nula (X(°"]M= 0 == X[(’k]k = 0). Veamos que ecuaciones cum

3

plen:

foidk _ i (.0,5k 3§ ,ok{ _ i
X - (pOxdk - xﬁ--—ﬁ

X[otlk}

oy ik , 2i
{pOx? + L op,

‘entonces poxJk = Z_J.Ang‘]l - pjpls X[o?Jk , es decir de (IV.13)

totlk

P"X}k: w(F)N\*Q)( (1v.21

andlogamente

XS L L e X - P X

i s BN P X

"

T owm

pues p/kx"’" =0 = po)(Ok = —ijJk , luego

: ARSI
o X 2w () (M) X (1v.22)
Y en resumen
o . it :
v (XW]‘) = HY o\ yreae (1v.23)
N (s} LA& v Sk
con H‘jkif w (F) (M_L);} : o ¢t (1v.24)
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Sin embargo, hay més ecuaciones. En el caso de spin 1, a partir de

?O\L = HY se pueden recuperar las ecuaciones (p? - ml)x" = 0, X'z 0.

En efecto:
- (14
p° xK = w (FYM*¢ X
ey
p%x%t = w () (M) ; X
tuego (p%)2 x* = w(P)? x¥ = (p?-n?) x*X = 0. De igual forma
(2 -n?) x°K = o

de donde (p2 —m2) X/ = 0. La condicién auxiliar se obtiene de:

o _ _ 2i ok
X" = Pk X
i k i - t
poX® = - Bl pp, x% = - Zp wdinh* x
pero pk(M'l)k 1= - ———UE— Pg luego
2w(p)

poX°=-'PeXQ = 'PPXH:O

En el caso de spin 2,

N fojlk : " -1\3 ™
Pe X™ = - B pop; X *%w(t’)PﬂM)eY =
K K
= =P X = puX =0
pero pr 0 = 0 no se puede deducir:
pr°° = - pox"k = - w (P Mk:i x':‘”Jk
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-w () Mkj X[(’J]k = - pj x%J es una condicién adicional, nue podemos

escribir de forma mis compacta:

00 _ oj
pO X - 'pj X
aplicando Po'
2 o0 _ 0j _ je
(py)° X PPy X PPy X
Lo 2 .k je _
es decir (po) X K " pjp{ X =0
—_— (M-l)jk xik - o (Iv.25

Aparece también otra condicifn sobre el tensor X[pj]k: X'k es un ten-
sor simétrico. Por tanto, de (IV.?l) MJ] X(OU k debe ser simétrico en
jk, es decir

Mj] y ok M"{ x ol (1V.26

Estas dos (IV.25,26) son las condiciones que son faltaban.

E1 cdlculo de componentes independientes es sencillo:

para X% , 6 componentes menos la condicién (IV.25) = 5

X[b}]k

para , 8 componentes menos las tres de (IV.26) = 5

b) Para spin superior a 2 los resultados son similares. Para s=3,

tenemos dos tensores: XRP"P’ totalmente simétrico y de traza nula

que verifica (p2-m?) x P g, pﬂxl.pwl’] -0,y x{e2ieal

= - 5= pm xeeN - pd xieeM , tomando como componente que aparez
2m Z

can en las ecuaciones: XLak y )([.m]‘1k ]asvdemés se expresan en fun-

cién de éstas.
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As x00d . k)

como XM - 21 P, X0 (apéndice 1,12)

03k o _ ZF] P, x (011 3k
K000 _ _ xokk . %} P, x o1l x .
de X IPNIVE Loy DWIRe L X _ g o, deduce
y kol _ _ ylojlkl [0k J1
y las demds son:
Koo _ (oK) ]
LG ?lﬁ <pjxk1r ok ler%
yGKoo (3K gﬁﬂpj xk1 1 - pk xj‘\k
(oot i) {Tn_ kpk ijl ~pd Xk K}

las ecuaciones para los tensores XJk] y X[OJ]k] son las mismas que en

el caso anterior:

p® xIKT L w () Wi x"K (1v.27)
pOx LodlkT = w (I _xr (1v.28)

con condiciones auxiliares:
(M-l)- XJ1r - 0 (lV.29)

il



Mj] X[ol]kr . Mk) Xfo]]jr‘ (1v.3

En el caso general tenemos el siguiente resultado:
Proposicidon 8

Sea X e Mo tensor totalmente simétrico de trazas nulas que

rifica las ecuaciones

(p2 - m2y x WPeepnl g (1V.31

{ppa-pal o

P, X (1v.32

Sea

X \—}N}h.] 4)“1 s }‘vmi}

- "){%;1 S ?Pl Xl,}hp;...;l,,,.,} _ FF’ Xl,fn,p_,...,u.,,,.}} (1v.3.

entonces todas las componentes de x Mha-s pat y XU“PJL””"}M‘J se

fk,..k Yok, Hk,.. .k
expresan en funcidon de X 1 "‘ y X[’ 2 { 3 "*1} y estos tensores

cumplen las siquientes ecuaciones:
kKo..k ] k :
po x{ 1 n - w(a) M lj Xtoj]‘\kZ"‘kﬂ} (1V.34

kq Jkoo..k

[ok ky. .k

y las condiciones auxiliares
(M )jk =0 (1Iv.36

15 =M (1v.37
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Demostracidn:

Como X Wpases pnd es de trazas nulas,

ook,..k . ky.ok

X 3 N yd j 3 n

ooook5. kn i XJIJZ i k5..kn
1V2

“etc.
En general
Xo..oerH..kn T le..Jr . k2r+l"kn (Iv.38)

jl"‘]r

Se tiene ademds XxPLH.P“} = %&'Pp X(Ppilgh"'“"i como consecuen-

cia de (IV.31,32,33k si el niGmero de Tndices 0 es impar:

g kn g Xguoukz..kn} T X[ok] Akz..knl
m p};. m pk

= - X j = o Py j etc...
en general:

X°"°k2r+2"kn . APERN ok

X[ok]{jl..jr. Kppipe-kpd

_ ro =24
SNC AT

(1v.39)
Las componentes del otro tensor se expresan de formas similares segin
el nimero de indices = 0 que tengan, usando la condicién de trazas nu-

las y Ya relacién (1V.33) y:



X (}h,-h)'r}‘\}lu ..«Hhu‘ + Xr,l‘}l’]‘]h"uu‘}lnld 4 >< Ull)t.)(}(,pn..,}nm,} -0

Entonces .
X[K.\(‘}<°k«|~-. '\(ho-(} - X[ok‘]{k‘k"',_ L_“,,) N X[:okt\(\(,‘(;,... knal}
lokil hoo ke ... Kk [b\(l]l\") g .. Xmand
X = - X )
ko Xy ‘( e Vn-‘l‘ \xaky. . kmil . AkaKg - Knae] &
X(k](a “”"P X "?kX
t&,Ktl{b\)‘(s.n‘(uu\ . Y Lkyo0 kg ... ky\'l} ‘\(‘o ok v oo knnaid 3 _
X . = K? * X - Pk’ X =

"

;)\(zkg N 'Sy

- 5’ {Pk. X : e X))\(,u,... km.}}

N 0 JKanoe k
{o k;]{l)\(\, ‘(m.} Lev K, S ) YKeoos Knnan i
X ‘J;\{?k X +7 X}

Es decir, cuando el nimero de indices es par:

K Il0... 0¥, 0 ookl v ! Jaoo Av L SRS
X[o 1o Y SN "t&{VQX 2

)""b" —
“~~— .v Kov. “n- kvu-t
~prx? e [ P k (1v.40)
Yy si es impar
" Moo v Vv --~k““?
x\’ok;]{&...o\(".;...\(.‘,.' o (-;&)Y X[e 1Y 3 )‘“_i' IS ([V.II])

finalmente
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X [xak,) {000% - -- Kt _ X (WG] (°J' } ke - - Vi d

fokadl¥a) ¥ ... knal fokad hv) “‘..k"..u}
=-h - X i - X j

S

es decir, si el nimero de fndices 0 es impar:

Xu.u.no .0 Kuvay -2 Mnar} . G'N4_ Xru.u:)...‘avé ; Kavan - v.u.‘+
TS T P Kavpu oor K
+ x I{ ] 4)' )‘.“).' tAgd }} (]V.42)
y si es par:
(et} 800 Mg~ Ko } vf -t Yy A dv vy K
X . =€) (WHP’X Jo e -
) "" kn \(vw\
~',?\(. X{\ﬂbl \v )‘a,, +1 ) } (1V.43)

En resumen, las férmulas obtenidas son (r varia desde 0 hasta el G1ti-

mo indice posible):

k.,

10...0Wvyq oo Ral _( 1)" XJ‘S' . . Wovae - (1v.38)
- < R I .

go.‘_o\("n kn, v _2. [“211;);“'31 \(l“),__ kn}
X = (1) (-“—:‘)PQ X . (1v.39)

al'!<1(
Toki) {0...0 Kpysy - Xunr } VI3 L0 T Kaveg o+ Yt}
X " - -4 X b (1v.41)
Tok} o .0 kypyy - - knar } LN o I()klj.-»~jv Kpvay - Kuss
X SCAY L R X o |
2“ v —

(L ..jvu . % .“h,,,?
e X VESEE PP ' } (1v.40)



.. Wive s Kanl “ ||:\(‘1--'(' ’ . Yave ""(“"‘
x‘-‘(‘ut]to L0 Kavey 7(ﬁ'{).l— X[b\‘] ) 3 i*"')v 2vay T+

Tox){ kajor b i Yaviy- - km.}}
+ X o)

(1v.42

X [\(.\(‘)‘O .. 0 l(:”3 kn.u} - G «)(( \% ,‘>\‘1 X‘\(lé“)' . Movag - '(u“}

-1
o oo -

(\(l\l*"" ‘41\« v k\\’l
Spe X 33.:-‘;, " }§ (1v.43)

Las relaciones (IV.38,41,42) son algebraicas y vienen dadas por las
condiciones de simetrfa de los tensorés. (Iv.39,40,43) son ecuaciones

diferenciales que se obtienen de las ecuaciones BW.
Koo o= Kn okl Ky .o Kt
Las ecuaciones que verifican X ! ' y XE ¢

son de (1v.33):

Lok} {1y« kmerf : oy baky oo Ken) L\ 10K s W]
X et o R - P X

T 2m

y aplicando (IV.39) con r = 0

N N [4'7% "N \(n-u‘ ’ N r°¢)(\(;... L’“,,,}j
= Ly X + ZLpp X
luego:
o Ll Kl ¢ Wy " toy) bkaeo- K
X :%{\wé i -?’P;\Sx (1v.34)

Si ahora aplicamos po a la ecuacidn (1V.33):
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fokdiks... kn i aan oy VKee e knd NN UL TRRR S B
pe X = -5 {erx St X } =
~ e . Ui ekl
RN CIOE A A PRI (1v.35)
2in
" usando (1Iv.31,32).
En forma matricial
v K . Yok
Xl-\h b} k, , jAs
P = w(f) 8, .., © AT (1v.44)
X(oht)(.“"K‘\‘ v L Ku " v, [D\("]‘\{"...\(‘:‘
(M ) k: (6} X
las condiciones auxiliares son:
1) para x4 v}
l,/uok,“.\(\.\ fool - - tejhy ..ok
T’,‘x -0 = V\.X = *P,) X
! 0
y operando con p :
Y Yy .. k
o\t 100 %y ... Kut o ... Yo § 10}k, “§
(r°) X = =Y X = PP X
138 Kq - - Kal
- PPy X
Tuego
(M‘l)j] MALARCEIE LB (1v.36)
i) para Xl’ou‘nx,...x.‘i
. < . . . I%g. bl
de la ecuacidén (IV.34) y la simetria de X se deduce:
ke Teid bk ... kad o Tojd by kq b
M7 X = M7 X (1v.37)



Veamos como el niimero de componentes es el adecuado:

iy oo W -
E1 de x M ‘ Vooera: SAm-a = 1 (nay(m+1)
" 2

E1 nimero de condiciones de (IV.36) es

[n-24+ 3.4
k - Aun-g
n-2 1

la diferencia es 2n+l, n es el spin.
Igual ocurre con el otro tensor:

3

=35 n(n+1) componen

" n-1+ 3-1
x [okd itk wend tiene 3 x )

n-1

tes. Pero X[’m’&v”"'” Post L g — x (2% Xa--kmie o 5 que son

w

, [n-2 + 3-1 1

=3 n{n-1) condiciones.
n-2

Las condiciones de (1V.37), aseguran la simetria de

w Codd k- ¥}
M } X en todos sus Tndices, luego el nimero de compo

nentes es % (n+t1) (n+2). Restando las condiciones de traza nula

% (na) (n42) -4 v (n-1) = Ined

Haciendo como en spin = 1 la transformacidn

. M
V- ( A A (1v.18
-DM™? D '



Ky
\\,
R
’ A\%} kl‘:-\(u

escogiendo 2A =

1\/;4,.. Ku

13 [SL R T} 3 (0] lk,...
:Atj(xlt "\'M(X

Dy‘s (_ (Nd)iq qu,...m . XMM'“
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m)
m)

P A o) ikae . kad
:%lxk + M X }

Estos dos tensores 1¥4 son simétricos como consecuencia inmediata de

las condiciones auxiliares (IV.37).
Las ecuaciones son
“) ¥,
o :_w Pd (T
T(«y. (%) o ¥
Yy
si p® = +w(B) la solucién es 1¥ - (
.
.
y sip® = -w(P) 1a solucién es \¥ :—( IL
Ky.on Wl , TN R S T VA
puesX‘i :iMh,'X dxa 551p°=

Sin embargo no tienen traza nula.

skt

Las condiciones subsidiarias para 1L* nos dan:

- 3 kay
(M l)j] \¥+ l ’ - O , como se obtiene de sustituir “¥1 por

su expresidn



Si hubiéramos escogido A = % M_l)D = % , las nuevas funciones hu-
bieran sido:
T Ky )k kn}
. 3 )y TVt Sk i k
(\)t :i{X ’ ) X (1v.45

que tienen traza nula , pero solo es simétrico en \¥...kn}

X LKa. . kal v X [oxs}dks.. . kn}

A partir de podemos construir tenso

res irreducibles bajo el grupo de rotaciones y que por tanto van aso-

ciados a un solo spin, Asi en s = 2,

VI Loxi o g i =Xy o atpp X

3wl
(de 1a relacisn (M) k. 0) .

kl

YiJ es un tensor de traza nula. Ademis -

R} i rokly A v [owle
Zi) = Ajlk X ol - 3 3" ’44k X .

es un tensor simétrico y de traza nula. Es inmediato comprobar que 1a

ecuaciones que verifican Yij y Zij son:
Pb\/q = W(F)z‘)
peatt = w(p) Y

Para cualquier otro spin se pueden hacer las mismas construccio-

nes aunque los cdlculos son mds complicados.
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4, E)1 caso de spin semientero.

a) La ecuacidén de Dirac, (}P\”‘;wu)\p = describe particuy
las de spin % y masa m usando como funcidn de ondas un bispinor 0
E1 nimero de componentes es 2+2 que es el adecuado para estudiar so-

luciones de energia positiva y negativa.

Ya en spin 3/2, el formalismo de Rarita-Schwinger usa una funcidn

de 16 componentes, necesitando en principio Gnicamente 4+4.

o A e
\PH— es un tensor-bispinor que verifica

(yp -w) ) -0 (1v.46)
YWY, = o (1v.47)

LQ°'se puede expresar en funcibn de las demds componentes (de (IV.47))

Q° = S¥O YR P* (1v.48)

Sin embargo, el nimero de componentes de LPk es todavia excesivo,

12. Como hemos estudiado ya, el tensor-bispinor

Qi = 5 (P -00n)
aparece en el desarrollo del bispinor —qﬁdﬁ*] en la ecuacion de BW.
Usando este tensor podriamos reproducir los resultados obtenidos en el
pdrrafo 3 para spin entero. Sin emhargo, no 1o haremos asi, y en su lu

gar obtendremos unps operadores H en Tas primeras derivadas cspaciales
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(en el caso de spin entero eran derivadas de 2° orden) y condiciones

auxiliares, que aseguren 1a unicidad del spin,

Las ecuaciones:
(XP-W\ w* - o
\?0 - - Yo KK \F\(

'no 1levan a la ecuacién de Rarita-Schwinger (1V.46,49),

En efecto, (XV-Vu)\Q° no tienen porque ser cero. Imponiendo que

lo sea,

Qe —w)9° = = CYp ~w) ¥V Y™ =

C ¥ N (Y pow) Q¥ = Zyo (¥P) XX +2Y°DPX T o

y por (YP-w\LQ“ 0 D

(v fk)(?s“{”) ‘V.\(J\" =0 (1V.49)
entonces
PO = ¥ (-G 4w @K (1V.50)
P = (v ) (x5 90) (1v.49)
con DA S (1v.48)

es un sistema de ecuaciones equivalentes a las de Rarita-Schwinger pa-
ra spin 3/2., (IV.50) es una ecuacibn de evolucién y (IV.49) una condi-

cién subsidiaria en la que no aparecen derivadas temporales.
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E1 nimero de componentes es el adecuado. {“‘ tiene 12 coumponentes

y (IV.49) son 4 ecuaciones: 12-4 = 8.

Es sencillo comprobar que las ecuaciones (IV.48,49,50) 1levan a
las de Rarita-Schwinger sin mds que repetir los pasos dados en orden

inverso (1o dnico a comprobar es (YP-wm) @® =0 ).
E1 siFtema se puede escribir asi:
e = Hep" (1V.51)
donde H es el hamiltoniano de Dirac
Wz Yogs +my® (1v.52)
que se puede diagonalizar usando la transformacién de Foldy-Wouthuysen.

'b) Estudiemos ahora el siguiente caso s = 5/2. Las ecuaciones R-S

son ahora:
(YP -w) P =0
Vp P =0

v P . P . .
donde ﬂef es simétrico y de traza nulas en sus indices tensoriales.

Escojamos como componentes independientes QJk , que son 24,

¢

Yo . En efecto:

M _ o k
a0 LR (1v.53)

00 k

viene fijado por la condicién de traza nula y %}0 por
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(Iv.54

XN\Q}‘\) -0 = Q?OV-. = - \Yo Y)kP,k

'\POO - _%obfjc()oj y sustituyendo lf)oj.

(Ya condicién Y™ = o
N

N S PRULL L

Las ecuaciones para ?jk son:
yk
(Yp-w)@i -0
\Poo cumple la ecuacidén de Dirac, pues W°°,= - q)k w bara que la ve-
rifique LF°J':
(T\’-‘“)‘{)o" :_(Yp_m)h’op‘fk’y como en a),
- k.
(XQVQ)(Xh\Qk)) = P\‘k‘) 4

y las ecuaciones son como antes
PRI = e (cu Pt e wm) @ (1v.55)

-0 1)1 9 -6

(1v.56)

Asimismo, el nimero de componentes independientes de (eJk es el adecua

do: 24-12 = 12, pues el nimero de condiciones (IV.56) es 12.

En el caso general, tenemos:

Proposicién 9. Dadas las ecuaciones de Rarita-Schwinger para spin

n+ 1/2
l’;vn \«‘7
(YP““)‘Q} Mo (1V.57)

QP pe
A = 0 (IV.58)
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\Q b o tensor-bispinor, totalmente simétrico y de trazas nulas

en sus indices tensoriales, se pueden poner todas las componentes de

\?"}*"“/““i en funcidn de \ng""k"k , verificando este Gltimo las

ecuaciones

i, K

Pty (it ) p

(1v.59)

R Y Wl
- Qe e h @t Lo (1v..60)
Demostracidn:

Ya hemos visto como en s = 3/2, 5/2, \e‘}‘"“}i“l eran funcidn de

(Qh(‘...\lul . El'l s = 7/2

de @ 4o =0 S A o i

y de YHLQ}M,_’O = \povP I A QRof
l-uego \Pwi = - Qkk;
RV P = yo e k?uj ;
x{xﬂ.Q: _xoﬁk?uje
en general si el nimero de indices 0 es par
\i,o..,.otq.” . :(— N \(’J‘év - é(vm. - (1v.61)

si es impar
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Qo Kt ) 1A (L QRANEN fge s (1v.62).

con r variando desde 0 hasta el dltimo indice posible.

La condicién auxiliar (IV.60) se obtiene de exigir que

leo e Ky L K

cumplan la ecuacidén de Dirac. Las que tienen un rimero

par de 0 la cumplen de manera inmediata. Las que tienen un nimero im-

par: )
k\,.A.\)v Kovaa- . kv\
(YP-W‘\ L T Fe b =0

es decir, tanto <e como sus trazas deben verificar (IV.60). Per; si

lo verifica, sus trazas también.

E1 ndmero de componentes independientes es:

Koo kal n+3-1
%ﬁ tiene 4 «x = 2(n+2)(n+1) componentes
n

.y el niimero de ecuaciones de (IV.60) es

n-1+3-1
4 x = 2(n+l)n,
n-1

luego el niimero de independientes es:

2(n+1)(n+2) - 2(n+1)n = 4(n+1)

como el spines s = n+5 , = 2(2s+1).

ST



"CONCLUSIORES

Establecemos aqui los principales resultados a Tos que.nos ha 1le

"vado nuestro estudio.

1. La descripcidn de campos de spin arbitrario mediante bispi-
nors, permite el uso de -técnicas asociadas al grupo conforme SU(?2,2),
lo cual, prescindiendo de posibles interpretacinnes fisicas, facilita

los cdlculos y la comprensifén de los resultados.

2. Las ecuaciones BW para spin semientero son equivalentes a las
ecuaciones de Rarita-Schwinger, relacidn que expresan la férmutas ob-
tenidas en el apartado 1 del capfitulo II. De igual forma las ecuacio-
nes para spin entero son equivalentes a las formulaciones de Fierz-
Pauli en forma tensorial, siendo posible expresar todos los tensores
en funcidon del tensor totalmente simétrico que aparece en cada desa-

rrollo.

3. Las representaciones asociadas a todos }os tensores y tensor-
bispinors,‘que aparecen en ias expresiones de bispinors en la base es
tudiada en el capitulo I, asi como las restricciones que las sime-
trias imponen sobre ellas quedan completamente determinadas en el ca-

pitulo I1.
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4. S%milares resultados a los sefialados .en los puntos 2 y 3 se
obtienen para bispinors de simetrias mixtas. A} aplicar las ecuacio-
nes BW a uno de estos bispinors la funci6n de ondas lleva asociado un
{inico spin, que es el mismo que se obtendria si se consideran {nica-
mente los indices totalmente simétricos del bispinor. Productos ten-

soriales de estas caracteristicas se usan por ejemplo, por Guralnik

"~y Kibble (1965) y mds recientemente por Larsen y Repko (1978) para es

cribir lagrangianos asociados a las ecuaciones BW, al menos hasta

spin igual a 2.

5. Por Gltimo se escriben ecuaciones de evolucifn equivalentes
a las de Bw en la notaci6n de Fierz-Pauli y Rarita-Schwinger. En
ella se comprueba una vez mds, como a partir de spin 1 no es posible,
gi no es introduciendo condiciones auxiliares, escribir una ecuacibn
de ondas. En el caso de spin 3/2 esto se puede ain hacer, mediante la
ecuacidn dada por Rarita-Schwinger (1941), pero para spin superior,
no es posible. Por ejemplo, Kawakami y Kamefuchi (1967) demuestran la
imposibilidad, ya sefialada por Kusaka y Weinberg (ver Fronsdal,1958),
y reencontrada por Berends et al. (1979) de escribir un lagrangiano
para spin 5/2 con un campo LP;V y solo derivadas primeras. E1 re
sultado equivalente es la necesidad de introducir campos auxiliares

que permitan usar lagrangianos con derivadas primeras.

6. Parece pues interesante un estudio, andlogo al hecho por
Fronsdal (1958), de los proyectores asociados a los campos bispinor,

teniendo en cuenta el uso extensivo que de los mismos se ha hecho por
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ejemplo para las ecuacioncs de Rarita-Schwinger (Berends et al. 1979)
Un trabajo de este tipo podria de alguna forma desarrollar una teoria
lagrangiana para campos bispinor sin tener que recurrir a formulacio-

nes tensoriales o tensor-bispinor,

Asimismo, el uso de estas ecuaciones en teorfas de supersimetria,
"hace que su estudio detallado siga siendo, aiin en el caso simple de
no interaccién, necesario para la comprensidén clara de los fenémenos

fisicos.
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APENDICE 1

Cédlculos explicitos de simetrias y ecuaciones de Bargmann-Wigner ‘
~para bispinors de diagramas de Young (2), [12_], [3], (2,1], [13_], [4]
(3.11, (22],[2,12], {14], (5], [6] usados en las demostraciones.

1. [2] (ver Lurié 1968, Takahashi 1969, Salam 1965)

WM‘ = (¥* C'*Y((ZX;L 4’(0-}“‘(_‘)%)(&&") (1.1)

nimero de componentes 10 = 4 + 6.

Aplicando BW al indice «

[P m) Ve~ By p-wryr €1 X, + lp-mderec T x5 0

(1.2)
Contrayendo con
a) (;ﬁy
felorp-w)y Y X, + e [lrp-w) 02v) Xy =©
- Vl‘xp =0 (1.3)

b) (C‘ Xc’b)@d
e lOpow) s W + He TP -m)a ¥ ¥a I Xy =0

)
= PPGAPH\» X[Pv =0 (1.4)



109

c) (CX)\(,.,(
de [Gpp -m) a1 X, 4t [Qp-w)ar 63 ] Xy =0
> X! 4 20p, XOM o

> s X oo
9 (Cowr),, .
o [(Yp-w) V‘(Tﬁ]XM + te [(XP~W')‘5}”0’€A]XQM =0
S U(Ppko = P Xu) - 2w Xppuy 7O
| < Cpol ,__‘:_ Y v X (1.6)
> XYL (- X (

la contraci6n con (Ccy %) da 0 = 0.

pot

Es inmediato comprobar que las ecuaciones anteriores se reducen

(P wr) Xt oo

T)f )(Pl -0 campo de spin 1.

y XPE oL (g X7 pe X?)

S
PAY]
Por tanto:
X a O \V/ )
’1\, ’W‘f :(K}A(-—l> ﬁX}A + (O‘Mv(‘( i) 4 XFMU] =

S YR, L e I (X - pe X)) |
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S VI i AR N PR NN GO N L T W
X U’%ﬂ"yc-*}%xu‘ (1.7)
2. 112)  (ver salam 1965)
VSR e X s (e ) R G

nimero de componentes: 1+1+4 = 6.

Ecuaciones BW:

(rp-w) ™ = [ Crp-m) )X Tve-m) 57X,

+[op-mIN Y3 XD =0 (1.9)
Contrayendo con:
a)  Cox -UwmX =0 = X :=o (1.10)
b) (C¥*) pu mXs -PXt zo o XA X5 (1.11)
c) (CK"F»){” P +mXg o > XA A WX (1.12)
d) ((GN‘)(A €ppra PF Xg =0 (1.13)

Es decir, las ecuaciones son:

(P-w) X, =0

describe un campo de spiﬁ 0.



y O (e e o I -

:[K%;ﬁ‘xﬂc"}dpx (1.14)

3

Nétese que la condicidén (1.4) se puede pone\; asi:

)
?,.x XC\’?] + PV X CTav + 1)._, Xt?ﬂ -6

y la traza no nula de V/’X(')Ql es proporcional a X . La condicién

(1.13) se puede escribir como:
v _ ° vy M
PR = P X
y multiplicando por ’\>}‘L :

Yq X‘; = P’J P"'Xg,,

. }J v
es decir, X*é = LP_" XQ que es la condicidn que debe cumplir
P‘l

un tensor de rango 1 para representar spin O.
3. [3] (ver Lurié, 1968, Salam, 1965, Kamefuchi , 1966)

,q/‘d(;&} - (X)A C—L)‘<(3 ‘Pﬁ + O—/JUC"L)JA LP[TAU] (1.15)
para que sea simétrico totalmente.
a) CF)B \1’ dﬁx =0 =) Y'L((‘PM + gy kP[,uu) =0 (1.16)

JAY VD
b) (CXSS{SK"Q,‘S =0 =% Kﬂ "P/,; -/ L{[’xuj © 0O
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luego YN\P}A - G}uv\{)qu -0 (1.18)
N
FEEE IR0, + T ¥ P
~aplicando (1.18)
WP =21 YULPC""] . (1.19)
es decir, como condiciones independientes: (1.18,19)
PF = 20y, P Topd
amv kp[)m = iX’UKULP[pv] -0
son pues 24 componentes (\QGN] ) - 4 condiciones (1.18) = 20.

}P%}::O elimina las representaciones (%-,0)(@ (o ,%) =/\ de

qﬂ . GP“‘P 0 elimina esas mismas representaciones.
I e

(?" se transformaba con:
()w)

A& (1.0 ® (01)] :\- %’.o\@(0,%)19)[(4,_;)9(%.4)-&GBA
Ecuaciones BW. Aplicadas al primer indice:
(XP_“A‘““"'“{’OU(‘( =0
(Grwyr ey ®er o [ovp-m)am ] gl

Cpv)

th

(1.20)

es idéntica al caso [2] (salvo e} indice ). ASi pues:



y & ‘{ ot o '

“)L’]wj = T (P,;\({, - 'Pv(p,, ) (1.21)
PRS0 (1.22)
(p-m) @y =0 (1.23)

pero ademds se deben cumplir en el tercer findice:

(KP’MA)}XIIWD(R.”: 0

luego (rp-w) ‘P,A. “o (1.24)
Es decir, tenemos las ecusciones
(yp-w), \(),f':o (1.24)
()m\du:‘()ﬁ o (1.18)
campo de spin 3/2
kP;AV:I:h—;:‘LE[F/‘\PVJ“F"(P:] (1.21)

Las demds ecuaciones son consecuencia de éstas.

4o
1" F’” se puede escribir asfi

~ o .
q’wﬁn = U_LP."B K/AC‘I " (1.25)

‘m
con (XP—W\\P/U zo Yu¥t =0
4. [2,1] (ver por ejemplo Salém, 1969)

Supongamos la siguiente distribucidn de indices en el diagra
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ma de Young

entonces YOS A gy

Para que WP corresponda a este diagrama, se debe verificar:

Y¥ - wd .

con Y = operador de Young asociado a [2,i}, Y = QP, P permutazifn

asociada a las filas, Q, a las columnas.

En este caso:

P:Q+(43)
Q-0 - (42)
En el diagrama 1 3
2
y k = 3.

(en general (ver por ejemplo Boerner, 1969, Hamermesh, 1964). Si n es
es el 'nimero de indices y f 1a dimensi6n de la representacidn del gru
po simétrico Sn asociada a ese tablero de Young, se tiene:

K- nl TR T - &)
(m) - . ¥
! T2l

siendom = {m,, m ,...,m el nombre del diagrama y
1 2 r

Qq:ml"'r‘i
iz My a ¥y -2

{;'W\v
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En [2,g,1n=3, m=[2,l] luego 15 = 3, 1, = 1.
T I
ST LTI
1 Uk(.(,‘—?k\ ¢

entonces Y = QP = e - (12) + (13) - (132)

Y W] = a0 (OB (0 3y
Yy como '\t/d()k - q}ﬁ_dr ' (1.26)
> ,q)ca«(;_‘nr +.1l’ [Evle +¢[w}(! -0 (1.27)

,4/(-"‘/5] ¥

(1.26,27) son las condiciones que debe cumplir para transfor

marse de acuerdo al diagrama [2,1] . Solo tenemos que aplicarlas a:

S SULI G LI (260 S RN A EE A AV AR

(1.26) se cumple por construccidn.

Contrayendo con C., la expresion (1.27)

CugV Cepdv QC«&PEMF o) ©(1.29)
Cap ()@ 4 Cap ()T o o Corvs )y, )
4+ 26 ()9 12 Cap (70T 1 2 Cp Qo) = 0

= @N-f("s ‘Ps)d - (Y yr ‘Pg,,.)“ (1.30)

P -1, s iz . 2
Es fdcil ver que q/‘ BlY con esta condicidén cumple 1a ecuacidn
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. 4 _
(1.27). \Po; son 4 componentes y ({)5#, 16, en total las 29 cemponen-

tentes independientes de 1‘,“(5]8'
Apliquemos ahora las ecuaciones BW.

i) al indice o

(yp- w\dd; \\'id‘mr -0

v - T 07 4 [(ypom) 17 w2 o [Grp-m) 1] 0k, = 0

Contrayendo con (1.31)
a) Cpx V=0 (1.32)
LIRS
b)(cb’s)@u \?: = —Y?-;‘-(P-;p (1.33)

c)(Cb’gfﬁ‘) o o : P o™
| t! Pop = J2 g (1.34)
d o o

) (C@e )r,o( QP}»vA\’P‘PS'L =0 ¢> Tuley = Pv‘P:,L (1.35)

T1a otra contraccidén no da informacién (cuando esto ocurra o s repita

alguna ecuacidn, no la incluiremos).

ii) al indice Y
> q): y k{);(# cumplen la ecuacidn de Dirac. Asf

pues, las ecuaciones son:

(EP"W)’(/S kPg =0

describe un campo.de spin 1/2.



Wsp = i Pufs (1.34)
\P ) ' (1.32)
¥
WL (e )T @) (zsﬂxsc VL =
:[Xz:lw- Ksc-i]q ‘P:‘ (1.36)
5. (13] (ver curatnik, 1965)
[ o
,\l) sfv] (C 1) (&PT“_ rsc-«)("({,s § (U}'X I ) \Psu (1.37)
para que sea antisimétrico en los tres indices
Ry
a) 1y ¢ G:K>\6K =0
Y@ + ¥5Yu P + ¥V VP, T O
luego
©= Y5, + % LR Lol O (1.38)
Apy
b) 1‘) (CG;(» ey =0
Trp P + X0 fg + YH ¥ Trptlsy = 0
(1.39)

2 $=- X P

ustituyendo en (1.38)

2505 = - HYP o + 2

" en b) multiplicando por X,



1n
NGOH Py = 41,

luego \Pc;p = "\6)‘-*(?5 ( (1.40
En resumen, LP@,‘ y ‘{’ se pueden expresar en funcidn de (.PS y:
W[’ﬂ] _a\?8 B et ¥
Y Y ) el - (e (Y )
si ahora aplicamos las ecuaciones BW, al indicey :
(¥p-w)Y*4s 0 (Yp-m)Q, =0

1levan a ‘{)5 = 0y el bispinor "J(c«/lﬂ se anula idénticamente.

6. (4] (salam, 1965)

K o o )
A} et (yr (*) “’()"’C")“ Xy +(0#C) "(yrc) Xewgp *
'.l
. e o, _ ¥§
+ CJ)‘C“‘) ﬁ(UWC'4)H YMC‘»PJ e 1) ﬁ(GNC L) xuuv)tvl (1.4

para conseguir que sea totalmente simétrico, basta imponer simetria

en (LX
¥4
a) '.\‘)l'df’s Cﬁr O
BV Ko + TV C* X pposp + ¥ TP CT Voo

+agra ! Xr}mcm =0 (1.43)

D I, o
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K"Yr, XVC—& Xpu + O"U‘)K';XP C-i XC“U)P + 'YP 'X‘) (YVP C—d \/f.A(:\‘(‘J *

ar Y a Ct Xpuwrear = © (1.44)

<

) W (Cysye),, =0
L S AR ARG PRV F YV Ay
+ YRYE 0 C Yoy + 027510 C T X ppoyeen © © (1.45)

multiplicando en (1.43) por C y en (1.44) por CY° y sumando y restan

do ambas ecuaciones,
ol ¢ X/N + YMOY Vyro =° (1.46)
o+ 0 Xpparteny + 7 8P Xpyagp =© (1.47)

Como son sumas de elementos independientes del &lgebra de Dirac, se

tiene
YR Xy =0 (1.48)
¥ T oy 7 O (1.49)
gro ge? Xr/u.u[m =Xeo) {1.50)
PR K pgp 7O (1.51)

De igual forma en (1.45), multiplicando por Cy® y considerando la

independencia lineal de los elementos que aparecen en la ecuacidn:

YRy Y X,,‘; — oM YT g Xr,u»]((’)] - (1'52.;)

=Ne) (1.53)

A S IPIRVEED (8 SEAUD /e
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Cada una de estas seis ecuaciones (1.48 -53) implican condiciones so-
bre los tensores X, Para extraerlas se cmultiplican por los elementos

de una base del &lgebra de Dirac, y se toman trazas.

49 'UP,GMX ”Xt)x)“’ Ksn

Por ejemplo por

en (1.48)
1) X“M::o
om) XMy
en (1.49)
) | y# e
Py ) P Yt 70 Yt * Yot * Ypuar =©

en (1.50) como en (1.49)

)( Y T 0

(vl
vpA =
erX oia = ©
en (1.51)
Cpl -
1) X [ = O

a*) ue v o
X', = X7,

s y
) Cpuopa XPIP _

En (1.52, 53) podemos hacer alguna simplificacién, usando las prime-
ras ecuaciones.
En (1.53), usando (1.49) y (1.51)
Ve YP K e + 2008 Xipgp = 20 ¥08F Kppypp *

+ Be¥P o X‘f‘»‘PJ - g™ \/tl"‘f) - ©0
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2 ¥ (2 Xgayp = Yerun) =0 (1.54)

(si hubiéramos conmutado Xz a la derecha, habriamos llegado a

<

a1 [Xr/a(']z - Zyﬂltel] =0

jgual a (1.54) como veremos a continuacidn).
Contrayendo (1.54) con

o) XTplp _ oy elpv]
Operando de forma andloga en (1.5é)
_ v v PA -
XY Ry + 2% Kew = V00 X
, . A PRSP -
= V0 Kparen * LA TP Xy = ©
y usando (1.48), (1.50)

\6“ xtv— Z;Uﬂo-f>‘ X[_).AL)TQ)\] =0 (1.55)

si hubidramos conmutado %% a la derecha

¥ Ko + U0 Xy = © (1.56)
de (1.55) contrayendo con los elementos de la base:
2
) X ) (1.57)
vy§ )
XX) 6"""")([,,,](,,,\] =0 (1.58)
de (1.56)
vy (2 : =
vy ) e XD“P)[)t} © (1.59)

Jas relaciones (1.58, 59) son equivalentes a
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Xfl‘"l(m + erlcm + erm«g] :Q

Xr/‘”][("l + Xtvel()u\) + X[m][\o] =0

respectivamente, que implican:

[pvdien) ferd (pvd
XY = X (1.6

Es decir, hemos obtenido:

po pe v Tpvde )
AP = 4 X 0 Xy e
XDWJ[M X[ehl[;w) N (pavd o
— v -
o] _ CvelA
(o - € pvor X =
(X} (N
e).u)p)‘ X =0
'X[’NJ[N] tiene 36 componentes que por (1.60) se quedan en 21 y

X o))

v
por las condiciones x M }“‘:O y e}“e; -0 en 19,

)(_[}“’]f tiene 24 componentes menos 8 condiciones dadas por X(}w]u:

o))
X‘{’

y Q)“’e* =0 (4 cada una) se quedan en 16. 16 +19 = 35 compo-

nentes independientes de q‘/(dﬁmf}

Las ecuaciones BW aplicadas a este bispinor nos dan: En el findi

ce o :
(YP-M\N‘,{:\PMM! =0

es decir:
Lap-mw) v G ) X + | L o )P (yecn)y
A [(XP_Lu)Hpc-i}"(z (\OI.At C-i‘)hf‘ ] Xr/.AuJP -+

et 1
G-y 1 (P ) Roporeess (1
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ara extraer de esta ecuacidén informacidn sobre los tensores X contrac
0os con los elementos de la base: En ¥§ con los simétricos y en o/(ﬂ

on todos, Asft:

) (¢ X’)sx
[&P”Wh"cs’]dﬁ X/A)« + [(XWW')(Y’”C‘B% tivn =0
) (CG:\E)Q“
-11% .98 -
[ap-mdarc?)* Xr,\cl? + [ Gp-m) o l] X[}m)[.\c) w°
Para la primera ecuacidn:
1) Cpw X =0 (1.62)
. ii) ((_-356;),;‘,, éf“’@/\P“ X[m: .
iii) (C«Kr\(,d - X}‘.v'{'rliP?xff}l]\):O
) (6 1P Xop = Po Xup) + 2 Xppgp =© (1.63)
para la segunda:
i) C(w ™ X[vp]l-l =0
s s v vy EpA(eo)
i1) (stszy €ver P’ XF .
iii) (C E)\‘(,a( -m X[’,A\)]f' + 2 P'x x[’)ﬂl—,“") =0
iv) (( Oﬂht’)fd { [ P X[v@]) - Pa XEve]/&]"zm Xfw](vﬂ:o (1.64)

Ecuaciones que se resumen en:

(P amt) X* 20
Py X" =0



campo de spin 2,
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con Xw)e - 'iin? (P,.va_ PuxPP)
KPP T Low (o poen) - (e p )]

Sustituyendo estas expresiones en (1.42)
N ’ _ \‘s
Loipys) Yp+wm . I(P'rm
— M >C
L l S T X

con XMV cumpliendo (pz—mz)x"‘)= 0, P,‘X'w=

(3.1

(1.65)

Escogemos la distribucién de indices en el diagrama de Young

; 3y ' \L r«p sl

la ecuacidn que debe cumplir \P para ser irreducible
AV
T\"!

En este caso, = LT

’TT(Jt-Qk)

Y= QP = (1-(12))(1+(14) +(13) + (34) +(143) +(134)).

Entonces:

’l\,"‘(“x + qﬂfg"“+ Ll,iﬂw 4(39\' /\'llﬁdt{ qﬁﬂ*"+ q,s‘w‘_

~ \\)M(,X _ WMF ) wwip B \},s«(w B \l)f’adst _3 \P"’M‘V

que se puede reducir a:
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{~$ d
r\l/,('-"(l]‘ﬁ}_" 1}’[66 {~§} 4 \J)Dd]l/'” -6

(1.66)
que son 15 condiciones.
E1 desarrollo es:
T3 ¥31 O N § 4\ B §
VEOWE P ) X, () (e X
.\-Gsc—t)"'@ (3/; (_-4)3‘ )(SM +(K‘C-‘)d@(qwc'* )“ X;(,..,J +
+(\6’Ak5 C'l)dé (xu(/q)“r\s"v + (prsc—g)dﬂ(o_vv(-())*x XEP rvj‘) (1 . 67)

al que hay que imponer la condicidén (1.66).

Si Sap es un elemento simétrico y A«@ antisimétrico de la base

{Au} (ver Cap.I1), esa condici6n es equivalente a

@)y} 2pes]
ng’ Aﬂd q/ ") -2 Ssx Ar’-« q’l—dk ‘ = O

1>) Cox (C0)s, Xy =1 €npp XI - 0 (1.68)
2)  Cpa (Ccr,f)” ‘ZXm] + € ep (X‘;”")»,'.\/S"“): o (1.69)
3) (CYG)&&(CYX)H Xer - ’ZI;X;L Loy = O (1.70)
a) (Qy“)a,, (C%\sx

Whspy =~ Exzpo X7y (Yepo = Vour) =0 (1.71)

5) (C Xﬂ‘)w (CXAN

{ Cuvl . I8 _
leo'/\’l\’ X ¥ + Zl XS[)&“) - YSkv - y-;‘r) + CX(T). ys P“O (]'72)

6) (C}M(")M (g v)sa,
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(Z(XSG[!)] + X;zp‘u—] + Xr,z(vr])" qv)‘ (?_ XSM(,H_] +1 X%)-"

V02X 41 X)) - i€ X" = 0o (1.73

que nos lleva a:

_ pved
X, = L€ pp X (1.68
- Tpvl . puv
~>([n) “‘%GALPV (Xg Tt Ys ) (1.69
Xor = 20 X" (1.70
H
DA (1.74

XSF[b?] tiene 24 componentes, XSCP"} 6 y Ys”v 15, en tetal 45

o 5
componentes independientes de q)C@le

Si aplicamos ahora las ecuaciones BW,
en el indice  :

(YP-W\Y( . \# Ce' 21 (¥4}
- < . I,
[ap )T (¢ X, 4 [ CE (00 Rt
Larmy el (X, [ OO g
+ [(YP‘M)XPXSC-‘]N({ (Y\, ('l)ﬁ yg’qu
f[(h’“w‘) ¥Ys® C—a]"(p (O.—v@ C—A )UJ XS[‘L[“(’] =0 (1.75

Contrayendo con:

C(A,a( ((XA\Sr X/.A =0 (il.76
Cpe (Co3 sy Xgun =© : (1.77



((Js )‘w (( (»\6; |
(¢ ¥)sa(Ca ),
(C 7503\’(50((( )’H )JJ

((ﬁa’a \ﬂ"‘ (CU v )”

(€ ) (Crp),
(( G}“’ )[s ol (C@p )u

que se puede resumir en

mwoy
>/5 = },77 7)/4 XS
pMlve) { RVAA
XS = ?,‘1 P’U Xs

‘FPXUP - PU Xs'“r

' P Yvﬁ’a] P,, x,“f!)]
s

(?q-m13X2 =0

campo de spin 1.

con yslw

el
X

PﬂX'; =0

L PEXS
S (prxg - )

Cpv) ' o -
L (2 Mo

XP. - O
Xl_'uv)_

con lo que

\ «p3ivst —lnum e ] [wwv\ O stw

(1.79)

(1.80)

(1.81)

(1.82)

{1.83)

(1.84.)



8. \22]
Escogemos la distribucidn de indices , ,
CHAIRTY
\P Ademds VQ/:k\l»

321
k:T::42 .R,:?\,QI:Z
(e - (12))(e - (38))

(e + (13))(e + (24))

Y = QP con Q

p

y l1a ecuacidn Y4’= 12\1" se reduce a:

(ys 113 33pa)
'q,rd(;)xl+w(o«x1[p +\PW_ f -6

q},w)[m _ ‘P“”[d“
(1.85) es una sola condicién.

Entonces
} gl - (Ca)"‘f? (C "A)“‘ X +GesC )"‘P(C -1 )35 X,
FTCYI YT Y o (Y (Y,

_'(YS (:~1)°(f§ (),5 C-i)}'\‘ Xss N (X" X5 (_4)"‘f3 (K;C—t)hl X“” 4
HEY oy ) Y 0 (e Qe Y,

+(‘{’*Y5 C-A)"{’ (K\)Y'_’r C—;)” X/w

que debe cumplir (1.86).

(1.85

(1.86

(1.87

Para que esto se verifique, si Aue) es un bispinor antisimétri

co y So((; simétrico,



Colfd04] ]
i Y RTRIETS) - Fe30 1]
A"‘If gﬂs ‘1/ = Awy g‘(!S L} ' - A‘I\rﬂw

» (xp3l ¥il
> [\dl*%u'ip -0

- 1) C"‘] (.(X")ﬁg = X,S‘S - \/J;

(1.88)
2) (CY"')M,(CJﬂ)M S XH-oyn (1.89)
3) (CWJ’()ax((?fv),gs > =Y XPL X (1.90)

es decir:

W )X s ) () X,
+(X”YSC“'YP(M%-*)”XN + [yt (e 4
HCT )X [ (e g
Vv )T ) X, o+ (GO Q)

() (19" X

Ademds debe cumplir (1.85).

(1.91)

Multiplicando por Cﬁ“

u/rap)rwj CM 42 ,LPL«UCS(;]CM -6

que implica
X+ ¥gs — XY M =0

que es la condicién que nos faltaba:
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X o= Ay + y"#

(1.92
E1 niimero de componentes es: X/L55(4)

i
), ), T o,
X55(1), en total las 20 componentes independientes de "

ljrdﬁ](u]

Aplicando las ecuaciones BW al Tndice o :

[Gp -w) CT Y (x5 + X% ) + [Grp-m)in) ™
(o) H + [Crpwd yeys ) (ops )™ Xy +
H{p v ) s [Crp-w) () (rsc-+)¥ 1 X, +
L [Cep-m et o [ PO e P f X

+ { [Oxp-w)YHYs 2] Cxsc )Y +

o _“ = |
s lep o) s Ty ) P ©

Contrayendo con bispinors antisimétricos en US y de cualquier tipo

en 4
CenCsy Xs5 = )("M > X=o
(CYS)M CS,V X = "E?,, XX
(CXSX’\(M(St | X' e Lopr X
(Co),. Gy CREXT - X
Cou (Cxs),, X, - o



(Cys) (Cy2)s,

(c ‘xﬁb’,‘)ﬂw((zs")ét

(Car), Cre),
Cou (C¥ sy

() (CromYsy

(U (@AW

(C )y Crip)sy

En resumen

I po
‘Xss = 'Y“V‘P/J X«;s

Xy = D Y
XS = P XY
W, = o
Yo = Lp X7
X %M P’ o

w X = e/

('Pq-,wl) Xss =0

campo de spin 0,

>(:o , )(‘ -0
X,;s" #T”) Xss

X% - o

A

731827 ~f 2]
y ’q)[(‘-' ¥ _ [}p.tw}),;c_,‘l? [x]um Ksc-a:l Xes

9. [2,17]

(1.94)

Fscogemos la ordenacidn de indices en el diagrama de Young

1 8
2
3
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©py) 8 :
Para que m% 2 sea irreducible, debe verificar Y4)= k*’, donde

4: 2! 1!

Y = QP con Q =e - (12) - (13) - (23) + (123) + (132)

P==e + (14)
YTP = BWP es:

YU eS| (e \P(«xﬂls . szw& N
PO e _ e \l/(.g(zd)x_q)[;m]g N
NEVLLA TR 573 I SN

que es la {nica condicidn:

) ¢ §
Ap Lopad | WA o Dowadf | oy Lovds (1.95)

El desarrollo es:

p et (c)f (WX 4 Y (e )X
N e L R G L CVIGR e P
o 3
CYE (P N gy + VT,
«, 1 §
(s (e X, v Gy C ) Ko



e YT Y (e (o GO g
Sl e g, w (v )T (e Vg
e CT s ) X + O OV () Ve *
APV (6 OO X o (1.96)

Tenemos que imponer la antisimetria en Giﬁbj , es decir ¥ con o/ﬂ

Para ello contraemos ¥ y (3 con bispinors simétricos y extraemos los

coeficientes de los elementos de la base que aparecen. Los resultados

son:

Vet o g X, 4 1 e P Xy

Kz igee X o X ]

?w): » é € PR XD?)
Xc;s = X
L),
S (qxE Cgerxd)  §eMX,
Yroooxk
2 ey
ARG

RV
ss“X
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whyls . . . '
WL tiene 16 componentes independientes dadas por los tensores:

X, X, xM, x2, xtp

5° 5
Pero nos falta imponer la condicién (1.95) que se puede escri-
bir asi:
Lyfet)s
(}z« C%d LP f =0
y que lleva a : X =0 (1.97)

15 son las componentes que tiene el tensor asociado al diagrama

[2.17].

Las ecuaciones BW se aincan, por ejemplo, a los fndices ¥ y S

1}([0‘51]8: o

y nos dan, por los métodos de contraccibn ya expuestos, que

10. [14]

YOS (PN Y (s x4
LEYE e Xy + (DY, 4
O (e ) X+ (V) "(wsc-«)“w
Aprs ) ()Y, + O (v 4 Vi +

4—@“356")#(\{")’50’)“X;;,“, (1.98)

Imponiendo que l1a antisimetria sea total, se llega a:

YRR {0 (P s Pasen -
“ ;
~(ipysCh ﬂ(X*‘Y’C"Y kX (1.99)
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con

X =20 (1.100)

1. [5]
, ) s {
W{d(sxgq} - () ﬂ( ]“C")ﬁ \P;(N N (U}A\,C-.g) /’(AB'PCHY’ (‘P(:iu]fr

o e . & 1
-i—(K)‘C-d‘)g(quoc—LYJ ‘P‘,}w) e M CANaR) kP[‘)m“W (1.101)

Usando resultados del diagrama [4])

o o [
L();u.o = ¢ HP v (;.102)
(=8 o
Purery = P rverne (1.103)
on
v L4 v
(?df,uv] Ly Yo =0
PORA X - pver (X _
€ LP T 2. o ¢ \P (vpdX ~ ©

o - o
oparen = ety



/2
1

Como debe ser simétrico ep los cinco indices, imponiendo simetrf{

entre § y 1+
QLpP _ \2‘.&(?0‘\11[%] (1.104)

G)Avﬁfrf‘v]“‘“ =0 (1.105)

(1.105) son 20 condiciones. Como LQYVV3C9>] tenfa 76 componentes,
£
obtenemos. las 56 de 1PLdﬁ"’U

Al aplicar las ecuaciones BW, a cualquiera de los indices 4334
se obtienen los resultados del diagrama [4]. Al hacerlo al indice s

se obtiene:

(¥P-w) Py =0

que lleva a las demds ecuaciones junto con

Yt = o (1.106)

(1.106) se obtiene a partir de las relaciones (1.102, 104, 105).

12, [6]
\}/l)dm(xdsduo(sl’(c{' - (Y’“ C_’)d‘o’“(Eh C_‘)d,o'u .

s O X HP 4 @ g O
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. (K-M;C")d’ ol (K}M C_q o/s g X(),,/u,])”,u .

(o T (G )y, )TN
) 300, S\ Hs%e - _,!l(ls/[ul

4 <Y)u C-l)dw!] (‘5}" C—t)dd (%u}h C )d "Z)l/ Jsp .

%

N (CTp,HlC")d'd' (. ) w (s C")dyo’& NCAREA

olydl, N AT
1T T Cop ) (5, )T NI

3oy . g - ralin ;,](}L.{l«.}
i 0 (o O (G257

’))5('}()

G Y (G0 ) (G

\ XD"*}‘?)(/A;JM](}J;}JQ] (1.107)

que es simétrico en los pares Loy af | {oy o y | s et

Basta imponer simetrfas en (dzdﬁ y {dgd;} para obtener 1la

~total.



13

. Pero podemos hacer también los desarrollos:

1]14-(.«:"&,41,0/, o) 5%

Sy ) Cbp pe
- vy doot , oty o _’d7dg ofg olg
P 1) (ym 1) 4>[H ot (e S ommn ) ¢~.(mm3+
) . " %ol o =g\ olgol¢
+ (GN e C 1) (G_Plp C ’) ¢[/M}A:]rlh}‘v] (1‘ 108)

o también

\%‘u iy oldsolg} @g,ot,_ (V’ V(- 4)o(,d'. (K}’ -t .,:S ('

1 Oppnap (TP €55 (prac -0 S5 L @ % (p 7 (amebC
Lulv (s oa (yraC ) Q“l‘l‘l(x (Y ( f’«

( Papa - )‘ ’(oﬂsﬂuc ) sl (1.109)

d oy
(’h}h”}l;}lul

y comparando (1.108) con (1.107)

q}-{sdg (XP (_ i\)d; ¢

S\
‘I—"l‘; + (G}“?}"‘C ") 2}‘1}’2 {_}A;/U(,)

J‘dG dlg ol
q)[}"l“ll}‘x - (wu.. Chi)ds a XC}“}‘:]M/:-. + (071«'11/1; C-l) T Y(p,/h)}!,[}u/l,)
lolgolg
(JPM Cpup] (KP ¢ )
g

¢
{]

}“}'t"}h}".]

. (0'/"" . C")'«d‘ Z

y,u.tpw:]m Pl 3 paps)

VT A +(0/’*~c(“)°“d‘ X

(}J M ](’U;’l‘-a)/,l, [P-f‘l][Plf‘t](}'rﬁ‘s]

(1.110)
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y (1.109) con (1.107)

ooy

ool "
O,;,p, = (X’lz(ﬁj)d - )( + (U‘/u“/l“ C _1) le

)‘l!)"!/“i
o d, .
9 = (x#*«c-i) 14 y

[/-’:}h]/lj My (}u,‘hl}r‘g

;‘Lh,)/'.'lll

(oM o)
1(0' W ) X(,,,,,,,)[,.,mw

Ol’:(‘}i)‘ ] = (Y/"’C ‘I)d‘d' 2 + (g Fupis C ‘i)d‘dz \/
& Prefia o) Cpoups s Ly

of .
90(. X - (yps -i)el'd’- - . RCAA
e M e - : + M /l‘( !
[) ][/ 7/1"-] (X C Z}‘s[ﬂnﬂ:](/*;/&] (U‘ ’ ) X(];.‘O,}(/l,/n,.J(,(,rpc]

(1.111)
Por los resultados obtenidos en el caso [4],
(\)Jsda - d;“s olg ol ol 1 olyol,
(Pepalmy )‘JY/‘JNz] {pappy - ps O 1)

que llevan a las igualdades:

-\ 5
Utapta D pes g /Pa Cpapia y[p«/ﬂt]}h[}'w}‘s] zﬁs[f‘w'](/“"“]

Y

P [}"‘7}13]}1«, - Z/“"P«:(f"/*l} X[/"'}‘z)f/‘#"‘]ﬂs = VC}“M)I‘![P!/"V]

luego:

XU“/U")}‘X/J,, = \/}47 Uhluz)/‘v = 2/_,,/," U pt ] (1.112)

X (-/“}‘1][_/“3}“.]/1; s y = Z

113
L'/:,/u.]/us [}l’,l,f] (1 11 )

M [ju,/h ]UA,/U.,}

ademés:
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0/¢;a[(, ol;dc .
N v s tud
e d) Hav M ' @/‘l)“r =4 @ l/liv v/u
! - e

es decir:

X}‘,}M},} = qul o g (1.114)

v
AX [,.,,4,3”,},‘-_1,)([/“‘/“:][/)”) " (1.115)

Las otras dos relaciones que se podrian obtener son equivalentes a
(1.114) y (1.115) como veremos a continuacién ({(1.116), (1.117)).

Se tiene también del caso [4] .

olgolg d) ol olg ey vy
e Mo Papy Pepan = Fupa
1 : - )
uego X,u,.)u,};, 'X}xz}h,u, z X}‘-/‘s}‘: (1.116)
y o Kepopual puges = Xf}h}'d}’v/“z (1.117)
o
como deq A u ZO gd‘dl}‘ -0
”m
Ju
A =0 (1.118)
X H
(a3 p = O (1.119)

Con 1o que quedan completas las simetrias que se pueden deducir de

g of¢ o dy
las de (b)“}"l b 9}‘1)11

Consecuencia de [4] son las relaciones:
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/sl T el
_}l\)?)\ ¥ _ o ’AV{A A -
€ d) tvelx -0 € gtven =0

que nos dan:

]
-

¥\
% x Tvel e .120)

epve) X[‘tr][ue]}:o (1.121)

Las otras dos relaciones que se podrian obtener son consecuencia de

(1.117) y (1.124).

También se tiene:

o of ‘ >
5%6 v LYY *
(‘) -0 : 9 -0

[pvl tpd
Vv
X[;w] A -0 (1.122)
X A
(eed(er) O (1.123)
En cuanto a los dGl1timos tensores:
g ol oLoodg e RN
Drapadlpapd — 7 Quap Ol Coapdlpabid ™ I e

que llevan a:

Xf});}:,][}»\,}‘ﬂ}x; = X [}17}1«\[/‘:/‘11}‘5 (1.124)

-~ N "
Xr}“}h“}-‘l"‘u)(}‘s}'&} = Xr}‘.}’n)(}‘l/‘?](/“f"] ) AE}"}"’“/"‘/‘fo'?}'“] (1.125)

q)d""" (p) _ B . AR ()
[/Av] -0 9 (},U)] -0
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\ rn = O - o (aze)
XY e -0 ‘ (1.127)
y por fin
ere tt&ﬂ =0 6}“” 9::»;(”) =0
é}we‘\ Xt}w]mlt E o (1.128)
e X urenyteol < © (1.129)

Es decir, hemos expresado todos los tensores que aparecian en el desa

’L\) e, oy ofy oty ofs Sl §

rrollo de en funcidn de

x}h}hp; X[}A.}Az]p:}lv X TRepad[pa pro) pg X[)up,]f/.x,/l.,')(}l:}l(]

s 4 ’

y los dos primeros en funcidn de los dos Gltimos. Las condiciones

que cumplen estos dos Gltimos, vienen dadas por: (1.121, 123, 124,

126, 128, 125, 127, 129).

6+3-1 :
yx Lpv) (X (=) tiene (por (1.125)), ( ) = 56 componen
3 .

tes. (1.127) son. 6 ecuaciones y (1.129) otras 6,es decir tiene 44

componentes independientes.

' 6+2-1
x (pviten e tiene (por (1.124)) 4 ( ) = 84 componen-
. 2

tes. Sin embargo ni (1.126) ni (1.1'28) son independientes.

En efecto, (1.121) es equivalente a:
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X(ta] [vedx *+ Xczo][m)v + Xr-rch(AvJ p =0

tomando trazas:

] + pv] 0] -0
X [pv1a X [ualp + X [yadv

pero

Xt}wl -0 xka

=0 (por (1.123,124)
v p 7 )

[apdv

luego \)(U“)

f})»}?\

De igual forma, de (1.121) contrayendo en M7,
1 veA -0 1.130
e x [XIVSIETIR ( )

como (1.121) es:

XY}AV) Lex1t + X [uz](gﬂ), * X[C}A(P).lu B
kusando (1.124)), tenemos
T2 e JaupX -0
S Xl’pvl[mc re X[vt][()l/)- ve thl(exlv

y por (1.130)

- o
Q}‘vv‘ X["‘-]((?)\)}i =0 ery Xft}ﬂ(?k)"
luego se verifica (1.128),.

Entonces, (1.121) son 24 condiciones y (1.123) son 20 (pues por

(1.121), M X (/M][Pﬂ?\.:o son 4 ecuaciones).
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Luegb X Y)""“—‘?nt‘ tiene 40 componentes _independiéntes que suma

das a las 44 de x (X (o] nos dan 84 componentes de

1‘" fola oly ofy ol ols o/ }

Las ecuaciones BW aplicadas a este bispinor nos dan:

si tomamos el desarrollo (1.108)

ofg oA .
T ua? 76 N olg ¢ _
(‘) )(b/“/u’ o) 18 Cb/-a.,u-. 0

s olg

VI olg olg olg olg
(}“Pl](}‘?[’ul - (h'il‘“-"\’ [P’“(Y/'* C’P}‘t/«, - T)}l“ /*‘1/‘7) o
‘ ’ olg ol . olgolg
= P (?ﬂx (b/f.;;u ~ Pr cbmp;)]
el Cor Lgol; ds 0l
[’JI}AIS}', = {y; LP}‘« ¢/“"/~‘J - P/"’ q)}h#;]

y por (1.110)
(?1' Wl) X}l.4}J,’AI -0 (1.131)
X pogpiogn, = © (1.132)
R
X(}"}"]Y}l}}jkl(/uf)‘bl N (— 7:;“) Q’P)"i (?)A? >/\ r))sps] PZP'!— P""XC}“F()PKHA—
- \)H( (?}‘3 Xr/‘r"&}l’qpl« - P}‘(, X l"]s'l(,))-bg}.l;-)} (1.133)

\)( U"f"\[}’!}“]}“ - 6 'LL—W) { Pl‘i (P}M X,“?f’w/»‘s B P}‘q X}"/U?/"") -

— ?}‘1 (P,l‘l X/hluk/ug - P’," X/U‘/J’/L,‘ )} (1.134)
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v

y sustituyendo (1.135) en (1.133) se llega a:
Xf/»)*'”rwﬂ(ﬂw] - ( 7“1& H P [ Py (B Xispupre - BrcKppps) =
- T’p«(l’p, X}A,P,I.L - Pue X},,/,,/u,ﬂ = Ve [ s (P/Us \/\/J,/;.,/:L -
~ e X,u./u..p,) - Pp (P}As Xpepspe = Puc XP*/‘:)*sﬂ)‘

“(1.131) 'y (1.132) describen un campo de spin 3.
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Trazas de productos de matrices vy.

tr {nimero impar de Y) = 0

T2 2 21 € pupa TRYOXTY

SO Lyt ) = (Y- g)

Tyt -0

TR s o

ar s o

v oysom | o

AV AN 4gr

teumavyes) < 4(apv e~ g3 4 9,.9.,)

Y avae) < ui(gh gt - g )

Morom) - (gt o ge)

lrf(zmvzshs‘x'zf“) = 4| qrv(oprgro_oRtgaT  ge7gaT) —
SRR I b e e S I L K R
~,3w3?¢+ oSWa?‘) _ (j}u_(%-u('g)\d‘—‘_ %u)%e‘f +
£ 979 ) 4 (3R _grgtt L g7 gP) |

14



_*Y(bl‘xv K(’gko-tr) - [".L{(jpv (3903)(’ g(\r_ 3>0) ~ ,j},(,(
(0797 g7 p) 4 g (grgre _ggrr) -

~1(909- 97904 4279 gt (979N
- a4 g )]

—*Y(KM\(\’GQ'\ 616’\) —_—_r \ q)‘o(c)eoﬂ”' _ (}Qt 3>0) _ %I'(’(
_(qwfg')\l_-cj\,xg)\o*) N 3W(%V¢Spr ~ (}ur 3()0 ) _
S %},u: (C}"? (5)6‘ _ %u)ge¢> N %}N‘ (Q\,Pj'xrﬂ Sv)(‘jer)}

+Y (U‘)“"G‘QXUIE) = {¢ < (EJ)J(’(CJUU'9>I _ qu S)W ) _ %}/~,>\<
. (CX\"T(jQ‘ _ qvt 3>O‘> 4 g})t ((,)ue g')\o‘ ~ 31;)\ (JP"') _
~qrT (gueqrt _ quX get )}

o (s YHYURREY) = e e

WP ae) - e

+v (s grv o) o [ ¢ Mo

Fr Qs vy ym) = 4 (9e™™" Cqree T

N (2))“ G.)ez¢ i ijt'ev()mr N %P f,-Gv(v\t 4

Y-
1- (JUP("‘ o . %V)QFVIT 4 qvté)ﬂ’ _



Vo QAT
qV7 € M T ﬂgxepvzo _ %Qz PUAT
QPU o MUAT
1 (5 € A q)«telﬂ)("r 9)0“6;“5% |

+ Qe o )

S“V, %oo_ Iy i3 33’ i)
. I - L S Y3

€orty = +4

pupT
€ Cpvper = = 4l
poeT
€ €>~°P<T = -3l Sﬂ)«
CPoeT 5% S
A‘c()(r = —2!
N
5” 2 8“1; %PX
eM"PG‘e .
ATXG 1‘. sV N Svt gox
4
S > SQ C Sp)\
. . o ®y
. ‘ S\) g‘, [Y) %)
- \ SO
€ e!\LXV( = — : " \?

§F, &, . gt
So")‘ SV'S‘TX 80.
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APENDICE 3

Tablas de representaciones.

Se dan las representaciones de SU(4) hasta diagramas de Young de
seis Tndices y sus descomposiciones cuando nos restringimos a SO(5) y
S0(4). Cuando se repite alguna representacidn no se vuelve a incluir

su descomposicién (Boerner, 1969; Hamermesh, 1964, Itzykson, 1966).

E1 diagrama de Young se designa bor [P«JJLI ,], p;= nimero de

cajas en la fila i.

En SU(4) los pesos fundamentales son:

M(l) = (%-,— % y - % .y - %) corresponde a la representacibén de diagra-
ma de Young [1]

(2) _ (1 1 1 i 2

M ’(2’2"?9’?) [1]

(3) . (1. 1.1 _3 J

M Gog27°- 7 1

Si A ; es el nimero de columnas de longitud i, de un cierto dia
grama de Young, el peso mdximo de la representacidn asociada a dicho

diagrama es:
M= 2 M@ M M?

y la dimensién es:
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A(Q_, A, 0, 0, :01
A (3-7.4,0)

N:

donde 1, = MU+ -4
v AR, 0,0 = (00 (6 R) (00) (B4 - € ()

N se puede poner en funcibn del peso miximo de la representacidn
M= (ml,mz,m3,m4), m +m2 tmy +m4A= 0

N- \_‘.Z [ (o - w0y 22)(u, - Wy +3) (Wq - Wiy 4) (wl-w,ﬂz)[u,-w(,ﬂ)]

S0(6) es localmente isomorfo a SU(4). (Yo que nosotros utilizamos es

el isomorfismo local de SU(2,2) y S0(4,2)). Los pesos miximos de las

representaciones irreducibles son (mi . mé . mé), con mi,mé,mé enteros
o semienteros simult&neamente y miz mé > |m:',.] Los pesos miximos de

las represcntaciones fundamentales son:

M'(l) = (

N ==
.
AN =
-
N
~

w2 . (1,0,0) :

M'(3) - (

| =
-
T
-
'
Nfe
~

y la dimensién es: ‘
N(‘“: (Ulz‘.\u,'}:llz (Uu.'+ xu; g&) (}'J.' -IM;H)(UI,' Lux,' ;sz,' -w,' 42)(&1,'-1115'44)(01?',\1;;,4) ‘

Construyendo la siguiente biyeccién entre los sistemas de raices sim-

ples de SU(4) y S0(2), (diagramas de Dynkin)



(i

-
L , f

Q‘-Q;_ Q;'-e; .

ez —Q, ———D e: 'eL'

€ -e, e, + ¢

e, = (1,0,0,0) ... e, =(0,0,0,1) , el = (1,0,0) ... e}(0,0,1) si n!),
M(Z), M(3) son los pesos fundamentales de SU(4) y M'(l), M'(z),M'(3)
'los de S0(6), numerados de forma que correspondan a las mismas repre
sentaciones, y si m es el peso mdximo de una representacidn de SU(4),
tal que m = )1 M(l) + )n(M(z) + )sM(g), el peso midximo en la notacidn
de SO0(6) serd: m' ='X1M'(1) + )LM'(Z) + ),M'(3) donde )\ = (di,m) =

= (ﬁﬁ,m') (productos escalares de raices por pesos), donde d(<;>ﬂé
viene dado por el isomorfismo de los diagramas de raices simples. En

puestra eleccién, & —> PC

Con mds precisidn

11 -1 -1
(m") % 1-1 1 -1 (m)
1 -1 -1 1

6 (m)y=7 [ 101 |m

0-1-1 [ m,
con m4 = —ml -mz -m3
Y la inversa
111
(m =2 PP @
-1.1.-1

-1 -1 1
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"Para restringir la representacidn de SU(4) a SO(5) v SO(4), usa-
mos la notacidon de pesos en SO(6). (La notacion en SU(4) es m&s Gtil

en el estudio de diagramas de Young).

Si la representacibén irreducible de SO(6) tiene peso mdximo
(ml,mz,m3), Jas representaciones irreducibles de S0(5) (de peso méxi-
mo ("1’"2)) en que se descompone al restringirla a este G1timo grupo

son las que verifican:

-

WM, 2N, 2 My 2 W2 Il

y las de S0(4) (de peso miximo (]1,12)) que resultan de ("1’"2) cum-
plen:
Nyy 0,5 ny 2 Ry -V

Las de SO(3) que aparecen en (11,12) de S0(4) son las (1) que verifi
can 1,21 > 1, .

La dimensifén de una representaci6n irreducible de SO(5) es:

~N

N(v, n) - 3 (h,+ %)(Ml+ Ki)(M‘ +\41+1) (M.-W;M)

y de S0(4)
N(&y, &)

o

(9,48, +4) (0,2, +4)

En funcidn de las coordenadas asociadas a los diagramas de Dyn

kin:

50(5) iz A, MO 4N M(l)

(M(l) = (%-.%), M(z) = (1,0) representaciones fundamentales de SO0(5))



NGad) =3 (s 20 2) (e ) v e )01
SOl te AT A MO (MO ()0 ()
L00-)

(2 +) () 1)

La notacién (él, ?2) coincide con 1a usual del grupo de Lorentz:
T

(spinors no punteados, spinors punteados).

0,: %()«.—L )\L) Qt

t

NG =Ones Y (s )

"

Notacidn:
DY Diagrama de Young
PM Peso mdximo

D Dimensibn
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