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INTRODUCCION

Desde que D i r a c  es t a b  I e c  i ô en 1928  su e c u a c i ô n  de ondas par a  p a r  

1 1 cul  as de s p i n  1/ 2 , se han hecho numer osos i n t e n t e s  par a  g e n e r a  1 i - 

z a r  de maner a  a decuad a  e s t a  e c u a c i ô n  a s p i n  a r b i t r a r i o .

Si  se supone que e l  g r upo  de i n v a r i a n c i a  d e l  e s p a c i o  t i e mp o  es el  

gr u po  de P o i n c a r é ,  l a s  e c u a c i o n e s  de onda que d e s c r i  ben p a r t i  eu l a s  

e l e m e n t a l e s  d e b e r â n  s e r  i n v a r i a n t e s  b a j o  l a  a c c i ô n  de e s t e  g r u p o .  La 

f u n c i ô n  de ondas p e r t e n e c e r S  a un c i e r t o  e s p a c i o  de f u n c i o n e s  en el  

que se puede d é f i n i r  una r e p r e s e n t a c  i ôn d e l  g r upo  de P o i n c a r é . Los dos 

C a s i m i r e s  de l  gr upo son P^ = P^ P̂  ̂ y W ; -  W  r  |

que nos p e r m i t e n  c a r a c t e r i  z a r  l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  i r r e d u c i b l e s . Si  

suponemos que l a  f u n c i ô n  de ondas de una p a r t i c u l  a e l e m e n t a l  se t rans^ 

f or ma  con una r e p r e s e n t a c  i ôn i r r e d u c i b l e  uni  t a r i  a de 1 grupo de P o i n c ^  

r é ,  con P^ = m̂  y W = m ^ s ( s + l )  podemos a s o c i a r  a esa  p a r t i c u l a  una 

ma s a ,  m,  y un s p i n  s ,  û n i c o s .  Wi g n e r  ( 1 9 3 9 )  e s t u d i ô  l a s  r e p r e s e n t a c i o  

nés u n i t a r i a s  i r r e d u c  i b l e s  de e s t e  gr upo  y l a s  c l a s i f i c ô  de a c u e r do  

con l e s  p o s i b l e s  va l  o r e s  de P^ y W.

En g e n e r a l ,  s i  l a  f u n c i ô n  de ondas a s o c i a d a  a l a  p a r t i c u l a  no se 

t r a n s f o r m a  con una r e p r e s e n t a c i ô n  i r r e d u c i b l e ,  n e c e s i t a r e m o s  una e c u ^  

c i ô n  que nos e x t r a  i ga l a  p a r t e  i r r e d u c i b l e  que nos i n t e r e s a . Como s e -  

n a l a  S.  We i n b e r g  ( 1 9 6 4 a ) ,  ( v e r  t a mb i é n  B a r u t ,  1 9 6 3 ) ,  l a  e c u a c i ô n  de on 

d a s ,  i n d i c a  l a  e x i s t e n c i a  de component es  r e d o n d a n t e s  que es p r é c i s e



2

é l i m i n a r .  A s î ,  e s c r i b e  f u n c i o n e s  de onda de s p i n  s ,  que se t r a n s  f or man  

con l a  r e p r e s e n  t a c i 6 n ( s , 0 )  ô ( 0 , s )  de l  gr upo  de L o r e n t z ,  y f u n c i o n e s  

( s , 0 ) ®  ( 0 , s )  que son i n v a r i a n t e s  b a j o  p a r i d a d  y que p r e c i s a n  de una 

e c u a c i ô n  de ca r a c  t e r  i s t i  cas s i i n i l a r e s  a l a s  de D i r a c  p a r a  s p i n  1 / 2 .

S i n  e mb a r g o ,  e s t a s  e c u a c i o n e s  pueden p r e s e n t a r  p r o b l e ma s  de es t a b  i 1 i -  

dad como s e n a l a  Wi ght man ( 1 9 6 0 ) .

As i p u e s ,  p a r a  c o n s t r u i r  una e c u a c i ô n  de ondas p ar a  una p a r t i c u -  

1 a de s p i n  s y masa m, neces i tamos una r e p r e s e n  t a c  i ôn d e l  g r upo  de Lô  

r e n t z  que c o n t e n g a  ese s p i n ,  y una s e r i e  de c o n d i c i o n e s  i n v a r i a n t e s  

que e x t r a i g a n  s o l o  l a  p a r t e  de l a  f u n c i ô n  de ondas que p e r t e n e z c a  so -  

l a m e n t e  a ese s p i n  y que a s e g u r e n  l a  u n i c i d a d  de l a  masa.  De e s t a  f o £  

ma se pueden c o n s t r u i r  e c u a c i o n e s  como l a s  de Bargman-VJi  gne r  ( 1 9 4 8 ) ,  

G e l ' f a n d - Y a g l o m  ( 1 9 6 3 ) ,  R a r i t a - S c h w i n g e r  ( 1 9 4 1 ) ,  F i e r z - P a u l i  ( 1 9 3 9 ) ,  

D u f f i n - Kemmer  ( 1 9 3 9 ) ,  e t c .  En e l  caso l i b r e ,  1o û n i c o  a c o m p r o b a r ,  

es l a  t r a n s f o r m a c i ô n  c o r r e c t a  b a j o  e l  g r upo  de L o r e n t z  y l a  c o n d i c i ô n  

. de s p i n  y masa û n i c a  ( s i  es eso 1o que d e s e a mo s ) .  Los p r o b l e ma s  a p a r e  

cen en el  caso de i n t e r a c c i ô n .

Las p r i m e r a s  g e n e r a l i zac i ones a s p i n  a r b i t r a r i o  se deben a l  p r o ­

pi  o D i r a c  ( 1 9 3 6 )  que e s c r i b i ô  una e c u a c i ô n  de ondas p ar a  s p i n  3 / 2  en 

l a s  que l a s  f u n c i o n e s  e r a n  s p i n o r s  de t r è s  i n d i c e s ,  ^^ 

que se t r a n s f o r m a b a n  con l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  ( 1 , j )  y ( ^ , 1 ) d e l  gru^ 

po de L o r e n t z ,  p r o p o r c i o n a n d o  as i  una p o s i b i l i d a d  de e s c r i b i r  e c u a c i £  

nés i n v a r i a n t e s  b a j o  p a r i  d a d . S i n  embar go como s e n a l a r o n  F i e r z  y P a u l i  

( 1 9 3 9 ) ,  a l  i n t r o d u c  i r  un campo e 1e c t r o m a g n é t i c o , usando un a c o p l o  mi - 

n i mo ,  — > p"* - e A ' ^  . Las e c u a c i o n e s  son i ncons i s t en  t es  , a l  a p a r e -
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c e r  mâs c o n d i c i o n e s ,  que r e s t r i n g e n  e l  numér o de component es  i n d e p e n -  

d 1 e n t e s . Pa r a  e v i t a r  e s t a  s i t u a c i ô n ,  F i e r z  y P a u l i  pr oponen  un forma^ 

l i s m o  l a g r a n g i a n o ,  en e l  que se i n t r o d u c e  l a  i n t e r a c c i ô n .  As i par a  

s p i n  3 / 2  neces  i t a n  dos campos a u x i l i a r e s ,  y que se a n u l a n

en el  caso l i b r e ,  en e l  que l a s  e c u a c i o n e s  se r e d u c e n a l a s  de D i r a c .

En g e n e r a l  l a  s i t u a c i ô n  es s i m i l a r l y  p a r a  s p i n  s u p e r i o r  a 1 es nece

s a r i o  en l a  t e o r î a  de F i e r z - P a u l i  i n t r o d u c  i r  nuevos campos a u x i l i a r e s  

que e v i t e n  l a s  i n c o n s i s t e n c i a s  que se p r e s e n t a b a n  en e l  caso de i n t e ­

r a c c i ô n .

La e c u a c i ô n  de F i e r z - P a u l i  p a r a  s p i n  3 / 2  puede e s c r i b i r s e  y gene  

r a l i z a r s e  a s p i n  s e m i e n t e r o  c u a l q u i e r a ,  usando  un p r o c e d i m i  en to d e b i -  

do a R a r i t a  y S c h w i n g e r  ( 1 9 4 1 ) .  La f u n c i ô n  de ondas es un o b j e t o  con 

un I n d i c e  b i s p i n o r  y n i n d i c e s  t e n s o r i  a l  es s i  e l  s p i n  es

n + ^  . La e c u a c i ô n  que v e r i f i c a  es l a  de D i r a c  en su i n d i c e  b i s p i n o r  

y una c o n d i c i ô n  a u x i l i a r ,  ^  • Si  .. es s i ni e-

t r i c o  y de t r a z a s  n u l a s  en sus i n d i c e s  t e n s o r i  a i e s ,  d e s c r i b e  una p a r ­

t i c u l e  de masa m y s p i n  n + ^  . Par a  n = 1,  se o b t i e n e  medi  a n t e  cam-  

b i o s  de base  y a l g u n a s  mani  p u l a c i o n e s , l a  e c u a c i ô n  de F i e r z - P a u l i .

O t r a  f o r ma  de e s c r i b i r  e s t a  misma e c u a c i ô n  se debe a Gi ipta ( 1954 ) .  La 

f u n c i ô n  de ondas es l a  usada por  F i e r z  y P a u l i  p e r o  e s c r i t a  como un 

v e c t o r  col umna con 1 o que l a  e c u a c i ô n  a d o p t a  l a  e x p r è s  i ôn

G e l ' f a n d  y y agl om ( G e l ' f a n d  1963 y r e f e r e n c  i as a 1 1 i s e n a l a d a s ) ,  

e s t u d i a r o n  e c u a c i o n e s  l i n e a l e s  i n v a r i a n t e s  b a j o  e l  gr upo de l o r e n t z .

La e c u a c i ô n  g e n e r a l  e r a  ( i  = 0  donde k e r a  un numéro r e a l

que puede s e r  c e r o  y m a t r i c e s  c u a d r a d a s  N x N , s i e n d o  N e l  numéro



de component es  d e l  v e c t o r  ( x̂) se t r a n s f o r m a  con una r e p r e s e n t ^

d o n ,  en g e n e r a l  r e d u c i b l e  d e l  g r upo  de L o r e n t z  y l a s  m a t r i c e s  vê

r i  f i  can l a  r e l a c i ô n  donde S ( A )  son 1 os o p e r a -

d o r es  d e l  g r u po  en l a  r e p r e s e n t a c i 6 n que a c t u a  s o b r e  Si  k = 0 ,

l a  c o n d i c i ô n  es menos r e s t r i c t i v e  ( v e r  G e l ' f a n d  1 9 6 3 ) .  La f or ma de 

l a s  m a t r i c e s  |?>  ̂ v i e n e  dada p or  l a  r e p r e s e n t a c  i on  5 ( A )  s a l v o  un c i e £  

t o  numéro de p a r â m e t r o s  que quedan i n d e t e r m i n a d o s . Los a u t o v a l  o r e s  de 

e s t a n  r e l a c i o n a d o s  con l a  masa y e l  s p i n  asoc  i ados a l a  e c u a c i ô n .  

(Se han cons i d e r a d o  t a m b i e n  e c u a c i o n e s  mâs g e n e r a  l e s  de l  t i p o  

(b7* -h c ) d o n d e  B A  y c son m a t r i c e s  no n e c e s a r i  ament e  cuadra^ 

das ( v e r  por  e j e m p l o  Wi ght man 1 9 7 7 ) ) . Asf  l a s  e c u a c i o n e s  de D i r a c  par a  

s p i n  1 / 2 ,  D u f f i n - K e m m e r  p ar a  s p i n  0 y 1 y F i e r z - P a u l i  p ar a  s p i n  3 / 2  

se pueden e s c r i b i r  de e s t a  f o r ma .  Los e l e m e n t o s  de ^  se d e t e r m i n a n  

i mpon i e ndo  que l a  e c u a c i ô n  sea i n v a r i a n t e  b a j o  p a r i d a d ,  d e r i v a b l e  de 

un l a g r a n g i a n o  i n v a r i a n t e  y que l a  d e n s i d a d  de c a r g a  o de e n e r g î a  sean  

d é f i  ni  das p o s i t i v a s .

Bhabha ( 1 9 4 5 )  e s t u d i ô  e c u a c i o n e s  de e s t e  t i p o  a l a s  que se i mpo-  

n î a  l a  c o n d i c i ô n  " ^ 3 ^  donde 3 ^  son 1 os g e n e r a d o r e s  i n ­

f i n i t é s i m a l e s  de l  g r u po  de L o r e n t z  a l a  r e p r e s e n t a c i ô n  con l a  que se 

t r a n s f o r m a  l a  f u n c i ô n  de onda "4̂  . En t o n c e s  f or man e l  â l g e -

b r a  de L i e  d e l  g r u po  3 0 ( 3 , 2 )  ( o  5 0 ( 4 , 1 ) ) ,  p e r o  l a s  e c u a c i o n e s  e x c e p t o  

p ar a  1 os casos mâs s e n c i l l o s  de s p i n  0 , 1 / 2  y 1 no t i e n e n  masa ni  

s p i n  û n i c o s .  K r a j c i k  y N i e t o  ( 1 9 7 4 )  han e s t u d i a d o  e s t a s  e c u a c i o n e s  

de f or ma e x h a u s t i v e  r e c i e n t e m e n t e .

Las v e n t a j a s  de una f o r m u l a c i ô n  en un g r u po  p s e u d o o r t o g o n a 1 en 

c i n c o  d i mens i ones que p e r m i t e  d e t e r m i n e r  las m a t r i c e s  de manera



û n i c a ,  una vez  dada l a  r e p r e s e n t a c i ô n  a s o c i a d a  a l a  f u n c i ô n  4 '* » han hc 

cho que muchos t r a b a j o s  hayan t r a t a d o  e s t e  tema ( v e r  por  e j e m p l o .  Ce - 

c c h i n i ,  1 9 7 9 ) .

O t r a s  a p r o x i m a c i ones a l a  t e o r î a  de e c u a c i o n e s  i n v a r i a n t e s  r e l a ­

t i v e s  t as  son l a s  t i p o  h a m i 1 t on  i a n o . As î  F o l d y  ( 1 9 5 G) y Mathews ( 1 9 6 6 )  

e s c r i b i e r o n  e c u a c i o n e s  de e vol  uc i ôn dadas por  p e r t e n e

ce a un e s p a c i o  de f u n c i o n e s  en e l  que e x i s t e  una r e p r e s e n t a c i ô n  del  

gr upo  de P o i n c a r é .  Usando una g e n e r a l i zac i ôn de l a  t r a n s f o r m a c i ô n  de 

F o l d y - W o u t h u y s e n  ( 1 9 5 0 ) ,  Weaver . Hammer  y Good ( 1 9 6 4 )  e s c r i b e n  e c u a c i o  

nés h a m i 1 t o n i anas p ar a  s p i n  a r b i t r a r i o ,  a p a r t i r  de l a s  r e p r e s e n t a c i o  

nés que a p a r e c e n  en l a s  e c u a c i o n e s  de Wé i n b e r q  ( 1 9 6 4 a ) .

Un p r o b l e ma  f u n d a m e n t a l  desde e l  p un t o  de v i s t a  f î s i c o  es e l  com-  

p o r t a m i e n t o  de l a s  s o l u c i o n e s  de e s t a s  e c u a c i o n e s  cuando se i n t r o d u c e  

una i n t e r a c c i ô n .  Como ya hemos d i c h o ,  F i e r z  y P a u l i  e v i t a r o n  l a s  i n -  

c o n s i s t e n c i a s  de l a s  e c u a c i o n e s  de D i r a c  par a  s p i n  3 / 2 ,  i n t r o d u c  i endo 

dos nuevos  campos,  S i n  embar go e s t o  no é v i t a  o t r o  t i p o  de p r ob l e ma  s .

As î  V e l o  y Z w a n z i g e r  ( 1 9 6 9 )  e n c u e n t r a  que l a  e c u a c i ô n  de s p i n  3 / 2  pr e  

s e n t a  v e l o c i d a d e s  de p r o p a g a c i ô n  s u p e r i o r e s  a l a s  de l a  l u z  a l  i n t r o -  

d u c i r  un campo e l  e c t r o m a g n é t i  co de d e t e r m i  nadas ca r ac  t e r i s t  i cas . ' F.s t e  

f enômeno se r e p i  t e  en l a  e c u a c i ô n  de s p i n  2 .  Wi ght man y C a p r i  ( 1 9 6 8 )  

es t u d i  an e l  p r o b l e ma  de l a  es t ab  i 1 i dad de l a s  s o l u c i o n e s .  Segûn su 

c r i t e r i o ,  l a  e c u a c i ô n  es e s t a b l e  s i  en su e s p e c t r o  de masa no bay nu ­

méros i m a g i n a r i o s .  En una t e o r î a  de campos l i b r e  e s t o s  va l o r e s  no son 

i m p o r t a n t e s ,  p e r o  pueden c a u s a r  p r o b l e ma s  a l  i n t r o d n c i r  una i n t e r a c ­

c i ô n .  A s î ,  l a s  e c u a c i o n e s  de We i n b e r g  ( 1 9 6 4 a )  p ar a  s p i n  3 / 2  son i n c s -



t a b l e s  ml en t r a s  que l a s  de F i e r z - P a u l i  son es t a b  1 es ( 1 o que no q u i e r e  

d e c i r ,  como hemos s e n a l a d o  a n t e s ,  que e s t a n  l i b r e s  de d i f i c u l t a d e s  ) .

Por  u l t i m o ,  s e na l a mo s  e l  i n t e r é s  que p r é s e n t a  l a  e q u i V a l e n c i a  

de d i s t i n t o s  f o r m a l i s m e s .  En e l  caso  l i b r e  no es en g e n e r a l  d i f î c i l  

de es t a b  1 e c e r , p er o  cuando se i n t r o d u c e  una i n t e r a c c i ô n ,  l a  f or ma de 

h a c e r l o  puede d e p e n d e r  en g r a n  maner a  d e l  f o r m a l i s m e  a d o p t a d o  y l a  

e q u i v a l e n c i a  puede no e x i  s t i r .

Las e c u a c i o n e s  de B a r g ma n n - Wi g n e r  ( 1 9 4 8 )  son una g e n e r a l i zac i ôn 

de l a  e c u a c i ô n  de D i r a c ,  usando como f u n c i o n e s  de o n d a ,  p r o d u c t o s  tei i  

s e r i a l e s  s i m e t r i  zados de b i s p i n o r s .  Si  se i mpone que e s t a s  f u n c i o n e s  

cumpl an l a  e c u a c i ô n  de D i r a c  en cada i n d i c e ,  r e p r e s e n t a r â n  p a r t i  cul  as 

de s p i n  y masa uni  c a s . Su e q u i v a l e n c i a  con l a s  f o r m u l a c i o n e s  de 

K l e i n - G o r d o n  par a  s p i n  0 ,  Pr oca  p a r a  s p i n  1 y R a r i t a - S c h w i n g e r  p ar a  

s p i n  3 / 2  son con oc i  d a s . S a l a m,  D e l b o u r g o  y S t r a t h d e e  ( 1 9 6 5 a )  l a s  apl j ^  

c a r o n  a l  e s t u d i ô  de f u n c i o n e s  de onda en una t e o r î a  de i n t e r a c c i ones  

f u e r t e s ,  i n t r o d u c i  endo e l  caso de p r o d u c t o s  t e n s o r i  a i e s  no s i m e t r i  zi^ 

dos de b i s p i n o r s .  G u r a l n i k  y K i b b l e  ( 1 9 6 5 )  t r a t a r o n  de e s t a b l e c e r  un 

f o r m a l i s m e  l a g r a n g i a n o  usando e s t a s  f u n c i o n e s  de o n d a ,  y Kamef uch i  y 

T a k a h a s h i  ( 1 9 6 6 )  e s t u d i a r o n  t a m b i é n  o t r o s  p o s i b l e s  1a g r a n g  i anos h a s -  

t a  s p i n  3 / 2 .

A c t u a l m e n t e ,  e l  i n t e r é s  p o r  l a s  e c u a c i o n e s  de onda r e l a t i v i s t a  

s i g u e  e x i  s t i  e n d o , p r i n c i p a l m e n t e  en e l  e s t u d i ô  de i n t e r a c c i ones en 

1 os casos de s p i n  no s u p e r i o r  a 2 ( v e r  por  e j e m p l o  Wi g h t m a n , Er  i ce  

1977 y o t r o s  s e m i n a r i o s  d é s a r r o i  1 ados a l l i ) ,  y en e l  caso l i b r e  p ar a  

c u a l q u i e r  s p i n .



Las f o r m u l a c i o n e s  l a g r a n g i a n a s  de t e o r i a s  p ar a  s p i n  a r b i t r a r i o  

( S i n g h  y Hagen 1 974)  usan campos t e n s o r i a l e s  p ar a  s p i n  e n t e r o  y campos  

t e n s o r - b i s p i n o r s  p a r a  s p i n  s e m i e n t e r o ,  n e c e s i t a n d o  l a  i n t r o d u c c  i on de 

campos a u x i l i a r e s  p ar a  p o d e r  e s c r i b i r  1a g r a n g i  anos con d e r i v a d a s  de 

p r i m e r  o r d e n  sol  amen t e .

La t e o r î a  do s u p e r s i m e t r i a  n e c e s i t a  e s t u d i a r  l a s  e c u a c i o n e s  que 

v e r i  f i  can 1 os super campos  y p a r a e l l o ,  l a s  que cumpl en 1 os campos.  Asî  

So k a t c h e v  ( 1 9 7 5 ) ,  O g i e v e t s k y  y S o k a t c h e v  ( 1 9 7 7 ) ,  N i e u w e n h u i z e n  ( 1 9 7 3 ) ,  

Ber ends e t  a l .  ( 1979 ) e s t u d i a n  e c u a c i o n e s  de s p i n  has ta 5 / 2  en e 1 mar  

co de l a  t e o r î a  de s u p e r s i m e t r i a ,  m e d i a n t e  e l  uso de p r o y e c t o r e s  (Beh^ 

r ends  y f r o n s d a  1 ( 1957 ) ,  F r o n s d a 1 ( 1 9 5 8 )  y R i v e r s  ( 1964 ) )  que s e l e c -  

c i o n a n  e l  s p i n  a d e c u a d o .

Es t o s  es t ud i os dan c u e n t a  de l a  neces i d a d , aûn p r é s e n t e ,  de e s t u  

d i a r  en d e t a l l e  l a s  d i s t i n t a s  t e o r î a s  en e l  caso l i b r e  par a  poder  d i s  

c u t i r  despues  1 os casos de i n t e r a c c i ô n .

En e s t e  t r a b a j o  nos hemos l i m i t a d o  a un e s t u d i ô  de t en  i do de l as  

e c u a c i o n e s  de B a r g ma n n - Wi g n e r  (BW) p ar a  masa no n u l a  en el  caso l i b r e .  

Despues de un p r i m e r  c a p î t u l o  donde se a c l a r a n  y d e t e r m i n a n  con c e p-  

t os  y no t ac  i ones , e s t u d i a m o s  l a s  r e l a c i o n e s  e n t r e  l a s  e c u a c i o n e s  13 W y 

l a s  f o r m u 1a c i ones de R a r i t a - S c h w i n g e r , t e n  s o r - b i s p i n o r  p a r a  s p i n  sem^  

e n t e r o  y F i e r z - P a u l i ,  t e n s o r i a 1 ,  p a r a  s p i n  e n t e r o ,  a s i como un e s t u -  

d i o  de t a  11 ado de l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  a s o c i a d a s  a e s t o s  o b j e l o s .  En 

el  c a p î t u l o  s i g u i e n t e  se a m p l i a n  e s t o s  t r a b a j o s  a l  caso de b i s p i n o r s  

de s i m e t r î a  m i x t a s  y su r e l a c i ô n  con 1 os t o t a l  ment e  s i m é t r i c o s .  Por
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f i n  en un u l t i m o  c a p î t u l o  se s e n a l a  una d e s c r i p c i ô n  de e s t a s  e c u a c i o -  

nes en f or ma de e c u a c i o n e s  de e v o l u c i ô n ,  y como a p a r t i r  de s p i n  3 / 2  

se hace n e c e s a r i  o e l  uso de c o n d i c i o n e s  a u x i l i a r e s  que p e r m i t a n  a s e g ^  

r a r  l a  u n i c i d a d  d e l  s p i n  a s o c i ado.  En v a r i o s  a p é n d i  ces se d e s c r i  ben 

f o r m u l a s  y t ë c n i  cas usadas  eh 1 os c â l c u l  os de 1 os a p a r t a d o s  m e n c i o n a -  

dos .



CAPITULO I .  DI SPI NORS EN S L ( 2 , C )

1.  Hacemos en e s t e  c a p î t u l o  una b r e v e  expos i c i ôn de l as  r e p r e s e n  

t a c i o n e s  b i s p i n o r s  en S L ( 2 , C )  y d e l  â l g e b r a  de D i r a c ,  as i como de l a s  

r e p r e s e n t a c i o n e s  c o r r e s p o n d i e n t e s  d e l  g r u po  c o n f o r m e ,  p ar a  i n t r o d u c  i r  

c o n c e p t o s  y n o t a c i o n e s  que s e r â n  usados mâs a d e l a n t e .  Bas i ca  ment e  l a s  

r e f e r e n c i  as a q u î  u t i l i z a d a s  son;  B o g o l i u b o v  ( 1975 ) ,  Weyl  ( 1 9 4 6 ) ,  

G e l ' f a n d  ( 1 9 6 3 ) ,  I t z y k s o n  ( 1 9 6 6 ) ,  Cor son  ( 1 9 5 4 ) ,  Bade ( 1 9 5 3 ) ,  Rühl  

( 1 9 7 0 ) .

2 .  En S L ( 2 , C )  ex i s t e n  dos r e p r e s e n t a c i o n e s  s p i n  no é q u i v a l e n t e s ,  

( ^ , 0 )  y ( 0  L1 amamos s p i n o r s  no p u n t e a d o s  a 1 os vec t o r e s  que se

t r a n s  f  orman con l a  p r i m e r a  r e p r e s e n t a c i ô n  , a = 1 , 2  y s p i n o r s  p u n t e ^  

dos a 1 os que se t r a n s f o r m a n  con l a  segunda  ^  , à = 1 , 2 , en l a s  bases  

c a n ô n i  cas ( o p e r a d o r  d i a g o n a l ) . ( ^ ) , donde *  es l a  c o n j u q a c i ô n  

c o m p l e j a ,  es un s p i n o r  que se t r a n s f o r m a  con ( 0  , ^ )  y que d é n o t a r e mo s  

por  . Podemos d é f i n i r  un t e n s o r  an t  i s i mé t r  i co q j  que nos

da una f or ma  b i l i n e a l  en e l  e s p a c i o  de s p i n o r s  no p u n t e a d o s ,

De i g u a l  f or ma se d e f i n e  6 . . .  ( B a d e ,  1 9 5 3 ) .
àb

En S L ( 2 , C )  se v e r i f i c a  l a  s i g u i e n t e  r e l a c i ô n :



10

( ^  , 0 ) (X) ( 0  , ^ )  = ( y  >

( v e r  por  e j e m p l o  G e l ' f a n d ,  1 9 6 3 ) ,  l o  que nos p e r m i t e  e s t a b l e c e r  una

c o r r e s p o n d e n c i a  e n t r e  1 os v e c t o r e s  x ^ d e P *  y 1 os s p i n o r s  de dos îndj^ 

c e s ,  h e r mî  t  i c o s , dada por  ( B a d e ,  1 9 5 3 ;  C o r s o n ,  1 9 5 4 ) :

" â b  '  î  ' ' âb '  \ â

y l a  r e l a c i ô n  i n v e r s a : i
I

donde ( T A y  son l a s  m a t r i c e s  de P a u l i .

Un b i s p i n o r  es un v e c t o r  de c u a t r o  component es  que en una base  i

. i
adecuada  se puede e s c r i b i r  como ^ j  y que en g e n e r a l  se t r a n ^  |

f or ma con l a  r e p r e s e n t a c i ô n  r e d u c i b l e  ( | - . 0 ) ®  ( 0  , - )̂ d e l  grupo  

S L ( 2 , C ) .  Oper ando  s o b r e  e s t e  e s p a c i o  de b i s p i n o r s ,  1n t r o d u c i m o s  l a s  

m a t r i c e s  de D i r a c  que v e r  i f i  can l a s  r e l a c i o n e s  de a n t i  c o n mu t a -  

c i ôn :

( r ) ^  + { r T  Y   ̂ ^

en l a  base  en l a  que o p e r a d o r e s  de S L ( 2 , C )  en l a  r e -

p r e s e n t a c i ô n  ( ^ , ü )  ®  ( 0  » | - ) .  son:

f  A 0
V ( A)  =  ̂ 2 j ( B o g o l i u b o v ,  1975 )

donde A G S L ( 2 , C) y A^ es l a  m a t r i z  a d j u n t a  de A.
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La r e p r e s e n t a c i ô n  A es é q u i v a l e n t e  a[/ \^]~^ ( con t r a q r a c i  i en t e  ) l u c -  

go V ( A )  y [v(A)^]~^ t a mb i é n  l o  son .  E x i s t e  e n t o n c e s  una m a t r i z  no s i : i qu  

l a r  C,  t a l  que

I v ^ j ' ^ ( A)  = CV( A)  C"^ V A G S L ( 2 , ( f )

La m a t r i z  C se puede d é f i n i r  por  l a s  c o n d i c i o n e s :

C^ = - l  C^ = - C = C"^ ( I . l )

t e n  1 endo en c u e n t a  que S ^  son 1 os g e n e r a d o r e s  i n f i n i t é ­

s i m a l e s  de l a  r e p r e s e n t a c i ô n  V ( A ) .

Se puede u s a r  C p a r a  d é f i n i r  una f or ma  b i l i n e a l  a n t i s i m é t r i c a  en 

e l  e s p a c i o  de 1 os b i s p i n o r s  B,  dada por

( B o g o l i u b o v  1975 )
T

s i e n d o  = ( C a , 6 p ®<= 1 , 2 , 3 , 4 ,  una base  de B. Se d e f i n e

e n t o n c e s  ( C ~ ^ ) ^ ' ^  de f or ma  que

c . , p ( c - ‘ A  '  8 ^ ^

C y C"^ se pueden u s a r  p ar a  p a s a r  d e l  e s p a c i o  B a su d ua l  B ' y v i c e -  

v e r s a .

3.  Co ns i d e r e mo s  e l  a l g e b r a  de D i r a c ,  C^.  Las d i e c i s e i s  m a t r i c e s

1 U ViM p r c g v  i r g v l  c n i o - i  ,1 ,  Y , o , Y Y » Y I con o = -2 Y . Y y Y^ = Y  -  Y I Y  z 3 son l i n e a l ^  

ment e  i n d e p e n d i  e n t e s  y se pueden c o n s i d e r a r  como e l en i en t os  de B (X) B ' . 

Usando C se pueden i n t r o d u c  i r  en B x B en una base
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( ®  Gg)  a , B  = 1 , 2 , 3 , 4

( C - h " \  = \  ( Y % 5 c - l y 6 ,  ( y 5 c " 1 ) « B  ( 1 . 2 )

Es i n m e d i a t o  v e r i f i c a r  que C ^ , Y^C  ̂ y y ^ y ^C"^ son a n t i s i m e t r i c a s  y 

Y^C  ̂ y  ̂ son s i m ê t r i c a s ,  usando l a s  r e l a c i o n e s  ( I . l ) .  Por  e j e m ­

p l o :

( y ' ^ C ^ ) ^  = ( C - l ) t  Ywt  = CYut  = i A C " l

y ( Y ^ C - ^ ) ^  = ( C - ^ ) t  Y^^ = CY^^ = - Y ^ C - \  pues C Y ^ C - l  = Y ^ t .

Sea = {C"l, Y^C-l, y% 5 C ’^  y'^C'^ (1.3)

Cada A|  ̂ es un t e n s o r  de B ®  B,  y ( A ^ )  f or ma  una base  de e s t e  e s p a c i o ;

c u a l q u i e r  i|; G B ®  B se podr â  p on e r  en f u n c i ô n  de esa  base  como :

iji = j ^ A^  en l a  base p r o d u c t o  t e n s o r i  a l  , t|i = t|)“ ® e^ ®  e ^ .  Como

A|  ̂ = A^^ e^ ®  e ^ , ii;“  ̂ = ^  y d é s a r r o i  1 a n d o , r e n u me r a n d o  e l  i n d i c e  k ,

 ̂ c - l a B  X + + ( y ^ Y ^ C ' ^ ) " ^  +

+ (y^C^)®^ X^ + (1.4)

Las c a n t i d a d e s  X j X^ , X^ ,X^ ,X son t e n s o r e s  b a j o  e l  g r upo  de L o r e n t z

p r o p i  0 : X, Xg e s c a l  a r e s , Xg,X^'  v e c t o r e s  y un t e n s o r  de r an go  2

a n t i s i m é t r i c o .

Se v e r i  f i  can l a s  r e l a c i o n e s  de o r t o g o n a l i d a d :

t r  (A|^ A|^) = 4 6 ^ ^ ,  ( 1 . 5 )

s i  A^ = ( C ,  CYg,  C y ^ y A  C y * ,  Co"V]  con y ^  = - y ^ .
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La e x p r è s  i ôn ( 1 . 4 )  p a r a  b i s p i n o r s  de r ango  2 se puede e x t e n d e r  a 

b i s p i n o r s  de r an go  c u a l q u i e r a  ( d i remos que un b i s p i n o r  es de r a n g o  n 

s i  es un e l e m e n t o  d e l  p r o d u c t o  t e n s o r  i a 1 de B por  s i  ni ismo n v e c e s . )

Si  n = 2 r , tomar emos l a  base  p r o d u c t o  t e n s o r  i a 1 A. <5ô A. (% . . . ®  A. .
<1 Kg K^

Si  n es i m p a r ,  n = 2 r + l ,  l a  base  es A. ®  A. ®  . . .  <X> A. ® e . En el
K j  K g  K ^  a

p r i m e r  c a s o ,  1 os c o e f i  c i en t es  son t e n s o r e s  b a j o  e l  g r u po  de L o r e n t z

a s o c i a d o s  a r e p r e s e n t a c i o n e s  de s p i n  e n t e r o .  En e l  s e g u n d o ,  son o b j e -  
l* 1 • • • y 01

t os  del  t i p o  (t> donde son i n d i c e s  t e n s o r i  a i e s ,

g j = 0 , 1 , 2 , 3 ,  y a es un i n d i c e  b i s p i n o r ,  a = 1 , 2 , 3 , 4 .  Por  e j e m p l o ,  el  

caso mâs s e n d  1 l o  es 4/ " ,  que a p a r e c e  en l a  e c u a c i ô n  de R a r i  t a - S c h w i ] i  

ger  p a r a  s p i n  3 / 2 .

4 .  El  gr upo c o n f o r me  SU( 2 , 2 )  con t  i ene como s u b gr u p o  a l  g r upo  de 

L o r e n t z  p r o p i o  S 0 ( 3 , l ) ,  y l a  r e p r e s e n t a c i ô n  f u n d a m e n t a l  de S U ( 2 , 2 ) ,  

de peso mâxi mo ( | - » -  ( e n  l a  n o t a c i ô n  c a r t e s  i ana de pesos

de S U ( 4 ) ,  ( m j , m g , m ^ , m ^ ) con m^ + mg + m^ + m̂  = 0 ) se r e d u c e  al  r e s t r i n -  

g i r n o s  a S 0 ( 3 , 1  ) a ( ^ , 0 )  €) ( 0  , ^ ) . Podemos c o n s i d e r a r  a 1 os b i s p i ­

nor s  como v e c t o r e s  s o b r e  1 os que a c t û a  l a  r e p r e s e n t a c i ô n  f u n d a m e n t a l  

de l  gr upo  c o n f o r me  . Las r e p r e s e n t a c i o n e s  1 r r e d u c i  b l  es de d i mens i ôn fi^ 

ni  t a ,  ( p o r  t a n t o  no uni  t a r i  a s ) d e l  g r u po  SU( 2 , 2 )  se pueden o b t e n e r  a 

p a r t i r  de p r o d u c t o s  de K r o n e c k e r  de l a  r e p r e s e n t a c i ô n  f u n d a m e n t a l  por  

s i  mi sma.  El  peso ( j  • ~ ^  ^  , -  ^ )  c o r r e s p o n d e  como hemos d i c h o ,  a

l a  r e p r e s e n t a c i ô n  f u n d a m e n t a l  de S U ( 4 ) ,  per o  a p a r t i r  de l a s  r e p r e s e n  

t a c i o n e s  i r r e d u c i  b l e s  uni  t a r i  as ( de  d i m e n s i ô n  f i n i t a )  de S U ( 4 )  p o d e ­

mos o b t e n e r  l a s  i r r e d u c  i b l e s  no uni  t a r i  a de d i m e n s i ô n  f i n i t a  de 

SU( 2 , 2 ) ,  usando l a s  t é c n i  cas de Weyl  de p r o l o n g a c i ô n  a n a l i t i c a  ( v e r
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por  e j e m p l o  Weyl  1 9 4 6 ;  Mu r n a g h a n ,  1 9 6 3 ;  Kl i n i yk  y G r u b e r ,  1979 ) .  Al  s e r  

l a  d i m e n s i ô n  de l  e s p a c i o  base  i g u a l  a 4 ,  1 os d i a g r a m a s  de Young a s o ­

c i a d o s  a esas r e p r e s e n t a c i o n e s ,  no pueden t e n e r  mâs de c u a t r o  f i l a s  y 

al  s e r  e l  gr upo  uni  m o d u l a r ,  1 os d i a g r a m a s  con c u a t r o  f i l a s  son equiva^  

l e n t e s  a 1 os que r e s u l t a n  de s u p r i m i r  l a  co l umna con c u a t r o  c a j a s  

( v e r  por  e j e m p l o ,  I t z y k s o n ,  1 9 6 6 ) .

Al  s e r  SU( 2 , 2 )  l o c a l m e n t e  i s o m o r f o  a S 0 ( 4 , 2 ) ,  l a  r e p r e s e n t a c i ô n  

f u n d a m e n t a l  de SU( 2 , 2 ) ,  c o r r e s p o n d e  a una de l a s  dos r e p r e s e n t a c i o n e s  

s p i n  de 5 0 ( 4 , 2 )  cuyo peso mâxi mo en S 0 ( 6 )  es ( | - . -  ̂ . ^ ) . La u t r a  repre^  

s e n t a c i ô n  s p i n  de S 0 ( 6 )  es J  ~ Y c o r r e s p o n d e  en SU( 2 , 2 )  a l a  

r e p r e s e n t a c i ô n  c o n j u g a d a  de l a  a n t e r i o r  ( en  S U ( 4 ) ,  ( f f -  ^  ^  , -  ^ )  )

con peso mâximo ( en  S U ( 4 ) )  ( ^  » ^  . ;  ̂ » -  |^) • S i n  embar go ambas repr esen^  

t a c i o n e s  s p i n  se r e d u c e n  a l  p a s a r  a S 0 ( 4 , l )  ( 6  5 0 ( 3 , 2 ) )  a l a  û n i c a  re  ̂

p r e s e n t a c i ô n  s p i n  e x i  s t e n t e , ( ( | - , | - )  de 5 0 ( 5 ) )  y  a ( ^ , 0 )  ®  ( 0  , ^ )  a l  

p a s a r  a 5 0 ( 3 , 1 ) .  En l o  que s i g u e ,  p o r  t a n t o ,  c o n s i d é r â m e s  a 

( ^ ^ -  y , -  j  > -  ^ )  como r e p r e s e n t a c i ô n  f u n d a m e n t a l  y o b t e n d r e mo s

( ^  , ^  , | -  , -  j )  como r é s u l t a n t e  de a l g û n  p r o d u c t o  de K r o n e c k e r  de l a  

f u n d a m e n t a l  ( P a r a  mâs d e t a l l e s  v e r  A p é n d i c e  3 ) .



CAPITULO I I .  LAS ECUACIONES DE BARGMANN-WIGNER PARA B I S P I N ORS

DE RANGO N SI METRI COS

1 . 1  D é s a r r o i  1amos a q u î  l a  t e o r î a  de Ba r g ma n n - Wi g n e r  ( BW) ,  p ar a  

d e s c r i b i r  campos de s p i n  s y masa ( > 0 ) û n i c o s ,  usando b i s p i n o r s  de ran  

go n t o t a l m e n t e  s i m é t r  i x o s . Des pues de i n d i c a r  a l g u n o s  a s p e c t o s  bas j  

C O S  d e l  a r t î c u l  0 o r i g i n a l  de Bargmann y Wi g n e r  e s t u d i a m o s  en casos sen^ 

ç i l l o s ,  1 os d é s a r r o i  1 os mène i onados en e l  c a p î t u l o  a n t e r i o r ,  p â r r a f o ? ,  

y cômo l a s  e c u a c i o n e s  BW l l e v a n  a c o n d i c i o n e s  s o b r e  1 os c o e f  i c i e n t e s

de esos d é s a r r o i  1 o s . G e n e r a l i z a m o s  a c o n t i n u a c i ô n  1 os r e s u l t a d o s  o b t e -  

n i d os  a c u a l q u i e r  s p i n  f i n a l i z a n d o  con un a n S l i s i s  de t a  11 ado de l a s  r e  

p r e s e n t a c i ones a s o c i a d a s  a e s t o s  campos.

1 . 2  Supongamos una f u n c i ô n  de ondas en l a  r e p r e s e n t a c i ô n  de mo­

mentos ( P ) (BW,  1 9 4 8 ) ,  donde p es e l  momento a s o c i a d o  y 

^ l ’ ’ ’ * ’ ^ N ’ ^ v a r i a b l e s  que pueden t o mar  1 os va l o r e s  1 , 2 , 3 , 4 .

v e r i f i c a  l a  e c u a c i ô n  j = m r = l , 2 , . . . , N  en 1 os i n ­

d i c e s  2 • • . ^  , en 1 os que es s i mé t r  1 ca.  son r  c o n j i i n t o s  de ma­

t r i c e s  de D i r a c  que v e r i  f i  can :

' K
" C ' A  - - l ÿ " ”
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Se puede c o n s i d e r a r  a 1 os como p r o d u c t o s  t e n s o r  i a l e s  de N f act oi

r e s :  1 ®  . . .  ®  ®  • • •  ® 1 con en l a  p o s i c i o n  r .

Los g e n e r a d o r e s  i n f i n i  t es  i m a 1 es a s o c i a d o s  a l a  r e p r e s e n t a c i ô n  con

l a  que se t r a n s  f or ma se pueden e s c r i b i r  como:

s ' -  A  I  I C r )  % 1r, -

La f u n c i ô n  "Xp* se t r a n s f o r m a  con e l  p r o d u c t o  de N r e p r e s e n t a c i o ­

nes de D i r a c  ( ^ , 0 )  ©  ( 0  , ^ )  s i m e t r  i z a d o . Es d e c i r ,  puede c o n s i d e r a r -  

se como un p r o d u c t o  t e n s o r i a  1 de b i s p i n o r s  de r a n go  N t o t a l m e n t e  s i m £  

t r i C O , y sup o n e r  que en cada i n d i c e  v e r i f i c a  l a  e c u a c i ô n  de D i r a c  p a ­

ra s p i n  1 / 2 .

Veamos como e l  s p i n  de l a  f u n c i ô n  es M / 2 .  Par a  e l l o  escogemos  

(BW, 1 9 4 8 )  una r e p r e s e n t a c i ô n  de l a s  m a t r i c e s  de D i r a c  en l a  que

/ I  \
sea d i a g o n a l ,  I  ̂ _j  j . En e l  s i s t e n a  en r e p o s o ,  l a  e c u a c i ô n  de

D i r a c  se r e d u c e  a ('^ ° -  l ) ’4z= 0 p a r a  p a r t i c u l e s  de e n e r g î a  p o s i t i v a  

( p°  = m) .  Los i n d i c e s  de Xp , ( ^ ^ . . .  ^ ^ ) pueden t o ma r  s o l o  1 os v a l o -  

r es  1 y 2 .  Las 4 ^  component es  de '4'' se r e d uc e n  a 2^ y a l  s e r  s i m£  

t r i c o  s o l o  hay ” N + 1 component es  i ndepend i e n t e s , que es el

numéro a decuado a s p i n  S = ^  . P a r a  c a l c u l e r  1 os a u t o v a l  o r e s  de 

escogemos una r e p r e s e n t a c i ô n  de l a s  de f or ma que "ÿ® sea d i a g o n a l
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/ 1/2 \
1 1 2 1  " 1 / 2  \ 

y ^  1 Y Y = 1 / 2  . A p l i c a n d o  S a una component e
2 V - 1 / 2  ;

de l a  f u n c i ô n  con k i n d i c e s  i g u a l e s  a 1 y N- k  i g u a l  a 2 ,  e s t a  a pa

r e  ce m u l t i p l i c a d a  p o r  k -  con k = 0 , . . . , N .  Luego 1 os a u t o v a l o -

N N N Nr e s  son -  ^  ^  + 1 , . . . ,  j  . El  s p i n  es e n t o n c e s  ^  .

Se puede e m p l e a r  un a r g u me n t e  s i m i l a r  ( L u r i e ,  1 9 6 8 )  usando a u t o  

f u n c i o n e s  e x p l i c i t a s  de l a  e c u a c i ô n  en e l  s i s t e m a  en r e p o s o ,  d e l  t  i - 

po j  ^  1 . ^  = ( .. . \  ^ j )  s i m e t r i  z a do ,

e t c . ( v e r  § T I I . 1 ) .

Es i n m e d i a t o  t a m b i é n ,  c o mp r ob a r  que l a  masa es û n i c a  a p a r t i r  de 

l a  r e l a c i ô n  ( ^ p + m ) ( ^ p - m )  = p ^ - n i ^ .

1 . 3  Veamos a ho r a  a l g u n o s  casos  c o n c r e t e s .

a )  La e c u a c i ô n  de K l e i n - G o r d o n ,  ( p^ - m^) X ( p )  = 0 ,  donde  

X ( p )  es un e s c a l a r  b a j o  e l  gr upo  de L o r e n t z .  R e p r é s e n t a  p a r t i c u l a s  

de masa m y s p i n  0 .

b )  La e c u a c i ô n  de D i r a c ,  ( ^ p - m ) \ ^ =  0 , o s c r i t a  en c o o r d e -  

nadas , { -  m 6“ ) 4̂ ( p )  = 0 , a , g = 1 , 2 , 3 , 4  i n d i c e s  b i s p i n o r  s., d e £

c r i b e  p a r t i c u l e s  de masa m y s p i n  1 / 2 .

c )  Co ns i de r e mo s  a ho r a  un b i s p i n o r  de r a ng o  2 ,  ( v e r  por  

e j e m p l o  L u r i é  1 9 6 8 ,  T a k a h a s h i ,  1 9 6 9 ) ,  s i m é t r i c o ,

( {  } i n d i c a  i n d i c e s  s i m é t r i c o s  y [ ] a n t i s i m é t r i c o s ) ,  y a p l i q u e mo s  

l a s  e c u a c i o n e s  de BW:

-  r n  ( P ^  ' O
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U e .  T ' " "y l a  misma e c u a c i ô n  en e l  2 ° i n d i c e ,  r e p r é s e n t a  p a r t i c u l a s  de

masa m y  s p i n  1 .

Al  s e r  un b i s p i n o r  de r a n g o  2 ,  se puede p o n e r  en l a  base estiu 

d i a d a  en e l  c a p i t u l e  I ( § 1 . 4 ) ,  y como es s i m é t r i c o ,  s e r â  c o m b i n a c i ô n  

de 1 os e l e m e n t o s  de l a  base que son s i m é t r i c o s .  Es d e c i r ;

a p l i c a n d o  l a  e c u a c i ô n  BW a l  p r i m e r  i n d i c e  en ( I I . 1)

( P f ï f %  I [ =  o

y usando l a s  r e l a c i o n e s  de o r t o g o n a l i  dad de l a  base  ( 1 . 4 ) ,  m u l t i p l i ­

cande p or  , a l  s e r  s i m é t r i c o :

=> - p ^ X ^ = 0  ( I I .  2 )

por  ( C r > \ «

( H . 3)
Inr» '

por  u l t i m o ,  o p e r a n d o  con ( Ccr,v.')yo«.
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S u s t i t u y e n d o  ( I I . 3)  en ( I I . 4 )

^  Xv
m m

que es l a  e c u a c i ô n  de Pr oca  p a r a  s p i n  1 ,  y a p l i c a n d o  ( I I . 2)

U /  - n / )  X ^ =  0 ( I I .  5)

Es d e c i r  e l  t e n s o r  Xj*.  v e r i f i c a  l a s  e c u a c i o n e s :

( p^  -  m^) X ^  = 0 ( 1 1 . 5 )

= 0  ( 1 1 . 2 )

y e l  t e n s o r  X e s  f u n c i ô n  d e X ^  ( I I . 4 ) .

I
d)  El  caso s 1 gui  e n t e  es ^  b i s p i n o r  s i m é t r i c o  de r ango

3.  En f u n c i ô n  de l a  base ( 1 . 4 ) ,  se puede e s c r i b i r  ( L u r i é  I 9 6 0 ) ;

r  ( y  c - ' f  I ' '  61

t i e n e  un i n d i c e  t e n s o r  i a l  ( p. )  y o t r o  b i s p i n o r  ( °̂  ) y es aji

t i s i m é t r i c o  en sus i n d i c e s  t e n s o r i a i e s .

debe s e r  to t a  1 men t e  s i m é t r i c o ,  y l a  e x p r è s  i ôn a n t e ­

r i o r  s o l o  nos a s e g u r a  l a  s i m e t r i a  en ot|3 . Par a  . imponer  l a  t o t a l ,  a p l ^  

camos b i s p i n o r s  de l a  base  ( 1 . 4 ) ,  a n t i s i m é t r i c o s ,  e i gu a l a mo s  a

o usando l a s  r e l a c i o n e s  de o r t o g o n a 1 i dad ( 1 . 5 ) .

As i  Cpj .  nos da ( no d é t a i l  amos 1 os i n d i c e s  b i s p i n o r s ) :

=  o  ( 1 1 . 7 )
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(ir

( n . 8 )

1 uego

-  O  ( I I . 9 )

9 [^ v ]  -  ^  ( 1 1 . 1 0 )

y sumando y r e s t a n d o  ( I I . 7)  y ( I I . 8 ) .

C o n t r a y e n d o  con (C o b t e n d r î a m o s  :

=  2 c ( 1 1 . 1 1 )

Es t a s  t r è s  c o n d i c i o n e s  ( I I . 9 ,  1 0 ,  I I )  no son i n d e p e n d i e n t e s ,  pues  

( I I . 9 )  es c o n s e c u e n c i a  de l a s  o t r a s  d os .  De e s t a  f or ma d e t e r m i  namos 

l a  e x p r è s  1 ôn de ‘4 ’  ̂ . El  numér o de component es  es e l  c o r r e c t o r

4^ ^ t i e n e  ^ ^ = 2 0 ,  , 4 x 6  = 2 4 ,  menos 4 e c u a c i o

nés de ( I I . 1 0 ) ,  20 .

Se api  i can a h o r a  l a s  e c u a c i o n e s  BW a 1 os i n d i c e s  &< 6 fi> , y ^ 

que no es s i m é t r i c o  con 1 os o t r o s  d o s ,  mas que cuando se c o n s i d e r a n  

l a s  r e s t r i c c i ones a n t e r i o r e s  ( 1 1 . 1 0 ,  I I ) .  Se o b t i e n e ,  usando 1 os mi s -  

mos mét odos que en e l  caso a n t e r i o r  ( v e r  ( A p é n d i c e  1 , 3 )

r/Av»i -  ( I I . 1 2 )

( ^ p - v y > 4  -  O  ( I I . 13)

"  °  n i . 9 )
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que son l a s  e c u a c i o n e s  de R a r i t a - S c h w i n g e r  ( R a r i t a ,  1 941)  p a r a  s p i n  

3 / 2 ,  El  campo se o b t i e n e  a p a r t i r  de con una e x p r è s  i on f o r

ma 1 ment e  i d e n t  i c a  a l a  de X en f u n c i ô n  de X ^  p ar a  s p i n  1 ( I I . 4 ) .

La r e l a c i ô n  ( 1 1 . 1 1 )  es c o m p a t i b l e  con l a s  demâs s u s t i t u y e n d o  

( I I .  1 2 ) :

y p or  ( I I . 9 )  11 egamos a l a  e c u a c i ô n  de D i r a c  p a r a  e l  campo ( s i n  

n e c e s i d a d ,  como e r a  l ô g i c o ,  de a p l i c a r  l a  e c u a c i ô n  BW al  t e r c e r  i n d i -  

ce de ) .

\ '.«Pf
R é s u l t a  i n t e r e s a n t e  e s t u d i a r  l a  f or ma de 1 os b i s p i n o r s  T  y 

'4'  en f u n c i ô n  de 1 os campos X (ju y una vez  a p l i c a d a s  las ecua­

c i o n e s  BW ( T a k a h a s h i ,  1 9 6 9 ) .

t )  Pa r a  ' T ' ’ X f , . ,  =

como Pp, = 0 ,

(II.H)

i i ) Pa r a  se o b t i e n e  un r e s u l t a d o  s i m i l a r

V " ' " '  = ( n . u )
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1 . 4  I n t e n t a m o s  g e n e r a l i  z a r  e s t o s  r e s u l t a d o s  a s p i n  s u p e r i o r  

3 / 2 .  Par a  e l l o ,  es t ud  i a remos e l  caso de b i s p i n o r s  de r a n g o  4 t o t a l me i n  

t e  s i m é t r i c o s .

Des a r r o l  1 anios  ̂ en l a  base A k 0  A k '  |  ( v e r  § 1 . 3 ) ,

= ( x ' - c ^ r ( r c - r x i . . +

+ ((r;'' c  T '  ( % ^ c f  + ( r c f K c - f ' X c f /

De e s t a  e x p r è s  i on  es i n m e d i a t a  l a  s i m e t r i a  p a r c i a l  ^

Par a  c o n s e g u i r  l a  t o t a l ,  b a s t a  i mp o n e r  que sea s i m é t r i c o  en 1 os ija 

d i c e s  ■j' . C o n t r a y e n d o  ( 1 1 . 1 6 )  con b i s p i n o r s  de dos i n d i c e s  a n t i s i ­

m é t r i c o s ,  ( C \ ^ ) ^ ^  y ( C e i g u a l a n d o  a 0 , o b t e n d r e mo s

l a s  r e l a c i o n e s  que a s e g u r a n  l a  s i m e t r i a  t o t a l  d e l  b i s p i n o r  x j j .

A s i ,  se t i e n e  ( A p é n d i c e  1 , 6 )

^  r  O  ( 1 1 . 1 7 )

, W » 7 1   ̂ y « . l C , . . l   ̂ ( I I . I B )

=  o  ( 1 1 . 1 9 )

x ^ ^  =  4  p ( I I . 2 0 )

^ y P O - J  ( 1 1 . 2 1 )
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El  t e n s o r  t i e n e  24 c o m p o n e n t e s ,  menos c u a t r o  de l a  c o n d i c i o n

de t r a z a  nul  a y c u a t r o  de € X O  son 16 compone nt e s  i n d e -

p e n d l e n t e s ,  x l p > 3  t i e n e  2 1 ,  menos 1 de l a  c o n d i c i o n  de t r a z a

n u l a  y o t r a  de r O  son 19.  El  numéro de component es

i n d e p e n d i e n t e s  de  ̂ es 35 = 16 + 19.

A p l i c a n d o  a h o r a  l a s  e c u a c i o n e s  de BW a uno c u a l q u i e r a  de 1 os i n ­

d i c e s  :

( x p  4" -  o

y c o n t r a y e n d o  con 1 os e l e m e n t o s  de l a  base  d e l  a l g e b r a  de D i r a c ,  o b t e  

nemos l a s  s i  g u i e n t e s  e c u a c i o n e s  ( A p é n d i c e  1,  6 )

=  o  ( 1 1 . 2 2 )

r  O  ( 1 1 . 2 3 )

-  ( 1 1 . 2 5 )

( 1 1 . 2 2  , 2 3 )  son e c u a c i o n e s  que con ( 1 1 . 1 7 )  d e s c r i  ben un campo de s p i n  

2 y mas a m. Si  a h o r a  s u s t i  t u i mos  e s t a s  e x p r è s i ones en e l  b i s p i n o r  

( 1 1 . 1 6 )



24

i'""'' . (K,c ( r . c - r '  x'""" -
- 4  [ (0 - , . .c r (< rp x C - 'f  {pi'Cpfx'"'- -p tp^x'-^ ’ -p ^ x ’'" ' ) Ü -  

-  i  | ( o ^ , . c r ( y  c ' f + (iff c - ) ' ' ' ‘ (< v . c - r 3 |  r  x ' " '  -  p ” X  =

.  Y , . c f  x ' ' * - - * ' '  0 . 2 6 ,

con % o  , m ^ )  - O

1 . 5  Las e x p r è s  i ones de l o s  p â r r a f o s  a n t e r i o r e s  se pueden g e n e ­

r a l  i z a r  a b i s p i n o r s  t o t a l  ment e  s i m é t r i  cos con un numéro a r b i  t r a r i  o de 

i n d i c e s .  Se t i e n e  e l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o :

Pr opos i c i ôn 1

i )  Sp i n  e n t e r o  r ,  n = 2 r  num éro de i n d i c e s  t o t a l  ment e  s i m é t r i c o s  

d e l  b i s p i n o r  \ p ,

I *1̂ 1. * ' 1̂.̂ 1
Si  T v e r i f i c a  l a s  e c u a c i o n e s  BW, e n f o n c e s

donde % 1 gg un t e n s o r  b a j o  e l  gr upo de L o r e n t z ,  t o t a l m e n t e

s i m é t r i c o ,  de t r a z a s  n u l a s  que v e r i f i c a  l a s  e c u a c i o n e s

( p^ -  m^) -  O  ( 1 1 . 2 8 )
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PyX =  o  ( 1 1 . 2 9 )

i i ) Sp i n  s e m i e n t e r o :  r  + ^  , n = 2 r + l ,  numéro de i n d i c e s  de , 

t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o .

I I

Si  1 v e r i f i c a  l a s  e c u a c i o n e s  BW, e n f o n c e s :

donde . es un - t e n s o r - b i s p i n o r  b a j o  e l  g r u po  de L o r e n t z ,  s i mé

t r i c o  y de t r a z a s  n u l a s  en sus i n d i c e s  t e n s o r i a 1 es que v e r i f i c a  l as

e c u a c 1 ones :

( y ?  T "  O  0 - 3 1 )

Demo s t raoiôn

Las c o m p r o b a c i ones de e s t a s  f o r m u l a s  se hacen f a c i l m e n t e  por  in-

d u c c i ô n  en e l  numér o de i n d i c e s .

1)  Hemos v i s t o  ( p â r r a f o s  3b y 4 )  que e l  r e s u l t a d o  p ar a  r  - 1 y 2

e r a  c o r r e c t o .

En e l  caso r  = 2 ,  se p o d r i a  h a b e r  r a z o n a d o  a s I :
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Sea

33)

CD y ( b  s o n ,  en sus i n d i c e s  « "<*{ , dos b i s p i n o r s

de r ango  2 ,  s i m é t r i c o s ,  que deben c u m p l i r  l a s  e c u a c i o n e s  BW p a r a  que

^ l a g  c u mp l a .  A p l i c a n d o  l os  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  p a r a  

b i s p i n o r s  de r ango  2 ,  a l os  i n d i c e s  de , t enemos ( 1 1 . 1 4 )

con

-[ yy\

Vv>

I <<,*:)

p / "  ( p ^  = 0  de ( I I . 2)

( |> -  m = 0 de ( I I . 5)

y de ( I I  . 4 )

( 1 1 . 3 4 )

Per o
JL
Cp t i e n e  dos i n d i c e s  b i s p i n o r  s i m é t r i c o ,  y v e r i f i c a  l a s

e c u a c i o n e s  BW, 1u e g o , p or  ( 1 1 . 1 4 ) :

I ( ^ 4  (fiS

CD r c -
W\

X

y por  10 t an  t o :
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t  y c - )  [« 2 ^ " : r - c - ]  x , , ,  , „ .  2c, ,

Xy,o v e r i f i c a  = O y  ( p^ -  ) X = 0 ,  de l a s  e c u a c i o n e s  que

1
cuniple c p y  y ademSs debe s e r  s i m é t r i c o  y de t r a z a  n u l a .

En e f e c t o  de -f  ~  T  . s e  deduce  X^y = X, ^

0 con mSs d e t a l l e

nos da:

C -  ( r c T  X . ,  o . .

da

l u e g o  X ^ „  3

de donde es i n m e d i a t a  l a  s i m e t r i a  de Xy^v

La c o n d i c i o n  de t r a z a  n u l a  se puede o b t e n e r  de l a  s i m e t r i a  de 

l os  i n d i c e s  c/.  ̂ y de  ̂ ""̂
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C o n t r a y e n d o  con Cc

t .  r r T i ^ r Y ' }

%) X ' ' ^  % o

De i g u a l  f o r m a ,  l os  t en s  or es  x  ̂ y y y

se pueden e s c r i b i r  en f u n c i ô n  de y ^

Empl eando l a  e x p r è s  i ôn ( 1 1 . 3 4 )  y l a  i nde pe nde nc  i a l i n e a l  de ( '% ^ C   ̂) 

y ( CT *̂-'’  C" ^ )  se t i e n e :

^ - k \  P / . ^ f Y ^ ' C - ) " " '  +  ( c r / ' i A C - ' P  X c ^ , ^  J

- ? / - . [ ( t / " C - ' ) " ' " '  +  (< r ^ ‘^^  C - )  j

1 uego

%L»3 U/ t̂ M) 3 ~ z m  { C «  I ̂r ; . , ; U ,K /< . / 7 0  ”  ‘  -  F / ' - X  [ ; , , u j / i . |
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Ademâs

C a ;x A y A ,j  Z ^

s u s t i t u y e n d o  l a s  e x p r è s  i ones de C p ^  y Cp en f u n c i ô n  de

4  , se t i e n e :

X -- X  C t n i . „ ' ) , . , . ( C > „ ; | „ . 4 ' - - - ' ' '

s e r  j t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o ,  X .  ̂ Y .  r., ,, 7

onces

( - f w  T x -.p » , X , ^ , ^ 4  -X 

+  t ,  PX’-P /'n  x Y y .^ , i  -  o  r

V i t ' )  j  -  ?^, X i^,^,0-F7.,(?ftX ,^,,,,.s  - IX,,, X,; , , „ , ) }

Al

Ent onces
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Apl i quet nos  e s t e  métoclo a l  caso g e n e r a l :

Supongamos que hemos p r o ba d o  p ar a  un b i s p i n o r  t o t a l m e n t e  s i m é t r p  

co de r an go  2 ( r - 1 ) ,  que v e r i f i c a  l a s  e c u a c i o n e s  BW l a s  s i  g u i e n t e s  fo r .  

mu 1 as :

f f r (  ̂, " o , ,
i r I V YV\ J  T *  /J r-,

con X ,  » t e n s o r  s i m é t r i c o  de t r a z a  n u l a  que v e r i f i c aS . . .  /

n y  ••• f ' - . I  
P/u A  -  O

, p 2 . „ 2 ,

] W l  • • ■ }
Ademi s l os  t e n s o r e s  que a p a r e c e n  en e l  d é s a r r o i  1o de ^  

en f u n c i ô n  de l a  base ® . .  . ®A  son:

y  ^ p/^' X y  j  ( i i . a e )

__pyP‘/ I  ( 1 1 . 3 7 )
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y f i n a l  men t e

I)-*-*71, 1. .  . r i f - i  y X  - 1 ^}

( 1 1 . 3 8 )C ■■■    ' - . . , ) ) ^? 81

Co ns i de r e mo s  un b i s p i n o r  de r ango 2 r .  Segûn l o s  d é s a r r o i  1 os a n t e r i o ­

res  , t enemos que :

A

Como l os  b i s p i n o r s
 ̂ o< J . . . 0(1

t i e n e n  2 r - 2

i n d i c e s  y son s i m é t r i c o s  en e l 1 os ( v e r i f i c a n  l a s  e c u a c i o n e s  BW s i  

 ̂ l a  v e r i f i c a ) ,  por  l a  h i p o t e s  i s de i n d u c c i ô n  ( 1 1 . 3 5 ) :

4> X  , ,

)

TT y p Y F v i y

El  t e n s o r  X ___ yWvV ^s s i m é t r i c o  de t r a z a s  n u l a s  en l os  i n

d i c e s  . . .  yu^) y v e r i f i c a

( p^  -  m^) ^

) / A  X



32

p er o  c o n s i d e r a n  do s o l o  l os  i n d i c e s  ,• conio h i c i m o s  en e l  c a ­

so r  = 2 ,  podenios demos t r a  r  l a  s i m e t r i a  t o t a l  de l o s  i n d i c e s  

y l a  n u l i dad de t odas l a s  t r a z a s . i 

^  W i  . - -

.  { r - c  - l ' - '  t ! "  .  

= ( > 4 "  » - c  - p " ] T

de donde es i n m e d i a t o  d e d u c i r  l o s  r e s u l t a d o s  que q u e r i a mo s  s o b r e

)A. . , .

As i  p u e s ,  s o l o  f a  1 t a  c omp r o b a r  que l o s  r e s t a n t e s  t e n s o r e s  t i e n e n

l a s  e x p r e s  i ones  c o r r e c t a s  ( 1 1 . 3 6 , 3 7  , 3 8 )  en f u n c i ô n  de

Per o sabemos que :

4 ) ' ' "  .  -  i  4 / ' " " ' ' ' I
v ]  IFV» I J

I ... I j

y s u s t i t u y e n d o  i [-yiuj y  por  sus v a l o r e s  en

f u n c i ô n  de X y X C p,|u,] ( . y i . .  . )  ‘̂ •^^iene ( 1 1 . 3 6 ) :

,..yLir+,J \  C a  • /Jv, i] Pf*! -- f ' " ?  j

y desa r r o l  1 ando l os  i n d i c e s  de ( j )  ^   ̂ de dos en d os ,  l a s  r e s ­

t a n t e s  e x p r e s  i ones ( 1 1 . 3 7  , 3 8 ) .
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i i )  El  caso de r ango  i mp a r  se r e d u c e  a l  p r i m e r o  ( i )  s i n  in,Is que 

c a mb i a r  l os  t e n s o r e s  X , .  . p o r  l o s  t e n s o r - b  I s p I nors ' P \

Las f o r m u l a s  son l a s  e s c r i t a s  a n t e r i o r m e n t e  ( 1 1 . 3 0 )

■ ‘"'X TV [XLtr sc-'c-
i . t  L J >

d on de ,  par a  a s e g u r a r  l a  s i m e t r i a  d e l  i n d i c e  ^ 2 r + l  l os  r e s t a n t e s ,

hay que i mponer  l a  c o n d i c i o n  a d i c i o n a l  ( 1 1 . 3 2 )

^  CyA J, yj  I . . .  y x ^
- = o

y v e r i f i c a  l a  e c u a c i ô n  de D i r a c  ( 1 1 . 3 1 ) .
' ..yuv)

E s t as  dos e c u a c i o n e s  ( 1 1 . 3 1 , 3 2 )  se compr ueban f a c i l m e n t e  par a  

l os  casos r  = 0 y r  = 1 ( § 1 1 ,  3 b , 3 c )  y se g e n e r a l i z a n  por  i n d u c c i ô n  pa -

r a  r  a r b i  t r a r i o .  0 s i m p l e m e n t e  de l a  e x p r e s  i ôn ( 1 1 . 3 0 )  de

en f u n c i ô n  de se ve que LD debe c u m p l i r  l a  e c u a -

c i ôn de D i r a c ,  y de l a  s i m e t r i a  t o t a l  d e l  b i s p i n o r   ̂ '

c o n t r a y e n d o  p r i m e r o  con C., « -.i . ^ f  to n

T T  Y>,  ) - 1  ” ' '9= '
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2 , 1  A n â l i s i s  de r e p r e s e n  t a c i ones a s o c i a d a s  a l os  b i s p i n o r s  y 

t e n s o r e s  de l  p a r r a f o  5.

Como hab iamos d i c h o  ( § 1 )  "4^ '  ̂ se puede c o n s i d e r a r  como un

t e n s o r  de un ci  e r t o  e s p a c i o  en e l  que a c t u a  una r e p r e s e n t a c i o n  de l  

gr upo  c on f o r me  SU( 2 , 2 ) .  S i n  embar go no nos i n t e r e s a n  e s p e c i  a l m e n t e  1 as 

s i m e t r î  as d e l  gr upo c o n f o r me  s 1 no s o l o  su r e d uc e  i ôn a l  g r upo  de L o ­

r e n t z  S 0 ( 3 , 1 ) .

. ‘̂ •>1
Al  s e r  T  t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o ,  l a  r e p r e s e n t a c i ô n  de

SU( 2 , 2 )  i r a  as oc i ada a un d i a g r a m a  de Young d e l  t i p o  [ n ] , es d e c i r ,  

una f i l a  y n c o l u mn a s .  Su d i mens i ôn es ( )  y su peso mi x i mo  ( en  

SU( 4 )  y en c o o r d e n a d a s  c a r t e s  i a n a s ) ( v e r  A p é n d i c e  3 ) ,  es

( ^  , -  ^  ^  , -  ^ ) . En S 0 ( 4 , 2 )  su peso maximo ( en  S 0 ( 6 )  y en c o o r d e -

n n n 
2 '  2 '  2nadas c a r t e s  i a n a s  ) s e r â  ( ? , ? , ? ) .

Al  r e s t r i n g i r n o s  a S 0 ( 4 , l )  ( p e s o s  en l a  n o t a c i ô n  p ar a  S 0 ( 5 ) ) ,  e£  

t e  t i p o  de r e p r e s e n t a c i ones ( b i s p i n o r s  t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o s ) ,  s i g u e n  

s i e n d o  i r r e d u c  i b l e s  ( Mu r n a g h a n ,  1 9 6 3 ,  Cor son  1 9 5 4 )  y t i e n e n  como peso 

maxi mo ( ^  , ^ )  y d i mens i ôn e v i d e n t e m e n t e  l a  misma ( " ^ ^ ) .  Al  p a s a r  a 

S 0 ( 3 , l ) ,  l a  r e p r e s e n t a c i ô n  ( ^  , ^ )  y a no es i r r e d u c i b l e  y se des compo-  

ne dando l a s  s i g u i e n t e s  ( M u r n a g h a n , 1 9 6 3 )

( v i ) ®  ( l ' i  U ' - î )

( en  l a  n o t a c i ô n  c a r t e s i a n à  de pesos p ar a  SO( 4 ) ) .  La d i m e n s i o n  de cada  

una de e l  1 as (m^ ,m^ ) es (ni j  + m^ + 1 ) (m^ -  + 1 ) y como es l ô g i c o

f ;  ( n  -  k + 1 ) ( V < +  -  ( " C )
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En l a  n o t a c i ô n  u su a l  p a r a  l a s  r e p r e s  en t a c  i ones . f  i ri i t as  d e l  g r upo  de Lô  

r e n t z  ( s p i n o r s ,  s p i n o r s  c o n j u g a d o s )  ( v e r  por  e j e n i p l o  Cor son 1 9 5 4 ) ,  l as  

a n t e r i o r e s  r e p r e s e n t a c i ones son;

( 11 . 4 0 )

k r r  ^  ^  -  p ( iM ]  - m ? )

( % , 4  ® (  V  ■ - 0  ® • • ■ ®  ( r  "-è-*) 9̂  4 '  -0

Supongamos n = 2 r .  La r e p r e s e n t a c i ô n  es

[C r .o f f f lp .v ) !  $> [ p -  1 , i ) ®  •• •

Cada uno de l o s  b l o q u e s  de dos r e p r e s e n t a c i o n e s  va a s oc i a do a un t e n ­

s o r  i r r e d u c i b l e  de l  g r u po  de L o r e n t z  c o m p l e t o  ( es d e c i r ,  i n c l u y e n d o  l a  

p a r i d a d )  cuÿo d i a g r a m a  de Young es d e l  t i p o  T m ^ m ^ l ,  s i  l a  r e p r é s e n t a  

c i ôn  en l a  n o t a c i ô n  c a r  t e s  i a n a  de pesos es (m^ ,nig ) @ ( m^ ^ - m ^ ) ,  ( con  

m^ > 0 ) ;  es d e c i r  dos f i l a s ,  l a  p r i m e r a  de l o n g i t u d  y l a  segunda m^. 

La r e p r e s e n t a c i ô n  ( ^  , D)  l l e v a  a un d i a g r a m a  t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o  [ r j  

que c o r r e s p o n d e  a l  t e n s o r  x ( d i s c u t i  do a n t e r i o r m e n t e

( § 1 1 , 5 ) )  (Marne r m e s h , 1 9 6 4 ) .

2 . 2  Veamos a l g u n o s  e j e m p l o s  c o n c r è t e s  de l o  a n t e r i o r .

a )  El  caso ma s s e n c i l l o  es r = l .  Las r e p r e s e n t a c i o n e s  que 

a p a r e c e n  son ( j  y j )  ®  [ [ ( 1 , 0 )  ©  ( 0 , 1 ) J
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c o r r e s p o n d e  a X'^

( 1 , 0 ) <® ( 0 , 1 ) a 

con d i a g r a ma s  r e s p e c t !  vos [ Q  y [ l ^  ]

b ) El  s i g u i e n t e  r  = 2 ,  c o n t i e n e  1 as r e p r e s e n t a c i o n e s  

[ ( 2 , 0 )  e  ( 0 , 2 ) ]  ®  [ ( |  . | )  0  ( ^  , j ) ]  ®  ( 1 , 1 ) .  ( 1 , 1 )  c o r r e s p o n d e  a

X con t r a z a  n u l a ,  d i a g r a m a  £ 2 ] ^  (|^ , | - )  ®  ( | -  , f  ) a X ^ , a s i  -

mismo de t r a z a s  n u l a s  y que v e r i f i c a  y  Cv>]p_ ^  y agrama

[2 . ij.

P a r e c e r î a  que ( 2 , 0 )  ©  ( 0 , 2 )  c o r r e s p o n d e  a x , p e r o

no es a s i ,  pues X^'^ = 2  f O  y p o r  1 o t a n t o  no es i r r e d u c i ­

b l e  b a j o  e l  g r upo  de L o r e n t z .  E n t o n c e s ,  y q u e  cumpl e

X ^  o  y K " % . =  o , s e

t r a n s f o r m a  con l a  r e p r e s e n t a c i ô n  [(2 ,0) S) (0 ,2)j ®  ( 1 , 1 )  y son l a s  

e c u a c i o n e s  BW l a s  que rompen e s t a  es t r u c  t u r a  a l  p o der  e x p r e s a r  

x C y tü lO p j en f u n c i ô n  de su t r a z a ,  es d e c i r  de X ( v e r  A p é n d i -

ce 1 , 6 ) .

En g e n e r a l  e s t a  va a s e r  l a  s i t u a c i ô n .  Los t e n s o r e s  que a p a r e z c a n  

en e l  d é s a r r o i  1 o de no van a s e r  i r r e d u c  i b 1 es ( n i  s i -

q u i e r a  b a j o  e l  gr upo  de L o r e n t z  c o m p l e t o ) ;  uni  c ament e  l o  ser ô

^ . . .  jÀi-^ , y X ) g 7 se i n c l u y e  l a  o p e r a c i ô n

de p a r i d a d .



37

c)  El  caso s i g u i e n t e  es r  = 3 l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  que a p a r e c e n

son :

[  ( 9  .ü") g) e  K l '  ' H l  A)  , Ç

I t (X j  . . ■ ^Cp j
y  l o s  t e n s o r e s  d e l  d é s a r r o i  1o de y  son :

y  ^  ^ C / aw]C>p1 [ t o ]

X es i r r e d u c i b l e  y se t r a n s f o r m a  con l a  r e p r e s e n t a c i ô n  ^

de d i a g r a m a  de Young [ 3 ] .  x l o  hace con ( 2 , 1 )  ®  ( 1 , 2 )  de

d i a g r a m a  [ 3 , l ] . Los dos t e n s o r e s  r e s t a n t e s  no son i r r e d u c i b l e s  :

e l  t e n s o r  X t r a n s f o r m a  con [ ( | -  , ^  1 4 * ^  ( ^  , ^  ^

X con [ ( 3 , 0 )  © ( 0 , 3 ) ]  ®  [ ( 2 , 1 )  ®  ( 1 , 2 ) ] .

En r e s u m e n , en l a  d e s c o m p o s i c i ô n  de l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  a s o c i a d a s  

a l o s  b i s p i n o r s  t o t a l  ment e  s i m é t r i c o s  de r ango  2 r ,  a p a r e c e n  l os  t e n s £  

r es  c o r r e s  pond i en t e s , aunque  no son i r r c d u c  i b l e s  en g e n e r a l ,  al  no t e  

n e r  t r a z a s  n u l a s ,  l a s  c u a l e s  c o r r e s p o n d e n  a t e n s o r e s  de r an go  i n f e ­

r i o r .
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2 . 3  Podemos e n u n c i a r  e l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o :

P r o p o s i c i o n  2

I 4 a ( . . tX ]
Sea Y  b i s p i n o r  de , t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o  en

sus n i n d i c e s . Si

+  c ' T " ' . .  (  P " " C ' f

4  . . .  4

y  M- - .  . 4-
Z '  . . . [^ZY-3

4 ( a - ^ . m c - ‘- f ' ‘ . . . ( ( T / ' - f t ' C - f ...........\ , ; , . i . . . r , i , . , . / v 3

e n t o n c e s ,  l os  t e n s o r e s  que a p a r e c e n  en e s t e  d é s a r r o i  1o v e r i f i c a n  l a s  

s i gu i e n t e s  c o n d i c i o n e s :

i )  Los t e n s o r e s  con i g u a l  numér o de p a r e s  de i n d i c e s  a n t i s i m é t r i ­

c o s ,  es d e c i r  que son c o e f i c  f e n t e s  de e l e m e n t o s * d e  l a  base con e l  mi £  

mo numéro de cr/^'v , son i g u a l e s  a l  c a m b i a r  e l  o r d en  de en e l

pr oduc  to t e n s o r  i a 1.
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i i )  X  ̂ y ^ s o n  i r r c d u c  i b l  es b a j o  0 ( 3 , 1 )

X>â - ->My gg t r a n s f o r m a  con l a  r e p r e s e n t a c i ô n  ( r , 0 )  de l  g r u po  de

L o r e n t z  y X l o hace con ( r , l )  (f) ( r , - l )  ( en

l a  n o t a c i ô n  c a r t e s  i ana de p e s o s .  En l a  u s u a l ,  i j y j )  y ( * ^ — (?)

®  r e s p e c t i  v a m e n t e ) .

i l l )

 ̂ ^ ^  /A., fvyAil %fAv-

^L|A4yit'\y»j...yjr*4 ^  ^  . . .  y^, , ,

X E/A-'/â ] •' • Cy-( jyAir-jyJir->

-  k  x9"AyU.j . .  . r/A r,-./< ;.r-J[/Jyv-ivO  y v - 3

i v )

X r r i^ A l[y A ,y , , i ; , , . . .y A .+ ,  t r a n s f o r m a  con L ( . . z ' ) e ( ? ,  z ) ]

^  ryAiyAOiyAjyOl/^^/^t]/*^ --/»^ ! con , 3)  G> ( y , - 3 ) ]  ébf ( v ,  i )  © ( ï . - ' i } ]

X  C /a'/‘>D . .[;)4/E»jyA,. . .  yjv44, con [(^ Y ,b )  0 ) ( y ; - c ) ]  tb | £v,? (^^ f.-z )]^

CD (V , o')
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^ r / 4 4 / Av ) . . .  con [ C v , v - / ) ^  ( y , - C v - 1 ) ) ' ]  e

. 0 )C^' <=a)  s i  r  es i mp a r

( Y , l ) © £ Y , - i )  s i r  es p a r

••• r/Z iv-<jbv] con ^  ®

e  [ ( Y , r - J - )  a >  C^ ,  - C v - z ) ) ]  ®  - - 

0  J ( Y , ^ ^ l )  s i  r  es impa

£ y , o ^  s i  r  es p a r

D e m o s t r a o i â n :

pi  0

. W l-.-  }
i )  Se s i g n e  de l a  s i m e t r i a  d e l  b i s p i n o r  xj’ . Sea p o r  e j e m

. 4 ( Y / . . C - r ( . r . f . C - ' r ' Y r C - A r .

- i  \  "̂ 7 Y-t °/^Y
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e n t o n c e s

X
y)).. .  ^

. .  .yjv.x

.  ( C ^ X l l . V ,  , ( ( o ' , . . .  )  . . . V k Y U r x ,  ) ,  .
'g .tr

y a l  s e r  t o t a l  ment e  s i m é t r i c o .

^  ry<xyAi.l|A,y<,M /if+4  .^fAjTi^Ay^tlyti^. . .yjv44

i i ) .  i i i ) .

Pa r a  r  = I .  X » =  ( V C ’ Y ' " '  X , ,  4  (c r/’ "C  O " " " X ,^ , . !

y X ^  se t r a n s f o r m a  con ( 1 , 0 )

X,. . se t r a n s f o r m a  con ( 1 , 1 )  ®  ( 1 , - 1 )

s i e n d o  ambos i r r e d u c  i b 1 es b a j o  e l  g r u po  c o m p l e t o .

Pa r a  r  = 2

__ ^ , c ^ Y ‘^ ^ ( . r c > r '  i ( ^ ' ^ ' > c - T  ‘ ( y c ’ ) " '

■Xr^.„^ + ( ( '■ ( - ’ )■ '""( o - T - ' c f ' " '  Y p y . ,  A ( a r - C  > f ' ( o ^ ^ C ' f "
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y p o r i )

^ { v ' C ' Y ' ^ A r c ' Y " ' -  X , .  4  ( o v ' - c  b " " ' '

4  t ( a 4 . c ' ‘ r ' ( r c - Y " '  ( < r / '” c - ' r ' " 4  X r , , 4 p

Sabemos y a , que ( C a p . I I ,  4 . 1 ( b ) ) :

1)  , X son i r r e d u c  i bl  es ( b a j o  e l  gr upo de L o r e n t z  (omi-

p l e t o )

X se t r a n s f o r m a  con ( 2 , 0 )

A y i .S f  < ^ ' 0  ®  ( 2 . - 1 )

*  ,uo ■ X / .P  *’ u

^C/Ai>l[;pAY t r a n s f o r m a  con [ ( 2 , 2 )  ($> ( 2 , - 2 ) j  ©  ( 2 , 0 )

Supongamos a ho r a  un r  c u a l q u i e r a .

 ̂ t i e n e  e l  d é s a r r o i  1 o ( 1 1 . 4 2 )  p e r o  podemos pon er  taim

b i e n :

X ' * ' - ”'" '  . ( v c - r ' c r c - f - ^ ' Y ' : : " " " ’ ’ +  .

V/Avlp4 |(C T 7 '''C ‘ ’ ) " ' ' ‘' X i l ' C ' ’ r ' ' ‘  4  a

4



4 3

t j f/ç; .. . , j  p
como p ar a  r  = 2 ,  CD -  H q )  , d é s a r r o i  1 aruJo

’ /At» -  T /A
cada mi embr o de e s t a  i g u a l d a d ,

•V (g-yfpY-s/Jjr-',

^ / A 3 A [  yu,yUij . . .  [yA v]

. . .  + ( o - / ' - > 4 C ‘ ' r " ’ , . ,

_ _ ( ( T / " - ; " '  '  r r ; t o  . . 1 / 4 .

i g u a l a n d o  c o e f i  c i e n t e s  obt enemos l o s  r e s u l t a d o s  de i i i ) .  Veamos a h o r a  

que X y X tyAxyji,]yu, . . . y u v x i  son i r r e d u c  i bl  es . Sus s i m e t r î a s ,

(X t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o ,  X (,yu, . . .  4 Y s i m é t r i c o

en J y a n t i s i m é t r i c o  en ) son c o n s e c u e n c i a  i nme-

\ I  ̂^ i  ' * ■ ^  lY T"
d i a t a de l a  s i  me t r i a  de

Nos f a  1 t a  p r o b a r  que X j U y )  t i e n e  t od a s  sus t r a z a s  n u l a s ,

as î  como X , . ,  . ,  , i , que ademés v e r i f i c a  l a  e c u a c i ô n
- ■ - / t  < + <]
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Por  i n d u c c i ô n :

Memos v i s t o  que e r a  c i e r t o  p a r a  r =  2 ( v e r  A p e n d i c e  1 , 6 ) .  Supon-  

gamos que l o  es p ar a  r - 1 .  E n t o n c e s ,  p a r a  r ,

como

4

= = $ »  t i e n e  t o d a s  l a s  t r a z a s  n u l a s  en 1 os i n d i c e s  yU; ..yx<

Como es s i m é t r i c o ,  son c e r o  en t o d o s  1 os i n d i c e s .

De f or ma  s e m e j a n t e  se d e m u e s t r a  p a r a  V  A* ■'1

i v )  Tambi ér i  p or  i n d u c c i ô n  se compr ueba  que l a s  s i  me t r i a s  son l a s  

c o r r e s p o n d i e n t e s  a l a s  r e p r e s e n t a c  i ones i n d i c a d a s ,  es d e c i r

v e r i f i c a

a )  es s i m é t r i c o  en ( - • • / Ay+w]

b)  a n t  i s i me t r  i C O  en cada p a r e j a  de i n d i c e s

 ̂ ^ / i j ♦ »  ̂ «y 'ïJ  \ ■ • • /Ay+ir, |

-  ••• /A ;,,]  .

y d ) X  . TyAiK-.tO I  /^'K,3 -
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ï ) o ^ h ]  . . . 

a

y  ~  O
Ay<'y^vî C ^- ï̂v-ç -'» ] t y - ^ r ^ ' ^ 3

Usando ( i i i )  se compr ueba  que t r a z a s  son n u l a s  y c u â l e s  no,  y se 

l l e g a  a l a s  r e p r e s e n t a c i ones dadas  p or  i v ) .

2 . 4  Cons 1der emos a ho r a  e l  caso n = 2 r + l .  La r e p r e s e n t a c i o n  de l  

gr u po  de L o r e n t z  b a j o  l a  que se t r a n s f o r m a  e l  b i s p i n o r  

es :

[ ( r  + 1 , o) ® ( o , Y + n ]  ® I )  g )  , v ) ] m  . . .

. . . f î ) ®  ( î - 7  ' i - ' O ] ®  [ f  7 + } ’ î  )  ®(^J ' ï  4  ) ]  ( I l . 43)

Dado un d i a g r a m a  de Young d e l  t i p o  , l a  r e p r e s e n t a c i ô n

a l a  que va a s o c i a d o  es ^ ~  g)  ̂ ( en l a  no

t a c i ô n  u s u a l  ( s p i n o r s ,  s p i n o r s  c o n j u g a d o s ) ) .  Si  m u l t i p l i c a m o s  e s t a  re  

p r e s e n t a c i ô n  por  ( ^ , 0 )  ($) ( 0  , ^ )  obt enemos l a  c o r r e s p o n d i e n t e  a un 

t e n s o r - b i  spi  n o r , i r r e d u c i b l e  en sus i n d i c e s  t e n s o r i a l e s  ( b a j o  el  g r u ­

po de L o r e n t z  c o m p l e t e ) .

En e l  caso ^ i - O  , e l  r e s u l t a d o  e s :

=  (  ^ 4 ' '  î ) ® ( t  ' )  ®  (V ' r  ) « '  ( t  ' \ '
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y l a  c o n d i c l ô n  ( v e r  P r o p . 3 ( 1 ) )

Y  -  O ( I I  . 4 4 )
Q (3 T  yu .jü ,

a n u l a  1 os compqnent es  de l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  " Y  ' t ' ) ®  C t  ' “T  }

/ 4 ' , \  y  +A \
con l o  que nos quedan s o l o   ̂ - y -  / y  j  y  , - y  )

Si  e l  d i a g r a ma  es [ Y , , o ]  e l  numéro de i n d i c e s  t e n s o r i a i e s  es 

^  y c o r r e s p o n d e r ë  a un b i s p i n o r  ’ *̂ '1^+4 } _ En e f e c t o ,

, y )  ©  (-  ̂ , ^ ^ ^ )  es la  u l t i m a  de l a s  r e p r e s e n t a c  1 ones que a p a r e c e n  

en l a  r e l a c i ô n  ( 1 1 . 4 3 ) .

En e l  caso ^ 7 + 0  s i  p = y q = ’

[ ( l . o )  ®  f o . - O ] ®  [ C p . ^ l ®  f t . p ) ]  =

-  t ( p + î  I 1 1  ©  ( ^ ,  P + i l ]  ® [ ( ^ 4 ' P ) ® ( v 4 4 ) ] ©

8> l ( r '1 ' r  ) ® ( V ; ' P ) l  ® K p' î '^1 ® P 'T  ) ]  (11.15)

C o ns1der emos a l g u n o s  casos c o n c r e t o s :  Sea

\ t ~  L y -  -

La r e p r e s e n t a c i o n  p r o d u c t o  es :



4 7

(0U  t + <  ' t ) J

®  [ ( ^ 4 ' ' T  )  ®  ( t  ' 4 '  ) ]  ®  [ ( 4 '  ' T  - 0  ®  ( Î  - ' ■ M -  \

El t e n s o r - b i s p i n o r  » con 7\^= r ,  se t r a n s f o r ­

ma con e s t a s  r e p r e s e n t a c  i o n e s . P e r o :

(3 
(

( v e r  Pr opos 1 c 1ôn 3 ( 1 i ) ) .

E n t o n c e s  Y  , ,  , es s i m é t r i c o  en n .  / i , . .. , y c o -

mo

se t i e n e

^  l ” - « )

ademâs ( v e r  Pr op .  3 ( i ) )

.  ^ ( o  se t r a n s f o r m a  con
6 T  ] ( /jy -. • -/fv .» ! )

[ ( 4 ' 3 ® ( z ® /  4 ) ] ® [ ( " 4  ' î
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( con mas e x a c t i t u d ,  no t i e n e  component es  en l o s  c u a t r o  b l o q u e s  de r e ­

p r e s e n t a c i o n e s ,  p er o  no nos i m p o r t a  a h o r a ) .

As 1 p u e s ,  al  c u m p l i r s e  ( 1 1 . 4 6 ) ,  se t i e n e  que I D ^  , , , ,  i

se transforma con ^(y  + 1 , ^ ^ )  0  ( ^ ^  , y  + 1 )J ®  ^ ( ^ - ^  , ^) ®  (y  . ~p̂ j]

Es e s t e  un r e s u l t a d o  é q u i v a l e n t e  de a l g u n a  f or ma a l  e n c o n t r a i o  p^  

ra t e n s o r e s :

que se t r a n s f o r m a  con + ( ^ » - ^ ^ ^ ) -

El  caso s i g u i e n t e  es = 2 .  La r e p r e s e n t a c  i 6n p r o d u c t o  

s é r i a  :

[(4 I ' I ®(î '40]®[(ï + ? ' i T '■î)]'® 

®  f ( v  ' î  '  0  ®  ■ i '  ^

s i  e l  t e n s o r - b i s p i n o r  , f u e r a  i r r e d u c i b l e

en sus i n d i c e s  t e n s o r i a l e s .  Per o  no es e s t a  l a  si  t u a c i ô n  como sab»mos 

de l  caso de s p i n  e n t e r o ,  s i no que se v e r i f i c a :  ( v e r  P r o p . 2 ( 1 i 1)

^  , r  i  ip '^ ,  „ , 1 ( 1 1 . 4 9 )
’ [ i y ' ,3  (yA  "  L| V  • • /J <"+1 )

es d e c i r   ̂ , , r, ,  j se t r a n s f o r m a  en l os  i n d i c e s  t e n m r  i a



49

l e s  con | j y  + 1 ,  y  -  1 ) 4» ( y  -  1 . y  + l j j  ®  ( ^  . ^ )  y mul t i  pl  icariclo por

, 0 ) 0  ( 0  , y ) , r e s u l  t a  :

m' Y - 4 ' I  E)]® [ ( ï + p t  "4 ®  ( V  i / 1   ̂O ]

 ̂ I  ' 0  ® ( î  " i '  ® [ ( t, / 1 -T )

®   ̂ \ )  ©  ( ^  / X ^ O l  [ (  V  î ' 0  ^  ( t ' I  "9 ) ]

Per o  aûn f a  1 t a n  por  c o n s i  d e r a r  a l g u n a s  c o n d i c i o n e s .  La e c u a c i ô n

" O  ( H . 5 0 )

i n m e d i a t a  de ( 1 1 . 4 8 )  a n u l a  l a s  component es  sob r e

[ C ï " 1 ' i ) ^ [ i ' r  - T ) ]

( pues  VD , -  O l a s  a n u l a b a  ( 1 1 . 4 4 ) )

a n u l a   ̂ X  ' F "  ̂  ̂ ^  ̂ f   ̂ s i n mas que compar a r  con e l  caso

a n t e r i o r ,  y por  f i n  ( v e r  P r o p . 3 ( i ) )

V 4  iO -  O
y* t  • • - y j va-a|

a n u l a  l a s  de | ^ ( y + l  ® ( y - y

Luego , se t r a n s f o r m a  con
r  ry < A y ti]ry » ,y ..]^ |jr .. }
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l ( V ' I  4  0 ® ( z - ‘ 4 . 4 ) ]  ®  + ^ - 1 )  ©

I (  I  ■* I ' Î  ) ® (  ?'  I ' D ]
De e s t a  f or ma  p odr î a mos  cons i d e r a r  l os  dem5s t e n s o r - b i s p i n o r s  que a p ^  

r e c e n  en e l  d é s a r r o i  1 o de ■ ° i tT+A^ _ N i n g u n o ,  s a l v o  e l  p r i m e r o

 ̂ es i r r e d u c i b l e  y l a  c o n t r a c c i ô n  con ( que  s u s t i t u y e

a q u i  a l a s  t r a z a s  que t oml bamos en e l  caso t e n s o r i a  1 )  nos va dando  

t e n s o r - b i s p i n o r s  de un o r d e n  i n f e r i o r .

Haremos a c o n t i  n u a c i o n  un d e s a r r o l l o  p a r a l e l o  a 1 caso de s p i n  e n ­

t e r o ,  p a r a  un b i s p i n o r  t o t a l  ment e  s i m é t r i c o  con un numéro i mp a r  de f  n̂ 

d i c e s .

\ . \  ^ 1 * ‘ ■ A ]
2 . 5  Dado Y  , l o s  t e n s o r - b i s p i n o r s  que a p a r e c e n  en

su d é s a r r o i l o  son i d é n t i  cos en sus i n d i c e s  t e n s o r i a l e s  a l o s  t e n s o r e s

V ...
d e l  d é s a r r o i  1 o de ^  ( 1 1 . 4 2 )  Sean pues e s t o s  t e n s o r e s

que se t r a n s f o r m a  con D^

^ r + l

X D
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donde D^,  son r e p r e s e n t a c i o n e s  ya e s t u d i a d a s  ( 4 .2,1 v ) .

Si  = ( y  , 0 )  ®> ( 0  . y )  » es c l à r o  que l os  t e n s o r - b i  spi  nor s  del

d e s a r r o l l o  de .. c/ix+A ) gg t r a n s  f o r m a r â n  ( no con t odas  pues fal^

t a n  c o n d i c i o n e s  que a s e g u r e n  l a  s i me t r i a  d e l  i n d i c e  con l os  de

mas)  con l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s :

\

. . .  y t.A .}  A  <B> Dr4i

Veanios c u a l e s  son l a s  c o n d i c i o n e s  que a s e g u r a n  l a  s i  me t r i a  de l  i n d i ­

ce

En e l  caso r  = 1 ( A p . 1 , 3 )

se t r a n s f o r m a b a  con A ®  ( y  , y )  p e r o  deb i do a l a  c o n d i c l ô n

s o l o  l o  hace con (1 , y )  ®  ( y  , 1 ) . se t r a n s f o r m a b a  con A ®

®  [ ( 1 , 0 )  + ( 0 , 1 ) ]  p e r o  , é l i m i n a  de [ ( y  , 0 ) ( D  ( 0 , y ) J

1 , y )  € > ( y , l ) ] ® A  l à  r e p r e s e n t a c i ô n  A ( p a r a  que i u e r a

i r r e d u c i b l e  b a j o  e l  g r upo  c o m p l e t o  d e b e r i a  t r a n s f o r m a r s c  s o l o  con una 

de l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  [ ( y  , 0 )  *- ( 0  , y ) ]  y [( 1 , y )  + ( y  , 1 )j. Nô t e s e  s i n
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embargo que \  ' f o  V se t r a n s  f or ma con ( 1 , y )  G  ( y  , 1 ) .

Es t a  es l a  r a z ô n  de que a p a r e z c a n  l a s  dos r e p r e s e n t a c i o n e s ) .

Es t ud i e mo s  e l  caso r  = 2 .

+ C - ' ) " ' " '  +

'■5

con l a s  r e l a c i o n e s  o b t e n i d a s  en e l  caso n = 4 ( A p . 1 , 6 ) .

El  hecho de s e r  t o t a l  ment e  s i m é t r i c o ,  l l e v a  ( A p . 1 , 1 1 )  a l a s

e c u a c i ones

-  o  ü A '  ^  °

con l o  que U)*  ̂ se t r a n s f o r m a ,  en l u g a r  de l a  r e p r e s e n t a c i ô n ;
T

A®> C't.O  ̂[Ct ' 4 ® ('*• T.)] ^ ® (^4)]
s o l o  con [ ( y  , 1 ) m ( 1 , y ) ] .

se t r a n s f o r m a r î a  con
V Cynjj'

© ( i , [ ) ]  = [ ( ? 4 ) © C 4 . ' î )1 ® [ O ' D ® 0 ’ " ] ®  

© (1,0] ® f (!,») ® (°, D ]
per o  '  0 é l i m i n a  l a s  r e p r e s e n t e d  ones



5.1

( v e r  e l  caso a n t e r i o r )

1 uego

Como -  y  Tv> ( A p . 1 , 1 1 ) ,  en ^  a p a r e c e n  l a s  r e p r e s e n

t a c  1 ones b a j o  l a s  que se t r a n s f o r m a

En c u a n t o  a l  t e r c e r  t e n s o r ,  se t r a n s f o r m a r î a  con

f \ ®  i O > o )  ©  ( o , l )  ®  r  [ ( I  , ü )  0  ( 0 , 5 ) 1  ©

^ r ( A t ) ©  ®  [ ( | , o )  ©  ( o ,  3 ) ]  e

®  [ (  \  ' O  ©

p er o  l a  c o n d i c l ô n  '^Cyn>îfp;i î  é l i m i n a ,  como en e l  caso a n t e r i o r

l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s

y ( i , o V © ( o , l Y ]  ^

As î  pues - se t r a n s f o r m a  con:
C;A' ' iUA]

[ ( f , o ) ©  ( o , s ) j  ®  r ( ^ ' U ® ( 4 ' ' 2 ) ] ® f  c D ' ) t o ( ^ i ) ]

de a c u e r d o  a l a  r e l a c i ô n  ( A p . 1 , 1 1 ) ;  '  y

Cons i der emos a ho r a  e l  caso g e n e r a l :

Pr opos i c i ôn 3 :

W i  . . .  ^
Sea y b i s p i n o r  de ®p = 2 r H l *  t o t a l i n e n t e  s i m é t r i c o  en
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!
sus n i n d i c e s .  Si  !

(11.51),

“i. ' ' '*

, OflYd 0̂7

e n t o n c e s ,  l o s  t e n s o r - b i s p i n o r  que a p a r e c e n  en e s t e  d é s a r r o i  1o v * r i f i -  

can l a s  s i gui  e n t e s  c o n d i c i o n e s :  ( D e l  caso de s p i n  e n t e r o ,  c o n oc mo s  

l a s  p r o p i  edades de s i  me t r i  a en l o s  i n d i c e s  t e n s o r i a l e s  de e s t o s  t e n ­

s or e s  bi  spi  n o r s ) .

^  . . .  C

t  . . .

i i )

-  O

-  O

r  O  

~ 0
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i i i )  l a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  b a j o  l a  que se t r a n s f o r m a n e s t o s  t e n s o r -  

bi  spi  n or s  son:  ( v e r  ( 1 1 . 5 2 )  p a r a  l a  d e f i n i c i ô n  de A j ^ )

Y  lyx, . . .   ̂ A ®  y por l a condiclôn i i )  A  y

U)0<

•• '  A ® > T > î y - i  — -4

. . .  '  A  ®) — , A , v

D e m o s t r a a i d n :

i )  p a r a  r = l y r = 2  1o hemos hecho e x p l i c i t a me n t e  , 

s u p u e s t o  p a r a  r - 1

T  r ( Y / ; c Y  %  %

i m p l i c a

\ ... )
y como C|3 es t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o  y de r ango  2 r - 1,  es i n

m e d i a t e  que V v  (J) r O  como q u e r i a mo s  p r o b a r .
" '

Los demâs t e n s o r - b i s p i n o r s  a p a r e c e n  en l os  d e s a r r o l l o s  de 

I (rtj , . . I 1 (cXj . . . 0fvf44 j
Cp y Cj) , p e r o  demos t r amos  en e l  caso

de s p i n  e n t e r o ,  que l o s  de i g u a l  r a n g o , s o n  i g u a l e s  ( c a mb i a n d o  a d e c u a -  

dament e  l o s  i n d i c e s )  y p o r  l o  t a n t o ,  como c ) ) ^ ' ^ A  q  , por  

el  caso r  = 1,  se t i e n e  que t odos  e l l o s  v e r i f i c a n  l a s  c o n d i c i o n e s  de
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( i )  s a l v o  e l  u l t i m o ,  que s o l o  a p a r e c e  ei  e l  de
.  . .  CyJzv-iyMïvJ

s a r r o l l o  de Cl) y por  l o  t a n t o  v e r i f i c a  l a  mi s ma c o n d i t i o n
[/XV}

que e s t e  t e n s o r  b i s p i n o r :

, VP r  T ~  ^
°* '  F/Jr/Ji ]  • - • F^7V-1 / ^ ï ^ ]

i i )  se p r u e b a  como en i ) .

V ' - ( » • ) ' ■ ,  V , ' . ; ; '  .

D é s a r r o i  1ando l os  dos mi embr os  de e s t a  i g u a l d a d  se t i e n e :

+ . 4 / " "  d  ) ° ^ " '  I s i met r i z ado  en 0;..

. . .  (  1  -
J  F/^vy*î i  - - / l î ’' -’ i /J-'

. . .  +  2 , ( ( r f - r ' C ' ) " ' " ' '  _ ( c r / " ' ' ° ' " '  _

i  v iu m  ^ Y ' " '
l  0 3 ryiyi , ]F; -»»/x, i  . . . C/ ^zY- t  J A i y - , ]  ■*

y de a q u i , i g u a 1ando l o s  c o e f i  c i e n t e s  de l o s  e l e m e n t o s  de l a  ba:e se 

l l e g a  a l  r e s u l t a d o  i i ) .
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i i i )  e l  c â l c u l o  de r e p r e s e n t a c i o n e s  es ( v e r  P r o p . 2 ( i v ) ) ;  

= ' î  )

Y )

T> ) ]  0) ( y  • Y )

0  . .  . ®

u . - ,  A C - D ' D J ® ( i

.-F )  s i  r  es i mpar

C t '  t ) © ( V ' t Y *  '■

C*2v - [ (v.ol ®  (0,-f (y -l.i) ffi (i ,y-î)]®..-

f  ) ®  C ^ V ' ^ " T * )  s i  r  es i mpar. . - 0  J

(  A  Y  ) s i  r  es par

M u l t i p l i c a n d e  por  A  •

A < à t . ,  -  ®  (  D  ) ]  ®  ) ]

A &D„, --\(-y ,Y)<£> ( y  • )] ® [ ( r ' D )®(V ■ f )]©

® [ ( V  ' " 4 ‘ )  < b (" 4  ' D " ) ]  ® [ (  T ' 4  )  ® ( " 4  ' ? ) ]

A 1),̂ , - f (4 ' ' 4  ) ̂  44  ' 4  )1 ® I ( T c f )®(4  ' %]
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^ [ ( 4 4 ) ® ( 4  V ) ] ® [ ( 4 ' 4 ) ® ( 4 '  4 ) ] ®  

® 1 4  ■ D ® 4 . 4  ) J ® [(-I ' 4  ) ® ( ' I )J

A»T)zy_, 3 [(v,i ) © ( i  ,z)] ® [(Y-1, & ( i  , r-d)] IS

®> [ ( y - Y  0  ®  ( r  Y  -  i ) j ©  [ ( V - L  , o )  ®  ( o ,  V - |  ) ] o . ,  ,

A  s i  r  es i mp ar

A  ^  ^ T 4 < s i  r  es par

=  [ ( Y 4 t , 0 )  @ ( 0 , Y Y l ) j  0  [ ( V - Y ° ) ®  ( 0 , V - 2 ) ) ©

A<s> t ) V+i  SI  r  es i mp a r

A ®  t ) r SI  r  es p a r

y a l  a p i i  c a r  l a s  c o n d i c i o n e s  de i ) ,  e s t a s  r e p r e s e n t a c i o n e s  se »edu-  

cen a

© y
( 4  ’ l )  A .

^  [ ( 4 ’ 4 ) ®  ( ' t ' ' 4  ) ] * A v  -  A > j

4 4  ' 4  ) ®  C 4 - 4 ) ] ® ^ -
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n ] ®

( I  I . 5 2 )

Ob s e r v e s e  que cada t e n s o r - b i s p i n o r  c o n t r a i d o  con da e l  t e n s o r - b i ­

s p i n o r  a n t e r i o r ,  es d e c i r ,  como ver emos d e s p u e s ,  l a s  e c u a c i o n e s  de or  ̂

da van a s e r  de p r i m e r  o r d e n .

En e l  caso de s p i n  e n t e r o ,  l a s  t r a z a s  de cada t e n s o r  son e l  t e n ­

s o r  dos r angos  i n f e r i o r ,  y l a s  ecua c  i ones s e r â n  de segundo o r d e n .



^0

CAPITULO I I I .  BI SPI NORS NO SI METRI COS

1.  Has t a  a h o r a  nos hemos l i m i t a d o  a cons i d e r a r  tensores bajc e l  

gr upo SU( 2 , 2 )  t o t a l m e n t e  s 1 me t r 1 c o s . Se ha v i s t o  como l a s  e c u a c i o n e s  

de B a r g ma n n - Wi g n e r  i mp u e s t a s  a e s t o s  t e n s o r e s  l l e v a b a n  a cond i c ' ones  

de masa y s p i n  u n i c o , y l a  e q u i v a l e n c i a  de e s t a s  e c u a c i o n e s  con l a s  

de F i e r z - P a u l i  y R a r i t a - S c h w i n g e r .

E s t u d i a r e m o s  aho r a  que o c u r r c  cuando  l o s  t e n s o r e s  p e r t e n e c e n  a 

o t r o s  t i p o s  de s i m e t r î a .  Usando r e s u l t a d o s  a n t e r i o r m e n t e  expuest os  

( § 1 ) ,  l os  d i a g r a ma s  de Young a t r a t a r  son a q u e l l o s  que t i e n e n  t r es  o 

me nos f i l a s .  Per o  l o s  que t i e n e n  t r e s  f i l a s ,  son c e r o  n e c e s a r i a m e n t e  

s i  v e r i f i c a n  l a s  e c u a c i o n e s  BW ( G u r a l n i k  1 9 6 5 ) .  En e f e c t o  sea

un b i s p i n o r  de r a n go  n , con un g r u po  a l  menos de t r e s  i n d i c e s  a n t i  s_i_

m e t r i c o s ,  es d e c i r  que p e r t e n e z c a  a un d i a g r a m a  de Young d e l  t i p i

\  J  con A   ̂ /  0 .  Si  v e r i f i c a  l a s  e c u a c i o n e s  BW en e l  sis- .ema  

en r e p os o  :

( r  ± l )  , 4  r O ,

I ' \
Usando una r e p r e s e n t a c i ô n  de en l a  que ^ ^  j  j vemos

que l o s  i n d i c e s  °( ^ . . .  ̂ s o l o  pueden t o ma r  l os  va 1 o r e s  1 y 2 ( en e 1

O CK I y * * • •

caso de e n e r g î a  p o s i t i v a ,  - 1 )  = 0 ) .  Los v i l o



C)1

r es  3 y 4 dan component es  n u l a s  ( r oc  i procanien t e  s i  tomamos

n .. I , ^1 • • ■ ^  i ' • • n
(X + 1)  I " 0 ) .  Pe r o  s i  e l  d i a g r a m a  de Young t i e n e

t r e s  f i l a s ,  en una col umna hay que c o 1 o c a r  t r e s  va 1 or es  de l  i n d i c e  

di  s t  i n t os  ( deb i do a l a  a n t i  s i m e t r i a  ) ,  de l o s  que no d i sponeni os.  Por  l o  

t a n t o  e l  b i s p i n o r  es i d e n t i c a m e n t e  n u l o . Podemos pues r e s t r i n g i r n o s  al  

caso de d i a gramas

I c< ,  . .  . 0(r̂
Ahor a  b i e n ,  s i  y  cumpl e  l a s  e c u a c i o n e s  BW, se compo r t a

en e l  s i sterna en r e p o s o  como un t e n s o r  b a j o  S U ( 2 ) .  En una base en l a  

que S U ( 2 , 2 )  a c t u e  c o n s e r v a n d o  l a  f o r ma  c u a d r a t i c a  I z I  ̂ + | |  ̂ - | z  ̂ | ^

-  | z ^ | ~  s i e n d o  ( z ^ , Z g , z ^ , z ^ )  l a s  component es  de un v e c t o r  s ob r e  e l  

que ac t ua  e l  g r u p o ,  + 1 p r o y e c t a  en e l  e s p a c i o  [( y las mat r j

ces U 6 S U ( 2 , 2 )  que de j  an i n v a r i a n t e  e s t e  e s p a c i o  v e r i f i c a n  

f o r ma n d o  un sub gr up o  S U ( 2 ) .  Per o  en S U ( 2 ) ,  l o s  di  agr amas con dos f i ­

l a s  son é q u i v a l e n t e s  a l a  que r e s u l t a n  de s u p r i m i r  l a s  col umnas con 

dos f i l a s  ( un i modul  a r i d a d  de S L I ( 2 ) ) .  Es d e c i r ,  t odos l os  di  agr amas  

son é q u i v a l e n t e s  a d i a gramas s i me t r  i cos y l os  r es  u 1 t ados  c on c e r n  i e n ­

t e s  a l  s p i n  ( l a  masa es û n i c a  como c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  de l as  e c u £  

c l o n e s  BW) son l os  ya  o b t e n i  dos p a r a  l os  b i sp i nor s  s i m é t r i  c o s , a u n q u e  

e l  numér o de component es  y l o s  d é s a r r o i  1 os en f unci  on de l a s  m a t r i c e s  

de D i r a c  sean d i s t i n t o s ,

Podemos e mp l e a r  un s e n c i l l o  a r g u m e n t o ,  g e n e r a  1 i z a c i ô n  de uno de 

L u r i é  p a r a  b i s p i nor s  s i m é t r i c o s  ( L u r i é ,  19 6 B ) p ar a  demos t r a  r e s t o s  r e -  

s u l t a d o s  r e f e r e n t e s  a l  s p i n .

Sea un b i s p i n o r  de r an go  2 s i m é t r i c o  que v e r i f i q u e  l a  e c u a c i ô n  

de D i r a c  en cada i n d i c e .  En e l  s i s t e m a  en r e p os o
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-  1 = 0 ( e n e r g i a  p o s i t i v a )  y  °  = ^ - 1

y l a s  s o l u c i o n e s  pueden e s c r i b i r s e  como:

\[2

El  o p e r a d o r  de s p i n  es S = ( S^  ®  1 + 1 ®  S^)  con

 ̂ |JZY> ■ zj"

y l a  component e  12 ,

a p i i  cada a l a s  t r e s  f une  i ones W   ̂ en una r e p r e s e n t a c i ô n  de las ma

/ I
t r i c e s  ' ^ 4  en l a  que Sj ^  = y

V ‘ -i/
'  o 4 Y -  t> 0 \

U)

~  ̂ J J , t e n e m o s ;

de i g u a l  f or ma

a  oi'fi,' ^ u )
r  K'/?.' ^
A,, LU,,)' z  O
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«('A o*.(S

E s t e  argumen t o  se g e n e r a l i  za s i n  d i f i c u l t a d  a c u a l q u i e r  s p i n ;  sean:

\o<4.,.oZh} f^°(n
^ ( 4 )  -  O i  ^ 4

U )

. ^(31

=  z  r j

z  ( s %  c r ^ s " ; )

El  o p e r a d o r  3^ component e  de s p i n  ès ^^2 " (^^12 ®  ̂ ®  • • •  ^ I s i m  ^

a p l i c a d o  a  ̂  ̂ nos da

' co^12 -  (  X  ^ +  X  )  ^ ( O  -  Y

^12 ^ i i )  -  ̂ + X "X )  ~ [^C' -̂O Y “ Î  1 VJ(t)

^12 = ( ' Î  '  -  i )  ^ ( « 4 0  -  -

Par a  b i s p i n o r s  no s i m é t r i c o s  que se t r a n s  f or men con un d i a g r a ma  

de Young d e l  t i p o  [ r , s ]  , s 6 r  , se c o n s t r u y e n  üü  ̂  ̂ \  . . . +1 )  ̂n = r - s

usando l os  o p e r a d o r e s  de Young c o r r e s p o n d i e n t e s  a 1 as s i me t r  i a s de es e
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I i
d i a g r a m a .  A s i pues s i  e l  b i s p i n o r  es ' y

o l ^  1 " * * ̂  1 * * * ^  Kl
l a s  f  une i ones so l  uc i on  de -  1 ) c(  ̂ ^ -  0 son:

. ( D r . . . c }

donde ^ ( ^ ^ p e n d e  d e l  i n d i c e  i ( i = l , . . . , r - s  + l ) .  Es de 

c i r ,  l o s  p r i m e r o s  p r o d u c t o s  son i g u a l e s  p a r a  t odas  l a s  f u n e i ones OÔ  . j , 

pues r e f l e j a n  l a  a n t i s i m e t r î a  de esos i n d i c e s .  El r e s t o  es s i m é t r i c o  

en t odos  l os  i n d i c e s  y r e p r o d u c e  l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i  dos p a r a  b i s p i ­

nor s  s i m é t r i c o s .

I

2.  Cons i der emos a l g u n o s  e j e m p l o s  de b i s p i n o r s  con s i m e t r i a s  mi)( |

t as  : !
j

a )  El  d i a g r a ma  no s i m é t r i c o  mâs s e n c i l l o  es : '4^'^ b i s p i -  |

nor s de r an go  2 a n t i s i m é t r i c o . j
Su d é s a r r o i  1 o en l a  base  ( A k j  e s :  i

C c ' 4 x  +  - i ( - x » ' r ' c ' r V

y a p l i c a n d o  l a s  e c u a c i o n e s  BW:

X  = 0  , X g  Z Z  p ^ X ;  X;  = o  ( I I  1. 2)

1 uego

con ( p^ -  m^) Xp = 0
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r  n 1b)  El  d i a g r a m a  [ 2 , l J  c o r r e s p o n d e  a un b i s p i n o r  Y  que v e r i f y

ca ( A p é n d i c e  1 , 4 )

E s t a  u l t i m a  c o n d i c i ô n  se o b t i e n e  de l a  e c u a c i ô n  de s i m e t r i a  d e l  d i a g r y  

ma I y  t.|> r  kr

Y = o p e r a d o r  de s i m e t r î a  a s o c i a d o  a ese d i a g r a ma

Y = ( 1  + ( 1 3 ) )  ( 1  -  ( 1 2 ) )  ( ( 1 3 ) , ( 1 2 )  p e r m u t a c i o n e s )

y k es un numéro que v e r i f i c a  Y^ = kY ( A p é n d i c e  1 , 4 ) .

El  d é s a r r o i  1 o de  ̂ e s :

( c ' + 4 ' r " Z ' 4 ' f Y  d "  5)

que ya es a n t i  s i m é t r i  co en |&

Par a  que ademas se cumpl a  l a  r e l a c i ô n  ( I I I . 4 )  debe v e r i  f i c a r s e  

( A p é n d i c e  1 , 4 )

1 ’ *  " I I . r . )

Y  t i e n e  24 component es  menos 4 de l a  c o n d i c i ô n  ( I I I . 4 )  son 20 .

4^5 son 4 component es  y » son 16.

Al  a p i i  ca r  l a s  e c u a c i o n e s  BW o b t e n e m o s :

^  , ( T P - > ' u ) ' f 5  = 0  ( I I  1 . 7 ) .
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1
con l o  que e l  campo que r e p r é s e n t a  Y  t i e n e  mas a un 1ca y s p i n

1 / 2 ,  como c o r r e s p o n d e  al  un i co i n d i c e  y que a p a r e c e  s i n  a n t i s i m e t r i -  

z a r  en su d i a g r a m a .

S u s t i  t u y e n d o  ( I I I . 7)  en ( I I I . 5 ) ,

^  4- i  ( r r ' C ' 4 ? , , 4 ' r  3

con ( Y P - r n ) ' "  ^>5 - o

c )  Cons i der emos a u n , d  i agr amas con s o l o  dos i n d i c e s  a n t i s i m e t r i -  

cos.  El  s i g u i e n t e  caso es [ 3 , l ]  ( v e r  A p e n d i c e  1 , 7 )

X :  4  ( v ) ' c - Y ' ' ' ( ï v C - ’ r ‘ y r +

^ ( C "  (c r^ „  C ' ) ' " "  y : / " '  ^  Y c ' T ' " '  ( O T - C - ) " ' " '  +

+ ( Ï 2 . r c - ' ) " " ' Y ( r . p c y  " . ' ■ • 9 )

Par a  que sea i r r e d u c i b l e ,  es d e c i r ,  p a r a  que v e r i f i q u e

[<X,ofO (<X;ço<si ^  ^  ^  ^
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se deben v e r  1 f i  c a r  l a s  c o n d i c i o n e s :

X , .  2 1  X , / "

y a l  a p l i c a r  l a s  e c u a c i o n e s  BW se o b t i e n e

( I I I . 1 0 )

K  _ _y"" = X r  O

, x r L - - ( p ' ‘ D - r x n  ( 1 1 1 . 1 1 )
=’ VY»  ̂ 2 m

3  0

( I I I . 12)

( I I I . 1 3 )  

( I I I . H )

Ent onces  e l  b i s p i n o r  I se puede p o n e r  como:

«(,«/% r v _____

■H-
c 'j ( I I I . 15)
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3.  Pasemos ya  a l  caso g e n e r a l  de dos i n d i c e s  a n t i  s i m é t r i  c e s . 

Pr opos i c i ôn 4 :

> '  ' ^ 2 r  }

Si  Y  es un b i s p i n o r  que se t r a n s f o r m a  baj o

S U ( 2 , 2 )  de a c u e r d o  a l  d i a g r a m a  de Young [ 2 r  -  1 , l ] , y cumpl e  l a s  e c u a ­

c i o n e s  BW, se v e r i f i c a :

T T  C ’ I
* L a  L  ^  ^ ( I  I .  16)

donde ( es t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o  y de t r a z a s  n u l a s ,  con

V -  O  ( n i .  17)

( p^ -  m^)Xg'^^'  " % O  ( I I I . 18)

1 es el coef iciente de C ) * )

. . . en et d e s . r r . t t .  de

en la base Ai, ® ••• ® A .  .
^4 " r̂

Demos trac ion  :

Usando l os  r e s u l t a d o s  de l o s  b i s p i n o r s  s i m é t r i c o s  ( § 1 1 ,  Pr op 1)

V - \  r-

i " " " ' " — % y , :  , - i
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con CP, , s i me t r i co  y de trazanulae'n sus indices tensor i a -

les, y
[cl^dx]

, r O
Yi /Ai  

? ? ^ 0

por 2.a),
V'l 1 ô'i'jiL"' I \

'sy;. p

V-l |- 'A I <
^ yy r î f j ^  #  C ' j  . X

_ j  I r ' ^

donde X5 } GS e l  c o e f i c i e n t e  de C” ) d e l  d e s a r r o -

l l o  de c b ,  ,

51 e l  numéro de i n d i c e s  es i m p a r ,  se t i e n e

Pr opos i c i on 5

\ Cd,dz]4d)  - ■ + < i
Si  b i s p i n o r  a s o c i a d o  a 1 d i agr an i a  de

Young [ 2 r , 1 j , que v e r i f i c a  l a s  e c u a c 1 ones BW, e n t o n c e s

_ j^)rp f v t i

Y-' 4%

, T T [ ï ^ r c - ]  _ C ; :
I t  I yur _. )  ( I I I .  19)

donde / i r . J es e l  c o e f i c i e n t e  de ( Y ' ^ C  ) C ^ ' C " )

- - \  \ '  C- /  . Es un t e n s o r - b  i s p i n o r , s i m é t r i c o  y de t r a z a s
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n u l a s  en sus i n d i c e s  t ens or  i a 1 es y que v e r i f i c a :

C ï P  - W )  - - 0  ( , , ,  . 2 0 )

y  ,  = 0  ( 1 1 1 . 2 1 )

D e m o s t r a c i â n :

Se s i g u e n  1 os pasos de l a  d e n i o s t r a c i ô n . a n t e r i o r . As i  p u e s ,  1 os bj^ 

s p i n o r s  de s ime t r i  as [ 2 r - l , l ]  que v e r i f i c a n  l a s  e cuac  i ones BW r e p r é ­

sent ât !  campes de masa u n i c a  y s p i n  r - 1 .  Los de s i m e t r î a  [ 2 r , l ]  campos 

de masa û n i c a  y s p i n  r  -  1 / 2 .

4 .  Los c S l c u l o s  p a r a  o t r o s  t i p o s  de s i m e t r î a ,  no o f r e c e n  mi yor es  

d i f i c u l t a d e s .  Veamos 1 os de d i a g r a m a s  [ r , r ] .

a )  Si  r  = 1,  es e l  caso a )  d e l  a p a r t a d o  2

b)  r  = 2 ,

^  ( S ' C ) ’'" ' '  f  C - X ,  +

' e - T ' C r c f +  ( r c - r ' (  v ^ C - ) X „  -

) ( C  +  y ;  +

^ h ^ r c T ' ( n T " " X .  ^ ( r c T " '  ( r ^ r c - p ' ' "  Y :  + 

4 ^ ' r c - r ‘ y : :
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a l  i mpon e r  l a s  c o n d i c i o n e s  de s i m e t r î a  ( A p é n d i c e  1 , 0 )

~ o

se v e r i f i c a  ( A p é n d i c e  1 , 0 )

V.   ̂ , X ' ; - - y ;  , x , Y x r

X + Xçç - X̂ç = o

y a l  a p l i c a r  l a s  e c u a c i  ones BW, ( A p é n d i c e  1 , 8 ) ;  

X-O Xç r o  X ç - O

X '" »  ^ p "  X , .  , x r ;  .  r P ' X "

( f - w > 1 X „  - O

E n t on c e s  podemos e s c r i b i r :

[ ( v r c ' ) " " '  ( f  C - f ' " V  & ' c )  Y y ' C  P' '  +

( I I  I . 2 2 )

( I I I . 23 )

( I I I  . 2 4 )

( ï . r c T ' " - ^ r p ' ' x Ç5

, r-
r c "

MA

t -̂Of

X .
( I I I . 25 )



c )  Se t i e n e  l a  s i g u i e n t e

Pr opos i c i on 6

Si  Y  es un b i s p i n o r  a s o c i a d o  a l  d i a gr a n i a

de Young [ r , r j , que v e r i f i c a  l a  e c ua c  i on BW, e n t o n c e s :

X s  . s M  ( I I I . 2 6 )

donde S [ r )  c o e f i c i e n t e  de • C V ^ C

y v e r i f i c a  ( p^ -  m^)Xg ^ ( r )

^  d e s c r i b e  un campo de masa m y s p i n  0 .

Demos t r a c i ô n

Es i nmedi  a t a  : por  e j e m p l o ,  p o r  i n d u c c i ô n ,  p a r a  n = 2 e s t é  pr obe  

do ( p â r r a f 0 2 . a ) .

Si  n = 2 r  -  2 

p ar a  n = 2 r

y de l a  h i p o t e s  i s de i n d u c c i ô n  se deduce  l a  pr opos  i c i ô n .

5.  U n i e n d o  1 os r e s u l t a d o s  de 3 y 4 ,  l l e g a m o s  a l a s  f ô r m u 1 as s i - 

gui  en t es  :
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P r o p o s i c l ô n  7

Par a  un d i agr an i a  |ïs + m , s j ,  con m = 2 r ,  numéro t o t a l  de i n d i c e s  

n = p a r , s i  el  b i s p i n o r  cumpl e  l a s  e c u a c i  ones BW se t i e n e ;

i

-TT
con X

J--»

5 . . .  5

VVA

e l  c o e f i c i e n t e  de

( 1 1 1 . 2 7 )

y v e r i  f i  cando

( p^ -  m^) X.^% r O
( I I I . 28 )

I AJ,.. Uv)
X ç  ̂ es t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o  y de t r a z a  nul  a .

Si  e l  d i a g r a ma  es [ s + m , s ^  con m = 2 r  + l ,  numéro t o t a l  de i n d i c e

i mpar .

TT 'T-

T
(S •% 4 A

( I I I  . 2 9 )



74

donde y ç .  ç es e l  c o e f i c i e n t e  d e l  t é r m i  no ( I I I . 2 0 )  y es t o ­

t a l m e n t e  s i m é t r i c o  y de t r a z a s  n u l a s  en sus i n d i c e s  t e n s o r i a l e s ,  ver_^

. o

D emos t r a c i ô n

La c o mp r o b a c i ô n  es i nmedi  a t a  a p a r t i r  de 1 os r e s u l t a d o s  a n t e r i o -  

«"es ( p o r  ( I I I . 1 6 ) )

.......

y por  ( 1 1 1 . 2 6 )

S Y x . . .  } K , \

?v-i + %'

 x r : ; ' " ’

y de f or ma s e m e j a n t e  p ar a  e l  c aso  de numér o i mp a r  de i n d i c e s
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6.  A n é l i s i s  de r e p r e s e n  t a c i o n e s . El  e s t u d i o  de l a s  r e p r e s e n t a -  

c 1 ones b a j o  l a s  que se t r a n s  f o r m an e s t o s  b i s p i n o r s ,  es s i m i l a r  a l  he 

cho en e l  caso s i m é t r i c o .

a )  d i a g r a m a s  [ r , r ]

La r e p r e s e n t a c i ô n  de 5 0 ( 4 , 2 )  a s o c i a d a  a e s t e  d i a g r a m a  es 

( r , 0 , 0 )  que a l  r e d u c  i r s e  a 5 0 ( 3 , 1 )  nos d a :

Y  Y  ' t )  ® y )  ®- • ■ ® 0  ®  < - ^ K o , o )

Xg g se t r a n s f o r m a  con ( 0 , 0 ) .  Los demSs t e n s o r e s  no son en g e n e r a l  

i r r e d u c i  bl  es . El  de o r d e n  mâs a l t o  X ■ }^<\  se t r a n s f o r m a  con

( ^  , ^ )  ®  . . .  pues sus t r a z a s  no son n u l a s  ( en  e l  caso r = 2 ,  X^^^ -

-  X + Xr-c ) ; l a  s i m e t r î a  de X , , , es cons ecuenc  i a de l a  c o n d i -b 5 s • • • / ** •>

c i 6n

["̂ 4 «'il f<XC-l o(j} .. .

^  C-t,*,! .. . U , . , o ( p  . . .   ̂ . . .  [ ^ . r .  ( 1 I I . 30)

que a p a r e c e  d e b i d o  a l a  i r r c d u c  i b i 1 i dad de e s t e  t e n s o r .

La r e p e t i c i ô n  de r e p r e s e n t a c i ones se debe a 1o s i g u i e n t e :  Par a  

( 0 , 0 )  hay r  + 1 c o e f  i c i en t es  , c o r  r es  pond i en t e  s a 1 os e l e me n t o s  de l a  

b as e :

(C -'T '" ' , , ( c Y " ' ”'"   ̂ . (c

f f V'
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t e n g a s e  en c u e n t a ,  que d e b i d o  a l a  c o n d i c i ô n  ( I I I . 3 0 ) ,  1 os c o e f i  c i e n ­

t es  con i g u a l  numéro de f a c t o r e s  C~^ y son i g u a l e s .  Las r  de

( ^  , Y )  c o r r e s p o n d e n  a:

( c - r " '  C c f  

( r ^ ' c O

y as 1 s u c e s i v a m e n t e . Con , ^ - ^ )  s o l o  se t r a n s f o r m a n  dos t e n s o r e s

Los c o r r e s p o n d i en t es  a

( c " ')  C " )

C r c - r - ‘ ‘ ( y A ' . r C - ' ) ' ' ‘ ° ' \  . .  ( V ’ - ' X ’ C - )

b)  d i a g r a ma s

El  peso maxi mo es ( r  -  Y   ̂  ̂ Y )  y a 1 r e d u c  i r i  o a l  grupo de

L o r e n t z  queda :

[(C  t ) @ (Y 4 )]

■ ■ ®  ( l ' - i )  ( i ,  j ) a >  ( j  , ^)] ® ’" [ ( 1 ' . ° ) ®  ( ° '

y g se t r a n s f o r m a  con ( ^  , 0 )  CE) ( 0  , ^ ) .
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La r e p e t i c i ô n  de r e p r e s e n t a c  i ones o be de c e  a ra t on e s  a n â l o g a s  a 1 as adu  ̂

c i d a s  en e l  caso a ) .

c )  D i a gr a ma s  ( r  , r  -  2]

El  peso maxi mo es ( r - 1 , 1 , 1 )  que se descompone a l  p a s a r  a l  gru  

po de L o r e n t z  en:

[(I ® ■■

• - • e  ( Y -%) ' i ) j  ^  [ ( ' I  - (o -

®  C v - ^ ) 0 .  l )  ®

5 se t r a n s f o r m a  con ( ^  , ^ ) .

En g e n e r a l  1 os d i a g r a m a s  [ r , r - k j  , 0 < k < r ,  k p a r ,  se t r a  t an  de 

f or ma s i m i l a r .

d)  Los d i a g r a ma s  [ r , r -  k]  , 0 < ' k < ' r ,  k i m p a r , s i g u e n  esquemas se 

m e j a n t e s  a 1 os de 1 caso b ) ,  t en  i endo en c u e n t a  l a  c o n d i c i ô n :

que é l i m i n a  l a s  r e p r e s e n t a c i  ones de s p i n  i n f e r i o r .
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CAPITULO I V .  ECUACIONES DE EVOLUCION

1.  Una vez  c a l c u l a d a s  l a s  e x p r e s  i on e s  de b i s p i n o r s  de r a n g o  n 

en f u n c i ô n  de t e n s o r e s  y t e n s o r - b i s p i n o r s ,  quer emos e s t u d i a r  con mâs 

d e t a l l e  l a s  e c u a c i  ones de Fi  e r z - P a u l i  p a r a  s p i n  e n t e r o ,  y  R a r i t a -  

S c h wi n g e r  p a r a  semi  e n t e r o .  Buscâbamos en p r i n c i p i o ,  un f o r m a l i s m e  1 a -  

g r a n g i a n o  p ar a  e s t a s  e c u a c i o n e s . La mayor  d i f i c u l t a d  es l a  e x i s t e n c i a  

de c o n d i c i o n e s  aux i 1 i a r e s  que se pueden e v i  t a r  med i an t e  l a  i n t r o d u c -  

c i  ôn de nuevos campos que se a n u l a n  p or  l a s  e c u a c i  ones d e l  mov1mi  en t o  

o que son f u n c i  ones de l as  p r i m i t i v a s . Pa r a  s p i n  1 es pos i b l e  e n c o n -  

t r a r  una ecuac  i ôn en l a  que no a p a r e z c a n  c o n d i c i o n e s  aux i 1 i a r e s , per o  

su g e n e r a  1 i z a c i ôn a s p i n  2 y s u p e r i o r  l l e v a  a r e s t r i c c i o n e s  no e v i t a -  

b l es s i  no e s ,  como hemos di  cho a n t e s ,  i n t r o d u c i e n d o  mâs campos.  As î  

hemos o b t e n i d o  p a r a  s p i n  e n t e r o  e c u a c  i one s  de t  i po Sch r o d  i n g e r  

i c )^i j /  = Ht j z,  donde H es un o p e r a d o r  en l a s  d e r i v a d a s  e s p a c i a l e s ,  de 

2°  o r d e n ,  y c o n d i c i o n e s  a u x i l i a r e s  en l a s  que s o l o  i n t e r v i  enen d e r i v ^  

das e s p a c i a l e s .  Par a  s p i n  s e m i e n t e r o ,  l a  f or ma  de l a s  e c u a c i  ones es 

s i m i l a r ,  con H e l  h a m i 1 t on i ano de D i r a c  p a r a  s p i n  1 / 2 ,  p o r  t a n t o  de 

p r i m e r  o r d e n .  Tambi én es i n e v i t a b l e  l a  a p a r i c i ô n  de c o n d i c i o n e s  a u x i ­

l i a r e s  p a r a  s p i n  s u p e r i o r  a 1 / 2 .
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2.  Se pueden e s c r i b i r  l a s  e c u a c l o n e s  de K l e i n - G o r d o n  y P r o c a  en 

f or ma haini  1 t o n i a n a  ( F o l d y ,  1 9 5 6 ,  L u r l é  1 9 6 8 )  i n t r o d u c  1 endo campos a u -  

X i l a r e s  :

a )  A s î  p a r a  s p i n  0 ,  se puede  d é f i n i r

X^' r  -  ( IV .1)
VY)

con X un campo e s c a l a r  y X" p o r  l o  t a n t o  un v e c t o r .  Usando e l  p a r  de 

f  une i ones X , X ”

( D + m ^ )  X ( x )  = 0 =  ( X ( x )  = 0

como

se t  i ene

X = im X^

1 c) X = -  m X^ o

X® = z  A X  -  m X

( I V . 2 )

donde
-m

O en r e p r e s e n t a c i 6 n  de momentos

Los au t ova  1 o r e s  de il son 1 W (  p )

Il = [  1 _ g I con CO(| î )  t  + \ |
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1 M  1 '
SI  r e a l i  zamos l a  t r a n s f o r m a c i ô n  dada por  Q = —

V z  \  1 1
se o b t i e n e  e l  h a m i 1 t on i ano ( L u r i é ,  1 968)

1 / p ^  + 2m^ p^ \

 ̂ ^ ^  i  - { f  ^ 2nX)  )

Tî^
H y = ( + i 0~2 ) fin  ̂ m [Tg ( I V . 4 ) , ( CT̂  , (T̂  , (J^ m a t r i c e s  de P a u 1 i )

y l a s  f u n c i o n e s  en es t a  r e p r e s e n t a c i ô n  s on:

X.  = (X -  X ° ) ̂ V2

Xp = ^  (X + x°)
V F

/ i u ( p )
Si  hacemos l a  t r a n s  f or mac  i on dada por  P = donde

Y j q ï ,

a y d son no n u l a s ,  e l  h a m i 1 t on  i ano queda d i a g o n a l .  E l i g i e n d o  por  

e j e m p l o  a = t i ; ( ^ ) ,  d = m, 1 as au t o f  une i ones de H^,  = P H Q" \  son:

X^ = U ) ( p )  X + m X°  

y l a  e c u a c i ô n  que v e r i f i c a n  es :

P« I I = t A) ( ^ )  I 11+ I ( I V . 5)

b)  p a r a  s p i n  1,  l a  e c u a c i ô n  es

( □ *  ^ 2 )  = 0



Bl

En e l  d é s a r r o i  1o de l  b i s p i n o r  de r an go  2 s i m é t r i c o  ( A p é n d i c e  1 , 1 )  

a p a r e c  î a  e l  t e n s o r

Sus component es  i ndepend i en t e s  son X'  ̂ , i , j , k =  1 , 2 , 3 .

Ho es d i f i c i l  p r o b a r  que X^,  X"!*  ̂ se pueden e x p r e s a r  en f u n c i ô n  

de X*  ̂ y X®*^. A s î :

z i -  X "  -
2 m  I 1 ( IV, 7)

X ” - =  ( - « )

Las component es  X*^, X°*^ v e r i f i c a n :

2 m

1 uego

r  z  Y  (  c ) » x “ -  \

Ü  (VM' X " "  ( , v , 9 )

a n â 1ogamen t e

X " ' "  =
2 m

pues

V

%  X ' "  z  j -  ü y  y  X "
2 m  1

3 , , X ^  : 0  3 .  X °  r  - - a i ^ X "

CD"Y X '  z - m ’ X "
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1 uego

.  1  -  Ù )  -  7,"  x 4
z.m I *

tenenios l a s  e c u a c i  ones :

Si  se pone

se t i e n e : fj 4- b'' )  S ^

en l a  r e p r e s e n t a c i ô n  de momentos  

y s i  se pone

N A r  J L  A/  M ' "  z  j L  A / '  M A A " ^ = i
0>(pj  ' L O ( f )  '

y l a s  e c u a c 1 ones son : 

k

P I , o k = ^ ( p )
V( M

( I V .  10)

( I V . 11)  

( I V . 12)

( I V . 13)

( I V .  14)

con l o  que
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H = eu ( p ) ( j ( I V .  15)
0 I

t a n t o  X*  ̂ como X°^ son t e n s o r e s  1 r r e d u c i  bl  es de l  g r upo  de r o t a c i o n e s ,  

a s o c i a d o s  a l a  r e p r e s e n t a c i ô n  de s p i n  1.

1 / I  2 i
Si  hacemos l a  t r a n s f o r m a c i ô n  Q = ^ 1  ) obt enemos e l  h a m i 1 to

\ 1  - 2 i
n i ano ( L u r i é  1 9 6 3 )

k •
 ̂ I  (^ y W  -  A l  ^  è À -  T e )  (2)

-  ( ? m ' .

es d e c i r ,  en momentos

H, = Q H Q '  _
L 2 m

\  “ ' ^ ' 5  ^  ( o - , +  i o v )  _

y usando l a  r e l a c i ô n  p^p^î = p^ -  ( ̂ .  ̂  ) ^ , con ?  o p e r a d o r  de s p i n  par a  

5= 1 ,

H l 4 iCT, ) Ü  4- w i O-, _  ( (Jl  Ë L z i f  —  ( I V . 16)
^ 2 m  Vn

que es el  de s p i n  0 ( I V . 4 )  mas e l  t e r m i n e  - i  CT  ̂ ^— z J i A  )_ puede

h a c e r  una t r a n s f o r m a c i ô n  q u e ,  como en e l  caso de s p i n  0 ,  11 eve  a l  h a ­

mi 1 t on i ano ( I V . 15)  a una f or ma  d i a g o n a l ;

( H o ) '  S '  ^ ( I V . 17)

f  A AM \
Sea P = I , I c o n  A, D m a t r i c e s  r e g u l a r e s  3 x 3 .

V - DM’  ̂ 0 /



Ent once s  = PHP"^ y

+ : =  A \ ( x ' + m s

4 %  ( > - ' ) %  x ^  ' . x - )

son l a s  a u t o f u n e i ones de H.

No es pos i b l e  h a c e r  l o  raismo en s p i n  s u p e r i o r  a 1.  O c u r r e  i g u a l  

con l a s  ecuac i ones de onda t e n s o r i a i e s :  l a  e c u a c i ô n  de K l e i n - G o r d o n  y 

l a  de P r o c a ,  no n e c e s i t a n  c o n d i c i o n e s  a d i c i o n a l e s  p a r a  d e s c r i b i r  p a r t  

eu 1 as de s p i n  0 y 1 ,  p e r o  no es pos i b l e  h a c e r  es t o  ( s i n  i n t r o d u c i r  nu 

vos campos)  p a r a  s p i n  mayor  que 1.  Lo que vamos a h a c e r  es c o n s t r u i r  

una f o r m u l a c i ô n  h a m i 1 ton i ana con c o n d i c i o n e s  a u x i l i a r e s  que p e r m i t a n  

a s e g u r a r  l a  un i c i dad de l  s p i n .  El  h a m i 1 t o n i  ano va a s e r  e l  dado por  1 

e c u a c i ô n  de s p i n  1,  por  l a  m a t r i z  i d e n t i  d a d , cuya d i m e n s i ô n  depende  

d e l  r ango  de 1 os t e n s o r e s  que i n t e r v i  enen en l a s  e c u a c i o n e s .

3 .  a )  An a l i c e mo s  e l  caso n = 2 ,  en e l  que a p a r e c e n  y a ,  c o n d i c i o n e s  

a u x i l i a r e s  a l a  e c u a c i ô n  de e v o l u c i ô n .

Como sabemos,  l a  e c u a c i ô n  que d e s c r i b e  un campo de s p i n  2 y masa

m es

( p^ -  m^)  = 0

P^ = 0

donde es un t e n s o r  s i m é t r i c o  de t r a z a  nul  a , es d e c i r  i r r e d u c i b l e

b a j o  el  gr upo  de L o r e n t z .  No l o  es s i n e mb a r g o ,  b a j o  e l  g r u po  de r o t ^  

c l o n e s  S 0 ( 3 )  y c o n t i e n e  s p i n  2 , 1 , 0 .  Los s p i n e s  mas b a j o s  son é l i m i n a -



nados por  1a c o n d i c i ô n  p^^X^+ = 0 .

HabTanios c a l c u l a d o  ( A p é n d i c e  1 , 6 )  l a s  s i c j u i e n t e s  e x p r e s i o n e s ;

2 m

X ' ’̂  z  —  p u  X  ( I V . 20)
Vn '

que nos r e l a c i o n a n  X con x , o t r o  de 1 os t e n s o r e s  que apa r e ­

e l  an en e l  d é s a r r o i  1o de 1 os b i s p i n o r s  s i m é t r i  cos de r ango 4 .  C a l c u l a -  

mos l a s  e x p r e s i o n e s  de l a s  component es  X ° ° , X ° ^ , X ^ ,

en f u n c i ô n  de l a s  r e s t a n t e s .  Par a  e l l o ,  u t i l i z a n i o s  1 as condi c i q^  

nés a l g e b r a  i cas de e s t o s  t e n s o r e s  y l a s  e c u a c i  ones an t e r  i o r e s  ( I V . 19 ,  

2 0 ) .  As î

X* ' j, - O t? > X  % -  X

xOk . 2 1  p v W  r - l i  
m A»- Wi

x U J J k  .  .  ^  ( p i  x J ^ - p ^ x ’' " )  

x C o j ] »  .  .  ^  ( p ° x ° J  -  p ^ x " " )  .  -  j j  ( - p . x ^ j  4 p j  x \ )

pues p ^  = 0 = ¥  p ° x “  ̂ = -  PpX'‘ .i

de x f i-" ’ !' ,  X  4 X f ' ' " ’ " z 0  se s i g u e

X  [ j k ]  0 ^  _ ^ o j j  k ^ ^  [okj  j
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1 k Fo i 1 kNos queclan X y X . El  p r i m e r  t e n s o r  es s i m é t r i c o  per o  no t i e n e  

t r a z a  nul  a ( X^j  = -  X ° ° ) y  e l  segundo no es s i m é t r i c o  p er o  t i e n e  t i e  

ne t r a z a  nul  a 0 = = >  X = 0 ) .  Veamos que e c u a c i o n e s  cum

pi  en :

xtof lk. .  ^(pOxJk.pj x“M = - ÀIp'xJ" 4 n pjp, x'p' iy

e n t o n c e s  p°X"i^ = ^ ^ ' ”^ ^ ^ 1  ~ P^Pl  | X , es d e c i r  de ( I V . 13)

?" X  z  w  (  p ) ^ X  ( I V . 21

a n â l o g a m e n t e

r  =  -  j _  U p - T x * '  -  f  r  x " )  z
z m '

-  . _ L (  ( « , > 4  p ' i x ' "  +  r ' n  x * " |
zm  I

pues P ^ X - ^ ^  = 0 p^X° ^  = -Pj X^*^ , 1 uego

?" -  U ü C p ) ( M - ' ^ ) \ y * ' ' '  ( I V . 2 2 )

y en r esumen

r  (  x w ' ‘ )  ^ H'"" i ,  \ ( I V . 23)

j  O  M *  i \  V

\  ( M - Y . o  ) ‘  ( "  2 " )
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Si n  e mb a r g o ,  hay mâs e c u a c i  o n e s . E n e l  caso de s p i n  1,  a p a r t i r  de 

se pueden r e c u p e r a r  l a s  e c u a c i o n e s  ( p ^ - m ^ ) X ^ '  = 0 ,  p^X^'r-O.

En e f e c t o :

p “ x'  ̂ = u o ( j 5 T M % X ”'

. " X » '  = ( M - g '  ,

I uego ( pii )  ̂ X^ = W ( p ) ^  =  ( p ^ - m ^ )  X^ = 0 .  De i g u a l  f o r ma

( p^ -  ) X°*^ = 0

de donde ( p ^ - m ^ )  X^^= 0 .  La c o n d i c i ô n  a u x i l i a r  se o b t i e n e  de:

En e l  caso de s p i n  2 ,

Pe X "  -- -  ^  P " ? i  X  t  ^  m ( F )  p , ( « - ' ) * ,  y * "

z - P e X ' "  z=> r ,.  = o

per o  p^ X ^ °  = 0 no se puede  d e d u c i r :

P o * ° “ ■ -  P o " \  -  « • ' j  x ^ ° " k



- a ) ( p )  M j  X I- "Il = -  p j  X es una c o n d i c i ô n  a d i c i o n a l ,  que podemos

e s c r i b i r  de f or ma mâs c omp a c t a :

P„ = - P j  x ° j

a p l i  cando p ^ :

( P q )^ X ° °  = -  PqPj  X ° j  = PjP^ X'i^

es d e c i r  ( P q )^ X ,̂  ̂ -  P j P^  X^^ = 0

= = = t  = 0 ( I V . 25

Fo 1 ~1 k 1 k.
Ap a r e c e  t a mb i é n  o t r a  c o n d i c i ô n  s o b r e  e l  t e n s o r  X : X es un t e n ­

sor  s i m é t r i c o .  Por  t a n t o ,  de ( I V . 2 1 )  X  ̂ debe s e r  s i m é t r i c o  en

j k , es d e c i r
x i o l j k  = ^k  ̂ y [ o Ü  j  ( I V .  26

Es t a s  dos ( I V .  2 5 , 2 6 )  son l a s  c o n d i c i o n e s  que son f a l t a b a n .

El  c â l c u l o  de component es  i n d e p e n d i e n t e s  es s e n c i l l o :  

p ar a  X " ! , 6 component es  menos l a  c o n d i c i ô n  ( I V . 2 5 )  = 5 

p a r a  8 component es  menos l a s  t r e s  de ( I V . 2 6 )  = 5

b)  Pa r a  s p i n  s u p e r i o r  a 2 1 os r e s u l t a d o s  son s i  mi l a  r e s .  Par a  s = 3 ,  

tenemos dos t e n s o r e s  : t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o  y de t r a z a  nul  a

que v e r i f i c a  ( p ^ - m ^ )  X = 0 ,  p ^  X = 0̂  y =

= -  ^   ̂ p/* -  p'* I  , t omando como component e  que a p a r e ^

can en l a s  e c u a c i o n e s :  X y X  ̂̂  3  ̂ 1 as demâs se e x p r e s a n  en f u n ­

c i ô n  de é s t a s .
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As î

como X ^  xl>/-0''P ( A p é n d i c e  1 , 1 2 )

vOj k  _ 21 X Col ]  j k
 ̂ ---------- iïr P] ^

^000  ,  _ „ok^ .  ̂

de )( [ f  X) v(   ̂ y [ k v l / . p  + y X _ Q , g  deduce

X Tj k]  ol   ̂ _ X [o j ]  kl   ̂ X j  I

y l a s  demâs son:

X [olO 00  ̂ _ X Cok"] 1 ^

x D k ] ( l r L  .  ^  -  p"  x J ' A

x O k ] o o  ,  _ x C J k î l  ,  . ^ ^ p J  x'<' 1 -  p'" x J ' l l

x t o j j ' ”  .  -  x k J \ ,  .  j L  ( p k  .  p j  x^k J

l a s  e c u a c i o n e s  par a  1 os t e n s o r e s  X"! y x [ ° . î ^ k l  1 a s mismas que en

el  caso a n t e r i o r :

pO  x J k l   ̂ ( ^ )  M-i . r  ( I V . 27 )

p O x t o j l k l  = UJ ( ^ ) ( M " b \  ( I V . 28 )

con c o n d i c i o n e s  a u x i l i a r e s :

( M ' b j i  X-i^*" = 0 ( I V . 29 )



 ̂ k r   ̂  ̂ ( I V . 3

En e l  caso g e n e r a l  t enemos e l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o :

Pr opos i c i ôn 8

Sea X t e n s o r  t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o  de t r a z a s  n u l a s  que

r i f i c a  l a s  e c u a c i o n e s

( p^ -  m^)  X = 0 ( I V . 31

V
X ^ A ' = 0 ( I V . 32

Sea

^  (/-*i • • • / ' •n+i l

z  -  J_ ) ^  I  ( I V . 3
W  I )

e n t o n c e s  t odas  l a s  component es  de x y x •••/<"♦■' I gg

l ^ k . . . k  1 [ o k ^ ] { k _  . . . k . ]
e x p r e s a n  en f u n c i ô n  de X y X y e s t o s  t e n s o r e s

cumpl en l a s  s i gu i e n t e s  e c u a c i o n e s :

„ P ‘ l " ' ' n l  ,  u ) ( g )  x W R k ; -  - kp{  ( I V . 34

p” W ( ? ) ( M - ' ) ' r  X ' " Z - -  ( I V . 35

y l a s  c o n d i c i o n e s  a u x i l i a r e s

, y k k . . . . k j  
( H " I ) j ^  X  ̂ " = 0 ( I V . 36

k .  [ o l ]  ( k p k _ .  . k  ) k t o l ] { k . k , . . . k  j 
M ^ . j X '  ■ " = M ' ^ . j X  I " *  " ( I V . 37
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Demostyaciân:

Como X es de t r a z a s  n u l a s ,

o o o o k 5 . . k ^  _ , , k j - . k p
1 2

e t e .

En g e n e r a l

- ° k 2 r + r  "k^  ̂ ( _ i ) ^  " ^ 2 r + r  ( I V . 38)

J l *  . J r

Se t i e n e  ademSs X X como c o n s e c u e n -

c i a  de ( I V . 3 1 , 3 2 , 3 3 ) -  s i  e l  numéro de i n d i c e s  0 es i mp a r :

' 0 k „ . . k 2 i 0 ^  ® 3 ^ k p . . k \  2 i [0  k3 k » . . k )
X '  T  V  X ■ -  - i f  Pk X

^ o o o k ^ . . k n   ̂ _ y J ^ k , . . k „  _ ^  ^ j T o k T l j ,  ‘ 4 - - X „ l  

en g e n e r a l :

^ 0 . . ok^^_^2 - - kn   ̂ " . i r  ° k2y . +2 '  - - k^

j l - . J r

O V . 3 9 ,

Las component es  d e l  o t r o  t e n s o r  se e x p r e s a n  de f or mas  s i m i l a r e s  segûn  

el  numéro de i n d i c e s  = 0 que t e n g a n ,  usando l a  c o n d i c i ô n  de t r a z a s  nu ­

l a s  y l a  r e l a c i ô n  ( I V . 3 3 )  y :



Ent onces

^ l < . k t ) 4 o k . , . .  .  ̂ 4 . 4 1 }  ^ C o k . l ^ k . K , ,  . k y , 4 , }  ̂  ^ C o *<-v M w , K ^  . . .  t f k ’ v d }

^C«>kvl (o6U<; . . .  kw4,) _ ^ r o v v U j  . Vç . . .  Vvid-t]

Ĉk,KO\'<-, • • • /  pv, _ y x w y j

. . .  Vw+i\ . I Yk. w  I,ki60 V5 . • • VvtvJ J V10 t»V{ . . .  I
^  - P ’ X  1 =

t̂,v,Huv„...v...l  ̂ ' '" A  F'“ X ; ’ '''■■■ "~'j

Es d e c i r ,  cuando e l  numéro de i n d i c e s  es p a r :

, ^ t o w , l ( 6 . . . o k , , ^ ^  .- .Vv,4. \  i / o  ■■^■' . k, . . .  \<M4.A Ĉ-A) r<̂ -

" " " I  ( I V . 4 0 )

y s i  es i mp ar

^  foVOi <>• ■ - 0 ViY,} • . .  k«*«J _ ^ ^   ̂ ? ( I V . 4 1 )

f i n a l  men t e
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W [K,  ( DooVf. . . .  ^  [ k. k, ]  < oj .
A  -  -  A  ;  -

1 \ /  r oWi ) ( V t  j V j . . .  Wm4->} \ / to k I ) *1 V, ) 1
-  ■■ 1 ~ ^  i  V * X  i '

es d e c i r ,  s i  e l  numéro de i n d i c e s  0 es i mp a r ;

^  y  j /  _ _ k,.,., -. ■

+ X ' ‘ ' ‘ ’ l " ' ' '  " * '  i , "  ' ' - " M  ( I V . 42)

y SI  es p a r ;

x " ' ' ' " ' ' '  ( - i ) ' ( j i r - x ’" " '

- V " '  x ’' ' ' * ’ - ' * '  i , . . .  1 ( I V . 4 3 )

En r e s u me n ,  l a s  f ô r m u l a s  o b t e n i d a s  son ( r  v a r i a  desde 0 has t a el  û 1 1 i 

mo i n d i c e  pos i b l e ) :

.X -  G  U  X  j . . .  i .  ( I V . 38 )

w (0  .-f>kjY4 t̂ - kv,! \ Y /  \ Y  4̂- ) Wv. ,  .

^  i . .  i '  ( I V . 39)

A  -  -  A  ( I V . 4 1 )

 ̂ T')k;] <!0. . D . k„4,) y  I y  ] ,  k,v♦ .. ■ k.,.. |

- f ' X ' ' "  * ’ * '  ------------( I V . 4 0 )



fKiUi] ( » O *1, V«-.1 i ,  . yt • - - i  ‘ . ^V+I, ■ ■ • W/1»I \
- V- . S -  ^  +

\ i  • •• k >i-*i 1 Ï
+ ^  i. ). I ( I V . 42

^  \ 0 . . C> k;y + 3 • !<«■»'} ^ ^  )'' '<IV4I ■ ■• ^V.4ll
) *  ■ ■■ ) l

_ p V .  . . . . . . .  k . . , H

Las r e l a c i o n e s  ( I V . 3 8 , 4 T , 4 2 )  son a l g e b r a i c a s  y v i e n e n  dadas p e r  l a s  

cond i c l o n e s  de s i m e t r î a  de 1 os t e n s  o r e s . ( IV . 3 9 , 4 0  , 4 3 )  son e cuac  i ones  

d i f e r e n c i a l e s  que se o b t i e n e n  de 1 as e c u a c i  ones BW.

Las ecuac  1 ones que v e r  i f  i can X y jj *'> • ” I

son de ( I V . 3 3 ) :

Coki] { Ui - - k««i [  ̂ X  pWr y  j,

y a p l i c a n d o  ( I V . 3 9 )  con r  = 0 

l u e g o :

Si  a h o r a  ap l i c a n i o s  p^ a l a  e c u a c i o n  ( I V . 33)
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i m

usando ( I V . 3 1 , 3 2 ) .

En f or ma m a t r i c i a l

• ••  Wĥ  ^
f  ' *X*. I

m ' - . A / x *'"' "

l a s  c o n d 1 c i o n e s  a u x i l i a r e s  son:

1 ) p a r a  X

î ^ x ■' ‘■ ' . 0  ^  r . X ' " ’ ' ' ’ ■■■'“ ' .

y o p e r a n d o  con p ° :

X " " "  " ' I  ^  x "  i

% -  P i P ,  X ' i * * '  ' '

l uego

( M ' h j ^  X = O ( I V . 36)

11 )  p a r a  x rok^Hk,. . .  

de l a  c c u a c l o n  ( I V . 3 4 )  y l a  s i m e t r i a  de x se d e d u c e :

y  f^i l  - . k.,1 ^  y  1 k , ... k.,\
( I V . 37)



Veamos como e l  numéro de coni ponentes  es e l  a d e c u a d o :

El  de X e r a  : ^ _ i  ( n + l )

El  numér o de c o n d 1c 1 ones de ( I V . 3 6 )  es

I  \r> -  I  - \ \

i V. -1  ] '- Î

l a  d i f e r e n c i a  es Z n + 1 ,  n es e l  s p i n .

I g u a l  o c u r r e  con e l  o t r o  t e n s o r ;

ĵ E ow, \ 1 U x . . . U m \ t i e n e S x ^  j  = | ^ n ( n  + l )  componej i

t e s .  Per u  X = 0 ===4> X t * k - '  = 0 que son

n - 2  + 3 - 1  \  .
| = ^ n ( n - l )  c o n d i c l o n e s .  

n - 2  /

Las cond i c l o n e s  de ( I V . 3 7 ) ,  a s e g u r a n  l a  s i m e t r î a  de
lAk.  w  [ ° i 3  ( k, ■ - . V.,}
' \ ) A  en t odos  sus i n d i c e s , l ue g o  e l  numéro de compo^

n e n t e s  es j  (n + 1)  (n + 2 ) .  R e s t a n d o  l a s  c o n d i c i o n e s  de t r a z a  n u l a

i  ( v-m) +2) - i v i f n - l )  -  2 n f  dL 

H a c i e n d o  como en s p i n  = 1 l a  t r a n s f o r m a c i o n
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( x / ' " '

t ' -  ' "  c  l A '  i  ( -  ( t r y ,  X ' ' ' 1

e s c o g i e n d o  2A = 1 ,  20 = -M

• ' K ' "  ' "  =  ^  i  M " - ;  X " ' " " ’ '‘ ' ' 1

Es t os  dos t en s  o r e s  son s i m e t r i c o s  como c ons e cu e nc  i a i n m e d i a t a  de

l a s  c o n d i c i o n e s  a u x i l i a r e s  ( I V . 3 7 ) .  S i n  embar go no t i e n e n  t r a z a  n u l a  

Las e c u a c i o n e s  son

Si  p°  = + W ( ^ )  l a  s o l u c i o n  es ^  ^ ^  ^ ^

y s i  p°  = - U 7 ( p )  l a  s o l u c i ô n  es ^  k . )

pues X 1^1- - k" \  ^ i  pO  ̂ + w ( ; ) .

Las c o n d i c i o n e s  s u b s i d i a r i e s  p a r a  nos dan:

_ 1 I {j  1 Wj . . .  kv, \  I
(M ) j i  14 r  O  » como se o b t i e n e  de s u s t i t u i r  ' ' f4 por

su e x p r e s i o n  ,



Si  h u b i é r a mo s  e s c o g i d o  A = ^  ^  , l a s  nuevas  f u n c i o n e s  hu-

b i e r a n  s i do :

(,v.45

que t i e n e n  t r a z a  n u l a  , p e r o  s o l o  es s i m é t r i c o  en >,k, . kv.)

A p a r t i r  de X k^\  y x podemos c o n s t r u l r  t e n s o

r es  i r r e d u c 1b l e s  b a j o  e l  g r u po  de r o t a c  i ones y  que p o r  t a n t o  van a s o -  

c i a d o s  a un s o l o  s p i n .  As î  en s = 2 ,

r ' >  -  r >  -  & X " . --X'* + ?. r. v"-'
( de  l a  r e l a c i ô n  ( M " 1 ) | ^ X ^ ^ = 0 ) .

Y^^ es un t e n s o r  de t r a z a  n u l a .  AdemSs

IZ-'i = ^4'  L _ g  '  A 4 , *

es un t e n s o r  s i m é t r i c o  y de t r a z a  n u l a .  Es i n m e d i a t o  c omp r ob a r  que l a  

ecuac i ones que v e r  i f  i can  ̂ y son:

r V '  w c p ) 2 ' '  

f - i ' *  = w ( | f ) y ' i

Par a c u a l q u i e r  o t r o  s p i n  se pueden h a c e r  l a s  mi smas c o n s t r u c c i o -  

nes aunque 1 os c â l c u l o s  son més c o m p l i c a d o s .
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4 .  El  caso de s p i n  s e m i e n t e r o .

a )  La ecuac  i ôn de D i r a c ,  )  cp - o  d e s c r i b e  p a r t i e ^

l a s  de s p i n  ^  y masa m usando como f u n c i o n  de ondas un b i s p i n o r  (Q 

El  numéro de component es  es 2+2 que es e l  adecu ad o  p ar a  e s t u d i a r  s o -  

1uc i ones de e n e r g i a  p o s i t i v a  y n e g a t i v a .

Ya en s p i n  3 / 2 ,  e l  f o r m a l i s m e  de R a r i t a - S c h w i n g e r  usa una f u n c i o n  

de 16 c o m p o n e n t e s ,  neces i t a n d o  en p r i n c i p i o  û n i c a m e n t e  4 + 4.

es un t e n s o r - b i  s p i n o r  que v e r i f i c a

("Y p  - u a )  -  O ( I V . 4 6 )

( I V . 4 7 )

^7* se puede e x p r e s a r  en f u n c i o n  de l a s  demi s  component es  ( de  ( I V . 4 7 ) )

z  ( I V . 4 8 )

Si  n e mb a r g o ,  e l  numér o de compo nen t es  de es t o d a v i a  e x c e s i v o ,

12.  Como hemos es t ud i ado y a ,  e l  t e n s o r - b i s p i n o r

lyjiv) " ^ rz+Xi ,  )

a p a r e c e  en e l  d é s a r r o i  1 o d e l  b i s p i n o r  en l a  e c u a c i o n  de BW.

Usando e s t e  t e n s o r  p o d r î a mo s  r e p r o d u c  i r  1 os r es  u l t a d o s  o b t e n i d o s  en el  

p i r r a f o  3 p a r a  s p i n  e n t e r o .  S i n e mb a r g o ,  no 1 o har emos a s i ,  y en su 1 

g a r  o b t e n d r e mo s  unos o p e r a d o r e s  H en las p r i m e r a s  d e r i v a d a s  e s p a c i a l e s
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( en e l  caso de s p i n  e n t e r o  e r a n  d e r i v a d a s  de 2°  o r d e n )  y c o n d i c i o n e s  

a u x i l i a r e s ,  que a s e g u r e n  l a  u n i c i d a d  d e l  s p i n .

Las e c u a c i o n e s :

( • « p - X > ' ‘  -  o

no l l e v a n  a l a  e c u a c i o n  de R a r i t a - S c h w i n g e r  ( I V . 46 , 4 9 ) .

En e f e c t o ,  (' )((’ no t i e n e n  por que  s e r  c e r o .  I mp o n i e n d o  que  

10 s e a ,

Qiy -  — C ï p  ® Y v ( -

L + 2 v ' = p « ' ( > ' '  -  o

y por  ( y p  -  .  q ^

( y .= p ' ' ’) ( r ) 4 > 0  - r v f ^  = o  ( I V . 4 9 )

e n t o n c e s

con

= Yr*  C - 4  vu)  Wpt ( I V .  50 )

r  ( ^ i )  ( I V . 4 9 )

es un s i s  tema de e c u a c i o n e s  é q u i v a l e n t e s  a l a s  de R a r i  t a - S c h w i  n g e r  p a ­

ra s p i n  3 / 2 .  ( I V . 5 0 )  es una e c u a c i ô n  de e v o l u c i ô n  y ( I V . 4 9 )  una c o n d i -  

c i ô n  s u b s i d i a r i a  en l a  que no a p a r e c e n  d e r i v a d a s  t e m p o r a l e s .
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El  numéro de component es  es e l  a d e c u a d o ,  '■p''" t i e n e  12 component es

y ( I V , 4 9 )  son 4 e cuac  i ones : 1 2 - 4  = 8.

Es s e n d  1 1 o c omp r o b a r  que l a s  e c u a c i o n e s  ( I V . 4 8 , 4 9 , 5 0 )  l l e v a n  a 

l a s  de R a r i t a - S c h w i n g e r  s i n  mi s que r e p e t i r  1 os pasos dados en o r d en  

i n v e r s o  ( 1 o û n i c o  a c ompr obar  es { Y P - i m )  ~ o  ).

El s i s tema se puede e s c r i b i r  a s i :

-  W  ( I V . 51 )

donde H es e l  h a m i 1 t on i ano de D i r a c

VI -  Y °  Y P  -*-vvaY °  ( I V . 52 )

que se puede d i a g o n a l i  z a r  usando l a  t r a n s f o r m a c i o n  de F o l d y - W o u t h u y s e n

b)  Es t ud i emos a h o r a  e l  s i g u i e n t e  caso s = 5 / 2 .  Las e c u a c i o n e s  R-S

son a h o r a :

( y p  - k u )  

Y /  ^ O

donde es s i m é t r i c o  y de t r a z a  n u l a s  en sus i n d i c e s  t e n s o r i a l e s .

Escoj amos como component es  i n d e p e n d i e n  t es  , que son 24

v i e  ne f i  j  ado por  l a  cond i c i on de t r a z a  n u l a  y por

' Y / A k f ^ ' r o -  En e f e c t o  :

( , v . o 3 )
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- v " v , T ’ “

( l a  c o n d i c i ô n  V f ' ‘ “ " Û —  ^ s u s t U u y e n d o

 ̂ son :

(  Y ?  -  u a ") vp i ' " -  o

a ecuac

r i  f  i que '

i k
Las e c u a c i o n e s  p ar a  ^  son:

kp cumpl e  l a  e c u a c i ô n  de D i r a c ,  pues  ̂ k  p a r a  que l a  v e -

( 3( t ' - ua) 3p ' ’') - ,  V como en a ) ,

( V c p )  C ï n ' Ç “ > /  = P . T " '

y l a s  e c u a c i o n e s  son como a n t e s

^ o ^ i V  ^  Y "  C-V. cp' ^ +  Vm)  ( I V . 5 5 )

-  ( y .  r '  ) ) r v  ! H>'
kp Z o

( I V . 56 )

As i mi s mo ,  e l  numéro de compo ne n t e s  i n d e p e n d i e n t e s  de ^   ̂  ̂ es e l  adecua  

do:  2 4 - 1 2  = 12 ,  pues e l  numéro de c o n d i c i o n e s  ( I V . 5 6 )  es 12.

En e l  caso  g e n e r a l ,  t e n e m o s :

P r o p o s i c i o n  9 . Dadas l a s  e c u a c i o n e s  de R a r i t a - S c h w i n g e r  p a r a  s p i n  

n + 1 / 2

I >*V
( I V . 50 )
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v.  ̂ t e n s o r - b i  sp i  n o r , t o t a  I m e n t e  s i m é t r i c o  y de t r a z a s  n u l a s

en sus i n d i c e s  t e n s o r i a l e s ,  se pueden p o n er  t odas  l a s  c omponent es  de

en f u n c i o n  de  ̂ v e r i  f  i c a n d o  e s t e  u l t i m o  l as

e c u a c 1 ones

 ̂ f  v w)  ( I V . 5 9 )

k -  ( m p i  ) u  I  =  o  I , v . GO)

D e m o s t r a c i â n  :

Ya hemos v i s t o  como e n s  = 3 / 2 ,  5 / 2 ,  ' ' A""  ̂ e r a n  f u n c i o n  de

c^U, . . .kul  . E n s  = 7 / 2

de ipAi Y  r  =  *  r

y de O f t

1 uego

= -  i r *  T *  = I f *  %k S?"'  ,

en g e n e r a l  s i  e l  numéro de i n d i c e s  0 es p a r

t ' ” ' ° : r C -  o '  ■ '  ( , V . S1 )' i * -  A <

SI  es i mpar
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o k , , , . , .  ir. ^ ( I V . 6 2 )

con r  v a r i a n d o  desde  0 h a s t a  e l  u l t i m o  i n d i c e  p o s i b l e .

La c o n d i c i ô n  a u x i l i a r  ( I V . 6 0 )  se o b t i e n e  de e x i g i r  que  

(^0 * k ,  K,  cumpl an l a  e c u a c i ô n  de D i r a c .  Las que t i e n e n  un rûmero  

p ar  de 0 l a  cumpl en de maner a  i n m e d i a t a .  Las que t i e n e n  un numéro i m­

p a r :

( Y P - ^ U - ’ ï . = o

es d e c i r ,  t a n t o  como sus t r a z a s  deben  v e r i f i c a r  ( I V . 6 0 ) .  P e n  s i  

Vo v e r i f i c a ,  sus t r a z a s  t a m b i é n .

El  numéro de component es  i n d e p e n d i e n t e s  es:

t i e n e  4 x [ 2 (n + 2 ) ( n+1 ) component es

I  " 1

•y e l  numéro de e c u a c i o n e s  de ( I V . 6 0 )  es

/  n -  1 + 3 -  1 \
4 X { 1 = 2 ( n + l ) n ,

V n -1  I

l ue g o  e l  numér o de i n d e p e n d i e n t e s  e s :

2 ( n  + l ) ( n  + 2)  -  2 ( n  + l ) n  = 4 ( n  + 1)

como e l  s p i n  es s = n + i  , = 2 ( 2s  + 1 ) .
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CONCLUSIONES

Es t a b !  ecemos a q u î  l os  p r i n c i p a l e s  r e s u l t a d o s  a 1 os qi i e^nos ha l i e  

vado n u e s t r o  e s t u d i o .

1.  La d e s c r i  pci  on de campos de s p i n  a r b i t r a r i o  medi  a n t e  b i s p i -  

n o r s ,  p e r m i t e  e l  uso d e - t e c n i c a s  a s o c i a d a s  a 1 g r u po  c on f o r me  SU( 2 , 2 ) ,

10 c u a l ,  p r e s c i n d i e n d o  de pos i b l es i n t e r p r e t a c i o n e s  f i s i c a s ,  f a c i l i t a  

l os  c a l c u l  os y l a  c o mp r e n s i ô n  de l o s  r e s u l t a d o s .

2 .  Las e c u a c i o n e s  BW p ar a  s p i n  semi  e n t e r o  son é q u i v a l e n t e s  a l as  

e c u a c i o n e s  de R a r i t a - S c h w i n g e r , r e l a c i ô n  que e x p r e s a n  1 as f ô r m u l as ob-  

t e n i d a s  en e l  a p a r t a d o  1 de l  c a p i t u l e  I I .  De i g u a l  f or ma l a s  e c u a c i o ­

nes par a  s p i n  e n t e r o  son é q u i v a l e n t e s  a l a s  f o r m u 1a c i o n e s  de F i e r z -  

P a u l i  en f or ma  t e n s o r i a l ,  s i e n d o  p o s i b l e  e x p r e s a r  t odos  l os  t e n s o r e s  

en f une 1ôn d e l  t e n s o r  t o t a 1 ment e  s i m é t r i c o  que a p a r e c e  on cada d é s a ­

r r o i  1 0 .

3.  Las r e p r e s e n t a c i o n e s  a s o c i a d a s  a t od os  l os  t e n s o r e s  y t e n s o r -  

bi  spi  n o r s , que a p a r e c e n  en l a s  e x p r e s  i ones de b i s p i n o r s  en l a  base e^  

t u d i a d a  en e l  c a p i t u l o  I ,  a s i  como l a s  r e s t r i  c c i  ones que l a s  s i me -  

t r i a s  i mponen s ob r e  e l  l a s  quedan c o m p l e t a m e n t e  de t e r m i nada s en e l  c a ­

p i t u l o  I I .
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4.  Si  mi 1 a r e s  r e s u l t a d o s  a l os  s e n a l a d o s  en l o s  punt os  2 y 3 se 

o b t i e n e n  p a r a  bi  spi  nor s  de s i m e t r î a s  m i x t e s .  Al  a p l i c a r  l a s  e c u a c i o ­

nes BW a uno de e s t o s  b i spi  n or s  l a  f u n c i ô n  de ondas l l e v a  a s o c i  ado un 

û n i c o  s p i n ,  que es e l  mismo que se o b t e n d r î a  s i  se c o n s i d e r a n  û n i c a ­

ment e  l os  i n d i c e s  t o t a l  ment e  s i m é t r i  cos d e l  b i s p i n o r .  P r o d u c t o s  t e n ­

s o r i a l e s  de e s t a s  c a r a c t e r i s t i c a s  se usan por  e j e m p l o ,  por  G u r a l n i k  

y Kibble ( 1 9 6 5 )  y mas r e c i e n t e m e n t e  p o r  L a r s e n  y Repko ( 1 9 7 8 )  p a r a  e ^  

c r i b i r  1a g r a n g i  anos a soc i ados a l a s  e c u a c i o n e s  BW, a l  menos h a s t a  

s p i n  i g u a l  a 2.

5.  Por  û l t i m o  se e s c r i b e n  e c u a c i o n e s  de e v o l u c i ô n  é q u i v a l e n t e s  

a l a s  de BW en l a  no t ac  i ôn de F i e r z - P a u l i  y R a r i t a - S c h w i n g e r . En 

e l l a  se compr ueba  una vez  m i s ,  como a p a r t i r  de s p i n  1 no es p o s i b l e ,  

si  no es i n t r o d u c i e n d o  c o n d i c i o n e s  a u x i l i a r e s ,  e s c r i b i r  una e c u a c i ô n  

de o nd a s .  En e l  caso de s p i n  3 / 2  e s t o  se puede aûn h a c e r ,  medi  a n t e  1 a 

e c u a c i ô n  dada por  R a r i t a - S c h w i n g e r  ( 1 9 4 1 ) ,  p e r o  p a r a  s p i n  s u p e r i o r ,  

no es p o s i b l e .  Por  e j e m p l o ,  Kawakami  y Kamef uch i  ( 1 9 6 7 )  d e m u e s t r a n  1 a 

i m p o s i b i  1 i d a d , ya s e n a 1ada por  Kusaka y We i n b e r g  ( v e r  F r o n s d a l , 1 9 5 8 ) ,  

y r e e n c o n t r a d a  por  Ber en ds  e t  a l .  ( 1 9 7 9 )  de e s c r i b i r  un 1a g r a n g i  ano

p ar a  s p i n  5 / 2  con un campo ^  s o l o  d e r i v a d a s  p r i m e r a s .  El  re^

s u l t a d o  é q u i v a l e n t e  es l a  neces  i dad de i n t r o d u c  i r  campos a u x i l i a r e s  

que per mi  t a n  u s a r  1a g r a n g i  anos con d e r i v a d a s  p r i m e r a s .

6 .  P a r e c e  pues 1n t e r e s a n t e  un e s t u d i o ,  a n i l o g o  a l  hecho por  

F r o n s d a l  ( 1 9 5 8 ) ,  de l o s  proyectores a s o c i  ados a l o s  campos b i s p i n o r ,  

t e n i e n d o  en c u e n t a  e l  uso e x t e n s i v o  que de l o s  mismos se ha hecho por
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e j e m p l o  p a r a  l a s  e c u a c i o n e s  de R a r i t a - S c h w i n g e r  ( B e r e n d s  e t  a l .  1 9 7 9 )  

Un t r a b a j o  de e s t e  t i p o  p o d r i a  de a l g u n a  f or ma d é s a r r o i  1a r  una t e o r î a  

1a g r a n g i  ana p a r a  campos b i s p i n o r  s i n  t e n e r  que r e c u r r i r  a f o r m u l a c i o -  

nes t e n s o r i a l e s  o t e n s o r - b  i s p i n o r .

A s i m i s m o ,  e l  uso de e s t a s  e c u a c i o n e s  en t e o r î a s  de s u p e r s i m e t r i a , 

hace  que su e s t u d i o  d e t a l l a d o  s i g a  s i e n d o ,  aûn en e l  caso s i m p l e  de 

no i n t e r a c c i ô n ,  n e c e s a r i o  p ar a  l a  c o m p r e n s i ô n  c l a r a  de l os  f enômenos  

f 1 s i c o s .
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APENDI CE 1

C i l  cu l  os e x p H c i t o s  de s i m e t r î a s  y e c u a c i o n e s  de Ba rgmann-W i g n e r  

par a  bi  spi  nor s  de d i a g r a m a s  de Young [ 2] ,  [ l ^ J  , [ s ] ,  [ 2 , ] J  , [ l ^ j ,  [ 4 ]  

[ 3 , 1]  , [  2^ [ 2% 1 ^ ] ,  [ 1^ ] ,  [ 5 ] ,  [ 6 ^  usados en l a s  d e m o s t r a c  i o n e s .

1.  [ 2 ]  ( v e r  L u r i é  1 9 6 8 ,  T a k a h a s h i  1 9 6 9 ,  Sa l am 1 9 6 5 )

! ( i v - " ) * " X 0 . . 0  ( 1 ' )

numéro de component es  10 = 4 + 6 .

A p l i c a n d o  BW al  i n d i c e  ot

.  E Y P - w - n x c - ^ r ^ x . ^ + K ' c p - w V ^ v J ' ^ ^ û

( 1 . 2 )

C o n t r a y e n d o  con

-Vr [ C \ P ' U a ) y >"] +  4 y [ ( y p - w " )  Xr^Auj  -  o

3 ^  Y}X =  o  ( 1 - 3 )

0 :

y  + V  ü(YP-''4>cr^'’ V'lA3Xr^,)=o

X*'^'’̂ r O  (14)
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C '7 r> V ,

_ YM + 2 I X  -  O

X ' ' .  ^ T v X " ' ' ^ '  ( 1 . 5 )

<t) ( C c r e ^ ' i ^ . ,

V  [ ( \p - \« lY '“(rex]X.u + 4y [ ( Y P - w ) a / " ( r f ^ ] X r M  ro  

i X\) -  p .  X y  ^  -  2-W» X p ^ u j  “ ^

=-) y '/ ' '* ’ .  _ ^ _ (  r x " -  p ^ y f )  d - M
%KV, ^

l a  c o n t r a c i ô n  con ( C '(  ̂ da 0 = 0 .

Es i n m e d i a t o  c ompr ob a r  que l a s  e c u a c i o n e s  a n t e r i o r e s  se r e d u c e n

a :

C p ^ -  u / O  ^  o

-  O campo de s p i n  1.

y X  _ JL (  -  p "
2'vi

Por  t a n t o :

- b s ’^ C ‘ Y ‘' X ^  +  ( o - ^ ” C ' ‘ P ' *  X r , .v ]  =

^  - p.- y^ ) =
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[ d p ) r c x „  -  p,. x „  =

( 1 . 7 )

2.  L l ^ ]  ( v e r  Sa l am 1 9 6 5 )

. - ( C ' - f / ' x  + ( ï ' ^ C - ‘ )"' ' ’ X f  4 ( 1 . 8 )

numéro de c o mp o ne n t e s :  1 + 1 + 4  = 6.

E c u a c i o n e s  BW:

( ï p - i « ) \ 4 ‘i p  , [ f ) f p . , H ) c - ' ] ° ' ' ' x + [ C Y p - i ^ ) i f ' c ‘r x ,  4

- i [ ( r p - w . ) Y A . Y ' c - ‘ ] " ‘'’ X Ï  r o  ( 1 9 )

C o n t r a y e n d o  con :

3 ) ^ oz ~ ^ \i4 X  - c) X — o  (i.io)

^̂  fto i Wi Xs - X5 z o =-> Xç = Pn X g ( 1 . 1 1 )

C) ( C Ÿ h ) i i c ^  - ? * X ;  + m X ^ r O  => y A  . _ ^ y X s  ( 1 . 1 2 )

d)  f  ^  O  ( 1 . 1 3 )

Es d e c i r ,  l a s  e c u a c i o n e s  son :

(p*̂ - UA’\ Xc, -  O

d e s c r i b e  un campo de s p i n  0 .

X  z O
vn
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y z (V I V  ]  x ,  =

= ( I . H ,

N ô t e s e  que l a  c o n d i c i ô n  ( 1 . 4 )  se puede p on er  a s i ;

r  X ' " "  +  p ' x ' ' * ' "  4- = o

y l a  t r a z a  no n u l a  de P / *   ̂ es p r o p o r c i o n a l  a . L a  c o n d i c i ô n

( 1 . 1 3 )  se puede  e s c r i b i r  como:

y mul t i  p1 i cando por  :

f x %  T  r y ' X g p

es d e c i r ,  = T —El* %  que es l a  c o n d i c i ô n  que debe cumpl  i r

un t e n s o r  de r a n g o  1 p a r a  r e p r e s  en t a  r  s p i n  0.

3.  [ 3 ]  ( v e r  L u r i é ,  1 9 6 8 ,  S a l a m ,  1 9 6 5 ,  Kamef uch i  , 1966)

-l(z W ( i* t  ^ ( y p  ^  +  ( o - P 'C  - ' ■ y ' ’- 9 r L ;  < '  ■ > 9 )

p ar a  que sea s i m é t r i c o  t o t a l m e n t e .

a )  => +  'P '" ”  V . 1  -‘ °

b )  q *  y  %  -  T / "

#
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l ue g o  z  o  (1 .1 8 )

c)

j x v ^  +  o - / '»  V '-  Y> Y ç , d  = °

a p i i c a n d o  ( 1 . 1 8 )

=  2 C  T v  ■ ( 1 . 1 9 )

es d e c i r ,  como c o n d i c i o n e s  i n d e p e n d i e n t e s  : ( 1 . 1 8 , 1 9 )  

r  ?c-

O P '' ' f y u i  -  1 "  °

son pues 24 component es  ( Y [^ v ] ) -  4 c o n d i c i o n e s  ( 1 . 1 8 )  -  20 .

-  O é l i m i n a  l a s  r e p r e s e n t a c  i ones ( ^  , 0 )  (B ( 0  , ^ )  = A  de

- O é l i m i n a  esas mi smas r e p r e s e n t a c  i o n e s .
\  I* Kjxv]

 ̂ se t r a n s f o r m a b a  con;

f C l . o )  e  ( o , l ) l  ' [ ( I  ®  D ]  - 0  ®  U  ®  ^

E c u a c i o n e s  BW. A p l i c a d a s  a l  p r i m e r  i n d i c e :

( ï P - w i %  r O

k r - Y w ) y c  4 " ' ' ' ^ ^  +  Ü C Y r - w i ' ) a p ^ c - 4 j " ' ^ 4 > ‘ ^^^ -  o  ( i . 2 o )

es i d é n t i c a  al  caso ^2 ]  ( s a l v o  e l  i n d i c e ' ^ ) .  ASi  p ues :
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= -  z ,  (  -  p . ' p / )  d z i )

- o  (1.22)

(p’-luM tp^ rO (1.23)

p er o  ademSs se deben c u m p l 1 r  en e l  t e r c e r  i n d i c e :

( Y p - v < 4 \ , -4 o
( 1 . 2 4 )

l ue g o  C V p - V u )  -  O

Es d e c i r ,  t enemos l a s  e c u a c i o n e s

1 ^ , / ’ = O  ( 1 . 2 4 )

r O  ( 1 . 1 8 )

campo de s p i n  3 / 2

( i - î ’ i )

Las demi s  e c u a c i o n e s  son c o n s e c u e n c i a  de e s t a s .

4^^ se puede e s c r i b i r  a s i

( 1 . 2 6 )

con -  E)

4 .  [ 2 , 1]  ( v e r  por  e j e m p l o  S a l a m,  1969 )

Supongarnos l a  s i g u i e n t e  d i s t r i b u e  i on de i n d i c e s  en e l  d i a g r a
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ma de Young

o(

f

e n t o n c e s  _ \ p

Par a  que c o r r e s p o n d e  a e s t e  d i a g r a m a ,  se debe v e r i f i c a r :

Y  x V  -  k  4 '

con Y = o p e r a d o r  de Young asoc i ado a [ 2 ,  i j  , Y = QP,  P p e r mu t a z i  6n 

a s o c i a d a  a l a s  f i l a s ,  Q,  a l a s  c o l u m n a s .

En e s t e  c aso:

?  '  Q - h ( A 3 )

Q  z R -  z )

En e l  d i a g r a ma  1 3

2

y k = 3.

( en g e n e r a l  ( v e r  por  e j e m p l o  B o e r n e r ,  1 9 6 9 ,  Hamermesh,  1 9 6 4 ) .  Si  n es 

es e l  numér o de i n d i c e s  y f  l a  d i m e n s i ô n  de l a  r e p r e s e n t a c  i on  de l  gr( j  

po s i m é t r i c o  S a s o c i a d a  a ese  t a  b l e r o  de Young,  se t i e n e :

l e . -  n i  4 ' ” ’ -  V.1.  = -
T T .C J .

s i e n d o  m = [ m ^ ,  m^, . . . ,m^]  e l  nombr e d e l  d i a g r a ma  y



1 ) r.
En [ 2 ,  ^  , n = 3 ,  m = [ 2 , ] J  l u e g o  1^ = 3 ,  1  ̂ = 1.

ÿ  = j S / i L  = 3
*  T T O i - f - ' lKk

e n t o n c e s  Y = QP = e -  ( 1 2 )  + ( 1 3 )  -  ( 1 3 2 )

y como ( 1 . 2 6 )

4> ( 1 . 2 7 )

( 1 . 2 6  , 27  ) son l a s  c o n d i c i o n e s  que debe cumpl i  r  4^^ ^ par a  t r a n s f o r

mar se  de a c u e r d o  a l  d i a g r a m a  ^2,  i j  . S o l o  t enemos que a p l i c a r l a s  a:

( 1 . 2 6 )  se cumpl e  por  c o n s t r u c c i ô n .

C o n t r a y e n d o  con C l a  e x p r e s  i on  ( 1 . 2 7 )

c.^4' "' ' ' ”' + ^  o (1.29)

C uf(C -4 'S '‘ 4 <C«̂ C)r'C-‘ )'''*‘{ f  i

4  ■ 2 ü i ^ ( c y '  f p

->  t p "  =  < f ,) ° ‘ -  ( r ^ } f  % „  ) "  ( 1 . 3 0  )

Es f â c i l  v e r  que con e s t a  c o n d i c i ô n  cumpl e  l a  e c u a c i ô n
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( 1 . 2 7 ) .  son 4 component es  y 4^5/u.» I B , en t o t a l  l a s  20 componen-

t e n t e s  i n d e p e n d i e n t e s  de

A p l i q u e mos  a h o r a  l a s  e c u a c i o n e s  BW.

i ) a 1 1 n d i c e oC

| ï p - ' « ' ) c ‘ ] ' ‘ '’ i p '  +  I f ;  +  r ( ï p - “ )  7 r c '] " \ l  -o

C o n t r a y e n d o  con ( 1 . 3 1 )

a )  = 0  ( 1 . 3 2 )

b ) (C)r^)<lo<' Y s z YsfA ( 1 . 3 3 )

c )(C y ^ g '> 'i^ ^  ^  Y r  ( 1 . 3 4 )

“ ’ ^  ' d p  f  H > r  =  O <=> %  = P ,  ( 1 . 3 5 )

l a  o t r a  c o n t r a c c i o n  no da i n f o r m a c i ô n  ( cu a nd o  e s t o  o c u r r a  o sb r e p  1 t a  

a l g u n a  e c u a c i o n ,  no l a  i n c l u i r e m o s  ) .

1 i ) a l  i n d i c e  y

^  Y cumpl e n  l a  e c u a c i o n  de D i r a c .  As i

p u e s ,  l a s  e c u a c i o n e s  son;

( y  P -  - m ) ^ vpg -  o  

d e s c r i b e  un c ampo. de  s p i n  1 / 2 .
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■ r n  ^ 5  ( 1 - 3 4 )

-  O  ( 1 . 3 2 )

y + ( r Y ’ c T d t ? y . ' p '  z

"  36)

5 .  [ l ^ ]  ( v e r  G u r a l n i k ,  1 9 6 5 )

^ C c ' ^ i p ’ + f r « c - T ' ' <  . ( V ' Y ' C " Y Y sm ( I  37)

p ar a  que sea a n t i s i m e t r i c o  en l o s  t r e s  i n d i c e s :

V H *  +  V ’ V f s  +  ï ' ' v U , , T , v - o

1 uego

*p= + I  ( 1 . 3 8 )

b )  r ' " ( C o z , ) ^ ^ . o

O Z f V p  +  X ’ c i - f H v  4  X 6 - Y ^ C T s p ' P , , ,  C O

=> sp -- -  V ' Y g  . ( l . l l )

US t  i t uy e n d o  en ( 1.  30)

' 2 r > . %  -- -  Ï Z . ' Ï ^ ' d , ,  4  2 < f , ^

en b)  mul t i  pi  i c a nd o  por
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luego (1 .40

En r e s u me n ,  y ^  se pueden e x p r e s a r  en f u n c i o n  de Lp̂  y :

^  + ( V ‘ c T ' ‘ '(>ï -  ( 1 . 1 1 1

si  a h o r a  a p l i c a n i o s  l a s  e c u a c i o n e s  BW, a l  i n d i c e  (p :

(  Y  P -  vvi) \  *> CÇç - Q  (  Y P  -  o

l l e v a n  a ^  g = 0 y e l  b i s p i n o r  $e a n u l a  i d é n t l  c a m e n t e .

6 .  [ 4 ]  ( S a l a m ,  1 9 6 5 )

4 ' " " "  .  ( r c ^ r ^ C r c ^ Ÿ ‘  X . U  4 ( ( T . ^ c f ( y c - ' f  Xc,a„;p +

par a  c o n s e g u i r  que sea t o t a l m e n t e  s i m é t r i c o ,  b a s t a  i mponer  s i m e t r i a  

en p>y

y r c  ' x , , , .  4  X r ^ u i p  + r  +

r /» u jc f«+ (T i*” 0 ' “ ' C " ’ X r u u j c f > i  ^  o  ( 1 . 1 3 )
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P Y ' - - r c ' ' x ^ „  + < r ' ' ' ' - s ' y ' ' C ’

X c ^ „ 5 C p > ]  = °

c )  " A " ( c v ' T ' = V t - °

X " V H ' r  c - ' X ; > . v  +  ( 7 ^ '  Y - ^ Y ' ^ T C ' ^  +

+ Y ' " X ' ' - ï * < r ' " ’C ‘ y ^ c p j  + 0 ' - ' ’ Y ' r ' c r f ' ^ C ' ' X r K t . ) c r 7 r  °  ( > • « )

mul  t i  pi  i cando en ( 1 . 4 3 )  por  C y en ( 1 . 4 4 )  por  C y sumando y r es  t a  n̂ 

do ambas e c u a c i o n e s ,

Y''ï'’ X ^ „  + T"'' V^Cvf] =■= (1.46)

+  <r7” ' Y f  X c ;„v jp  = o  I ' " ' )

Como son sumas de e l e me n t o s  i n d e p e n d i en t es  de l  a l g e b r a  de D i r a c ,  se 

t i e n e

X/U.U = O  ( 1 . 4 8 )

y /‘  (T'’P -  O ( 1 . 4 9 )

De i g u a l  f or ma en ( 1 . 4 5 ) ,  m u l t i p i i c a n d o  p or  C y cons i d e r a n d o  l a  

i n d e p e n d e n c i a  l i n e a l  de 1 os e l e m e n t o s  que a p a r e c e n  en l a  e cuac  i on :

-  a / ' ” l r ’ ' ( r f * ' X r > , . j r f »  ^  °

i f "  T " ' '  - o  ( 1 . 5 3 )
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Cada una de e s t a s  s e i s  e c u a c i o n e s  ( 1 . 4 8 - 5 3 )  i m p l i c a n  c o n d i c i o n e s  s o ­

b r e  l os  t e n s o r e s  X. Par a  e x t r a e r l a s  se cniul t i  pi  i c a n  por  1 os e l e m e n t o s  

de una base  de l  â l g e b r a  de D i r a c ,  y se toman t r a z a s .  Por  e j e m p l o  por

en ( 1 . 4 8 )

1) r o

en ( 1 . 4 9 )

C M
V5

f ^ i v p  -  ^  s v  //.fupj "  /vcpfj) -  r O

en ( 1 . 5 0 )  como en ( 1 . 4 9 )

en ( 1 . 5 1 )

1)
V y V f  fx .

e =  ^  p

En ( 1 . 5 2 ,  5 3 )  podemos h a c e r  a l g u n a  s i m p l i f i c a c i o n ,  usando l a s  p r i m e ­

r as  e c u a c i o n e s .

En ( 1 . 5 3 ) ,  usando ( 1 . 4 9 )  y ( 1 . 5 1 )

+ 2 t  X r ^ y p  -  ?  C X r r . j j .  +

+  -  7 a ' ’f  V „ . „  ^  °
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-> V ‘ -  V ^C M f]] -  O  ( 1 . 5 4 )

( s i  h ub i é r a i nos  conmut ado a l a  d e r e c h a ,  h a b r i a mos  l l e g a d o  a

f  Xf/xpjT ~ ^ [t p] ]  -  O

i g u a l  a ( 1 . 5 4 )  como veremos a c o n t i n u a c i o n ) .

C o n t r a y e n d o  ( 1 . 5 4 )  con

Ope r a nd o  de f or ma  a n â l o g a  en ( 1 . 5 2 )

- Y . r r  +  z - v ' X . .  -  K < 7 " - 'C T '' '  X m c ,» ]  -

y usando ( 1 . 4 8 ) ,  ( 1 . 5 0 )

^ r /A t3 T ç > j ( 1 . 5 5 )

s i  h u b i e r a mo s  conmut ado a l a  d e r e c h a

4  ?i  ( r r - v f  = o  ( 1 . 5 6 )

de ( 1 . 5 5 )  c o n t r a y e n d o  con l o s  e l e m e n t o s  de l a  b as e :

X ' ' "  .  4  x ' - "  p '  a . 6 7 )

r Y ’ )  = 0  ( 1 . 6 8 )

de ( 1 . 5 6 )

l a s  r e l a c i o n e s  ( 1 . 5 8 ,  5 9 )  son é q u i v a l e n t e s  a
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^r/4u]ffx] + + '^rKKjf«>] “

r e s p e c t i v a m e n t e ,  que i m p l i c a n :

y  r)*v)C(»A) _ y  reMf/Avj  ̂  ̂ ^

Es d e c i r ,  hemos o b t e n i d o :

)(/»'» _ ^  y /^p  ^ V. y  C/*vip _ y  pr/*v3

'^(^ü][pxl  ̂ y  [p\][/«») y  L>*''1 _ ^

r^oj '  ^  ^/4ve>. A  = O
Y  xifxvfX A  r  0

 ̂ [/^vJCpx] t i e n e  36 compo nen t es  que por  ( 1 . 6 0 )  se quedan en 21 y 

por  l a s  c o n d i c i o n e s  y e ^ v p A  X  % Q en 19.

y  t i e n e  24 component es  menos 8 c o n d i c i o n e s  dadas  por
y, pvpjX

y ^ / a  U0X ^  - O  ( 4  cada u n a )  se quedan  en 16.  16 + 19 = 35 compo­

n e n t e s  i ndepend i e n t e s  de ^7'^ j

Las e c u a c i o n e s  BW a p l i c a d a s  a e s t e  b i s p i n o r  nos dan:  En e l  î n d i  

ce d  :

es d e c i r :

+ [ [ ( y p - w W »
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a r a  e x t r a e r  de e s t a  ecuac  i on i n f o r m a c i ô n  s obr e  l os  t e n s o r e s  X c o n t r a e  

05 con l os  e l e m e n t o s  de l a  b a s e ;  En con l os  s i m é t r i c o s  y on

on t o dos .  A s i :

> (Y

Par a  l a  p r i m e r a  e c ua c  i ô n :

i ) o  ( 1 . 6 2 )

i l - ) -  o

i i i ) ->V 1  X ^ i )  ^

i v )

p ar a  l a  segunda:

i ) r  X [vp]iu ^  o

i i ) C Q ' itxV K  -  o

i i i ) - ^  + % i p *  ^

i v )  ̂ [ ÎV  Xrvç3> " X 1 + o

E c u a c i o n e s  que se resumen en:

r o
X ' '"  = O
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cainpo de s p i n  2 ^

S u s t i t u y e n d o  e s t a s  e x p r e s i o n e s  en ( 1 . 4 2 )

J  K j ^  y c - . T ' k i i z r  r c - ’ ] “ x , „  d . 6 5 )
vvy J v»i J

con c u m p l i e n d o  ( p^ -  ) X = 0 ,  py = O

7. [3,lJ

Escogenios l a  d i s t r i b u c i ô n  de i n d i c e s  en e l  d i a g r a m a  de Young 

l a  ecuac i on que debe c u m p l i r  p a r a  s e r  i r r e d u c i b l e

V  4  '   ̂^

T T i j  (
En e s t e  c a s o ,  ^  -  — ----------- - -  X  4 \ = i

\/k

Y = QP = (1 -  ( 1 2 ) ) ( 1  + ( 1 4 )  + ( 1 3 )  M  34 ) + ( 143)  + ( 1 3 4 ) ) .

E n t o n c e s :

que se puede r e d u c i r  a:
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4 . o  ( 1 . 6 6 ,

que son 15 c o n d i c i o n e s .  

El  d e s a r r o l l o  es:

,  ( c  '  f  ( a . ^ c - f  X c , . i  . 

'■(̂ K-'̂ T̂  (V’C'Y‘ ^iVCŸ(a^'C"f  X s [f..i +

+ ( y n H - r  ( r c r ' x , .  + ( r v c T i ^ y ' ^ c f  >

a 1 que hay que i mpon e r  l a  c o n d i c i o n  ( 1 . 6 6 ) .

5 i  es un e l e m e n t o  s i m é t r i c o  y a n t i s i m c t r i c o  de l a  base

i A k }  ( v e r  C a p . l ) ,  esa c o n d i c i o n  es é q u i v a l e n t e  a

5 * .  A , .

1 ) (  pa ( C  I x l g f  X \ - l  X ^  ** r  o ( 1 . 6 0 )

2)  C p a ( u , \ ,  + € , , , „ ( x ‘r ’ + ' V r ) = o  <■■” '

3 )  y „ - 7 . . x r  C . »  " O

4 )  C -X "’ )(ia

^ X s fx . j  - e « ^ „ X ' ' ’  +  i  ( -  ( 1 - 7 1 )

6 )

( e . A r  X " " '  1 2 i  "  y , . .  4  % ' \ = o

6 )  C ( - (^ . ) .5 j .
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+ ( X ç ^ )  -  r o (1.73

que nos l l e v a  a:

X s ' - ' ' " '  ( 1 . 6 8

= '  I  ^Atjuv (  X / ^  %  t )  ( 1 . 6 9

%SA = 2 f  X s * ( , U  ( 1 . 7 0

z o  (1.74

t i e n e  24 c o m p o n e n t e s ,  6 y 15 ,  en t i t a l  45

component es  i ndepend i e n t e s  de oj;

Si  a p l i c a mo s  a h o r a  l a s  e c u a c i o n e s  BW,  

en e l  i n d i c e  o( :

( \ P - W i ) ' ^ ^ ,  q r « 'p ) ( v i )

4[(irp-«)xK-j“‘’(rc 'r ‘x„. 4 [C vp--)rrfV“(-")'*x„i„.i-'
+  [ ( v p - 7 ' ) r r c ‘ ] ' ' ' '  [ r r ^ f y , ^ .  +

4[(Yp-m) y C]"'' ((T'^C-.y X,,.wr ̂  (l-'5
C o n t r a y e n d o  con;

Cp,,t ( C = O (1.76

‘̂ r-‘ CC<r^\i X r i „ . j = o  (1,77
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f c v ' U ( < : ï > V  ( 1 . 7 8 )

( 1 . 7 9 ,

y / “  =  ^  p / 7 X /  < > • ' " ’ >

( < ^ ) ' V A L ( c q ; , ) j ;  . - 1  p / '  X ' - ' ’  ( 1 . 8 1 )
i> Y)  ̂ I s

r  X s " ' ’  .  P "  X / ' ' '  ( 1  8 8 )

( C o i p \ ,  fT- y ^ ' ’'’''̂  r  p” X f ' ' " ’  ( 1 . 8 3 )

que se puede r e s u m i r  en

campo de s p i n  1.

v r  = è  f /  x rcon /5 -  rr.  r  Aç

I Bl'ipl

2m

T ' =  - i  ( p / ' x ;  -  P ' - X ^ )

X " r  O 

X^"”’ a O

con 1 0  que



Escoqemos l a  d 1s t r i b u c i o n  de i n d i c e s   ̂ 4 

Ademâs V 4 x - _ U 4 '

-  ■- (  ■2- , 1 , =  ^  , 4 .  = 2.
k =  y  8!

Y = QP con Q = ( e  -  ( 1 2 ) ) ( e  -  ( 3 4 ) )

P = ( e  + ( 1 3 ) ) ( e  + ( 2 4 ) )

y l a  e cuac  i on V 4 ^ = 1 2 ^  se r e d u c e  a:

'\|^ro'/l)fîrl3 ^  ^ ^W S J[(S îr3  ^  ( 1 , 8 5

q^Cc^rJCvn  ̂ (1 B6

( 1 . 8 5 )  es una s o l a  c o n d i c i ô n ,

En t o n ce s

q w  4 ( Y ^ c ’ r c c - y ^ x ,  f

4(>PY8C‘ r ( c - M ) ' ^ X , ^  4  ( C - T ( ) ^ c f  Y, -

'(r=C'f ( r c-y‘ X„ 4 ( y p v 4 X « , . -+ 

4(c- ‘ r ( Y 2 - r c f  ' ( v ' c - 4 r ' ’ a ' ' v ' r f ' x , ^ 4

d . s ?

que debe c u m p l i r  ( 1 . 8 6 ) .

Par a  que e s t p  se v e r i f  1 que , s i  A es un b i s p i n o r  a n t i s i m é t r i

C O  y S s i m é t r  i C O  ,
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A . , S « A- ,

1) G )  => XC,  A y y  <‘ -88)

2)  => X ?  4  o - 8 ' i )

’ > ï o \ s  X ,  , X ' '%

es d e c i r :

q , t a , ! i [ t n  ,  ( c ' T ^ " ( c - ' Y ‘  X  +  ( ! f " C ' ‘ ) ”' ‘̂ ( Y 4 c - y ^ ‘ XAs +

+ ( v 2 'v ^ c -4 f ( Y ' 'V 'C - ' f ^ X ^ „  + [ ( r ^ c ' T ^  ( € ' ' ) “  +

+ ( c T V r c - ‘)^ ^ J X ,  +  [ô f / ' i '« c - )“'A ( c - ' ) ' ' ^  -4 

4 ( c - T f Y n ' c - r ' j  X s f ,  4  +

+  ( r K ' C - ‘ r ( ï X ' y " ^  j  x , , ^  ( ' - 9 1 1

AdemSs debe c u m p l i r  ( 1 . 8 5 ) .

M u l t i p l i c a n d e  por

Y ) , Q a  4

que i mpi  i ca

X  4 y , ,  -  y 8  ^ = o

que es l a  c o n d i c i o n  que nos f a l t a b a :
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X  T - ^ (1 92

El  numéro de component es  e s ;  X g ( 4 ) , X ^  ( 4 ) , X^(  1 ) , X*"^  ̂ ( 1 0 ) ,

Xg g ( 1 ) ,  en t o t a l  l a s  20 compone nt e s  i n de pe n d i  e n t e s  de

A p l i c a n d o  l a s  e c u a c i o n e s  BW a l  i n d i c e  c /  :

■ ( v c ' - y  Xçj + c ' ' ] " ' '  X/,, +

+  ( [ { y p - « ) Y / ' V 4 C - ’ ] ‘' ^  C y ' c ’ ) ' ' ^  4

+  r < ' Y p - w i ) v ' ' C - * r ( r y ’ c ' ' ) ‘ ' ] X 6 r ; o

C o n t r a y e n d o  con b i s p i n o r s  a n t i  s i m é t r i  cos en }fS y de c u a l q j i e r  t i p o  

en *t|S

X 55 - fs. y  -  O

Csj- X 5 = ^

^  ^5

X ^ : : 0
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( C v ' - ) ^ ( C y ’ y , -

( - ( la  ( C

( ( Y ’ y , ( c > 6 > 4

En resumen  

campo de s p i n  0 ,

X a !  -  y ,  I V  X  çj

x ; ,  - - 1  r  X Sî

X g  ^ p ^ X

X A» - O

• m

O

)( Z o  , X (  = o , r o

x ' * ” .  ^  r r x »

[  Y J ^  Y 'C - p  [V £ ^ ’ ï-> c - j '  X „

[ 8 . : ' ]

Escogemos l a  o r d e n a c i ô n  de i n d i c e s  en e l  d i a g r a ma  de Young

1 4
2 
3

( 1 . 9 4 )
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Par a  que sea i r r e d u c i b l e ,  debe v e r  i f  i c a r  Yv|>= k\|) , donde

41 21 11
k =   = 8 , 1 , = 4 ,  1 p = 2 ,  1 T = 1

2 .  3 . 1 .  ^

Y = QP con Q = e -  ( 1 2 )  -  ( 1 3 )  -  ( 2 3 )  + ( 1 2 3 )  + ( 1 3 2 )

P = e + ( 1 4 )

Y = 8 Ÿ  e s :

que es l a  û n i c a  c o n d i c i ô n :

El  d é s a r r o i  1o es:

. ( c  M " ' ' C c - ' ) ' ‘ x  4 ( c r ' ' ( r c " / x ,  4

4(c-‘ r^’ (Y'-V"C-‘) * ‘ X.^ 4 (c-’ )”" ' f Y / 'C f ‘ x^ +

4 d r - c ' Y H c ‘ Ÿ ^ y .   ̂+

4 b ' ^ c - r  x „  ;•■ G ' f
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i ( s ' ^ i i ' ' ' C ' ) ' ' ' ( c - ' y ‘  ? 5 ^  + ( y a ' Y H - ‘ ) “ ^ ' ( i ' ' C ' ’ ) ‘ ‘ V a i , .  4

+ (V ‘Y"C'‘p ( r v ^ c - ’ f  x„^ „  +(')n’̂ c'T'’ (rc")y,^.. +

+ (1 S P V ^ C ■■)•'<' d . 9 6 )

Tenemos que i mpon e r  l a  a n t i  s i m e t r l a  en , es d e c i r  ^ con ^

Par a  e l l o  c o n t r a e mo s  ÎT y [S con b i s p i n o r s  s i m é t r i c o s  y ex t r a e mos  l os  

c o e f i c i e n t e s  de l o s  e l e m e n t o s  de l a  base  quo a p a r e c e n .  Los r o s u l t a d o s  

son :

Xs**" = a r X ,  4 I 6 X rxM

x r . - 3 7 . a x  - z ; X ^ 2 4 d

x r  = - -1 X c e )
2

X «  : X  

X  .  - X s

X  - x r  

z ;  = - y ^  

x r  -  X "  

Y C  =
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t i e n e  16 compo nen t es  i ndepend i e n t e s  dadas p or  l os  t e n s o r e s :  

X,  Xg,  X , X

Per o nos f a l t a  i mp one r  l a  c o n d i c i o n  ( 1 . 9 5 )  que se puede e s c r i -  

bi  r  as 1 :

Q ,  I t  = 0

y que l l e v a  a X = 0 ( 1 . 9 7 )

15 son l a s  component es  que t i e n e  e l  t e n s o r  a s o c i a d o  a l  d i a g r a ma

Las e c u a c i o n e s  BW se a p l i c a n ,  por  e j e m p l o ,  a l o s  i n d i c e s  y  y 5  

y nos d an ,  p or  l o s  mét odos  de c o n t r a c c i  ôn ya e x p u e s t o s ,  que 4'^ r O

10. [l"]

4 ( y  Y ' C - ' ) ’''" ( C - ' ) ' ^  X  4  ( - x n K ' X  4

4 . ( v ^ Y ’ C ' * r ( ï “ Y ' C ’ ) ‘' ^ X „ , , „  ( 1 . 9 8 )

I mp on i e nd o  que l a  a n t i  s i m e t r i a  sea t o t a l ,  se l l e g a  a:

4(y5c-rr)H-y' -
- ( Y 7 . Y 8 C - ‘ y V ( ^ V K y - y ‘ |  X  ( 1 . 9 9 )
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con

^ 5  - Vç - O

X q ^  - X ss f x  ~ -  ^/cr/U ~

- X

= - y ^ x

y a l  a p l i c a r  l a s  e c u a c i o n e s  BW se l l e g a  a

X = 0 ( 1 . 1 0 0 )

11 .  , [ 5 ]

^ r c ' i f  ' f  4  (<44’ -' c - o ' Y i f r ’ y V , ; , /

4 ( Y P C f  4  (<r4-'’ C - 4 f ( < r d C - * f  „A, d . io i )

Usando r e s u l t a d o s  d e l  d i a g r a m a  [ 4 ]

^  G f % p  %  ' ' • > 8 8 )

T ' r a f )  .  f w l T c  "  ' 8 8 1

on

^  [juiw] ^  ^

r/ivK p x i ■ 'P ”*reMf;.iv,3



( 2

1

Como debe s e r  s i m é t r i c o  ep l o s  c i n c o  i n d i c e s ,  i mp o n i e n d o  s i me t r  i 

e n t r e  S y '

^  ( 1 . 1 0 4 )

^  Q ( 1 . 1 0 5 )

( 1 . 1 0 5 )  son 20 c o n d i c i o n e s .  Como t e n i a  76  c o mp o n e n t e s ,

obt enemos.  l a s  56 de ^

Al  a p l i c a r  l a s  e c u a c i o n e s  BW, a c u a l q u i e r a  de l o s  i n d i c e s  

se o b t i e n e n  l o s  r e s u  1 t a d o s  d e l  d i a g r a m a  [ 4 ] .  Al h a c e r l o  a l  i n d i c e  ,

se o b t i e n e :

que l l e v a  a l a s  demas e c u a c i o n e s  j u n t o  con

r  O  (1.  106)

( 1 . 1 0 6 )  se o b t i e n e  a p a r t i r  de l a s  r e l a c i o n e s  ( 1 . 1 0 2 ,  1 0 4 ,  1 0 5 ) .

12. [6]
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que

( w r ' X k c ' X " ' '  X ' ' - ' " " " ' " .

•  (&■ C f  ( a x . , „  c ‘ ( - 1, .  c  ■ V

( f r . C - r " ' '  ( a , , / . .  C - f ' '  J ' " ' " ' " - '  .

.  f e - r -  c ' f '  ( o , , ^ .  C ' f " ' ’

( 1 . 1 0 7 )

es s i m é t r i c o  en l o s  p a r e s  o<î  , (o lj y \  s7.c. ^

Ba s t a  i mp one r  s i m e t r î a s  en y  p a r a  o b t c n e r  l a

t o t a l  .
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Per o  podemos h a c e r  t a m b i é n  l o s  d é s a r r o i  1 os

( ( T ^ ' > ' ^ - C ' ' Y ’ ' ' '  X ’ “ ‘  ( 1 . 1 0 8 )

0 t a mb i é n

+ 9 ' ' " '  ( o - P ' / ’ ’ C T ’ '* Y i r > ’ > / '*C ‘ ' r ' " ‘  ( 1 . 1 0 9 )

y compar ando ( 1 . 1 0 8 )  con ( 1 . 1 0 7 )

( 1 . 1 1 0 )
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y  ( 1 . 1 0 9 )  con ( 1 , 1 0 7 )

% : . ,  - - ( r ^ c - r

( 1 . 1 1 1 )

Por  l o s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  en e l  caso [ 4 ]

« W k *  w ,  O i t » .  '  c ; «

que l l e v a n  a l a s  i g u a l d a d e s ;

X _ \ y

V  - ?

l u e g o :

( 1 . 1 1 2 )

ademâs
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‘  6 - '

es d e c i r :

( 1 . 1 1 4 )

^  p(,  ( 1 . 1 1 5 )

Las o t r a s  dos r e l a c i o n e s  que se p o d r î a n  o b t e n e r  son é q u i v a l e n t e s  a

( 1 . 1 1 4 )  y ( 1 . 1 1 5 )  como ver emos a c o n t i n u a c i o n  ( ( 1 . 1 1 6 ) ,  ( 1 . 1 1 7 ) ) .

Se t i e n e  t a m b i é n  de l  c aso  [ 4 ]  ,

k

1 uego

’ A, At

y  -  V

/+i  ' A, At  A*'/+» '  / ' t A i

( 1 . 1 1 6 )

( 1 . 1 1 7 )

como ( j ) " ' " ' r  O 9
/J

= O

X "  , »  = o

V  y
^  CMxjdi î^ r  O

( 1 . 1 1 8 )

( 1 . 1 1 9 )

Con 1o que quedan c o m p l é t a s  l a s  s i m e t r i  as que se pueden d e d u c i r  de

^  A T '  Y
l a s  de

Consecuenc  i a de 4 ]  son l a s  r e l a c i o n e s :
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c . - d o r : : ; , = o

que nos dan:

= ° ” " - ' 8 8 )

6 " ' " '  X r „ r 3 C . f , x  = o  ( ' • > 8 ' )

Las o t r a s  dos r e l a c i o n e s  que se p o d r i a n  o b t e n e r  son c o n s e c u e n c 1 a de 

( 1 . 1 1 7 )  y ( 1 . 1 2 4 ) .

T ambi én  se t i e n e :

9" ®  v a :  " °

X  u] — O  ( 1 . 1 2 2 )

^  ~ 0  ( 1 . 1 2 3 )

En c u a n t o  a l os  u l t i m o s t e n s o r e s :

4 ) ^ '  = o ' " * ’ .  G " ' " '

que l l e v a n  a :

ps X  i p 5  ( 1 . 1 2 4 )

d p " ' ' ' '  _  n " ' ' " '
^  c/xv] - ^  yy f ^ o )  T o

nos dan:



142

X ' ' - ' ”  ^  o  ( 1 . 1 2 6 )

y por  f i n

C i R »  -- "  6 " ^ ' '  C i l . x , = °

f X r ; . u W A l A  " °  ' * • ' 8 8 )

XryL.vJftJ.JCta'l ( 1 . 1 2 9 )

Es d e c i r ,  hemos e x p r e s a d o  t o d o s  l o s  t e n s o r e s  que a p a r e c î a n  en e l  d e s ^

11 J q\  id,  e<i o/, o(c ) .
r r o l l o  de t  en f u n e i on de

M

y l os  dos p r i m e r o s  en f une 1ôn de l o s  dos O l t i m o s .  Las c o n d i c i o n e s  

que cumpl en e s t o s  dos u l t i m o s ,  v i e n e n  dadas p o r :  ( 1 . 1 2 1 ,  12 3 ,  124 ,  

1 2 6 ,  1 2 8 ,  1 2 5 ,  1 2 7 ,  1 2 9 ) .

X t i e n e  ( p o r  ( 1 . 1 2 5 ) ) ,  ^  |  = 56 componen^

t e s .  ( 1 . 1 2 7 )  son 6 e c u a c i o n e s  y ( 1 . 1 2 9 )  o t r a s  6 , e s  d e c i r  t i e n e  44 

component es  i n d e p e n d i en t e s .

X t i e n e  ( p o r  ( 1 . 1 2 4 ) )  4 ^ ^  = 84 componen­

t e s .  Si n  embargo ni  ( 1 . 1 2 6 )  ni  ( 1 . 1 2 8 )  son i n d e p e n d i e n t e s .

En e f e c t o ,  ( 1 . 1 2 1 )  es é q u i v a l e n t e  a:
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^  Xcr o- j r pAl p ^ X  i r  OT z aJ  Acr<rJf fA3p f-r (rJ C Xv2 p

tomando t r a z a s :

yf/'*-3 + y  r/̂ 3̂ yr/^»i _ o
TA'^IX 'G [uAl/< A  [ y ) x ,

per o

= °  T A ^ I V  - 8 7  ( p o r  ( . . , 2 3 . 1 2 4 ) )

' " * 9 °  -- O

De i g u a l  f o r m a ,  de ( 1 . 1 2 1 )  c o n t r a y e n d o  en

( 1 . . 3 0 )

como ( 1 . 1 2 1 )  e s :

^  Ca*v} (ZpXl r ^ X'fvr3[pMyj ^rcqiUp>)*8 ^

( us a nd o  ( 1 . 1 2 4 ) ) ,  t enemos

^  X ( ^ v l T f A) :  ^ * ^[vc3f«xlyu.   ̂ X[T/Ai [CA]u

y p or  ( 1.  130 )

çA»ve> y  ^   ̂ X^c/ i 3 f pAl ' ^

l u e g o  se v e r i f i c a  ( 1 . 1 2 8 ) .

E n t o n c e s ,  ( 1 . 1 2 1 )  son 24 c o n d i c i o n e s  y ( 1 . 1 2 3 )  son 20 ( pues  por  

( 1 . 1 2 1 ) ,  Ç- ^  CyA-vl [pA3^ ^ ^  son 4 e c u a c i o n e s ) .
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Luego X t i e n e  40 componcnt es  i n d e p e n d i  e n t e s  que Sum^

das a l a s  44 de x Cc<r ]  ngg dan 04 component es  de

^ o < ,  C<I, 0<f o'c }

Las e c u a c i o n e s  BW a p l i c a d a s  a e s t e  b i s p i n o r  nos dan:  

s i  tomamos e l  d é s a r r o i  1o ( 1 . 1 0 8 )

-  T/" ( t̂ . 4̂

^  [ l ’; ' .  -  f / "

y por  ( 1 , 1 1 0 )

C f ’ -  > " ')  -  o  (1.131)

O (1-132)

^ (  P / - „ X c ^ „ „ i H , f . , V

( î / ^ î  X ~  P/''. X  ( 1 . 1 3 3 )

( { w ^  (  P)-'! ( i V i  Xyu,/i,^, '  P/ ' v X / ; , / ' ! / ' , )  "

~ {y>Jl XjU.yjj^r, ' ) }  (1.134)
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I  ~  ^/^' /^V^' , )  ( 1 . 1 3 5 )

y s u s t i t u y e n d o  ( 1 . 1 3 5 )  en ( 1 . 1 3 3 )  se l l e g a  a:

'  F/' t ~  F/Ji [  ?; î̂ (  Pa 's ~

~  -  T/^k ( ? As  ~  PyUt ^A' ^ / ^ î / l s )  ^

( 1 . 1 3 1 )  y ( 1 . 1 3 2 )  d e s c r i b e n  un campo de s p i n  3 .
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APENDICE 2

T r a z a s  de p r o d u c t o s  de m a t r i c e s  y .  

t r  ( numér o i mp ar  de y )  = 0

( 3" ' ' =  K x ' - v ' ’ - = K x / ' X "

+-> y ' - o 

= o
| r  Q-X"-' -  O

= o

-pv -

( y  = ( i l

o  )̂ r  4

_ y ^ g r  4-

4- ^ 3 ^ ^ )  4 4 j
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-  /f L { g r  j  ._ y  P / 

( g ^ . < r ^ : i T  4  _ g - y p < "  )  _

g v A y , ^ ^  -

-  y ^  4 g " ' 5 ^ ^ ) )

r  ~t |   ̂ q A ' > ' ( g e o g > ^  _  g e y ^ ^ )  _ g / ' C ^

 ̂ ( ^ur gpc  ̂ _

-  ^ C ju p g > r  _  y i \^ e < r ^  ^

f y  ( (T > ‘^ ( r P ^ ( r ' ' ‘̂ )  -  /, I  I  g/>P^gXJ( f  g'Xt _ ^ v r ^ > o -   ̂ ^  A ^

_ y >  j

Cv' ^ ^ ç_M^p>^

4y ( ys o-x̂L* O'P'̂ )  ̂ g ^A^uf>

- k  ( r r ^ r ^ ^ Y ' r r )  - 4 e f

4 ^ y x y p ^ o -  4  4

 ̂ g u p ^ ; . X T : ( r  _ ^ ^ X y 9 ^ ^  4 . _
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-  4- ( ^ p X ç p V T c r  ^ ç / j i v > T -  ^

4ge«r ^; ^^: >^^ ^  g ^ c ^ / A v f o -  xcr^/^^up;- ^

y ^  / I V px ^

3 ' " '  : 9 ° °  T _  -- -  <3”  -  - <3”  -  y  , <3'i = o . u /

^oAz i ,  -  4  4;

w  = - ' ' ' .  

. - I I  g «

_ Z ,

^;Awp<r
= -  i ' .

^>Aup<r ^
A%-Xh -  —

A

r  > r  ^

§ 4 s % ‘J ' ' x

& %
s \

> s % & %

& % s % S "  X

r . r . s %

A , S' ” X

s % S "  c T x

0 ^



149

APENDICE 3

T a b l a s  de r e p r e s e n t a c i o n e s .

Se dan l a s  r e p r e s e n t a c i ones de SU( 4 )  h a s t a  d i a g r a m a s  de Young de 

sels i n d i c e s  y sus d e s c o m p o s i c i ones cuando  nos r e s t r i n g i m o s  a $ 0 ( 5 )  y 

S 0 ( 4 ) .  Guando se r e p i  t e  a l g u n a  r e p r e s e n t a c i o n  no se vue 1ve a i n c l u i r  

su d e s c o m p o s i c i 6 n  ( B o e r n e r ,  1 9 6 9 ;  Hamer mesh,  1 9 6 4 ,  I t z y k s o n ,  1 9 6 6 ) .

El  d i a g r a m a  de Young se d é s i g n a  p or  [)^^.,J^\. ,JJj] , = numéro de

c a j a s  en l a  f i l a  i .

En SÜ( 4 )  1 os pesos f o n d a m e n t a l e s  son:

 ̂  ̂ '  I" « " ^  • ~ ^ )  c o r r e s p o n d e  a l a  r e p r e s e n  t a c  i 6n de d i a g r a ­

ma de Young [ l ]

„ ( 2 )  .  1 ,  [ , 2 ]

M

Si  A .  es e l  numér o de col umnas  de l o n g i t u d  i ,  de un c i e r t o  d i a  

grama de Young,  e l  peso mâxi mo de l a  r e p r e s e n t a c i ô n  a s o c i a d a  a d i c h o  

d i a g r a m a  es:

AA -  M " ' '  +  %

y l a  d i m e n s i o n  es:
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^  .  A ( ^  g., =«>

A  (3.7.1, o)

doncle 1  ̂ = / l î  +  É -  1

y  A.  (  ̂ j î j  , = ( ? .  - '  ^ j )  ( ^  - ) 0 ?  '  k ) f t - P ( , )

N se puede p o n e r  en f u n c i ô n  d e l  peso mSximo de l a  r e p r e s e n t a c ! ô n  

M = (ni j  ,n)g ) ,  m y  = 0

l\l-, 1  [ (vu ,  - U U , + l ) ( \ l l , - U l j + 2 ) ( l U , - V U , + ^ ) ( » X J , - V M j  W..-H)] '
 ̂^ i

S 0 ( 6 )  es l o c a l m e n t e  i s o m o r f o  a SU( 4 ) .  ( 1 o que n o s o t r o s  u t i l ! z a m o s  es I

e l  i s o m o r f i s m o  l o c a l  de S U ( 2 , 2 )  y S 0 ( 4 , 2 ) ) .  Los pesos mSximos de l a s  |

r e p r e s e n t a c 1 ones i r r e d u c i b l e s  son (m[  , m^ , m^) ,  con m^. m^. m^ e n t e r o s  |

0 semi  e n t e r o s  s i mul  t ^  n ea me nt e  y mj  > m^ > (m^ ) .  Los pesos m ci x 1 mos de

l a s  r e p r e s c n t a c i o n e s  f o n d a m e n t a l e s  son :

« ■ " >  = ( i . i . i )

H ' * 3) .  ( 1 , 0 , 0)

y l a  d i m e n s i ô n  e s :  ■

Cons t r u y e n d o  l a  s i gu i e n t e  b i y e c c  i ôn e n t r e  1 os s i  stemas de r a i  ces s i m ­

p l e s  de SU( 4 )  y S 0 ( 2 ) ,  ( d i a g r a m a s  de D y n k i n )
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9 , -

6  W  - e /

c j  4 f /

e j  = ( 1 . 0 , 0 ) . . .  6 3 ( 0 , 0 , 1 ) si  

^^ son 1 os pesos f u n d a m e n t a  1 es de SU( 4 ) y M'  ̂  ̂ \  M  ̂  ̂  ̂ ^^

= ( 1 , 0 , 0 , 0 )  . . .  e^ = ( 0 , 0 , 0 , 1 )

1 os de 5 0 ( 6 ) ,  numer ados  de f or ma  que c o r r e s p o n d a n  a l a s  mismas repre^ 

s e n t a c i o n e s , y s i  m es e l  peso mâxi mo de una r e p r e s e n t a c i ô n  de SU( 4 ) ,  

t a  1 que m = M  ̂  ̂  ̂ + X  ( M  ̂  ̂  ̂ + X  M  ̂  ̂ \  e l  peso mâximo en l a  n o t a c i ô n  

de 3 0 ( 6 )  s e r S :  ni' + Ai  M '  ̂  ̂  ̂ M '  ̂  ̂  ̂ donde A, " (c<. ,m)  =

= ( | j > j , m' )  ( p r o d u c t o s  e s c a l  a r e s  de r a  i ces por  p e s o s ) ,  donde </,' 

v i e n e  dado por  e l  i s o m o r f i s m o  de 1 os d i a g r a m a s  de r a 1 ces s i m p l e s .  En 

n u e s t r a  e l e c c i ô n ,

Con mas p r e c i s i ôn

/  1 1 - 1  - l \

( m’ ) = - ^ [ l - l  1 - 1  Y  (m)

( m ' ) = 2

con m. -mj -mg

Y l a  i n v e r s a

( m ‘ )
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Par a  r es  t r 1ng i r  1 a r e p r e s e n t a c i ô n  de SU( 4 )  a SO( 5 )  y S 0 ( 4 ) ,  u s â ­

mes l a  n o t a c i ô n  de pesos en 3 0 ( 6 ) .  ( La n o t a c i ô n  en SU( 4 )  es mâs u t i l

en e l  e s t u d i p  de d i a g r a m a s  de Yo u n g ) .

Si  l a  r e p r e s e n t a c i ô n  i r r e d u c i b l e  de 3 0 ( 6 )  t i e n e  peso mâxi mo  

( m ^ . m ^ . m ^ ) ,  l a s  r e p r e s e n t a c i ones i r r e d u c  i b l e s  de 3 0 ( 5 )  ( d e  peso m â x i ­

mo ( O j ^ . n ^ ) )  en que se descompone a l  r e s t r i n g i r l a  a e s t e  u l t i m o  gr upo  

son l a s  que v e r  i f  i can :

YV\  ̂ > 5 VXAi 1 > \ vVi, I

y l a s  de 3 0 ( 4 )  ( d e  peso mâxi mo ( 1 ^ ,1 g ) )  que r e s u l t a n  de ( n ^ . n ^ )  cum-  

pl  en :

1 f , > Z

Las de 3 0 ( 3 )  que a p a r e c e n  en ( 1 ^ , 1 ^ ) de 3 0 ( 4 )  son l a s  ( 1 )  que v e r i f y

can 1 j  ^  1 ^  1 2 .

La d i m e n s i ô n  d e ' una r e p r e s e n t a c i ô n  i r r e d u c i b l e  de 3 0 ( 5 )  es :

y de 3 0 ( 4 )

En f u n c i ô n  de l a s  c o o r d e n a d a s  a s o c i a d a s  a 1 os d i a g r a m a s  de Dyn^

k i n :

(%)sols) VV.  S», M f *  -, \  M'

(H = ( i . i ) ,  M ' = ( 1 , 0 )  r e p r e s e n t a c i o n e s  f  undamen ta 1 es de 5 0 ( 5 ) )
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y

N  ( k , ^  f  k -> ^-t  ̂  ̂ K k  *■ ' )

ûi -  Y ( A. - ^  A l ]  P I  -  Y  r ^ '  )

K/(>., V )  ^ ( \ - i i ) ( \ * < )  - - ( ?  ( t  ) + ' )  O f r

La n o t a c i ô n  c o i n c i d e  con l a  u sua l  d e l  g r u po  de L o r e n t z ;

( s p i n o r s  no p u n t e a d o s ,  s p i n o r s  p u n t e a d o s ) .

N o t a c i ô n :

DY D i a g r a ma  de Young

PM Peso mâxi mo

D D i me n s i ô n
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OJ CM OO Tf LO iO CVJ CJ

O  O  O

CO CO CO CO
CM CM OO OJ
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If) 00 en CO m o o o > c o r o ^ r o

m # # m m # m m
CM CM CM CM CM CM CM CM

O  O  O
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o  o
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lO CO (M OJ

OJ CM OJ OJ OJ OJ
^  ^  ^  ^  ^  ^IT) LO ro ro T—« T—4

OJ in CO LO

ro to CO CO CO ro

OJ OJ 

CO CO
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tv» m to in OJ
m 00 en oo in 00 £T> CO OO icj- CO

r o n o o r o m c v l C M C O c v j c j

T-i O  I o  I

m CO CO CM CM CM
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