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ABSTRACT

La matematizacién tiene un apoyo continuo en la intuicién y en lo visual. Este
trabajo versa sobre la visualizacién matematica, no sélo como las matematicas
reconocidas a través de imagenes sino como clave de significado en la com-
prensiéon e inspiradora en los descubrimientos mateméticos. A través de datos
empiricos se reflexiona desde la Educacién matematica universitaria, sobre las
caracteristicas de visualizacién geométrica y sobre algunos obstaculos y oportu-
nidades de la ensenanza de la visualizacién con alumnado universitario.

Mathematization is heavily sustained by intuition and visual reasoning. In this
work we consider mathematical visualization not only as the process of recogni-
zing Mathematics though images, but also as a key factor to enhance understan-
ding and inspiring mathematical discoveries. Within the frame of mathematical
education at university level, we use empirical data to reflect on the characteris-
tics of geometric visualization and on some of the obstacles and opportunities
arising in the teaching of visualization in this particular context.
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1. Introduccion

Este capitulo estd pensado como homenaje a la aportacién docente de Juan Tarrés.
Si algo puedo destacar de lo que he conocido como colega de Juan Tarrés es su
preocupacion por favorecer, desde su tarea docente, la formacién matematica de los
estudiantes en sus comienzos en la universidad y por impulsar una adecuada ensenanza
de la Geometria en los futuros profesores de Secundaria. En una entrevista informal
con Juan antes de empezar a incubar este capitulo, me comentaba que una constante
en sus clases, tanto para los estudiantes futuros matemaéticos como, en sus tltimos
afnos, para los estudiantes del Master de Formacion del profesorado de Secundaria,
ha sido el desarrollo de la intuicién matematica y las conexiones de los conceptos
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matematicos con la realidad: “Los alumnos tienen una experiencia inmensa que Se
puede utilizar en la Geometria Elemental. En particular, pienso en su familiaridad
con la existencia y propiedades de la Geometria. Esta familiaridad procede de fuera
de las clases de matemdticas, de la vida cotidiana, lo que debemos considerar como
una situacion especialmente favorecedora. Por eso continuamente usaba ejemplos en
las clases de ese tipo. Convencer de que aquello tiene un sentido que va mds alld del
mero formalismo de una teoria acabada” (conversacién informal 14 de marzo de 2012).
Estas palabras del profesor Tarrés me evocaron otras dichas por René Thom (1972):
“Se llega al rigor absoluto, solo eliminando significado... y si se debe elegir entre rigor
y significado, elegiré este ultimo. Es la eleccion que se ha hecho en matemdtica, en
donde casi siempre se trabaja en una situacion semi-formalizada, con un metalenguaje
que es el habla ordinaria, no formalizada’. “La tendencia modernista representa un
aumento de la cultura en detrimento de la naturaleza; es, en el estricto significado
del término, una preciosura. Pero si la preciosura tiene, a veces, encanto en arte y en
literatura, puede no tenerlo en matemdtica’.

El profesor Tarrés siempre ha sido consciente de las dificultades que entrana la
exposicién elemental de los fundamentos de la Geometria, de ahi su interés en crear y
elegir el “significado”, como ha quedado evidenciado en varios de sus trabajos, sobre
todo los que contribuyen a la comprensiéon del concepto de Dimensién o de Espacio
Abstracto (Tarrés, 1991, 1994 y 2011a). La forma de generar significado para sus
alumnos siempre ha sido a través de conexiones con la realidad. Por ejemplo, en una
de sus conferencias mas recientes en la Universidad de Santander, nos planteaba una
serie de preguntas para ayudar a reflexionar sobre el espacio. Decia:

“Quiero que pensemos juntos qué entendemos por espacio en Matemdti-
cas y por qué se ha llegado al concepto de espacio que se utiliza en la
actualidad, a través de las siguientes cuestiones:

sSe puede pasar realmente al otro lado del espejo, o sélo es posible en un
mundo de suenios y fantasia? ;Necesito Alicia sumergirse en otro espacio
y utilizar otra geometria?

s Como podemos interpretar las diferentes visiones que nos ofrece Inter-
net de una determinada panordmica al ir aproximdndonos a la misma?
s Qué conclusion se puede sacar al comprobar que los detalles de aquella
zona y las relaciones entre los diferentes objetos son cada vez mds nitidos?

s Qué vision de una ciudad tiene el viajero que se desplaza por ella utili-
zando solamente el “Metro”? ;Podrd ser capaz de relacionar entre si los
diferentes lugares que ha visitado? ;Tendrd conciencia de como es aquella
ciudad con la simple contemplacion del plano del Metro?

4 Qué espacio ha querido representar un pintor al crear y ejecutar su obra?
sExpresa la misma clase de espacio un cuadro del Renacimiento que otro
de Dali o Magritte, por ejemplo? ;Qué pensar de los dibujos de Escher?
4 Qué nos quiere decir Fuclides en sus Elementos cuando postula que “una
recta se puede prolongar indefinidamente”? ;En qué espacio se debe pro-
longar? ; Volverd el alguna vez sobre si misma?” (Tarrés, 2011b).

Para el profesor Tarrés la Geometria es comprendida, en el sentido clasico de la
palabra, cémo un drea que tiene mucho que ofrecer como gimnasia razonadora y como
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depdsito de ejemplos que ayuden a comprender el mundo, la matematica, las ciencias
naturales y el arte (ver por ejemplo, Tarrés, 2011a).

Se puede afirmar que de forma constante en sus escritos, ha puesto de relieve la
funcién central de la Geometria en el desarrollo de la matemdtica y su conexién con
la sociedad. Para Juan Tarrés los procesos intuitivos y la visualizacién aparecen como
algo profundamente natural, tanto en el nacimiento del pensamiento geométrico como
en el descubrimiento de nuevas relaciones entre los objetos matematicos y también,
naturalmente, en la transmisién y comunicacién propias de la actividad matematica.
Compartimos completamente con él esta visién, la cual tomamos como punto de
partida para la realizacién de este articulo.

Por tanto, como tema central hemos elegido el razonamiento visual o los procesos
de visualizacion en el aprendizaje geométrico a nivel universitario. A través de algunos
resultados procedentes de la investigacién en Educacion matematica, trataremos de
poner de manifiesto la naturaleza de esta visualizaciéon de los estudiantes en situaciones
de aprendizaje que podria servir de aval en la practica docente.

2. Razonamiento visual y visualizacion

A lo largo de estas péaginas utilizaremos los términos razonamiento visual y visua-
lizacién indistintamente, por lo que, antes de avanzar, tomaremos la resolucién del
siguiente problema para hacernos una idea sobre el razonamiento visual de una forma
mas concreta: Hallar el lugar geométrico de los puntos, para los cuales la suma de las
distancias a dos rectas dadas, “a” y “b”, que se cortan, sea igual a una longitud dada.

Una forma (global) de comenzar es argumentar que el lugar tiene que estar conte-
nido en una regién acotada del plano, porque cualquier punto que esté lejos estd ne-
cesariamente lejos de una de las rectas. Otra forma més local de comenzar a resolver
el problema es preguntarse si cualquier punto del lugar geométrico descansa sobre las
rectas dadas, y comenzar a buscar a lo largo de estas rectas. Esta bisqueda se puede
aproximar dindmicamente comenzando en el punto de interseccién y moviéndonos a
lo largo de las dos rectas. Al proceder asi, la distancia desde la otra recta crece desde
cero sin limite, por lo tanto en un cierto momento pasa por un punto que pertenece al
locus. Analogamente, se pueden identificar cuatro puntos. El lugar es un rectangulo
cuyas esquinas son los cuatro puntos (Figura 1).

Figura 1: Solucién del problema

Establecer esto no es trivial, necesitandose de detallados argumentos analiticos, los
cuales se pueden basar en las proporciones de los tridangulos semejantes. El anterior
argumento se puede considerar esencialmente como informacién visual. El razona-
miento visual que hemos utilizado puede ser global o local, dindmico o estatico, pero
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no es meramente perceptivo, implica argumentos analiticos que van dirigiendo cada
etapa de la resolucién.

En este articulo vamos a entender la visualizacién desde una concepcién global:
“Visualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacion,
uso y reflexion sobre figuras, imdgenes, diagramas, en nuestra mente, sobre el papel
o con herramientas tecnoldgicas con el propdsito de representar y comunicar infor-
macidon, pensar y desarrollar ideas y avanzar la comprension ” (Arcavi, 2003:217). La
visualizacién como camino para “ver lo invisible” , idea que enlaza con la intuicién de
lo abstracto senalada por Tarrés (1991, 1994). Junto a la definicién expresada que-
remos hacer notar también que la visualizacién es la “intencionalidad ” (Gianquinto,
1992) que no estd presente en el mero ver. La consideramos “una manera de ver las
cosas” (Davis, 1993). Esta expresién de Davis sugiere que los conceptos matematicos
son “cosas’para la persona en cuestion, y por lo tanto, “una manera de mirar’ es una
sintesis (a menudo) técita de comprender las propiedades de estas cosas y requiere de
una comprension de los conceptos mas alld de la presentacién visual.

3. La actividad del matematico ejemplo de visualizacién

Una de las mayores aportaciones que han hecho la Filosofia y la Historia de la
matematica es considerar la matematica como una ciencia temporal y conectada con
la sociedad que le ha permitido su desarrollo. Gianquinto (2005) distingue varias fases
en la actividad global del matemdtico: descubrimiento, explicacion, justificacién y
aplicaciones. Estas fases ponen de manifiesto facetas del trabajo matematico, algunas
de ellas con influencia implicita en la docencia. El contexto de descubrimiento precisa
las condiciones que permiten el hallazgo y la elaboracién de los conceptos a partir de
la resolucion de problemas. La explicacién matematica a menudo involucra imagenes,
representaciones, diagramas o imagenes mentales. La justificacion se relaciona con la
forma en que un resultado se presenta, se defiende, se justifica en una comunidad
investigadora. Estas diferentes fases o contextos de la actividad del matemético no
se refieren a lo puramente cientifico, sino que, a lo largo del pasado siglo, distintos
matematicos han senalado la necesidad de tener en cuenta en la invencién matemaética
la naturaleza psicoldgica, como es el caso de los ensayos de Hadamard (1908/1945) o,
posteriormente, los trabajos de Lakatos y Kuhn que permitieron enriquecer el contexto
de descubrimiento, introduciendo una perspectiva mas socioldgica, como un contexto
destinado a favorecer el trabajo de los matematicos: “como seres humanos que hacen
avanzar la comprension humana de las matemdticas” (Thurston, 1995).

Por tanto, definir las matematicas a partir de la actividad de los matematicos
nos obliga a mirar sus trabajos para comprender mejor la naturaleza y el contenido
de las matematicas. Para situar la relevancia de la visualizacion en la ensenanza
universitaria nos gustaria tener en cuenta algunos testimonios de matematicos que
nos han precedido. El siguiente testimonio sobre el papel de la visualizacién, en el que
se explicita la influencia de la imagen en los procesos del pensamiento matemaético lo
tomamos de Hadamard:

“Yo mismo he dado una demostracion simplificada de la parte (a) del
teorema de Jordan. Por supuesto, mi demostracion es completamente arit-
metizable (de otro modo deberia ser considerada inexistente), pero al cons-
truirla nunca he cesado de pensar en el diagrama (pensando solamente en
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una curva muy retorcida) y asi lo hago cuando la recuerdo. No puedo si-
quiera decir que he verificado explicitamente (o que puedo verificar) cada
paso del argumento en cuanto a su aritmetizabilidad (con otras palabras,
el argumento aritmetizado no aparece en general en mi plena conciencia,).
Sin embargo, que cada paso del argumento puede ser aritmetizado es in-
cuestionable tanto para mi como para cualquier matemdtico que quiera
leer la demostracion. Yo puedo darlo inmediatamente en su forma aritme-
tizada, lo cual demuestra que esa forma aritmetizada estd presente en mi
conciencia marginal’(Hadamard (1945, p.103).

Otros matematicos y fisicos perspicaces describen su pensamiento como dominado
por iméagenes. Con frecuencia las imagenes son visuales, e incluso pueden ser soma-
tosensoriales. No es sorprendente que Benoit Mandelbrot, que ha dedicado toda su
vida a la geometria fractal, diga que piensa siempre en imagenes. En cuanto a Al-
bert Einstein, segtin cita Hadamard (1945), no tenia dudas acerca del proceso: “Las
palabras del lenguaje, tal como se escriben o se hablan, no parecen desempenar papel
alguno en mi mecanismo de pensamiento. Las entidades psiquicas que parecen Servir
como elementos en el pensamiento son determinados signos o imdgenes mds o menos
claras que pueden reproducirse y combinarse “voluntariamente”. Ezxiste, desde luego,
una cierta conexion entre estos elementos y los conceptos logicos relevantes. También
es evidente que el deseo de llegar finalmente a conceptos conectados de forma ldgica
es la base emocional de este juego mds bien vago con los elementos anteriormente
mencionados”. Y mds adelante, en el mismo texto, lo explicita de forma todavia mds
clara: “Los elementos anteriores mencionados son, en mi caso, de tipo visual y mus-
cular. Las palabras u otros signos convencionales solo han de buscarse laboriosamente
en una fase secundaria, cuando el juego asociativo citado se halla suficientemente
establecido y puede reproducirse a voluntad” (A. Einstein, citado en J. Hadamard
(1945)).

Estos testimonios sugieren que el principal contenido de nuestro pensamiento son
iméagenes, con independencia de la modalidad sensorial en la que son generadas. Nues-
tra percepcion se realiza prioritariamente a través de la visién, por tanto, no debe sor-
prender que esta actividad de matematizacién tenga un apoyo continuo en lo visual.
Pero no debemos pensar que este apoyo se limita unicamente a actividades percepti-
bles por la vista, como pueden ser las propias de la Geometria, sino que en actividades
mas abstractas también desempena un importante papel como una intuicién de lo
abstracto, como la aportacién sobre la Topologia General desde sus comienzos hasta
Hausdorff, descrita por Tarrés, asf nos lo muestra (para mas desarrollo de este aspecto
ver el capitulo de Capi Corrales en este mismo volumen).

Escondidos tras estas representaciones o imagenes, existen en realidad numerosos
procesos que guian la generacién y el despliegue de dichas iméagenes. Las investigacio-
nes en Educacion matematica indican que estos procesos utilizan reglas y estrategias
encarnadas en representaciones disposicionales, representaciones que puede favorecer
una comunicacién externa adecuada. Coincidimos con otros autores cuando senalan
que una labor importante del experto matematico “en su tarea de formacion de los
mds jovenes, debe consistir en tratar de transmitir no solamente la estructura formal
y ldgica del quehacer matemdtico en este campo particular, sino también, y probable-
mente con mucho mds énfasis, estos aspectos estratégicos e intuitivos de su oficio,
que por otra parte son probablemente mucho mds dificiles de hacer explicitos y asi-
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milables para los estudiantes, precisamente por encontrarse muchas veces situados en
los sustratos menos conscientes de la propia actividad del experto” (Guzmén, 1996,
p. 34).

4. Pensamiento Geométrico: Génesis de razonamiento visual,
instrumental y discursivo

En las ultimas décadas la visualizacién en Educacién matematica se reconoce como
un aspecto importante del razonamiento matematico y los procesos de resoluciéon de
problemas. Varias investigaciones han demostrado que las actividades que promueven
la construccién de las imagenes pueden mejorar enormemente el aprendizaje de las
matemadticas (Presmeg, 2006; Stylianou, 2002; Rivera, 2010, Tall, 1991), contribuyen-
do significativamente a la profundidad de la comprension en los estudiantes.

En el estudio de los procesos de razonamiento matematico geométrico el papel
de la intuicién y la visualizacién es clave (Duval, 2005) y asi ha sido senalado en
los distintos modelos de aprendizaje (Mammana, y Villani, 1998). Aqui aludiremos
brevemente a dos de ellos: el modelo de Van Hiele (Van Hiele, 1986), procedente de
la escuela holandesa, y el de Houdement y Kuzniak (1998, 2006 y 2010), en el d&mbito
de la escuela francesa.

El modelo de Van Hiele estd constituido por dos componentes: a) la descripcién
de los distintos tipos de razonamiento geométrico de los estudiantes a lo largo de su
formacién matematica, que van desde el razonamiento intuitivo en las etapas iniciales
hasta el formal y abstracto de los estudios superiores; b) la delineacién de un esquema
de ensenanza en cinco fases con el que el profesor pueda organizar la actividad en sus
clases a fin de que el alumnado pueda alcanzar el nivel de razonamiento superior. Por
su parte, el modelo de Espacio de Trabajo de la Geometria (ETG) y paradigmas, que
destacan que en el dominio de la Geometria aparecen claramente tres paradigmas que
se designan bajo los términos de Geometria I (o Geometria natural), Geometria II (o
Geometria natural axiomética) y, finalmente, Geometria III (o Geometria axiomética
formal). La idea que sustenta este modelo es que sélo se puede hablar de trabajo
geométrico cuando la actividad del alumno es a la vez lo suficientemente coherente y
compleja como para permitir la puesta en ejecucién de una actividad de raciocinio.
De esta manera, en cierto modo, hacen suyo el pensamiento de Gonseth (1945, p.
72): “Ser gedmetra significa no confundir una evidencia nacida de la intuicion con
una informacion experimental, el resultado de una experiencia con la conclusion de
un raciocinio” .

Estos autores introducen dos niveles conectados en la estructuracién del ETG: el
nivel epistemolégico y el nivel cognitivo:

1. El nivel epistemoldgico. La actividad geométrica en su dimensién puramente ma-
tematica se caracteriza por tres componentes: Un espacio real y local, como material
de apoyo con un conjunto de objetos concretos y tangibles, un conjunto de artefactos,
tales como instrumentos de dibujo o de software y un marco teérico de referencia
sobre la base de definiciones y propiedades. Estas componentes no estan simplemen-
te yuxtapuestas, sino que se deben organizar con un objetivo preciso en funcién del
ambito matematico en su dimension epistemoldgica. Esto justifica el nombre de plano
epistemoldgico dado a este primer nivel. En este marco teérico, el concepto de pa-
radigma geométrico retne a los componentes de este plano epistemolégico. Cuando
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una comunidad se pone de acuerdo sobre un paradigma, podrd formular problemas
y organizar sus soluciones con herramientas o estilos de pensamiento preciso que da
lugar al ETG de referencia.

2. El nivel cognitivo. Un segundo nivel, centrado en la articulacién cognitiva de los
componentes del ETG. Este plano nos ayuda a entender cémo los grupos, y también las
personas particulares hacen uso y adectian el conocimiento geométrico en la practica.
Siguiendo a Duval (2005) estos autores destacan tres procesos cognitivos implicados
en la actividad geométrica:

= Una visualizacién del proceso conectado a la representacion del espacio y el
material de apoyo.

= Un proceso de construccién determinado por instrumentos (reglas, compds, ma-
nejo de software, etc.) y configuraciones geométricas.

= Un proceso discursivo que transmite la argumentacién y las pruebas.

Este enfoque busca comprender mejor la creacién y desarrollo de todos los com-
ponentes y niveles mostrados en el diagrama de la Figura 2. El trabajo geométrico
se ve como un proceso que implica la creacién, desarrollo y transformacién. Todo el
proceso se estudia a través de la nocién de génesis, utilizado en un sentido general
que se centra no sélo en el origen, sino también en el desarrollo y la transformacion
de las interacciones. A través del proceso de transformacion, se estructura el espacio
de trabajo geométrico.

Los dos niveles, cognitivos y epistemolégicos, necesitan ser articulados con el fin de
garantizar un trabajo geométrico completo y coherente. Este proceso supone una serie
de transformaciones que es posible identificar a través de tres génesis fundamentales,
como se muestra en la Figura 2:

; T i " Demostracién
Visualizacién :
Plano cognitivo Construccidn
. Génesisde razonamiento
Génesisfigural discursivo
Génesis
instrumental
Espacic ~ T - (_ Referencial
localy real S
Arefacto
Plano epistemalégico

Figura 2: Espacio de trabajo geométrico: planos y génesis (Kuzniak, 2011)

1. Una génesis figurativa y semidtica que proporciona a los objetos tangibles su
estado de funcionamiento de los objetos matemaéticos.
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2. Una génesis instrumental que transforma los objetos en las herramientas en el
proceso de construccién.

3. Una génesis discursiva de la prueba que da sentido a las propiedades utilizadas
en el razonamiento matematico.

Las ciencias cognitivas han puesto de relieve los procesos para el estudio del pen-
samiento geométrico: percepcién, lenguaje y accién. En el lenguaje de la Geometria,
la visién estd constituida por la percepcién que conduce a los procesos de visualiza-
cién. La accion se refleja fuertemente en los procesos de construccién. Finalmente, en
el marco de la Geometria la articulacién de los procesos de razonamiento esté estre-
chamente asociada a las cuestiones de inferencia y toma de decisiéon. En definitiva,
cada componente del trabajo geométrico estd asociada a estos procesos cognitivos.
Estudiar estas génesis y las conexiones entre ellas en ambientes tecnolégicos puede
suponer un avance para ofrecer a un profesor conocimiento estratégico para aprender
a enseflar con tecnologia (ver seccién 5.3).

5. Algunos resultados de nuestro contexto

En este apartado se presentan algunos resultados de estudios empiricos realizados
con estudiantes de Matematicas sobre el rechazo o la preferencia a utilizar visualiza-
cién en el aprendizaje, sobre el nivel de razonamiento de los estudiantes y por 1ltimo
sobre el aprendizaje de la Geometria en contextos tecnolégicos.

5.1. Rechazo o preferencia por lo visual en los estudiantes

Distintas investigaciones han senalado que una de las dificultades que pueden en-
contrar los profesores para trabajar la matematica mediante razonamiento visual es
el rechazo o la no valoracién por parte de los estudiantes (Eisenberg y Dreyfus, 1991;
Eisenberg, 1994). En un estudio con 29 estudiantes de primer curso de la Licenciatura
de Matemadticas de la Universidad Complutense de Madrid (Souto y Gémez-Chacén,
2011), evaluando la influencia del método visual para la comprensién del concepto de
integral, se puso de manifiesto el uso limitado que hacen los estudiantes del registro
visual y la dificultad cognitiva propia del uso del registro visual, como una de las
causas para el rechazo de la visualizacién. Para este grupo de estudiantes, el concepto
de integral se identifica con el cédlculo de primitivas y con la aplicacién indiscrimi-
nada de la regla de Barrow, la integral, para ellos, no comporta ningin proceso de
convergencia ni tampoco ningtin aspecto geométrico. Es, por tanto, un proceso pura-
mente algebraico. La mayoria de los problemas que se les plantearon estaban basados
en conceptos que tiene una interpretacion visual, y esto hizo que los estudiantes no
pudieran hacer muchos de los problemas de la lista, ya que “parecen no haber apren-
dido” a explotar las representaciones visuales asociadas con los conceptos y muestran
deficit en la coordinaciéon entre el registro visual y analitico o en la combinacién de
ambos.

En otro de los estudios sobre pensamiento geométrico y aprendizaje con sistemas
de geometria dindmica (SGD), realizado también en nuestra facultad, con 30 estudian-
tes formandose como profesores de Secundaria (Gémez-Chacén, 2012) se buscéd de-
tectar factores que favorecian o inhibian el uso del pensamiento visual, focalizando
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en qué dificultades estaban generadas por las creencias sobre el razonamiento visual
y qué tipologias de emocién se derivaban de ellas. Los datos pusieron de manifiesto
que todos los estudiantes consideraban que el razonamiento visual es algo central en
la resolucién de problemas matematicos. Sin embargo, pudimos observar que frente a
esta misma creencia se produjeron emociones diferentes. En un primer momento es-
tas emociones fueron categorizadas como: gusto (77 %), disgusto (10 %), e indiferencia
(13 %) hacia el objeto. Las razones que aducen para justificar estas emociones son: a)
placer/gusto como una indicacién de que uno puede lograr un conocimiento experto
(30 % de los estudiantes); b) placer/gusto cuando se progresa en la esquematizacién y
se logra una forma conceptual suave (35 %); ¢) placer y gusto como control y creacién
de aprendizaje profundo (40 %); d) placer y gusto porque estd asociado con aspectos
intuitivos y ludicos del conocimiento matemadtico (20 %); e) emociones de indiferencia
ante la visualizacién (13 %); f) no placer y gusto cuando la visualizacién tiene una
demanda cognitiva més fuerte (10 %).

Una respuesta similar se obtuvo cuando se exploré las creencias relacionadas con
el uso de software de Geometria dindmica como una ayuda para la comprensién y la
visualizacién del concepto de lugar geométrico. Todos los estudiantes afirmaron que
les resulto 1til y el 80 % expresaron emociones positivas sobre la base de su fiabili-
dad, rapidez de ejecucion y el potencial para desarrollar su intuicién y vision espacial.
Agregaron que la herramienta les ayudé a superar bloqueos mentales y mejorar su
confianza y motivacion. Como futuros docentes hicieron hincapié en que GeoGebra
puede favorecer no sélo el pensamiento visual, sino que ayuda a mantener una via
afectiva productiva. Indicaron que el trabajo con la herramienta les favorece creen-
cias positivas hacia las matemadticas y hacia si mismos como aprendices y estimula
su propia capacidad y voluntad de participar en el aprendizaje de las matematicas.
En sintesis, estos resultados muestran que la valoracion o rechazo por la visualizacion
esta ligado al area de conocimiento, asi como al uso de determinados instrumentos
(atribucién de gran valor al aprendizaje con ordenador). La eleccién de la represen-
tacién en la que se resuelve un problema parece depender tanto del propio problema,
como de las preferencias y habilidades visuales personales.

5.2. Niveles de razonamiento de los estudiantes

Otro de los estudios que nos ha aportado datos sobre lo que les sucede a nues-
tros estudiantes y que pudiera ofrecer pistas para la accién docente en pensamiento
geométrico avanzado es una investigacién que tenia por objeto el estudio del razo-
namiento geométrico en la transicién Bachillerato a la Universidad (Gémez-Chacén,
Sevilla y Castrillén, 2012). Siguiendo el modelo de Van Hiele anteriormente mencio-
nado, nos centramos en la identificacién de distintos niveles de razonamiento de los
estudiantes (visualizacién, deduccién informal, deduccién formal, rigor y abstraccién).
El grupo de estudio estuvo formado por 22 estudiantes de segundo de Bachillerato y
28 estudiantes de primero de Licenciatura de Matemaéticas.

Este trabajo ha tratado de poner de relieve que gran parte de la dimensién de
dificultad del paso de la Matematica en la transicién del bachillerato a la universidad
en el drea de Geometria Avanzada estd estrechamente ligada a los procesos cognitivos
del razonamiento geométrico referidos a la deduccién formal y a los procesos de rigor
y abstraccién implicados en esa deduccién formal, mediados por la visualizacién y
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analisis de objetos.

Como instrumento para la recogida de datos se elaboré un cuestionario compuesto
por problemas de Geometria que requieren del resolutor una secuencia que permite
identificar niveles de razonamiento. Este cuestionario fue aplicado de forma colectiva
pidiéndole de forma detallada el protocolo de resolucién. Comentamos los resultados
de uno de los problemas:

Problema

Sabemos que un modo que facilita contar el nimero de vértices, aristas, caras,
etc., de un cubo o hipercubo, es reducir una zona y ampliar otra de la figura, aplastar
y obtener la nueva la figura reducida en una dimensién respecto a la de partida.

a) Asi, de un cubo de dimensién 3, quedaria en dimensién 2, segiin se muestra en
el dibujo siguiente. Anota:

-el ndmero de vértices:
-el niamero de aristas:
-el ndmero de caras:

7 = T e

Figura 3: Cubo

b) Dibuja lo que ocurrirfa si aplastamos a dimensién 1 un cuadrado de dimensién
2 y anota:

-el ndamero de vértices:
-el nimero de aristas:

¢) El hipercubo de dimensién 4 jno lo puedes dibujar!. Sin embargo, {podrias dibujar
la figura aplastada que resultaria en dimensién 3?7 Anota en su caso:

-el ntimero de vértices:
-el nimero de aristas:
-el niimero de caras:
-el nimero de cubos:

A fin de recoger y analizar la informacion de las producciones de los estudiantes
en relacion con los niveles de Van Hiele, se determiné y categorizé una serie de niveles
de desempefio (acompanados de sus correspondientes indicadores) a contrastar en
las respuestas de los alumnos. Estos niveles van recorriendo de forma progresiva las
dificultades a superar en cada uno de los niveles segin el Modelo de Van Hiele. Los
niveles analizados en los estudiantes fueron los siguientes:
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Nivel 1 (Visualizacién/ Andlisis). ' Analisis y conteo de los elementos del cubo
(Indicador: Contar bien elementos cubo).

Nivel 2 (Deduccion informal). Deduccién informal y ordenacién. Dibujo de un
cuadrado reducido y conteo de elementos del cuadrado (Indicadores: Dibujar cuadrado
reducido. Contar bien elementos del cuadrado).

Nivel 8 (Deduccidn formal). Deduccién formal. Intentar dibujar hipercubo re-
ducido como consecuencia de una compresion del proceso y reglas de reduccion de
dimensién a partir de lo aprendido en el caso de dimensién 2 ¢ 3. (Indicador: Intentar
dibujar hipercubo reducido).

Nivel 4 (Rigor y abstraccidn). Rigor y abstraccién. Dibujar bien el hipercubo
reducido, distinguiendo correctamente sus elementos asi como la forma que tendran
cada uno de ellos. Como consecuencia se puede hacer un conteo correcto de los mismos,
en el que ademas se identifican correctamente las hipercaras, ingrediente que no es una
mera generalizaciéon del caso tridimensional, sino fruto de un proceso de abstraccién
e induccién. (Indicadores: Dibujar hipercubo reducido. Contar bien elementos del
hipercubo).

Del analisis de los datos se desprenden los siguientes cuatro asertos:

s El rigor y abstraccién propia de la ensefianza de la Geometria avanzada y re-
lacionados con el Nivel 4, s6lo 1o muestra el 11 % de alumnos de universidad y
ningin alumno de bachillerato.

= La deduccién formal y la imaginacion espacial, relacionadas con el Nivel 3, s6lo
son alcanzadas por el 43 % de los alumnos de universidad y ningtin alumno de
bachillerato.

s La deduccién informal, relacionada con el Nivel 2, es alcanzada por el 43 % de
alumnos de universidad y por un 32 % de los alumnos de bachillerato.

= Los indicadores asociados a la visualizacion relacionada con el Nivel 1, son al-
canzados por el 68 % de universitarios y por el 55 % de alumnos de bachillerato.

5.3. Visualizacién y trabajo geométrico con ordenador

Un objetivo principal en las investigaciones recientes consiste en caracterizar y
especificar la naturaleza exacta del trabajo geométrico realizado por los estudiantes
de matematicas en los contextos tecnoldgicos con programas de Geometria dinamica
(SGD). Respecto al aprendizaje geométrico en contextos tecnoldgicos son varias las
cuestiones que se nos plantean: ; Céomo se articulan las tres tipologias de génesis nece-
sarias para la construccién de pensamiento geométrico en la integracion de software
de sistemas dindmicos (Cabri, GeoGebra, etc.) en el trabajo geométrico? ;Qué rol
desemperia el instrumento (software, p.e. GeoGebra) en la construccién del espacio
geométrico? ;Cémo interviene la utilizacién de los SGD en el paso de la Geometria
I a la Geometria II (axiomdtica natural) o de la Geometria II a la III (axiomdtica
formal), particularmente en los procesos visualizacién e intuicién geométrica y cémo
influye el uso de este software? ;Qué nuevo rol tienen las propiedades geométricas
cuando se usa software dindmico? ;Coémo puede hacer un profesor en su actividad
docente que el artefacto (p.e. software de SGD) sea un instrumento matemético?

1Este nivel integra el Nivel 0 y 1 del modelo de Van Hiele.
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En nuestro caso, utilizando el marco tedrico de los espacios de trabajo geométricos
(ETG) mencionado en la seccién 3 y el enfoque instrumental (Artigue, 2002) hemos
podido constatar varios hechos en los estudiantes: no dominio del ciclo de razonamien-
to y la necesidad de profundizar en la visualizacién iconica versus la visualizacién no
iconica.

5.3.1. CICLO DE RAZONAMIENTO

Se constaté el caracter incompleto del ciclo de trabajo geométrico del alumnado
(Gémez-Chacén y Kuzniak, 2011). Para dominar todo el ciclo de razonamiento, los
estudiantes deben dominar al mismo tiempo las técnicas aplicadas en tres génesis -
figurativa, instrumental y discursiva- y mostrar un grado de flexibilidad cognitiva en el
uso de diferentes facetas del trabajo geométrico. Volver al instrumento para poner fin
al ciclo puede ser problematico entre los estudiantes que apoyan su investigacion en la
resolucién de los problemas sobre los aspectos figurativos y discursivos cuando no hay
congruencia entre el instrumento tedrico y un instrumento informatico. Este cardcter
incompleto del ciclo de razonamiento fue constatado en dos experimentaciones, una
primera con 30 estudiantes de matematicas, confirmada por una experimentacién
complementaria con cuatro grupos de clase, con un total de 98 estudiantes.

G Demeostracién
Visualizacién

7 onstruccic
Plano cognitive C : an

Génesis de razonamiento

Génesisfigural ' discursive
Génesis
instrumental
Espacio Referencial
lecaly real
¥ . (_Artefacto

_Plano epistemolégico
Figura 4: Diagrama de trabajo geométrico que privilegia la génesis instrumental

También, el estudio muestra que al punto de vista sobre el desarrollo del razona-
miento geométrico hay que anadir el mantenimiento de la construcciéon de una génesis
discursiva relacionada con los elementos visuales de la deconstruccién de figuras. Esta
forma de razonamiento requiere una reflexion sobre el papel de las definiciones y teo-
remas en el proceso de desarrollo de lo geométrico de cara a que los estudiantes pasen
de un trabajo préactico perteneciente a Geometria I a una Geometria mas axiomatica
(Geometria II).

5.3.2. VISUALIZACION ICONICA VERSUS VISUALIZACION NO ICONICA

Dos modos opuestos de funcionamiento cognitivo en los cuales los procesos de reco-
nocimiento de los objetos representados difieren radicalmente en el trabajo geométrico
son la visualizacidn iconica'y la visualizacion no icdnica (Duval, 2005). Si tenemos en
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cuenta la complejidad del proceso puesto en juego en el acto de “ver”, “ver” conlleva
siempre dos niveles de operaciones que son diferentes e independientes uno del otro,
aunque frecuentemente éstos se fusionan en la sinergia del acto de ver. Estos dos
niveles de operaciones son el reconocimiento discriminativo de las formas y la identifi-
cacion de los objetos correspondientes a las formas reconocidas. El problema cognitivo
mayor es saber cémo se realiza el paso de un reconocimiento discriminativo de formas
a la identificacion de los objetos a ver.

En la visualizacion iconica el reconocimiento de lo que representan las formas
se hace por el parecido con el objeto (real) que representa, o en su defecto, por
comparacién con un modelo tipo de formas (una figura particular sirve de modelo, y
las otras figuras son reconocidas segin su grado de parecido con este modelo).

La visualizacion no icénica reconoce las formas, bien en virtud de las limitaciones
internas de organizacién que hacen imposible ciertas deformaciones o ciertas aproxi-
maciones, bien en virtud de deducciones efectuadas discursivamente en funcién de las
propiedades que han sido enunciadas en las definiciones o en los teoremas, o bien a
partir de hipétesis que declaran lo que representa una figura.

Hemos podido constatar que en el aprendizaje geométrico con software dindmico
se produce una gran ruptura entre estas dos diferentes formas de visualizacién. Y esta
ruptura es muy importante, ya que sélo la visualizacién no icénica es pertinente para
los procesos geométricos que se deben producir. Tomemos un ejemplo, que también fue
trabajado por Tarrés (2010) en su forma analitica y desde distintos tipos de registros.
El problema es el siguiente: Una escalera que mide 5 metros estd apoyada por su
extremo superior en una pared vertical, y su extremo inferior estd situado en el suelo
¢ Cudl es el lugar geométrico descrito por el punto medio M de la escalera al resbalar
y caer ésta? (Y si el punto no es el punto medio de la escalera).

Consideramos que se trata de un problema de nivel medio alto para nuestros
estudiantes. El enunciado estd formulado sin consignas explicitas de construccion. Es
una situacién realista de facil comprensién. No obstante, la traslacién a construccién
con el software GeoGebra no es evidente, es necesario ayudarse de un objeto auxiliar.
El razonamiento visual-analitico requiere superar la dificultad inicial de construccion
de la escalera a través de un objeto auxiliar, en ese caso GeoGebra ofrece el locus de
forma precisa. Para el registro analitico o algebraico es necesario situar cinco puntos
sobre el locus y después trazar con el comando “cdnica que pasa por tres puntos’. En
este caso se obtiene la ecuacién algebraica precisa. En lo referente al razonamiento
instrumental que debe seguir el estudiante, dos momentos son claves en este problema:
1) La construccién de la escalera con una circunferencia auxiliar, 2) Y si se quiere
estudiar el lugar que describen los puntos sobre la escalera, estos puntos deben estar
determinados de forma precisa (punto medio, 1/4).

En esta tipologfa es clave la visualizacién no-icénica (para una resolucién com-
pleta de elementos de visualizacién no-icénica en ldpiz y papel ver Tarrés (2010)). A
continuaciéon comentamos brevemente algunas de las dificultades de los alumnos en
una resolucién con ordenador (GeoGebra). Una primera tipologia de dificultad son
las construcciones estéticas (tratamiento discreto, Fig. 6). En esta tipologfa el alumno
utiliza GeoGebra como una pizarra avanzada pero no utiliza el dinamismo que propi-
cia el software, sélo repite las construcciones para un conjunto de puntos. Para trazar
el lugar geométrico se ayudan del comando cénica que pasa por 5 puntos.

Otra segunda tipologia de dificultad es la definicién no correcta de la construccién
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Figura 5: Resolucion del problema de la escalera

Figura 6: Resoluciéon de alumno 13

(punto libre). El alumno resuelve aparentemente el problema pero la solucién impide
la utilizacién de las herramientas de GeoGebra. Para utilizar la herramienta lugar
geométrico es necesario que los puntos que lo definen estén correctamente determi-
nados (no pueden ser puntos libres). En esta aproximacién el alumno, en el mejor de
los casos, puede obtener una representacién parcialmente valida pero que no admite
ningin tratamiento algebraico con GeoGebra. En este problema, la dificultad esta en
definir el punto de la escalera que no es el punto medio. Si se toma un punto libre no
se podra utilizar la herramienta Locus.

Como se puede observar en la Figura 7, la soluciéon que se obtiene es visual,
aproximada y no da una solucién exacta. Los estudiantes de esta tipologia de solucién
quedan absolutamente convencidos y no son conscientes de que su solucién es errénea.

Por ultimo, otra tipologia de dificultades es la utilizacién de elementos instrumen-
tales no validos. Por ejemplo, para este problema se utiliza la herramienta deslizador
para desplazar el “mowver”. El alumno se da cuenta de que el “mover” hay que aco-
tarlo y lo hace a través del deslizador. El problema es que en el sistema GeoGebra
el deslizador es un escalar, y por lo que tras ello no se puede utilizar la herramienta
lugar geométrico 2

2Hacemos notar que en este estudio se utilizé la versién 3.7; en la actualidad los creadores de
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Figura 7: Solucién del estudiante 23

En una proporciéon amplia de estudiantes se produce una deficiencia heuristica
(“esa incapacidad de ir mds alld de lo que se aprecia en un primer vistazo”) en la
interpretacién geométrica de las visualizaciones, este caso en la comprensién de lugar
geométrico desde el punto de vista funcional. A veces, la figura en Geometria funciona
como una verdadera representacién icénica que deja sin significado la aprehension dis-
cursiva. Coincidimos con Duval cuando afirma que: “la complejidad de la visualizacion
matemdtica no radica en sus unidades visuales -que son menos y mas homogéneas que
para las imdgenes- sino en la seleccion implicita de las variables visuales contrastadas
dentro de la configuracion de unidades que son relevantes y las que no” (Duval, 1999,
p.15).

. Se tiene esto en cuenta en la ensenanza? Muchas veces se ensena a construir
imégenes, pero esto no es ensenar visualizacion. En construir incluso algunos alumnos
son buenos, pero muchos se quedan en la aprehension local, y no son capaces de llegar
a lo global (ver Gémez-Chacén y Escribano, 2011 y Souto y Gémez-Chacén, 2011 a
propdsito de la visualizacién de la integral definida). En la ensenanza es importante
diferenciar entre utilizar una figura, manipularla en busqueda de nuevas ideas y de
comprensién, o utilizarla como esquema, como apoyo del proceso deductivo que se
sigue. Es decir, en una situacion la figura sirve para razonar, para generar nuevas
ideas, para inventar, crear. En la otra, la imagen tan sélo tiene un papel explicativo,
estd subordinado a lo formal (discursivo). Por tanto, de cara a la docencia parece
pertinente distinguir dos posibles funciones de las figuras: heuristica (para crear, ma-
nipular, asociada a la aprehensién operativa); ilustrativa (explicativa, subordinada a
las hipdtesis y el pensamiento deductivo, asociada a la aprehensién discursiva). Para
el estudiante, o para el profesor como mediador en el aprendizaje, no es facil activar
los resortes necesarios para que la figura funcione de forma heuristica, como base del
pensamiento. Por ejemplo, en el aprendizaje uno de estos resortes podria ser la ha-
bilidad de introducir nuevas unidades en la figura, asi como las operaciones visuales
que definen.

Por otro lado, cuando se trabaja con Geometria dindmica la aprehensién percep-
tual, que sirve para ver las figuras y las visualizaciones iconicas, no siempre conduce
a la aprehension operativa. Por ejemplo, en el problema de la escalera que hemos
descrito, la utilizacién de las representaciones fisicas es muy diferente en la Geo-
metria dindmica: qué nos da la informacién visual y qué esconde toda una visuali-

GeoGebra han incorporado esta posibilidad.
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zacion no-iconica. Habitualmente la construccién paso a paso con SGD para realizar
la representacién visual de un problema de lugares geométricos procede del siguiente
modo: construir las figuras geométricas basadas en las hipdtesis del problema, apli-
car las transformaciones geométricas, (mover el punto M a lo largo de una recta
A), comprender las relaciones entre la construccién euclidea y la demostracion, crear
la demostracion que involucra y determinada activacién de comandos, averiguar las
conexiones tanto geométricamente y algebraicamente para llegar a una demostracién.

Normalmente los estudiantes cuando resuelven este tipo de problemas utilizan méas
bien el comando “Traza” que “Lugar geométrico’. Pensamos que una justificacion de
este hecho puede darse por el punto de vista conceptual geométrico de la definicién de
Lugar Geométrico en los manuales. Comprender estos aspectos epistemoldgicos que
afecten a la dimensién cognitiva-instrumental de los estudiantes es clave. En los libros
de texto la nocion de Lugar geométrico se introduce vinculada a construcciones con
regla y compas, donde su aspecto constructivo y mecénico es claro en el contexto de
las aplicaciones (casol). Pero también, podemos encontrar la nocién Lugar geométrico
en el contexto de las transformaciones, mostrando que estas transformaciones son he-
rramientas muy eficaces para resolver problemas de Lugares (caso 2), cuyo significado
no es el mismo.

En el primer caso la definicién vendria dada en el siguiente modo Definicién 1: Un
lugar geométrico es el conjunto de puntos que satisfacen una determinada propiedad
expresable a partir de una construccion geométrica realizada con regla y compds. Esta
es conocida como la aproximacion “cldsica”. También, podemos encontrar otro tipo
de formulacién en el contexto de las transformaciones, en este caso nos referimos a
un conjunto de puntos que son imégenes de un conjunto de puntos, se define como
la imagen de un objeto bajo una aplicacién o transformacion. “Si llamamos f de la
funcion: M — N = f(M), buscar el lugar geométrico de N es buscar el conjunto
de todos los puntos f(M)”. En este ultimo caso, Locus se define de forma funcional,
tedricamente tenemos que considerar que un punto P variable que pertenece a una
figura F' considerado como un conjunto de puntos (una linea recta, un circulo...)
corresponde a un punto P’, la imagen de P por una la aplicacién f. Locus tiene
un doble significado: por una parte legitima el cambio de una figura sintética (un
punto global de ver) a una figura como un conjunto de puntos, y permite recomponer
la figura. Esta distincién entre trayectoria y locus expresada en estas definiciones
se refleja en el software de Geometria dindmica mediante dos herramientas “Lugar
geométrico ” y “Traza”. Utilizar la herramienta “Lugar geométrico” requiere de una
aprehensién operatoria para hacer fecunda la intuicién de la figura. La visualizacion
no iconica requiere la toma de conciencia de las propiedades que estéan ligadas a las
operaciones que se efectian, bien para construir una figura o bien para transformarla.

6. Conclusion

En sintesis, en este capitulo se ha argumentado, dando evidencias empiricas que,
la articulacién entre visualizacién y razonamiento estd en la base de toda actividad
matematica, y en particular de la geométrica. La visualizacién aparece de forma natu-
ral por la propia naturaleza de la mateméatica -concepto de matematizacién-; porque
nuestra percepcién es prioritariamente visual pero también es esencialmente relevante
en actividades matematicas en las que la abstraccién parece llevarnos lejos de lo per-
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ceptible por la vista. En esos casos, los matematicos se valen de procesos simbdlicos,
diagramas visuales y otros procesos imaginativos que les ayuden a desarrollar una
intuicién de lo abstracto.

También, se muestra que los procesos de visualizacién no estan ausentes de difi-
cultad en la transmisién de la disciplina. Para que una imagen sirva para visualizar,
no basta con que se establezcan conexiones parciales de sus elementos con el regis-
tro analitico, sino que debe lograrse una visién més global, conjunta, que involucre a
todos los elementos y relaciones relevantes, y se realice de forma independiente al re-
gistro analitico y especialmente si trabajamos con situaciones de aprendizaje con usos
tecnolégicos. Parece pertinente estudiar la importancia de los contextos informaticos
en las interrelaciones de las tres génesis (figural, instrumental y de razonamiento dis-
cursivo) en el espacio de trabajo geométrico. El comportamiento de los estudiantes en
situaciones de aprendizaje geométrico con SGD muestra que es necesario afiadir una
dimensién para el desarrollo de razonamiento geométrico del estudiante que tome en
cuenta una linea de construccién de la génesis discursiva articulada con elementos de
de-construccion visual.

Por 1dltimo, no tenemos duda de que desarrollar el pensamiento matematico avan-
zado de nuestros estudiantes supone trabajar los procesos de representar, visualizar,
generalizar, clasificar, conjeturar, inducir, analizar, sintetizar, abstraer y formalizar.
Sin embargo, en la educacién matemética que ofrecemos, a veces corremos el riesgo de
no inculcar el habito de interpretar y descodificar adecuadamente nuestras visualiza-
ciones, tratando de hacerlas explicitas a nuestro alumnado y traduciéndolas, cuando
esto resulte adecuado, a un lenguaje formal. Contar con una ensenanza explicita de
los diferentes tipos de visualizacion para cada una de las cuales se muestre sus codifi-
caciones y descodificaciones, utilidades, conversiones de registros seria un inestimable
impulso a la comprensién conceptual de nuestros alumnos. Y como ha mostrado el
profesor Tarrés, esta codificacién y descodificacion estd inmersa en todo un cumulo
de intercambios personales y sociales, buena parte de ellos arraigados profundamente
en la misma historia de la actividad matematica.
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