2
(1914)

Documento de trabajo
9416

CONSIDERACIONES SOBRE LOS
METODOS RECURSIVOS DE
CALCULO DE LA PROBABILIDAD
DE RUINA: CASO HORIZONTE
TEMPORAL FINITO Y TIEMPO
DISCRETO.

MIGUEL ARTURO USABEL RODRIGO

- FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS Y EMPRESARIALES
- UNIVERSIDAD COMPLUTENSE

: .“_C'_ampus de Somosaguas 28223 MADRID




Conslderaciones sobre los métodos recursivos de caleylo de la probabilidad de
ruinaicaso horizonte temporal finito y tiempo discreto. 1
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RUINA:CASO HORIZONTE TEMPORAL FINITO Y TIEMPO DISCRETO.
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Departamento de Economia Financiera y Actuarial.

Universidad Complutense de Madrid.
CONTENIDO

El presente trabajo se centra en estos dos aspectos:

El primero es confirmar que los distintos métodos expuestos de célculo recursive de
funciones son adecuados para obtener el valor de la probabilidad del suceso
sypervivencia{complementario del suceso de la ruina)con horizonte finito t y
consideracién temporal discreta(becho realizado anteriormente por los autores de cada
‘método).

B El segundo aspecto consiste en establecer la forma ¥y Jlas condiciones de

" equivalencia entre los métodos;de manera que podamos comparar conclusiones o ejemplos

“obtenidos por alguno de estos métodos con otras consideraciones extraidas de los
restantes.

 Términos significativos:Proceso estocdstico,probabilidad de supervivencia,método

 recyrsivo.
I.INTRODUCCION.MODELO DE VARIACION DE LAS RESERVAS.
(MODELO CLASICO)

El proceso estocastico que modeliza el valor de las reservas de la entidad en los

distintos instantes temporales discretos {Rl}:’_ , Puede definirse mediante la

ecuacién(modelo clasico de la teoria del riesgo):
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siendo:

- Ry:Reservas de la entidad en el instante temporal O o reservas
iniciales.

- PyPrimas acumuladas hasta el afio i,es decir,la suma de las

primas anuales correspondientes a los afios =1,2,...,t:
1

P=3 ?,
1=

siendo ?) la prima anual correspondiente al afio J.

- Sj:Variable aleatoria de un proceso estocistico en tiempo
discreto que representa la siniestralidad total acumulada
hasta el instante temporal i:

«©
{s;}
1=1
También puede expresarse como:

i

S =% s
J=1
siendo 5 la variable aleatoria sinestralidad total anual

correspondiente al afio j.
[+1]
A partir de este proceso estocéstico {Rl}l_1 definimos los conceptos siguientes:

a) Suceso de supervivencia(A:):

Se expresa como el siguiente conjunto cilfndrico:

%
&
ta

Ay =weB /R =012, )

siendo @ una trayectoria perteneciente a B, la c-dlgebra del conjunto F de las

funciones del tipo:

feF f:N

. [14]
perteneciente al espacio probabilizable del proceso estocdstico {R;},_,.
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En otras palabras,el suceso que acontece cuando lag reservas de la entidad en los

instantes 1,2,etc hasta n son siempre no negativas.

b) Suceso de la ruina(A.):

SE define como el conjunto cilindrico:
Ay ={weB/(Ti/R <0i1=,2..,t))

El suceso acaecido cuando, en algin momento, las reservas de la entidad se hacen
negativas.Como podemos ver el suceso de la ruina es complementario del suceso de
supervivencia. '

La probabilidad de ruina con horizonte temporal! finito(n) y tiempo discreto

podemos expresarla:

Prob{A;) = 1 -Prob(A{)

ILMETODOS DE CALCULO DE LA PROBARILIDAD DE RUINA:HORIZONTE TEMPORAL FINITO Y TIEMPO
DISCRETO.

. ; Adoptado el modelo anterior para definir el proceso estocistico que explica la
‘variacién de las reservas en el tiempo,realizamos un recorride por la literatura
actuarial existente sobre el célculo de la probabilidad de ruina en el caso de
horizonte temporal finito y tiempo discreto,encontrando los siguientes métodos de

célculo:

A)FORMULAS BUHIMANN.[3]

(1)Definimos el suceso By(x} como el siguiente conjunto cilindrico:

B(x)=we€ /S =x}

()procedimiento alternativo de demostracién ;no es el utilizado en la bibliografia.

&
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siendo & una trayectoria pertenenciente a € ,la oc-algebra de! conjunto F(definido en

el epigrafe anterior) correspondiente al espacioc probabilizable del proceso

estocastico en tiempo discreto: {Sl}Tﬂ.
Se ve claramente que el suceso B; puede definirse también como:
Bi(x) = [§; = x]

siendo S; la variable aleatoria que explica el valor de la siniestralidad acumulada

en el instante temporal t.

Expresando el suceso [x;A:_ll coemo:
[x;As ;] = B(X) n Ag,

decimos que dicho suceso se presenta cuando el proceso no ha incurrido en ruina hasta
el instante t-1 y ademéds en el instante t la siniestralidad total acumulada es menor
que el valor x.

Escribiendo la ecuacién que definia el valor de las reservas:

Ry =Rg + Py - S

deducimos que :

por tanto escribimos:

[R, + PiAg ) = B{(R+P) n Ay, =
~weC /S =RptP, }n{weB /R =0 I=1,2,.t } = A}

Ay = [Rg + Pt;A:-qﬂ
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Definiendo G,(x) como la funcién de distribucién de la siniestralidad total anual

correspondiente al afio i:
(2)G,(x) = Prob{s; = x}

introducimos la restriccidn de suponer las variables aleatorias siniestralidad total
anual correspomdiente al afio i(s;) como independientes e igualmente distribuidas lo
cual implica que la siniestralidad total acumulada es wuna variable aleatoria

estacionaria:

restriccion:siniestralidad acumulada estacionaria.

St = St = Spupm Stang @ Gi(x) = G(x) =12,

-podemos afirmar,entonces,que:
Probl[B;(x)] = G(x)

Si definimos el suceso siguiente:

c
Cea®) = lise 4= y1 0 A,

Expresando el sigulente suceso condicionado:

(2)La siniestralidad es siempre no negativa.
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By (x)

Dt(X/y)=
Ce-1(y)

mediante el teorema de Bayes podemos escribir: - l

Probl B, (x) nC,_,(¥)]

probiD(x/y)] = = expresién 1
Prob{C;_,(¥y)]

siendo:
sucesos
<
[xApq] = U Be(x) 0 €y (3) dis juntos dos
y=Rg+P¢ 4 a dos.

teniendo en cuenta la independencia de las siniestralidades anuales la condicidén de

Markov debe cumplirse:

resultando:
ProblDy(x/y)] = G(x-y)

expresando:

Problx;AS ] = B " (x)
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podemos deducir que:

*t-)
. d H (y) .
ProblCy_(»)] =d,H "(x) = ————— dy= h" " (y)dy
dy
y por tantc escribir:
Prob{x;Ai__I] = Prob U Bi(x) n Cy,(y)
y=Rg+Py 4

La probabilidad de la unién de sucesos disjuntos es la suma de las
probabilidades,al tratarse de unma suma finita no npumerable podemos representarla

mediante una integral:

o*Pt-1
Prob U Bix) n Ciy(y)| = Prob[Bt(x) n Ct_lfy)]
0
¥*Rg+Py_y

aj)}icando el Teorema de Bayes,escribimos:
Prob [Bt{x] N Ct—1(Y)] = prob[D,(x/y}] Prob[Ct_l(y)]

sustituyendo obtenemos finalmente:

R0+P‘t

*t
Prob{x;A:_I} =H "(x) = I
o

_1 _
Glx-y)d,(H *(y))

Férmula I
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que constituye una especie de convolucién truncada.Mediante esta férmula recursiva

podemos calcular el valor de la probabilidad del suceso supervivencia:

[Prob[A:] = Prob[Ro+Pt;A:_1] = H“(R&PQ

Nota:Hans Bilhlmann ,en la referencia bibliograficall] utiliza un procedimiento

distinto para deducir la férmula I,a través de integrales miiltiples

Si queremos hallar una férmula alternativa{3) para H*t(RO+Pt) podemos utilizar un

argumento de renovacidn:

c
[+ - 2
El suceso [Ry+Py;A{ (]=A, podria expresarse como una unién de sucesos excluyentes
o disjuntos;siendo cada termino de dicha unién la interseccién de los dos sucesos

siguientes:

- Suceso definido como que la siniestralidad en el primer afio
haya tenido el valor y:
[Cy(y)].

E

~suteso de supervivencia condionado al hecho de que la siniestralidad del primer afio

sea y:

c t
Et(R0+Pt/y) = [R0+Pt.’At_1 ] = (RQ"'PI"Y)"'E P15A:_2
C(y) i=2

debido a la estacionariedad del proceso equivaldria al suceso de supervivencia en

t-1 afios partiendo de unas reservas iniciales: Ry+P,~y.

{3)Esta férmula no figura en la bibliografia citada.
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De manera que expresamos mediante el teorema de la Probabilidad total:

[R+PyALl = ||] [Cl(y} A Et(R0+Pt/y]
Y=Rp+Py

(dis juntos)

Deduciendo obtenemos:

t t
ProblE(Ry+Py/y)1=Prob [(Ry+P;-y)+] pi;A:__z =H"1R;+P-y4F p,
i=2

1=2

ProblCy(y)] = d,Gly)

aplicando el Teorema de Bayes de forma similar que en la expresion 1 escribimos:
ProblRg+Py;Ay ;] = Prob || [Cl{y) A Et(Ro-i-Pt/y] =

ySR°+P1

O+P1 w1 t
0 1=2

0+P1 _ t
H Y (Rg+P,) = J'R H[(Ry#Py-y 1Y p, d,G(y)
0 1=2

Férmula II

probabilidad
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| BJFORMULA DE VYLDER 2 GOQVAERTS. (4]

Aceptando las siguientes restricciones:

l.Estacionariedad del Proceso eslocdstico de la siniestralidad
total,como se supuso en el epigrafe anterior.

2.Estacionariedad del pbroceso determinista de cobro de las primas:

P.t"'Pt_I = Pt+n - Pt"'n"“l = pt = pt"'l’l:C V ne IN = Pt=Ct

definimos la siguiente funcién de forma recursiva:

[U,.1(Rg) = G(Ryre)

RD+C
U, ¢(Ry) f U, (Rgre-yld,Gly) t=2
0

ﬁVamos a demostrar que las expresiones Upi(Rg) obtenidas mediante Ias férmulas
recursivas anteriores coinciden con la probabilidad de ruina.(1)

En el epigrafe anterior qued6é probado de manera Justificada que la probabilidad de

ruina {Prob[Ajl)podia igualarse a la expresién:

0+P1 ~ t
H Y Ry+P,) = JR H ! [(Ry+P-y)sT p, d,G(y)
o 1=2

(1)procedimiento alternativo de demostracién ino es el utilizado en la bibliografia.

Consider
de] ruinasca

———

probar

utilizan

Paso 1.

Paso 2

Por t:

acepte
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probaremos:

*t
Ul,t{ROJ =H (R0+Pt) = YVt

. utilizando la jnduccién completa:

| Paso LUy ;(Ry)=G(Ry+c)
Incorporando la restriccién del proceso de primas
primas estacionario y definiendo H*O(x) como la dist.
de Heaviside;
H"YRy+P; )=G(Ry+c)

- Paso 2:
: Suponiendo:
L I
H v 1(R0+Pt—1)=Ul,t-1(R0}
debido a la estacionariedad de las primas:
P,=c
t
Y Py=c(t-1)=P_,
i=2
4 deduciendo que:

n
H*t-I(R0+P1-y+E P1)=H*t‘1((Ro+°‘Y)+Pt-1)'"'Ul.t—l(Ro""C‘Y)
i=2

sustituyendo en la férmula II:
" 0+C
]

Q.E.D.

; Por tanto podemos escribir 1a igualdad;

<
ProblA,] = H “Rg+Py) = U, (Ry)
aceptadas las restricciones de estacionariedad.
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De esta manera hemos probado que e! uso de las expresiones recursivas utilizadas

por De Vylder & Goovaerts garantiza la obtencién de la probabilidad de supervivencia.

C)PRIMERA FORMULA DE BEARDI1]

Definiendo el proceso estocdstico en tiempo discreto {Zl} ,icomo el formado por

las variables aleatorias:

Zy=p;-s
teniendo como funcién de densidad F|{Z;) establecemos que:

1 i i 1
Rl= O+Pl—sl=R0+ E pj Z SJ —R0+ E (pJ—SJ)'—RO-FE Zj
J=1 J=1 J= J=1

recordando que el suceso de supervivencia se definia como el conjunto cilindrice

siguiente:

={w e B /R, =0 =2t}

smediante el Teorema de Kolmogorov podemos escribir la siguiente probabilidad conjunta:
[
ProblA,] = Prob[Rl?.O :R,20 ;...;Rtao]

siendo R, variables aleatorias pertenecientes al Proceso estocastico

{Rl}‘m .Expresando esta probabilidad en forma de integral:
1=1

r r r d_,F(Z,)d,.F,(Z,)...d (F.(Z,)

Ro-21 "-Ro-2-Z3, 4040724y
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si asumimos las dos restricciones del epigrafe anterior:
- estacionariedad de la siniestralidad total
- estacionariedad de las primas.

podemos decir que:

Z=p;-s;=c-s, = F(Z) Vi

por ser ;l la variable aleatoria siniestralidad total anual la cual se distribuye de

manera idéntica para cualquier i ,debido a la restriccién impuesta.

Por tanto escribimos la integral:

R
OProby= | A F(Z,)4,F(Z,). .., F(Z)
-Rg “-Rg-Z; “-Rg-Z4-Zp=+. .-z

(integral 1)

deduciendo la siguiente expresién recursiva;

[+
R
OPl‘Obt':J R0+21Pr0bt_1 dle(Zl)

-RO

sin embargo podemos decir también que:

F(Z,)=Prob(Z;s Z,)=Prob(c-s,=Z,)=Prob{s>c-Z,)

y por tanto:

siendo g{x) la funcién de densidad de la siniestralidad anual.
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Si sustituimos en la expresidén anterior:

R
Oproby=| 0*%1Prob, ; d_F(Z,) =

-R, 0

Ro*Z1prob, ,; gle-Z,)dz,
Ry
realizando el cambio de variable:
c-Z, =y
y sustituyendo en la expresién anterior,cbtenemos:

ot

R _
Oproby = Ro*Cy, Prob,_,d, G(y)

0

expresién idéntica a la utilizada en el epigrafe anterior.

R *t
Ul,t(Ro) = Opprop, = H (Ry+P;)

NQTA:Obsérvese que la demostracion de que la expresién U (R,)
puede utilizarse para el cdlculc de la probabilidad de
; supervivencia, puede basarse en la igualdad anterior.

By

“D)SEGUNDA FORMULA DE BEARD.[2]

Si tenemos el siguiente conjunto cilindrico:

YQ, =w € C / Ry ;Ry= O 1=1,2,...,t-1}

es decir,el suceso que acontece cuando las reservas en el instante t son superiores a

y ,ademds el proceso no ha estado en ruina anteriormente.La probabilidad de

supervivencia en el momento t puede expresarse:

Prob[A:] = Prob[°Q,]
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Definiendo la siguiente funcién de manera recursiva:
W(Y,1) = G(Ry+P,-Y)
otPe-
w(Y,t) = - r G(Z+p;-Y)d,W(Z,t-1) t=2

0

vamos a demostrar que:

W(Y,t) = H Y(Rg+P,-Y) Vvt

utilizando la induccién completa damos estos pasos:

Paso 1:

De la propia definicién de la funciéon W(Y,1):

W(Y,1) = H (Rg#P,-Y) = G(Ry+P,-Y)

Paso 2:

La hipétesis de induccién serfa:

W(Y,t-1) = B R+, ,-Y)

]

por tanto:

dep

dW(Y,t-1) = dH (Rg+Py;-Y)
sustituyendo en lds fdormulas anteriores obtenemos:

]

0tPt-1 *ot
wy,t) = - Glz+p-Y)d H =~ (R, +Py.-2)
0

realizando el siguiente cambio de variable:

b = Ry+P,_ -z
deducimos la expresidn:

0*Ft-1 *t-1 *t
G( (Ro"'Pt"Y)"b)de (b) = H (R0+Pt—Y)
0

Q.E.D.

de
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Recordande que:

ProblA;] = H '(Ry+P,)

podemos establecer la igualdad:

ProblA;] = Prob[®Q,] = W(0,t)

en general:

Probl*Q,] = W(y,1)

por lo tanto las férmulas recursivas vistas anteriormente son aptas para el calculo de
la probabilidad de supervivencia,tomando y = O0.0Observese que la equivalencia se
produce sin asumir la restriccion de estacionariedad en el proceso de cobro de las

primas.

E)TERCERA FORMULA DE BEARD,[2]

(1)Definiendo previamente estos sucesos elementales mediante conjuntos cilindricos:
-AY=-@wec/Rzy)
~B={weC/ R; 2 O jstst,1+2,..n }
vy
.~C ={weC/R=y}

"expresamos el siguiente suceso:

(0 »| o —(0)
U[(At“Bi)“Cl] A, N By nA

¥=0

que representa la situacién de superavit de reservas en el instente temporal t

habiendo tenido déficit por dltima vez al final del afio i.

(I)Procedimiento alternativo de demostracién;no es el utilizado en la bibligrafia.
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Consideraclones sobre los métodos recursivos de céleulo de

Aplicando el teorema de Bayes podemos expresar:

(D) )
Prob[mimn B) n c:Y )] = Prob (.At n B%y} Prob[C, ]
1

el suceso de supervivencia puede definirse de esta manera:
t

t-1
o @ (0 ©
AS = [la, =4, nAl

i=1 i=1
si efectio la unidén de los siguientes sucesos disjuntos obtengo:
t-1

t-1

(o) ~{0} (o) —{0}
UA,c NB na |=4 ﬂUBlr\A1
=1 i=1

(0)
expresando el suceso Ay como la siguiente unién:

-1 t-1

@ (0 —~(0) © —~0)

A, = A ﬂUBlnAI U a"n| g na
i=1

i=1

comprobamos facilmente:

t-1

—(
U BinA | ={weC/ 31 ;Ri<0ieq,2,...,t-1}}

i=1

suceso de laruina Ay,
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por tanto:

t-1 -1
__(0) _ [+ ” (0)
U By n A = At “nA‘
=1 i=1
de manera que :
t-1 t-1
( (@ —@} © (0}
Ag = A ﬂUBinAi U 4, n 4
1=1 i1=1
)
[+]
Ag

la expresién anterior refleja la unién de dos sucesos disjuntos por ello:

t-1
c (0) {0} —{0)
ProblA;] = ProblA, ] - ProblA, U B; n A
A I=1
expresion 2
recordamos que:
t-1 t-1
(0 o} | _ (0 W)
Prob|A, ﬂUBinAl = Prod || U[(AtnBi]nCi]
j=1 i=1|y=0

sl se admiten las restricciones de estacionariedad en la siniestralidad total y en 1las

primas puedo expresar la siguiente probabilidad mediante una funcién que depende sélo
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del tiempo interno:

(0}
Prob |(A n B%y) = w(y,t~1) = Probia,] = w(Ryt)
i

y deduciendo que:

)
ProblC, 1 =d,G ()

Convolucién i-ésima de la funcién de distribucién de la siniestralidad total anual.

t-1 t-1 0
*,
Prob U U [(Aimn B) n C;Y}] = ): J' w(y,t-1)d, 6 I(Y)
t=1|y=0 I=1 -0

por tltimo ,es obvio que:

(0) *
ProblA, | =1 - G*(Ry+P,)

por tanto escribimos la expresién 2 mediante la expresion recursiva:

t-1 0
*
Prob[A:] = w(R,t) = [1 - G™t(Rg+P 1)] - Z I w(y,t-i)d,G ')

i=1 -o0

W(Rost) = H HR#Py)

de
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IIL. CONCLUSIONES.

- Hemos demostrado{apartado A) que la probabﬂidad del conjunto

cilindrico que representa el suceso de supervivencia(Ai),asumiendo striccion de

estacionariedad de la variable aleatoria siniestralidad al anual,podia
encontrarse calculando el valor de una f unéién(H*t(x),def‘inida recursivamente)en el
punto R,+P,.

El célculo recursivo de H*{(Rj+P,) podia hacerse mediante la férmula I o bien la

foérmula II.

- Definiendo una funcién U1,t(Ro) de manera recursiva segin las
las férmulas indicadas en el apartado B} y aceptando las restricciones de
estacionariedad de primas y siniestralidad total;demostramos ,por induccién completa

,que el valor de dicha funcion coincide con H*t(Ro+ct) y por lo tanto expresa el

valor de la probabilidad de supervivencia.

- Se ha demostrado ,a su vez, que la probabilidad del suceso
supervivencia,aceptando las resiricciones de estacionariedad de primas y
siniestralidad total,coincide con el valor de la funcién ROProbt de calculo
recursivo segin las férmulas del apartado C).Ademds mediante un cambio de variable
degiucfamos que el valor de dicha funcién coincide con U .(Rg),pues se obtienen de
l2 ‘misma expresién recursiva.Por tanto podemos decir que coincide a su vez con la

expresién H“’(Roﬂzt).

- En el apartado D} definiamos una funcién de forma recursiva

W(y,t),demotrabamos ,mediante induccién completa, que el valor de dicha funcién

-
coincidia con la expresiéon H t(R0+Pt-Y),atdmitf.endo la restriccién de estacionariedad

de la sinlestralidad total tinicamente,podemos decir que el valor de la probabilidad

* - . » - *
del suceso supervivencia coincide con W(0,t),por coincidir con H 1:(R‘-‘,+P1._).

-Por dltimo,en el apartado E),hemos democstrado que la probabilidad

del suceso supervivencia(Prob[A:]),acepftando las restricciones de estacionariedad de

primas y siniestralidad {otal,puede obtenerse mediante una funcién de céalculo

recursivo w(R,,t),por lo tanto coincidird con Hﬂ(Ro-i-ct).




Conslderaciones sobre los métodos recursivos de cdlculo
ruina:caso horizonte temporal finito y tiempeo discreto.

de

la

probabllidad
21

Resumiendo:

restricecidn:estacionariedad siniestralidad total

ProblAl] = H''Rg#P,) = W(0,1)

- restriccion-2:estacionariedad primas.

- restriccidn-1:estacionariedad siniestralidad total

ProblAS] = H (R +ct) = X0Prob, = w(R,
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