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PRESENTACION

Es un hecho conocido que en una proporcién considerable de las
actividades econdémicas se encuentra presente, en mayor O menor medida, un
cierto grado de aleatoriedad. Dicha aleatoriedad implica un desconocimiento
sobre los resuitados que se obtendrdn, provocando en el individuo wuna
sensacién de incertidumbre que, en principio, podria alejar al su jeto de este
tipo de actividades. Como contrapartida se encuentran las compensaciones,
generalmente monetarias, que la actividad econtmica genera. Se encuentra por
tanto, el posible inversor ante el problema de cuantificar el riesgo a que se
ve sometido, para asi poder decidir si la empresa que se esta evaluando, se

emprende o no.

Dado el caracter subjetivo de la percepcién de los riesgos, la
cuantificacién mencionada se hace ain mdas dificil. Por cada sujeto que estudie

la situacién se tendra, posiblemente, una apreciacion distinta del riesgo.

Por otra parte no es menos cierto que existe un gran namero de
individuos dispuestos a emprender negocios, lo que supone una gran variedad de
percepciones, muchas de las cuales han de ser necesariamente contrapuestas. De
esta diversidad surge la posibilidad de transferir parte del riesgo. Esta
posibilidad trae como consecuencia dos cuestiones, en primer lugar, sea cual
sea la estimacién que se ha hecho del riesgo que comporta determinada
actividad, la posibilidad de reducir e incluso eliminar dicha incertidumbre
puede evitar la exclusién del mercado de los inversores més conservadores.
Cabe resaltar, como segunda cuestién que, en cualquier caso las condiciones de
seguridad aumentan permitiendo escoger el nivel de incertidumbre dentro de una
planificacién general en la que pudieran concurrir distintas operaciones

sobre diversos campos.



Las aseguradoras, en este contexto, hacen el papel de asumir el riesgo
no aceptado por las empresas. Pero el seguro no es el Gnico instrumento til a
la hora de paliar los efectos de la aleatoriedad, y no siempre es el mas
adecuado ya que aparejado al concepto de seguro, se halla el de siniestro, el
seguro surge para compensar los efectos negativos de un siniestro, siendo por
su propia formulacién un contrato en el que queda excluido de cualquier modo
el beneficio del asegurado. Sin embargo un modo de reducir el riesgo es la
fijacion de unos beneficios minimos, o la limitacién de un determinado. precio
entre unos margenes..etc. Coberturas que no ofrecen ordinariamente las

aseguradoras.

En el marco de las operaciones financieras se han desarrollado contratos
que permiten canalizar las necesidades de protecciéon ante determinados
riesgos, de acuerdo con las expectativas de cada inversor. Entre ellos
destacan las opciones en sus distintas modalidades, contratos de futuros,

contratos forward..etc.

Con estos contratos se consigue obviamente un beneficio derivado de la
desapariciéon de una parte de la incertidumbre. Frente a la prestacién asi
obtenida se debe responder con una contraprestacién que suponga una
contrapartida  equivalente, el precio del contrato. Naturalmente la
determinacién de dicho precio supone la base para que exista un acuerdo entre
el tomador y el tenedor del contrato, y el que éste sea universal es

importante para evitar situaciones de injusticia.

La modelizacién de la incertidumbre es una de las partes de la ciencia
que asume la estadistica matematica. Por su parte la matematica financiera ha
sido tradicionalmente la encargada de valorar las diferentes operaciones
financieras. La conjuncién de ambas ramas permitiria el estudio de modelos
financieros cuyas componentes fueran estocasticas. Y este es precisamente el
caso en el que nos encontramos, puesto que tratamos de cuantificar el valor de

un contrato sobre un elemento de cambic cuyo precio es incierto.

Fn esta evaluacién se aunaran supuestos de indole estadistica sobre la
evolucién del precio del objeto del contrato, e hipétesis sobre el

funcionamiento del mercado en el que se negocia.



En cuanto a la teoria que sustenta los modelos estadisticos, ésta se
inscribe dentro del calculo estocastico, en el cual se tratan cuestiones como
la integral estocastica, ecuaciones diferenciales estocdsticas, control
6ptimo, entre otras. Dicha teorfa estd avanzada y desarrollada de tal manera,
que es posible un aprendizaje a traves de los libros compendiando los
descubrimientos de los autores, y de manuales disefiados a tal efecto, de
suerte que un trabajo relevanie en este campo deberia recurrir a las mas

sofisticadas técnicas matemdaticas para obtener resultados de interés.

Por su parte la valoracién de opciones y futuros, si bien puede
considerarse como una aplicacién practica dentro del calculo estocastico- ya
que se han elegido para la modelizacién de la incertidumbre, sin duda debido a
al convencimiento de la superioridad de un andlisis dindmico sobre el
estatico, elementos cémo brocesos de Wiener, el lema de Itd, ecuaciones
diferenciales estocdsticas..etc.-, no es IMENos cierto que ha sido desatendida,
al menos si se contrasta con el rigor y la atencién que se ha prestado a la

parte tedrica.

Sin embargo hay pruebas evidentes del interés que suscita esta parte de
la estadistica financiera, basta consultar los ultimos numeros de las revistas
especializadas para encontrar una gran cantidad y variedad de articulos sobre

el tema.

En estas condiciones se aprecia la carencia de un puente apropiado entre
ambas ramas, de modo que presente un balance apropiado entre los desarrollos
matematicos y sus aplicaciones especificas destinadas a la valoracién de

opciones.

Es por todo lo expuesto el objetivo de este traba jo el empezar a
subsanar las deficiencias observadas, exponiendo rigurosamente el enlace entre
el calculo estocastico y la modelizacién financiera aplicada a la valoracién
de opciones. Se incluye para ello una gran parte dedicada a resultados
teéricos que aunque no todos vayan a utilizarse en las aplicaciones, sirven
para comprender mejor la naturaleza de los elementos con que se esta tratando,
con este objeto se incluyen bastantes demostraciones de estos resultados,

procurando en ellas resaltar el sistema de actuacién frente a un desarrollo



detallado de cada paso. Finalmente se ven una serie de aplicaciones, que por
supuesto no pretende ser un compendio de todos los posibles casos, mas bien

deben entenderse como ejemplos ilustrativos de un método general.

La parte mas interesante del trabajo es la especificidad de la
aplicacién. Hay literatura dedicada al calculo estocastico y sus aplicaciones
a la ingenieria, e incluso a la economia. En estos trabajos se abordan un
conjunto de problemas concretos escogidos en un &mbito muy general y se
resuelven, o simplemente se plantean, desde el punto de vista del célculo
estocastico. En todo caso no se ofrece una visién en profundidad de los
problemas que se plantean, y sus resoluciones, cuando se varia la orientacién
de los problemas tratados, o simplemente se trata de considerar casos mas

generales.

Dentro de las aplicaciones se analiza la obtencion del valor de opciones
de compra europeas bajo distintas circunstancias, ya variando el activo
subyacente, ya las hipétesis generales que se asumen para la valoracion. Se
muestra el método general que permite la valoracién en cada una de esas
situaciones. Sin embargo, la mayor parte de las opciones que se comercializan
son americanas, éstas son mas dificiles de valorar, ya que, como se muestra,
el valor de una opcién americana se obtiene como la solucién de una ecuacion
en derivadas parciales de segundo orden, sujeta a varias restricciones de
contorno. La forma tradicional de atacar el problema de la valoraciéon de
opciones americanas ha sido la resolucién mediante técnicas numéricaso

aproximadas de dicha ecuacion.

En este trabajo se encuentra otra via de aproximacién a las opciones
americanas, la idea es obtener opciones americanas mediante combinaciones de
opciones europeas, mucho mas facilmente evaluables., Para ello se intreducen un
nuevo tipo de opciones que generalizan las opciones clasicas, las que
denominamos opciones de eleccién multiple, y cuyo papel, en el objetivo que se

persigue, es el de ejercer de pivote entre dos instantes de tiempo.
Se analizan las opciones de eleccién miltiple en general, y luego

particularizando al entorno concreto que proporcionan las condiciones de Black

y Scholes para valorar una opcién europea sobre una accién, se evalua una
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opcién de eleccién multiple que permite en esencia comprar acciones, y otra
que lo que permite es venderlas. De! analisis de estos casos particulares se
extraerdan dos importantes conclusiones, la primera es que nunca tiene sentido
el ejercicio anticipado de las opciones de compra americanas, y por tanto su
valor debe coincidir con el de las opciones de compra europeas. La segunda es
que, la opcién de venta americana si es susceptible de ser ejercida antes de
su vencimiento, y por ello tiene un sobrevalor gque habrd que analizar. Por
Gitimo se encuentra el valor de una opcién de eleccion mualtiple que permite en
n periodas de tiempo una venta de activo, en las mismas condiciones en que lo
haria una opcién de venta americana, obteniéndose en cada paso una cota

inferior del valor de ésta.

Las ecuaciones diferenciales juegan un papel f undamental en el
desarrollo de las aplicaciones matematicas, fisicas, econdémicas y en las
ingenierias. En los modelos que se usan para simplificar se omiten elementos
ambientales que tienen influencia en el resultado final de la variable que se
esté estudiando, ademas, los errores de medida y la aleatoriedad natural
inherente a algunos fenomenos justifican el que la funcién que describe la
evolucién de la variable se considere aleatoria. Otra fuente de aleatoriedad
en este contexto viene dada por el desconocimiento de los valores iniciales
asociados al problema. De modo que las ecuaciones diferenciales estocasticas
surgen de forma espontianea con el propésito de formular la realidad de manera

mas adecuada.

Histéricamente los primeros pasos en este campo se deben a la fisica,
Gibbs en 1903 traté el problema de la evolucién de un gran namero de
particulas de forma  probabilistica, asociando la  incertidumbre  al

desconocimiento de la posicién inicial, describiendo el sistema como

dx(t)
— = F(X,t)
dt

con X, un vector aleatorio con distribucién conocida.
Sji ademas el sistema estad sometido a interaccién con otros elementos,
ésta se puede representar como una perturbacién de caracter aleatorio. El

sistema anterior aparecerfa como



dXx(t)
0 ° F(X,t) + o(X,1)E(t,w)

X(tg) = X5 -

La ecuacién mdas conocida en que aparecen perturbaciones como las
indicadas es la ecuacién de Langevin para describir el movimiento Browniano.
El movimiento Browniano fue descubierto en 1827 por un botanico escoces
-Robert Brown- observando el movimiento de unos granos de polen inmersos en un
fluido. El modeio matematico del movimiento no obtuvo resultados fructiferos
hasta 1906, cuando Einstein y Smoluchowski obtuvieron una ecuacién diferencial
para modelizarlo. Y finalmente en 1908 Langevin escribié la ecuacioén

diferencial estocastica

dv
—— + Va = &(t,w)
dt

donde V es la primera coordenada del vector velocidad de la particula.

El proceso £(t) tiene media cero, su funcién de covarianza es cero
excepto en la diagonal, donde vale infinito. Por ello no se trata de un
proceso estocastico en sentido estricto, se trata de una idealizacién
matematica conocida como ruido blanco, util para procesos de réapida variacién
y practicamente incorrelados entre dos instantes de tiempo. Pesé a ello, es
posible calcular la distribucién de probabilidad de V(t) y, aunque no es

diferenciable en ningin punto con probabilidad uno, se puede identificar la
t

integral B(t) = I £(s)ds , con el movimiento browniano.

Lo

En matemdticas la teoria de ecuaciones diferenciales estocéasticas surgid
como un método para construir procesos markovianos de difusién sobre la base
del movimiento Browniano, encontrando que ademas si los coeficientes eran
suficientemente regulares, un proceso de dif usién se podia considerar como la
solucién de una ecuacion diferencial estocastica. Fue Bernstein en los afios 30
el pionero en estos estudios, aunque no eran su objetivo directo, sino que se
encontré con ello estudiando comportamientos limite en cadenas de markov. En
los afios 40 K. It6 trata de forma rigurosa ecuaciones en que el ruido blanco

ge vefa involucrado, sistematizando y construyendo toda una teoria.

Desde principios de los 60 se acepta de modo generalizado la importancia

de las ecuaciones diferenciales estocasticas en la modelizacién y anilisis de



sistemas dinamicos. Todavia hoy siguen apareciendo articulos y libros

dedicados tanto a las bases teéricas como a sus aplicaciones.
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CAPITULO PRIMERO

ELEMENTOS DEL CALCULO ESTOCASTICO




Capitulo 1: Elementos del cdlculo estocidstico

CAPITULO PRIMERQ

1.1 INTRODUCCION

En el estudio de funciones reales los operadores derivada e integral
aparecen como herramientas imprescindibles para el andlisis. Pero en un
problema practico generalmente las funciones con que se trabaja, no acaban de
ser determistas, circunstancias que abarcan desde el desconocimiento del
fendmeno, hasta errores de medida inducen a pensar que es mas adecuado el
modelizar algunos de estos problemas como procesos estocasticos. Resultara,
por tanto, necesaric hacer uso de las derivadas e integrales. En este caso
tales elementos mno estan univocamente definidos, por lo que se hace
imprescindible un tratamiento riguroso de las definiciones equivalentes a las
dadas para los operadores utilizados en el andlisis cldsico, asi como de las

relaciones existentes entre ellas.

Segin la naturaleza de los procesos implicados se pueden considerar dos
grandes bloques de estudio, el de los procesos regulares, cuyo tratamiento es
una réplica del andlisis clasico, y el de los procesos irregulares, para los
cuales las herramientas habituales se manifiestan insuficientes, y por tanto

necesitan de una teoria propia mas especifica.

Se consideraran en general, procesos con valores en los nGmeros
complejos, variando en un indice T continuo ( intervalos en R finitos o
infinitos) tales que son medibles y separables, se considerara también que
estan normalizados, es decir todas las varibles tienen media cero ( en caso

contrario se tomaria el proceso despues de restar su media).

Se estudia la continuidad, derivabilidad e integrabilidad desde el punto
del cdlculo de segundo orden, y en trayectorias, junto con sus relaciones, se
verd que no resultan suficientes, por lo que a continuacién se introducen los
principales e}ementos del céalculo de 1It6. Se define la integral de Itd

respecto a un movimiento Browniano, y se estudian las propiedades de dicha



Capitulo 1: Elementos del cdlculo estocdstico

integral, entre las que destacan el tratarse de una martingala en tiempo
continuo. Propiedad que sirve de base para caracterizar una amplia clase de
procesos que se pueden representar como integrales respecto a algdn movimiento
Browniano. A partir de la integral se definird la diferencial estudiando la
regla de It6, resultado fundamental para la manipulacién de diferenciales.
Para finalizar, se hard una consideracién sobre el ruido blanco, viendo un
resultado sobre convergencia de integrales respecto a un ruido blanco a la
integral de Itd6, resultado que justifica la representacién, por otra parte muy
extendida, del ruido blanco como la diferencial de It6 del movimiento

Browniano dB(t).
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1.2 PROCESOS DE SEGUNDO ORDEN

Se dice que un proceso {X(t). tET} es de segundo orden si E[]X(t)|2]<m
¥ teT . Se dirda ademds que es una variedad lineal si toda combinacidon lineal
de variables del proceso, es una variable del proceso. Una variedad lineal se
dird cerrada si todos los Ilimites en media cuadratica de variables del

proceso, siguen estando en el proceso.

Dado un proceso de segundo orden X(t) siempre existe una minima variedad

lineal cerrada que lo contiene, se notard por H, a esta variedad.

La existencia de segundos momentos de todas las variables implica que
existen los momentos cruzados, tiene por tanto perfecto sentido definir la

funcién de covarianza del proceso como

Kylty,tp) = cov(X(t),X(t,)) = EIX(t))X(t,)]

donde )—((tz) es el conjugado de X(t,).

Se tiene entonces determinado un producto escalar dado por

<X(t,),X(t,)> = Kylt,t,)
lo que nos permite considerar un proceso de segundo orden como una funcién de

T en un espacio de Hilbert

X : T —— Hy<L,(Q,A,P) t——— X(t)

donde Hy es un subespacio lineal cerrado de un espacio métrico lineal completo

y cerrado (L,), la norma de sus elementos en L, viene dada por,

[x®] = kxttv = LX),
en donde se puede observar que que el tratamiento de un proceso de segundo
orden con la norma inducida por el producto escalar determinade por la funcién
de covarianza, es equivalente al estudio del proceso con la norma que provee

iIa media cuadratica.
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Se llamarén propiedades de segundo orden a aquellas que pueden ser
expresadas en términos de los segundos momentos, ¥ en particular de la funcién
de covarianza. Puede probarse que la clase de las funciones de covarianza es
cerrada respecto a la adicién, multiplicacién por nlUmeros positivos y paso al
limite.

Debido a que determinado tipo de procesos (estacionarios) presentan una
expresidén particular en la funcién de covarianza, las propiedades de segundo
orden exigirdn un tratamiento adecuado a tal expresion, por ello se enumeran a

continuacién algunos resultados relativos a estos procesos.

1.2.1 Procesos estacionarios; descomposicion espectral
Un proceso estocastico se dice estacionarie si la distribucién conjunta

de cualesquiera n variables X(t,+t), X(t,+7).....X(t +T) no depende de 7.

Un proceso estocastico se dice estacionario de covarianza (débilmente
estacionario) si su funcién de covarianza sbélo depende de la distancia entre
sus argumentos

Ky(r,s) = Kylr-s) .
Si un proceso de segundo orden es estacionario, es obvio que también es
estacionario de covarianza, el reciproco es falso en general, salvo para casos

particulares como los procesos gaussianos cuyas variables toman valores en R.

Considérese un proceso de segundo orden normalizado, aplicando la

desigualdad de Schwarz se obtiene que K,zt(r,s)SKx(r}Kx(s), si se considera que
el proceso es estacionario de covarianza, tomando r=s se tiene Ky(0)z=|Ky(r}|,
de donde se deduce que la funcién de covarianza es continua si y sélo si es

continua en el cero.

Una de las particularidades mas importantes de los procesos
estacionarios es la posibilidad de caracterizarlos mediante su representacién

espectral, aplicando el teorema de Bochner ! se llega a que una funcién de

1 El teorema afirma que una funcién es definida no negativa si y sélo si

4



Capitulo 1: Flementos del cidlenln estocdstico

covarianza de un proceso estacionario de covarianza admite siempre la

siguiente representacioén,

w0
Ky(t) = j eitAdF(a)
—»
donde F{A) es una funcién real, nc decreciente y acotada (es decir, genera una
medida finita en R), que se conoce como distribucién espectral. la
distribucién espectral de un proceso estid determinada de forma fnica salvo
constante aditiva, que puede ser escogida para que F(w) = Ky (0) y F(-®) = 0.
Si F{A) es una funcién absolutamente continua llamaremos funcién de
densidad espectral a f(A) = F’(A), en tal caso,
o
Kylt) = Ieit?‘f(hldh.

-0

Una condicién suficiente para asegurar que existe la funcién de densidad
o0

espectral, es que J|Kx(t)|dt<m. Ademds, en estas condiciones existe una
=00

transformacién inversa de la forma

L+
1 .
fA) = — Je-lthdxx(t)dt,
2n
—0
en general, dados dos puntos de continuidad de F(A), se tiene que
) T emith, - o-ita,
F(A,)-F(3;) = — lim Ky (t)dt

2 T -it
=Teo

La funcién F(A) representa la tasa de variacién del proceso en cada
unidad de tiempo, el espectro consiste en todos los puntos en cuyo entorno la

funcién es estrictamente creciente, estos puntos se conocen como frecuencias.

[+1]
admite la descomposicién f(x,y) = J-eitheitl‘dF(A,u) , para F una funcién que

-0
determina una medida finita en el plano.

4 5
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]
Se definen los momentos espectrales como A, = Jhde (A), se comprueba

-0
que el momento de orden 2k, existe siempre que la funcién de covarianza sea 2k
veces diferenciable en cero, si ésto ocurre la funcién de covarianza admite el

desarrollo

2kh

Ky(t) = ) —f(it)ZJ + o(tK),

=
J=t
A continuacién se exponen algunas de las propiedades de segundo orden

mds importantes, y su relacién con la funcién de covarianza del proceso.

1.2.2 Propiedades de segundo orden
Un proceso de segundo orden X(t) se dice que converge en media

cuadritica (m.c.) a X(s) cuando tss si

E[|X(t)-X(s)| %150 cuando tos.

Se tiene que la distancia entre dos variables X(t) y X(s) es

d(X(t),X(s))=E[| X(t)-X(s) | 2] = Ky(t,0)+Ky(s,5)-2K(t,5)

aplicando la desigualdad de Schwarz

d(X(£),X(s))=(Ky(t, t)-Ky(s,5)).

Desigualdad que permitird acabar trasladando las propiledades de segundo
orden a las aplicaciones usuales sobre la funcién o?(t)=ky(t,t), con las
oportunas variaciones en el enunciado de los resultados, de hecho, los
resultados que caracterizan las propiedades que a continuacién se exponen, se
prueban basicamente escribiendo la definicién de la propiedad involucrada y

usando la observacidén anterior.
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1.2.2.1 Continuidad
Teorema 1.2.1
Un proceso de segundo orden converge en m.c a X(s) cuando t»s si y sdlo

si Ky(r,t}5Ky(s,s) cuando ras y tos .

Demostracion

EL|X(£)-X(s)|°] = Ky(t,t)4Ky(s,5)-2K4(t,s) —> O  si
kx(r,t) > Kg(s,s) cuando ras y tos.

Para ver que es condicién necesaria sea X(t)+-» X(s) en m.c.

Ky(r,t) - Kyls,s) = E[X(r)X{t)-X(s)X(s)] =
ELX(r)-X(sH(X(t)-X(s)] + E[ (X(r)-X(s))X(s)] + E[{X(t)-X(s)X(s)] =

EI/Z 172 [2(5}2] +

172 /2

[X()-R(s)?] + EYAX(r)-X(s)2IE

L2

[(X(r)-X(s))2IE

vz 2
E

[X()-X(s)’IEY?X(s)’] ——> O cuando ros yts g

Un proceso de segundo orden es continuo en media cuadritica si V¥V seT

E | X(s+h}-X(s)| ?150 cuando h-0

Teorema 1.2.2

Un proceso de segundo orden es continuo en m.c. si y sélo si su funcién
de covarianza es continua en todos los puntos de la diagonal, ademds si
K(t,s) es continua siempre que t=s, también lo es en cualquier punto
(t,5)eTxT.

Si el proceso es estacionario de covarianza el proceso es continuo si y

sélo si la funcién de covarianza es continua en 0.

E! teorema de Bolzano y su consiguiente aplicacién al teorema del valor
intermedio se formularfa como sigue
Teorema del valor intermedio

Considérese un proceso de segundo orden continuo en m.c.. Si

IIX(b)“<||X(a)l[ a<b , enionces para cada Ke(ﬂx(a)u,"}{(b)") fijo de antemano,

existe un ce(a,b) con ||X(C)H=K.
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Para probarlo basta observar que puesto que el proceso es continuo
K(t,t) es continua, aplicando el teorema del valor intermedio para funciones

reales se llega al resultado.

1.2.2.2 Diferenciabilidad

Un proceso de segundo orden tiene derivada en media cuadratica en el

1
punto t X'(t) si lim —};(X(t+h)-X(t))=X'(t) considerando el limite en m.c..
h>0

Teorema 1.2.3
Un proceso de segundo orden es diferenciable en m.c. en el punto t si y
so6lo si la funcién de covarianza tiene derivada segunda finita en el punto

(t,t).

Demostracion

1
Por el teorema 1.2.1 se tiene que l: (X(t+h) - X(t)) converge en m.c. si

-

1 1
y sblo si COV(E (X(t+h) - X(t)), - (X{t+e) - X(t))) converge a un limite
e

finito para h>0 y £-50.

1 1
ahora lim Cov(— (X(t+h) - X{(t)), — (X(t+e) - X(t})) =
h,e->0 h £
ky(t+h,t+e) - ky(t+h,t} - k(t,t4g) + k,(t,t) 42
lim = ky(t,s)| -
h,e-0 he dtds t=s

Por tanto, el proceso sera diferenciable en tode punto si es dos veces

diferenciable en la diagonal.

El siguiente teorema proporciona una condicién de existencia de las
derivadas de orden superior, relacionando ademas su valor con las derivadas de

la funcién de covarianza.
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Teorema 1.2.4
Si un proceso de segundo orden tiene derivada en m.c., entonces las

dKy(t,s)  dKylt,s)  d%Kylt,s)

y . ., existen y ademds las funciones de
dt ds dtds

covarianza enltre las variables del proceso original y el proceso derivado

derivadas

quedan como sigue

_ dK(t,s)
Ky «*(Ls)=E[ | X(1)X'(s)|] = —— ,
> ds
_ dK,(t,s)
Ky x(t,8)=E[| X' (1)X(s)|] = —— ,
’ dt
. dKy(t,s)
Ky ' (t,s)=E[| X’ (t)X*(s)|] = ——.
XX | | dtds

Para derivadas de orden superior se puede extender el resultado, si el

proceso es n veces derivable en m.c., entonces existen las derivadas

dthx(t,s)
—— VY 0=i=n , 0=<j=n , y ademais
dt'as’

d" K4 (t,8)
Kyl )(t,8)=El | X ()XXs) |1 =
dt'as’
donde x! es la i-ésima derivada de X(t).

La demostracién es una réplica de la del teorema 1.2.3.

Si se consideran procesos estacionarios de covarianza , los teoremas

1.2.3 y 1.2.4 queda reformulados como sigue

Teorema (1.2.3)
Un proceso de segundo orden estacionario de covarianza, es diferenciable

en m.c. si y sélo si su funcién de covarianza Ky (t) es dos veces diferenciable

en cero.
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Teorema (1.2.4)°

S5i un proceso de segundo orden estacionario de covarianza admite

dK(t) d%Ky (1)

derivada en m.c., entonces las derivadas 3 ¥y ,existen, y ademds
t dt2
verifican
_ dKx(T)
T=t-5 Ky, x' (T=E[{X()X’(s)]| ] =
_ dKy(T)
Ky x(T)=E[|X"(t)X(s)]]= -
’ dt
_ dex(-c)
Ky x(T)=El [ X7 (1)X* (s) | = - —
dr?

en general si el proceso es n veces derivable en m.c. exislen las derivadas

d" Ky (1)
_ V O=i=n , 0=<j=n , y ademds
I+)
dt
. 1 d" K (1)
Kyl (6, 8)=El | X' (X8} | ] =(-1)) ——— , z=t-s .
at'™

Para el caso de procesos estacionarios de covarianza la derivabilidad en
m.c. se puede caracterizar en términos de su densidad espectral. Un proceso

estacionario de covarianza es diferenciable en m.c. si el momento espectral de

<«
orden dos thf(}\)d?t existe, si ademds admite funcién de densidad espectral,
-0
la relacién entre la densidad espectral del proceso original y la del proceso
derivado viene dada por

£ (A=A 5 (M),
La relacién que existe entre la densidad espectral del proceso original

¥ la asociada con la funcién de covarianza de los procesos derivada k-ésima y

j-ésima es, fxk P (A)=(IA)*kf (D)

10
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Las propiedades de la diferencial en m.c. no difieren de las conocidas
en el caso clasico:
- Es lineal
- Diferenciabilidad en m.c. implica continuidad en m.c.
- Regla de la cadena
1. Si f es diferenciable en todos los puntos del recorrido de X(t)
(FX(N) =" (X)X (t)
2. Si X(t) es diferenciable en t=f(s)
(X(f(s)))’=X"(f(s))f"(s)
- En general, la reglas de diferenciacién usuales siguen siendo validas.
- Especial importancia tiene el

Teorema de Rolle

Sea X(t) un procesc diferenciable en m.c.. Si ”X(b)||=||X(a)" para algin

a<b, entonces existe cef(a,b} cen ﬂ}(’(c]ll_—.o.

Demostracién
El teorema es consecuencia inmediata del teorema 1.2.3, y la
consideracién de la derivada de o¢2(t) como la derivada direccicnal en la

direccién (1,1) de Ky(t,s)g

La importancia del resultado es que IIX'(c)“:O implica que X{c)=0 c.s.

lo que permite obtener igualdades c.s. de planteamientos en m.c., por ejemplo,

come una consecuencia inmediata se obtiene

Teorema del valor medio
Sea X(t) un proceso de segundo orden diferenciable en m.c..

Dado a<b 3 cela,b) con X(b)-X(a)=X'(c){b-a) c.s..

Demostracion
Témese Y(t) = X(t)(b-a} - t(X(b)-X(a)), es facil ver que Y(t) es
derivable, aplicando el teorema de Rolle y despejando en Y’(c)=0 se obtiene el

resultado.

n
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Cabe preguntarse, una vez se tiene caracterizada la derivabilidad en
todos los ordenes del proceso, si éste admitirdA un desarrollo en serie de
potencias de manera andloga al que admiten las funciones infinitamente
derivables. Si la funcién de covarianza del proceso es infinitas veces
diferenciable respecto a cada uno de sus argumentos, el proceso X(t) es

infinitas veces derivable, y por tanto, para <c¢ada n el proceso
n
tk
Xp(t)= ): Xk(O)F. donde XK(0) es la derivada k-esima en el punto a, esta
k=0 '
perfectamente definido. Se dirda que un proceso de segundo orden X(t) es

analitico en el punto O, si

E[|Xp(t)-X(t)| 2150 en m.c. cuando n-w.
Un proceso de segundo orden se dird analitico, si es analitico en todo punto
teT.

Teorema 1.2.5

Un proceso de segundo orden es analilico si y sélo si la funcidén de
covarianza es analitica en cada punto de la diagonal.

La demostracién no presenta ninguna dificultad siguiendo el mismo curso

que las expuestas previamente.

1.2.2.3 Integrabilidad
Para definir la integral en media cuadritica en el sentido de Riemann en

un intervale [a,bl, se considerard en primer lugar una particién del

intervalo, a=ty<t,<....<t;=b, 'y una secuencia de puntos intermedios
n-1

tielt,,t;4,]. Dados éstos, se toma la suma de Riemann I(n}=zX(tT)(t,+1—t,)
i=1

si cuando nsw se van tomando particiones cuyo didmetro tiende a cero, y existe

el limite en m.c. de las sumas I(n), siendo éste independiente de las

particiones y la secuencia de puntos intermedios escogidos, se dird que
b

lim I(n)=[=‘|.x(t)dt, es la integral de Riemann del proceso en [a,bl.
N>

a

12
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Teorema 1.2.6 {Condicién suficiente de integrabilidad Riemann)

Un procesc de segundo orden es integrable Riemann en m.c. en el
bb

intervalo [a,b] si IIKX(t,S)dtds existe en el sentido usual de Riemann. En tal
aa
caso
bb
ELT| %)= IIKx(t,s)dtds.
aa

propiedad que se generaliza considerando dos procesos integrables Riemann en

[a,b], X(t) e Y(t) =i Kx'y(t,s)=E[X(t)?(s)] se verifica que

b b bb
El [goxat[FE YD dsi=| [githis)ky y(dt,ds).
a a a a

Demostracién
Considérense dos particiones del intervalo fa,bl, ¥y las sumas de Riemann
correspondientes a cada una de las particiones I(n) e I(m). Por el teorema

1.2.1 sabemos que I(n) converge si y solo si Ky(I(n),I(m)) converge.

n-l1 m-1
Ky(I(n),l(m)) = E[ ) X(t])(t-ty) ) X(s])(s,4y-5,) ) =
i=1 i=1
n-1 m-1 b b
Voo ¥ Guesdtymty) EXGDRED] — J J Ky(t,s)dtds cuando el
i=l  i=l a a

diametro de la particién tiende a cero (n,m-w).

E[|I|2] = lim Ky(I{n),I{m)) , permutando el lfmite y la esperanza se
n,m-ow

obtiene el teorema, y de idéntico modo su generalizacién n

Las integrales impropias de Riemann se definen como el limite en m.c. de

integrales propias cuando los limites de integracién convergen a fw .

13
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De nuevo las propiedades de la integral son las propiedades usuales:

- La integral es un operador lineal,
b c c

- IX(t)dt + J-X(t)dt = IX(t)dt si a<b<c,
a b a

- Continuidad en m.c. implica integrabilidad, puesto que ésta depende de la
integrabilidad de la funcién de covarianza para la que es condicién suficiente
la continuidad,

- Integracidén por partes,

- Teorema fundamental del célculo, regla de Barrow...etc.

Si se consideran procesos estacionarios de covarianza, una condicién
suficiente de integrabilidad es que la funcién de covarianza sea continua en
el cero, y por tanto continua, y por ello integrable en cualquier intervalo

acotado.

Esta definicién de integral es insuficiente para cubrir las necesidades
que el calculo de procesos genera, por ejemplo si h(t) es una funcién definida

en el intervalo [a,b), con diferencial acotada en el mismo intervalo h’(t), se
b

pretende evaluar la expresién J‘h'(t)X(t)dt, la férmula de integracién por

a

partes lleva a que
b b
Ih’(t)X(t]dt = X(b)h(b) - X(ah(a) - Ih(t)dX(t)
a a

atendiendo al dltimo sumando de la expresién , pueden ocurrir dos situaciones,

- X(t) admite derivada en m.c., lo que induce a considerar dX(t)=X'(t)dt

- X(t) no admite derivada en m.c., situacién que se resuelve mediante la
consideracién de la integral en el sentido de Riemann-Stiltjes en media

cuadratica.

Para definir ésta se considera una particién del intervalo [a,bl, ¥y la suma
n-1
In)= ) hlt)IX(t4,)-X(1,)]

i=1

14
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b
la integral [h(t)dX(t) se interpretard como el limite en m.c. de las

a
sumas I(n) cuando al tender n a infinito el didmetro de la particién tiende a

cero.
Una condicién suficiente de integrabilidad en el sentide de Riemann-

Stilt jes (R-S) se obtiene de forma andloga al teorema 1.2.6

Teorema (1.2.6)"

Una funcidn h(t) es R-S integrable respecto a un proceso de segundo

orden X(t) en el intervalo [a,bl, si
bb

” h(t)h(s)K,(dt,ds) (L

aa
existe en el sentido de R-S, en tal caso
b bb

Bl | [hwaxw|®1 = [[ heoheky(dt,as).

a aa
Ademds si h(t) y g(t) son dos funcicnes integrables (R-S) respecto a X(t) e

Y(t) y Kx'y(t,s) = E[X(t)Y(s)] se verifica que

b b bb
El[emax([iTS1aVT0 1] [goh(5)Ky, y(dt,ds)
a a a a

La demostracién es analoga a la del teorema 1.2.6.

Es facil probar que las propiedades de esta integral son las mismas que

las anteriormente citadas, es decir, las habituales.

Una generalizacién natural de la integral de una funcién respecto a un
proceso estocastico es la consideracién de la integral de un proceso X(t)

respecto de otro proceso Y(t). Se define en primer lugar para un proceso
n

simple de la forma X(t) = ): Xk I[t,,t,,,] como
k=1

15
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b n
IX(t)dY(t)= ¥ X (Y(tieap)-Yitg)),
a k=1
para un proceso cualquiera se considera una particién del intervalo, t una

k
secuencia de puntos intermedios de la particién t;{ elty,ty, ! y las sumas de

n
aproximacién X'(t) = z X(t;{) Mt ,t,.,0 donde el indice n hace referencia al
k=1
tamafio de la particién, los proceso X"(t) son procesos simples que se
aproximan a X(t)} cuando el didmetro de la particién tiende a cero (nsw), por

tanto se define
b b
IX(t)dY(t)=lim XP(e)dy(t)
a

N>
a

tomando el Ilimite en m.c. y siempre que no dependa de la particién elegida ni

de la secuencia de puntos intermedios dentro de la particién.

Teorema 1.2.7 (Criterio de integrabilidad)

Sea X(t) un proceso cuyas variables son independientes de los
b

incrementos del proceso Y(t), Y(t+h)-Y(t) en [a,blxla,bl, IX(t)dY(t) existe

a
bb

si y s6lo si existe -[[Kx(t,s)[(y(dt,ds} <o,

. aa
Si ademds X,(t) y X,(t) son dos procesos integrables en [a,b] respecto a

Y(t)
b b bb
E[lett)dY(t)J'iz(t)d?(tn:”ﬂxl(t)iz(s)JKy(dt,ds)
a a aa

siempre que las integrales involucradas existan.

Demostracion
La demostracién es similar a la del teorema 1.2.6 considerando las
pertinentes sumas de aproximacién, y que al ser X(t;) independiente de

Y(tl"'l) - Y(tl)',’ E[X(tl)(Y(thl) - Y(tl))] = EIX(tl)]EI(Y(tlﬂ) = Y(tl})] [ §

16
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Otro criterio de integrabilidad se obtiene a traves del concepto de
varjacidn de la funcidén de covarianza. Dadas dos particiones del intervalo
[a,b] a=ty<t,<....<t=b ¥y a=t;<t;<....<t;n=b se dice que Ky(t,s) es de

variacion acotada en [a,b] si para cualquier par de particiones se verifica

n m
que z E[Ky(tm,tjﬂ)-Ky(tl+1,tj)—Ky(tl,tj+1)+Ky(t,,tj)]<m si y sblo si
i=1 j=1
n m
V¥ (Y )- Y (R, )-T (e ) <.
i=1 j=1

Se tiene comoc consecuencia del teorema anterior que si X(t) es continuo
en m.c., independiente de los incrementos de Y(t) y Ilas funciones de
covarianza de X(t) e Y(t) son acotada y de variacién acotada respectivamente,

entonces X(t) es integrable respecto a Y(t).

las propiedades formales de la integral se vuelven a verificar como en

los casos anteriores c.s..

1.2.2.3.1 Procesos de incrementos ortogonales
Entre la clase de procesos que no admiten derivada en m.c. cabe destacar
los procesos de incrementos ortogonales, es decir, procesos que verifican
E[(X(1)-X(s)(X(t*)-X(s’))] = 0 V¥ s<t<s’<t’.

Es sabido que dado un proceso de incrementos ortogonales existe una

funcién F(t) tal que E[]X(t)-X(s)|2] = F(t)-F(s) si s<t,

E[|X(t)-X(s)|!]  si tot,
para un tg fijo F(t) = .
-E[|X(1)-X(s)| %1 si t <tq

Esta funcidén es vnica salvo constante aditiva, ademds es mondtona no
decreciente y no negativa, por lo que define una medida sobre R. La
continuidad en m.c. es, en este caso, equivalente a la continuidad de la

funcién F(t).

17
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Se tiene que la funcién de covarianza de los procesos de incrementos

ortogonales es

F(min(t,s)) si oty ¥y s>ty
Ki(t,s)= -F(max(t,s)) si t<ty ¥y s<ty,
(8] resto
b

que es siempre de variacién acotada, por tanto J-h(t)dX(t) tendra sentido

a
siempre que h(t) sea tal que la expresién 1.1 tiene sentido.

Habitualmente el método que se sigue para construir la integral de R-S
respecto a un proceso de incrementos ortogonales, es el de ir aproximando la
clase de las funciones integrables mediante funciones escalonadas, funciones
continuas y acotadas, y finalmente considerar todas aquellas funciones
alcanzables mediante un paso al limite, proceso que se reproduce por Ia

posibilidad que ofrece de sistematizar la construccién de integrales mas

generales.
n-1
-Paso 1 si h(t) = z bIfe,,¢,,,] © una funcién escalonada en [a,bl]
i=1
con a = te<t <<t = b, se define
b n-1
Kn) = Ih(t)dx(t) = T nyXit)-X(t).
a i=1

Asi definida, la integral es lineal y verifica
b

El[1n)|?] = I]h(t)|2dF(t)
a
propiedad esta dltima, que revela la existencia de una isometria entre el
espacio de las funciones escalonadas en [a,b] con la distancia que proporciona
la media cuadratica y el espacio de las funciones integrables al cuadrado en

[a,b] respecto a F(t), con la distancia dada por

18
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b
d(h(t),g(t) = J' [h(t)-g(t)| %dF(t) (1.2)

a

~Paso 2

Si h(t) es una funcién continua, acotada e integrable al cuadrado en el
intervalo [a,b] puede probarse la existencia de una sucesién de funciones
escalonadas que convergen a ella en la distancia dada por 1.2 y que la
correspondiente sucesién de integrales I{n) converge en m.c. a un cierto

limite I que se interpretarid como
b

[ = Ih(t)dxtt)

a

-Paso 3
Si hi(t) es cualquier funcién integrable al cuadrado respecto a F(t) en
[a,bl, se puede repetir el paso dos quedando definida la integral mediante el
correspondiente paso al Ilimite. Es resaltable el hecho de que se ha
restringido la clase de las funciones integrables respecto al proceso X(t) a

aquellas funciones de cuadrado integrable respecto a F(t) en [a,b].

La integral asi definida es lineal, tiene esperanza nula y varianza dada

por
b

El|1}7] =I|h(t}|2dF(t]

a

1.2.2.3.2 Descomposicion espectral
La definicidn de integracion de procesos de segundo orden permite
generalizar el concepto de descomposicién espectral.
Dado un proceso de segundo orden, se define la funcién muestral de

covarianza como
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1T-\r
= I X(OX(t+v)dt . ' si o=v<T
KT(V) = 4 0
0o ’ si vT
-KT(V) ’ ’ Si V(O
| .

Si existe una funcion G(v) tal que iim E[K{(v])]=G(v), y es continua, entonces
T>®

existe una funcién F(A), que determina una medida finita en R tal que

2]
G(A)=Ieltth(1).
—Q0
Si X(t) es un proceso estacionaric de covarianza, se verifica que

Ky (£)=G(t).

Teorema 1.2.8

Para cada proceso de segundo orden continuo y estacionaric de covarianza
X(t), existe un proceso de incrementos ortogonales Y(t), determinado de forma
dnica salvo por una variable aleatoria aditiva (que se puede escoger para que

Y{-w)=0 ) tal que

[+
X(t)= I eltAgy(a).
-0
Demostracién

Si X(t) es estacionario de covarianza por el Teorema de Bochner

©
EIX(0X(t+s)] = EIXORO)] = [ eitAdrQ.
-

Se puede considerar una correspondencia entre cada X(t) en H, y las
funciones de la forma eim en L,(F). Ademds éste espacio se puede generar a
partir de combinaciones lineales y paso al lfmite - considerando la distancia
dada por 1.2 - con funciones de la forma anterior.

Se define para cada A hia) = I € L,F), y sea Y(a,) la
(—W.Aol

variable en H, que le corresponde mediante la aplicacion anterior,
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[++]
E[Y(An)X(0)] = Ih(h)ch(?t]
-0
Y{A) define un proceso de incrementos ortogonales que satisface la condicién
El|Y(t)-Y(s)|®] = F(t} - F(s) si t > s, E[YAW)] =0 y EL] YOO %) = F(A).

Considérese Ag,..... sAp una particion en (-K,K) y la variable
n

aleatoria en L,(F) v = zelﬂj[Y(AJH—Y(?LJ)], a la que le corresponde la

J=1
n
funcién g(a) = zeldjlh(?l]ﬂ-h(hj)]. Cuando K » o siendo max{A;,;-A} » 0,
J=1

o

se verifica que g(A) - e“'JL mientras que v - J.eimd‘f(?t). por tanto a elt)t le

-
co

corresponde IeithdY(?\), pero anteriormente se habia visto que le correspondia

-
[>+]

X(t), por tanto X(t) = J.eide(M -

00

Este resultadc extiende el concepto de representacién espectral
utilizado para la funcidén de covarianza. La relacién que existe entre los

distintos elementos que componen las representaciones es

E[Y(D)]1=0, E[|YQ)|%=F(A), EI|dY(A)]|%l=dF(),
donde dY(A) es el valor del salto de Y( ) en el punto A, es decir la
diferencia entre el limite por la derecha y el limite por la izquierda, y de

igual modo para dF(A).
El proceso Y(t) se llama proceso espectral asociado a X{t). Si Al Y A

son dos puntos de continuidad de F(A) se obtiene la transformacidén inversa del

proceso espectral
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1 e-itA, _ o-itAy
Y(A,)-Y(A) = — lim X(t)dt
20 T T -it

tomando el limite en m.c.

Si A no es un punto de continuidad

T
- 1 .
YY) -Y(AT) = lim — Ie'ltAX(tldt.
T 2T
=T

Pero la existencia de procesos espectrales no se limita a la clase de los

estacionarios de covarianza,

Teorema 1.2.9
Un proceso de segundo orden X(t) admite proceso espectral Y(t) si y sdlo

si su funcién de covarianza se puede representar como
Kx(t,s)=_” el(tz1-52,)K (dt,ds)

donde K(t,s) es una funcidon de covarianza de variacién acotada sobre RxR.

En general, el proceso espectral que se asegura existe cuando se

verifica la condicién del teorema, no sera de incrementos ortogonales.

Otra de las utilidades del proceso espectral es caracterizar la variedad
lineal generada por X(t). Considérese X(t) un proceso continuo en m.c.,
estacionario de covarianza, con distribucién espectral F(A). Una variable
aleatoria Y € Hy si y s6lo si existe una funcién u(A) integrable al cuadrado

respecto a F(A) que verifica

Y = Iu(?t)di(?l) (1.3)

R
Cabe preguntarse si 1.3 puede generalizarse, de modo que para un proceso

Y(t} deba existir una funcién p(A,t) tal que p(-,t) € L%F) y

vt oY) = J.u(?\.t)d;((l).
R
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En general no es cierto que deba existir tal funcién , pero si hay una
clase de procesos que estd en esta situacién. Considérese X(t) un proceso

continuc en m.c. y estacionario de covarianza, se dice que el proceso Z(t) es

conjuntamente estacionario con X(t) si V s,t E[Z(t)X(s)] = E[Z(0)X(t-s)].

Si Z(t) es conjuntamente estacionario con X(t), entonces 3 p(A)eLz(F)

1At

tal que Z{t) = J.e p(AXY(A) ¥ teR. Ademas el proceso Z(t) es estacionario y

R
cualquier combinacién lineal de X(t) y 2Z(t) es también un proceso

estacionario.

El proceso espectral puede también utilizarse para caracterizar la

normalidad de un proceso.

Teorema 1.2.10
Sea X(t) un proceso estacionario de covarianza y continuo en m.c..

X(t) es normal si y sélo si su proceso espectral asociado es normal.

1.2.3 Ergodicidad

Los resultados sobre ergodicidad ilustran sobre el comportamiento del
proceso en el infinito, estos resultados validan algunos de los métodos
utilizados para inferir las expresiones de las funciones fundamentales de los
procesos de segunde orden, cuando se ha observado el proceso durante un largo

periodo de tiempo.

Teorema 1.2.11
Sea X(t) tel0,0) un proceso de segundo orden, sea
Y(t) = X(t)-E[X(t)], el proceso normalizado, supongamos que su funcidén de
covarianza K4(t,s) es continua, entonces
T
% J.Y(t)dt——> O en m.c. cuando T (1.4)

o
st y sdlo si
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1
— K, (t,s)dtds —— 0O cuando T . (1.5)
2

O -
O ) =

T

El resultado es inmediato partiendo de la 1dltima observacién en el

teorema 1.2.6.

La convergencia en 1.4 puede cambiarse por convergencia casi seguro
(c.s.) si 1.5 se sustituye por la condicién mas restrictiva
N
Kylt,s) < € ——— con C o y B constantes, C>0, 0=2a<B<l.
1+(t-5)F

Si el proceso es estacionario de covarianza la condicion 1.5 se

T
1 T
transforma en, lim - I (1—?)Kx(‘r)dt=0, condicién que es trivialmente
T
(0]

satisfecha si Ky(1)50 cuando |t}-®. Lo que representa una situacién bastnte
corriente, la dependencia lineal entre dos variables suficientemente lejanas
en el tiempo es insignificante. Para procesos estacionarios de covarianza la

condicién queda

Teorema 1.2.12

Sea X(1) un proceso estacionario de covarianza, si

T ) T
1
Yim - J. Kg(t)dt=0 entonces lim - I X(t)dt=0 en m.c.
20 T 5o T o

Si para algtin 8>0 Kx(t)=0(|t8|} la convergencia en 1.4 es c.s.

Una caracterizacién del comportamiento de los promedios que se tratan,
se consigue a traves de la descomposicién espectral. De las féormulas de
inversién del proceso espectral y la funcién de covarianza respectivamente, se

tiene que si Y(t) es el proceso espectral asociade a X(t) se verifica que
T

1 .
— I X(t)e itAdt — 5 9Y(A) en m.c. cuando T-w
T

0
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T
1 .
- I Ky(tlemitAdt — 5 dF(A) cuando T-w.

0
de donde se obtiene como corolario que, una condicién suficiente para que se

verifique 1.5, es que la distribucién espectral de X(t) sea continua en A=0.

1.3. CALCULO EN TRAYECTORIAS

IL.a forma mas natural de interpretar el célculo estocastico, es a traves
de las propiedades analiticas de las trayectorias para cada w en el espacio
muestral. El conocimiento del proceso a traves de éstas, es mucho mas
informativo que los resultados de segundo orden. Es por tanto de gran
reievancia el calculo en trayectorias, y la relacién que existe con el cédlculo
en m.c.,

En primer lugar un resultado sobre la medibilidad de las trayectorias,
Recuérdese que un proceso {X(t) teT} se decia medible si T es medible lebesgue

y V w X(t,w) es medible respecto a la medida producto m(t}xP(w) con m la

medida de Lebesgue, bajo el supuesto de que ambas medidas son independientes.

Se tiene que cuando un procesc es medible, las trayectorias son medibles
Lebesgue salvo quiza para un conjunto de trayectorias de probabilidad nula. En
sentido inverso si las trayectorias del proceso son continuas en probabilidad
en todos sus puntos salvo quizd en un conjunto de medida Lebesgue cero {que no
tiene porque ser el mismo en cada trayectoria) entonces existe un proceso

medible y separable equivalente a X(t).

El objeto de nuestro interés sera buscar condiciones que aseguren el
cumplimiento de las propiedades analiticas que se cuestionan, continuidad,

diferenciabilidad e integrabilidad, para casi todas las trayectorias.

En lo que sigue se considerara T=[a,b] finito o infinito, y que todos
los indices que se usan estidn dentro del intervalo.
El siguiente teorema y la posterior observacién caracterizan la

continuidad c.s.
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Teorema 1.3.1
Sea un proceso estocdstico X(t) para el cual existen dos funciones g(h)
¥ qalh) no decrecientes en un entorno de cere, tales que ¥V t fijo y h en ese
entorno
P{| X(t+h)-X(1) |2gth) }sq(h)
© @
y ademais ):g(Z'n) < o y zz"q(z‘“) < o . FEntonces existe un proceso

n=1 n=1
equivalente a X(t) continuo c.s. en T.

Demostracién
r
.Supéngase que T = [0,1], y sea para cada n Xj(t) = X(—) +
zn
n r+l r r r+l
(2 t-r)[tX( J-X(—)] para — =t s — .
2" 2" 2" 2"
1 2r+l r 1 2r+l 2r+2
Se verifica que |X,,(t) -X(1)| = - |X(—)-X(—)] + - |X(—)~X( )|
2 21:1+1 2!‘1 2 2n+1 2r|+1
1 1
= -A +-B
2 2

1 1
Puestoc que ni A ni B dependen de n se tiene que max|Xn+1(t) -X(t)| s EA + EB
n

r r+l
cuando — =t = — , por tanto
n n

2 2

-{n+1) —(n+1)

P{max| X, (t) -X(t)|2g(2 ™" )= P(A= g2 ™V )ep(B= g(27™))=q(2" ™)
n

L+ :]

Pero por hipdtesis Zz“qtz”“) < o, aplicando el lema de Borel Cantelli se
n=1

tiene que X,(t) converge c.s. uniformemente en [0,1] a Z(t), como ademas X.(t)

es continuo el el limite también lo es.
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r r r r
Por otra parte X,(—) = X[,,,(—), de modo que lim Xp(—) = X(—),

2m 2m N->w 2m 2m

r r
si t¥— ¥ r y m enteros, existe una sucesién t, de numeros de la forma —,
2" m
4]

1 -
tales que tp3t O < t-tp < — , como Zg(z ") < » , usando de nuevo el lema
n

2 n=1
de Borel Cantelli se tiene que X(t,) - X(t} c.s., pero Xl(t,) = Z{t,) , dado

que Z(t) es continuo, X=Z C.S5.g

Una condicién suficiente para que se verifique el teorema es que

V t y h>0 E[|X(t+h)-X(t)|")sp(h) donde p>0 y
p(h)=c|hl+r| para algin ¢>0, r>0 (condicién de Kolmogorov)
c|h]
pth)—m———— para algin ¢0, r>p

1+r
|log|h| |
Si no es posible verificar que el procesc es continuo c.s., si que se

puede acotar el tipo de discontinuidades que puede presentar.

Teorema 1.3.2
Sea un proceso estocastico X(t) para el cual existen dos funciones g(h)
¥ qlh) no decrecientes en un entorno de cero, tales que V ast<t,<i,sb fijo y

h=t,-t, en ese entorno

P‘[| [X(t5)-X(t)1[X(t,)-X(t,)]| Zgz(h)}sq(hl

o [+1]
y ademids ):g(z‘“) < o y [2"q(2'“) < o . Entonces existe un proceso
n=1 n=]

equivalente a X(t) cuyas trayectorias presentan a lo sumo discontinuidades de
primer orden c.s. en T. (si se consideran procesos separables, el propio

proceso verifica el teorema).

A partir de este teorema Chentov demostré que una condicién suficiente

para obtener las mismas conclusiones, es que
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E@ | [X(t5)-X(t )X (t,)-X(t)1|P1=K |h| " (1.6)

para algunas constantes p, K y r positivas.

Si el proceso es de incrementos independientes la condicién 1.6 se

transforma en El [X(t+h)-X(t)|2]<Ah para algin A>O.

Para estudiar la diferenciabilidad de las trayectorias del proceso se
tiene el siguiente teorema que proporciona una condicién suficiente de

diferenciabilidad, endureciendo las condiciones del teorema 1.3.1

Teorema 1.3.3
Sea X(t} un proceso que satisface las condiciones del teorema 1.3.1, si
para Yph{t)=X{t+h)-X(t) existen dos funciones g(h} y q(h) no decrecientes en un

entorno de cero, y verificando

P{] Yp(t)-Yp(t-h)| Zgz(h}}ﬁq(h)

a Lt
zzng(z'“} <w y Zz“qtz‘“) <o .
n=1 n=1

Entonces existe un proceso equivalente a X(t} cuyas trayectorias son

diferenciables con continuidad c.s..(él mismo si es separable).

La demostracién sigue el mismo camino que la vista en 1.3.1.

Una condicién suficiente para que se verifique el teorema es que

V t y h>0 E[|Yp(t+h)-Yh(t)|Fl=p(h) donde p>0 y
p(h]=c|h1+r| para algin c>0, r>0 (condicién de Kolmogorov)
c|h|
plhl)= para algin c>0, r>p
|tog|h| |*
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La integracién para una trayectoria queda determinada por la integral de

Lebesgue Ix(t,w)dt. La integral J.X(t)dt sera entonces una variable aleatoria

A A
que para cada w toma el valor de la integral anterior. Los momentos de esta

variable {cuando existen) son fAcilmente calculables sin mas que aplicar el
teorema de Fubini. El siguiente teorema proporciona una condicién suficiente

de integrabilidad c.s..

Teorema 1.3.4

Sea X(t) un proceso medible, supdéngase que existen los primeros momenios
para todo t, y que la funcidén E[X(t)] es integrable Lebesgue en A, entonces
las trayectorias del proceso son casi seguramente integrables en A y ademds

existe el momento de primer orden de la integral y es igual a

El IX(t)dt]=IE[X(t)]dt
A A

Demostracidn
Al ser medible sus trayectorias son integrables Lebesgue, aplicando el

teorema de Fubini se concluye el resultadog

1.4 RELACION ENTRE LAS PROPIEDADES ANALITICAS DE SEGUNDO ORDEN Y LAS
PROPIEDADES CASI SEGURO.

Resulta evidente que el calculo en media cuadratica no proporciona una
informacién completa sobre los procesos con que se trabaja. Por ejemplo, el
proceso de Poisson es continuo en media cuadrédtica aunque sus trayectorias son
discontinuas con probabilidad uno. Por éllo es 1til complementar la
informacién que se tiene con la derivada del analisis de las trayectorias, asi

como con el conocimiento de las relaciones existentes entre ambos.

CONTINUIDAD

Considérese un proceso de segundo orden separable y continuo en m.c.

si E[|X(t+h)-X(£)| )= Ky(t+h,t+h)+Ky(t,t)-2Ky(t+h,t) = Kh'", por la condicién

de Kolmogorovy se tendria la continuidad c.s.. Por otra parte Kyg(,) es una
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funcién continua si ademas fuera uniformemente continua (en cada componente)

con  8(e)=Ke” ™"  se verificaria que |Kx(t+h,t)—l(x(t.t)|5Ch1+r lo que

implicaria el cumplimiento de la condicién de Kolmogorov.

En el caso estacionario de covarianza la condicion suficiente se expresa

como |Ky{t+h)-Ky(t)| <Ch™*"

La relacién entre continuidad y diferenciabilidad en cada caso esta
perfectamente determinada, la relacién entre diferenciabilidad en m.c. y
continuidad ¢.s. se soluciona para el caso de procesos estacionarios de
covarianza, ya que debido a la condiciéon de Kolmogorov si un proceso
estacionario de covarianza es diferenciable en m.c. existe un proceso

equivalente a él, cuyas trayectorias son continuas c.s..

DIFERENCIABIL IDAD
Sea X(t) un proceso de segundo orden separable y continuo en m.c. y

Y (t)=X(t+h)-X(t).

Si existen las derivadas cruzadas de la funcién de covarianza Kg(t,s)

el teorema 1.2.4 asegura que el proceso es diferenciable en m.c.

Si existen las derivadas cruzadas de la funciéon de covarianza Kyh(t,s) ¥y

2
verifican

Ky {t,s} = Ch2 para todo h en un entorno de cero, entonces casi
dtds “h

todas las trayectorias son diferenciables.

2n+2
En general si -———I-(y (t,s) existe y es finita, entonces las
dtn+l dﬁ,ml h
trayectorias de X(t) son n veces diferenciables c.s..

INTEGRACION

La relacién fundamental la proporciona el proximo resultado.
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Teorema 1.4.1
b
Sea X(t) un proceso medible y continuoc en m.c. entonces Ix(t)dt existe

a
c.s y en m.c. y ademds son iguales c.s.

Para ver que es cierto considérese I; las sumas de aproximacién a la

integral en m.c., es fdcil comprobar que E[|In—I|2] 50 now donde I es la

integral definida para el cdlculo en trayectoriasg

1.5 CALCULO DE ITO

Hasta aqui se ha tratado de las propiedades de segundo orden de procesos
que verificaban determinadas condiciones de regularidad, pero estos elementos
no son suficientes para el analisis de todos los procesos. Los procesos con
incrementos ortogonales no admitian derivada en m.c., lo que pone de
manifiesto que hay procesos lo suficientemente irregulares como para ser

tratados aparte.

1.5.1 Insuficiencia de la integral de Riemann-Stiltjes

En la definicién del concepto de integrabilidad se impone la condicién
de que el limite de las sumas de aproximacién no dependa de los puntos
intermedios de la particién escogida. Se vera que ante algunos procesos esta
restriccion es insoslayable. En particular el movimiento browniano no es

integrable respecto a otro movimiento browniano B{t).
b

Tratemos de calcular _[B(t)dB(t)
a
Sea {tj};»o una particion de [abl. La aproximacién de un proceso
cualquiera X(t) mediante funciones escalonadas vendra dada por:
*
§ X(eji

=0

* = *
[tj’tj+1] 0= ty <ty = T ty=t; = tj+1 Lt <ty -
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Considérense las aproximaciones a la integral a traves de dos elecciones
distintas de puntos intermedios, t"';=tJ en un caso ¥y t'; = t,, en otro, la

integral de los correspondientes procesos simples que aproximan B(t) es

I} = ¥ BB, p-Bl),

=0

I2= ) Bty )(B(t;,-Bltp).

jZo

Es inmediato comprobar que el limite en m.c. es distinto, basta observar que
E[Irll]=0 - 0 cuando nw

mientras que E[Ir21]=b-a 5 b-a cuando n-xo, por tanto la integral

depende de la eleccién de t:.

1.5.2 Integral estocastica
A pesar de lo que se acaba de observar, es razonable aproximar un

proceso mediante funciones escalonadas de la forma anterior. Para continuar

*
por este camino se debe efectuar una eleccién de t j

Las elecciones mas usuales son t? = t; que da lugar a la integral de Ito,

ti
s SR
y ot =—2——, el punto medio del intervalo, que conduce a la integral de

Stratanovich. Consideraremos la eleccion debida a It :

1= ) X(t)(Blty,-Blty) .

J=0

Para construir la integral de Ité es necesario considerar en (Q,F,P), el
espacio probabilistico de definicién del movimiento browniano, una familia no
decreciente de ¢-algebras {F¢}cF, que verifique

- Para cada t B(t) es Fi-medible,
- B(t)-B(s) son independientes de F. V r<s,
Llamamos clase de procesos integrahles en [a,b] segin Ito ( H,la,b]) a

los procesos X{t) que verifican las condiciones
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T
- J- X(t)zdt < o C.S.

0
-¥ t X{t) es Fy-medible.

Es importante resaltar que con estas condiciones el proceso X(t) es

independiente de los incrementos de B(t).

L.a construccién de la integral se hace de la misma manera que en el caso
de la integral de wuna funcién respecto a un proceso con incrementos

ortogonales.

i- Si X(t) es un proceso simple en t, se define I = EXJ(B(tJH)—B(tJ)).

=0

Propiedades
P1- Si X(t) e Y(t) son dos procesos en H,[0,T] y « y B dos constantes tales
que aX{t)+BY(t) € H,la,bl, entonces:

b b b
J'[ax(t) + BY(D)IdB(Y) = « IX(t)dB(t) + B JY(t)dB(t] .
a a a

b

P2- Si X(t) € Hyla,bl y .[E[X(t)zldt < w, entonces:

a
b b 2
El J’x(t)dB(t)l =0y El Ix(t)dB(t) | = IE[X(tlzldt.
a a a

Esta tltima igualdad se conoce como la isometria de 1to.

P3- ¥V X € Hyla,bl, C>0, M>0,

T T
N
P J-X(t)dB(t) >c|l = p JX(t)zdt >N« —
o o c?
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Para procesos simples, la propiedad Pl se demuestra sin mas que aplicar la
definicion; para la segunda, basta usar la condicién de independencia entre
X(t) y los incrementos de B(t); la tercera propiedad se deriva en esencia de

la propiedad anterior y de la definicién de la clase de procesos integrables.

La idea es extender la definiciéon de integral a todo H,l0,T] de manera
que se sigan verificando las propiedades Pl y P2 -la clave estd en que se
conserve la isometria de Ito-, y como consecuencia la propiedad P3.

ii- # Si Y(t) € H, acotado y continuo, existen procesos simples, integrables

X,(t), que convergen a Y(t) con la distancia definida por
b

dy = d(X(1),Y(1) = Ef J-(Y(t]—x(t)zdt], es decir,

a
b

EL | (y(t)-X,())%dt] —0 (L.7).
n -x0

a
» Si Y(t) € H, es acotado, existen funciones acotadas X,{t) € H, que

verifican 1.6
* Si Y(t) € H,, existen funciones acotadas Xph(t) € H, que verifican 1.7.

Por tanto si Y(t)e H,, existen funciones simples X(t) € H, que verifican 1.7.

T T
Entonces se define fY(t)dB(t) = lim |X,(t)dB(t) tomando el limite en
n>w
] 0

m.c.. Puede probarse que el limite es independiente de la eleccion de la
secuencia X, que converge a Y(t). Por tanto la integral estd bien definida.
Ademas por tratarse de convergencia en m.c. se tiene también la convergencia

de los dos primeros momentos, luego

b b
E[IY(t)dB(t)] = lim E[|Xp(t)dB(t)]
>

a a
b 2 b 2 b b
IY(t)dB(t) ) = LimEl IXn(t)dB(t) ] = limJE[X(t)zldt - IE[Y{t)zldt.

‘ n>o

a ' a a
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es decir, se verifica la propiedad P2, la Pl y la P3 son inmediatas.

b
Siempre que JE[X(t)Z]dt < a=c<d=b, se puede definir la integral

a
d

JX(t)dB(t} con a=c<d=b, como la integral del proceso X(t)I[C d}(t)'

c

Puede probarse como extension de la propiedad P2, que

b
IX(t)dB(t)/Fa] =0y
a
b 2 b
el| [xwae) /Fa]=IE[X(t)2/Fa]dt,
a a

L]

La integral IX(t)dB(t) se entiende como

-0

n

limJX(t)dB(t)
n)w
-n

tomando el limite en m.c..

EXTENSIONES DE LA INTEGRAL ESTOCASTICA

1.5.2.1 Integral respecto a una martingala
T

La generalizacion inmediata es buscar [ = JX(t)dY(t) donde Y(t) es un

o
proceso cualquiera. El desarrollo es practicamente el mismo que en el caso

anterior, s6lo varian las condiciones que se exige a los procesos X(t) e Y(t).

Se considerara una familia no decreciente de c-algebras {Fi} tales que

- Y(t) es una martingala de segundo orden con E[Y(t])] = O,

35



Capitulo 1: Elementos del cdlculo estocdstico

- Existe una funcién monétona no decreciente F(t) tal que
El| Y(t)-Y(s)| ®] = E[|Y(t)-Y(s)|*/Fgl = F(1)-F(s) V¥ s<t.

(Notese que si ademdas las trayectorias son continuas y F(t) = o'zt, Y(t) es un

movimiento browniano estandar)

- X es un proceso medible respecto a dPxdF,

- X(t) es Fi-medible, V¥ t,
T

- IEIX(t)zldF(t) <

o

Condiciones que como en el caso anterior implican que X(t) es independiente

de Y(t+s)-Y(t).

La propiedad P2 queda
T T
P’2- Si X es integrable y E{X(t)2]dF(t) < » entonces: E[ |X(t)dY(t)] = O y

(o] Q
2
T T
El J-X(t)dY(t) ] = J.E[X(t)zldF(t).
(o) 0

El resto del desarrollo es idéntico al del caso anterior teniendo en

cuenta que la distancia entre variables se define como:

T
dy = dIX(1),Y(t) = El J(Y(t)-x(t))zdF(t)].

0
Obsérvese que la integral estocdstica no es unica, puesto que la

definicién no depende de los conjuntos de medida nula, pudiéndose considerar

como una clase de variables iguales c.s.

Usando esta extensién se pueden considerar integrales respecto a

procesos de salto, y en particular respecto al proceso de Poissén.
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1.5.2.2 Integral de Poisson

La integral de Poissén es un caso particular de las integrales respecto
a medidas aleatorias numerables. Una medida aleatoria scbre (E,4) se define
como un proceso estocastico {M(A), Aed} que toma valores no negativos, y tal
que M(AUB)=M(A)}+M(B), si ademas M(A) es una variable aleatoria numerable para
cada Ae€d se dice que la medida es numerable. Las medidas aleatorias numerables
tienen especial importancia porque los procesos puntuales pueden ser

identificados con medidas numerables.

Si E=R'xR" ¥y M es una medida aleatoria numerable, se puede construir por

el procedimiento de It6 una integral de la forma
b

_[ J X(t,u)M(dt, du)

a A
donde X(t,u) sera un proceso que verifique las condiciones requeridas de

integrabilidad.

La integral debe construirse por el procedimiento de Ité porque no es

interpretable en el sentido de Riemman-Stiltjes, (no en todos los casos), si
b

se pretendiera evaluar J-N(t)dN(t) con N(t) un proceso de Poissén, se razonaria

a
de la misma manera que se hacia para la integral del movimiento browniano que

el limite de las sumas de aproximaciéon depende de la eleccién de los puntos

intermedios de la particién.

La integral 1.8 cuando M(t,u) es la medida de Poisson, se puede entender

como un caso particular de integracidn respecto a una martingala, puesto que
si N(lo,t]xA) es una medida de poissén sobre R'xR"se tiene que

N(t)=N({o,t]xA) -tA(A) es una martingala de segundo orden continua en m.c.,

(donde A(A) es la intensidad del proceso de Poisson).
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Teorema 1.5.1
b

Sea N(t,u) un proceso de Poissén definido en R'xR". Sea I n=I IN(dt,du)
a A

el numero de sucesos ocurridos en [a,blxA, (se interpreta como el nimero de
sucesos con caracteristica en el conjunto A, que han ocurrido en el tiempo

[a,bl). Si
b

1- E[In]=P(UEA)IA(s]ds para cada a<b, ¥y AeR", donde U es la variable

a
marginal de N(t,U)=N(txU)

ii- El proceso X(t,u) es independiente de I ¥ ueIRnsiempre que t<a<b
iii- X(t,u) es casi seguramente continuo en u,continuo por la izqulerda en t y
acotado en [a,blxA para cada A acotado.

entonces existe

b
I = J' I X(t,u)N(dt,du) (1.8)
a A
0 si I,=0
In
¥ es igual a I= Z X(zguy) si I,#0
n=1

donde T, es el instante de ocurrencia ddel n-esimo suceso y Uup Su

caracteristica. Ademds

b
si I= 1 - I I X{t,u)A(t)dtdP(u) donde P(u) es la distribucién marginal de U
aA
se verifican
b
ElL =0 y El|5,| )= I I X(t,wA(t)dtdP(u) .
aA
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Las dos primeras condiciones del teorema son analogas a las exigidas
para la integrabilidad segiun It6, y los resultados sobrte los momentos son del
mismo tipo, lo unico realmente novedoso, es la férmula de calculo de la

integral.

t
1.5.3 El proceso Z(t) = Ix(s)dY(s}

4]
t

Consideremos el proceso definido por Z(t) = IX(s)dY(s) O=t=T donde X(t)

)
e Y(t) son dos procesos tales que ¥ t=0 X es integrable respecto a Y(t) en

[0,t]. Se van a estudiar algunas de las propiedades de Z(t).

Teorema 1.5.2

El proceso Z(t) es una martingala.

Demostracion

T
Por definicién Z{t) es el limite en m.c. de variables Zn(t) = Ixn(t)dY(t),
0

con X™(t) procesos simples en [o,t] que convergen a X(t) con la distancia d;.

Sea s<t

I

z" W = ¥ iy, -vigl §OXTIYE )Y = Z%6)
t=s s<t;=t

+ Y XYty )=
s<tjst

usando que XMt) es Fi-medible, que Y(t) es una martingala y que Y(t+s)-Y(t)

es independiente de F; se tiene que E[Zn(t)/Fs] = Z™s); es decir ¥ BeFg

J-Zn(t)dP = IZn(s)dP, haciendo tender n a infinito tenemos IZ(t}dP = J"Z(s)dP -
B B B B
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Ademas podemos definir Z(t) de manera que sea separable y también medible,
ya que para cada t elegimos la integral dentro de un conjunto de variables
iguales c.s., siendo posible coordinar la eleccién de tal modo que, el proceso

Z(t) sea una martingala medible, y separable.

Esta propiedad es la que distingue esencialmente a la eleccién de Itd
del resto de posibles consideraciones de la integral estocastica, de hecho el
trabajar con esta interpretacién en lugar de la quizd mas natural de
Stratanovich, se debe en gran medida a esta caracteristica que no tienen las

otras integrales.
El siguiente teorema busca caracterizar la continuidad de Z(t).

Teorema 1.5.3

Si la funcién determinada por F(t)-F(s) = E[|Y(t)-Y(S)|z] es continua
entonces el proceso Z(t) es continuo en m.c., y si no lo es, los puntos fijos
de discontinuidad de Z(t) son discontinuidades de F. Si el proceso Y(t} tiene

trayectorias continuas c¢.s., entonces también las tiene Z(t).

Demostracién

Las dos primeras proposiciones se justifican por la propiedad P2
t

E[| Z()-Z(s)| %) = IEIX(t)Z]dF(t).

s
Para la tercera observemos que Y(t) es una martingala (que podemos

suponer separable) con trayectorias continuas, entonces se {trata de un

movimiento browniano, salvo una reparametrizacién del tiempo.

Lema Si X(t) es una martingala separable de segundo orden

E[X(T)?]
P( sup |[X(1)|>e) = —— 4
2

0St=T
€
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Ahora si X(t) es un proceso simple la continuidad es obvia (es suma de

procesos continuos), si no lo es, tomemos x™(t) procesos simples convergiendo

1

en d, a X(t), tales que d(X™(t),X(t)) = — . Se vera que x™(t) converge
4
n

uniformemente a X(t) con probabilidad uno.

t

si Zt) = IX“(s)dB(s), aplicando el lema a Z(T)-Z™1t), se tiene que

o
n 1 Eljzm-Z"m] ) 1
P( sup |Z(t}-Z'(t}| > —) = = n2d,(XM(t),X(1)) = —,
0S¢ =T n 1 2
—_ n
2
n

que es el término general de una serie convergente. Por el lema de Borel-

1
Cantelli, P(lim sup { sup |Z(t}—Zn(t]| >~} = 0,
o n

=t=T

y por lo tanto,

1
P{|Z(t)—2n(t)| <=-)y=1 sl n es suficientemente grande.g
n

Aplicando el teorema a la integral de Ité se concluye que es Z(t) es continuo.

Anteriormente vimos que Z{(t) era una martingala, si cumple las

condiciones para que se pueda definir una integral respecto a ella, se puede
b

considerar le(t)dZ(t) para algin proceso X(t) que verifique las condiciones

a
de integrabilidad. Asi se puede considerar un cambio de variable dado por

dZ(t)=X(t)dY(t), relacién que no es mas que otra forma de expresar

t
Z(t) = IX(s)dY(s). Se tiene gque
0
b b

le(t)dz(t)= X, (OX(t)Y(L).

a a
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El tipo de integrales mas habitual, y el que hasta hoy ha resultado mas
itil, es el de las integrales respecto al movimiento browniano. Se considera
el problema de caracterizar aquellos procesos gue pueden ser representados

como una integral respecto a un movimiento browniano.

t

Sea Z{t) = .[X(t)dB(t) una integral respecto a un movimiento browniano

o]
(¢%=1). Entonces:
t
El|Z(1)-Z(s) | %/Fg) = E[I]X(u)]zdu/FS] (1.9)
s

También sabemos que Z(t) es una martingala separable, y que sus
trayectorias son continuas c.s. ya que las del movimiento browniano lo son. El
siguiente teorema prueba que estas condiciones son suficientes para garantizar
que Z(t) puede escribirse como la integral de algin proceso respecto a un

movimiento browniano

Teorema 1.5.4

Sea Z(t) una martingala separable de segundo orden cuyas trayectorias son
continuas c¢.s.. Si existe un proceso X(t) separable, dPxdt medible, con X(t)
Fy{-medible, que no se anula c.s. y que verifica 1.9, entonces existe un

movimiento browniano B(t) gque verifica

t
Z(t) = Z(a)+|X(s)dB(s) c.s. (1.10).
a
Demostracién
t
dZ(s) .
Definamos Y(t) = I %) Este proceso es una martingala, tiene
s
a

trayectorias continuas (por ser una integral estocastica respecto a un proceso
con trayectorias continuas c.s.), y verifica
EL| Y(t}-Y(s)[*/Fg] = t-s c.s.
Por lo tanto se trata de un movimiento browniano, es claro que verifica 1.10

con probabilidad 1.

.
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t

. dZ(s)

Si X{(t) puede anularse, definimos ¥Y(t) = I %ie)
5

+I X’ (s)dB(s)
a

a

donde X’ = y B(t) es un movimiento browniano que verifica,

Ixw=or

E[(Z(t)-Z(s))(B(t')-B(s’))] = 0 s<t s<s’<t’,
obteniéndose que Y(t) es un movimiento browniano. Usando las reglas de

combinacién de integrales, se llega a que
t t

Z(t) = Z(a)+[ X(s)dY(s) +J X' (s)dZ(s).

a a
t t
Ademéas X(t)X’(t)=0, por lo que E[J. X’ (s)dZ(s)] = J E[(X’(S)X(s))zlds =0.
a a

Por tanto se anula el ltimo sumando de la derecha en la expresion anterior,

volviendo a darse la relacién 1.10 m

1.5.4 Diferencial estocastica
Se tratara ahora del otro elemento fundamental en el calculo, la
diferencial, restringiéndonos a la interpretacion de It6, es decir

considerando Gnicamente integrales respecto a un movimiento browniano.

Sea {X(t) t = O} un proceso que V 0ss<t=T verifica:

t t
X(1)-X(s) = j'a(t)du b(t)dB(t) (1.11),
s s

donde a(t) y b(t) son dos procesos tales que la expresién de la derecha tiene
t t

sentido , .[a(t)dt < o, Ib(t)zdt < w c.s., y B(t) es un movimiento browniano.

s s
Se dird que X(t) tiene diferencial estocdstica em [0,T} y la representaremos

como
dX(t) = a(t)dt+b(t)dB(t) (1.12).
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Es claro por la definicibn que la diferencial estocdstica es lineal,
sin embargo no se comporta como las diferenciales ordinarias en el resto de

operaciones. Veremos como manipular esta diferencial. La clave de Ilas

[t

operaciones estd en que [dB(t})* = dt en el siguiente sentido: consideremos

{tlr:} una particién de [s,t] cuyo didmetro se. hace O al tender n a infinito. Se

n-1
tiene que § = [B(t,, )-Blt }l]2 —t-s en probabilidad -es inmediato
n k+1 k 300
k=0

comprobar que E[§ ] = t-s V n y VI§ ] —0-.

Como aplicacion inmediata podemos calcular

t n-1

IB(u)dB(u]= lim § B(tB(t,,,)-B(t)] =
n

s k=0

1 2 2, 1 1 2 2, 1
= —(B(t)"-B(s)") - £, — —{(B(t)"-B(s)") - =(t-s),
2 2 2 2

1
relacién que podemos expresar como IB(u)dB(u) = 5(]3{t)2 - t), (1.13)

que en forma diferencial queda

1 1
d(EB(t)z) = 5dt+B(s)dB(s). (1.14)

Por procedimientos similares se calcula d(tB(t)) = B(t)dt+tdB(t) (1.15).

Estas dos relaciones permiten establecer la regla de diferenciacién de

un producto de procesos diferenciables, de polinomios,..etc.

Diferencial de un producto
Sean X e Y dos procesos con diferenciales respectivas
dx(t) = a(t)dt+b(t)dB(t) dy(t) = c(t)dt+e(t)dB(t).
Entonces:
dX()Y(t)) = X(r)dY(t) + Y(t)dX(t) + bit)e(t)dt.
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Demostracién

Supongamos que el teorema estd probado para a,b,c,d procesos constantes
(variables aleatorias). De la la aditividad de ia diferencial se desprende el
resultado para funciones simples, y pasando al Ilimite tendriamos la

demostracién completa. Lo probaremos entonces en este Gnico caso:

dX(t) = adt + bdB(t) dY(t) = cdt + edB(t), es decir, X(t) = X(0) + at + bB(t),
Y(t) = Y(0) + ct + eB(t) (por simplificar se supondri X(0)} = Y(O) = 0).

Multiplicando X({(t)Y(t) tenemos

t t t
X(t)Y(t) - X(s)Y(s) = acJZudu + (ae+cb)Id(tB(t)) + beId(B(u)Z)
s s 5

sustituyendo las relaciones 1.14 y 1.15 y reagrupando términos se llega a,

t t
I(aY(u)+cX(u)+be)du + J(bY(u)ﬂ:X(u))dB(u),
s s

que en notacién diferencial se expresa como

d(X(1)Y(t)) = (aY(t)+cX(t)+be)dt + (bY(t)+cX(t))dB(t).

Reagrupando de nuevo términos, tenemos el resultado requerido.g

Una aplicaciéon inmediata de la férmula de diferenciacién de un producto,
proporciona una réplica de la férmula de integracién pof‘ partes del analisis
determinista.

Sea Y(t)=f(t)B(t) donde f(t) es una funcién determinista de variacion
acotada, se tiene que dY(t)=f(t)dB(t}+B(t)df(t), expresindolo en forma
integral y despejando

b b
_[f(t)cua(t) = (FOBWOL - IB(t)df(t)
a a

La férmula esencial de diferenciacién viene dada por el préximo tecrema

45



Capitulo 1: Elementos del cdlculo estocdstico

Teorema 1.5.5 -Formula de Ité-

Sea X(t) un proceso con diferencial dX(t) = a(t)dt + b(t)dB(t) y f(t,x)
tal que f(t,r) € Cz([R) y f(-,t) € CIIO,T]. Entonces el proceso f(t,X(t)) tiene

diferencial estocdstica dada por:

df 1 d2f 2 df
df(t,X((t)) = [—(£,X(t)) + — —,X()b7(1) + —(t,X(t))al(t)]dt +
dt 2 4x2 dx

daf
+ —(t,X(t))b(t)dB(t).
dx

Demostracién

Se necesitaran unos resultados previos,

Resultado 1 Buscamos la diferencial de un polinomio en B(t). Por el

resultado 1.14, y tras aplicar un procedimiento de induccién se llega a :

n, _ 00D o n-1
d(B(t)") = —2——-B(t) dt+nB(t)" "dB(t) .

Esta observacién junto con la aditividad de la diferencial justifican que

dado p(x) un polinomio,
2

dp 1 dp
d{p(B(t)) = —(B(t))d(B(t)) + — —(B(t})dt.
dx 2 2
dx
Resultado 2 Sea f(x) una funcién (real) dos veces diferenciable con
2
continuidad. Podemos aproximar —(x) uniformemente por polinomios qnp(x) de
dx?
X

df
manera que Qp(x) = f(0) + a—;(O)x + I (x-ylan(y)dy verifica que :

0
dQ :
Qu(B(t)) - Qu(Bls)) = J' T MB(w))dB(u) + an(B(t))dB(t)
dx
(a) S (b) s
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(a) — f(B(1))-T(B(s))

1 ~df? df
) — —| —(BtHdt + J-—(B(t))dB(t),
2 dx

dx2
) s
df 1 d%
de donde concluimos d(f(B{t)) = —(B(t))d(B(t)) + — —(B(t))dt.
dx 2 2
dx
Resultado 3 Sea &(t,x) una funcién en [0,TIxR diferenciable con continuidad

una vez respecto a t y dos veces respecto a X, entonces:

deo 1 a2 do
d(®(t,B(t))) = [—(t,B(t))+ —(t,B(t))]dt+—(t,B(t))dB(t) .
dt 2 4x2 dx

Si se pudiera escribir &(t,x) = g(t)f(x) con g € Clo,T] y f e C?R),
para demostrar el teorema bastaria aplicar el resuitado anterior junto con la
diferencial del producto. Ademas se verifica que la clase de funciones que se
pueden escribir en la forma deseada es cerrada respecto a transformaciones

lineales y convergencia uniforme. Pudiendo aproximar & uniformemente por

n

funciones &= ng(t)fk(x). con g e Clo, Tl y £, € CR).

k
k=1

El resultado es valido si ¢ es un proceso estocastico dependiendo de dos

parametros t y X siempre que V t &(t,”) sea Fi-medible y para cada w se

verifiquen las condiciones del lema.

Se esboza finalmente la demostracién en el caso en que a(t) y b(t) son
constantes (variables aleatorias). De aqui se valida automaticamente para

funciones simples, y pasando al! limite se completaria la demostracién.
De a(t) = a b(t) = b, se tiene X(t) = X(0) + at + bB(t). Se define & tal

que o(t,B(t)) = f(t,X(t)) ¥y o(t,x}) = f(t,X(0)+at+bx). Para obtener el

resultado basta calcular las derivadas parciales y aplicar el resultado 3 g.
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Se Puede expresar esta férmula como:

dr 1 d2r 2 df
df (t,X((t)) = —(t,X{t))dt + — —=(£,X{)(dX(t))"+ —(t,X(1))dX(t) ,
dt 2 4x2 dx

teniendo en cuenta que dB(t)® = dt y dtdB(t) = o{dt) = dtdt.
1.5.5 Extensién de la diferencial estocistica
Una extensién del concepto de diferencial estocédstica se obtiene sin mas

que considerar la integral respecto a la medida de poisson.

Se dira que X(t) admite diferencial estocastica en [0,T] si V¥ O<s<t<T

t t t
X(t)-X(s) = Ja(s)ds + Jb(s)dB(s) ' J'Ic(s,u)m(ds,du) (1.16),
s S sA

donde a(t),b{t),c{t,u) son procesos tales que las integrales estan bien
definidas, y se expresard como .

dX(t) = a(t) dt +b(t)dB(t) + c(s,u)dN(s,u)

- Férmula de Ité6 extendida-
Si X(t) admite diferencial como en 1.16, y f(t,x) es una funcién dos
veces diferenciable con continuidad respecto a x, y una respecto a t ¥y

Y(t)=f(t,X(t))

df 1 d2f 2 daf
df (6, X({t)) = [—(t,X(1)) + — —,X(t)Nb (1) + —(t,X(t}Hal(t)]ldt +
dt 2 dx2 dx

df
+ —(LX(D)bE)B(L) + J'[f(t, X(@)+c(t,u)) - £t,X(t)IN(dt,dx)

A
si el conjunto de caracteristicas A se reduce a un punto, el Ultimo término

queda [f{t, X(t}+c(t,u)) - £{t,X(t)IdN(t)

1.5.6 Caso n-dimensional
Para definir las integral de Ité de un proceso n-dimensional, se debe,

en primer lugar considerar un movimiento browniano n-dimensional

9
B(t)=(B,(t),....,B,(t)), donde los Bj{t)] son movimientos  brownianos

unidimensionales independientes.

'
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—
Sea X(t)=(X,(t),..... ,Xp(t)) un proceso tal que para cada i X;(t) es
integrable en [a,b] en el sentido de Itd6. Se define
b n b
> 3
J' X(t)aB(t)= § J-Xi(t)dBi(t)
a i=l a
— 3 -3
Sea Xp,.m(t)=(X(t),..... »Xp(t)) un proceso nxm dimensional, tal que para

ﬁ
cada i, X;{t) es un proceso n-dimensional integrable en [a,b] respecto a un
b

- - -
movimiento browniano n-dimensional B(t). Si Ii=J X;(t)dB(t) se define

a
b

a

Las propiedades de la integral multidimensional son la extensién natural

de las unidimensionales,

b nm b
BT T B, 0 1] B X%
a i=1 j=1 a
nm
con [XpmW*= TV EI|x;j)]% .
i=1 j=1

Se dice que un proceso n-dimensional admite diferencial estocastica en

- —
[a,bl, si existen dos procesos Alt), y Mp.m(t) tales que V a<s<t<b se tiene

que
t t
x(t)-X(s)=JTa)(r)dr + My (x)dB(T) (L.17)
S S
t t t
donde F(T)d‘t = ( IAl(t)d'c, .IAn(t)dt ).
S S S
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Regla de Itd0 n-dimensional
Considérese un proceso n-dimensional cuya que admite diferencial en la

forma dada por 1.17 Sea f(t,x,,.....,x5) una funcién diferenciable con

continuidad dos veces en las x; y una vez en t, entonces
n

df df
df(t Xy Xp) = { Z(LXp.Xp) + ) X Xn)AY(E)
i
i=1

n n m
1 d°f
+ E z z: Z a;;a;‘(t.xl,..,xn)Mik(t)Mjk(t] }dt

df
+z z a(t,xl,..,xn)Mu(t)dB(t}-

i=1j=1

Cuando se tienen n procesos independientes, que admiten diferencial de
la forma dXj Aj(t)dt+M;(t)dB(t) y f(t,x,....,Xn) una funcién diferenciable

con continuidad dos veces en las x, y una vez en t, entonces

n

df df
df(t,X,,..,X,) = a((t,}rcl,..,xn) + Z a—;{t,xl,..,xnmi(t] +
i
i=}1

! n n drz

i=1 j=1

-]

df
+ _(tvxp--’xn)Mi(t)dB(t).
i

Expresién que puede ser representada como

n

df dff
A (8, X0 Xp) = (8., Xp)dt +y (0 X XA ()X +
1
i=1

n n dfz
+¥ ) ——— (X XM (DM (81X X . (1.18)

=l =1 ]

50



Capitulo 1: Elementos del cdlculo estocdstico

sin mas que tener en cuenta las relaciones establecidas para el producto de
diferenciales, y que permanece vdlida en el caso en que no hay independencia

entre los procesos de Wiener, y se asume la relacién dB;{t)dB j(t)=pl_1dt.

La diferencial en n dimensiones considerando la integral de Poisson

queda determinada por la relacién

t t t
_)
X(t)—X(S)=F(1:)d1: +|Mpym(tldB(T) + I Ia)(t,u)N(d-c,du) (1.19)
s s s A
- - -
donde Aq,;. Brsans Cnsxa 50N procesos que hacen que las integrales estén bien

definidas, y N(t,u} es un proceso de Poissdén en IRxIRn.
La regla de It se transforma en

Regla de Itd generalizada {n-dimensional )
Considérese un proceso n-dimensional cuya que admite diferencial en la
forma dada por 1.19. Sea f(t,x,,....,x5) una funcion diferenciable con

continuidad dos veces en las X; y una vez en t, entonces

n

df df
= E((t’xl""xn) + z a(t’xpo-’xn]Al(t) +

df(t,X,,..,Xp)
i

i=1

3L

1 j=1

L

i
n m

df
+¥ ¥ (X XM (t)dB(E) +

Do

n m
df2
b (X, X M (M (1) }dt
= kk=

1

i=1j=1

+J‘ { £, X, (1)1+ey(1,0),.., Xp(tHcg(t,u))-£(t, X, {1),.., X (1)) } N(dt,dx)
A

Se indica a continuacién la expresién n-dimensional de la integral de

Stratanovich y.su relacién con la integral de Ité.
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La definiciébn mas general de la integral de Stratanovich en n

dimensiones parte de un proceso de difusién n dimensional con coeficiente de

> -> d
tendencia a(t,x) y matriz de difusién b(t,x), tal que —(t,x) es una funcién
Xj

continua de sus argumentos i=lI...n.

Si f:RxR” » f(t,x)e R™xR™ es continua en x y V tela,b} verifica

df(t,x)

i- Existen i=l....n

i
b
_)
ii- IE[|f(s,X(s))a(s,X(s))|]dS <o

a
b

iii—IE[|f(s.X(s))g(s,X(s))f’(s,X(s))| lds < e (f’ denota la traspuesta)

a
entonces dada una particion del intervalo [a,bl a=ty<t;<....<t =b

se define la integral de Stratanovich (IS) como el limite cuando el diametro

de las particién tiende a cero (n>w) de

n Y(t,,)+Y(L,)

IS = lim z flty,————)Y(,,)-Y(t))
nsw \ 2
1=

La relacién entre las integral de It y la de Stratanovich viene dada

por la siguiente expresion

_—
n nb df e
IS =1 + J' — (s, X(s)) by i(s,X(s))ds
z E de L}
i=l j=1 a
(e )
dflk
dx j
df.k
donde — =
df .k
dx j
- P
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1.6 RUIDO BLANCO

Considérese una variable aleatoria X con esperanza igual a cero,
varianza uno y funcién de distribucién F(x). Para cada conjunto numerable
t;,...,tp se consideran th,...,xtn variables independientes identicamente
distribufdas segin F(x). Es claro que las funciones de distribucién conjuntas
verifican las condiciones de consistencia de Kolmogorov, por tanto existe un
proceso  estocastico cuyas variables son independientes, identicamente

distribuidas y tienen varianza uno.

Las trayectorias de este proceso son excepcionalmente irregulares, y mas
ain si V(X)=N-aw. Los procesos de este tipo se conocen como ruidos, pero se

pueden encontrar ruidos de manera algo menos artificial.

Considérese {Y(t) ,t € R } un procesoc de segundo orden con incrementos
ortogonales (E[(Y{t,)-Y(t, )(Y({t3)-Y(t,)}]= O VY t,<t,<t<t,) y estacionarios,
tal que E[Y(t)= O y E[]Y(t)-Y(s}|] = c%(t-s) t > s. Se tratara de estudiar el

proceso derivada de Y(t). Para ello se toma para cada h > O fijo, el proceso
Y(t+h)-Y(t)

que representa el cociente incremental de Y(t), se define Xp(t) = "

Este proceso es estacionario, tiene como funcién de covarianza

0 |t] = h
b Zih-|t]) |t} <n
h2

y densidad espectral dada por
l-cos 2mhA 5
_ .

21°h?a®

frA) =

E! comportamiento en m.c. de la derivada de Y(t) vendri determinado por
el lfmite del proceso Xp(t) (Xp(t) converge en m.c. a X(t) cuando h-»0 si para

cada t se da la convergencia en m.c. de las variables Xp(t)).
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El proceso Xj no converge en m.c. a ningin proceso X cuando h » 0, ya que
este proceso seria estacionario, ortogonal y de pardmetro continuo, y es facil
ver qQue no eXiste tal proceso; si existiera, puesto que es limite de
combinaciones lineales de las variables de Y(t) estaria en Hy, variedad
generada por un proceso continuo (por tanto la funcidén de covarianza de Y(t)
es continua). Usando la continuidad de la funcién de covarianza es inmediato

comprobar que cualquier familia ortogonal en Hy es a lo sumo numerable.

Notese que fp(A) 5 0‘2, pareceria que los Xp convergen a un proceso

- - i . 2 .

estacionario cuya funcién de densidad espectral es constantemente ¢, Se tiene
entonces las tentacién de definir la derivada como un proceso cuya densidad
espectral es constante, pero la funcién de covarianza de un proceso

estacionario con funcién de densidad espectral constante seria

© sit
Kx(t){ 0] sit

Por tanto ni siquiera tiene sentido como proceso de segundo orden, puede

0
0

# 1

probarse ademas que el proceso Y(t) es casi seguramente no diferenciable en

ningun punto.

Este "proceso" ficticio al que convergen las Xj se conoce como Ruido
blanco, entonces el ruido blanco es una abstraccién matematica que representa
un proceso estacionario, cuyas variables son ortogonales con media cero y

varianza infinita.

Si el proceso B(t) de partida es un proceso gaussiano, el ruido blanco
que se obtiene es un gaussiano, estacionario, con variables independientes,
idénticamente distribuidas -segin una normal de media cero y varianza

infinito-. En particular si se trata de un movimiento Browniano, el ruideo
dB(t)

blanco se interpreta como su derivada, y como tal se representa como 3
t
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Una posibilidad de evitar que la varianza se haga infinito, es
considerar la funcién de densidad espectral constante en una banda de amplitud

C alrededor del cero, y truncada por cero en el resto de los valores.

Otra posibilidad -muy usada para procesos gaussianos estacionarios, es

ab
tomar como funcién de densidad espectral f(a) = - , Qque es

T b2+7tz

aproximadamente constante en un entorno de cero tan grande como se quiera

segin los valores de a y b, la funcién de covarianza asociada sera

Ky(t)=ae ' '

1.6.1 Aproximacién de la integral estocdstica
La regla de diferenciacién de Itdé proporciona un método para calcular
integrales estocasticas. Hay otros sistemas de evaluacién de la integral

mediante procedimientos iterativos basados en integrales de ruido blanco.

Una sucesién de procesos de segundo orden {x"(t),1eR} continuos en m.c.

se dice que convergen a un ruido blanco si:

i- v fel® Xp(f) = Jf(t)Xn(t)dt es una secuencia convergente en m.c. a X(f)
R

li- lim EIX,(DXp()] = asz(t)g(t]dt v f,gel’.
n oo
R

Esta ultima relacién indica que E[X(f )X(g)]msz (t)g(t)dt, de donde se
R

sugiere la convergencia de XMt) a un proceso con densidad espectral constante

o%. Se representa esta relacién por X(f) = If(t)X(t)dt. donde X(t} es un

R
ruido blanco. A pesar de que esta relacién es Unicamente una representacion

formal, y de que X(t) no existe realmente como proceso, es posible escribir

X(f) como una integral respecto a un procesc de segundo orden.
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Teorema 1.6.1

Sea una sucesidn de procesos de segundo orden {Xn(t),telR} continuos en

t
m.c. que convergen a un ruido blanco. Si Z(t) = llijn(s)ds se verifica que
0
Z(t) es de incrementos ortogonales y
Xf) = If‘ (x)dZ(t), lo que formaliza la idea anterior. Llamaremos a X(f)
R
integral de f respecto a un ruido blanco.
Demostracién
t
Sea Z(t) = lim x™(s)ds , se tiene gue Z(b) - Zf{a) = lim Xy(I (s&)
n>0 o 1-»w

como se trata de una sucesién que converge a un ruido blanco se verifica que

E[(Z(b)-Z(a)(Z(d)-Z(c))}] = o? II(QBI,I((E)ldS por tanto Z(t) es un proceso

de incrementos ortogonales y ademas E[dZ(t)dZ(s)] = trzlt_s

> ]
Para cada funcién f(t) € L, se puede definir la integral I £(t) dz{t)
-0
como en la seccién 1.2.2.3.1.
m

- Si f es una funcién escalonada f(t) = Z f‘(tk)I(t ,
le e+l

k=1
@ m
X(f) = lim [ () F(tL ¢ JX0(s) ds =
ny>w (t k’ K+l
-w k=1
m o m
= ¥ () lim J' I JXs)ds = § f(4)(Z(t,)-Z(t) =
n->w k’ k+1
k=1 - k=1
4]
= I f(1) dZ(t) .
-
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- Si f es cualquier funcién en L,, es limite de T unciones escalonadas f; » f.

para estas funciones se tiene que

w0 -]

X(fg) = I falt) dZ(t) » I f(t) dZ(t) , por otra parte

~o0 -
w

lim lim (f-fp) X(s)ds = lim
m->c

lim X(f-fp) =
Nn-»o00 N2 M->w
-3

Basta ahora observar que X(f) = X(f-f,) + X(f)} g
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Capitulo 2: Ecuaciones diferenciales estocdsticas

CAPITULO SEGUNDO

2.1 INTRODUCCION

Un gran numero de fendémenos en economia, fisica, biologia...etc, pueden
ser modelizados mediante ecuaciones diferenciales en las que se ven envueltes
términos de caracter aleatorio. Esto lleva a la consideracién de las
ecuaciones diferenciales estocasticas (e.d.e.). Un primer problema que surge a
la hora de abordar la definiciébn de las e.d.e., es la diversidad de

interpretaciones que tiene una expresién del tipo

dX(t)

donde los términos X(t) e Y(t) son procesos estocasticos, F es una funcién

definida en EO,T]xIRZ, el proceso X(t) es la solucibn de la ecuacion

(incégnita), e Y(t) un proceso conocido. Puesto que no existe una unica

dXx(t)

interpretacién de , tampoco la habra de la ecuacién 2.1. Esta se tratara

de distinta manera segin la naturaleza de los procesos implicados, procesos
"regulares”, permiten una consideracién en media cuadritica o con probabilidad
uno, mientras que las ecuaciones ‘"irregulares", aquellas en que aparecen
términos como el ruido blanco, necesitardn de un tratamiento especial en el

sentido de Itd, Stratanovich y similares.
I.a teoria desarrollada para este Ultimo tipo de ecuaciones, buscaba en un

principio la construccién de procesos markovianos de difusién cuyos

coeficientes fueran conocidos.
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Los problemas que se tratan en el estudio de las ecuaciones diferenciales
estocdsticas, son en principio los mismos que en el caso determinista,
existencia y wunicidad de soluciones, dependencia de parametros y valores
iniciales, estudio del comportamiento de las soluciones, prestando especial

atencién en este dltimo aspecto a la naturaleza probabilistica de las mismas.

Se estudia en primer lugar condiciones para asegurar la existencia de
soluciones de las ecuaciones diferenciales estocdsticas, y el comportamiento
general de las mismas cuando se pueda garantizar que existen. A continuacién
se complica el problema imponiendo restricciones adicionales sobre la
solucién, de tal modo que la mantengan dentro de un determinado rango de
valores. Se citan algunos de los casos en que es posible determinar
explicitamente la solucién, y en que condicicnes es posible. Por iltimo se
presta atencién a las ecuaciones lineales y a otras posibles interpretaciones
de las ecuaciones diferenciales estocasticas, vinculandolas con la

modelizacién y resoluciéon de sistemas dinamicos.
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2.2 DEFINICION. TEOREMAS DE EXISTENCIA.

Es necesario antes que nada enumerar una serie de elementos que se
usaran para definir las e.d.e.. En primer lugar se tiene un espacio de
probabilidad, y dentro del algebra correspondiente se considera una familia no
decreciente de sigma-algebras {F;0st=T} - filtracién-, de modo que dados X(t)
y B(t), un proceso cualquiera y un proceso de Wiener estandar, {X(s) s=st} y
{B(s) sst} son Fi-medibles ( se considerara generalmente la minima sigma

algebra que cumple la condicién anterior).

Se define también la familia de procesos integrables al cuadrado
t

H,[0,T]={ X(t) procesos Fi-medibles tales que J.Xz(s)ds < ® c.s. para O<t=T },

0
se exige también que los incrementos del movimiento Browniano B(t+s)-B(t} sean

independientes de Fy.
Una e.d.e. en el sentido de Ité es una expresiéon de la forma

dX(t) = p(t,X(t))dt + o(t,X(t))dB(t) (2.2)
Un proceso X(t) se dirda que se solucion de la ecuacién anterior si se

verifican las restricciones anteriores, los coeficientes de la ecuacién

| e, x|

y o(t,X(t)) estan en Hy[0,T], y ademéas admite diferencial
dx(t) = p(t)dt + o(t)dB(t)

verificandose que

p(O)=p(t,X(t) c.s. y olt)=e(t,X(1)) c.s..

La ecuacién 2.2. puede expresarse en forma integral como

t t
X(t)=X(O)+Iu(t,X(t])dt + Io*(t,X(t]]dB(t) O<tsT (2.3)
0 0

y se resolverd habitualmente con una restriccién inicial X(0)=X, para alguna

variable aleatoria X, independiente de B(t).

60



Capitulo 2: Ecuaciones diferenciales estocasticas

En el caso n-dimensional se tiene como incognita el proceso
)_()(t) = (Xi(t).....X, (1)), los coeficientes de la ecuacidn
B0 X(E)= Gty (6, XD, o (£, X (L))
y ot X(t)=(e 4(t,X(t)), i=l..n, j=l..n}
son medibles e integrables (en las condiciones requeridas) en [0, TIxR" ¥,

%
B(t)=(B,(t)..... B, (1)) es un movimiento Browniano n-dimensional.

La ecuacién 2.2 se transforma en

= > > -
dX(t) = p(t,X(t))dt + o(t,X(1))dB(t).
repitiéndose las mismas condiciones para que un proceso sea la solucidn sélo

que extendidas naturalmente al caso n-dimensicnal.

Definidas asi las e.d.e. procede estudiar cuando existira un proceso que

solucione la ecuacidn.

Teorema 2.2.1
Supdngase que se verifican las siguientes condiciones
i- los coeficientes estdn definidos en [0,TIxR y son funciones medibles de sus
argumentos
ii- Condicién de Lipschitz
Existe una constante K tal que

|ult,x)-plt,y) | +]e(t,x)-o(t,y)| = K|x-y| V telO,T]
iii—- Condicidén de crecimiento
lutt,x) | 2+ ott,x) |2 s KP4xD).

iv— X(0) tiene segundos momentos finitos y es independiente de B(t).

Entonces existe una solucién de 2.2. en [0,T] en las siguientes

condiciones
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a - Es unica c.s.
St X,(t) y X,(t) son dos soluciones de la ecuacién que
verifican las condiciones del teorema

P( sup |X;(t) - X,(1)|=0 )=1
0Xt=T

b - Cumple la condicidn inicial X(0)=Xp
¢ - Es continua c.s.

d - Tiene segundos momentos uniformemente acotados

sup E[XXt)] < e
O=t=T

Demostracién
En primer lugar se vera la unicidad. Para ello es suficiente considerar dos

soluciones, X;(t) y X,(t), que verifiquen a. Aplicando la condicion de

Lipschitz a E{(Xl(t)—XZ(t))zl, y teniendo en cuenta que se trata de dos

soluciones de la ecuacidén 2.2 se llega a que

t
E[(X,(t)-X,(t))?] = CIE[(X,(S)—XZ(S))Zlds
0
t
Tomando f{t) = IE[(Xl(t)-Xz(t)lzl, la relacién anterior se puede expresar
0

df(t)

COmo = Cf(t), f(0) = 0,

y por tanto, O = f(t) = f (O)eCt=0, luego f(t)=0 V¥t.

Entonces, se tiene que E[(Xl(t)-XZ(t))z]=0 Vv t, de donde se deduce que
P(|X;(t)-X,(t}|=0)=1 V t. Esta relacién es valida para teN, siendo N un
conjunto numerable y denso en [0,Tl, y por continuidad de X(t) y X,(t) se
extiende a O=t=T.

Para ver la existencia se construira una solucién.

t t
Sea Xglt)= X X (t) = X5 + Ip(s,Xn_l(S))ds + Iw(s,Xn_l(s))dB(s) (2.4).
0 0

Puede comprobarse por induccién que ¥ n o(s,X,,_,(s)) es integrable, es
decir, X (t) estd bien definido.

‘
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i- Veamos que V¥V n X es continuo en m.c.

Usando (a+b)252(a2+bz], se obtiene

t 2 t 2
EI(X,,,,(1)-X,.,(s))*] = 2{El Iu(s,Xn(s))ds + El J}(s,xn(s))ds ]
S S

y aplicando la desigualdad de Schwarz y la propiedad P2 de las integrales

estocasticas se llega a

t t
EI(X_,,(t)-X_, ()%= 2{(t-s)El {p*(u, X (u)dul+El |6”(u, X, (w)dul,
1 1 Xn

s s

por la condicién de Lipschitz

1
EI(X,,,(1)-X,.,,(t)?] = 2K2(1+t—s)I(1+E[Xn(u)2]du — 5o

8 —t
s

ii- Veamos como { X, }n=o €S una sucesion convergente en m.c.

Usando (a+b)25 2(az+b2), se obtiene

El(X,,,(t)-X(t)?] =

t 2 t 2
2{El I[u(u,xn(u))—u(u,xn_,(u))]du J+El I[w(U,Xn(u))-o(u,Xn-l(u))]dB(u) ]
0 ' 0

y aplicando la propiedad P2 y la condicién de Lipschitz

t
EI(X,, ()-X,(t)%] = 2K°0+T) [ElX (0-X,_ (£)°] (2.5).
1 1
0

Aplicando 2.4 y 2.5 reiteradas veces, se llega a que
n

t
El(Xq ()X, ()]s [2K*(1+T)]" —EIXg] (2.6).
ni
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Ahora si se aplica la desigualdad de Cauchy-Schwarz a

m

Xpem(t)=X,(t)= Z X, (1)-X (1), se obtiene

k=1

m 1 m .
ElXpm(0-Xp(t)71= | } - ¥ 2" El (X ) Xuier (0)°) (2.7)

o
2 . 4%+ )Y t°
Por 2.6 y 2.7 sup ElXp,n()-X,(t)°] s EXgl } _ > 0
mZ0 i n->®
Jj=n+1

uniformemente en t. Entonces X,(t) es una sucesién de procesos convergente en

m.c. a un proceso X(t) de modo que sup E[(Xn{t)—X(t))zl — 0. X(t) es una
O=t=T n-o0

solucion continua de 2.2, (que podemos escoger medible y separable}. X(t) es
continuo por ser limite uniforme de procesos continuos. Para ver que verifica
2.2 se toman limites en 2.4, ademas X,(t) es Fi-medible, y por tanto el limite

también lo es. g

Es posible demostrar la existencia de solucién sin la condicién de

Lipschitz, pero en tal caso no se puede garantizar la unicidad de ésta.

El teorema se extiende de forma inmediata al caso n-dimensional, sin

- -
mas que considerar en ii y iii |u(t,x)| la norma en R" y |o~(t,x)|=tra.za(ovt).

Puede probarse la existencia de solucién sustituyende la restriccién que
supone la condicién de Lipschitz por otras hipétesis sobre los coeficientes

algo menos duras.

Teorema 2.2.2
Supongamos que los coeficientes satisfacen las siguientes condiciones:
1- para algin K |u(t,x)|2+|0'(t,x)]2 = K2(+x%)
2- ¥ N 3 una constante Ly tal que V x,y con |x|[< N y |y|<N
|t x)-plt,y) | +|olt,x)-ol(t,y)]| = Ly|x-y].
Entonces existe una Gnica solucidn de 2.2 en [0,T] verificando la

condicion inicial X(0)=X,.
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Demostracién
Xo |Xo|=N
Sean Xy(0)= 4 -N Xg<-N
N Xg>N
.
ult,x) [ Xo| =N
Mylt,x)= {4 ult,-N) Xo<-N
p(t,N) Xo>N
.
s
o(t,x) | Xo|=N
oyt x)= { olt,-N) Xg<-N
o(t,N) Xg>N
.

y sea Xy(t) la solucién de

dX(t) = py(t,X(1))dt + oy (t,X(1))dB(t)
con estos coeficientes se verifican las hipdtesis del teorema 2.2.1, y por

tanto existe una solucién que satisface a,b,c,d.

Sea Ty = max { sup Xy(s)=N}, y considérese un M > N, apoydndonos en el
t o=s=t

teorema 2.3.1, se tiene que

P({ sup |Xy(s)-Xu(t)|>0) = P(t»T) = P( sup |[X (s)|>N) 30 si Naw, ya que se
0=5=t O=g=T

puede probar que

lim P( sup |Xy(s)|>N) = P(
N>®  OSSST

= ) para cualquier a>0 arbitrario.
2
1+X,

Entonces Xy(t) converge uniformemente c.s. a X(t) que es la solucién

(continua) de la ecuacién original que cumple X(0)=X, .

Para ver la unicidad considérense X; y X, dos soluciones y sea
I(t) = I5(t) la funcién indicatriz del conjunto A siendo éste

A= ~{su11::>|xl(s]|£N}» n {sup |X,(s)|sN}. Usando la hipétesis 2 y las propiedades
S= S=T

de la integral estocastica se comprueba que
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t
EL| X, (£)-X,(t) | 1)) = 2(1+T)LN.[E[ | X,(s)-X,(s) | “I(s)1ds

0
para alguna constante Ly que depende de N.

Lema

Si ¢(t) y «al(t) son dos funciones medibles y acotadas tales que existe un
t

L>0 ot} = alt) + LI ¢(s)ds entonces

0
t

B(t) = alt) + LI e

0

Let-D(s)ds =

Usando el lema E[le(t)-Xz(t)lzl(t)] = 0, por tanto, P(X,(t)#X,(t)) =
P( sup |X,(s)|> N) + P( sup |X,(s)|>N) 50 N>O m
055=T

0=g=T
La primera condicién del teorema puede sustituirse por

x]u(t,x)|+|a‘(t,:-c)|2 = K%(1+x%) llegandose a las mismas conclusiones.

Si se trata de una ecuacién homogénea las condiciones se transforman en
la forma natural, asegurando en este caso la existencia de la solucién en toda

la semirrecta real positiva.
2.3 COMPORTAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

2.3.1 Caracteristicas generales

Se ha visto que las condiciones para asegurar la existencia de
soluciones de las e.d.e. pasan por un comportamiento suficientemente regular
de los coeficientes. La dependencia que tienen las soluciones de la ecuacién

de los coeficientes de la misma, queda ilustrada por el siguiente teorema
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Teorema 2.3.1

Sean X,(t) i=1,2. las soluciones respectivas de las ecuaciones
dx,(t) = pt,X(t)hdt + o(t,X(t))dB(t) i=L2., donde los coeficientes
satisfacen las hipdétesis del teorema 2.1, y se supone una misma condicién
inicial. Supongamos que existe una regién R tal que
(%) = p(t,x) y o(t,x)= o,(t,x) ¥ xeR. Sean
T =(inf t t.q. X|(1)gR} i=12. los tiempos de salida de R. Se verifican

= T,y C.5.

ii- P( sup |X-X,|=0) = L
0=t=T,

Una de las mas importantes caracteristicas de las soluciones de las
e.d.e. es que en las mismas condiciones que se exigen para la existencia ¥y

unicidad de las mismas, se tienen procesos muy manejables

Teorema 2.3.2

Supongamos que los coeficientes de una ecuacién satisfacen las
condiciones del teorema 2.1. Entonces la solucidn es uh proceso de Markov
(continuo), cuyas probabilidades de transicién vienen dadas por
P(t,x,s,A) = P(X(s)eA/X(t)=x) = P(Xy t(s)eA) s>t. Donde Xy es la solucién en

el intervalo [t,T) de la ecuacidn con condicidn inicial X(t)=x

s s
X(s)=x+-|.p(u.X(u))du+Ja‘(u,X(u))dB(U).
t t

Demostracién
Considérese Xy ¢ la solucién de (10). Xy, t solo depende de los sucesos

{B(u)-B(t) uzt}. Por otra parte X(s) y Xy, t son soluciones de

s 5

X(s) = X(t) + Ip(u,x(u))du + Ia(u,X(u))dB(u).y como la solucién es unica, si
t t

s>t X(s) = Xyy,tls) es decir, si se considera el proceso X(t) condicionado

por su valor en t, se tiene un proceso Y(x) xeR independiente de Fy, con

Y(X(s)) = X(s) s>t.
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Lema Sea Z(t) un proceso medible, acotado e independiente de Fy, & una
variable Fy-medible. Entonces E[Z(£)/F{]=E[Z(£)].

La demostracién del lema es sencilla para procesos simples, y se extiende
pasando al limite en la forma usual.

Ahora aplicando el lema:

EIL, (X(s))/F¢] = EIL, (Y(s)/Fy] = EIL, (X, yn,0)] = PLX(D)=X,5,A).

Puede comprobarse que, cuando los coeficientes son homogéneos, los
procesos solucién no sélo son markovianos, sino también fuertemente
markovianos, en este ultimo caso la solucién serd un proceso homogéneo de
Markov cuyas probabilidades de transicién vienen dadas por
P(x,s,A)=P(t,x,t+s,A)=P(X(s)eA) donde X(s) es la soluciéon de la ecuacién

homogénea con condicién inicial X(0)=x.

Se define un proceso de difusién comoc un procesc markoviano que

verifica:
1
I- ¥ 0 , ¥V tel0, T} lim - P(|X(t+h)-X(t) |>e/X(t)=x)=0, esta condicién se
h>0
conoce como la condicién de Dinkyn.

1
2- lim o E[X(t+h)-X{t)/X(t)=x]=u(t,x) para alguna funcién u(t,x).
h>0

1
3- lim H E[(X(t+h)-X(t))Z/X(t}=x}=o‘2(t,x) para alguna funcién 0‘2(t,x).
h>0

Lema. Una condicién suficiente para que se verifique la condiciéon de Dinkyn,

1
m — E[(X(t+h)-X(t))F/X(t)=x]=0.

es que, para algin p>2 1i
" h>0 h

Teorema 2.3.3
Supéngase que los coeficientes de una ecuacién p(t,x) y o(t,x)
son continuos en sus argumentos, y que 1 K para el que
u(‘c,x)2+o'(t,:n:]:2 = KA 1+x), ¥ que ¥V N, 3 Ly que verifica
]u(t,x)—u(t,y)|+|a‘(t,x)—o‘(t,y)| = Ly|x-y|. Entonces la solucién de la

ecuacién, es un proceso de difusidén con coeficiente de tendencia u(t,x)

y coeficiente de difusidn o‘z(t,x).
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El planteamiento que inicialmente se hizo de las e.d.e fue el de
considerarlas un modelo de generacién de procesos de difusién. El hecho es que
no todos los procesos de difusién responden al modelo, pero hay una amplia
clase de estos procesos que respondieron a los objetivos iniciales. En los

préximos teoremas se contrasta a esta idea en ambos sentidos.

Teorema 2.3.4

Sean p(x,t), o(x,t), dos funciones medibles en [o,TIxR, para las que
existen constantes K y o, con
u(t,x]zsl((lﬂcz) y 0<0‘§‘_=0‘2(t,x)51((1+x2), y tales que verifican la condicién de
Holder; |p(t,x)-p(t,y)|=K|x-y|®

|o(t,x)-0(t,y) | =K |x-y|® para algin p>O.

Entonces, existe un proceso de difusién cuyos pardmetros de tendencia y
difusién son, u(t,x) y o(t,x) respectivamente, ademds si en la condicién de

Holder, se puede tomar p=l, este proceso es la dnica solucién en [0,T] de

dX(t)=p(t,x)dt+e(t,x)dB(1).

Teorema 2.3.5
Sea X(t) la solucidn de una e.d.e cuyos coeficientes verifican las

condiciones del teorema de existencia y unicidad, se define

t t
1
zA(t)=xx(t)—Afp(s,x(snds-iazj o2(s,X(s))ds
0 0

1
se tiene que dZ(t)I=AX(t)-TAu(t,X(0)+ A%o2(t, X(1))1dt=

2
A
=-= (4, X(ENdt + A ot X(t))dB(t)

se tiene que Y;(t)=exp{Z,(t)} es una martingala con trayectorias continuas y

estd en H,[0,T].

Un resultado en sentido inverso caracteriza procesos de difusion
mediante la propiedad anterior. Si para cualquier valor positivo del parametro
A, Y,(t) es una martingala con trayectorias continuas y los coeficientes son
suficientemente regulares, entonces X(t) es un proceso de difusién determinado

por p(t,x) y c:('t,x).

69



Capitulo 2: Ecuaciones diferenciales estocdsticas

Teorema 2.3.6

Sea X{t) un proceso de difusién en [0,T] cuyos pardmetros p(t,x) y a-z(t,x)

son continuos en sus argumentos, y verifican :

i- 3 una constante K t.q. |p(t,x)|=K(1+}x|),

ii- o‘z(t,x) tiene derivadas acotadas, y también es acotada,

o‘z(t,x]

iii- 3 una funcidn Y(x) independiente de t, y un h, tales que:

@(x)>1+|x|, sup EP(X(t))<w y
0

E4ST
| ELX(t+h)-X(t))/X(t)=x] | +| E[(X(t+h)-X(1)?/X(t)=x]| = hy(x)
EL(| X(t+h) | +X(t+h)*)/X(2)=x] = w(x).

Entonces, existe un M.B. B(t) tal que X(t) es una solucién de la ecuacion

dX(t) = p(x,t)dt + «(x,t)dB(t).

Demostracién
X

Se considera el cambio Y(t)=g{t,X(t}))=

que transforma la
o »lcr(t,z)

ecuacién de manera que el coeficiente de difusién se hace uno.

dY(t)=fi(t, Y(t))dt +dB(t) (2.8)
donde fi se calcula como en 2.16, usando la transformacién de ité y el hecho de
que las derivadas parciales respecto a t una vez, y dos respecto a X son

acotadas, se concluye que

E[| Y(t+h)-Y(t)| 7Y(D)]=L 9lt,g M (1,x)} ¥y
EL| Y(t+h)-Y(0) | /¥ (1)L w(t,g}(t,x))
t
Sea ahora Z(t)=Y(t)—Y(0)-I fAls,Y(s))ds, que resulta ser un proceso Fi

o
medible, siendo Fy la filtracién generada por Y(t), y verifica que
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t+h
|ELZ(t+h)-Z(t)/F¢] | =EL| Y(t+h)-Y(t) | /Y(t)]--[ Elji(s,Y(s))/Fylds
t
t+h
s L ylt,g (t,x)h +K1,[ Ell+g(s,X(s))/Filds= L, ¢(t,g7'(t,x)),
t

y también que

EIl | Z(t+h)-Z(t) | /Fy <L y(t,g!(t,x)) h
Relaciones que permiten concluir, tras aplicar el teorema de la convergencia

dominada que

| t+h
Z J' ElA(s,X(s)/Fylds  —— p(t.X() c.s.
h h0
t
1
= El|Z(t+h)-Z(1) | */F ] — 1 c.s.
h h0
1
~ El|Y(t+h)-Y(t) | /Fy] — 1 c.s.
h h->0

por tanto, puesto que Z(t} es continuo se trata de un movimiento browniano
t

estandar que satisface la relacidn Y(t)=Y(0)+I fi(s,Y(s))ds+Z(t), de modo que

0
el proceso Z(t) verifica la expresién 2.8, basta ahora aplicar la

transformacién inversa para finalizar la demostracién g

2.3.2 Dependencia de parametros

Del mismo modo que en las ecuaciones diferenciales ordinarias es un
problema de interés el estudio de la dependencia que la solucién tiene de las
condiciones iniciales, y de manera mas general de sus parémetros, se plantea

idéntica cuestién para las e.d.e.

Considérese una familia de e.d.e dependientes de un parametro «

71



Capitulo 2: Ecuaciones diferenciales estocasticas

dXo(t) = p(t, X (t))dt + o4lt,Xq(t))dB(t). (2.9)
con condiciébn inicial Xg(0)=c,. Se tiene que la solucién depende de forma

continua del parametro « en determinadas condiciones.

Teorema 2.3.7
Sea X, (t) una solucion de la ecuacidén 2.9. 5i ¥ a los coeficientes de la

ecuacidn verifican las condiciones del teorema 2.2.1 y ademds

i- ¢ — Cag en probabilidad
ii-¥N>0, |x|]=N ytel0,T]

lim sup |pg(t,x)-py (LX) | +[0a(t,x)-0q (t,x)]=0
- 0

iti- 3 K > 0 independiente de o« tal que ¥V t € [0, T]

Mo lt,x) %o (t,x) 2K %(1+ | x 2y entonces
o o

lim { sup |Xq(t)-Xq (1)]}—0 en probabilidad
A0y t 0

La dependencia respecto a la condicion inicial estd resuelta como un
caso particular del teorema anterior cuando los coeficientes no dependen del

parametro, pero la condicién inicial si.

De jgual modo existen resuitados que determinan condiciones en las
cuales el proceso -es diferenciable respecto a un parametro, como caso
particular se considera también la diferenciabilidad del proceso respectoc a la

condicién inicial.

Teorema 2.3.8

Supongamos que los coeficientes de una e.d.e son continuos en Sus
argumentos, y ademds dos veces diferenciables respecto a x , y una respecto a
t , y que estas derivadas parciales estan acotadas, entonces la solucidn de la

ecuacién con condicion inicial X(0)=c

t t
X(t)=c + jp(s,,x(snds + Io*(s,X(s))dB(s) O<t=T
o o
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es dos veces diferenciable en m.c. respecto a c ¥y

t t
dX(t) d d
= 1+qu(s,X(s)) —Xi(s}ds +I¢x[s,X(s]) —X(s)dB(s)
dc dc dc
0 0
O<t=T

2.3.3 Determinacién de la distribucién de probabilidad

Una vez visto que la soluciébn de una e.d.e es , en determinadas
ocasiones, un proceso markoviano de difusién, se trata ahora de estudiar
algunas de las caracterfsticas asociadas al proceso solucién, entre ellas sus
probabilidades de transicién. Es necesario para ello determinar la funcién

u(t,x)=E, ,[f(X(s))I=E[f(X(s})/X(t)=x] donde X(s)} es la solucién del problema

dX(s) = uis,X(s))ds + o(s,X(s))dB(s) (2.10)

en el intervalo 1t,T], con condicién inicial X(t)=x

Teorema 2.3.9

Supongamos que los coeficientes de la ecuacién 2.5 son continuos,
admiten segundas derivadas parciales respecto a x, y para algin Ky M >0 se
verifican

1- |p(t,x]|+|o-(t,x)| = K(1+{x|)

2- |pxt,x}|+|o-xx(t,y)|+lo~x(t,x)]+|o-xx(t,y)| =K(1+|x|™)

si ademds la funcién f(x) involucrada en la definicion de ult,x) es

diferenciable dos veces y verifica

£(x) |+ | £ (%) | +] Foelx) | =K1+ | x| ™) (2.11)
entonces llamando L al operador diferencial
d 1 , 2
L= plt,x)— + — o (t,x) —
dx 2 dx2

La funcién u(t,x) verifica la ecuacion (ecuacién de Kolmogorov)
d

ED1 d—u(t,x) + Lu(t,x) = 0 en (0,5)xR con la condicién inicial
t

lim u(t,x)=f(x)
ta s .
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Demostracion
Como la solucién de la ecuacién 2.10 con condicién inicial X(t-h)=x
coincide con la solucién de 2.10 cuando la condicién inicial es X(t)=X, , ,(t)

se tiene que

u(t-h,x)=E[E[f(X, { (sDI/X, 4 p(t) I=E[u(t,X {_n(tD]
Ademas de 2.11, 1 y 2 se puede probar que ult,x) es dos veces
diferenciable con continuidad.
Lema
Si f(x) es dos veces diferenciable con continuidad, satisface 2.11 y los
coeficientes estan en las condiciones del teorema 2.3.3, se demuestra

aplicando la transformacién de Itdé y tomando limites que

1 1,
lim - E[f{ SEN-F) = plt,0)f (x) + o (£, %) (x)
pim - Bl en H 2 u

Usandec el lema se tiene que
2

1 d 1, d
lim — E[u(t,x)-u{t-h,x}] = -p(t,x)—u(t,x) - — (t,x)}—ult,x).

h>0 h dx 2 dx?

Esta udltima expresion es continua en t y por ello también lo son las
derivadas parciales de ul(t,x). Finalmente u(t,x) es derivable por la izquierda
y continua respecto a t, por lo que se verifica la EDl. La condicién inicial

se deduce de la relacién X, 4(s) » x  en probabilidad cuando t?sg

La ED! se generaliza al caso n-dimensional sin mas que considerar el

operador diferencial

n d 1 nn
n_ . . _
L= I: ul(t,x)dXi + 5 ): Ecri,j(t,x)
i=1 i=1j=1

Del mismo modo que la solucién del problema anterior pasa por la
determinacién de una determinada ecuacién en derivadas parciales se pueden
expresar las las soluciones de problemas vinculados con e.d.p’s a traves de
funciones de las soluciénes de ecuaciones diferenciales estocéasticas. En

particular la solucién del problema de Cauchy
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Lu + u; = fx,1) ulx, T} = ¢(x) (2.12)
con
n 2 n
1 d™u du
Lu = - ):ai jxt) + E bijlx,t) — + c(x,t)u
2 = jdxj & dxj
1] 1
es, bajo condiciones suficientes de regularidad de todas las funciones
implicadas,
T T s
ulx, )= E[exp{Ic(X(u),u)du} SX(TY) - I f(X(s),s)exp{jc(x(u),u}du})ds /X(t)=x]
' t t t

donde X(t) es el proceso incognita de la e.d.e que se considera.

Se estableceran otras ecuaciones diferenciales para estudiar diversas

caracteristicas del proceso. Se define
T

Y(t)=J-g(s.X(s))ds, donde X(s) es la solucién de la ecuacién 2.10, es posible

t
encontrar la distribucién de probabilidad conjunta de las variables Y(t), ¥

f(X(T))

Teorema 2.3.10

Supongamos que se verifican las hipdtesis del teorema anterior, y que la
funcién g(t,x) usada en la definicion de Y(t) satisface la condicion 2.6
Entonces la funcidn caracteristica de la variable con junta
Ve s (A )=E, [fexplidY(t)+ipf (X(T)H 1

satisface la ecuacion
d
ED2 i el + LV () + Ag(t,x)V, ((A,n)=0

con condicién inicial 11:11'113 Vx,t(l,u)=exp{iuf (x)).
A

1 No6tese que la dependencia de las variables x y t viene dada por la condicién
inicial de la ecuacién 2.5. X(t)=x.
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Demostracion
La idea es seguir la demostracién del teorema 2.3.9, se deduce la
diferenciabilidad de la funcién V, de las funciones f y g y la del proceso

Xx't(s) respecto a x. Usando el mismo lema se determina la expresién de la
d

derivada d—V probando su existencia a partir de la existencia de derivada por
t

la izquierda y el argumento de continuidadg

Del desarrollo de la funcién caracteristica en términos de los momentos

se tiene que, llamando My al momento de orden k respecto al origen de la

variable Y(t) (Mk=Mk{t,x]=Et’x[Y(t)k]) , My se puede determinar para cualquier

k resolviendo la siguiente ecuacién recurrente

d
EMk(t,x) + L Mp(t,x) + Kg(t,x)My_y(t,x)=0

1 si k=0

con condicién inicial 11:;1'_{__1 My(t, x)—{ 0 si k=0

La ED2 también es satisfecha por la funcién

Vx_t(h)=Ex.t[exp{AY(t)}f (X(TN]
con condicion inicial

lim V_ (A,u)=f(x) .
ta T x,t H

Esta ultima relacién se conoce como la férmula de Feynman y Kac,
describe un proceso con "killing" en el siguiente sentido. Sea considera el
proceso X,(t) definido como X(t) hasta un determinado instante, e indefinido a

partir de éste, considerando entonces que el proceso desaparece. Si glt,x) es
1
la tasa de desaparicién g(t,x)=tlli1(1)1 B P(X,(t) desaparezca en (t,t+h)/X(t)=x),
._)

la funcién V, ((A)=EIf(X(t)].
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En bugca de una generalizacién ain mayor, se determinara la distribucion
T

de la variable Z[t)=Jh{s,X(s)]dB(s), donde hit,x) es dos veces diferenciable

t
respecto a x y verifica la condicién 2.1l

Teorema 2.3.11
Supongamos que se verifican las condiciones del leorema 2.3.9
Se define W, . (A,u)=E, [expliAY(t)+ipZ(t))f (X(T)], se tiene que el funcional

W verifica la ecuacidn diferencial

d d
ED3 ) L Wyt up) + ih(t,30—W, (A, )+

1
+ (irg(tx)— poh*(t, X)W, (A1) = O

en (t,x)e(0,T)xR y verificando la condicion inicial lir_i} W, =f(x).
ta ’

La demostracién sigue el curso de la de los dos teoremas precedentes.

En mecanica clasica la evolucién de la densidad de un sistema de
particulas en un espacio de fases estd gobernado por la ecuacién de Liouville,
anilogamente se puede derivar una ecuacién para la conservaciéon de la
probabilidad de un sistema. Se obtienen asi dos ecuaciones diferenciales, en
cada una de las cuales estan involucradas las derivadas parciales hasta de
segundo orden de las probabilidades de transicién. Se debe, por tanto, buscar
algin resultado sobre la diferenciabilidad de las probabilidades de transicién

que validen las expresiones que posteriormente se indicaran.

Teorema 2.3.12

Si se verifican las condiciones

1- u(t,x) y o(t,x) son tres veces diferenciables con continuidad respecto a x
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X

1 1
2- Si B{u,x)= - E pz(u,x) - 5 pi(u.x) - J- py(u,yddy satisface

0
sup B(t,x)
0StST
2.1- lim sup ———— = 0
rx lem 1+X2

2.2~ B(t,x)SK(l+x2) para algin K > 0

_sx2, dB(t,x)  dB(t,x)  d°B(1,x)
3- Se verifica lim sup e | | +] | +] [ 1}=0
|| >0 o=t=T dt dx dxc

entonces las densidades de transicién pl(t,x,s,y) son una vez

diferenciables respecto a cada uno de sus argumentos, y dos veces respecto a x
y respecto a y para s-t.

Ademéds en las mismas condiciones es posible calcular explicitamente en

términos de esperanzas la expresion de plt,x,s,y).

La primera de las ecuaciones que verifica la densidad de transicion es
la ecuacién del futuro de Kolmogorov, -ecuacién de Fokker-Planck-. Si la
densidad de transicién es diferenciable dos veces respecto a X ¥y una respecto

a s, se tiene que

d d 1 d?
ED4 —plt,x,s,y) + —Ilu(s,ylplt,x,s,y)] = — —f{o(s,y)p(t,x,5,5)] s>t>0
ds dy 2 .2
dy
suponiendo que existen las derivadas parciales que aparecen relativas a los

coeficientes.

Se tiene ademas que la funcién de distribucién del proceso X(t)

F(t,y)=P(X(t)=y) verifica

ED5 dF(t )) (t )dF(t ) ! d[ (t )dF(t 11 =0
- ) + y Y1 — ) - — —lo\L,¥y)— » =
Tt y H Ydy y X ydy y

con condicién inicial lim F(t,y)=F(y)
‘ t-0
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siendo F(y) la funcién de distribucién de la variable X(0).

La segunda ecuacion gque se obtiene es la ecuacién del pasado de
Kolmogorov. Si las densidades de transicién son continuas y acotadas en x, s,
y t para s-t > § > 0, y ademas son diferenciables dos veces respecto a X y una

respecto a t, entonces se cumple la relacién

2
d d 1, d
ED6 —plt,x,s,y) +uls,y) —Iplt,x,s,¥)] = — ¢ (s,y) —plt,x,5,5) s>t>0
dt dx 2 dxz

En la misma situacién, la funciéon Vs(t,x)=j.f‘ (ylp(t,x,s,dy) también

verifica la ecuacién del pasado para funciénes f continuas y acotadas tales

que se anulan fuera de un intervalo finito. De analoga forma la funcién
Vt(s,y)=Ig(x)p(t,dx,s,y) verifica la ecuacién del futuro siempre que g sea

una funcién continua, acotada y que se anula fuera de un intervale finito, ¥y

que los coeficientes estén en las condiciones anteriormente mencionadas.

La ecuacién de Fokker-Planck sélo estd resuelta para los casos mas
sencillos, por ello el conocimiento de los momentos de la selucién proporciona

una informacién esencial.

Si existe algin momento de orden par de la condiciéon inicial, se

obtienen cotas para los momentos de la solucién general de la ecuacién

Teorema 2.3.13

Supongamos que los coeficientes de una ecuacién satisfacen las

condiciones del teorema 2.2., ¥ que para algin m E[onm] < m. Entonces existe

una constante C tal que EX(t)*] = E[1+X02m]eCt. Si la condicién anterior no

se satisface, entonces existe otra constante C; tal que E[(X(t)—Xo)zml =
zm]eclttm.

.

C,E[1+X,
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Supéngase que X(t) es un proceso n-dimensional que soluciona una e.d.e,

sea h(X(t})=Xkl(t)Xk2(t) ----- Xk“(t), y E[h(X(t)] el momento respecto al origen

de ordenes k,...k,, se comentaridn dos métodos para calcular h(X(t)).

d d
Sea m(kl,.,kn,t}?h()()=.[ h(x)—-p(0, 0.t X (o dxci.
n
R

donde f(x,) es la densidad de X(0), sustituyendo en la ecuacion de fokker-

Planck e integrando, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales .

Otro método se basa en la aplicacién de la transformaciéon de Itd a la
cantidad h(X)

d
—E[h(X) ] =
dt

Ih{X(t)

. .

d 1
[ Elp;(X(t)) —h(Xt)] + - [ Eloj k(X(t)e j 1 (X(1))
dx; 2 1]

J i,J.k,

De la relacién anterior se obtiene, para los distintos momentos, un
sistema recurrente de ecuaciones con el serio inconveniente de que en la
ecuacién k-ésima se ven envueltos momentos de orden mayor que k, para ser
operativos se deben asumir algunas hipétesis, generalmente sobre los momentos

de orden superior, que permitan resolver el sistema.

Si las e.d.e de partida no dependen explicitamente del tiempo, las
ecuaciones de Kolmogorov se aplicar4n a las correspondientes densidades de
transicién p(x,s,y). En este caso se obtienen interesantes relaciones entre

los coeficientes de la ecuacién y algunos tiempos de Markov.

Sea tx=irt1f {X(t)=a, o X(t)=b} siendo X(t) la solucién de la ecuacién

dX(t) = p(X(t))dt + o{X(t))dB(t) con condici6n inicial X(0)=x € (a,bl.

Si v(x)=E[ry] se verifica que

ED7 Eoz(x)vm(x] + px)v (x)=-1 2

2 Se puede encontrar una solucién explicita de esta ecuacién.
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Considérese el momento de orden dos de T, vl(x)=E[Tx2] se tiene que

2
. . d d
ED8 —“(x)—v(x) + plx)—v (x)=-2v(x)
2 dx? dx

Por dltimo se considera Pa,b(x), la probabilidad de que X(t), la
solucién de la ecuacién con condicién inicial X(0)=xela,b] alcance el punto a

antes que el b. Se obtiene que

u(x)-u(b)
Pg p{xX)=——r— donde u(x) es una solucién no trivial de la ecuacién
’ u(a}-u(b)
, d d
ED9 - (x)—u(x) + p(x)—ulx) = 0.
2 dx? dx

2.3.4 Estabilidad
La estabilidad de las soluciones de una e.d.e se puede entender como la
sensibilidad del sistema deserito por la ecuacién, a ligeros cambios en las
condiciones de partida, o los parametros de los que pueda depender el modelo.
Formalmente hay varios significados del concepto de estabilidad, los
mismos que en el caso determinista, junto a los afiadidos debido al cardcter
aleatorio de las soluciones. Se estudiard la variacién de las soluciones

alrededor de un punto de equilibrio.

Se dice que X(t) una solucién de una e.d.e es una solucién de
equilibrio (punto de “equilibrio) si existe una constante ¢, tal que X(t)=c

casi seguramente, y u(t,c)=0=c¢(t,c} V t €[0,TI.

A continuacién se enumerarin las distintas definiciones de estabilidad
de la solucién de equilibrio. Sin pérdida de generalidad se considerara el

caso c=0,
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- X(t)=0 es una solucién estable en probabilidad si V €>0 8>0 3 7>0 tal que
si Y(t) es la solucién con condicién inicial Y(0)=Y, {(constante) y |¥ol<z

entonces P( para algin t>0 |Y(t)|>e )=0

Khasminski probé que una condicién suficiente para garantizar la

estabilidad en probabilidad es que  li P( sup |Y(t)|>e )=0.
YOT»O tZtg

- X(t)=0 es una solucién asintéticamente estable en probahilidad si es

estable en probabilidad y ademas lim  P{para t=t, | Y(t)j<e )=L
Ly
0

- X(t)=0 es una solucién asintéticamente estable en probabilidad en el
sentido fuerte si es asintéticamente estable en probabilidad y para cualquier

condicién inicial Y, no aleatoria continua siéndolo.

- X(t)=0 es estable casi seguro si existe >0 tal que toda solucién  Y(t)
con condicién inicial constante |y0[<'r tiene trayectorias casi seguramente

estables en el sentido determinista del término.
-  X(t)=0 es asintéticamente estable c.s. si es estable c.s. ¥ Y(t)»0 c.s.

- X(t) es estable en media p-esima si ¥V €0 3 >0 tal que si |Y0|<1:

El| Y(t){Flce

Si p>q y X(t)=0 es estable en media p-ésima , también lo es en media
q-¢ésima, ademas la estabilidad en media p implica la estabilidad en
probabilidad

- X(t)=0 es asintéticamente estable en media p-ésima si es estable en media

p~ésima y lim E[‘Y(t)‘P]=O
12w

- X(t)=0 es exponencialmente estable en media p-ésima si existen dos

constantes positivas ¢ ¥ ¢, y <0 tales que si |Y0|<'r

El|Y(t)|P)=e, |‘Y0 |PeCat.
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Una condicién suficiente para que se tenga la estabilidad exponencial en
media p-ésima, es que exista una funcion v(t,x) definida en [ty ,0)xR ,
continua, diferenciable con continuidad una vez respecto a t, y dos respeclto a

X, yc € ¥ cylres constantes que satisfacen

ey | x|P=v(t, x)=c, | x|° y  Lvit,x)s -c4|x|" .

En estas condiciones existe una cuarta constante ¢, y una variable

—C4(t—t0)

aleatoria k(c) finita c.s. tal que |X(t)|=k(c)e c.s. Y tzt, con

X(t) la solucién de la ecuacién con condicién inicial X(tgy)=c

- X(t)=0 es estable en el sentido de Gihman ¥y Skorohod si ¥ >0 3 >0 tal
que si |Yg|<t P( limY(t)=0 )=l-&.

Si se transforma la condicién |Yg|<T, por Yqe(0,7) (resp (-T,0)) se
hablaréd de estabilidad por la derecha (resp izquierda). Esta condicién de

estabilidad es atn mas debil que la estabilidad en probabilidad

El siguiente teorema caracteriza la estabilidad en este ultimo sentido

cuando los coeficientes no dependen del tiempo

Teorema 2.3.14
Supongamos que X(t)=0 es un punto de equilibrio, y que existe t>0 tal
que o(x)>Q para 0<|x|<T entonces
- La solucidn es estable por la derecha si y solo si [|<w
- La solucidn es estable por la izquierda si y sélo si I)Xw

- La solucién es estable si y s6lo si Ij+y<w

T T 0 u
2uly) 2uly)
donde IFIexP[ —”—y—dy]du I= I expl- —ﬂdyldu
o uoly A KD
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En el casc determinista el método de lyapunov proporciona una
herramienta muy potente para estudiar la estabilidad de un sistema sin
necesidad de encontrar explicitamente la solucion del mismo. Lyapunov
descubrié condiciones para asegurar que un punto de equilibrio es estable
Estas condiciones se basan en la obtencién de una funcién, v(t,x), ( funcién

de Lyapunov ) con las siguientes propiedades:

al- v(t,x)zw(x) V tzt,, donde w(x) es una funcion definida positiva en el
sentido de Lyapunov -w{0)=0, y w(x)>0 en un entorno de cero-

a2~ v(t,0)=0 Vo=t

a3

v(t,x) tiene derivadas parciales acotadas respecto a sus argumentos.
d d d

ad— Se satisface la desigualdad —v(t,x)=—v(t,x)+(t,x)—v(t,x) = O
dt dt dx

v t=0 |x|<h para algin h>0

Mas aun, se asegura la existencia de un punto de equilibrio
asint6ticamente estable si la funcién v(t,x) verifica:
bl- Existe una funcién w(x) definida positiva en el sentido de Lyapunov tal

que v(t,x)swix) tzt,

b2- d—v(t,x} verifica las condiciones al y a2
t

En el tratamiento de ecuaciones aleatorias, es necesario asumir las
siguientes hipétesis para obtener resultados andlogos a los obtenidos en el

caso clasico.

Se tratan ecuaciones cuyos coeficientes verifican las condiciones del
teorema de existencia 2.2.1 tales que su condicién inicial X(tg)=c es
constante c.s., y para las que la solucién X(t)=0 es un punto de equilibrio

para la ecuacién con condicién inicial c=0.

Se considera el operador diferencial
d d 1, g
La(t, x)=—g(t,x)+plt,x)}—g(t,x)+—0c (t,x)— glt,x)
dt dx 2

dXz
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que hard el papel de la derivada en la carcterizacién de la estabilidad via

funciones de lyapunov.

Teorema 2.3.15

En las condiciones mencionadas, si existe una funcidn v{t,x) definida en
[tg,@)x(-h,h} (salvo quizd en x=0), diferenciable con continuidad una vez
respecto a t, y dos respecto a x, que ademis verifique Lv(t,x)s(), entonces el

punto de equilibric es estable en probabilidad.

Si ademds v(t,x) verifica bl, y Lv(t,x) verifica al y a2 -una condicién
suficiente para que se cumpla al y a2 es que para alguna constante k>0
Lvs-kv - entonces la solucién X(t)=0 es asintdticamente estable en

probabilidad.

En ambos casos se tiene que

v(s,x
P(sup v(t,X(t))zg)=— szt donde X(t) es la solucién de la ecuacion con
t=s 2
£

condicién inicial X(s)=x.

Si la funcién de Lyapunov obtenida esta definida en [t,,w)xR y es tal qu

inf v(t,x) ———0 , entonces la posicién de equilibrio es asintéticamente
2t | x| o0

estable en el sentido fuerte.’

En el estudio del comportamiento de las soluciones, no siempre es posible
llegar a determinar alguna condicién de estabilidad o inestabilidad. Sin
embargo en ocasiones resulta mas sencillo determinar la acotabilidad de la
misma. El anilisis de de la acotabilidad de las soluciones se basa en métodos
similares a los empleados para estudiar la estabilidad en el sentido de Ghiman

y Skorohod para sistemas homogéneos.

3 En Arnold se encuentran condiciones del mismo tipo que determinan la
inestabilidad de una solucién, se muestran ademas algunas técnicas para
encontrar funciones de lyapunov.
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Teorema 2.3.16
Supongamos que una e.d.e cuyos coeficientes no dependen del tiempo tiene

una unica solucién X(t} que verifica la condicidén inicial X(0)=c (cte), se

definen
x u © u
2uly) 2ply)
11=Iexp[-f ——dy]du I= j exp[—I ——dyldu, pueden ocurrir
—co 0 o‘z(y) X 0 crz(y))
- I;=0 e L= , entonces P( sup X{t)=c )=P(irtlf X(t)=—m ) =1
t
- ;<o e I,<0 , entonces
E[I,{X(0))]
P( sup X(t)=w )=P(lim X(t) =w)=
t tow ElL(X{ON+E[1,(X(0))]

E[L,(X(0))]
Plinf X(t)=-w ) = P(lim X(t)=—~w)=
t tom E[I, (X(0))]+E[1,{X(0))]

- [;<w e I,= , entonces

P{ sup X(t}<o )=P(inf X(t)=—e )} = P(lim X(t)=-w)= 1
t t Ty

- [[*w e [,<o , entonces

P( sup X(t)=e )=P(inf X(t)>-» ) = P{lim X(t)=w)= 1.
t t tHw

Demostracién
Se comprobard el primero de los casos, el resto se deducen mediante

argumentos similares.

x u
2uly) u(x)-uf{b)
Sea cp(x)z‘l-exp[- ~———dyldu , y a<x<b se tiene que P, p(x)=—————
2 ’ u(a)-u(b)
0 0 (y)

donde u(x) satisface ED9, sustituyendo directamente se comprueba que @(x)

verifica la ecuacién. por tanto se puede escribir

(x)-p(b) (x)-p(a)
P(X(T, p(x)=allm e o> P(X(t, p(x))=blm 02
’ pla)-¢(b) ' p(b)-¢la)

es claro que

P(sup X(t)zb)zP(X(T, p{x))=blel a - -,
%}8 a,blx ©
¥ que
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Plinf X(t)=a)zP(X(7g p(x))=a)sl b 3
t>0 ’

por tanto.

P(sug X(t)zb)=1 y P(inf X(t)=a)=1 . ademas P(sug X{t)zw)=1lim P(sug X(t)zb)=1
t> t>0 t> bow t>

y Plinf X(t)=-w)=lim P{inf X(t)za)=lg
t>0 as-w t>0

En el caso en que los coeficientes dependen del tiempo no se tienen
resultados tan completos como los descritos anteriormente. Cuando of{t,x)>0 se
puede hacer un cambio de variable que transforme la ecuacién en otra cuyo
coeficiente de difusiébn sea uno. Se obtienen en este caso algunos resultados

sobre la acotacién de las soluciones

Teorema 2.3.17
Considérese un proceso de difusién no homogéneo con o(t,x)=l. Se definen

las siguientes cantidades

T
1
a(t)=inf p(t,x) R|(T)= ——— ja(t)dt e=lim inf R,(T)
t JZTlog}ogT 0 T
) T
b(t)=sup u(t,x) R,(T)= ————— |b(t)dt B=lim sup R,(T}
t JZTloglogT 0 T
X 0 ®
ay(O=inf (e sltx)=exp{—J'2a1(t)dt 71=Jsl(x)dx 22 =I S,(x)dx
0 -0 0
X 0 ®
by(t)=sup p(t,x) Sz(x)=exp{-I2b1(t)dt 61=ISZ(x)dx 62=J S, (x)dx
o - O

- si el P( lim X(t)=m) = 1.
to>o
- si B<-1 P(lim X(t)=-w) = 1.
to>w
-si =0 y 7,<%@ P( lim X(t)=x)} = L.
15w
-si <o y d,=0 P(lim X(t)=-w) = 1.
t>w
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Una condicién en el otro sentido se obtiene de la existencia de una
funcién v(t,x) (de Lyapunov) en las condiciones del teorema 2.3.15, si tal
funcién existe y lim inf v(t,x) = » se tiene que P( sug X(t) < w )= 1.

>

x->w t>T
Towm

2.3.5 Comportamiento asintético

Una vez vistas condiciones para que el proceso sea acotado o no,
conviene estudiar como se comporta el proceso en el infinito, especialmente
cuando se trata de un proceso no acotado es una cuestién de interés ia forma
en que se va a infinito (o0 a -o ). Se considerara dnicamente el caso

homogéneo.

Sea X(t) un proceso que converge a infinito c¢.s. se dice que una funcién

t
determinista g(t) es el orden de crecimiento de X(t) si P(lim — =1)=1. Los
tow g{t)

siguientes resultados van encaminados a encontrar condiciones que aseguren la
existencia de un orden de crecimiento y la forma que tendran éstos.En primer

lugar se busca un orden lineal de crecimiento

Teorema 2.3.18
Sea X(t) la solucién de una e.d.e con coeficientes homogéneos, tal que

X(t) converge c.s. a @ si - lim p(x)=p>0 y o(x) es positiva y acotada
p SX]

entonces la funcidén g(t)=myt es un orden de crecimiento para X(t).

A partir de este teorema y de la transformacién de Ité se encuentran
condiciones para todo tipo de ordenes de crecimiento, basta que Y(t)=f(X(t))

donde f(x) es una funcién que admite la transformacién de Ité y f(x)ro xow ,

L. f(X(t))
tenga un orden de crecimiento lineal , es decir, P(lim

tow t‘_l

=1 )=1 ,usando

0
la inversa de f(x) se encuentra la funcién buscada.
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Considérese la ecuacidn transformada para que su coeficiente de difusion
z

sea uno, si Alz)=2 J- M(x)dx se puede descomponer en la suma de tres funciones

o

A(2)=Cz%+8(z)+y(z) con C una constante positiva y I<a<2

d -
—B(2)=0(z"")  z5w ¥(2) una funcién uniformente continua y acotada
dz ¥

I

2-o
entonces existe un orden de crecimiento proporcional a t

El siguiente teorema formaliza la idea intuitiva de que si el
coeficiente de difusiéon no es grande comparado con e! de tendencia, el proceso
se va a infinito de acuerdo con una ecuacioén diferencial en la que no tiene
influencia el términc perturbador dB(t), es decir se busca el orden de

crecimiento entre las soluciones de dg(t)=p(g(t))dt

Teorema 2.3.20
Supéngase que
i~ n(x)—>po>0,
li- la ecuacidon dg(t)=ulg(t))dt tiene una unica solucién (para una condicién

inicial dada que verifique . u(x)>0),

a(x) d
ili- ——— es acotado —— u(x)20 =0
p(x) dx

iv - g(x)»0 x>0 y existe una constante C>0 tal que

lir(r)l , SUP | (g(z)/g(u)} -1|=0
€ [ — - 1|5e z>C
u
X(t)
entonces P( lim — = 1)=1.
oo glt)
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En el andlisis de los procesos en el infinito , se buscan otros
resultados ademds de la existencia de érdenes de crecimiento, como son los que
atafien a la distribucién de probabilidad de X(t) too, Se deteminara ésta en

algunas situaciones bajo una conveniente normalizacion.

Teorema 2.3.21
Sea X(t} la solucién de una e.d.e. homogénea cuyos coeficientes

verifican las siguientes condiciones.

d
i- ux), olx) y o o(x) cumplen la condicién de Lipschitz

T
1 ]
li- o(x)>0 y 1im - I—dx =S<o.
Tow T 2
0oc (X]
1 d
p(z)—~ o(z)—o(z)
2 dz
iii- dz = 0 entonces
z
R o (z)
S X(v) Ley
— N(0,1).
{t
Lema
si se verifican
1
I-o(x}>0 y 3 1lim o{x)= - >0
I1X {20 s
wl(z) . .
2- -(—) dz =0 entonces también se verifican ii y iii en el teorema
alz
anterior,

aunque Ja condicién il no se cumpla, es posible encontrar una

distribucién limite
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Teorema 2.3.22

Supongamos que se verifican las condiciones i y iii del teorema anterior

Yy que
kx
0] a(y) & x>0
lim — =
ks k o
dy -C|x|" =x<0
o(y)
0
) (t)
entonces la funcidn de densidad de-—(—) to estd dada por
glt
.
1 1 @are-1 xzza
—_ - X exp{- —} x>0
J'—‘ o 2
A §
)=
1 e 1 (/-1 |x|2/a
—C — |x| exp{- ———} x<0
| {2n « 2c*
glt)
1
donde gl(t) es una solucidn de E = —=— dy.

O O‘Z(Y)

Se trata ahora de estudiar la distribucién ergédica del proceso

solucién, para ello se cuenta con un importante resultado que afirma que
T

Lim [ r(x(snas = ff(s)dc(s) c.s. donde G(x) es la funcién de distribucién
] )

0
limite de X(t) y f(x) es una funcién suficientemente regular. Se restringira

el estudio al caso en que el proceso es finito c.s. es decir al caso en que
las cantidades Il=» en x=0 e I;=-@ en x=-w, donde I, estd definida como en

2.3.16.

Considerando el proceso Y(t)=f(X(t)) para f(x} la funcién que consigue
que el coeficiente de tendencia de Y(t)=0, nos limitaremos al caso en que

u{x)=0, y o{x)>0 V xeR
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Teorema 2.3.23

sea ¢(x) una funcién medible y acotada, entonces

(
I ely) dy
T ely)
lim | Ele(X(t))ldt =
Tow o )
—_—d
J. co(y) y
R

Ademas la distancia al limite se puede evaluar mediante la desigualdad

oly)
— d
T io(y) Y )
]I Elp(X(t)ldt - ———— |= ————— - sup [o(z}] -
z
0 1 1
—d — d
.[c(y) y Jo‘(y) v
R R
dy H d
{ + — I Ix—yl _J...._._ }
2 T 2
|x-y[=T & %) | %-y|=T o (y)

para alguna constante positiva H.

Bajo las mismas hipotesis del teorema anterior se da la convergencia en
m.c., e imponiendo alguna condicién adicional a la funcién ¢(x), se tiene

también la convergencia c.s.

Teorema 2.3.24

oly)
si la funcién ¢(X) verifica I —IT)l— dy <o entonces
oly
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~ @ly)
ply dy
T I;i oly)
P(lim | Ele(X(t)ldt = ———m— ) =],
Tow
0] r 1
J aly)
R y

En cuanto a la funcién de distribucién ergédica se tiene que si  o(x)
satisface la condicién de Lipschitz y se cumple la condicién del teorema

anterior para @(x)=i,

y 1
|
o oz(y)
lim P(X(t)=y) =
tow
1
R G‘Z(Y)

2.4 E.D.E CON ESPACIO DE ESTADOS RESTRINGIDO

El objetivo que se persigue a continuacién es encontrar un proceso que
sea la solucion de una determinada e.d.e. y, ademas esté restringido a un
intervalo concreto (finito o infinito), es decir, se busca X(t) tal que
cl- X(0)e(a,b)
c2- a=X(t)<b t=0
¢3- X(t) verifica dX(t)=p(t, X(1))dt+e(t, X(t))dB(t) (2.13)

Puede ocurrir que exista una solucién de 2.13 que haga que el conjunto

{X(t)e(a,b)} sea vacfo, en tal caso t=t4 p=inf {X(t)¢(a,b)}=w, y el proceso
! t

nunca abandona el intervalo (a,b), se dird que este intervalo es una barrera
natural para X(t). Si por el contrario T<w se deben imponer restricciones
sobre el comportamiento del proceso en los puntos extremos del intervalo para

que no salga de él.
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Los mejores resultados a este respecto, se obtienen cuando los
coeficientes son homogéneos, se vera en este caso en que condiciones puede el

proceso alcanzar alguna de las cotas, ( en particular el extremo inferior, a).

Se supone que dentro del intervalo considerado los coeficientes
verifican la condicién de Lipschitz y en general se estard en condiciones de

asumir la existencia de un proceso de difusién continuo que solucione 2.13

Sea B un punto interior del intervalo (a,b), y supéngase la condicién
inicial X(0)=x dentro del intervalo (3,8), las siguientes cantidades
caracterizan el comportamiento del proceso a la hora de escapar del intervalo

por el punto a.

2u(z)
L= I exp{ I ——dz}dx
B
LZ—J. e [J- exp{- I —dz}dx] exp{J- —dz} dy
aC (y) a o?(z) BC %(2)

2p(u)
exp{-[ -—-——du}dz
oz

-
(4]
1
m'—-—,'co

- 5i L;=» X(t} alcanza el punto 8 antes que el a c.s. para cualquier condicién
inicial X(0), lo que dado el caracter markoviano del proceso implica que nunca

se alcanza la barrera x-a.

- Si Li<w y L,=w pueden ocurrir dos cosas
- Tg,g=* Y X(t)}»a cuando t-e

" Ta,g® ¥ Xl(Tap)=p

en el primer caso el proceso alcanza el punto a en tiempo infinito, (realmente
no se escapa del intervalo), mientras que en el segundo llega antes al punto

8. En cualquiera de las dos situaciones no se traspasa la barrera en x=a.

*
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- Si Li<w y Ly<m se tiene que 7, g<w c.s., Elty gl<w y P(fl:_i;(r)l X(Tg.e,8-¢)=2)>0

en esta situacién se puede alcanzar el punto a también de dos modos distintos

- Ly=« , si se denomina X.(t) a un proceso que tiene la misma ley de
probabilidad que X(t) y, que se inicia en el punto a+e cada vez que llega al

punto a, se tiene que P(sup X (t)=B)=0, entonces siempre que e<B-a el proceso
t

se saldra del intervalo por el punto a, denominandose x=a barrera absorbente .

- Ly<o , en este caso P(SItjp X:(t)=B)>0 y se pueden alcanzar ambos

extremos con probabilidad positiva, en este caso se dice que X=a es una

barrera regular.

Se consideran a continuacién procesos que pueden alcanzar los extremos
del intervalo en tiempo finito, para lograr restringirlos a éste se debera
definir el comportamiento del proceso en estos puntos, quizd la forma mas
sencilla de extender el proceso sea asumir que continia de manera constante

con el mismo valor que tomd en el instante de salida.

2.4.1 Procesos con absorcién en la barrera.

Se considera un caso algo mas general que el planteado, se trataran
procesos con barreras dadas por dos funciones que verifiquen g,{t)=g,(t}.
Se busca un proceso X(t) que satisfaga la ecuacién 2.13 en el interior de la

regién que acotan g,(t) y g,(t), y tal que g,(t)=X(t)=g,(t).

Sea T={inf X(t)=g,(t) o X(t)=g,(t)} el primer instante de salida de la
t

regién. Si los coeficientes son continuos en sus argumentos ¥ satisfacen la
condicién de Lipschitz, en el interior de la regién de definicién se puede

probar la existencia de una solucién del problema planteado.

Teorema 2.4.1

En las condiciones anteriores existe una solucién continua de la
ecuacion 2.13 que tiene g|(t) y g,(t) como barreras absorbentes si y sélo si
£,(0)=X(0)=g,(0) y X(0) es independiente de B(t).
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En general se puede centrar la atencién a procesos que se mueven en la
banda 0=X(t)=l ya que si los coeficientes son suficientemente regulares se
podrda encontrar una transformacién de la ecuacién que conduzca a resolver el

problema 2.13 con barreras g,(t)=0 y g,(t)=l y ademds o{t,X(t))=l.

Se presentan a continuacién una serie de ecuaciones diferenciales que
caracterizan el comportamiento probabilistico de la solucién del problema ya

simplificado.

Teorema 2.4.2

Si u(t,x) es dos veces diferenciable con continuidad respecto a x y una
respecto a t en {0,1) y f(x) es una funcién que admite segundas derivadas y
que, se anula en los extremos del intervalo [0,1] (f(0)=f(1)=0), se tiene que

el funcional ult,x) = E[f(X(s))/X(t)=x] satisface la ecuacién diferencial ED1

2
d d
- —ult,x) = plt,x)—ult,x) + — — uls,x) con condiciones de contorno
dt dx dxz

lim u(t,%}=f(x) lim u{t,x)=1im ult,%)=0

ta s Xa l sy O
s
si V,l(’t(h]=E[f‘(X(s))exp{h‘[g(u.X(u)]du}/X{t)=x] t<s donde f y glt,x)
t

son dos funcidnes dos veces diferenciables con continuidad respecto a x Yy,

las derivadas estdn acotadas, se tiene que V;.t(h} es una solucién de ED2

2

d , d , 1d 1 1
- a;vx’t{;\] = u(t,X)an’t(A) + 5 —2 Vx,t(h) + Ag(t,X)Vx.t(l)
dx
con condiciones de contorno lim V:( t(A)=f{x) 1lim V; 1(A)=lim V:‘ t(A)=0.
ta s ’ Ka 1 ’ tv 0 '

Como aplicacién se pueden calcular las probabilidades
P,{t,x,8)=P(X(s)=0/X(t)=x)
P,(t,x,5)=P(X(s)=1/X(t)=x)

q(t,x,s)=P,+P,=P(1<s/X(t)=x). Resolviendo las ecuaciones
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2

d d 1d
EDIO - —Pylt,x,8) = plt,x)}—Py(t,x,5) + — — P,(t,x,s) con
dt dx 2 2
dx
lim Pylt,x,s)= lim Pylt,x,8)=0 lim Py(t,x,s)=1
tas Xa l xy 0
d d 1 d°
EDIl - —P,(t,x,5) = p(t,x}—P,(t,x,5) + — — P,(s,x,t) con
dt dx 2
dx
lim Py(t,x,s)=0 lim P(t,x,s)=1 lim P,(t,x,s)=0 y,
ta s Xx 1 x4 0
d d 1 d°
EDIZ - —qlt.,x,s) = ult,x}—qlt,x,5) + — — qlt,x,s) con
dt dx 2 2
dx
lim q(t,x,s) lim q(t,x,s) = lim q(t,x,s)=1.
ta s Xal x0

En el caso homogéneo se asimilan las expresiones anteriores,
s
definiéndose V;,t(h)=E[f [X(s})exp{AJ.g(X(u))du}/X(t)=x]. Resulta en este caso
t
de gran utilidad la transformada de Laplace para resolver las ecuaciones
o
planteadas. Se introduce para ello la funcién IJJA(X)=‘|. u(t,x)e“?‘tdt que

)
1

usualmente se denomina el resolvente. Se tiene que gb;\(x)=J- Kx(x,y) f(y)dy

0
donde Kj;(x,y) es la funcién de Green asociada a la ecuacién. La funcién de

Green toma la expresion

Y
— y
Kaloy) =1 b (phytx
—_— y<x
b(y)
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1 d d
con b(y)=§[h,(y)d—hz(y)—hz(y)a—hl(y)] siendo hy(y) y hy(y) dos soluciones
¥ y

linealmente independientes de la ecuacién
d 1 d°
EDI13 ~—(u(x)h(x)+— —h(x)-Ah(x)+g(x)h(x)=0
dx 2 2
dx
con h(0)=h(1)=0

d d
verificando cada una de ellas ahl(x=0)>0 y d—x-hz(X=l)>0.

Del mismo modo que se encontraron ecuaciones diferenciales para algunos
funcionales de interés, se pueden encontrar ecuaciones para sus respectivas

transformadas de Laplace.

Teorema 2.4.3
Sean y\(x), Py(a,x), P,(A,x), q(A,x) las transformadas de Laplace de las
correspondientes funciones definidas anteriormente. Se tiene que estas

funciones se determinan como las soluciones de las siguientes ecuaciones.

2
dul du
considérese el operador L definido por Lu=pu(x)—i— ——
dx 2 2
dx
entonces L yn(x)+g(x) ¥ (x)-A i (x)=-f(x)
¥ (0)= ¥, (1)=0
1
ED14 LP4(A,x)=AP,(A,x) con PO(A,0)=K ¥y Pp(A,1)=0
1
EDI5 LP,(A,x)=AP,(A,x) con Py(A,0)=— y P,(a,1)=0
A
1
ED16 Lg(a,x)=Aq(A,x) con q(h,0)=x =q(a,1)
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2.4.2 Procesos que se reflejan instantaneamente en la barrera

Se construird un proceso que en el intervalo escogido se comporte de
acuerdo con la ecuacion 2.13, que sea continuo, ¥ que permanezca en el
interior del intervalo [0,w) salvo quizd en un conjunto de puntos de medida
Lebesgue nula en los cuales el proceso se haria cero. Se exigird también que
este proceso verifique adicionalmente las restricciones usuales que cumplen
las soluciones de las e.de, como que X(t) sea Fy-medible y, X(0}

independiente de B(t).

El problema de encontrar tal proceso es equivalente al de encontrar dos

procesos X(t) e Y{(t) definidos en [0,T] que verifiquen

i~ Tanto X(t) como Y(t) son Fi-medibles y continuos en [0,T]

ii- Y(t) es no decreciente, y s6lo crece en los puntos en que X(t)=0

t t
iii- v te€l0,T] se verifica X(t)=X(0)+J.u(t,X(t)}dt +Jo‘(t,X(t))dB(t) +Y(t)
0 (o)
0<t=<T (2.14)

Se tienen que las condiciones i,if y iii determinan de forma unica c.s.

los procesos X(t) e Y(t).

Se procede a continuaciéon a describir las ecuaciones diferenciales que
rigen el movimientc de un proceso con reflexién instantinea en X=0. Si los
coeficientes son suficientemente regulares, se tiene que

u, (t,x)=E[f{X(s))/X(t)=x] verifica la ecuacién EDI

2

1
- —u(t,x) = plt,x)l—u(t,x) + “o(t,x) — u,(t,x} con condiciones de
dt dx 2
dx
d .
contorno lim u,(t,x)=f(x) y &ul(t,x=0)=0. Es decir, verifica la ecuacién
ta s

de Kolmogorov afiadiendo una restriccién adicional en las condiciones

iniciales.
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Si X(t) verifica 2.14 con X(t}=x, para s> la funcién
s

Vi,t(h)=E{exp{Ig(u,X(u))du}f (X(s))/X(t)=x] satisface la ecuacién ED2

t
2

d 1 d 1 1 2 d 1 1
- va’t(m = P(t,XJ&VX,t(M + -2—0‘ (t,x) - Vi, t{d) +ag(t,x)V, ((A)
dx

d
con condiciones iniciales lim V; A)=f(x) ¥ —V,l: {(A)=0.
ta s ’ dx !

La existencia de un procesoc que sufra reflexién instantanea en dos
barreras estid asociada con la aparicién de un tercer proceso que replique en
la barrera superior el papel del proceso Y(t). Un proceso con reflexién
instantanea en el intervalo [0,1] queda determinado por tres procesos X(t),

Y,(t) e Y,(t) tales que

i- X{(t}, Y,(t} e Y,(t) son F;-medibles, continuos c.s. y 0=X(t)=l en [0,T]
ii- Y,(t) es no decreciente y crece sélo cuando X(t}=0
Y,(t) es no creciente y decrece s6lo cuando X(t)=l

iili- se verifica

t t
X{t)zX(0)+J-p(t,X(t))dt +I¢(t,X(t))dB(t) FY,(t) + Y, (1) O<t<T (2.15)
0 0

Si se considera 1:X=inf{ X(t)=x tras haber sido reflejado por alguna de
t

las barreras }, el proceso en el intervalo [0,Ty4] se comporta igual que si

contara con una Unica barrera ( en- la que se refleja) de modo que la
existencia de un proceso con las caracteristicas buscadas se asegura sin mas
que considerar wuna particién del intervalo [0,T] basada en los sucesivos

tiempos Ty.

: 1 i . .
En este caso la el funcional V, ((A) verifica la ecuacién anterior para

d
A=1 con las mismas restricciones afladiendo la de que &V; t(?¢)| =0
4 x=1
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Cuando los coeficientes son homogéneos se obtienen interesantes

resultados acerca del comportamiento de las soluciones.

Siplx,t)=u(x) y o(x,t)=c(x} y X(t) es un proceso que cumple i,ii y iii
se tiene que E[T(y)/X(0)=x]=Vy(y)}-V,(x) O<x<y<l donde
T(Y)=ilt':lf {X(t)=y} y V, es la solucién de
d 1, d d
ED17 B(xX)—V4(x) + —0°(x) — Vy(x) =1  con —Vo(x=0)=0
dx 2 dxz dx

d
si x>»1 la condicién se transforma en a——vo(x=1)=0 permaneciendo valido el
X

resultado.
En cuanto al comportamiento ergédico del proceso se tiene que

Teorema 2.4.4
Si f(x) es medible y acotado en (0,1), el limite

lim E{f(X(t))/X(0)=x] existe y no depende de x.
Xx 0

Como corolario se obtiene la existencia de la funcién de distribucion

estacionaria F(y)=lim Fy(x,y)=lim P{X(t)<y/X(0)=x), que explicitamente se
X5 a0

Y #2)

0 rrz(z)
calcula como Fly)=2 ———— O=y=l]

¢(z)

dz

0 0‘2(2)

z
2p(u)
con ¢(z)=exp{J He

0 0‘2(11)

du}.

Se tiene que ademds la media del proceso a lo largo del tiempo converge

c.s. a la media de la distribucién ergédica.
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Teorema 2.4.5
1

Sea f(x) una funcidn medible, si J]f(y)|dF‘(y)<m entonces

)
T 1
lim — If(X(t])dt - If(y}dF(y) c.s.
o T o o

Los correspondientes resultados aplicados a procesos con una séla

barrera reflejante en x=0 se enunciarian como sigue

Teorema 2.4.6

o
¢(z)
Si dz <w entonces existe la distribucién estacionaria y es de la
0 0‘2(2}
y
¢(z)
I dz
2 z
o o= 2u(u)
forma F(y)= ——M M 0=y<oo con qb(z):exp{I du}.
1 2
$(2) o o (u)
dz
0 0‘2(2]
Teorema 2.4.7
w

Sea f(x) una funcién medible, si I]f(y)|dF(y)<m entonces

0
) T 0
lim - _[f‘(X(t)}dt = If[y)dF(y) c.5..
T T o o
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2.4.3 Procesos con reflexién diferida en la barrera

Se consideraran procesos homogéneos con una barrera en x=0, cuyos
coeficientes satisfagan la condicién de Lipschitz, con &¢(x)>0 si x>0 y, o(0)=0
u(0)>0. Un proceso que satisface 2.13 se dice que experimenta reflexidn
diferida en x=0 si X(t)=0. La existencia de un proceso con estas
caracteristicas puede probarse usando la obvia similitud entre éste y el
proceso de reflexién instantdnea. Se tiene que las distribuciones finito-
dimensionales del proceso estdn determinadas de forma Unica por la

distribucién de la condicién inicial X(0) y los coeficientes de la ecuacién.

Se exponen a continuacién una serie de ecuaciones que describen el

comportamiento probabilistico de las soluciones.

Si ¢(t) satisface la ecuacidén EDI con coeficientes homogéneos

2

iqt»(t) ()—¢d(t) lzt)d (t,x)
LX) = WX) + -0 (x) — o{t,x con
dt Hx dx 2 2 ¢

dx
Lim p(0) gt x)= —b(t.0) 0> 41, x)< t
S X)= s » X )00 entonces
=0 " at ¥R R

El¢(t,X(s))/Fil=¢(s,X(t)) s<t

Sea u,(x) la transformada de Laplace de ¢(t,x), se tiene que uy(x)
satisface la ecuacién
z
EDI8 Auy (x)-glo,x)=p(x)—ux (X} + -0"(x) — uy{x)  con
dx 2 dxz

d
1i (0)—u, {x)=Au; (x)-¢(0,0).
x:rg M qu;t x)=Auy (x)-¢

Si ¢(t,x)=¢(x) y u(x) es una solucién acotada de la ecuacién que

verifica
d w
o‘(x)&u;\(ka entonces u;\(X(t))=eME[J‘e_As¢(X(s)}ds/}-"t}.
t
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Se encuentra a traves de esta solucién condiciones para que la solucién

sea un proceso homogéneo de Markov. Si existe una clase de funciones acotadas
¢, tales que

- v(x)d—uh(ka, V A cuya parte real sea positiva.
X

- cualquier funcién acotada es limite puntual de elementos de la clase,

Entonces el proceso con reflexién diferida en

x=0 es un proceso
homogéneo de Markov cuyas probabilidades de transicién satisfacen la siguiente
relaciéon para cualquier funcién acotada g(x)

[24]
J‘e-h'l.g(y)p(t,x,dy]dtﬂ im ug(x)
n->w
0
donde ug(x) es una solucién de EDI8 para ¢(x)=¢p(x)

¥ ¢n{x) una sucesién de
funciones que converge puntualmente a g(x).

Los teoremas ergddicos se reformulan como sigue

Teorema 2.4.8

p T e g
Si ¢{x)=exp{ du} ¥ du <w y f{x) es una funcién
0 o’(u) 0 o(u)
acotada que verifica
- @ f(z ¢(ZJ dz <w
¢(x) % a(z)

z

[44]
f dx
o I Pz} (2) J- dx <o
2 ¢(x)
o oz o

se tiene que

104
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$(2)
f(0)+2u(0)If(z) B

T
0 o2 (Z)
lim — IE[f‘(X(t))]dt
T
1+2(0) -[ —dz
0 g (Z)
Si Fely)=P(X(t)=y)
(z)
1+2u(0)I —dz
T
(0] a (Z)
lim - I Fely) = y>0
T30 T ®
¢lz)
1+212(0) .[ —dz
2
0 o (Z}
T 1
lim — J.P(X(t)—o) dt =
T>® @

¢(z)
1+2u(0) | —dz
0 o(2)

Por Gltimo si se considera el cambio de variable dado por Y(t)=f(X(1))

X
dz
donde f(x)=J- —— , se tendra que el coeficiente de difusién de la ecuacién
S Ca €2) 4
transformada sera & (z)= —— con f (z) la inversa de f(z) .
#(f 7 (z))

o«

Si

dz
<w y g(x) es una funcién medible para la que I |g(z)| —— <=

0 &42) 0 5(z2)
° 1
g(0)+2u(0) | glz) —dz
T 2
0 & (z)
se tiene que 11m - J-g(Y(t})dt
TS ©
1+2)1(0) J' = 4
0 a (Z)
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2.4.4 Procesos con salto en la barrera

Se trata de un proceso que se comporta con arreglo a 2.13 en el interior
del espacic de estados y que al alcanzar la barrera regresa automdticamente a
un punto del interior fijo de antemano o de acuerdo con una variable aleatoria

con recorrido en el interior del espacio de estados.

Se consideraran procesos homogéneos que en (0,0) se rigen por 3 ¥y
cuando X(t)=0 X(t')=f donde € es una variable aleatoria positiva
independiente de B(t) t>0. Si en x>0 se cumple la condicién de Lipschitz se
construye una solucién considerando

Tj={inf X(t)=0 por i-ésima vez}
t

{€x)y=) una sucesién de variables aleatorias cada una de las cuales determina

el regreso del proceso tras la k-ésima salida del interior.

si Ost<t; X{t) es la solucién de c3 con condicién inicial X(0)
si Tp=t<Tpy, X(t)=X(t-T}) con condicién inicial X(0)=§y
si t=Ty X(t)=Ej.

La solucién asi definida es tnica, y se trata de un proceso markoviano,

homogéneo cuyas probabilidades de transicién se pueden determinar a traves de

w L]
la funcién uh(X(t))=E[Ie"hsf(x(s))ds/X(0)=xI _[e_ltjf(y)p(t.x,dy) donde f(x)
0 0

es una funcién lo suficientemente regular para que las expresiones que siguen

tengan sentido.

Teorema 2.4.9

Sea uy(x) una solucidén acotada de

FA
d d
Ay (x) + pul(x) — up(x) +—u;,(x) = g(x) con
dx dx?

u;\(O)=J‘ uy (y)dF(y) F(y)=P(£Esy) para g(x) una funcién continua y acotada
0]
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o
entonces uy (%)= E[Ie_Atg(X(t))dt].
0

Se enuncian dos teorema ergéddicos para finalizar

Teorema 2.4.10

X X
(u) (x) ¢ 1-F(y)
Sean ¢(x)=eXP{I e du} y B(x)= 29(x J. = dy.
0 o) oXx) y *)

[# ]
Si IB(y)dy <w, para cualquier funcién continua y acotada g(x)
0]

[+ ]
B(x)g(x)dx
. | Boogtx
1 0
lim — IE[g(X(t))]dt -
™o T )
vI‘B(x)dx
0

Teorema 2.4.11
Si X(1) satisface dX(tl=o(X(t))dB(t} t>0 o&{x) verifica la condicién de

2]

dz
Lipschitz y —— <w , y la variable £ tiene esperanza finita y es finita

0 0‘2(2)

<00

c.s. , se tiene que para una funcién medible f(x} con J |f (x)|
(o) O‘Z(X)

’

°F f(x)
(1-F(y))dydx

T J 2

o (x) 0
J.f(X(t))dt - c.s. (F(y) la funcién de
[ ] X
0] ~ 1 ~

1

lim
™»w T

(1-F(y))dydx

0 ¢(x) o
distribucién de €)
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2.5 SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS MEDIANTE CAMBIO DE
VARIABLE
Se intenta ahora resolver explicitamente la ecuacién 2.1 para algunos
caso particulares. Usando la transformacién de It6, se puede encontrar la
solucién de algunos tipos de ecuaciones diferenciales estocasticas, que relnen

las condiciones, para asegurar la existencia y unicidad de las soluciones.

Sea f(t,x), definida en [o,TIxR, una funcién dos veces diferenciable con
continuidad respecto a x, y una respecto a t, de modo que se puede aplicar la
férmula de Ité a f(t,X(t)). Supongamos que para cada t fijo 3 gl(t,x}, funcién
inversa de f(t,'}, es decir, f(t,g(t,x)) = x. Si X(t) es la solucién de
dX(t) = p(¢,X(t))dt + o(t,X(t))dB(t), ¥y se hace el cambio Y(t) = f(t,X(t)),
X(t) = g(t,Y(1)), se obtendra la ecuacién

d d
dY(t) = [ —f(t,g(t,Y{t))) + plt,glt, Y(t)—FI(t,g(t,Y(1))) +
dt dx

2
1 d d
o*z(t,g(t,Y(t)})— —f(t,g(t,Y(£)))ldt+ o(t,g(t, Y(t}))—F(t,g(t,Y(t)))1dB(t) =
2 dxz dx
= u(t,Y(t))dt + o(t,Y(t))dB(t). (2.16)

Se supone que todas las derivadas relativas a los coeficientes que aparecen
existen. Se buscardn condiciones que permitan transformar la ecuacién en otra

cuya solucién sea conocida

Caso 1
Los coeficientes no dependen de x: dX(t) = u(t)dt + o(t)dB(t), X(0)=X,.
t t
Obviamente la solucién es X(t) = X(0) + Iu(u)du + fc(u)dB(u). El proceso
0 0

solucién es Normal, (la integral estocastica es limite de sumas de variables
normales independientes), tiene incrementos independientes, y por la propiedad

p2 de las integrales

t t
E[X(t)-X(0)] = Iu(u)du, v VX(1)-X(0)) = Ia‘z(u)dB(u).

« 0 0
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Si ademds los coeficientes no son aleatorios, y la condicién inicial es
normal o constante, el proceso solucién es, generalizando a una ecuacién
n-dimensional, un proceso n-dimensional gaussiano con media dada por la

expresion anterior y matriz de varianzas y covarianzas

min(t,s)
Ky(t,s)=K4(0,0) + J o(welu)’ du

o
Caso 2

Cabe preguntarse, cuando existird una funcién f que reduzca una ecuacién
general al caso anterior. dX(t)=p(t)dt+c(t)dB{t). De 2.16 se sigue que esta

funcién deberd verificar el sistema

2
d d 1 n
—f(t,x) + plt,x) —f(t,x) + oL, x)~ —f(t,x) = j(t) (2.17)
dt dx 2 2
dx
df -
olt,x) —(t,x) = o(t) (2.18)
dx :

Derivando respecto a x en 2.17 y sustituyendo 2.18 con las derivadas

correspondientes en la ecuacién resultante se obtiene

d pitx) 1 d°
—al(t,x) - —{ ) — —(1,x) (2.19)

dxz

—o(t)=c(t)

olt,x) dt o(t,x)

o‘z(t,x)

separando los coeficientes que sdlo dependen de t y diferenciando respecto a x
en ambos lados de la igualdad, se tiene que la condicién que deben cumplir los

coeficientes para que se pueda reducir la ecuacién al caso anterior es

dld d i, d®
|t x )l x)—F {1, X)+—0"(t,x) —F(1,x)] = C.
dx|dt dx 2 dx?

el coeficiente ¢ se obtiene resolviendo 2.19, a continuacién se despeja f(t,x)

de 2.18 y finalmente u(t,x) se obtiene de 2.17.
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Caso 3
Si los coeficientes no dependen de t, pu(t,x) = pix), o(t,x) = o(x) y
dX(t)= up(X(t))dt+e(X(t))dB(t). Siguiendo los mismos pasos que en el caso 2, se

encuentra que la condicidén para reducir la ecuacién al caso 1, es

2

d p(x) d| 1 d.

—lo(xX)= —0(x) ~—(—)] | = — — —o(t) |=0, (2.20)

dx 2 dx? dx o(x) dx|&(r) dt
x

. ~ ct( 4y ~ ct
se tiene que o(t)=eCl y f(t,x)=e s con c constante ademdas, p(t)=ke
oly
Q
X —o(x)

dy p(x) 1 dx
k=[c.[—+— - 1, de 2.20 se deduce que efectivamente k es una

oly) elx) 2 ox)
o

constante.

Caso 4

Se llaman ecuaciones lineales, a aquellas cuyos coeficientes, toman la
forma plt,x) = aft) + B(t)x, o(t,x) = 7(t) + 8(t)x. Una ecuacién lineal, se
llama homogénea, si «lt) = y(t) = 0. Se trataran éstas en primer lugar. La
ecuacion queda dX(t) = B)X(t)dt + &(t)X(t)dB(t). Si X(t)>0 se puede
considerar la transformacién Y(t) = logX(t); aplicando la regla de Ito, se

llega a una ecuacién cuyos coeficientes sélo dependen de t. La solucién es

t t
1
Y(t) = Y(0) + J{B(s)~562(s)1ds +f6(s)dB(s), por tanto
4] [v]
X(t) = X x(0) = 79,

De igual modo se trata con X(t)<O, permaneciendo valida la solucién siempre

que, X(t)=0.
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En el caso lineal general, se considera el cambio Y{t) = X(t)Z(t} (2.21)

t t
1
con Z(t) = exp{- J[B(s)—ééz(s}]ds+ &(s)dB(s))|}.
6 o

Haciendo la diferencial del producto, se tiene

dyY(t) = Z{(tHe(t)-y(t)8(t)ldt + Z(t)y(t)dB{t),

t t
Y(t) = Y(0) + JZ(t)[a(t]-:r(t)B(t)]dt + J’ Z(Uy(t)dB(t), Y(0) = X(0).
o 0

Despejando X(t) en 2.21 y sustituyendo Z(t) por su valor se obtiene la

solucidn.

En el siguiente apartado se trataran las ecuaciones lineales con mayor

generalidad.

Caso 5

Por ultimo se verd cuando es posible reducir una ecuacién, al caso
lineal, (sélo en el supuesto de que los coeficientes no dependan de t).
Considérese una funcién f, y su inversa g. Sea Y(t)=f(X(t)), X(t)=g(Y(t)) por

2.16 la funcién debe verificar:
2

d 1 d d
ulglx))—rf(glx)) + o(gx))— —f(g(x))} = a+Bx olg(x))—f(g(x)) = y+6x.
dx 2 2 dx
dx
si x=f(z) se tiene
d , 1 d° d
w(z)—f(z) + o"(z)- —f(z} = a+pf(z) o(z)—(z) = y+5f(z)
dz 2 zxz dz

Resolviendo el sistema, se llega a que la condicién para la existencia de

una funcién que reduzca la ecuacién al caso lineal, viene dada por
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u(x) 1 d
—{o(X)—[—— - — —o(x)]}
d olx) 2 dx
— =0 si §=0
dx d ulx) 1 d
—)— - - —(x)]
dx o{x) 2 dx
d d pu(x) 1
X —fo(x)—— - — —(x}]}
dz dx o(x)
En tal caso, f(x) = C exp{6|——) con & = -
o(z) d plx) 1 d
0 —f— - = —(x)]

dx o(x) 2 dx

3 es efectivamente una constante, ya que por la condicidn anterior su derivada
es cero.

Si 8=0 la condicién de reducibilidad viene dada por

X
d pix) I

d
—{(x)}—[—— - — —e(x)]} = 0; en tal caso f(x)=y il + C,
dx dx o(x) 2 dx o(z)
0
Cl
3’:
X

p(x) I d dz

—_— - - —(x)I8 |—

olx) 2 dx o(z)

0

2.6 E.D.E LINEALES

Se trata ahora de e.d.e cuyos coeficientes son funciones lineales en X,

se trata por tanto de ecuaciones de la forma

m
dX(t)=(A(X(t)+a(tDdt+ ) (D'(EIX(t)+d'(t))dB(1) (2.22)
i=1
donde
X(O)=(X,(t),...., X, ()T
A(t)=(p j(t)i=l...n, j=l....n
a(t)=(a,(t),....,a,(t)T
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D*(t)=(e}, j(t)i, j=l....n
d“t)=(d“......,d5aen T

B{t)=(B,(t),..... B,(tHT un movimiento Browniano m-dimensional

Se considerardn en adelante ecuaciones lineales procedentes de un
sistema lineal determinista a la que se le afiade una perturbacién del tipo del
ruido blanco, a estas ecuaciones se las llama ecuaciones lineales en sentido
estricto, y se forman a partir de las anteriores anulando las matrices

correspondientes al coeficiente de difusién. Serian de la forma

dX(t)=(A(1)X(t)+a(t))dt+D(t)dB(t) (2.23)

(D), =(di(t)) i=l...n, k=1...m.

De las condiciones del teorema de existencia y unicidad 2.2.1 se tiene
que la ecuacién tendrd solucién unica para el problema de Cauchy con condicién
inicial constante ( e independiente de B(t)-B(s) s=t, ) siempre que sus
coeficientes sean medibles y acotados en [to,T). En este caso es posible

encontrar una expresiéon explicita de la solucién

Teorema 2.6.1

Considérese la ecuacidén n-dimensional 2.23 en la cual el término
(DdB),y, representa la perturbacién debida a n combinaciones lineales de m
ruidos blancos.

Si ¢(t) es la matriz fundamental del sistema determinista
d : d
«JEX(t)=A(t)X(t)+a(t), es decir, la solucidon de aq&(t)-—-A(t]qb(t) Plty)=I,

se tiene que

t t
X(t)=g(t)lc + I¢_1(S)a(s)ds . I¢_1(S)D[s)dB(s) 1.
ty to
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Demostracién
t t
Sea Y(t) =c + J’¢‘1(s)ats)ds + J-rt)"l(s)D(s)dB(s)
1, ty
su diferencial es dY(s) = ¢ '(s)a(s)ds + D(s)dB(s)].

Aplicando la transformacién de Itd a X(s)=¢(s)Y(s) se tiene que X(t) verifica

2.23.
t

Para n=1 la matriz fundamental es ¢(t)=exp(JA{s)ds), obteniendose la

to
consiguiente expresién de la solucién
t t t t t
X(t)=exp(IA(s)ds)[c + Iexp(—IA(s)ds)a(s)ds + Jexp(-fA(s)ds)D(s)dB(s) 1.
to ty to to to

Es faci! calcular los primeros momentos de la solucién siempre que
existan, es decir, siempre que E[jX(t0)|2]<m existiran los dos primeros
momentos de la solucién. Se tiene que m(t)=E[X(t)] es la solucién de Ia

ecuacién diferencial determinista

ED19 %m(t)=A(t)m(t)+a(t) con m(ty)=Elc]
t
obteniéndose como expresién final m(t)=g(t)( E[c]+I¢-1(s)a(s)ds ).
to
La matriz de varianzas y covarianzas cruzadas

Ky (t,$}=EL(X(t)-m(t))(X(s)-m(s)) | }=

min(s,t)
#(s)( Ef(c-m(c)c-m(c)T] + I ¢ { WD (¢ u)) Tdu Yo T.
iy

En particular La matriz de varianzas y covarianzas de X(t), K(t) se obtendra
como la Unica solucién simétrica y definida no negativa de la ecuacién

matricial
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d
ED20 = K(t)=AOK(t+K(A) T+ DODWT  con Kity)=vic)

Los siguientes resultados atafien a la distribucién de probabilidad de la
solucién, se dan condiciones para que sea normal estacionaria ¥ tenga

incrementos independientes

Teorema 2.6.2
La solucidn de una ecuacién lineal en sentide estricto 2.23 es un
proceso estocdslico gaussiano si y sélo si la condicidn inicial X(0)=c esti

distribuida segiin una normal (o se trata de una constante) .

El proceso tendrd incrementos independientes si y sélo si la condicidn

inicial es constante o A(t)=0.

La solucién serd un proceso gaussiano estacionario si A{t)=A, a(t)=0,

D(t)=D, los autovalores de la matriz D tienen parte real negativa y

[+]

T
X(t5)=N(0,K) siendo K= AtppTe? it
0
KeA(t—s) Ost=s
entonces m(t)=0 y K(t,s)= T
KeA {s-t) O=sst

Se tiene que X(t) es un proceso estacionario, incluso cuando la

condicién inicial ¢ no se distribuye normal, siempre que Elcl=0 y E[ccT]=k.

La solucién de la ecuacion general también se puede encontrar, en el
caso homogéneo siempre que la condicién inicial sea independiente de los
incrementos del movimiento browniano y sus coeficientes sean medibles y

acotados en [tg,T).
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Teorema 2.6.3

La solucidén de la ecuacidn 2.23 con coeficientes homogéneos es en las

condiciones descritas
t

X(=¢(t){ ¢ + J’¢“‘(s)dyts)}.

o
m m

con dy(t)=la(t)- } Di(t)d'(1)]dt + ) d'(t)dBy(t)
k=1 k=1
y ¢(t) la matriz fundamental de la ecuacidén homogénea correspondiente

dg¢(t)=Al(t)¢(t)dt +D(t)¢(t)dB(t) $(0)=1,,.

La demostracién se hace por sustitucién directa en la ecuacién.

En este caso se puede encontrar la esperanza como la solucién de EDI9 y

el momento de orden dos az(t}'—'E[X(t)X(t)T] serd la solucién de

d
—ay(t) = Altlay(t) + a,(0AM T + aWm®)T + mta®) T+ Damdm T +

Dm(t)d)T + d)m®) D) + dit)d)T )

con az(t0)=E‘.[ccT]

2.6.1 Estabilidad de ecuaciones lineales
Generalmente no es facil determinar la estabilidad de la solucidén,En el

caso de ecuaciones lineales de la forma

dX(t)=A(t)X(t)dt+D(t)X(t)dB(t) X(ty)=c (2.24),
con A(t) y D((t) coeficientes continuos en t =t; y c constante, los dos

primeros momentos m(t)=E[X(t}] y az(t)=E[X(t)X(t)T]

se encuentran como las respectivas soluciones de las ecuaciones

{deterministas)

d

—m(t)=A(t)m(t) m(tg,)=c

dt
d T T T
Eaz(t)=A(t)a2(t)+az(t)A(t) +D{t)a,(t)D(t) a,(tg)=Elcc ] .
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Por tanto la estabilidad de los dos primeros momentos, puede estudiarse
a traves de la estabilidad de las soluciones de equilibrio de las dos
ecuaciones anteriores que, en este caso es equivalente a la estabilidad en
media cuadratica. Ademds puede probarse que, la estabilidad exponencial de la

solucién de equilibrio a,(t)=0 implica la estabilidad en probabilidad de 2.24.

Debido a la forma de la ecuacién, la solucién depende linealmente de la
condicién inicial, es decir la solucién de 2.24 con condicién inicial

X(0)=ac+f serd Y(t)=aX(t)+8 .Por tanto P{lim X(t)=0)=k (cte) para cualquier
13w

condicién inicial, entonces la estabilidad asintética en probabilidad se dara
sblo cuando k=I, por tanto sbélo si X(t)»0 c.s., es decir, en este caso la
estabilidad asintética en probabilidad es equivalente a la estabilidad en el

sentido fuerte.

Cabe por ultimo sefialar que en las ecuaciones lineales la estabilidad
exponencial en media p-ésima implica la estabilidad asintética en
probabilidad, reciprocamente, si la solucién de equilibrio es asintéticamente
estable en probabilidad, también lo serd en media p-ésima para algin p
suficientemente pequefio, (lo que implica estabilidad exponencial en media

p-ésima) .

En cuanto la ecuacién se complica, no es facil obtener resuitados sobre
estabilidad. Es frecuente considerar a cambio, una ecuacién lineal que sea
“representativa” de la que realmente se pretende estudiar, sin m&s que tomar
hasta el segundo término del desarrollo de Taylor en un entorno del punto de
equilibrio. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones linealizadas y
constituyen una herramienta muy Wtil en el andlisis de la estabilidad. El

siguiente teorema justifica tal procedimiento en el caso unidimensional.
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Teorema 2.6.5 (Khasminski)
Supongamos que los coeficientes de una ed.e 2.2 verifican
- |pt,x)-alt)x | =o(|x|)
- |olt,x)-s(t)x|=o(|x|) uniformemente en tzt, cuando |x|-0, donde a(t) y s(t)

son funciones acotadas en t. Se considera la ecuacién lineal

(t)

0 =a(t)dt+s(t)dB(t) X(tg)=c (2.25)
si en el punto de equilibrio de la ecuacidn 2.24 se verifica la condicién de
Khasminski lim P( sup |Y(t)]>e )=0 uniformemente, y éste es

| Yo [0 tZtg

asintéticamente estable en probabilidad en el sentido fuerte, entonces el
punto de equilibrio de la ecuacién original es asintéticamente estable en
probabilidad, si altl=a y s(t)=s, entonces la estabilidad asintética en
probabilidad de la condicién de equilibrio en la ecuacién lineal implica la

estabilidad en el mismo sentido en la ecuacién original.

2.7 OTRAS INTERPRETACIONES DE LAS E.D.E
2.7.1 Ecuaciones en media cuadritica y casi seguro.

Considérese el espacio de Hilbert formado por las variables aleatorias
que tienen segundos momentos finitos y la norma dada por la media cuadratica.

Sea F:[0,TIxL, —— L, , y la ecuacién

dy(t)
e = F(t,X(t))  con condicién inicial Y(0)=Y, (2.26)

Se dird que Y(t) es una solucién en media cuadratica de la ecuacién si
- Y(t) es un proceso de segundo orden continuo en media cuadratica
- Y(0)=Y,
- F(t,Y(t)) es la derivada en m.c. de Y(t) V te[O,TL
La teoria dedicada a este tipo de ecuaciones es una particularizacién de
resultados mas generales sobre ecuaciones diferenciales en espacios de Banach.
El primer problema a tratar es el de la existencia de soluciones, los

siguientes resultados lo resuelven parcialmente.
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Teorema 2.7.1

Si F(t,y) satisface la condicidn de Lipschitz
T

"F(t,x)—F[t.y}"SK(t) Hx-y" para alguna funcién K(t) con J-K(t)dt < w, entonces

0
para cualquier condicién inicial Y existe una tinica solucién en m.c..

Tanto la condicién de Lipschitz como el pedir que la funcién F(t,-)
transforme procesos de segundo orden en procesos de segundo orden, son muy
restrictivas, y generalmente de dificil verificaciéon, por ello no se aborda et
problema de un modo global, sino que se estudian modelos mas concretos y

tratables. Entre ellos destacan modelos dados por funciones lineales del tipo

F(t,Y(t))=£Y(t)+X(t)
donde € es una variable aleatoria con momentos finitos, X(t) es un proceso de
segundo orden. Para ellos se tiene un resultado sobre existencia, basado en la

<,

funcién generatriz de la variable £, G(s)=Ele

Teorema 2.7.2
Si existe R tal que G(s) es analitica ¥V |s|<R

Y, y X(t) son independientes de §, y X(t) es integrable en m.c. entonces

R
existe una tnica solucién en m.c. en t<—,
2

Es posible considerar otra interpretacién del problema 2.26 Dado un w
fijo, éste se plantea como un problema clasico, en este sentido considerando
trayectoria a trayectoria, las e.d.e son tratables como familias de ecuaciones
diferenciales dependientes del parametro w. El problema que surge a
continuacién es que lIas soluciones de las ecuaciones individualmente
consideradas no tienen porque ser las trayectorias de ningin proceso
estocdstico, en el caso en que lo sean, se dird que tal proceso es la solucién

en trayectorias {c.s.) del problema 2.26 si el proceso solucién:
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- es absolutamente continuo en t

- verifica la condicién inicial Y(0)=Y, c.s.

- es casi seguramente diferenciable y T = F(t,Y(t)) c.s.
t

Para esta interpretacién se tiene el siguiente teorema de existencia de

soluciones.

Teorema 2.7.3

Supdngase que F(t,Y{t)) verifica
i- ¥V t fijo se trata de una variable aleatoria
li- es continua en t c.s.

ili- verifica la condicién de Lipschitz c.s., es decir, 3 K(t,w) tal que
“F(t.x)—F(t.y)"SK(t,w) le—yﬂ para cada w fijo dentro de un conjunto de
probabilidad 1

entonces el problema 2.26 tiene una unica solucidn c.s..

La relaciéon existente entre la integral en m.c y la integral c.s
determina la relacién entre las soluciones del problema consideradas bajo los

dos puntos de vista.

Teorema 2.7.4
Sea Y(t) una solucién del problema en m.c., existe un proceso
equivalente Z(t) que es una solucién en trayectorias.

St Z(t) es una solucidn c.s., un proceso equivalente a 8l Y(t) es
T

solucidén en m.c. sl y sélo si ‘[ “ F{t,Y(t))H dt<w {(en m.c.).
o

Es légico suponer que del mismo modo que se recurria a la integral de
Itd para soslayar las insuficiencias de la integral en m.c., sea necesaria la
interpretaciéon del problema en el mismo sentido. En efecto, incluso ante los

problemas mas simples se muestra la insuficiencia del cilculo en m.c.
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dy(t)
Considérese el problema lineal p =X(t)Y(t) con X(t) un ruide blanco
i

procedente de un movimiento browniano. La solucién Y(t)=Ygexp{X(t)} no es un

proceso de segunde orden a menos que X(t) esté acotado c.s..

2.7.2 Ecuaciones de ruido blanco

Considérense una sucesidon de procesos £,(t) "convergiendo"” a un ruido

dB(t)
blanco procedente de un movimiento browniano p . Para cada uno de ellos se
t
plantea la ecuacién
dX(t)
— = p{t,X(t)) + olt,X{t))E, (1), (2.27)

con la condicién inicial X {0)=X,.
Recordemos que la condicién de convergencia a un ruido blanco, dada en el

apartado 1.6.1

dBp{t)  dB(1)
If(x)dBn(x) - Jf(x)dB(x] vV f(x)el?, se interpretaba como T > v

Lo que nos lleva a exigir a los procesos &, que se verifique
t

By(t) = J'gn(u)du (2.28),

0
de modo que 2.27 queda

dX(t) = p(t,X(t))dt + o(t,X(t))dB(t).

Si la sucesién de soluciones de 2.27 converge en m.c. (o de alguna otra
manera), es natural tomar el proceso limite como la solucién de 2.1. Sélo se
podra hablar de solucién cuando la sucesién converja y ademas verifique 2.1
Se vera en primer lugar la relacién que hay entre la interpretacién de Ité y
la que se plantea ahora, para estudiar después alguna condicion para que la

sucesion de soluciones sea convergente.
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Paso 1
t

Se estudia la convergencia de Yp(t)=|e(t,By(t))dB,(t), donde ¢ es una

0
funcién que verifica

d d
@(t,Bg(t)) > o(t,B(t)), ¥y a{p(t,Bn(t)) > d—f(t,Bn(t)) (2.29)

X
Sea y(t,x) = J-gp(t,z}dz, si calculamos dy(t,x) en el punto (t,Bp(t)), e

0
integramos entre 0 y t, la expresién resultante que se obtiene es

t
Y (t) = wlt,By(t) - ¥(0,B,(0)) - J‘E(S,Bn(s))ds.

dt
0

t
d
Por 2.29 se obtiene que Y,(t) > Y*(t) = y(t,B(t) - IIJ(O,B(O))“I -c-i-‘g(s,B(s))ds.

0

Paso 2

Aplicando la diferencial de It6 a dy(t,B(t)} se llega a que

1¢ de
Y(t) = Y*(t) + Z[ —(s,B(s))ds.
dx

0
t

Y(t) es la interpretacién de Ité de la integral Y(t)=|p(t,B(t))dB(t), e

0
Y*(t), la nueva interpretacién. Este resultado, nos induce a buscar una

relacién similar entre las soluciones de una ecuacién diferencial.

Paso 3
Hagamos en dX(t) = u(t,X(t))dt + o(t,X(t))dBy(t),

el cambio de variable para lograr que o(t,x)=l. Esto es, Zn(t)=p(t, X, (1)),
x

dz
con lﬂ(t,x)=J. , obteniéndose
olt,z

0
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© = i . p(t, X (th g
dZ,(t) = ult,X,(t))}dt + dB,(t), (t,Xp(t) = ——— + —(t,XR(1)),
“n n n H5n et Xy dt mo Y

o(t,Xp(t))=1.
Si se dan las condiciones para la existencia de los limites, las

relaciones se transforman en
dz(t) = p(t,X(t))dt + dB(t),

" p(t,X(t))  dy .
ult,X{t)) = ——— + —(t,X(t}), y olt,X(t))=L
o(t,X(t)) dt

Paso 4

Si suponemos que X(t) es diferenciable con diferencial

dX(t)=a(t)dt+b(t)dB(t) (2.30},
aplicando la férmula de diferenciacién de Ité a dy{t,X(t)), y comparando el

resultado con el del paso 3, se llega a

1 1 de
b(t) = — y alt) = plt,X(t) ) —e(t, X(t))—(t,X(t)).
dy 2 dx
—(t,X(t)
dx

Sustituyendo en 2.30 se tiene que
1 de
dX(t) = [p(t,X(1)) + Eo(t,x(t))a(t,x(t))]dt + o(t,X(t))dB(t).

Si interpretamos la solucién de la ecuacién como el limite de una

sucesién de solucidnes, ésta coincide con la solucién de Ité de la otra

1 d
ecuacién con un término afiadido ?(t,x(t))a—xo‘(t,x(t)}dt.

Veamos seguidamente que si los procesos y funciones involucrados son lo
bastante regulares, serad posible encontrar una solucién que se adecie a la

dltima interpretacién dada.
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Teorema 2.7.5
Si ¢(t,x) tiene derivadas parciales continuas en [0,TIxR, y {Bply=g es
una sucesién de procesos con trayectorias continuas, de variacién acotada y

uniformemente acotadas en [0,T], -sup 5up|Bn(t)|<ou -, que converge c.s. a
n t

B(t) para cada t fijo, entonces

T T T

1
I¢(t.X(t))dBn[t) — I¢(t,X(t))dB(t) > Exﬂt,mﬂ)- C.S.
4 3] o)

Ademds si ¢ sdlo depende de x no es necesario pedir la acotabilidad uniforme

de las trayectorias.

De este resultado se sigue ademas que la integral de K6 se puede

calcular como limite de integrales de Riemann-Stiltjes.

2.8 E.D.E. Y SISTEMAS DINAMICOS

Quizd la forma mas natural de presentar las e.d.e es como e.d.con
algunos de sus términos sometidos a impulsos aleatorios, dependiendo de cuales
sean estos términos, del caricter de la aleatoriedad, y obviamente de la
expresion analitica de la ecuacién, se podria determinar c¢on mas o menos

facilidad la solucién de la misma, y/0 su ley de probabilidad, momentos....

Los sistemas dindamicos modelizan en general el estado de una magnitud
que varia a lo largo del tiempo. Estos toman Ia forma de ecuaciones
diferenciales, de manera que cada problema concreto conlleva el estudio de una
ecuacion (ya se ha comentado la dificultad de atacar globalmente la resolucién
de las ecuaciones). Se presentan algunas de las ecuaciones aisladas del
problema que las generé y, haciendo especial hincapié en su comportamiento

probabilistico, y en las particularidades que éste aporta a la solucién.

Un sistema dindmico estara regido por un cojunto de ecuaciones
dy;
prale Fi(t,Y,(t),...Yp(t)) i=lL..n  junto con unas condiciones iniciales
t
Yj(0)=Yj ¢
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El caso més sencillo de tratar es en el que los términos de la ecuacién
son no aleatorios salvo las condiciones iniciales, éstas son aleatorias ¥y se
supone conocida su distribucion de probabilidad conjunta. Si el sistema se
puede resolver explicitamente como Y;(t)=g;(t, Yy,00-»Yn,0) i=l...n
y gj son continuas y biyectivas, entonces existird una transformada inversa Y,
por tanto, la distribucién de probabilidad de la solucion se obtiene de la de

las condiciones iniciales sin mas que efectuar un cambio de variable.

Un segundo método se obtiene aplicando la ecuacién de Liouville. Se

tiene que si la integral de wuna funcién f'(t,})} respecto a la variable
espacial, no varia durante el movimiento del sistema, esa funcién satisface la

ecuacién
p n
d_tf(t,}’) + ): £—i[f(t.}))Fi(t,?)I =0
i=1
Ecuacién que representa la conservacién de la energia del sistema durante su
evolucibn y que en nuestro caso se refiere a la conservacion de la
probabilidad. Es claro que si S; y S; son dos regiones del espacio
relacionadas por S;=g(S,), P(Y(0O)e S,)=P(Y(t)e S;), por tanto se satisface la

condicion de Liouville y por ende su ecuacién, cuya solucion es

t
d
£(6,Y) = fo(Folexpl- J d—ri(r.?=g(r.?ondr}.
£i
b

Los sistemas mas estudiados son sin duda los sistemas lineales de la

forma

dy(t)

con A(t)=(ai,j(t))i=l..n. J=l...n con (ai’j(t)) continua
X(t) continuo en m.c..
(Nétese que si X(t)=B(t)) estarfamos ante un caso particular de los sistemas

lineales anteriormente estudiados).

125



Capitulo 2: Fcuaciones diferenciales estocdsticas

La solucién de la ecuacion 2.31 es
t

Y(1)=¢(1,0)Y, + j¢(t,s)x(s)ds

0
donde ¢(t,s) es la matriz fundamental del sistema considerado , es decir, la

solucién de

d
E£¢(t,s)=A(t)¢(t,s) con ¢(0,0)=I,,

En funcién de esta matriz los momentos quedan (suponiendo Y,=0)

t
m(t)=E[Y(t)]=I¢(t.s)E[X(s)]ds

0
ts

Ky(t,s)=cov(Y(8), Y(s))=[ [#(t,u)Ktu, I8 T((s, v)dudv

ao

se puede comprobar que si A(t)=A la solucién es un proceso estacionario de

«

covarianza, que puede representarse como Y(t)=J.¢(t)X(t—-r)d'r.

0
Si el sistema es de la forma
d
Qp(—)Y(t) = X(t) (2.32)
dt
n n-1 d_d" dn*l
Qnipl=p~ + a)ltlp "+ ..... + ap(t) ( Qpl—)=— + a,(t) +  +an(t))
dt dtn dtn_l

y X(t) un proceso de segundo orden estacionario de covarianza, la matriz
fundamental del sistema (funcidén de Green del sistema) Gl(t,s) representa la
respuesta del sistema a un impulso que se recibié en el instante s<t, si los
coeficientes son constantes G(t,s)=G(t-s). Obteniendose la expresién de los

momentos particularizando en la férmula anterior.

Veremos que aunque el proceso considerado no sea estacionario, se puede

en determinadas condiciones tratar como si lo fuera.
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Generalizando un poco la ecuacién se tiene

d 8t
Qp( Y t=e"X(0) (2.33)

con X(t) un proceso estacionario de covarianza y 8 una constante en este caso

la funcién de covarianza del proceso se calcula como

gx(w)

Ky(t,s) =
yhsh = e |Qy(B+iw) |

B(t+s].l-e1W(t+S) w siendo gglw) la densidad espectral del
R

proceso X(t).

Por ultimo considérese el sistema
d T
QH(E)Y(t)=Z(t) (2.34)

donde Z{t) no es estacionario, pero admite la representacion

[+ 4]

Z(t)=Ih(t,T)X(t-—1:) para algin proceso X(t) estacionario de covarianza. se

0
tiene que
t
Y(t)= J. G(t-%)Z(t)dT
-0
t o
E{Y(t)l=mx(tlj Ih(s,t)dtds
- 0
t s
Kylt.s) = f IG(t—rl)G(s—'cZ)Kz(tl,rz)dtldrz
-0 -
siendo K (t)=|gz(w,t) dw gz(w,t)=]A(w,t)|zgx(w)
R
[+ 4]
A(w,t)=J'h(t.~c)e““"’dr .
0

se consigue tratar finalmente un proceso no estacionario con el mismo tipo de

formulacién final que se obtuvo para éstos.
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Si en 2.34 Z(t) admite una expansién ortogonal (Karhunen-Loeve)

Z(t)=}: Zror(t) entonces la solucién en m.c. de la ecuacién viene dada por
k
t
la expansién Y(t)=): Glt,slygls) con wk(t)=I G(t,s)pk(s)ds.
k 0O

La funcion de covarianza en términos de ¥ queda

Ky(t,s) =} op delt)y(t)
k
2
0‘k=E[Zk]

Hay ecuaciones que aparentemente no admiten unas interpretacién en el
sentido de Itd, aquellas que sufren perturbaciones que no ‘proceden de un ruido
blanco gaussiano, pero que, si dicha perturbacién X(t) es a su vez la solucién
de una e.d.e en el sentido de It6, permiten una resolucién sin mas que
considerar conjuntamente la incognita original y la perturbacién como

incégnitas de una nueva ecuacidén. si la ecuacién es de la forma

d
—&Y(t)=F(t,Y(t))dt+X(t) y  dX(t)=pl(t,X(t))dt +e(t,X(t))dB(t)

se busca wuna solucion Z(t)=(X(t),Y(t)} en el sentido de Itd con la
correspondiente transformacion en los coeficientes de la ecuacién, si éstos
satisfacen las condiciones de existencia, la ecuacion de Fokker-Planck
proporcicna las probabilidades de transicibn de la ecuacién, tomando las

marginales de Y(t), se tiene la sclucidén originalmente buscada.

Una de las ideas méas fructiferas en el anilisis de las soluciones de las
ecuaciones diferenciales deterministas se debe a Bogoliubov, que considera

ecuaciones dependientes de un parametro, que en ocasiones se introduce para

d
poder resoiver la ecuacién, de la forma d—Y(t)=eF(t,Y(t)) Y(0)=Y,.
t
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T

Si existe _%_1m - J- F(t,Y(t))dt =Fy(t) se puede aproximar la solucién de
-0

d
la ecuacién anterior por la solucién de a—Yl(t)=eFo(t} Y,(0)=Y, en intervalos
t

1
de amplitud -
£

Una generalizacién posterior establece que si se tiene una ecuacién de

la forma iZe(t)=F(Z€(t).X(£) ) Z:(0)=Y, .
dt €
con la funcién F verificando la condicién de Lipschitz respecto a z, continua
T
y acotada en sus argumentos, y tal que ’{"j)m - J- F(z,X(t))dt =Fy(z) (2.35)
[+
uniformemente en z, entonces Zg(t) ——Z(t) £ -0 donde Z(t) es la solucién

d
de  —Z(U=F(Z()  Z0)=Y,

En el caso aleatorio, si X(t) es un proceso n-dimensional y
Fly,x)=(F (y,x),.... Faly.x)) satisface las condiciones anteriores con

probabilidad uno, se obtienen los mismos resultados trayectoria a trayectoria.

Variando la condicién 2.27 se obtendrian otros resultados en el mismo

sentido.

Teorema 2.8.1

Si F(x,y) satisface la condicién de Lipschitz y existe un a funcidn
t+T

Foly) tal que '%_m'n P { | = I F(y,X(s))ds - Fo(y]|>6}) 0 uniformemente en

yeR' y Va3>0 vy, srilp E[|F(y,X(tl)|] < w, Entonces para cada & >0 y t >0

lim PO sup  |Z(0)-Z(t)|>8 ) =
€30 0=tsT
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Es decir, bajo las condiciones del problema, basta asegurar quie el

parametro es suficientemente pequefio para poder aproximar el proceso original
t/e

mediante el proceso perturbado. Si Zg(t)=Z, + € I F(X(s))ds

0
n

¥y Kj, j=cov(Fi(X(s+7)) ,Fj(X(s})) tal que EKi,i(T) 20 si Tow , entonces se
i=1
satisfacen las hipétesis del teorema para m=F,(y)=E[F(X(s))], entonces

lim P( sup |Z.(t)-Z(t)]>8 ) = 0. con Z(t) = mt+Z,,
€20 O=t=T

si ademds el proceso X(t) es tal que cov(X(t),X(s)}»0O cuando t-s»= el proceso

Z.(t) converge en ley a un proceso gaussiano para e£-0.
Khasminski obtuvo una mejora del resultado anterior estableciendo

Teorema 2.8.2

considérese el problema
d
—Z(t) = € Flz(t),t,7,e)
dt

con F(z,t,7,e)=F,(zt,7) + er(z,t,';), siendo F, y F, funciones medibles tales

que

d
|Fi(z,t,2}]|< C |— Fi(z,t,7)| < C |
de i
se tiene que si €30 t>m con et=t fijo , Z (t) converge en ley a un procesc

d
Fy(z,t,7)] < C
dzy

Z(t) markoviano de difusion solucidn de la e.d.e

d(Z(t))=p{Z({t))dt+o(Z(t))dB(t)) con coeficientes
T

1
ilz)=lim - I E[F, ; F(t,y)dt +
Hi Towe T o a1

T s n
Lim - J' [Fy (5,:6,2) —Fy 1(y,t.5)1ds d
im — E iy, t,7v) —F; s(y,t,y}lds dt
To>w Tf E Y dyj LiY
0 0 j=1

con Fy; (F,j) la componente i-ésima de la funcién F, (Fy)
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Y oij = l‘m ElF},i(v.t,2) F, j(y,t,7))ds dt,

IIMD

e
8
O_a'-i

13

Una de las técnicas mas usadas en el estudio de las ecuaciones no
lineales,- que ya se comentd para estudiar la estabilidad-, es el uso de
ecuaciones linealizadas "equivalentes", en el sentido de proximidad entre la
solucion de partida y la linealizada. Dos problemas surgen al tratar de
aplicar esta técnica, en primer lugar la eleccién del sistema lineal que
represente a la ecuaciéon y, después la evaluacién de la bondad de la
aproximacién. El primerc se resuelve habitualmente usando el criteric de
minimos cuadrados, para determinar los parametros de la funcién lineal
correspondiente. El problema que se presenta es que los parametros quedan en
funciéon de los momentos del proceso solucién de la ecuacién original, para
solventarlo se proponen varias opciones, una de ellas es calcular los momentos
a partir de la distribucién de probabilidad estacionaria que, en un gran
numero de casos se podrd calcular. Otras opciones dependen mas directamente
del problema con el que se trabaje, pues lo que se propone es la asuncién de
algunas hipétesis sobre los momentos, sobre la interdependencia de las

variables involucradas... etc, que resuelvan el problema.

En la mayor parte se las situaciones no existen métodos analfticos para
evaluar el grado.de aproximacion obtenido, el error minimo cuadrdtico da una
pauta sobre la posible exactitud de los resultados, pero, se ha comprobado
empiricamente que en algunas ecuaciones el procedimiento funciona bien,
mientras que en otras el alejamiento es tan significativo que llega a

distorsionar gravemente la interpretacién de la solucion.

Otro meétodo de resolucién consiste en la introduccién de un parametro
perturbador (generalmente muy pequefic) que afecte a los términos no lineales.
La idea es considerar que el sistema se comporta realmente de forma lineal y
que en la parte no lineal se estdn reflejando las anomalias del sistema. Se
asume que la solucién admite un desarrollo en serie de potencias respecto al

parametro, de la sustitucién del desarrollo en la ecuacién y la igualacién de

¢
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las potencias del parametro se obtiene un sistema de ecuaciones lineales de

los que se determina los coeficientes del desarrollo en serie.

Resta sefialar la existencia de otros métodos como la aplicacién del
principio de maximizacién de la entropia combinado con las ecuaciones para los
momentos, métodos numéricos, algoritmicos, soluciones aproximadas en un nUmero

finito de puntos que son, como los ya presentados, una adaptacién de los

utilizados en el analisis clasico
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Capitulo 3: Aplicaciones financieras, valoracidn de opciones

CAPITULO TERCERO
3.1 INTRODUCCION

El mundo de las finanzas estd experimentando durante los altimos afios
constantes innovaciones, la mayor parte de las cuales provienen de Ia
consideracién del riesgo como un factor habitual de trabajo. Paralelamente a
la aparicién del riesgc como elemento indisoluble de algunas operaciones
financieras, surgen instrumentos de cobertura que permiten paliar los efectos

de éste.

Los elementos de cobertura varian tanto en su forma como en su coste
dependiendo del riesgo a cubrir, siniestros, fluctuaciones desfavorables de
los tipos de interés, de los tipos de cambio...etc. La determinacién del
precio de la cobertura supone un problema de la misma indocle que la fijacion
de la prima en una empresa de seguros, con algunas diferencias derivadas de
las imposiciones legales y de imagen, asi como del caracter de los intrumentos

financieros, que, a diferencia de las aseguradoras permiten la especulacién.

Las opciones financieras en este ambito es uno de los objetos
financieros que con mayor fuerza han irrumpido en el mercado. No se trata de
una forma nueva de negociar pero, la existencia de mercados organizados de
opciones y las distintas modalidades que continuamente se ponen en uso, han
facilitado en los 1ltimos afios su expansiéon y generalizacién dentro del

mercado financiero.

La valoracién de opciones financieras bajo diferentes consideraciones
constituye el propdsito fundamental de este capitulo. En primer lugar se
consideran las relaciones fundamentales entre los distintos activos
financieros, opciones, futuros, contratos forward..etc. A continuacién se

observan algunas restricciones sobre el valor de las opciones, ya sean de
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compra o de venta, europeas o americanas. Seguidamente se entra en detalle con
el calculo del valor de una opcién de compra sobre una accién que no reparte
dividendos, replicando los pasos que dieron Black y Scholes. Para
inmediatamente, y en la linea que marcaron originalmente, considerar modelos
de valoracién en los cuales se asumen hipdtesis mas complejas sobre los
elementos que determinan el precio de las opciones cifiéndonos al tipo europeo,

considerando ademds la valoracion de opciones sobre distintos activos.

Finalmente se presenta un breve apunte sobre la valoracién de opciones
americanas, ilustrando los métodos que se han venido utilizando. Se plantea a
continuacién una generalizacion de la idea de opcién, que permite abordar
seguidamente el problema de aproximar el valor de las opciones de tipo

americano a traves de sucesiones de opciones europeas.
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3.2 OPCIONES FINANCIERAS: CONCEPTOS BASICOS

Se dedica este apartado a precisar el significado de la terminologia que
se empleara a continuacién, asi como a la consideracién de distintos aspectos
del empleo de opciones y sus relaciones mas inmediatas con otros instrumentos

financieros.

Una opcién es un contrato que proporciona al adquirente del mismo el
derecho de comprar {o vender) una determinada cantidad de un activo -activo
subyacente- fijada en el contrato. Este derecho puede ser ejercido (o no) en
una fecha fija, en cuyo caso estariamos ante una opecién europea o, puede
ejercerse en cualquier instante hasta un limite prefijado, opcién americana.
LLa fecha maxima fijada para la ejecucién del contrato se llama fecha de
vencimiento. El precic estipulado de compra (o venta) del activo subyacente en

la fecha de vencimiento se denomina precio de ejercicio.

Es claro que el adquirente de la opcién obtiene una ventaja de su
adquisicién, puesto que podra comprar (vender) el activo subyacente a un
precio inferior (superior) al del mercado, consiguiendo asi una mayor ganancia
o garantizando un minimo beneficio. En caso de que las condiciones del mercado
le fueran adversas, no ejerceria la opcién quedando sujeto a las condiciones
del mismo. Por su parte el vendedor de la opcidon queda obligado ante las
decisiones del comprador, de modo que asume un riesgo comprometiéndose a
vender (comprar) al precio de ejercicio pactado. La contrapartida que tiene el

vendedor de la opcién es el coste de la misma o prima.

Una opcién de compra (el adquirente de la opcién paga por el derecho de
comprar) se denomina Call, de venta Put. Se dice que el comprador de la opcién
adopta una posicié larga (long), mientras que el vendedor toma la posicién

corta (short).

En términos de beneficio/pérdida las posiciones son simétricas en el
sentido de que la pérdida o ganancia del comprador es la ganancia o pérdida
del vendedor ( asumiendo como pérdida la no ganancia), en este sentido puede

afirmarse que el mercado de opciones es un juego de suma nula.
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Resulta evidente que el precio de la opcidbn estd sujeto a las
fluctuaciones en el precio del activo subyacente, por tanto, la distribucién
de probabilidad del mismo a lo largo del tiempo, y las caracteristicas del
contrato, fecha y precio de ejercicio, son factores que influirdn de forma

determinante en el valor de la opcién.

Se supondrd que no hay costes de transaccién en el mercado, que se puede
invertir cualquier cantidad monetaria en cualquiera de los activos que se
negocian y que existe un activo que proporciona una tasa de interés conocida y

libre de riesgo - en algunos casos se suprimird esta dltima suposicién-.

Debe considerarse una restriccién adicional sobre el precio de una
opcién, éste debe ser estipulado de tal modo que se evite el arbitraje,
entendiendo como arbitraje, toda operacién consistente en combinaciones de
comprasventa de distintos instrumentos financieros que proporciona como

resultado un beneficio con riesgo nulo.

3.2.1 Relaciones entre contratos de opciones y futuros.

Entre las hipdtesis que se formulan sobre el mercado de finanzas se
pueden distinguir dos tipos, las que van encaminadas a que el funcionamiento
del mismo sea 6ptimo, y aquellas que pretenden facilitar la labor analftica de
la valoracién mediante la simplificacién del modelo. Las primeras nos aseguran
cuestiones tan evidentes como, si dos activos (carteras) tienen el mismo valor
en algun instante futuro, légicamente deben tener el mismo precio, si un
activo tiene con seguridad un valor positivo en el futuro, el coste del mismo
debe ser positivo. Supuestos de esta indole estan evitando que se produzca el
arbitraje. Formalmente para la consecucién de las proximas relaciones se

admitiran las siguientes premisas:

- Los individuos son racionales

- Se puede invertir en un activo sin riesgo con una tasa de interés conocida

r, y tomar prestado con idéntica tasa
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- Los contratos que se consideran futuros, contratos forward, opciones, y

opciones sobre futuros tienen la misma fecha de e jercicio

- El coste de mantenimiento del activo subyacente tiene una tasa de interés
onocida b.

Este coste se refiere al precio que se ha de pagar por la conservacién
de la mercancia, también se conoce como coste de almacenamiento. Sera positivo
cuando se trabaje con mercancias, y negativo o nulo cuando el activo

subyacente sean acciones que producen rendimiento, bonos..etc.

Se considera a continuacién las relaciones que se dan entre los precios

de los distintos instrumentos financieros que se van a considerar.

Contratos de futuros y contratos forward

Un contrato forward es un acuerdo para entregar una determinada cantidad
del activo subyacente en un momento futuro T, a un precio especificado en la
fecha en que se firma el contrato. El pago por el activo se hace efectivo en

un solo plazo en el instante T, y no existen pagos intermedios.

El valor de la posici6n adquirida mediante un contrato forward en un

instante t=<T sera

V(t)=(f(t)-f(0))e" TV
donde f(t) es el precio del contrato en el momento t, es decir se valora la
posicién como el valor actualizado del beneficio/pérdida acumulada hasta el

periodo t.

En un contrato de futuros, al igual que en un contrato forward se
acuerda entregar una determinada cantidad del activo subyacente a un precio y
en un instante especificados. Con la diferencia de que se consideran las
variaciones en el precio del activo en instantes previamente estipulados, de
tal manera que en estos instantes el comprador v el vendedor del futuro se ven
obligados a cancelar el contrato, y suscribir otro en las mismas condiciones,
salvo el precio del activo que se actualiza. El incremento o descenso en el

precio de éste debe, por tanto, ser compensadoe en los mencionados instantes,
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de modo que el comprador del contrato tiene espectativas alcistas en el precio
del activo subyacente, y recibird - caso de confirmarse éstas- en cada
instante en que se mida la variacién, una cantidad monetaria equivalente al
incremento de valor de su contrato. Naturalmente el vendedor estd en la
posicion contraria, €l apuesta por un cambio a la baja debiendo pagar si el
precio aumenta y recibiendo dinero en caso contrario. El valor de la posicién

adquirida mediante la compra de un futuro es

t
vity= § (Fx)-Flz-0e ™"
T=1
donde F(t) es el precio del futuro en el instante t, ¥y T se mueve por los
instantes en que se realizan los pagos compensatorios, entonces el valor de la
posicién se obtiene mediante la actualizacién entre cada dos pagos, de las

cantidades pagadas.

Si la tasa de interés es conocida y no cambia durante la duracién del
contrate, se puede comprobar que el valor de un contrato de futuros debe
coincidir con el del contrato forward, de otro modo se abririan puertas al

arbitraje, como seguidamente se razona.

Considérense dos carteras, la primera de ellas formada por un contrato
. . . . . -rT
forward y una inversién en el activo sin riesgo por un valor f(0O)e i , ¥ la

segunda que consta de F(0)e ™" pts invertidas en el activo sin riesgo y que
sigue una estrategia de compra de futuros consistente en negociar contratos de

futuros segin el precio que tomen los mismos, de modo que en el dia T tras la

.. . -r{T-T) . .
negociacién se tienen e pts invertidas en futuros, se trata con esta

forma de invertir de ir contrarrestando la variacién en el precio de los
contratos con el tamafio de la posiciénl. Es claro que en el momento de
finalizar los contratos ambas carteras tienen el mismo valor, pues deben tomar

el mismo valor que el activo subyacente, F(T)=f(T)=S(T), donde S{t) es el

Esta estrategia de inversién se conoce como Rollover
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valor en t del activo S. Por tanto los contratos deben tener el mismo valor en
el momento de iniciarse, dado que este instante puede ser cualquiera se tiene
que F(t)=f(t), de modo que valorando uno cualquiera de los dos queda

automaticamente valorado el otro.

Relacién entre un contrato de futuros ¥y el activo subyacente
Se deducira la relacién entre el valor del contrato y el activo del

mismo modo que se hizo en el caso anterior. Considérense dos carteras, la

(b-r)T

primera formada por una inversién de e S(0) pts en el activo S, cantidad

que se conserva hasta el instante T, la segunda cartera se forma mediante una

estrategia rollover en futuros y F(O)e'erts invertidas en el activo libre de
riesgo. En el instante T el valor de ambas carteras es S(T), por tanto su

precio debe coincidir en cualquier instante, de donde se tiene que

F(t)=5(t)e® ™Y,

Relacion entre el activo y las distintas opciones

Estas relaciones se suelen rotular como relaciones de paridad Put-Call.
La idea es que se puede constrir una cartera cuyo resuitado en ia fecha de
e Jercicio es cierto, y esto proporciona una relacion entre los distintos

componentes de la misma.

- Europeas. Formemos una cartera comprando una Call ¥y vendiendo una Put

ambas con idénticas caracterfsticas, y con un mismo precic X. Ademés se compra

®-NTg0y pts y se pide un préstamo de Xe ' pts al tipo

activo por valor de e
de interés constante r. Se comprueba fAcilmente que sea cual sea la evolucién

del activo subyacente el valor final de la cartera es nulo, de donde

-rT= 0

C(S,T) - P(S,) - S(0Ye ™ xe
- Americanas. Supongamos que b = r, y formemos una cartera (Cl) mediante

la compra de una Put, la venta de una Call una compra de activo subyacente por

(b~r}T

valor e S(0) pts y se pide un préstamo de Xe™T pts al tipo de interés

constante r.
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Construyamos otra cartera (C2) mediante la compra de una Call, la venta
de una Put, la venta de una unidad del active por valor S(0) y la compra de X

pts de activo libre de riesgo .

Si b < r consideramos la cartera (C3) constituida igual que la Ct, pero

con una compra de activo por valor de S(0) pts . Y una segunda cartera (C4)

igual que C2 reemplazando S(0) por S(0)e®™7.

Si bzr razonando con los posibles efectos de un ejercicio anticipado segin la
evolucién del activo subyacente sobre las carteras Cl y C2 se llega a

S(T) - X = C(T,S(T) - P(T,S(T)) = s(0)e®™T - xe™7T
donde la primera desigualdad se debe a la consideracién de la primera cartera

¥ la segunda desigualdad a la segunda.

Razonando del mismo modo con C3 ¥ C4 cuando b < r se llega a

©T _ X = S(T,S(T) - P(T,S(T)) = S(T) - Xe "

S(0)e
Ha de tenerse en cuenta que si no hay ejercicio anticipado el valor de

una opcidén europea y una americana coinciden.

Opciones sobre futuros y opciones sobre el activo

Europeas Como se estan considerando contratos que tienen la misma fecha
de ejercicio, en el momento de expirar la opcién el valor del futuro sobre el
activo coincide con el del activo, y por tanto C(S,T)=C(F,T) y P(S,T)=P(F,T),

donde F es el precio del futuro sobre el activo en el instante T.

Americanas Puesto que F(t)=S(t)eh(T-t), si b>0 el valor del futuro

antes de la fecha de ejercicio es superior al valor del activo en la misma
fecha, lo que supone que la posibilidad de ejercicio anticipado tiene un valor
positivo, y por tanto C(S,T)=C(F,T) y P(S,T)=P(F,T).
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Opciones sobre futuros

Las relaciones de paridad de las opciones Put y Call cuando el activo
subyacente es un futuro conducen a las mismas expresiones ya deducidas para un
activo cualquiera S, con la variacién que produce en la formulacién la

consideracién de la relacién F(t)=S(t}e®T™?

En general todas las relaciones son validas cuando se asumen las

hip6tesis de partida, pero pueden variar si se cambia alguna de ellas.

3.2.2 Relaciones entre opciones sobre acciones.

Como ya se citd anteriormente el arbitraje es una situacién que debe
evitarse en un mercado que funcione correctamente, segin Cox y Rubinstein una
situacién de arbitraje se da cuando es posible obtener un beneficio seguro de
forma inmediata sin necesidad de. una inversién- inicial, y con la garantia de
que tal accién no supondra pérdida 'alguna en un futuro sea cual fuere la

evolucién del mercado.

Se consideran a continuacién una serie de restricciones que han de
tenerse en cuenta para evitar el arbitraje. Se supondra ademéas de las
hipétesis habituales sobre el mercado, que se negocia sobre activos que no
tienen coste de almacenaje b=0 - se supondra que se trata de una accién-, que
pueden repartir dividendos en unas fechas determinadas, y que las opciones con

que se trata son americanas.

En general la negacién de las relaciones que se expondran a continvacién
permiten construir una cartera de arbitraje, lo que por si solo demuestra la
veracidad de las proposiciones. Se enumeraran las distintas relaciones
indicando cuando proceda la composicién de una posible cartera de arbitraje

{en cursiva).

Se notard por C el valor de una opcién de compra, expresandola como
C( , ) cuando se quiera resaltar la dependencia de uno © varios de sus

argumentos. Respectivamente una opcién de venta se notara por P.
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E = Precio de ejercicio.
s

Valor de la accién.

r = Tasa de interés.

D'= Valor actualizado de los maximos dividendos que se podrian pagar a
lo large de la vida de la opcién.

D = Valor actualizado de los minimos dividendos que se podrian pagar a
lo largo de la vida de la opcién.

T,t = Instantes de vencimiento y evaluacién respectivamente.

Opciones de compra
-8S=C=z0
- C=z 8 - E (salvo quizd en la fecha de ejercicio o justo antes de repartir
dividendos)
Las relaciones anteriores implican que si S=0, entonces C=0, y si E=0

entonces C=S

-Cz2S-E*t-p
Compra de una Call, venta de una accién , se pide un préstamo de DY, y

. ' < . , -t
se efectua una inversién sin riesgo por valor de Er .

- El valor de una Call es una funcién no creciente del precio de ejercicio.

CE) = C(E;)) si E, 2z E,
Compra de C(E,) y venta de C(E,)

- 8i C(E,) y C(E;) son los precios de dos Call con precios de ejercicio
respectivos E; y E,, se tiene que 0 = C(E,) - C(E;} s E, - E,
Compra de C(E,), venta de C(E,) e inversién al tipo de interés sin

riesgo por un valor de E,-E,; .

- El valor de un Call es una funcién convexa del precio de ejercicio.
Si E = AE; + (1-A)E, C(E) = AC(E,) + (1-A)C(E,)
Es posible comprar Call con la misma distribucién que la parte derecha

de la desigualdad, y vender la parte izquierda.

‘
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= El valor de un Call es una funcién no decreciente de la fecha de ejercicio.
c{T) = CT) si T = T;s
compra por C(T) y venta de C(T,)

- S6lo es interesante ejercer una Call en la fecha de ejercicio o justo antes
de un reparto de dividendos. Es una consecuencia inmediata de la segunda

proposicién.

- Si en algin momento resulta favorable el e Jercicio anticipado de una call,
también lo es de todas aquellas que tengan bien wuna anterior fecha de
ejercicio, bien un precio de e jercicio menor. Es consecuencia de las

proposiciones anteriores.

Opciones de venta
En general las relaciones de paridad entre las opciones de compra y de
venta justifican, a partir de las relaciones anteriores, las restricciones que

Se exponen a continuacién sobre el precio de una opcién de venta P.

-E-S=P=E
-0=sP

-Px2D +Frt-g

El valor de una Put es una funcién no decreciente de:
- precio de ejercicio,
- fecha de ejercicio
- precio del activo subyacente

= El valor de una Put es una funcién convexa de:

- precio de ejercicio

- precio del activo subyacente

- Si E; < E, son dos precios de ejercicio E, - E;, 2 P(E;) - P(E))
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- Si en algin momento resulta interesante ejercer anticipadamente una Put,
también se deben ejercer todas aquellas que tengan un precio de e jercicio o

una fecha de ejercicio anterior {y el resto de las condiciones idénticas

3.3 VALORACION DE UNA OPCION DE COMPRA; MODELO DE BLACK Y SCHOLES

En el afio 1973 Black y Scholes en su articulo " The pricing of options
and corporate liabilities" propusieron la férmula que se describe a
continuacién para la valoracién de una opcién de compra europea sobre una

accidn que no reparte dividendos en el periodo considerado.

En primer lugar suponian que el precio de la opcién depende del precio
de la accién subyacente y del tiempo a traves de una funciéon F{s,t) dos veces

diferenciable con continuidad respecto a s y una respecto a t.

- W(t)=F(S(t),t)
S(t)=Precio de la accién
W(t)=Precio de la opcién
W(0)=0 y W(T)=max { 0, S(T)-E }

siendo T y E la fecha y el precio de ejercicio respectivamente.
- El precio de la accién esta determinado por la e.d.e.

ds(t) = u(t,S(t))dt + «(S(t),t))dB(t) S(0)=S,
¥ correspondientemente la variacién en el precio de la opcién sobre la accién

vendra dado por

1
dW[t)m[Ft(S(t],t)+p(S(t),t)FS(S(t),t)+£o‘2(S(t).t) Fes(S(t),0)] dt

+0(S(t),t)F4(S(t}t)dB(t) = pydt + oy dB(t)

- Se considera una cartera que en el instante t estd formada por N(t)
acciones, N,(t) opciones de compra sobre el mismo activo y Q(t) es el valor de
invertido en un activo sin riesgo que proporciona un interés r(t). Si

P(t)=Valor de la cartera en el instante t
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P(1)=N, (t)S(t)+N,(t)W(t)+Q(t) (3.1}

Se considerard que los cambios de composicién de la cartera son lentos

en funcién del precie de variacién de ésta ( dN,(t)=dN,(t)=0 )

- dP(t)= d(N,{t)S(t)) + d(N,(t)W(t)) + dQ(t)

aplicando la regla de diferenciacién del producto

d{N,(£)S(t))= S(t)dN,(t) + Ny(t)dS(t) + dN,(t)dS(t) = N,(t)dS(t)=
N ([ u(t,S(t))dt + o(S(t),t))dB(t) ]

d(N(1)W(t))= W(L)dN,(t) + N (t)dW(t) + dN,(t)dW(t) = N,(t)dW(t)=
N,(t}dF(S(t),t)

usando la transformacién de Itd en la ultima expresion
d(NL (Wt D=N,(t)[ pydt + oEdB(t) ]
dQ(t)= Q(t)r(t)dt
- agrupando las expresiones

dP(t) =
[ Ny (Oult, St))4+N,(thy, + Q(t)r(t) 14t + [N, (t)e(S(t),1)) + Ny(tley] dB(t)
= uPdthdB(t) (3.2)

la expresién 3.2 bajo los supuestos citados constituye la base para la
determinacién de la funcién F(s,t), la hipétesis fundamental es que es posible
formar una cartera equivalente a la dada cuyo rendimiento es igual al tipo de

interés sin riesgo
dP(t)
—— = ri{t)dt ,
P(t)

usando 3.1

dP(t)=P(t)r(t)=(N,(1)S(t)r(t) + (NL(W(Dr(t)) + Q(tr(0))dt
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3.2 queda

0 = [ N{(Uu(t,S(1)) + Nythuy - Ny(£IS(H)r(t) - NL(t)W(Dr(t)ldt +
IN{()e(S(1),£)) + N,(t) o] dB(t)

por tanto
Ny (t)[p(t,5()) - S(r(t)] = NUOIW(EIr(L) - gy (3.3)
N;(t)e(S(t),t)) + Ny(t) op=0 (3.4)

3.3 esta indicando que si la tendencia (al alza) de! precio de la accién es
mayor que el rendimiento sin riesgo del su valor, el precio de una opcién
sobre dicha accién debe ser tal que la tasa de retorno sin riesgo de la opcién
sea superior a la tendencia en el precio de la opcién. En efecto, la compra y
venta de opciones se fundamenta en espectativas de signo contrario sobre la
evolucién del precio del activoe subyacente, la accién. Si el precio de ésta
estuviera perfectamente determinado, un contrato justo seria aquel en que el
ejercicio de la opcién traerfa como consecuencia una ganancia igual a la prima

pagada, y por tanto un beneficio/pérdida global nulo/a. Pueden ocurrir:

u(t,S(t)) Hy

- ——— > r{f) > ——
S(t) Wit)
ult,s(t)) By
fi- —mm < pr(t) € ——
S(t) Wi(t)

fii- p(t,s{(t))=r(t) S(t) entonces
My=W(t)r(t) 6 Ny=0

i y ii de acuerdo con la idea anterior sitian de forma relativa los
comportamientos deterministas de la accién y la opcién, por su parte el papel
que juega el tipo de interés en la férmula es el de evitar situaciones
absurdas en las cuales la inversién no tuviera sentido o se permitiera el
arbitraje, fundamentando la iltima aseveracién en la hipdtesis de que es

posible obtener prestamos al tipo de interés sin riesgo.
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- La siguiente suposicién que se efectua es sobre la distribucién del precio
de la accién, se cuenta con que en el periodo de vigencia de la opcién no se
reparten dividendos y esto repercute en que no hay cambios bruscos en el
precio, lo que junto a consideraciones de cardcter empirico, induce a
modelizar el precio de la accién a traves de un movimiento browniano

geométrico de parametros pu y ¢ constantes
ds(t) = g S(t))dt + ¢ S(t)dB(t) 5(0)=s,

Si ademds se considera que la composicién de la cartera permanece inalterable
hasta la fecha de ejercicio y la tasa de retorno del activo sin riesgo es

constante en ese lapso de tiempo se tendra que 3.3 y 3.4 se transforman en

NS g - r] = NIWtIr - gy (3.5)
N;o S(t) + N, ¢, = O (3.6)

Despejando en 3.5 y 3.6 se tiene

p-r  Hw-W(t)r

c Cw
sustituyendo W(t)=F(S(t),t), uy y oy se llega a la ecuacién diferencial

determinista

I
S o7S(t) Feg(S(t),t) + 1 S(LF(S(t),t) + Fy(S(t),t) - rF(S(tht) = 0  (3.8)

con condiciones F(S4,0)=0 y F(S(T),T)=max { 0, S(T)-E } (3.9)

Para resolverla se hace el siguiente cambio de variable

Y(X,v)=e"TYF(s, 1)
2 0_2 S o'z
X=—(r - =)log = +(r - —)NT-t)]
0_2 2 E 2
2 crz
v=— (r - —)4T-t)
02 2

‘
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con lo que la condicién inicial se transforma en

2
-
Y(X,0) E( exp{ - 1) X=0
2r-o
0 X<0
dY dY dX dY dv rreydY 2 o
* —=——+ — — ; de donde Fg = ¢ — — (r - )
ds dx ds dv ds dx c_z 2
dv &y d% [ax)z  dy 4%
¥ como —=0, — =— |—| +__ de donde
ds d52 dx2 ds dx dsz
e ¢ 4Y f2 o 1]z ar | 2 o 1
Fge= € {——(r-—g +E —-—(r—?)— }
dxz 0‘2 2 0,2 Sz
dY dY dX dY dv I T-1) dY dX
* =+ — de donde Fi-rF = e {
dt dx dt dv dt dx dt

Nl -

dY dv

———

dv dt

(3.10)

Sustituyendo todas las expresiones anteriores en 3.8 y simplificando se tiene

d®y dy

dxz dv

la ecuacidén

Por otro lado se tiene que la solucién general del problema de contorno

2
du 2 ndu
—=a Z— con ug(0)=f(x) es
dt d 2

i 9%y

(x,-05)°

u(t)= If‘(a)exp{- E

2admt)™ :

4a’t
Rl'l

planteamos se reduce a
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w0 2 )
Y(X,v)= J- E [exp{(X+qE) T }-1] exp(- q_}dq
-X 2r-¢° 2

{2v

aplicando la transformacién inversa se tiene la férmula de Black ¥ Scholes

W(t}=F(S(t),t) = S(tIN(d) - E e ¥ N(d,)

siendo N(x) la funcién de distribucién de una variable aleatoria normal de

parametros Q0 y 1, y

S(t) o’
log— + (r + —{T-t)
E 2

Otro método alternativoe de derivacién de la férmula se tiene
considerando que el inversor adopta una actitud de neutralidad ante el riesgo,
y por tanto la rentabilidad esperada de la opciéon a su vencimiento es igual al

tipo de interés sin riesgo, es decir

F(S(t), t}=W(t)=e T

E[W(T)I,
teniendo en cuenta la relacién entre el precio de una accién y el valor de la
opcién en la fecha de ejercicio, y la distribucién del precio de la accién se

llega al mismo resultado.

3.4 OTROS METODOS DE VALORACION DE OPCIONES
Las iltimas técnicas de valorar opciones se fundamentan en distintas

suposiciones sobre los elementos que determinan el precio de la misma.

Es evidente que el activo subyacente es un elemento determinante a la
hora de determinar el precio de una opcién, y también lo es el hecho de que la

distribucién de probabilidad de éstos variard de uno a otros, de modo que en
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algunos casos el valor asignado por el modelo desarrollado originalmente por
Black y Scholes se asemejara al valor real, mientras que en otros no tendra

siquiera sentido el plantear la situacién con dicho esquema.

Otros elemento determinantes seran las distintas consideraciones que se
puedan hacer acerca de parametros como la volatilidad del activo subyacente o

la tasa de interés.

Se tratard con tres tipos de activos, que presentan claras diferencias
entre ellos, acciones, bonos y divisas, y que en su conjunto se han

considerado suficientemente representativas.

Se supondra en general que el coste de almacenamiento es nulo, b = 0O,
comentandose en cada situacién las hipétesis que se asumen, o las variaciones

respecto a casos tratados con anterioridad.

Como norma general se parte de suposiciones gue garantizan un buen
funcionamiento del mercado, éstas mediante distintios argumentos conduciran a
una ecuacién en derivadas parciales de sgundo orden, cuya resolucién teniendo
en cuenta las restricciones naturales que se imponen sobre el precio del
activo, proporciona, de forma cerrada en algunos casos y formaimente en otros

el valor buscado.

3.4.1 El activo subyacente es una acecién

ELASTICIDAD DE ] A VARIANZA COMNSTANTE-?

En el contexto que usaron Black y Scholes para la valoracién de una
opcién sobre una accién se asumia que el precio de esta ultima seguia un
movimiento browniano geométrico cuyas media y varianza infinitesimales eran
consideradas  constantes. Sin embargo diversos estudios de caracter empirico

refutan esta suposicién. Se buscan, por tanto, modelos que se adecden a la

2

X
Se define la elasticidad de una funcién y=f(x) como e(x)=f'(x)—
y
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variabilidad detectada en la varianza. Se propone utilizar el siguiente

proceso para describir la variacién en el precio del activo subyacente

ds(t) = S(t)pdt + oS(t)™dB(t)
que para m=l coincide con el caso estudiado. El resto de las hipétesis

permanecen inalteradas.

En gran parte de los estudios realizados para analizar el modelo se
coincide en el mayor poder predictivo del caso en que se toma la elasticidad
de la varianza constante, y en que en un porcentaje significativo de los casos
m<l, encontrando por otra parte que el valor de m dif iere considerablemente
segin el activo subyacente con el que se trate. Analisis que motivan el

estudio del modelo para m<1 3,

Llamando F(t,S) al valor de una opcién de compra en el instante t cuando

el activo toma el valor S se tiene que la variacién de éste viene dada por
1

dF(t,S) = [Fy(t,S) + pSF,(t,S) + = ¢°S™ F, (1,S)] dt + oS™F(t,S) dB(s) .
2

bajo el supuesto de una tasa de interés constante r, de que la accién no
produce dividendos..etc , es posible -de forma absolutamente andloga a la
empleada por Black y Scholes en su modela original- formar una cartera que

elimine el riesgo, obteniendo que precio de la opcion debe ser la solucién de

1
Ft+uSFs+-éo~282mF -rF =0

sujeta a F(T,s) = max{S(T)-E, 0}

Usando el resultado 2.12, se tiene que la solucién de la ecuacidn es

Beckers, Cristie y otros autores estudiaron por separado los mejores
estimadores para m, coincidiendo en que en largos periodos de tiempo- un afio
dia a dia, 60 afios quincenalmente, respectivamente ambos sobre diversos
activos- valores de m<l proporcionaban el me jor ajuste.
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-r(T-t)

F(t,S) = e E[ max{S(T)-E, 0} / S(t) = s]

Por tanto para evaluar la expresidén anterior es necesario calcular

o0

I(S(T)-E)p(S(T)/S(t)=s]dS(T) . (3.11)
E

La ecuacién del pasado de la e.d.e que rige el proceso es

122
0 = p, + EO"Smpss*»uSps

p = p(S(T}, T,s,t) cuya solucién es

p(S(T),T,s,t) = 2(1-m)KYxw' *™)¥ % x*W Iq(2«|xw)

con
1
q= ’
2(1-m)
r
K = ,
o2 (1m)[ 2" ImIT-t)_
x = KSZr(l--mll(T-t) )
w = Ks(T)y?" ™ |
yld
y a 2
Iq(y) = |- z —— es decir, la funcién modificada de Bessel de
2 {g+j+1) j!

J=0
primera especie y orden g

sustituyendo en 3.11 y haciendo el cambio z = KSZﬂ_m}= w, se obtiene
] [+
9,2 9,2
—Gerw} | W T —leew | X
Ft,S) = s [ ™= el dz - ge ™ [ el a
b4 w
¥y y
con y = KEZ(I_m).
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El integrando de la primera integral es la funcién de densidad de una xf‘:
no central evaluada en el punto 2w, con parametro de la centralidad A = 2x, ¥y

2 + 2q grados de libertad 4, la segunda también corresponde a la funcién de

densidad de una xﬁ en el punto 2x, con pardametro de la centralidad A = 2w ¥y

los mismos grados de libertad.

Llamando Q(x,n,A) al complementario de la funcién de distribucién de una

x: no central con parametro de la centralidad A se tiene que

F(t,S) = s Q(2w, 2 + 2q, 2x) - E e "T"%) (2%, 2 + 2q, 2w)

2k-1
Es trivial comprobar que si m = E{-— para algin keN k=2 la férmula de

valoracién se puede expresar como

F(t,S) = s Q(2w, 2 + 2q, 2x) - E e " Q2w, 2 - 2q, 2x).

VARIANZA ALEATORIA

Otro enfoque para soslayar el problema de la no estaticidad de la
varianza parte de la consideracién de la misma como otro elemento aleatorio

cuya distribucién vendria dada por

do(t) = g, (t)dt + w(t)nol(t} dB,(t)

el precio de la accién se sigue tomando como en el apartado anterior

4

La funcién de densidad de una xﬁ con A= pf+ +u!2, el pardmetro de la
g2 1/2(n+)-1), |
centralidad es fly) = z
on/2 . 1 o 2],
j=0 F(En + j) 274
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ds(t) = S(t)udt + ¢S(t)"dB(t)

con dB,(t)dB(t) = pdt siendo p el coeficiente de correlacién entre las

variables B,(t) y B(s) con t = s, en otro caso se suponen incorreladas.

Si el precio de un Call es funcién del tiempo, del precio del activo b'g
de la volatilidad del mismo, F (1,S(t),e(t)), aplicando la versién simplificada

de la regla de ItSé se obtiene

1 1,

dF = Fydt + F dS + Fydo + Eo'zsszssdt +5 9 s

Foodt + Fog 0 ' S™ op dt

Se supone ahora la existencia de un activo, quiza una combinacién de activos,

cuyo precio R se rige por la ecuacién

n
dR = Ryy dt + ogR dB,(t)
es decir, existe un activo cuya estructura de precios es idéntica, salvo

parametros, a la de la varianza de la accion.

Se forma a continuacidén una cartera mediante la compra de una accién, la

1
venta de — Calls sobre la accién y la compra de k unidades del activo P.

Fs
1 ogof
Si k = = Fe se tiene que el valor de la cartera en el instante t,
n
S eg R
P(t), es
n
1 1 o
P=S-—|F - Fe
Fg Fg O‘RRn-l
y dP = ppdt,

Ya que con la combinacién escogida el término op Se anula. Se tiene entonces
que en un mercado en equilibrio dP = rPdt = Hp dt, de donde se obtiene la

ecuacién de valoracién
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1 1
Fo +rS Fy - rF + o™ F, + e + ——(r - pp)) Fo + — 02 S F +

2 ng-1 2
Fop o n ™ op =0 (3.12)
con

F(T,S(T),o(T)) = max{ S(T)-E, 0 } .

Otro modo de obtener una ecuacién para la valoracién hubiera sido
formar la cartera sin tener en cuenta el activo que se comporta como la

varianza, y suponer a cambio que el riesgo es completamente diversificable, lo

dv
que supone que en equilibrio Ef—] = rdt. Se obtendria en tal caso la ecuacién
v

2.2m IZZH

1
Fu +rS Fy - 1F + oS Fas + 10 Fo + - 07 S Foo + For 00 S® gp = 0

con F(T,S(T),e(T)) = max{ S(T)-E, 0 ). (3.13)

Si pp =, o =0, n =1, R = yo para alguna constante ¥ (situacién
que se interpreta como que la volatilidad es un activo negociable), las
ecuaciones 3.12 y 3.13 coinciden salvo la sustitucién del término i, por roc.

Es obvio que si ¢; = O ambos supuestos conducen a la misma ecuacion

1 2.2m
Fy +rS F, - rF + 50* S5 Fgg + 4,0 Fgo = 0 (3.14)

con la misma condicién inicial.

Todavia no se ha encontrado una solucién analftica general de ninguna de
estas tres ecuaciones. Se dara la solucién de B2 en el caso en que m=n=] y

p=0. Aplicando el resultado 2.7 se llega a que la solucién es

F(t,S(t),0(t) = e-TT-t) I max{S(T)-E}p(S(T),o(T)/S(t)=s,0(t)=c)dS(T)do{T) =

[RZ

=er{T-t) J' max{S(T)-E}p(dS(T)/S(t)=s,c(t)=0).
R
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El problema es encontrar p(S(T)/S(t)=s,0(t)=¢) partiendo de las

ecuaciones que siguen S y o, y de que dB y dB, estan incorrelados.

Considérese la ecuaciéon diferencial estocdstica que determina la
distribucién de S(t) en el caso en que o(t) es una funcién determinista,
usando el teorema 2.6.4 se tiene que la solucién de la ecuacién lineal

homogénea con que se trabaja es,

2
o (s)
S(T)} = S(t) [exp{ p(T-t) - —z—ds + J. o(s)dB(s)]

t t
Se trata, por tanto, de un proceso cuya distribucién es lognormal con

media, m{T) = S(t)eMT-t) y varianza,

T
V(T) = s%t) exp { I o*z(s)ds}, de modo que la dependencia de la varianza se

t
da a traves de la varianza media en el intervalo {t,T)

) T
o =— I o2(s)ds .
T-t
t
[+4]
La integral J.(S(T)—E‘.)p(S(T)/S(t)=s,o‘(t)=o*)dS(T) se puede expresar como
E

(S(T)-E)p(S(T),6/S(t)=s,6(t)=¢)dS(T)do

|

]~ 8

= Insmzs,&} p(6/S(t)=s,0(t))do (3.15)
o
con I(S(t)=s,c) = J(S(T) - E)p(S(T)/S(t)=s,0)dS(T) resultando esta dltima

E
expresion, gracias a la observacién anterior acerca de la distribucién de

S(t), la misma que se calculé para evaluar una opcién de compra en la idea

original de Black y Scholes con varianza o’ » por tanto, 3.15 queda

156



Ca-P-LtJJl-O—S-:—A-pvl-i-eaei-m—fhmm.ieras, vaioracion de opciones

o0

I[S(t)N(dl) ~ EeTTUN(d,)] plo/S(t)=s)do
0

) o
log— + (r + =)(T-1)
g 5 —
con d, = yd, =d1—~10‘(T~t)

JE‘Z(T - 1)

Hasta ahora no se ha conseguido determinar una expresién analitica de la

distribucién de o/S(t), bero si es posible determinar cuantos de sus momentos

queramos, lo que permite tras expandir I(s,0) en serie de Taylor alrededor de

Su esperanza aproximar, con el grado de certeza deseado, el resultado final.

3.4.2 El activo subyacente es un bono
En el modelo de valoracién de opciones de Black y Scholes con el fin de

obtener una solucién exacta del problema se asumen algunas hipétesis de
cardcter bastante restrictivo. Entre ellas destacan la consideracién como
constantes de parédmetros que en buena légica deben variar con el tiempo y
ademas de forma aleatoria. cabe destacar la volatilidad del activo subyacente
¢ y la tasa de interés. Un intento de extrapolar las condiciones del modelo
para valorar opciones sobre otro tipo de activos, podria suponer un chogque
frontal entre las restricciones que se imponen en el entorno de Black y

Scholes y las caracteristicas inherentes al propio activo.

En el caso que se estid considerando el valor de un bono depende
esencialmente de la tasa de interés y del tiempo hasta su madurez. Dado que el
tiempo de vida de los bonos puede llegar a ser muy largo, no tiene demasiado
sentido considerar el valor del mismo dependiente de una tasa de interés

determinista y constante en el tiempo.

Se considerard que el valor de un bono S(r,T) es funcién de la tasa de

interés r(t), y de r=T-t el tiempo que falta hasta su vencimiento.

Para obtener una férmula de valoracién de un bono se asumen las

siguientes hipétesis sobre el mercado:
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- Los precios de los activos con que se trabaja siguen una distribucién

dada por un movimiento browniano geométrico de parametros a;,0 constantes a

lo largo de la vida del activo.

-~ Se asume que la tasa de interés sigue un proceso de Ornstein Uhlenbeck
de la forma dr = alry-r)dt + odB(t)

donde r, se interpreta como la tasa media observada y el parametro "a es la

velocidad de cambio de sentido de la tendencia.

- Los individuos tratan de maximizar su utilidad esperada a traves de una
funcién de utilidad de 1a forma u(d,t)=f(t)log(d), donde d representa las

reglas optimas de consumo.

A partir de estas hipétesis Dothan, Merton y otros obtuvierén una
relacién que asegura que en un mercado como el descrito la tasa de retorno
esperada de los bonos y opciones sobre bonos con que se comercia (@), debe ser
una funcién lineal de la forma

o-r

— = -3 (3.16)

~

-
donde ¢ es Ia volatilidad de la tasa de retorno del activo y A es una

constante que representa el coste del riesgo en ese mercado, que se supone

igual para todos los contratos sobre bonos que se negocian.

Aplicando el lema de Ité a S(r,t) se tiene que
1,
dS= (Eo‘ S”_ + alry-r)S, - S, )dt + oS, dB(t}

de donde

c= (3.17)
S

Se supone ademds que el bono paga dividendos con una tasa continua dada
por h(r,t). Entonces, puesto que, en un mercado en equilibrio el retorno
obtenido por el bono en un instante de tiempo debe ser igual que su tendencia

infinitesimal, se debe verificar
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. 1
(@ S - h)dt =( —¢’S_ + alry-r)s, - S )dt (3.18)
2 rr

de 3.16 y de 3.17 se tiene que « S = rS - AcS,, sustituyendo en 3.18 se

obtiene la ecuacién que resuelve el problema

S+ lalrgr)S, + Ac] -rS - S; +h =0 (3.19).
rr

Né"-‘

Si suponemos que el precio de todos los contratos derivados de los
bonos, Ul(r,t), s6lo depende del tiempo y en ultima instancia de de la tasa de
interés, razonamientos idénticos a los anteriores conducen a que U(r,t)
verifica la ecuacién 3.19 con la condicién Ulr,T) = g(r), donde g(r(T)) es el
pago final que realiza el contrato U, que evidentemente sera distinto para
cada modalidad que se considere. Ademas dependiendo de la naturaleza de los

mismos pueden aparecer otras condiciones iniciales o de contorno

En los siguientes resultados se obtiene una expresién para valorar un
bono y una solucién general de la ecuacién 3.19. Solucién que se podra

determinar en funcién del precio de los bonos.

VALOR DE UN BONO
Sea S(r,t,s) el precio en el instante t de un bono que vence en T=s
cuando r(t)=r y que no produce rendimiento anticipado. Se qobtiene como la

solucién de 3.19 con g(r)=l1 para estandarizar.

Proposicién 3.1

La solucidén del problema
1
Ecr?‘U + [alry~r) + AclU. -rTU + U; + h =0 5 (3.20)
rr

con U(r,T) = g(r)

es

5 Nétese que Up=-U; 7 = s-t

159



Capitulo 3: Aplicaciones financieras, valoracidn de opciones

T
Ulr,1) = S(rt,T) ElgR(r,t,shH] + I 3(r,t,s) E[h(R(r,t,5),5)] ds (3.21)

T
con R(r,t,s) una variable aleatoria normalmente distribuida de media

d
-—S8(r,t,s)
d

s
f(r,t,s) = ————— , y varianza
S(r,t,s)

v2(t,s) = Var(r(s)/r(1)).

- Observando que el proceso con el que tratamos es un caso particular de las
ecuaciones diferenciales estocasticas lineales, es posible aplicar la fdrmula

general de resolucién de tales ecuaciones, obteniéndose
T

r(T = r e 7Y & - Y) 4 g I e dp(s) (3.22)

t
se trata por tanto de un proceso gaussiano con media

-a({T-t)

Elr(T)/r(t)=r) = r &7 & r(1-e ) = m(r,t,T)
y varianza
o2
VIr(TI/r(t)=r) = —(1-¢ >") -
2a
Ademis
1
S(r,t,s) = exp { 5 k°(t,s) - n(r,t,s) ) s>t (3.23)

f(r,t,s) = m(r,t,s) - ql(t,s)

con

~2a

o4t - T 4 231 - 3)

K(t,s) =
2a3
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—a'l'.')

a
(F_FO-A—)(I“
a

o
nir,t,s) =t(ry, + A=) +

a a
- o -
m(r,t,s) = re *" + (ro + A )1 - 77
a
o (1 - ™)
q(t,s) =
2a2
Demostracién
Se considera el proceso r(t) determinado por
dr = (ary + Ac - ar)dt + odB(t)
1
Usando 2.7 para Lu = 5"'2“1.,. + (argtAc-ar)u. - ru + h
clr,t) = -r,  #(X(T) = g(r(T)), flxt)= - hir,t)
se tiene
T
U(r,t) = E[Z(t,T)glr(T)) - J- h(r(s},s)Z(t,s)ds /r(t)=r ] (3.24)
t
Z(t,s) = exp {-Y(t,s)}
s
Y(t,s) = J- r{u)du
t

para calcular la esperanza es necesario conocer la distribucién conjunta de
las variables r*(t) e Y(t,s). Del teorema 2.6.2 se sabe que si la condicién
inicial X(0) de una ecuacién diferencial estocastica lineal se distribuye
segin una normal, o es constante, la solucién de la ecuaciébn es un proceso
gaussiano. De tal manera que log(r(t)) y log(Y(t,s)) se distribuyen
conjuntamente como una normal bivariante Cuyos parametros habra que

determinar.

Conocemos la media y la varianza de r(t)/r(s), ademés r(t) e Y(t,s) se

pueden tratar conjuntamente sin mas que considerar la ecuacién

r(s)| _ ||-a Of|r(s) ar c r(t)| _ |r
B - (F ] - (2 Bl o i) -
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cuya mairiz fundamental es

e—a(T—t) o
¥T) = ~e 2Tt . De la resolucién general de ecuaciones lineales
1
a
tenemos que
o T | (1T
r
=Ir - To 1o —alT— To -
[Y(T)] Fl=e Tty , Oealt-0y  -aiT-ty2 | ro(T-t) - LTy
a a a
T o‘en(s—t)
+ (T j a0, | 4BS)
—(1-e )

t a

Por las propiedades de los momentos de la integral estocastica se tiene

que

ElY(t, T)/r(t)=r] =[5 _ ©

a a

-alT-t}
e

(1- ) + rp(T-t) = nlr,t,T) ,

del mismo modo
Var[Y(t, T)/r(t)=r] = k2(t,T).

Finalmente usando el resultado dado por la ED20 se obtiene la expresion

) . X r(t) r(s) _
de la matriz de varianzas y covarianzas entre [Y(t)] ¥y [Y(s)]’ que para T = s

= t permite obtener

cov(r{T),Y(t,T) = q(t,T)

Ahora por el resultade 2.12 sabemos que

T
ute,t) = E, fe " Vgr(m + [ nir(ere™ V)
t
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Llamando Gy(r,t} a la funcién generatriz de una variable con distribucién

normal con los parametros descritos anteriormente en t = -1 se tiene

exgz”n(rstn T)

Gy(r,t) = = S(r,t,T)
Lo
Ie-Y(t,T)P(Y(T)’r(T)/r(t)=r)dY(T) - GY(["t)P(I‘(T)/Y(t),r(t))
-0

siendo el ultimo término la funciéon de densidad de una variable normal con

media m-q = f y varianza vz. El resultado queda ahora probado sin mas que
permutar el orden de integraciébn en 3.24 y sustituir las dos dltimas
relaciones observadas. Si se aplica a h=0, g=1 y T=s se obtiene el valor de S

conforme a lo propuesto.

VALOR DE UNA OPCION DE COMPRA SOBRE UN BONO

Como aplicacién inmediata se obtiene una férmula de valoracién de una

opcidén de compra sobre un bono.

Supdngase que la fecha de ejercicio de la opcién es anterior al
vencimiento del bono -En caso contrario habria un intervalo de tiempo en el
cual el precio de la opcién seria conocido y constante, y sin embarge no se
podria ejercer, naturalmente en el caso de opciones europeas-, se Ssupone
también que no se pagan dividendos, h=0, y que el precio pactado de ejercicio

es E.

Sea S*(t,s) el valor en t de un bono que vence en s>t, dependiente del

valor aleatorio que pueda tomar r(t).

Si Ulr,t) es el precio de una opcién de compra en las condiciones

descritas cuya fecha de ejercicio es T, se tiene sin mas que aplicar 3.21 que

Ulr,t) = S(r,t,T)Elmax{0,S*-E}]. (3.25)
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1
Ademéas de 3.23 se tiene que log S = Ekz(t,s) - n(r,t,s) puesto que se

trata de una funcién lineal en r(t), s* se distribuye lognormal.
Usando de nuevo 3.21 para determinar el precic de un bono, se toma

g(r)=s*(r,T), y resulta S(r.t,5) = S(r,t,T) EIS*(r,T)] (3.26)

~a(T- Var{r)
Por otra parte Var(n(r,t,s)) = (1-e*(T"t)?

2
a

2 V(t,T)

2
a

De 3.26 y 3.27 queda perfectamente determinada la distribucién de S*,

= (1-e2TY) = Var(logS*) = c'g* . (3.27)

tras resolver 3.25 el valor de Ia opcién queda

Clr,t) = S(r,t,S)N(h) - E S(r,t,T) N(h - o_*)

S(r,t,5)
log { ———
Sir,t, T)E o.*
con h = + .
o 2

La férmula asi obtenida es es completamente anidloga a la calculada por

Black y Scholes, el punto de partida es una variable lognormal, S(r,t,T) hace

~r{T-1)

el papel de e » ¥ en cada caso se usan las correspondientes varianzas

que son obviamente distintas.
Este mismo resultado permitiria determinar el valor de opciones més

complejas, en las que el activo subyacente fuera una cartera formada por

distintos tipos de bonos.
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VALOR DE UN FUTURO SOBRE UN BONO
En el mercado de futuros se observa una diferencia fundamental respecto

de otro tipo de contratos, y es el hecho de que para negociar con futuros no
€S necesario una aportacién inicial, situacién que modifica la relacién 3.16
transformandola en a = Ac, esta consideracién junto con que no se repartan
dividendos conduce de idéntica forma que en el caso anterior a la ecuacién que
debe verificar el precio de un futuro sobre un bono, ésta coincide con la
anterior salvo que los términos h ¥y rU desaparecen de 1la expresion

transformandose en
1
Eo*ZU" + lalrg-r) + AclU, + U =0

sujeto a Ulr,T) = S(r,T;,T) ¢

donde Tp es la fecha de vencimiento del contrato de futuros T < T.
Aplicando 2.12 se tiene que la solucidén es

U(r,t) = E[S(r, T, T)/r(t)=r] (3.28)

Usando la relacién 3.23, la expresién anterior se transforma en

Ac
(rg + —)
15 o a ~a(T-Ty)
Ulr,t) = lexp{ k“ - (T - Tedrg + —) + —— (1 - ¢ FOl-
2 a a
El explo(l - ™), /n(t)=r] (3.29)
a

se debe por tanto calcular la densidad de transicién de r(t) a r(T), de la

relacion 3.22, se tiene que resolviendo la integral

1 s —alT— 1
exp{—(l - e (T Wy~ (s -~ m(t))® }ds

R {znv(emy) 2 2Vir(T)

Condicién algo diferente de la que se imponia cuando se consideraba una
tasa de interés determinista. La relacién expresa que el precio de un futuro a
su vencimiento debe coincidir con el precio de los bonos en dicho instante.
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¥ efectuando el producto que se indica en 3.29 se obtiene la solucién, que

tras agruparla convenientemente resulta ser

Ulr.t) = e-x(t)r - ¥Y(t)
X(t) = F(,T) - F(t,Tg)
1 —alt~
F(t,s) = — (1 - 2t S))
a
Ac o o’ a 2
Y) = (rg + — - — )T - Tp - X(t)) - — ( X(t) - = X(t)? -F(T,,T))
a 2 2 2
2a 2a

VALOR DE UNA OBCION DE COMPRA SOBRE UN-FUFURO-(SOBRE-UN-BONO )

la ecuacién 3.19 proporciona también el valor de una opcién de compra

cuando el activo subyacente es un futuro sobre un bono. En la valoracién de
este activo intervienen tres fechas clave, T vencimiento del bono, Tg
vencimiento del futuro, y Tc vencimiento de la opcién. Para que la situacién
mantenga su sentido debe darse T > Tr > T.. La condicién de contorno que se
impone es U(r,T;) = max{¢(r,T)) - E, O} , para ¢ el valor del futuro en el

instante de vencimiento de la opcidén.

Aplicando de nuevo la pProposicién 3.1 se llega a

U(r,T¢) = H(r,t)N(h) - E S(r,t,T;) Nth - c,)

H(r,t)
log ( —— )
S(r!t’Tc)E O"p
con h = + -
o, 2
1 o2 A
op = X(THVIr(T)) = = ( 20 TR _ gmatte-D, (1~ 2TV
a a
o2
H(r,t} = S(r, T, T)g(r, thexp{—X(T) (1 - e To)2y
2
2a
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ELASTICIDAD DE LA VARIANZA CONSTANTE

Una de las criticas mas so6lidas que se hace a este modelo de valoracién
es la incenveniencia del proceso que sigue la tasa de interés, si bien la
media eldstica responde a los objetivos de impedir alejamientos bruscos de la
tasa observada dependiendo del valor que tome el pardmetroc a, no es menos
cierto que también los impide en un largo periodo de tiempo, lo que resulta
inconsistente si se tiene en cuenta que con activos que se negocian a largo
plazo la tasa de interés puede evclucionar hasta alcanzar puntos muy alejados

de los originales,

Por otra parte si se estudia el comportamiento del proceso en el punto
=0 , se observa que éste es un punto alcanzable? y por tanto, con
probabilidad positiva la tasa de interés podria tomar valores negativos. Es
posible conseguir que esta probabilidad sea tan pequefia como se quiera en un
margen de tiempo prefijado, pero ello a costa de mantener el proceso cerca de

su origen.

Se encuentran enfrentados dos aspectos importantes, por una parte la
adaptabilidad del proceso al fenémeno que describe, y por otra las posibles
incongruencias debidas a su formulacién matematica. Se busca otro modelo cuyas
caracteristicas sean, a priori, mas adecuadas para modelizar la evolucién a

largo plazo de r(t). Se propone escoger entre

dr = alrg-r)dt + or dB(t)

para algin valor de m que lo haga adecuado a los objetivos buscados.

El mismo proceso que llevd a la determinacion de la ecuacion 3.19

conduce a

1
Ecrzr or + (alrg-r)#aer™)Up + Uy - Ur * h =0 (3.30)

con U(r,T) = gir)

7 E! comportamiento del proceso en se estudia a partir de las cantidades
L, y L, definidas en la seccién 2.4.
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para determinar contratos que se derivan de los bonos, excepto cuando se trata

de futuros que se valoraran como la solucidén de

1
Eo-zrszn. + (alrg-ri+aor Wy + Uy =0 (3.31)

con U(r,T) = S{r,T,T).

Si se supone h=0, aplicando el resultado 2.12, la solucidén de 3.30 es

T
Uir,t) = Elg{r(T)expl|ris)ds}/r{t)=r]

t
Para enconirar la esperanza es necesario determinar las probabilidades

de transicién. De la aplicacién de los métodos usuales de resolucién de
ecuaciones en derivadas parciales -separaciéon de variables, y expansién en

serie de potencias- se concluye que sdélo es posible encontrar una solucién no
i+z 1-z .

degenerada para valores de m de la forma m = —, m = —._ Como anteriormente

se habia mencionado, el interés del andlisis se centraba en los casos en que

1
m<l, lo que conduce a la consideracion del caso m = — .

En este case la densidad de transicidgn de r(T) resulta ser

/2

plr(T)/rit=r) = ke ™2} 1w .
X

Aplicande los resultados anteriores se obtiene el precio de un bono como

S(r,t) = A(t,T)e-rB(t’T)

con

1 a+A+y _
At T) = |——— C(L, T} = ——— (T
1+C(t,T) 2y

1)
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. . I 2., 2 2ar
para A el precio del riesgo, y = (a+A)"+26°, y q = — - 1,

2
o
27Ty
B(t,T) = ;
27(e¥ T V1) (arasy)
A partir de él, y segun la relacién 3.28, se tiene que el precio de un
futuro es
F(r,t) = Ap(t,Tp)e "BF(t-TF)
con
i 1+q
Ap(t, TE) = A(t,T,) 1 - -
F F F 1+ — B(t,Tp)(l-e (a+ANTp-t)
o
2(a+A)
o =
2
-
e-(a+l)(TF—t) l+q
Bet,Tp) = B(t, Tg) 1

1+ = B(t'TF)u_e—(mA)(TF—t)
o

Resultando finalmente el valor de una opcién de compra sobre un futuro

sobre un bono como

Ulr,t) = D{t, TeIF(r, t)[1-Q(d;,d,,d3) ] - S(r,t)E[1-Q(e,, e, e4)]

con
D(t,T¢) = AL, T) e 2T
1+q
2781/2(a+;\.+7)(Tc—t)
Alt, Ts) = _ 2y a +A +y
7 e ey + + By(t, Tg)
o(e? Ty o’
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2 2
— aBF(t’TC) - BF{t’TC)

o
B(t,T¢) =
. 2y a +A +y
o2 (e? TV + + Bglt,T)
P PAL e I o2
2 Ap(t,Te) 2y a +A +y
d, = log( Y + + Be(t,Te)
Be{t,T¢) E S CLAI o
d, = 2q +1
2
2y
ore? Tt —
P CLAR I )
dy =
27 a +A +y
+ + Belt,T¢)
P LAY ¢
4 - 2toglroie)
e = d, - 2log{———
1 1 4 E
32 = dz
2y a +A +¥
+ + Bp(t,Te)
) o2 Ty 2
e -
3 3 2y a +A +y
+
o(e¥ Tty a*

3.4.3. Opciones sobre divisas

En un contrato de opciones de compra sobre divisas se adquiere la
posibilidad de comprar una determinada cantidad de moneda extranjera, por un
precio fijado en la moneda del propio pais (E), moneda nacional. En este tipo
de comercic el valor futuro del activo subyacente con el que se comercia,

depende del precio de los activos sin riesgo negociados en cada pafs, de

]
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hecho, se trata de una funcién de la diferencia entre los tipos de interés
nacional y extranjero. Por esta razén los supuestos del modelo de valoracidon
de opciones sobre acciones no son apropiados para un contrato de estas

caracteristicas.

Se consideran a continuacién algunas de las relaciones basicas entre los
bonos, las opciones, los tipos de interés y la tasa de cambio entre los dos
paises. Sean
B(t) Valor {en moneda nacional) de un bono nacional en el instante t
B (t) Valor (en moneda extranjera) de un bono extranjero en el instante t
r La tasa nacional de interés sin riesgo

r la tasa extranjera de interés sin riesgo

-]
S(t) La tasa de cambio en el instante t

una unidad moneda extranjera = S(t) unidades de moneda nacional

C(t,8), P(1,S) los valores de una opcién de compra y de venta respectivamente.

El precio de ejercicio E en este caso esta referido al cambio unidad a unidad.

- C(S,t) = S{1)B,{t) - E B(t)

Considérense una cartera formada por la compra de una Call y E bonos
nacionales, y una segunda cartera compuesta por una compra de bonos
extranjeros por valor de B_(t)S(t) en moneda nacional. Teniendo en cuenta
todas las posibles posiciones de la tasa de cambio se ve que el valor de la

primera cartera es siempre superior al de la segunda 8

- Relacidén de paridad Put-Call para opciones sobre divisas

P(S,t) = C(S,t) - S(t)B,(t) + EB(t)
Se prueba comprobando que las siguientes dos carteras son equivalentes en el
instante de vencimiento. Una primera compuesta por !a compra de una Put, al
precio en moneda nacional de P(S,t}, sobre una unidad monetaria extranjera al

precio de ejercicio E. Y wuna segunda construida tras las siguientes

8 Nétese que B(T) = 1 y B,(T) = 1 cada uno en su respectiva moneda.
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operaciones, venta de un bono extranjero por valor en moneda nacional de
S(t)B,(t), compra de E bonos nacionales, compra de una Call sobre una unidad

monetaria extranjera.

- Las relaciones anteriores suelen expresarse en términos del wvalor

nacional futuro de la divisa entregada en la fecha de ejercicio de la opcién

Be(T)

F{t) = S(t) . transformdandose en

C(S,1)
P(S,t)

¥

B(tXF(t)-E)
C(sS,t) + BUtUE - F(t)).

VALOR DE UNA OPCION SOBRE DIVISAS

Se asumen las restricciones usuales sobre el funcionamiento del mercado
ya mencionadas en la seccién 3.4.2.1, racional, sin costes de transaccién
..etc. Ademés el precio de las opciones depende Gnicamente del tiempo hasta su
madurez., y del valor de la tasa de cambio, comportandose ésta segin un

movimiento browniano geométrico de pardmetros g y o.

ds = uS + oSdB(s)

La relacién 3.16 relacionaba el exceso de retorno, y el precio del
riesgo, que se supone constante e igual para todos los activos que se
negocian. En este caso &i =r, + U, 5*-1 = ¢. Tras usar la transformacién de
Ito podemos escribir

2
o 2 ..

C¢ - Sir- r)Cq - —ZTS Cgg +C=0 con la restriccion
C(T,S(T)) = max(S(T) - E, 0} ya que obviamente s6lo sera interesante ejercer
una opcién de compra si el precio en dinero nacional de una moneda extranjera

es superior al precio pactado (E) para dicha moneda.

La solucién de la ecuacidén es

-{T-1)

C(S,t) = e E[lmax(S(T) - E, 0)/S(t) = S).

ecuacidén que ya se resolvid, con los cambios pertinentes, en el modelo

original de Black y Scholes, resultando en este caso
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c(s.t) = eTe T Vs N@d,) - e T TVE Nd,)

S o° 2
logl—) + (r - v, - =NT - t) + e"(T-t)
E 2

para d,;=
T-1t

dz = dl - T‘-t

Como es habitual el valor de una opcidn de venta se obtiene directamente

de las relaciones de paridad Put Call.

TASA DE INTERES ALEATORIA

Como ya se ha comentado en otras ocasiones la consideracién de ia tasa

de interés estocastica modeliza mejor a priori algunas situaciones de

negociacién como pueden ser contratos a largo plazo.

La influencia de la variabilidad de las tasas de interés queda reflejada

por el comportamiento de los bonos. Suponemos que éste viene dado por

t:lB=B|:‘]:_’<:11;+Ba'BdZ2

dB, = B, i, dt + B, o dZ,
donde los coeficientes son funciones del valor del bono y del tiempo. Por
razones obvias se cambia la notacién usual del proceso de Wiener designandolo

or Z;. La tasa de cambio continda comportandose como en el caso anterior
i

dS = S ug dt + S og dZ, .

La funcién de correlaciéon de los tres procesos de Wiener serd

(pi,j) = oy, j(t)), j = 1,2,3.
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De las relaciones que se han visto entre los distintos activos
implicados se infiere gque el precio de una opcién dependera del precio de
ejercicio, la tasa de cambio, el valor de ilos bonos y el tiempo. Y atn mas se
puede suponer a la luz de las mismas relaciones ( y por la perspectiva desde
la que tomamos la negociacién ) que la dependencia del valor de los bonos
extranjeros y de la tasa de cambio, se da a traves del valor en moneda

nacional del bono extranjero, es decir, es una funcién de G = S B,

Por la regla de diferenciacién del producto dada por la generalizacion de 1.8,

la tasa de retorno de G se expresa como

dG
—E;—— “G dt +U‘G dZ

Bo = Hg + He * £, 050,
og dZ = og dZ, + o dZ,
Se notard por pg,{t} = py, a la funcién de correlaciéon entre B y G, y

al valor de una opcion de compra por C = Ci(G,B,t).

Considérese a continuacién una cartera (P) formada por una Call, b bonos

extranjeros con valor nacional bG y e bonos nacionales.

P=C+ bG +eB
Si esta cartera no requiere inversidén inicial para su formacién P=0 en el
momento de su formacién, en una situacién de equilibrio su valor final debe

ser nulo, por tanto dP = 0, aplicando la transformacién de to

dP = dC + bdG + edB = ppdt + opdB(t) = 0
1
con  dC = [Ct + #GGCq + KgBCh + = ( CogG 08 + 2CGBpg,Cop + BooiCgy)l dt

CGGO‘GdZ + GO‘BBdZI

de op = O resulta
b=-C; y e=-C
de pp = O se tiene
1 2 2 2 2
C¢ + -2—( Cog G o + 2CepoopP, , + Can B og) = 0 (3.32)

0
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con las restricciones C(S(T),1,T) = max(S(T) - E, 0).9

C(O,B,t) = 0

La ecuacién diferencial estocistica que deben verificar conjuntamente
G(t) y B(t) es

q|Bs}| _ JHe OffB(s) , |7edZ 0 B(s)
G(s)] = |0 pellGts) 0 e d2;+0.dZ, | |Gls)

. C el . B(t){ _|B
cuya solucién dada la condicién inicial [G( t)] = [G] es

( 2 )
g
[B(t)] B exp{ua - E (T-t) + O‘BdZZ }

G| = 2 (3.33)
[0

G
G exp{p; ~ >y (T-t) + 0,dZ; + 0,dZ, }

. J

Puesto que la condicién inicial es constante la solucién es un proceso
gaussiano con momentos facilmente calculables a partir de 1la expresion

anterior.
Por otra parte la solucién de la ecuacién 3.32 es
C(G(t), B(t), t) = Elmax{S(T)-E, 0}/G(t)=G,B(T)=B]

ahora de 3.33 se tiene que S(T)/G(1),B(t) tiene distribucién lognormal de

parametros

2
o

G(t)
E[S(T)/G(t},B(t})] = log —— + — (T-t)
B(t) 2

Var(S(T)/G(t),B(t)} = mlT—t

con ¢ = Var(log —) =a. + o, + o
g BO) G B 87 cRo2

G(T) = S(T) porque se partia de que los bonos tenian igual vencimiento,
¥y por tanto, si B(T)=1,B(T) = 1.
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La solucién de la correspondiente integral nos lleva a la férmula de

valoracion

C(T) = S(t) B,(tIN(d;) - E BIt)N(d,)

G
log (——)
°® " tn Tt

4, = +
T-t 2

d, = d, - O‘JT—t

VARIANZA ALFEATORIA

En el primer modelo de valoracién de opciones sobre divisas -modelo de
Black y Scholes modificado- se parte de la lognormalidad de la tasa de cambio,
algunos estudio empiricos rechazan esta hipdtesis y atribuyen las causas de la
inadecuaciéon del modelo al hecho de que la varianza no es constante. Se

propone la siguiente alternativa:
la tasa de cambio es lognormal de parametros u y o

dS = uS dt + oS dB(t}
el logaritme de la desviacién tipica sigue un proceso de Ornstein Uhlenbeck de
la forma
d(loge) = 8 (a - loge)dt + ydB,(t)

¥ por tanto
1
do = cr[g;rz + B (a ~ logo)ldt +yodB,(t)

con dB;(t)dB,(t) = &dt. Y tomando constante el resto de los factores

involucrados.

En esta situacién autores como Hull, White y Scott han probado que no
existe un argumento de arbitraje para la creacién de una cartera sin riesgo

que conduzca & una unica ecuacion de valoracion. Sin embargo se puede utilizar

176



Capitulo 3: Aplicacicones financieras, valoracidn de opciones

la férmula general de valoracién de activos desarrollada en el contexto del

modelo general de una economia en equilibric por Cox, Ingersoll y Ross, que

asume la existencia de un activo cuya ley de probabilidad estd regida por

la

misma ecuwacion diferencial estocastica que la varianza, es decir, supone que

la varianza es un activo negociable. Lilevando a la ecuacién

2

S0
+C -rC=0

1 2.2 2. ! 2 2 12
~C_o°S" + C_ 370°S + -z-Cwo- 7"+ CS (r - r,) + Cﬁ.[o(—éa' + B8 (a - logo)) - ¢4l

donde ¢, es el coste del riesgo del articulo gque se comporta como ¢. La

solucién teniendo en cuenta las condiciones usuales de contorno es

~r(T-t)

C(S,e,t) = Ele max{S(T) -E, 0}/S(tle(t)l=

I(S(T)—E)p(S(T)/S(t)=s.o‘(t)=o‘)ds(T)
E

de la observacién 3.15 se tiene que la dependencia de la varianza se da
T

I o(s)ds. Y por tanto
t

-r{T~1}
=

- 1
traves de la varianza media ¢ = :1;-—
-t
[« ]
C(S,ot) = I 1,(S(t)=s,#)P@/S(1),o(t))de

4]
w

J- (S(T)-E)p(S(T)/S(t),5)dS(T) que resulta ser

E
valor de una opcién de compra que se obtuvoe en la seccidn 3.4.3.1 -modelo

con II(S(t)=s,5') =TTV

Black y Scholes modificado-, obteniéndose finalmente

-r{1-t)

C(S,0t) = f [eTeTYsN(d,) - e TTYEN(d,)] p(6/S(T)=s,0(t)=c)

R
siendo d; ¥ d, los valores obtenidos en la mencionada seccidn, y teniendo

cuenta que la varianza con la que se ha de trabajar es o

Todavfa no se ha encontrado una expresién analftica exacta
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P(o/S(T)=s,o(t)=c), de hecho lo que se obtienen son aproximaciones al valor de

C(S,0,t) obtenidas mediante técnicas de simulacién.

3.4.4 Opciones americanas

La mayor parte de las opciones que se negocian en el mercado son de tipo
americano. Pese a ello no existen, en un alto porcentaje de los casos férmulas
cerradas de valoracién, al contrario de lo que ocurria con las opciones

europeas.

Es evidente que la posibilidad de ejercicio anticipado que tienen las
opciones americanas tiene un valor positivo, y por tanto, el precio de éstas
sera superior o cuanto menos igual al de la correspondiente opcién europea. El
problema que surge en la valoracién es que el citado sobreprecio tendra
sentido tan so6lo cuando el ejercicio anticipado lo tenga.

La opcién posee un valor en si misma puesto que supone un derecho, que se
pierde en el momento en que se ejerce. Por otra parte si se decide e jercer la
opcién es porque se va a obtener un beneficio, de modo tal que si el beneficio
obtenido es superior al valor intrinseco de la opcidn el e jercicio de la misma
supone una operacién correcta, mientras que en caso contrario per judicaria

nuestros intereses.

Surgen por tanto dos problemas, el de encontrar explicitamente una
expresion que evalue una opcién americana, y determinar las condiciones que se
deben cumplir para que ésta sea ejercida. Se plantea el caso de una opcién de
venta sobre una accién, que no reparte dividendos, con una tasa de interds
constante y conocida, en el entorno general que plantearén Black y Scholes en
su modelo original. Se notard por P, a la opcién americana ¥y por P a la

europea, dejandolo como P cuando no exista duda.

Este dltimo problema segin se ha argumentado se resuelve a partir del

primero, ejercer la opcién serd interesante sélo cuando

E - S = P(S,t) (3.34)

puesto que partimos de la base de que operamos en un mercado racional no puede
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ocurrir que se verifique 3.34 en el instante de firma del contrato ya que se
ejerceria la opcién inmediatamente después de su compra obteniendose un
beneficio de E - S(t) - P(S{t),t). De modo que un criteric de ejercicio es,
ejercer la opcién en el primer instante t tal que el precio de la accién en
S(t} = S, verifique E - S, = P(S,,t). (3.35)

por tanto, la férmula de valoracién s6lo es necesaria para 5 > S, , en otro

caso el valor de la opcién es E - S.

En cuanto al primer problema se plantearia como,

encontrar P(S,t) que verifique
1
- 6°S®P,, + uSP, - rP + P, = 0 (3.36)
sujeto a
- P,(S,1) = Pg(S,t)

- P4(S,t) 2 max {E - S, 0}
lim P(S,t) = 0

Sy
- P(S,t) = E puesto que P(S,t) es no decreciente respecto a t
E - § = P(8,1) (S,t) = P(S,T) = max{E- S,0}) < E

Ademas se impone la condicién adicional de que la solucién sea una funcién
continua, ya que una funcién discontinua permitiria el arbitraje mediante

pivoteo en los puntos de discontinuidad.

El problema se ha resuelto en apenas algunos casos limite que se citan a

continuacién.
RESTRICCION VALGR DEL PUT
r=20 Py = P,
T=t P, = Pg
o’= 0 P, = max{E-s,0}
E=0 P, =0
E =0 Py =w
S = P, =E

RESTRICCION VALOR DEL PUT
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[ ¢ s, M
—_— S(T) = 5,
T=ow p, ={ ™ [s(m)
E-S Sp = S(T)
donde M ar S ME
onae = — y = ——
o2 0 1+M

En otros casos tan so6lo ha sido posible obtener aproximaciones, bien
mediante algorimos numéricos, bien de otro tipo como a continuacién exponemos

a modo de ejemplo.

EJEMPLO

Gracias a las relaciones de paridad Put-Call conocemos el valor de una
opcién de venta europea. Evalyar una opcién de venta americana es tanto como
valorar el sobreprecio que ésta tiene respecto a su homénima europea. Se trata

entonces de encontrar una funcién e(S,t) que verifique

Pa(S,t) = Pg(S,t) + e(S,t)
Es claro que ésta funcién debe verificar 3.36, y ser tal que se cumplan todas

las restricciones del problema.

Se propone escoger e(S,t) = K(t) f(S,K(t)) con K(t) =1 - e "T Y 10

3.36 se transforma en

1 55 I v fy
— oS, +puSf, - ———  [—(1-e™T-t)) - 1] =0 (3.37)
2 1- eriT-ty f

cuya sclucién se aproxitna por

f(S) =ast +bsP

10

Una expresién funcional de este tipo hace cierta la restriccién
Pe(S,T} = P4(S,T) siempre que f(S,0) < w.

11

rf
que es la solucién general de la ecuacién — o‘zszfms +usSfy - ———— =0
‘ 2 1- e-r(T-t)
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Capitulo 3: Aplicaciones financieras, valoracidn de opciones

. 2 2r 2r
con q<0 y p>O0 las raices de q'+ (— - 1lq + = 0.

o’ o2(1- eTiT-1)

De la condicién lim P(S,t) = O se deduce que b=0. Para que
S>w

P(S,t) = max{E-S,0}, se debe verificar

P(Sg.t) + (1- eT(T-U)as] = E-S, con S, definido como en 3.35.

Derivando respecto a S se tiene

aq
P,(Sg.t) + (1- e‘r“"t’)-s—sf‘J = -1
[+]

de las dos expresiones anteriores se obtiene , tras sustituir P, por su valor

- que se obtiene operando en la férmula de B y S- que S, es un punto fijo de

E-P(S)
la funcion g(8) = —q I_\Im_- . De donde se podria obtener S; por métodos
179

computacionales. Tras ello se deduce que

SeN(dy)) [s]?
a= - —— |—| .
q So

Puede probarse que este resultado coincide con la férmula de Merton para T-ew.
3.4.5 Una generalizacién de las opciones financieras

Las opciones financieras como instrumentos de cobertura permiten
protegerse ante variaciones, bien al alza, bien a la baja, del precio del
activo subyacente. Mediante la combinacién de distintos contratos financieros

se puede acotar de modo mas especifico las variaciones del valor del activo de

las que nos queremos cubrir.
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En definitiva, estas estrategias de negociacién con opciones, conllevan
una toma de decisién entre varias posibilidades, siempre dependiendo del valor
que tome el precio del activo subyacente, y un beneficio/pérdida que esta

ligada a la decisién que se haya adoptado.

Nos proponemos, al hilo de esta idea, generalizar el concepto de opcién
considerando contratos que cuenten con varias posibilidades de eleccién. En
principio y para mantener la filosofia de los contratos de opciones, se

consideraran estas posibilidades mutuamente excluyentes.

Definicién
Llamaremos opcién de eleccién miltiple a un contratc que permite
realizar, no de forma obligatoria, una y sélo una de entre n posibles acciones
predeterminadas!?. Cada una de estas acciones A, consistird en la compra {o
venta) de un determinade instrumento financiero, con un precio de ejercicio, ya
de compra, ya de venta E;. Si C, representa el activo asociado a la i-ésima
accién, el beneficio obtenido de ejercerla sera C, - E; , si se trata de
comprar dicho active, ¥y E; - G, , si se trata de venderlo. El ejercicio de cada
una de las acciones debe ser anterior a una fecha limite T, pudiendo ser en un
instante prefijado T;, © en un determinado intervalo de tiempo [Ti,l’Tl,Z]'
queda claro que el ejercicio de cualquiera de estas acciones implica el fin del
periodo de validez del contrato. Obviamente podria llegarse a la fecha limite
sin que hubiera resultado interesante e jecutar ninguna de las acciones, en tal
caso no existe obligaciéon alguna de escoger entre las acciones posibles, sino
que se puede dejar expirar el contrato sin mayor coste que la pérdida del
precio del mismo pagado en el momento de su adquisicidn.
Los instrumentos implicados pueden estar referidos a uno o varios activos

subyacentes, con cualquier tipo de posible relacién entre ellos.

Debe imponerse una restriccién adicional, y es que no existan acciones
redundantes, es decir, que con probabilidad positiva existan valores de los
activos subyacentes tales que, cada una de las posibles acciones sea preferida

a todas las restantes.

12 Este concepto es susceptible de una inmediata generalizacién, sin mdas que
permitir 2=k=n acciones conjuntas.

182



Notaremos por C(t,A,,...,A,) al valor en el instante t de las opciones de
eleccion multiple sobre n acciones, en la descripcién de cada una de las
acciones vendra especificado el precio y fecha de ejercicio, si es de compra o
de venta, y en general todos los elementos que tengan influencia en el valor de

dicha accion.

Diremos que una opcién de eleccion multiple es europea si existen
tIStZS...ﬁtDST instantes de tiempo tales que la decision A, solo se puede
ejecutar en el instante t; Si la mencionada accién no se ejecuta, se perderia
el derecho que dicha accién conllevaba, si se ejecuta, el contrato desaparece ¥y
con €l la posibilidad de ejercer el resto de las acciones permitidas. Se
notardn por Cg(t,Aj,...,A;) prescindiendo del subindice cuando no sea

necesario.

Proposicién 3.2 (S. Leguey)
Dada un opcién europea de eleccidn multiple con valor Cg(t,A;,...,Ap),
existe una accién A;, y otra opcién de eleccién multiple con valor C,(t,A,A5)

tales que Cglt,A[,...,A) = Ci(t,ALA3).

Demostracién

Basta considerar una accién A, que permita adquirir al precio de
ejercicio E3=0, una opcién miltiple europea con valor CE(t,Az,...,An), y cuya
fecha de ejercicio es T,=T;. Resulta evidente que la decisién de ejercer o no
ejercer la accién A; lleva al mismo resultado considerando cualquiera de las

dos opciones, por tanto el valor de ambas debe coincidirg

Puesto que no se estd restringiendo el tipo de instrumento sobre el que
ejercer cada posible accion, es suficiente limitar las opciones europeas de

eleccién miultiple al caso en que hay unicamente dos acciones.

Diremos que una opcién de eleccion multiple es americana si existen t,,,
typetnn Vs tl.zstz,zs...ﬁtnlzfl' con t;,st, i=l...n, tales que la

decision A; se puede ejecutar en el intervalo [tl,pti,z]- Se notardn por

C,lt,A,,...,A) prescindiendo del subfndice cuando no sea necesario.
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Proposicién 3.3 (5. Leguey)
Dada un opcién americana de elecci6én multiple con valor C,(t,A;,...,A ),
existe una accién Aj, y otra opcién de eleccién maltiple con valor C,(t,A},A3)

tales que C,(t,A,...,A;) = C/(t,A,A}).

Demostracion

Basta considerar una accién A} que permita adquirir al precio de
ejercicio E;=0, una opcién miltiple americana con valor C,(t,A,,...,A]), y cuyo
periodo de ejercicio es el intervalo [t,tm]. Puede ocurrir que se decida
ejecutar la accién A, en un instante t,;stst,,, en cuyo caso la respuesta es
idéntica estando en posesién de cualquiera de las dos acciones. Si se quisiera
en ese mismo intervalo ejercer alguna de las otras acciones, bastaria, en el
caso en que se poseyera la opcién C,, ejercer A, para inmediatamente ejercer la

accion deseada. En caso de no ejercer ninguna accion hasta t;, , se € jecutaria

Am

Al igual que lo que ocurria con las opciones europeas, €s suficiente
considerar situaciones como las enmarcadas por la expresion CA(t,AI.AZ]. Dentro
del tipo de las opciones americanas se pueden englobar las europeas,
considerando intervalos unipuntuales, y otras en que las posibles acciones se
pueden tomar puntualmente unas, y a lo largo de un intervalo las otras. Por
tanto cualquier opcién de eleccion muitiple se puede reducir al caso en que

Unicamente existen dos acciones.

En lo sucesive se trataran opciones europeas con dos posibles elecciones,
ambas sobre un mismo activo subyacente, y con idéntica fecha de e jercicio

T,=T,=T.

Diremos que una opcién de eleccion multiple, en las condiciones del
parrafo anterior, es de compra si cualquiera que sea la eleccién, o la
secuencia de elecciones, que se tome, el resultado final es una compra del
activo subyacente, si por contra el resuitado final es siempre una venta de

activo, las denominaremos opciones de venta.
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Planteamiento de la ecuacién general de valoracién

Supongamos que el activo subyacente considerado es una accién que no
reparte dividendos, y situémonos en el entorno que dié lugar ‘a la férmula
original de valoracién de Black y Scholes. Formando una cartera libre de riesgo
y aplicando el lema de It6 llegamos a que las opciones de eleccién multiple

deben verificar la ecuacidn,
Il 22
Ct+CSrS+§Sa'CSS-rC=O (3.38)

sujeta a alguna de las siguientes restricciones,
si ambas acciones permiten comprar el instrumento Cj,

- C(T,S;) = max{0, E,-C,, C,-E;}
C(TlST) = max{oa Cl-El' Ez_cz}

si una de las acciones permite comprar y la otra vender,
- C{T,S¢) = max{0, E,-C,, E,-C,}
si ambas permiten vender sus C; correspondientes.
Determinaremos a continuacién el valor de dos opciones de eleccién
multiple, en funcién de las soluciones de dos ecuaciones no lineales, que

habria que obtener, en cada caso particular, mediante alguno de los

procedimientos algoritmicos habituales.

Sea C(t,A;,A;) el precio en el instante T de una opcién de eleccién

multiple europea que vence en T>t. Las acciones que se permiten son:

A, - En el instante T se puede comprar una determinada cantidad de acciones (S)

al precio E,.
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A, - En el instante T se puede comprar una opcién europea de compra (clasica),
sobre la misma cantidad de acciones que en la accién anterior (A{) ¥y con precio
de ejercicio asociado a dicha opcién igual a E,. pudiendo ejercerse ésta en un
instante T,>T. El coste pactado por comprar esta opcién es de E, unidades

monetarias.

Se trata, por tanto , de valorar una opcién de compra sobre acciones con
dos posibles costes finales; se puede comprar en el tiempo T con coste E;, o
comprar en T, con coste Ey+E, ,-obviamente podria no ejercerse la opcién en el
instante T, con un coste afladido nulo, o no e jercerse en T, con un coste
adicional en este caso de E, -. Por supuesto no siempre es necesario llegar a
comprar el activo subyacente, ya que, si el precio de compra de la opcién (A,)
es inferior al de mercado, podria obtenerse de su venta un beneficio igual a la

diferencia de precios abandonando la operacién.

Proposicion 3.4 (S. Leguey)
Una opcion como la planteada es de eleccién miltiple si y s6lo si se
verifican las dos siguientes condiciones
L E, < E; N(y(E)) - Ege ™™™ Nid,(E,))
1. E, <E <E, + Eg e "1™,
Donde N(x) es la funcién de distribucién de una variable normal de parametros
cero y uno, y d{E,) es valor que toma d, en la foérmula de Black y Scholes para

S = E,.

Estas condiciones exigen: primero, que el precio que se pague por la
opcién no exceda el valor teérico de la misma, para el precio del activo en que
resulta indiferente ejercer la primera accién o no ejercerla. Y segundo, que el
precio pagado por el activo, si éste se adquiere en T, sea inferior al precio,
actualizado en el instante T, que se pagaria si se adquiriese el activo en el

instante T,.

Demostracién
En el instante T en que se debe ejercer la opcién multiple el valor de la

opcién sobre el activo sera

-r{T-T}

CZ(T’ST) = ST N(dl) - Eoe N(dz)
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con

ST 0‘2
log(—) +(r +=)T,-T)
E, 2
d, = , dy, = d;~o|T,-T

ofT-T
siendo S el valor de la accidén en T.

De las condiciones finales impuestas en 3.38 se deduce que para gque sea
posible realizar las dos acciones, deben existir valores de S; que con
probabilidad positiva verifiquen conjuntamente:

C,(T,Sp) > E, (3.39)
C,(T,S;) - E, > S; - E, (3.40)

y otros valores que, también con probabilidad positiva, verifiquen
Sy > E; (3.41)

C,(T,S;) - E, < S; - E, (3.42)

Noétese que si E; < E;, 3.40 no se verifica nunca, de donde se tiene que
E, > E,.

Sea f(S) = S - C,(T,S) - E;, + E,

lim f(S) = E, - E, < 0,

S50

lim f(S) = E, - E, + Ege "1 D,
S

ademas f'(S)

obviamente continua.

1-N(4,(S)) > 0 V¥V S, por tanto, f(S) es no decreciente y

Pueden ocurrir:

_ El s Eoe-r(T1-T)

mas conveniente comprar la opcién ( accién A;) que el activo (accién A;), como

+ E, , entonces f(S) <« 0 V S, por lo cual siempre seria
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consecuencia nunca se verificaria 3.42.

-H{T-T)

- Si por contra E, < Ege + E, , existird un tdnico punto S; tal que

f(S,) = 0, de modo que;

si § < §; f(S) < 0 y resulta mas rentable la accidén (A,), por tanto

se verifica 3.40,

si § > 5§ f(S) > 0 y es mejor comprar el active que la accién,

verificandose 3.41.

Por tanto si Sy > max{S,, E;}, resulta beneficioso, y es la mejor accién

posible, comprar el activo.

Ya tenemos una condicién para que se cumpla 3.40, necesitamos encontrar

alguna para que se tenga 3.39.
Sea g(S} = Cy(T,S) - E,

lim g(S) = - E;, <0, y lim g(S) = o,
S0 Sy

ademas g'(S) > 0 V S, por tanto, f(S) es no decreciente y, de nuevo, continua.

Por tanto existe un Gnico punto S, tal que g(S,) = O , de forma que :

si § < S, g(8) < 0 no es beneficioso tomar la accién (A;), ¥y no se

tiene 3.39

si S > 8, g(S) > 0, se verifica 3.39, y si es beneficioso comprar la

opcién.

Entonces si 8, < S; < §;, , 3.39 y 3.40 ocurren simultdneamente,
determinando A, como la mejor accién. Buscamos, pues, alguna condicién para que

S, < S,.
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Se tiene que f(S) = -g(S) en S = E, , por otra parte

f(E,) = E, - E; N(d,(E,)) + Ege 1" " N(d,(E,)), pueden ocurrir:

- f(E,) = O, entonces E;, = S, = S,, y nos encontramos en el punto critico en
que es indiferente ejercer cualquiera de las dos posibilidades, o ninguna de
ellas, ya que, tanto el precio de ejercicio de la accién como el de la opcién

coinciden con su valor de mercado.

- f(E;) > 0, como g(S,;) = -g(S,) = 0 y -g(S) es no creciente, se tiene que
S< E< S,

- f(E;) < 0, razonanado de idéntico modo llegamos a S; < E; < S;. De donde

obtenemos la condicién 1 m

Proposicién 3.5 (S. Leguey)
Sea C(t,Sy,A;,A;) el valor de una opceién de eleccién maultiple como la que

se describe en la proposiciéon anterior, y que verifica 1. y 11. Entonces,

C(t,S,A;,A,) = e "(T17t) [soe“”l't’qﬁz - E0¢1] +
o TIT-t) [Soe"”'“N(dl) - EN(b)- E, [N(bzl—N(bl) ]‘
con
So S
log(—) + ml lOg(—') + m1
1 Sz
bl = bZ -
T-t T-t
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d, =
o*JT-—t
2 2
a . [+
m, = (g - ;](T-—t} m = (u + E)(T_t)
2 2
o , o
m, = (p - ;)(TI-T) m, = (u + ?)(TI-T)
s 1
m -
¢1=P(Nz ml’G(Tt)zo cR)
2 0  oT,-T)
. J
[, 3 ]
m; -
4, = PO [|Ti| [0 0 g
2 0 ¢ (T,-T)
| . *
2 S, SH Eo
con R = {(x,y)eR” t.q. log(—) < x < log(—), log(—) < X+y <o }.
So Se )

Demostracion

De la observacién 3.38 y el resultado 2.12, se tiene que,

Clt,Sg,ApA,) = € TUEImax(0, S;-E;, C,(T.Sp)~E,}/S(t)=S,]

Usando la proposicién anterior,

S, ©
C(t,Sg,ApAy) = e T Y I[CZ(T,ST)—EZ]P(ST/SO)dST + I(ST-EIJP(ST/SO)dST
SZ

5

teniendo en cuenta que

Cy(T,S;) = e TP I(ST1~E0]P(ST1/ST)dSTl
EO
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se llega al resultadog

Dada la forma en que se define la nueva opcién, podria suponerse que el
precio de la misma, no es mas que una combinacién lineal del precio de una
opcién de compra cuyo activo subyacente es otra opcién de compra sobre una
accién, y una opcién de compra sobre una accién. Sin embargo, existe una
diferencia esencial entre las opciones de eleccién multiple y las combinaciones
de distintas opciones que dan lugar, aparentemente, a las mismas posibilidades,
Y ésta reside en el caracter mutuamente excluyente de las acciones que se
permiten realizar en una opcién de eleccién miltiple. Este hecho, por si mismo,
Justifica la imposibilidad, observada a posteriori, de estudiar el nuevo tipo

de opciones a traves de las combinaciones de otras.

Ademas, el mismo razonamiento nos permite afirmar que el precio de una
opcién de eleccién mniltiple C(t,SO,Al,Azl debe ser menor a igual que
Ci{t,A]) + C,(t,A;} , donde Cl(t,Al) y C,(t,A,) representan opciones que
permite desarrollar en T las mismas acciones A, ¥ A, permitidas por
Clt,Sg,ALLA,).

Consideramos a continuacion el problema de valorar una opcién de venta,
europea, y de eleccién miltiple, sobre una accién en las mismas condiciones que

la que acabamos de valorar.

Sea P(t,SO,Al,AZJ el precio de una opcién europea de eleccién multiple

que permite realizar las siguentes acciones:

= A; En el instante T se puede vender una determinada cantidad de acciones (S)

al precio de ejercicio E,.

- A, En el instante T se puede comprar una opcién europea de venta sobre la
misma cantidad de acciones, el precio de e Jjercicio de la opcién que se compra
es E, y la fecha de ejercicio de la misma T>T. El coste de comprar esta opcién

es E,.
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De nuevo se trata de un contrato que permite vender una cantidad de
activo en dos instantes distintos del tiempo, y a distintos precios; obteniendo
un total de E, unidades monetarias en el instante T, o de Ey~E, en T,, siempre
en el supuesto en que el activo finalmente se vende. Obviamente no se esta
teniendo en cuenta en este primer analisis el precio del activo en el mercado,

o si se se posee el mismo a la hora de la venta.

Se encontraran condiciones para que la opcién descrita realmente sea de

eleccién multiple.

Proposicién 3.6 (S. Leguey)

Una opcién como la que se describe es realmente de eleccién miltiple si y
s6lamente si verifica las dos siguientes condiciones:
1L E > Ege TP
-r(T{-T)

La primera condicién compara el montante que se recibiria, actualizado
en el instante T, con las dos posibles actuaciones, exigiendo que de la venta
de la accién se obtenga un total superior. La segunda alude a esta misma
circunstancia, pero en sentido contrario, y ponderando con unos coeficientes

referidos a la probabilidad de las distintas actuaciones.

Demostracién

El valor de la opcién de venta que se podria adquirir en el instante T se
determina usando la paridad entre opciones de compra europeas y opciones de
venta como,

P(T,Sy) = C(T,Sp) - Sp + Ege "1

Usando 3.38, se tiene que debemos encontrar valores del activo que con
probabilidad positiva verifiquen,
Sy < E; 3.43 Jjunto con E;- S; < P(T,S5¢) - E, 3.44, en cuyo caso se

realizaria la primera accién vendiendo activo en T, y,

P(T,S;) > E, 3.45 junto con E;- S; > P(T,S;) - E, 3.46.
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De la paridad entre opciones de compra (clasicas) y opciones de venta se

tiene que 3.44 y 3.46 se transforman en

E, + E; > C(T,Sg) + Ege ™"y
-r(1,-T

E, + E; < C(T,S;) + Ege respectivamente.
Sea f(S) = C(T,Sp) + Ege " "™ - g, - E,
lim f,(S) = Ege """ - E, - E,, y lim £,(S) = w
$30 S>o
ademds f'(S) = N(d(S)) > 0 Vv S, por tanto, f(S) es no decreciente y

obviamente continua. Puede suceder:

- E, > Eoe-r(rrn - E, , fj{0) < 0, entonces existe un unico punto S, tal
que f,(S;) = 0, de modo que,

St < S, se verifica 3.44, y si

St > 5, se verifica 3.46.
- Si por contra, E, < Eoe-r(Tl_n - E,, fi(8) > 0 VS, y 3.44 nunca podria

ocurrir, resultando que la venta del activo es siempre menos rentable que la

adquisicién de la opcidn.

Por tanto, si S; < min{E1,Sl} se tiene que vender activo es la accién mas

beneficiosa.

Para analizar la segunda accién sea
-I'(Tl-‘T) -

gl(S) = P(T,ST) - EZ = C(T,S‘r) - ST + Eoe Ez

lim g(S) = Ege W™ - E,, y lim g(S) = -E, <0

S50 Sy

ademas g;(8) = N(d,(S)-1 < 0 V S, por tanto, g,(S) es no creciente y

continua. Pueden ocurrir:
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-r(T,-T)
Epe (T, - E; > O ,entonces g(S) <0 Vv S » concluyendo que 3.45 no

ocurre nunca, por lo tanto debe ocurrir

-r({T,-T) . ..
- Ege 1 - E; <0, g(0) > 0 entonces existe un tnico punto S, tal que

g,(S;) = 0, de modo que,

si S <S, g,(S) > 0, pudiéndose realizar A,, mientras que si
S > S, g(S) < 0 y la compra de la opcién de venta seria

per judicial.

De modo que si 5, < S;p < S, 3.45 y 3.46 son ciertas simultdneamente,

motivando la compra de la opcién. Buscamos, pues, condiciones para que S, < S,.

Es inmediato comprobar que

f1(E) = gy(Ey) = Ege™™ T U-N(d(E)] - E[1-N(d,(E))] - E, .

Se pueden dar las siguientes situaciones:

- fi(E,) = 0, se tiene que 5,=5S;=E,. es el caso critico de indiferencia
- fi(E)) < 0, entonces S, < E; < S,

- f,(E,)

v

0, entonces S, < E; < S, , de donde se obtiene la segunda condiciéng

Proposicién 3.7 (S. Leguey)
Sea P(t,SO,Al,Az) el valor de una opcién de eleccién multiple como la que

se describe en la proposicién anterior, y que verifica 1. y 11. Entonces,

= o F{T1-t) (T-t)
P(t,S,Al,Az) = e [Eowz _ Soel-l wl

e T (Tt [EIN(xl) +] + E, [N(xl) - N(le] ~ SeeM(T-tiIN(y )
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con

S1 SZ
log(—) - m, log(—) - m,
) So
X, = b2 =
O‘JT—t o*lT--t
S,
log(—) - m’
g So 1
.1 =
O‘JT-t
[ N ]
p m, (WZ(T—t) 0
o= TON (LT . e Rp
2 0 o (TI_T}J
i ¥ J
r 2 A ]
m; 21—
vz = POy [ LI T 0 | g
2 0] ¢"(T,-T)
. 7]
- 5, S, Eo
con R1= {(x,y)eR” t.q. log(—) < x < logl—), - w < x+y < log(—) }.
Sg S So
Demostracién

De la observacion 2.12 y 3.38, se tiene que,

P(t,Sp,ApAz) = €7 Elmax{(0, E,-S;, P(T,Sy)-E,)/S(t)=S,]

Usando la proposicién anterior,

SZ Sl
C(t,Sg,Ap,A,) = e 7T J' {P(T,ST)—EQJP(ST/SO)dST + f (E;~Sp)P(Sp/So)dS,
S, 0o
¥ teniendo en cuenta que
EO

P(T,S;) = e TP f (Eg=Sy JP(S,/Sp)dSy,
-0

se llega al resultado.

195



Obsérvese que la estructura final de la férmula de valoracién, de la opcién de
compra y la de venta es muy similar, se encuentran bisicamente dos sumandos,
referidos, cada uno de ellos, a los distintos instantes en que es posible
comprar o vender el activo. En el primer sumando se compara, salvo las
ponderaciones que resumen el caricter aleatorio del precio del activo, el valor
final teérico del activo con el precio fijado del mismo en el instante T,,
actualizando estas cantidades al instante de valoracién t. El segundo sumando,
referido al tiempo T, compara, ignorando de nuevo los términos en que se centra
la parte aleatoria, el valor tedérico de la accién con los costes de ejercer las

dos posibles acciones, todo ello valorado en el punto de partida t.

Los dos casos particulares que se han visto tienen una peculiaridad, y es
que son opciones que permiten realizar una misma operacién en distintos

momentos, aunque en cada uno de ellos se pueda asumir distinto coste.

Encontramos una generalizacién de ‘esta idea considerando
T,={tst;=...=t =T}, una sucesién finita de instantes de tiempo, y una opcién
myltiple europea C{t,A,(t)),....A (t)}) de modo que las A; permiten relizar la
misma accién en distintos instantes de tiempo, y con diferentes costes.

Habiamos visto que esta opcién se podia expresar como,

Clt, Ay (), AL(t,)) = Clt,A,(1,),C(t,)) ’
con
Gty = Clt;, ALy (ty,),Cpy (1)) | (3.47)
Cr-2(thp} = Clt, A, (t, ),A (T))) ,
dada
Ci.(t,;) se considera E, el precio de ejercicio de A,, el precio de
compra de C,(t;) se supone cero. Si E=E i=l...n ,y A;=.=A_=A diremos que
C(t,Aj(t)),....A(t))) es una opcién sucesiva respecto a la accién A, y la
notaremos como C(t,A(T,)). Una opcién sucesiva es simplemente una opcién,
relativa a la accién A, que se encuentra entre la europeas y las americanas, en
el sentido de que permite distintos tiempos de ejercicio. Si sélo fuera uno
seria una opcién europea, y de tipo americano si se admitiese la posibilidad de
ejercicio en todo el intervalo. Es evidente que,
Celt,A(T))= C(t,A(T,)} = C,(t,A((t,TI))

donde el primer y Gltimo términos de la desigualdad representan el valor de una
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opcién europea y americana respectivamente, que permiten la accién A.

Si admitimos n=w obtenemos podemos aproximarnos a las opciones americanas
clasicas a traves de opciones sucesivas, Si nyw podemos considerar una sucesién
de tiempos densa en (t,T), como las férmulas de valoracién son funciones
continuas del tiempo y del activo, y éste se comporta como un proceso continuo

de difusién, se tiene que,

lim  C(t,A(T))) = C,(t,A((t,T])) (3.48)
N>
siempre que lim T, sea denso en (t,T].

n—>w

Comoe aplicacién se puede, a partir de las opciones sucesivas, probar
analiticamente que el ejercicio anticipado de una opcién de compra americana
hunca se produce, y por tanto su valor coincide con el de una opcién europea de

las mismas caracteristicas.

Sea A la accién consistente en comprar una cantidad (S) del activo al
precio de ejercicio E, y sea T, = {t,,T} entonces C(t,A(T;)) es una opcién de
eleccién miltiple, al menos en su forma, con Ei= E; = E y E;=0. Es trivial
comprobar que la condicién 1I. de la proposicién 3.4 no se verifica, de donde
se tiene que el ejercicio en el instante intermedio t;, nunca se realizard, por
lo que C(t,A(T,)) = Ce(t,A(T)). Ahora de 3.47 se tiene por induccién que
Clt,A(T)) = C(t,A(T,,,)), usando 3.48 se demuestra lo que nos proponfamos.

Ce(t,A(T)) = lim C(t,A(T,)) = C,(t,Al(t,T])).

n->w

Se trata a continuacién de estudiar el valor de una opcién de venta
americana a traves de opciones sucesivas de venta. Consideramos en primer lugar
una opcién de eleccién multiple como la analizada en las proposiciones 3.6 y
3.7, para E,;=0 y E=E, es decir, C(t,A(T,)) para A la accién consistente en
vender una cantidad S de activo al precio E,, y T, ={T,T,}. Comenzamos
estudiando las condiciones de 3.6 para que se trate de una auténtica opcién de

eleccion multiple;
1. se traduce en E, > Ee 17" 5 g, que es trivialmente satisfecha,

|| T,-T s ,‘ T,-T
-P(TI—T) ) > N(-("'— + r)
2

11. queda e ),

2
o
N{(— -r)
2

o o
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2 2
- o T o T
sea h(r) = € "N(— ~ r)-) - N(«(— + r) ), para © =[T-T,
2 o 2 o
se verifica que h(0)=0, y que lim h’(t) > 0, por lo tanto, al menos para
20
valores pequefios de T se satisface la segunda condicién, por lo que tiene

sentido continuar el andlisis, partiendo de que los parametros de los que

depende la expresién, toman valores tales que ambas condiciones se verifican.

Usando 3.7 se tiene que

-r{T|-t) (T-t)
ClLA(Ty)) = &N [Eowz - Spet ‘wl] *

-r{T-t) _
e [EIN(xl) -l “N(y,)] (3.49)

¥, ¥ ¥, siguen igual transformando R, en
S E

1 1
R; = {(x,y)estRz t.q. log{—) < x <, - w < x+y < log(—) }
So So

S, es la solucién de la ecuacién

~r{T,-t}

Ee (1-N(d,(S)) + SN(4,(S)) = E,,

quedando Xy € y, como se definieron.

afiadimos otro instante de tiempo t; t < t; < T <T,, y tratamos de evaluar
C(t,T;3(A)) con T,={t,,T,T,}, sea

f,(S) = C(t,,A(T,)) - E, + S, se tiene que

2000 = Ee™ ™) <0, y o) = m,

como f, es continua, existe al menos un punto S, con f,(S,)=0, supongamos que
S, es el primer punto que verifica la condicién. entonces si § < S; es mejor
vender el activo que comprar la accién. En esencia lo que buscamos es
determinar para que valores del activo es mdas interesante la venta instanténea,
que demorarla hasta el préximo momento en que dicha venta es posible. Existe un
punto critico S, en el cual se decide no efectuar la venta, entonces la
ganancia de una operacién de venta para valores del activo mayores que S;
seria E,-§ < E,-S, claramente inferior al posible beneficio obtenido en el
punto de corte, por tanto no es posible que exista ningin otro punto que anule
la funcién f,(S).
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Como el valor de Co{t,T,(A)) = 0, no puede ocurrir que S; > E,;, puesto

que se incurrirfa en contradiccién.

Proposicién 3.8 (S. Leguey)

Sea C(t,T3(A)) con T3={t;,T,T;} el valor de la opcién que se acaba de

describir.
Clt,T4(A)) = e "{T17V) Egp, - SpetT® ] .
-r{T-t) (T-v)
¢ Eo'l’z - Sc)“*"u ¥ ] +
-r{t;-t) (t,—t)
[Eocz - SOE'u e ]
con
Sz S, ,
log(—) - m, log(—) - m,
So o
€y =N( ) &, = NI )

_ ) .
2
m | |o"(t,~t) 0
w= Pon [ 0] 177 , eR)
\ J J
m; ra‘z(t -t) 0 ‘
Y, = P( Nz m} ’ ! 2 € Rl)
2 0 ¢(T-t))
\ J
L d
S, 5,
2
con R1= {(x,y)eR” t.q. log{-—) < x < @, ~ m < x+y < log(—) )
S, So
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\
; m, E‘rz(tl—t) 0 0
01="(Nge(fmy.l o o214y o ||eRyp
Mg 2
0 0  oiT,~T) J
(2 |
m]| [¢7(t-t) 0 0
¢ = Pe Nas{ [m3], 0 a*z(T—tl) 0 € R,
ml
8 0 0  oAT,-T)
L J
! i
¥
2 S2 S, E,
R,= {(x,y,2)eR t.q. log(—) < x < ®, log(—) < x+y < w, -» < x+y+z <log(—) ).
So Se S,
2 2 2
c (t—),  my = (T-t,)(u-0) mg = (T-THp—)
on m, = (t,- -—), = (T- -—1}, = - _—
1 1 2 2 1 2 3 1 2
> 2 > 4 » 2
m =m ~ ¢"(t-t), my; = m,; - ¢ (T-t,}, mgz = my - ¢ (T,~T).

Siendo S, el punto critico determinado en la proposicién 3.6, evaluado en t;-

Demostracién
Como ya habiamos observado en proposiciones anteriores, el valor de la

opcién depende de su forma especifica, lo que aplicando 2.12 lleva en este caso

a que,
Clt, T4A)) = eI YE[max(o, E;=Sy,» Clt, T,(A))/S(1)=S,) =
-] Sz
¢TI f Clt;, To(A)) P(Sq/Sp)dS; + f (E,-S)P(S1/S,)dS,
Sz -0

como C(t,T,(A)) lo hemos evaluado en 3.49, basta expresarlo en forma integral

para llegar al resultadog
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Podemos por un proceso de induccién determinar el valor de C(t,Th(A)),

por simplificar se tomarda T, =(t,,...t =T} con

T-t
Tty ==ty =yt =c, = —,
n
2
m; =..=m, = cn(.u-—z—)
LA — L] — 2
my =..=m; = m, - C,0,
Zz = o-zcnlk, para [, la matriz identidad de orden k.

- Sea {Sk}:=1 la sucesién formada poer los puntos criticos que se van

encontrando en cada paso, de modo que S;=E,, ¥y S;:u k = l...n-1, es la
solucién de
E;-S = C(t,_,..T,, (AD.

- Sea N:,1 una variable distribuida segin una normal k-dimensional de media

]
m,
._)n .

. . . n
me.= Y mairiz de varianzas y covarianzas ¥, , ¥

my,

“

N{:.z otra variable distribuida segin una normal k-dimensional de media

r
L4

my,
“Fn ) x . . . n
my ,=| . |, ¥ con la misma matriz de varianzas y covarianzas I,.
my,
X
Sn
- Sean Rl = { x e R t.q. —m<x<log(§—)}
0
Sn—l Sn
4]
Rz = { (xl,xz) € R2 t.q. ~o < X+X, < log{——) , log(—) < X < @ }
So So
n Kk Sn-k+l
Rp = { (x5,-.%,) € R" t.q. —» < Xt 4%, < log( ),
0
Sn—k+2
log( ) < Xt <@
Sq
Sn-—l Sn
logl—) < x#x%, < w , log(—) < x;, <o }
0 So
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- finalmente yy; = PO Ny, e R} ), y2, = p( Npo € R} )

entonces:

n
kflc, .n
C(t,Ty(A)) = X e ¥ nlEWy, 5 - See Hony] ]
k=1
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CONCLUSIONES

® El céalculo en media cuadratica, intimamente relacionado con las
propiedades de la funcién de covarianza, resulta ser una herramienta de
andlisis de gran potencia. Consta de un gran naimero de propiedades que
replican a las ya conocidas en el anilisis determinista. Pese a ello resuita
insuficiente, ya que hay amplias clases de procesos que necesitan de un

tratamiento distinto.

] La integral de It6 ( integral estocastica ) genera una clase de
procesos que son martingalas y ademas continuos. Se tiene en el otro sentido
que hay wuna extensa clase de martingalas continuas que pueden ser

representadas como integrales respecto a un movimiento browniano.

) A diferencia de lo que ocurre en el cilculo determinista, en el calculo
estocdstico se introduce el concepto de integral para, a partir de &l definir
la diferencial. Las reglas de manipulacién de las diferenciales no coinciden
con las conocidas, aunque muchas de ellas son semejantes, la transformacién
esencial del calculo diferencial estocastico viene dada por la regla de Itd,
que determina la diferencial de una transformacién suf icientemente suave de un

proceso X(t} que admita diferencial en la forma

dX(t) = a(t)dt + b(t)dB(t)

como

df 1 d%f
df (e, X((t)} = [—(t,X(1)) + — —
dt 2 4x2

df
+ —(t,X(t))b(t)dB(t).
dx

df
(t,X(tOb%(t) + St X(awldt +
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) Las ecuaciones diferenciales estocdsticas como las ecuaciones
diferenciales ordinarias plantean el problema de la existencia ¥ unicidad de
soluciones, llegando a que si los coeficientes son funciones que verifican
determinadas condiciones de regularidad, estard asegurada la existencia de una
solucién. Y no sélo eso sino que dicha solucién serd un proceso markoviano de
difusién, de modo que es posible plantear una ecuacién diferencial estocéstica
cuyos coeficientes reflejen el comportamiento que pretendemos observar en la
variable, siempre que el comportamiento se ésta sea modelizable a traves de un
proceso de difusién. Verificiandose ademds, que hay una amplia gama de
difusiones que se pueden expresar como las soluciones de ecuaciones

diferenciales estocasticas.

L La ley de probabilidad del proceso solucién de una ecuacién diferencial
estocastica, determinada a traves de sus probabilidades de transicién es la-
solucién de una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden, de hecho los
momentos, funcién caracteristica..etc. también se determinan por la misma via.
Reciprocamente problemas asociados con ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden se pueden asociar a momentos de la solucién de una ecuacién

diferencial estocastica, en particular la solucién del problema de Cauchy

du(x,t) 1 o d u(x t) du(x,t)
—— = Jajjxt — Eb (x,t) ——— + clx,thulx,1) = fix,1)
a2 &b dx{dx j dx;
l,J
sujeto a
u(x,T) = ¢(x)
es
T T s
u(x,t)=E[exp{fc(xtu),u)du} qb(X(T))-If(X(s),s)exp{J-c(X(u),u)du}}ds/X(t)=x]
t

con X{(t) el proceso solucién de una ecuacién diferencial estocastica cuyos

coeficientes estadn dados por los términos aj,j» by, j
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. Los modelos de valoracién de activos f inancieros, los que se han
tratade en este trabajo, parten de un modelo de comportamiento estocastico del
activo subyacente, las tasas de interés ys/o las varianzas, que se representa
mediante una determinada ecuacién diferencial estocastica, usualmente modelos
lineales que son los mdas sencillos de tratar. A continuacién se determina la
forma diferencial del activo aplicando la transformacién de Its, para llegar a
la ecuacién de valoracién tras la asuncién de algunas hipétesis sobre el
funcionamiento del mercado. Esta ecuacidn, gracias a la relacién que hay entre
las  ecuaciones diferenciales estocasticas ¥ las ecuaciones en derivadas
parciales, se puede calcular como la esperanza de una transformacién de la
solucién, con lo cual el problema vuelve a ser determinar la distribucién de

probabilidad de la solucién para asi finalizar el célculo.

] El modelo original de Black y Scholes para la valoracién de una opcién
de compra sobre una accidn que no reparte beneficios, también responde al

esquema anterior. La ecuacién que se plantea es

1
5 0*S(t) Fgg(S(t),1) + r SIFg(S(t),t) + Fi(S(t),t) - rF(S(t),t) = 0

con condiciones F(S4,0)=0 y F(S(T),T)=max { 0, S(T)-E }

¥y su solucién viene dada por

-r{T-t)

F(t,S) = e El max{S(T)-E, 0} / S(t) = s]

que finalmente nos conduce a la consabida f érmula

W(U=F(S(t),t) = S(tIN(d) - E e ™Y N(a,)

® El problema de valorar opciones europeas sobre distintos activos no
esta resuelto en su totalidad. En primer lugar se ha visto que en ocasiones
nos enfrentamos a distintas ecuaciones de valoracién, que obviamente producen
distintos resultados. Otra de las causas mas importantes de que no esté
resuelto el problema es que excepto en los casos mas sencillos las condiciones
generales de obtencién del modelo analftico de valoracién conducen a

ecuaciones hoy'en dia irresolubles de modo exacto.
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) A lo largo del capftulo se han considerado modelos en los cuales el
activo subyacente flufa en forma continua, una alternativa natural se obtiene
considerando la variacién del precio del activo como una mixtura entre un
movimiento de tipo continuc y otro en el cual los precis cambian de manera
discreta. Por ejemplo es habitual la consideracién de variaciones instantaneas
de amplitud £(t) en instantes discretos siguiendo un proceso geométrico de

Poisson de parametro A.

S(t)=Sgexp{€(tIN(t) + ut}
O equivalentemente
ds(t)

S(t)

= pdt + £(t)dN(t)

en este caso la variacién de un contrato de opciones W(t,S) estara regido por

"la ecuacién
dW(t)= [F(S(t),t) + HS(tFg(S(t),t)]dt + [F(£S,t)-F(S,t)]dN(t) .

En el caso en que S es una accién y W una opcién de compra sobre la
misma, la suposicién de que se puede formar una cartera cuyo rendimiento esta

libre de riesgo conduce al siguente sistema de ecuaciones

N,SE + N,IF(£S,1)-F(S,1)] = 0

de donde se llega a

u-r p-r(€+1)
Fe(S(t),t) + uS(t)Fg(S(t),t) - -E— F{gS(t),t) + —T_ F(S(t),t) =0

que no tiene solucién conocida. Para encontrar una expresiéon que permita
cuantificar la opcién se deberan asumir hipétesis adicionales del estilo de
las comentadas en el método alternativo de derivacién de la férmula de Black y
Scholes.
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® Es interesante resaltar que hay muchos mas tipos de opciones que los
que se han tratado, aquellas en que la fecha de ejercicio es extensible en uno
0 varios periodos, otras en que la referencia del precic del active subyacente
se toma sobre el valor miximo o minimo que tomé en un determinado periodo,
otras con un precic de ejercicio variable, generalmente un promedio de los
valores del activo...etc. Sin dejar por supuesto de mencionar las opciones
sobre otros activos como pueden ser los indices bursatiles, que noc son

especialmente relevantes a la hora de particularizar un sistema de valoracién.

) Es obligado referirse a la importancia que tienen los métodos
iterativos de resolucién, que en una gran proporcién de casos constituyen el
unico camino para obtener un resultado numérico. Y especialmente en el caso de
las opciones americanas en las que son la base fundamental de resolucién del

problema.

. El concepto de opcién es inmediatamente generalizable a un artfculo
financiero que permite la consideracién de diferentes actuaciones, dependiendo
de la evolucién del activo o activos sobre los que se esté traba jando, las
opciones de eleccién multiple. Este instrumento, ademas del interés que
pudiera tener en si mismo, va a permitir aproximar el valor de una opcién de

venta de tipo americano.

] El valor de una opcién de venta americana sobre una accién que no
reparte dividendo, y en el contexto original que plantearon Black y Scholes,

se aproxima inferiormente como limite de la siguiente expresién,

n
- ki n
C(t,Ty(A)) = ze krealEyWp,, - See ' "Wy 4]
k=
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