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METODOS EN BIOMATEMATICA I: CALCULO INTEGRAL Y ALGEBRA LINEAL

R. Lahoz-Beltra

Departamento de Matematica Aplicada (Biomatematica), Facultad de Biologia,
C/ José Antonio Novais, 2
Universidad Complutense de Madrid. 28040 Madrid

Introduccion

En este manual, y haciendo uso del sistema de algebra computacional wxMaxima [1], se repasan
aquellas técnicas de cdlculo integral y conceptos de algebra lineal en que se sustentan los modelos
matematicos en Biologia. Se trata de una guia orientativa y eminentemente practica en la que se
asume que el lector estd familiarizado con algunos conceptos elementales de matematicas. Aunque
hay abundante documentacion en espafiol sobre Maxima y wxMaxima, por ejemplo [2, 3], se
recomienda el manual [4] por ser uno de los mas completos, pudiendo descargarse gratuitamente
desde la direccidn indicada. Para algunos detalles y tareas mas avanzadas sobre la programacidn en
Maxima resulta de utilidad el documento web [5].

l. ¢éQué es Maxima? La interface wxMaxima

Maxima es un sistema de manipulacion simbdélica o Sistema de Algebra Computacional (CAS) con el
que el usuario pude calcular derivadas, integrales, el polinomio de Taylor, ecuaciones diferenciales,
sistemas de ecuaciones lineales, trabajar con polinomios, vectores, matrices, etc. Entre sus
caracteristicas destacaremos:

e Gran precision de calculo (incluye célculos en coma flotante, bfloat).

* Representacién de graficos 2D y 3D basados en GNUPLOT.

* No desperdicia memoria principal del ordenador.

* Es multiplataforma, es decir hay versiones para distintos sistemas operativos, ya sea
Windows, Linux o MacOS.

* Opciones de trabajo en modo consola o modo windows por medio de interfaces graficas de
usuario. Un ejemplo de interface grafica multiplataforma es wxMaxima.

*  El motor de célculo simbdlico esta escrito en lenguaje Common Lisp (GNU/GPL).

* Maxima nace en 1998 y es un descendiente de una versidn de Macsyma del afio 1982, uno
de los primeros CAS desarrollado en los afos 60 y 70 del siglo XX en el MIT de EE.UU.

e Es un CAS de propdsito general, y por tanto util para cualquier clase de calculo simbdlico en
problemas cientifico-tecnoldgicos y en cualquier area de conocimiento, por ejemplo en
Biologia, Economia, Fisica, etc.

» Sedistribuye de forma gratuita bajo licencia ‘GNU General Public License’.
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wxMaxima 0.7.1 [ unsaved ] L@
File Edit Maxima Equations Algebra Calculus Simplfy Plotting Numeric Help
& Ee 0 & 0 @
(%01) 1s(6*9=42); [+
(%01) false & Plot 3D [x]
Plot 3D
(%I2) wxplot3d(cos(sart(x ~2+y~2)), [x,-2+%pi,2*%pi], [y,-2*%pi,2*%pi],
[arid,50,501, Expression |cos(sqrt(x"2¢y~2)) J
[gnuplot_pm3d,truel); . -
- Variable: fi 1 |- 24 to: | 2%
Outpt file */nome/omegatron/maxout.png”. arase El rem ‘E oifam
Varlable: [y | from:|-2#pi |to:|2+pi
os(sart(y"2nc)) —— Grid: (50 [gfx[50 [
E ¥ g Format: [inline v
: G - Options: v | & pm3d
o2) | 5:? ? .
= . Plot to file: | || &
M S — @ cancel [ dox
8 et
(%I3) matrix([x*2+x,y ™ 2+4y,272+2) [« 2,y 2,27 2] [x " 2+y,y "2 +2,272+x]);
2+ x y2+y 2z
(%03) | x2 y? 2?
y+x2 z-v-y2 zz+x
(%14) 'integrate(x/(1+x"3),x)=integrate(x/(1+x~3),x);
2x-1
x fog(xz-xq-l) aran[ﬁ] log(x + 1)
(%04) dx = + -
P 5 NE) 3
(%i5) [
INPUT: (@@
Simplify ‘ Simplify (r) ‘ Factor Expand ‘Simplify (tr) H Expand (tr) |Reduce (tr) | Rectform ‘ Sum... | Product...
Solve.. |SoveODE..| Diff. | Integrate.. | Limit.. | Series.. |Substitute.. | Pot2o.. [ Por3p.. |
[Ready for user input

Pantalla de wxMaxima 0.7.1. (tomado de http://en.wikipedia.org/wiki/Maxima_(software))

La interface de usuario de wxMaxima es un cuaderno en el que haremos las operaciones, incluiremos

anotaciones de texto, etc. organizdndose en unidades de trabajo llamadas celdas:

%190) x72+2*x+1;

%i91) factor(%): Celda
(%091) (x +1)°

—— (%inum) INPUT ;
(%090) x2+2x+1 —_— (%O num) OUTPUT

Una vez escritas en las celdas las expresiones matematicas segun el lenguaje y sintaxis de Maxima, el
contenido de las celdas es evaluado, es decir se obteniene un OUTPUT %o a partir del INPUT %i
planteado. La evaluacion del contenido se realiza a través de la ocpion Celda en la ventana de tareas

de wxMaxima:
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Archive Editar | Celda | Maxima Ecuaciones Algebra  Andlisis  Simplificar  Graficos Numérico  Ayuda

ro—

Ewvaluar celda(s)
Ewvaluar todas las celdas Ctrl-R

Borrar todos los resultados

Copiar entrada anterior Ctrl-I
Autccompletar Ctrl-K
Mastrar plantilla Ctrl-5hift-K

Mueva celda de entrada

Mueva celda de texto Ctrl-1
Mueva celda de titulo Ctrl-2
Mueva celda de seccién Ctrl-3
Mueva celda de subseccion Ctrl-4

Salto de pagina

Insertar imagen

Instruccion anterior Alt-Arriba

Siguiente instruccion Alt-Abajo

Por ejemplo, eligiendo la opcidon Evaluar todas las celdas obtendremos para cada celda %i el

resultado correspondiente (%0):

(%i92)
(%092)

(%i93)
(%093)

(%194)
(%094 )

%195)
(%095)

%196)
(%096)

(X7242%x-1)*(2%x72-9%x+1) ;
[x2+2x-1"2x2-9x+1]

expand( (x™2+2%x-1)* (2*x"2-9*%x+1));
2x - 5x7 - 19x% +11x - 1

factor(2*x"4-5%x"3-19*%x"2+11*x-1);
(x?+2x-1)[2x%- 9x +1]

x:5;
5

(x"242%x-1)*(2*x"2-9%x+1) ;
204
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Il. Métodos de calculo integral utiles en Biomatematica

En esta seccion estudiaremos las técnicas de integracion que son de utilidad en Matematicas,
Estadistica y Fisica. Utilizaremos wxMaxima para resolver las integrales, dejando como ejercicio su
cdlculo a mano. En general, una integral puede resolverse aplicando uno o varios de los siguientes
métodos o técnicas de integracion (Caja 1).

Cajal

) ) tipo logaritmico
Integrales inmediatasy ) .\
casi—inmediatas
Integracién por partes

Integrales de funciones racionales

Integracién con cambio de variable

II.1. Integrales inmediatas

Las integrales inmediatas mas comunes se recogen en tablas, “estudiandose” de forma similar a la
tabla de aminoacidos en Bioquimica, tal y como se muestra a continuacion:

fodx:Kx+C fsin(u)dx:-cox(u)+c f1/1+u"2u’dx=arctg(u)+c

sin(uju’ dx = -cos(u) +C

f urndx=urn+l/n+l +C

utn.u'dx = utn+l/n+l +C f cos(u)dx = sin(u) +C f 1/sqrt(1-ur2)dx = arcsin({u) + C
cos(u)u‘dx =sin(u) + C
f 1/udx=Ln{u)+C
u'/udx=Ln(u) +C| 0, Fﬂ H
HOlC_?_N\H
s
f a*uu' dx = a®u/Ln(a)+ C| ?Hg
e
fHa
f efuu'dx=eru+C NH,

En la tabla u es una funcién siendo u’ su derivada. Con wxMaxima utilizaremos la orden integrate
para resolver integrales. Ahora bien, si escribimos el apdstrofe (tecla con ? en el teclado espaiiol)
antes de la orden, es decir ‘integrate, entonces Unicamente se escribe la expresion con el simbolo
integral, sin resolverse la expresion:

R. Lahoz-Beltra. (2014). Métodos en Biomatematica I: Calculo Integral y Algebra Lineal con wxMaxima. eprints.ucm.es/27406/
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(%11} 'integrate (3 -x,x);

(Fo0l) 3 J.xdx

Una vez eliminemos el apéstrofe, la integral es calculada. Por ejemplo, resolver

integrales:

J.6x3dx Ix%dx J.X%dx Ix%dx

las siguientes

Se trata de algunos ejemplos de integrales inmediatas que resolveremos con wxMaxima:

($12) integrate (6*x™3, =x=H);

% 2
O

{%13) integrate (x™(2/3), =);

3 o d 3

L %03) -

(%141 integrate (37 (x™4),x);
1

[ Fod) —

2{3

(%151 integrate (x™(1/3),x);

3 33

4

i %05)

Otra clase de integrales inmediatas son de tipo logaritmico.

Por ejemplo, resolveremos las integrales que se muestran a continuacion:

C Sen(2x)
[ [ 2

1
2P0 iy [————dx
1+Sen® x I\/§(1+\/;)

Una vez mas utilizaremos wxMaxima, recordando que wxMaxima no nos informa de la clase de

integral de que se trata:

R. Lahoz-Beltra. (2014). Métodos en Biomatematica I: Calculo Integral y Algebra Lineal con wxMaxima. eprints.ucm.es/27406/
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(%16}

(%oa)

(%17
(307

(%18}
(o8]

(%519
[Fo09)

En este

integrate { (x"2)/ (x"34+6), =H);

log(x" +6)

3

integrate (cog () /2in(x), ®)

logisinx))

integrate (sin(2*x)/ (l+=in (=) “2), x) ;

log(sin(x)2+1)

integrate {1/ (sqrt (z) * (l+sqgrt (x1 )3, ®) ;
2 logi+/x +1)

grupo de las integrales inmediatas hay integrales a la que hemos denominado “casi-

inmediatas”. Considerando que los contenidos de este manual estan orientados al tratamiento de

modelos matemadticos en Biologia [6], a partir de ahora utilizaremos la varible t, el tiempo, en lugar

de x.

Por ejemplo, la siguientes integrales ilustran esta clase de integrales inmediatas:

2t

I#dt j(%)tdt [te” at jﬁ%dt

Resolveremos con wxMaxima los ejemplos :

(%110}

LEol0)

(%111}

%ol

integrate ( (Z*t"34+t"2-L) /"2, L) ;
2 té+2
—=1ogi t
2 g{t)
ratsimp (integrate ((2/5) ", L)) ;
logl(Z) &

5 Lagli 5}

logi{S)—log(Z)
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{311Z) integrate (t*%e™{t™2),t);

tZ

fe

Z

($012)

($113) integrate ((exp (-2*t)4+exp(2*%L) )/ 2,1t);
et g7 E

Z
(%o0l3)

11.2. Integracidn por partes

La técnica de integracidon por partes, una de las mads utilizadas en ciencias, consta de dos etapas. En
primer lugar, se elige uy dv, siendo el paso mas delicado ya que de dicha eleccién dependera el éxito
en la resolucion de la integral. Por ello, aplicaremos la “regla ALPES” (A: funciones ciclométricas arco,
por ej. arc sen(x), arc cos(x), arc tg(x), etc.; L: funciones logaritmicas, por ej. LOG(x), LN(t+1), etc.; P:
polinomios, por ej. x, x*+1, x3/3, etc.; E: exponencial de una funcién, por ej. exp(x); S: en abreviatura
de funcién sen(x) aunque pueda tratarse de cualquier otra funcién trigonométrica, por ej. cos(2x).
Segln esta regla nemotécnica “se etiqueta como u a aquella funcién que en la palabra ALPES esté
ubicada a la izquierda con respecto de la otra funcidn a la que designaremos dv”. En segundo lugar,

efectuaremos:

J.u.dv =uv-— Jv.du

Sen(x)

prof. Rafael Lahoz-Beltra

llustracién de la regla nemotécnica ALPES

Es importante recordar una vez mas que wxMaxima no informa de la técnica de integracion utilizada.

Por ejemplo, si planteamos J.(t—3)et dt, una vez evaluada la expresion obtendremos:
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(%114) integrate [(t-3)*exp(t),t);
(3014) (t-1)%e’-3 sef

Recordemos que si deseamos escribir la integral, afiadiremos un apdstrofe al principio de la orden:

{%115) Tintegrate ((7Ft"2-5)*=in(2%t),t);

(3015) J(? t?—Siein(2 tidt

{%1ilé) "integrate {expit)*co=(t),t);

(%016) J%et cos(tidt

Acontinuacién, mostraremos algunos ejemplos de integrales que se resuelven por esta técnica de
integracion:

jt3efdt j(zt+4)e2“4dt jarctg(t)dt jlog(st)dt jtzlog(t)dt
resolviendose con wxMaxima:

(%117) integrate (t"3%*exp(t),t):
(3017) (t -3 t*+6 t—6)%e’

(%#118) integrate ( (2*t+4) *exp (2*t+4),t);
2 tea (2 sett-setyse?t
z

L%o0lB) 2 %e

R. Lahoz-Beltra. (2014). Métodos en Biomatematica I: Calculo Integral y Algebra Lineal con wxMaxima. eprints.ucm.es/27406/
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{%11%9) integrateiatanit),t);
log(tZ+1)

(%0l?) tatanit)-— Z

(%12Z0) integrate (log(3*t),t);
Jtlog(3dt)-3 &
3

($020)

(#121) integrate ((t"2)*log(t),t);
£9 logrt) &2

3 9

LEozl)

I1.3. Integrales de funciones racionales

. . . . . . . X p
El calculo de integrales de funciones racionales (cociente de dos polinomios) J.%dx se resuelve “a
q(x

mano” tal y como se explica a continuacion. Explicaremos la resolucién de diferentes casos:

Caso 3.1.- Sea I#dx una integral de una funcidn racional en la que el cociente de los polinomios
g(x

p(x)/q(x) cumple p(x) = q(x).

3

Por ejemplo, caIcuIarJ dt. Resolveremos la integral dividiendo entre si los polinomios, y

t?+1

teniendo en cuenta que:

t* —t
:t+( )

=C+
t?+1 t?+1

P R
Q Q ’

Por consiguiente, la integral planteada serd igual a:

t t
dt=|tdt— dt
J‘tz +1 -[ -[t2 +1
siendo el resultado:

= %(tz—ln(t2+1)+c)

R. Lahoz-Beltra. (2014). Métodos en Biomatematica I: Calculo Integral y Algebra Lineal con wxMaxima. eprints.ucm.es/27406/
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Caso 3.2.- Sea J.de una integral de una funcién racional en la que el cociente de los polinomios

p(x)/q(x) cumple p(x)<q(x). La técnica de integracion consiste en descomponer la integral original en

otras que son integrales inmediatas, por lo general del tipo:

dx=arctg(u)+c

I%dx: In(u)+¢ jlfuz

siendo u una funcién y u’ su derivada. Explicaremos la técnica de resolucion con los siguientes

ejemplos:

+1

t
3.2.1.-Sea I—dx. En este caso la integral se descompone en dos integrales:

3t+2

[ dt= [ = [Pt+ —dt
-3t+2 S (E-D(-2) Jt-1  t-2

A continuacién, realizamos con el fin de obtener los valores de A y B, las siguientes operaciones:
t+1=A(t-2)+B(t-1)

(t-1)=0, 1, 2=-A
(t-2)=0, 2, 3=B

t=

t

Finalmente, sustituyendo los valores de A y B se resuelven las integrales:
z—zj— dt+3 —dt =—2In{t-1)+3In(t—2)+C

Un ejemplo de este tipo de integral en Biomatematica es la que hay que resolver para obtener la
solucién general de la ecuacidn diferencial de Verhust o ecuacidn logistica [6]:

siendo r la tasa de crecimiento y K la capacidad de carga en una poblacién. Si sustituimos y’ por
dy/dt, operamos el término entre paréntesis, y reordenamos los términos tendremos que:

R. Lahoz-Beltra. (2014). Métodos en Biomatematica I: Calculo Integral y Algebra Lineal con wxMaxima. eprints.ucm.es/27406/
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dy _ ry(K—y)
dt K

, K.dy=ry(K-y).dt

Puesto que se trata de una ecuacion diferencial de variables separables, entonces:

K ¢y 1

dy=| dt
rvey(K-y) =

La integral dy se resuelve aplicando la técnica descrita en esta seccidn, es decir:

v y(K—y)

1 A B
Iy dy = y_+ y

v y(K—y) vy Tn(K-y)
siendo A=B=1/K.

2

t
o — d
(t+D(t-1)
descomposicién de la integral, obteniendo los valores de A, B y C que sustituiremos, resolviéndose

3.2.2.- Sea I t. Puesto que hay un término (t-1) se realizard la siguiente

las integrales resultantes:

t2 A B C
I(t+1)(t—1)2 a :-[t+1dt+-[t—1dt+-[(t—l)2 at

t? = A(t-1)(t-1)° +B(t+D)(t-1)* +C(t+1)(t-1)
t? = At-1)°+B(t+1)(t-1D)+C(t+1)

(t-1)=0, t=1,...C=1/2
(t+1)=0, t=-1, ... A=1/4
[t’] 1=A+B,.B=3/4

ot
(t—2)(t* +1)

descomponiéndose la integral en otras dos integrales. A continuacién, obtendremos los valores de A,

3.2.3.- Sea j En este ejemplo hay un factor cuadratico (t-1),

By C. Sustituyendo los valores obtenidos, resolveremos las integrales:

R. Lahoz-Beltra. (2014). Métodos en Biomatematica I: Calculo Integral y Algebra Lineal con wxMaxima. eprints.ucm.es/27406/
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2
[ g [A g [BCy
(t-2)(t° +1) t—-2 t°+1

t? = A(t> +1) + (Bt + C)(t - 2)
(t-2)=0, t=2, 4=A5+0 A=4/5

[t’] 1=A+B B=1/5
[0] 0=A-2C C=A/2

Una forma de tratar integrales racionales con wxMaxima evitando errores de escritura consiste en
escribir las expresiones de p y q de la funcion racional p/q por pasos.

Considérense los siguientes ejemplos:

3t* +5¢ t+1
[ ot
t2—t-2 t2-3t+2

(%1ZZ) p:3*t™2+45%t;

(3022) 3 %45 ¢

(%1Z23) qittE-t-2;

($023) t°—t-2

i%1i24) integrate (p/q,t);

2 log(t+1) 22 log(t—2)
(3024) + +3 ¢

3 3

{%$125) r:t+1l;
(%025) £+1

(21i26) szt 2-3%t+2;
(%026) t2-3 £+2

i%1Z7) integrate (r/=,t);
(%3027) 3 log(t-2)-2 log(t-1)

R. Lahoz-Beltra. (2014). Métodos en Biomatematica I: Calculo Integral y Algebra Lineal con wxMaxima. eprints.ucm.es/27406/
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I1.4. Integracién con cambio de variable

La técnica del cambio de variable o método de sustitucion efectia un cambio de variable en el
integrando por medio de una variable auxiliar u:

_[f(x)dx , si u=x entonces du=u’ dx

se integra y posteriormente se deshace el cambio de variable. llustraremos la técnica de sustitucién
con el siguiente ejemplo.

Sea J.(3x+2)3 dx . Efectuando el cambio de variable:

u=3x+2, du=3 dx, d—; =dx

sustituyendo en la integral y operando, tendremos que:

(3x+2)4
12

Iuadx:ju—;du:gjusdu:i.%+c= +c

A continuaciodn, resolveremos con wxMaxima los siguientes ejemplos:

j(2t+6)5dt H4t—1dt J'eHdt jte“dt

(%128) integrate ((2*t+a)"5,%);
16 5

(%028) +96 t°+720 142880 £ +6480 £ 47776 ¢

(%129) integrate (sqrt (4*t-1),t);

(at-1y7%

=

($029)

{%130) integrate {exp(l-t),tl;

(%0307 —%el"t

(%131) integrate (t*expi(t™2),t):
L2

(=]
(%o031)

R. Lahoz-Beltra. (2014). Métodos en Biomatematica I: Calculo Integral y Algebra Lineal con wxMaxima. eprints.ucm.es/27406/
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lll. Elementos de algebra lineal en Biomatematica

Un vector v es un objeto matematico que se define como una coleccion de n nimeros reales, tal que
v = (a1, ay, ..., an). El concepto de vector cuenta con numerosas aplicaciones en Biomatematica, tal y
como se muestra en la figura.

/(Ni(r)) () \

N, (t) q
o crystoczka ta mode by wyrsiona za pomocy nastppujqosj macierzy:

X(t+1) = fix(t), 1), ..., Y(t+1)=f(¥(t),i)
0100010000000 0
1010000000000 0
0101000000000 0O0
— - 0010100000000 0
Pz Pq p{:‘l_ﬁl) . p{A‘C:} 0001010000000 0
pq qz : N : 10001010000000
0000010100000
p{C_}A) P(C_’C) 00O0CO0ODO0ODODI1IOT1TOODODOO
0000000101000 0
00000000C101000
0000000001 0100
0000000000101 0
0000000000010 1
0000000000 O0CO0I1O0

N(t+1) = A. N(t) Prayjmuecny dla x, wastoké 1, jeiel atory i,y migdzy soby rwizane, i wartokt
0w przypadku preeciwnym, to znacxy gy wigranic micdzy nimi nie tnicje.

&7

Aplicaciones de los vectores y matrices en Biologia. (Izquierda) Estudio de dindmica de poblaciones, ley de
Hardy-Weinberg, matriz estocastica cuyos elementos son las probabilidades de transicion o mutacién entre
bases del ADN y expresidn para un sistema dinamico. (Derecha) Representacion de la molécula de vitamina
A (tomado de la edicion en polaco del libro “R. Lahoz-Beltra. 2010. Las Matematicas de la Vida. Modelos
numéricos para la biologia y la ecologia. Coleccion El Mundo es Matematico. RBA”)

A continuacidn, y asumiendo que el lector conoce qué es un espacio vectorial, los conceptos de
dependencia e independencia lineal, qué es generador y una base, entre otros conceptos generales,
abordaremos con wxMaxima el estudio elemental del dlgebra lineal.

El dlgebra lineal comprende el estudio de las principales operaciones con vectores, matrices y
ecuaciones lineales. El algebra lineal constituye junto con las ecuaciones diferenciales dos de los
pilares esenciales en los que se sustenta la Biologia Matematica o Biomatematica.
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lll.1. Dependencia e independencia lineal

éSon los vectores (8, 2,0), (1, 5,1) y (0, 1, 1) linealmente dependientes o independientes?

($11) u:[8,2,0];
(30l) [8,2,07

($i2) wv:[1,5,11;:
(302) f1,5,1]

($13) w:[0,1,1];
(303) [0,1,17

{%14) M:imatriz(u,v,w) :

g &2 0

(204) [1 5 1

{%15) rank (M) ;
(%ch) 3

Son linealmente independientes ya que el rango es 3.

¢éY los vectores (1, -2, 1), (-2, 4,-2), (1, 0, 0)?

(21i6) u:[l,-2,1]1;:
(306) [1,-2,1]

($17) wvi[-2,4,-2];:
(%507) [-2,4,-2]

($i8) w:[1,0,0];
(308) f1,0,0]

(%19) M:matriz(u, v,w) ;

(%509 |-2 4 -2

(%110 rank (M) ;
(%0l0) Z

Son linealmente dependientes ya que el rango es menor que 3. El vector v es multiplo del vector u.
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l1l.2. Sistema generador del espacio vectorial

Sean los vectores (1, 0, 0), (-2, 0, 1) y (1, 3, -2) de un subespacio vectorial S, tal que S V éconstituyen
los vectores un generador del espacio vectorial V?

($11) Mimatrix([1,0,0],[-2,0,1],[1,3,-2]);
1 0 0

($01) |-2 0 1

(%$12) C:[cl,c2,c3];
(%502) [cl, c2, c3]

(¥13) C:transpose (T);

($03) |cz2

(%$14) WV:[a,b,cl;
(%30d4) [a,b,cl

(¥15) V:transpose (V):

a

(%16) M.C=V;

cl a
(%o06) ci3-2 g1 =E
-2 p3+3 c2+r01 c

(%$17) RES:M.C-V;
cl-a
(%5a7) ci-2cl-hb

-2 e£3+3 c2+cl -

(%18) SISECS:1list matrixz entries (RES);
(%08) [cl-a,c3-2cl-b, -2 0343 cZ24tcl-c]

(%1%) linsolwve (SISECS, [a,b,c]);
(%50%) [a=cl,b=c3-2cl,c=-2 c3+3 cZ2+cl]

R. Lahoz-Beltra. (2014). Métodos en Biomatematica I: Calculo Integral y Algebra Lineal con wxMaxima. eprints.ucm.es/27406/



Métodos en Biomatemética I: Clculo Integral y Algebra Lineal 17

Efectivamente los vectores son un sistema generador del espacio vectorial V ya que el sistema es
compatible, en el ejemplo indeterminado, siendo claramente al menos uno de los términos a, b o ¢
distinto de cero.

ll.3. Base del espacio vectorial

Los vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1) éson una base del espacio vectorial V?

En primer lugar comprobaremos que son vectores linealmente independientes:

(%il1) Mimatrix=([1,0,0]1,[0,1,0]1,[0,0,11});
1 0 0

(201) |0 1 o

(%12) rank (M) ;
(5c2) 3

(%$13) determinant (M) ;
(503) 1

Seguidamente, comprobaremos que son un sistema de generadores:

(%14) C:[cl,c2,c3];
(%0d) [ecl, 02, 23]

(%¥15) C:transpose(C);
cl
(%05) |cz2

c3

(316) V:[a,b,c]:
(%$06) [a,b, o]

(%17) V:transpose (V):

a2

(%o7) |b
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(%iB) M.C=V;
cl a

(%08) |cz2|=|b

($1%) RES:M.C-V;

(209) |cz-b

{¥110) SISECS:list matrix entries (RES);
(%010) [el—-a,ci2-b, c3-c]

(%111} linsclve (SISECS, [a,b,cl);
(%0ll) [a=cl,b=ciZ,c=c3]

Los vectores si son una base del espacio vectorial V ya que son linealmente independientes, el rango
es 3 y el determinante distinto de cero, y un sistema generador puesto que el sistema es compatible
y determinado.

111.4. Cambio de base

Sea un vector v=(1, 1, 3), expresar el vector v en la base B1={(1, 1, 1), ((1, 1, 0), (1, 0, 0)} y en B2={(2,
1,2), (1,0, 3), (-1, 4, -2)}. Obtener las matrices de paso P y Q que permiten el cambio de base de B1 a
B2 y de B2 a B1, respectivamente.

En primer lugar, definiremos la base B1:
(¥11) ul:[1,1,11:
($0l) [1,1,1]

($12) u2:[1,1,0];
(%02} [1,1,0]

(%13) u3:[1,0,0];
(¥03) [1,0,0]

(¥14) Bl:transpose (matrixz(ul,uZ,u3)):

111

(204) |1 1 o
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y en segundo lugar, la base B2:

(%i5) wl:[2,1,2]1;
(305) [2,1,2]

(%i6) w2:[1,0,3];
(o6} [1,0,31]

(%17) w3:[-1,4,-21;
(5207) [-1,4,-21]

(%¥18) B2:transpose (matrix(wl,w2,w3));
2 1 -1
(308) |1 0 4

2 3 -2

En tercer lugar, el vector v:

(%1i%) v:[1,1,3]1;
(%20%) [1,1,3]

(%110) V:transpose (V);
1

(2010) |2

3

¢Cémo obtendremos las coordenadas del vector v en la base B1:

(%$111) C:[cl,c2,c3]:;
(%0ll) [ecl, c2, 23]

(%112) C:transpose (C);
cl

(%0ll) |cz

c3
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(%113)

(2013)

(2114)

(%0l4)

(%115)
(%0l5)

(211e)
(%o0le)

Bl1.C;

c3+c2+eol

cZ2+cl

SISECS:1list matrix entries(Bl.C-V);
[c3+tec24tecl-1,c24+cl-1,c1-3]

linsclve (SISECS, [cl,c2,c3]);
[cl=3,c2=-2,c3=0]

¢Y las coordenadas de v en B2:

(%117)

(%o0l7)

(%118)

(2018)

(%119)

(%0l3)
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(%¥120) BZ2.C=V;
-c3+c2+2 cl 1
(%020) 4 g3+l =1

-2 c3+3 242 21 3

(%121) SISECSZ2:1ist matrix entries(B2.C-V);
(%021) [-c3te21+2 0cl1-1,4 234+l -1, -2 034+3 c242 21-3]

(%¥122) linsolve (SISECSZ, [cl,c2,c3]1);

(%022) [cl=—, c2=—, c3=—"]

Finalmente, concluiremos la sesion de trabajo obteniendo la matriz de paso P de B1 a B2:

{%161) ul:transpose (ul);

1

(2061) |1

(%¥i62) BZ.C=ul;

(%062) 4 z3+cl =1

(%163) SISECSZ:1list matrix entries(B2.C-ul);
(3063) [-c3+tc2t2cl-1,4 0340l -1,-2 c3+3 c2+2 cl-1]

(%164} linscolve (SISECSZ, [cl,c2,c3]1);
(%064) [c1 —9 Z —l 3 —2 1
1= = = —

ST LT R AT
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(%165)

(2065)

(21i66)

(2066)

(%170)

{(2070)

(%i71)

{(2071)

(%172)

(2072)

uZ:transpose (u2);

1
1
Q
B2 .C=uZ;
-oc3+cE+2 o1 1

SISECSZ:1list matrix entries (BZ.C-ul);
[-e3+tec24+2 01 -1,4 c3+el-1, -2 03+3 c2+2 1]

linsclve (SISECSZ, [cl,c2,c3]1);

13 a 1
—y cZ=——, c3=—]
17 17

cl=
[ T

u3:transpose (ul);

1
0
4]
B2.C=u3;
-c3+cZ+2 cl 1
4 o3+cl =|0
-2 g3+3 ca2+2 ol a

SISECSZ:1list matrix entries(BZ.C-u3);
[-e3+c242 cl-1,4 e3+ecl, -2 034+3 c24+2 1]

linsolwve (SISECSZ, [cl,c2,c3]);

siendo la matriz de paso P:
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"
l_l.
(%]

Prmatrix([%,13,12]1,[1,-8,-101,02,1,-31);
8 13 12

(%073) (1 -8 -10
2 1 -3

NOTA: producte 1/17'P con operador "asterisco™:

(%174) P:1/17 -P;

9 13 12
17 17 17
o 1 af 10
(3074) |— —— -—
17 17 17
2 1 3
17 17 17

Obtendremos para concluir la sesién de trabajo la matriz de paso Q de B2 a B1:

(%175) Q:invert (P);

{2075) -1 -3 &

23

l1.5. Algebra de matrices

Sean las matrices Ay B:

2 5 8 1 3 7
A=1 2 1 B=4 9 O
6 9 4 2 1 3

Estudiaremos con wxMaxima las siguientes érdenes y operaciones algebraicas:

a) ¢Qué tarea realizan las érdenes ident(3) y zeromatrix(2,3).
b) Efectle las siguientes operaciones: A+(A-1), A*B y A3,

c¢) Obtenga: transpuesta de A, inversa de A, adjuntos de A.

d) ¢Qué tarea realiza la orden minor(A,1,2)?

e) Obtenga el determinante de Ay su rango.
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Escribiremos en wxMaxima las dos matrices A y B, tal que Muxn, (n=filas, m=columnas):

($11) A:imatriz([2,5,8]1,[1,2,11,[6,9, 4]1);
2 5 8
(201) |1 2 1

6 9 4

(%12) Brmatriz([1,3,7]1,[4,%9,01,[2,1,31);:
1 3 7

(%021 (2 9 O

a) Matrices especiales: identidad(tamafio) y nula(n, m):

(%13) ident (3);
100
{%03) |0 1 O

oo 1

(%14) zZeromatriz(2,3);
0o o0 0
(5o04]

o o0

b) Operaciones con matrices:

En primer lugar calcularemos A+(A-1). En segundo lugar, realizaremos el producto de A por B,
teniendo en cuenta que en wxMaxima hay dos operadores: "punto abajo" A.B o producto
estandar y "punto arriba" A*B (se escribe con asterisco) multiplicandose elemento a
elemento. En tercer, Ultimo lugar, realizaremos la operacidn potencia utilizando para ello el
operador A, por ejemplo A”3:

(%15) A+ (A-1);
3 9 18

[(%cb) |1 3 1

11 17 7
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(%1i6) A*B;
2 15 56
(%0B6) [4 18 O
12 8 1z
(%1i7) AM3;

g 125 512

(%) 1 g 1

216 7292 64

c) Operaciones especiales del algebra de matrices:

Mostraremos a continuacidon cdmo obtener la transpuesta, inversa o inversa dejando el valor
del determinante fuera de una matriz, y el adjunto de una matriz dada:

(%18) transpose (A);

2 1 &
[%08) |5 2 9

g 1 4

(%19) i1nvert (A);

1 13 11
1l& 4 1a
1 5 3
(309) |-— = -
g 2 =]
3 3 1
1l& 4 1a

(%110 invert (A),detout:

-1 &5z -11
2 -40 &
-3 1z -1
(20l0)
16
d) Menor:

Obtendremos el menor de la matriz A que resulta de cortar la primera fila y segunda
columna.
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(%113} minor (aA,1,2);
11

(%013)
£ 4

e) Calcularemos el determinante y rango de la matriz A:

(%113) determinant (A);
(%20l3) —16a

(%1143 rank (A);
(%2o0ldy 3

En una matriz cuadrada My (numero de filas=niumero de columnas) si se cumple que el
determinante de M es igual a cero entonces los vectores de M son linealmente dependientes si el
rango de la matriz M es menor que n, es decir en wxMaxima si determinant(M)=0 y rank(M)<n. Si el
determinante de M es distinto de cero entonces los vectores son linealmente independientes si el
rango de M es igual a n (determinant(M) = 0y rank(M)=n).

lll.6. Modelos matriciales iterativos. Ejemplo de aplicacion lineal

El concepto de transformacion lineal T: R” —>R” en el élgebra lineal (véase [7]) es “equivalente” al
concepto de proporcionalidad en una ecuacién diferencial y'=k.y o en una funcién f(x)=k.x. Por
consiguiente, un vector original u puede ser transformado en un vector imagen T(u) si es
multiplicado por una matriz A llamada matriz de estados, tal que T(u)=A.u. En la practica las
transformaciones lineales cuentan con numerosas aplicaciones practicas al tratarse de
transformaciones geométricas, siendo el vector T(u) una proyecciéon (1), rotacién (2) u homotecia
(multiplicamos una distancia por un nimero k, caso (3)) dependiendo de que la matriz A sea por
ejemploy en cada caso (1, 2):

Cosa —-Sena

1 0O
(1) Tw)=|{0 1 O|u (2) T(u)=(Sena Cosa
0 0 1

J.u (3) T(u)= ku

En Biomatemadtica la utilidad de las transformaciones lineales es tal que son la herramienta que
permite al bidlogo estudiar la evolucién o comportamiento dindmico de poblaciones en ecologia:

N, (t+1) A N, (t)
Ny(t+1) ) (N, (t)
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En el caso particular de que los vectores T(u) sean vectores nulos {0}:

(o))
o) "M (r

entonces se conoce como nucleo o kernel o Ker de la transformacién lineal a todos aquellos vectores
u que tienen como vectores imagen T(u) a los vectores nulos. Estudiaremos una aplicaciéon en
biologia de los conceptos que hemos expuesto.

Supdngase el siguiente experimento. En una charca un equipo de bidélogos toma en un recipiente una
muestra de agua haciendo un recuento con el microscopio en el laboratorio, siendo las condiciones
iniciales N1(0)=5 y N2(0)=8 ejemplares de dos especies de protozoos, Stylonichia y Ameba,
respectivamente.

También se obtuvo en el laboratorio la matriz de paso para las poblaciones de estas dos especies:

1 1
A=
o7
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Estudiaremos con wxMaxima la evolucidn a lo largo del tiempo de los efectivos N1 y N2 de las dos
poblaciones de protozoos, iterando la transformacion lineal N(t+1)=A.N(t) a lo largo de 20 unidades
de tiempo:

(%11y N1[0]:5;
N2[0]:8;

Pxo0l) 5

L®0Z) o

(%13) N[0]:transpose ([M1[0],N2[0]11);

5
%03
g

(%i4) Armatriz([1l,1],[0.75,0]);

1 1
504
0.75 0

Observe cdmo aplicando el método iterativo mapeamos el valor de N desde el tiempo t a t+1, con la
siguiente rutina en wxMaxima, prediciendo los tamafios futuros de las dos poblaciones:

i%15) for t:0 thru 20 do blocki
NM{t+1l]:8. MN[t],
Nt]:N[t+1],
EQ:row(N[t], L) /row(N[t],2),
print (N[t],EQ)

1

Llamaremos EQ al cociente entre el nimero de individuos N1 de la primera especie y el nUmero de
individuos N2 de la segunda especie. La finalidad por la que calculamos este cociente es con la idea
de estudiar si hay o no una tendencia a mantenerse constante o en equilibrio la proporcién de
efectivos ente ambas poblaciones.

N, (t)
Realizado el experimento, obtenemos para cada valor de tiempo t el vector (Nl J y el valor EQ:
2
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13
[3.466666666666667}
3.75
16.75
[1.717948717948718}
9.75
26.5
[2.109452736318408]
12.56E5
39.06E5
[1.965408805031447]
19.875
58.9375
[2.011?33333333333]
29.296875
g3.234375
[1.996111700247437]
44.203125
132.4375

[2.001298624638451]
6a.175758125
1958.613258125
[1.999567406009124]
99.3281:25
297.94140625
[2.0001442291933]
145.2599609375

446.9015671875
[1.99995192?068993]

223.4500546375

670.357421875
[Z.DDDDIEDZQEBSSIZ]
335.176025390625
1005.533447265625
[1.999994658477627}
502 .76506640625

Un procedimiento alternativo de estudiar el comportamiento dinamico de las dos poblaciones
consiste en diagonalizar la matriz de estados A:
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Métodeo consistente en diagonalizar la matriz A

(%16) eigenvaluss (A);
rat: replaced —-0.75 by -3/4 = —0.75

toh 2 ! 1,1
(#08) [{z,—1,[1,1]]

Observe que lo que se conoce como valor propio, 3/2 en el experimento, y por tanto 1.5, indica que
podriamos escribir:

(Nl(tﬂ)} 1__{%&)}
N,(t+1) N, (t)

Concluyéndose que a lo largo del tiempo el nimero de individuos N1 de Stylonichia se “impondrad”
numéricamente al nimero o efectivo N2 de amebas.

lll.7. Diagonalizacidon de matrices

Diagonalizar una matriz A consiste en encontrar vectores invariantes v, llamados vectores propios o
eigenvectores tal que al multiplicar la matriz A por dicho vector v sélo cambie su magnitud —esto es,
estirandose o encogiéndose A unidades de longitud- y no su direccidén, aunque pueda hacerlo su
sentido. Por consiguiente tendremos que:

A.v=41.v

conociéndose al escalar 4 con el nombre de valor propio o eigenvalor. La diagonalizacién de una
matriz A “a mano” pasa por obtener las soluciones o raices A,del llamado polinomio caracteristico a

partir del determinante de |A - A.l| =0, siendo | la matriz identidad. En wxMaxima el polinomio
caracteristico, los valores propios y los vectores propios se obtienen con las érdenes charpoly,
eigenvalues, eigenvectors, respectivamente.

Supdngase que diagonalizamos con wxMaxima la siguiente matriz A, obteniendo sus valores propios
y vectores propios:
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(%11) A:matrix([2,2,1],[-1,-1,-11,02,4,3]):

(¥o0l) [-1 -1 }

((i2) charpoly (&, x);
(F02) —-2(x-1)*((—-x-1(3-x)+4)(Z2-x)-2(-x—-1)-4

(%13) factor(%):
(263) —(x-2)(x-1)°

(%¥14) eigenvalues (i) ;
(3c4) [[2,1]1,[1,211

(%$15) eiligenvectors (R);
(¥c3) [[[2,1),02,20),0002,-2,2]1,002,0,-1],0[0,1,-21111

Comprobaremos a continuacion si la matriz A es diagonalizable:
(¥16) P:transpose(matrix([1,-1,21,[1,0,-11,[0,1,-21));

($06) -1 0o 1

(¥i7) D:matrix([2,0,0],[0,1,0]1,[0,0,11);
2 0 0

(207) |0 1 0

0 01

(%18) rank(p);
(508) 3

(%$1%) determinant (P):
(F09) 1

(%110) inwvert(P) .A.P;
2 00
(%010) (0 1 O

0 0 1

(%111} P.D.invert (P):;

(%0ll) |-1 -1 -1
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Sea la matriz A:

Obtenidos los valores y vectores propios écual es el significado geométrico de la diagonalizacién?

2 2 y Interpretacion geométrica de la
2 1 diagonalizacién

>
[l

Rafael Lahoz Beltra, Curso 2013-14

Si una matriz es diagonalizable entonces se cumple que P A.P =D, lo que puede ser comprobado
utilizando la siguiente sentencia condicional en wxMaxima:

(¥112) if (invert(P).A.P)=D then print ("DIAGONALIZABLE") else print ("NO DIAGONALIZABLE"):

obteniendo la respuesta:

DIAGONALTAABLE
(%0l2) DITAGONALIFAELE
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Otra via para comprobar si la matriz A con la que estamos trabajando es diagonalizable o lo que es

equivalente ¢son los vectores asociados a un autovalor linealmente independientes? consiste en
comprobar si la multiplicidad algebraica es igual a la multiplicidad geométrica, esto es si se cumple
que n-rango(A- A1), tal y como se efectlia con wxMaxima en %i17 en el ejemplo:

(%113)
(%013)
(%0l4)
(%0l13)

(%¥1ilE)
(%0l6)

(%117)

n:3; lambda:l; multialg:2;
3
1
2

multigeom:n-rank (A-lambda rident (n)) ;
2

if multialg=multigeom then print ("DIAGONALIZABLE"™) else print ("NO DIAGONALIZABLE™)

obteniendo, por segunda vez, la misma respuesta que en %012:

DIAGONALIZABLE
(%0l7) DIAGONALIFABLE

Repetiremos el procedimiento anterior pero con una matriz A que no es diagonalizable:

(%118)

(%018)

(%119)

(2019)

(2120)

(2020)

(2121)
(%021)

(%122)

(2022)

Z:imatrix([3,0,-11,[0,3,01,[1,-2,11);

3 0 -1
o 3 0
1 -2 1

charpoly (&, =) ;
—x+H1-x)(3-x)+3

factor (%) ;
~(x-3)(x-2)°

eigenvalues (&) ;
[[3,2]1,01,211

eigenvectors (&) ;

1
[[[3;2]:[1;2]];[[[115;'3]];[[1;0;1]]]]

Preguntandonos a continuacion si la matriz en cuestion es o no diagonalizable:
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(%123) n:3; lambda:2; multialg:2;

(%023) 3

(3024) 2

(%0235) 2

{¥126) multigeom:n-rank (A-lambda -ident (n));
(%026) 1

evaluando wxMaxima:

(%¥127) if multialg=multigeom then print ("DIAGONALIZABLE"™) else print ("NO DIAGONALIZABLE");
NO DIAGONALTIZABLE

(%027) NO DIAGONALIZAELE

Finalmente, diagonalizaremos una matriz A en la que los valores propios son nimeros complejos:

(%i1) Armatriz([0,-2,-2]1,[4,-2,2]1,1[4,-2,2]1);

(201) |a -2 2

(%12) charpoly(a,x);
(F02) (- x-2(2-x)1t4)x+2(4(2-x)-8)-2(-4(-x-2)1-8)

(%$13) factor(%):
(303) -x(x°+16)

(%14) eigenvalues (&) ;
(%04) [[-4%1i,4%1i,0],[1,1,111

(%15) eigenvectors (&) ;
(%05) [[[-4%1,4%1,01,[01,1,211,0001,%i,%i11,[[1,-%i,-%i11,[[1,1,-11111

Las operaciones con numeros complejos [8] con wxMaxima requieren de las érdenes y sentencias
que se muestran en la Caja 2.
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Caja2

iz . Lo : il i [ . i,
Realizar en wxMaxima las siguientes tareas: (a) escribir i 1 que wxMaxima representa como %i

(b) escribir —4 , (c) resolver la ecuacion x?+4=0, (d) escribir el nimero complejo 2 + 5 i, (e) extraer

la parte real de (d), (f) extraer la parte imaginaria de (d), obtener el valor absoluto o mddulo del

numero complejo (d):

(%1i6)
(%0E)

(%17)
(%07)

(%18)
(%08)

(%12)
(¥09)

(%110)
(%010)

(%111)
(%011)

(£112)
(20l2)

sgrt (-1) ;
%1

sgrt (—4) ;
2 %1

solve (x72+4=0,x) ;
[x=-2 %1, x=2 %1]

numcomplejo: 2+ 5-%i;
5%i+2

realpart (numcomplejo) ;
2

imagpart (numcomplejo) ;
5

abs (numcomplejo) ;

297

A continuacion se muestra cdmo realizar operaciones aritméticas (+, -, * vy /) con numeros

complejos, simplificando el resultado de la divisidon con la orden ratsimp:

(%113)
(%013)

(%114)
(%o0l4)

(%115)
(%0l5)

(%1le)

(%o0l6)

(%117)

(%0l17)

(245 -%1i)+(1-%1);
4 %5143
(2+5-%i) - (1-%1i);
6 %141
(2+5-%1) - (1-%1);
(1-%i)(5 %i+2)

—(2+2 %1i) /S (-2+2 -%1) ;
-2 %i-2
2%i-2

ratsimp (%) ;
F1+1
x1-1
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