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Introducciéon

En este curso veremos algunos de los recursos que puede ofrecer el Aula
de Informatica para la ensenanza de las Matematicas, centrandonos particu-
larmente en la realizacion de practicas con paquetes informaticos de Calculo
Simbdlico. Los paquetes informaticos que se han elegido han sido DERIVE
y MATLAB.

Las razones para elegir DERIVE son evidentes, se trata de uno de los
programas informéaticos de Matematicas mas populares, de facil manejo y con
pocos requerimientos sobre el ordenador en el que se utiliza. Estas razones
hacen de él una herramienta muy util para apoyar el aprendizaje de las
Matematicas a niveles elementales y no tan elementales.

Las razones para elegir MATLAB son mas subjetivas, sin embargo, hay
que decir que actualmente es uno de los paquetes informaticos mas utilizados
en la Universidad y en la Industria. A pesar de que un conocimiento completo
de MATLAB es practicamente imposible, la incorporacién en las tltimas ver-
siones del programa de ciertos elementos mas basicos han hecho que empiece
a difundirse su uso entre estudiantes de primer ciclo de carreras universita-
rias. En las Ensenanzas Medias no se puede decir que sea muy conocido, mas
bien todo lo contrario, y ésta es una de las razones que nos han animado
a introducirlo en este curso. Existen otros programas de Céalculo Simbdlico
muy eficaces, como MAPLE o MATHEMATICA, que estarian a medio cami-
no entre DERIVE y MATLAB. Su aprendizaje es algo mas complicado que
el de DERIVE, aunque a cambio su potencia es bastante mayor.

Estas notas estan divididas en cuatro partes fundamentales: dos de ellas
son breves introducciones a los programas, la de MATLAB es algo mas ex-
tensa debido a la complejidad, y posiblemente novedad, del programa. Las
otras dos partes son practicas, que tienen la intencién de ilustrar cuestiones
relacionadas con la utilizacion de cada programa y, de paso, actualizar algin
conocimiento de Matematicas. Por ultimo, se han incluido otros dos aparta-
dos, uno que pretende ser una reflexion sobre la utilizacién del ordenador en
la ensenanza de las Matematicas y el otro es una pequena lista de direccio-
nes de Internet en las que se pueden encontrar materiales relacionados con
el contenido de las notas.
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1. Sobre DERIVE

DERIVE es un asistente matematico que permite realizar calculo simboli-
co, calculos numéricos (con ciertas limitaciones), graficas en dos y tres dimen-
siones y en el que se pueden programar ciertas formulas aunque no se puede
decir que sea un paquete ideal para hacer programas complejos. Vamos a ver,
o recordar, a continuacion algunas de las muchas posibilidades que nos ofrece
para realizar después algunas practicas concretas.

Las indicaciones que vienen a continuacion estan referidas a la version
4.11, DERIVE for Windows, la versién en inglés. Existe ya alguna version en
castellano del programa, sin embargo, la mayoria de los textos de Matemati-
cas en los que se utiliza DERIVE aparecen referidos siempre a la versién en
inglés.

1.1. Cuestiones Basicas

Supongamos que ya estamos dentro del programa DERIVE. Si hemos
sido capaces de abrir el programa correctamente nos encontramos ante una
ventana en la que, en la parte superior, aparece una linea de comandos:
File Edit Author Simplify Solve Calculus, etc., dentro de cada uno
de estos aparecen varias opciones y dentro de algunas de éstas algunas otras.
Para activarlos hay que ponerse con el cursor del ratén sobre el nombre del
comando elegido y pulsar una vez, aparecera una nueva lista de opciones y
volvemos a hacer lo mismo. Asi, si queremos ejecutar el comando File Load
Demo, tendremos que abrir File, seleccionar la opcién Load y aqui volver a
seleccionar Demo.

Veamos en primer lugar algunas cuestiones basicas relacionadas con el
funcionamiento del programa:

» Como salir del programa DERIVE: Basta con pulsar File Exit. Nos
preguntara si queremos guardar las expresiones que hayamos escrito.
Si decimos que No, todas las operaciones previas se perderan.

s Como introducir datos y funciones: Para esto se utiliza el comando
Author Expression. En la pantalla aparecera una nueva ventana don-
de podemos introducir la féormula, comando o datos que necesitemos.
Para escribir simbolos o letras especiales hay una lista en la misma
ventana. Basta con pulsar el caracter deseado con el cursor del raton.
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La ventana de Author también se puede activar pulsando las teclas
Ctrl A del teclado simultdneamente. Una vez que hayamos acabado,
pulsamos OK, y aparecera la férmula o expresién que hayamos puesto
numerada.

Estos nimeros son ttiles para evitar tener que repetir férmulas. Si en
una nueva expresion queremos usar o sustituir alguna expresion anterior
numerada, en la ventana de Author escribimos en el lugar que deseemos
poner la férmula, #nimero de la expresiodn.

= Como se pueden borrar todas las expresiones de la pantalla: Con la
opcién Edit Remove.

= Como se pueden grabar en un fichero las operaciones de una sesion: Es-
to es algo muy importante, si queremos aprovechar el trabajo que hemos
realizado para empezar a partir de él en la préxima sesion. Los ficheros
se guardan como en cualquier otro programa de Windows, con File
Save o con File Save as. El fichero se guardara con extensiéon .mth
que es la extension que entiende Derive. Sin embargo, no hay manera
de guardar las graficas.

= C'omo recuperar un archivo que se hubiera grabado previamente: Para re-
cuperar algo que se grabd en una sesion anterior, también se hace como
en cualquier programa de Windows, con File Open. A veces los ar-
chivos no se recuperan de la forma que esperamos, en particular si el
fichero contiene resultados numéricos, al guardar y volver a cargar el
fichero esos resultados vuelven a aparecer en forma racional (!).

En la parte de debajo de la linea superior de comandos aparecen una
serie de iconos con los que se pueden realizar casi todas las operaciones
que se pueden llevar a cabo con las opciones de los comandos.

En Derive la manera de trabajar consiste en dar los siguientes pasos: En
primer lugar se introduce una cierta expresion matemaética y a continuacion
se ejecuta un comando sobre esa expresion. Los comandos pueden ser de dos
tipos: Comandos que se pueden ejecutar directamente o comandos que estén
contenidos en un fichero de utilidades.

Vamos a ver en primer lugar algunas de las cosas que se pueden hacer
con los comandos incorporados al propio programa, después comentaremos
qué son los ficheros de utilidades y veremos algunos ejemplos del uso de
algunos de ellos en las praticas que se proponen a continuacion.
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1.2. Numeros y Ecuaciones

Las expresiones matematicas se introducen en Derive usando funciones,
operadores y constantes. Los operadores matematicos basicos son (+, -, *, /),
que junto con los paréntesis forman la base de la construccion de expresiones.
Para la potenciacion se usa ~.

El resultado de un céalculo que sea un numero se ofrece siempre, por
defecto, en forma algebraica. Sin embargo, se puede convertir a un resultado
con decimales.

2 con 10 decimales exactos.

Ejemplo 1 Queremos calcular ™
Escribimos Author: pi~2
Elegimos la opcion Simplify Approximate y nos aparece una ventana en

la que podemos modificar el numero de decimales, que es 6 por defecto. En la

ventana aparecen la opcion OK que indica la operacion, pero no la ejecuta,
habria que volver a pulsar Simplify y Simplify que nos da el resultado

definitivo.

Ejercicio 1 Calcular el valor de e*\/3, con 8 cifras decimales exactas. (Para
escribir la expresion, Author: #e~2sqrt(3) ).

Para resolver ecuaciones se utiliza el comando Solve.

Ejemplo 2 Queremos resolver ecuacién, x* — 5x + 6 = 0.
La introducimos en Author:x~2-5x+6=0 y seleccionamos la opcion Solve
Algebraically después de pulsar OK y el icono que contiene =, tendremos,
[x =2, x = 3]

También se pueden encontrar soluciones aproximadas de ecuaciones que
no tengan solucion exacta,

Ejemplo 3 Por ejemplo, la ecuacion xsen(x) = 1 tiene una raiz entre 0y
2. Escribimos Author: xsin(x)=1 y pulsamos Solve Numerically, aparece
una ventana en la que tenemos que especificar el intervalo en el que creemos
que estd la solucidn, en este caso, [0,2]. El resultado,

[x=1.11416]

También se pueden resolver sistemas de Ecuaciones lineales y no lineales
(siempre que se puedan resolver de una manera mas o menos sencilla).
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Ejemplo 4 Queremos resolver el sistema,

{ 20%x + 3y =7
r—>5y =0

Se puede pulsar Solve System e introducir los datos en la ventana, o
bien escribir directamente,

Author:SOLVE([2a"~2x+3y=7,x-5y=0], [x,y])

Obtendremos como solucion,

L 35 7 }
Cx = =
102243 7 1022+ 3

1.3. Vectores y Matrices

Para introducir un vector en Derive, se escribe entre corchetes y sus coor-
denadas separadas por comas,

Author: [1,2,3,4]

Para escribir una matriz, se hace fila a fila, cada fila en forma de vector,
separamos las filas por comas y lo encerramos todo entre paréntesis,

Author: [[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]]

Estas dos operaciones también se pueden hacer directamente con las op-
ciones Author Vector y Author Matrix respectivamente. Aparecen venta-
nas donde, habiendo especificado previamente el tamano del vector o de la
matriz, no hay mas que escribir los nimeros.

Vamos a ir viendo algunas operaciones que se pueden llevar a cabo con
vectores y matrices:

= Las operacitones de suma de vectores, suma de matrices, producto de
matrices, producto de un escalar por un vector o una matriz, se hacen
utilizando los operadores aritméticos basicos.

= La traspuesta de una matriz se hace con el acento grave, por ejemplo,
[la, b, c], [1, 2, 3]]°.

» Para calcular el determinante de una matriz se utiliza el comando det.
(En Derive, no se distingue entre mayusculas y mintsculas). Por ejem-
plo, DET([[2, 3], [a, bl]l), produciria, después de simplificar,

2b - 3a

Importante: A veces es necesario aplicarle a una expresion, por ejem-
plo una matriz, varios comandos sucesivamente. Para evitar tener que
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1.4.

volver a introducir la matriz, podemos identificarla con una letra que
representard a la matriz y de esta forma evitar reescribirla cada vez
que vayamos a realizar un calculo, esto también es vélido para cual-
quier otra expresion, aunque no sea una matriz. Se hace,

Author: a:=[matriz]

A partir de este momento y durante la misma sesion a representa a
la matriz a la que se ha identificado. Se puede usar cualquier letra,
pero hay que tener precaucion, evidentemente, de no identificar con la
misma letra expresiones distintas.

~

Con el operador ~ se puede elevar una matriz cuadrada a cualquier

exponente entero.

Para calcular la inversa de una matriz también se utiliza el operador
anterior. Si a es la matriz, escribir Author: a”(-1), pulsamos OK y
después simplificamos.

Para encontrar la forma escalonada reducida por filas de una matriz
se utiliza el comando ROW_REDUCE. (Este comando es similar a uno que
aparecera en Matlab rref y que estudiaremos en profundidad en la
primera pratica de Matlab).

El polinomio caracteristico de una matriz cuadrada es el determinante
de la diferencia entre la matriz y la matriz identidad multiplicada por
una variable. Si ponemos Author: CHARPOLY(A, \) nos aparecerd el
polinomio caracteristico de la matriz A en funcién de A.

Los autovalores de una matriz cuadrada son los ceros de su polinomio
caracteristico, esto se puede calcular directamente con EIGENVALUES (A,

A).

Calculo Diferencial e Integral

Calculus Limit

Este es el comando que se utiliza para calcular limites. Una vez que
estd escrita la expresion, pulsando el comando aparece una ventana en
la que hay que especificar la variable, el punto hacia donde tiende (que
puede ser infinito, inf) y si es por la derecha, por la izquierda o ambos.
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1.5.

Si se pulsa OK aparecera el limite indicado en la pantalla y ya sélo
queda simplificar, con el icono =, por ejemplo.

Calculus Differentiate

Se utiliza para calcular derivadas de funciones, en forma simbdlica, es
decir, la funcién derivada. Pulsandolo aparece una nueva ventana en
la que hay que especificar, la variable con respecto de la cual se quiere
derivar y el orden de la derivada que se quiere calcular. Lo mismo se
puede conseguir escribiendo en Author: directamente,

DIF(LN(COS(x)),x,2)

es decir, derivada segunda de la funciéon LN(COS(x)), con respecto de
x.

Calculus Taylor Series

Sirve para calcular polinomios de Taylor, en una de las practicas vere-
mos cémo se utiliza.

Calculus Integrate

Es el comando para calcular Integrales. En la ventana que aparece hay
que especificar, la variable, si la integral es definida o indefinida y, en
el primer caso, los limites de integracién, que pueden ser infinito. Es
decir, que también se pueden calcular integrales impropias.

Calculus Sum

Sirve para calcular sumatorios, también sera analizado en una de las
précticas.

Ficheros de Utilidades

Los ficheros de utililades son unos ficheros con extensién .MTH que vie-
nen incorporados con el programa en los que estan definidas o programadas
ciertas formulas. Se pueden cargar para utilizar las féormulas contenidas en
ellos de dos formas diferentes:

Eligiendo la secuencia File Load Math aparecerd una ventana en la que
aparecen todos los ficheros disponibles. Basta con elegir con el ratén el que
queremos que se cargue. Y apareceran todas las formulas en pantalla. Esta
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posibilidad es la recomendada cuando no se conoce bien el contenido del
fichero, o la sintaxis de la féormula que queremos utilizar.

Sin embargo, si elegimos la secuencia File Load Utility, una vez selec-
cionado el fichero se cargaran todas las formulas y se podran utilizar, pero no
aparecen en pantalla. esta opcion es la recomendada cuando vamos a utilizar
alguna férmula del fichero que conocemos perfectamente.

Dependiendo de la version de DERIVE que estemos utilizando podemos
disponer de mas o menos ficheros de utilidades, ademas de los que el propio
usuario vaya generando. Por ejemplo, en la version que se ha utilizado para
preparar estas notas, la 4.11 aparecen los siguientes ficheros:

SOLVE.MTH - Sirve para resolver sitemas de ecuaciones algebraicas no li-
neales.

VECTOR.MTH - Contiene funciones que automatizan algunas operaciones
que se realizan habitualmente con vectores y matrices.

NUMERIC.MTH - Sirve para hacer derivacién e integracién numérica.

DIF_APPS.MTH - Contiene algunas aplicaciones de las derivadas, tales co-
mo, derivacién implicita, calculo de rectas tangentes, planos tangentes, etc.

INT_APPS.MTH - Aplicaciones de la Integracion. Transformadas de Lapla-
ce, Series de Fourier, calculo de longitudes de arco, etc.

ODE1.MTH - Contiene comandos para resolver Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Primer Orden, soluciones de forma exacta, cuando es posible.

ODE2.MTH - Lo mismo que el fichero mencionado antes, pero para Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden.

ODE_APPR.MTH - Contiene comandos para resolver ecuaciones diferenciales
de forma aproximada. Métodos numéricos como el Método de Euler, Runge-
Kutta, Taylor, etc. y Métodos geométricos para dibujar campos de direcciones
de la ecuacion.

RECUREQN.MTH - Contiene funciones que sirven para calcular soluciones
exactas de ecuaciones en diferencias de primer y segundo orden.

APPROX . MTH - Contiene s6lo una funcién que sirve para calcular la apro-
ximacién racional Pade.

EXP_INT.MTH - Contiene férmulas que permiten aproximar las integrales
exponencial, logaritmica, seno y coseno.

PROBABIL.MTH - Férmulas de Probabilidad. Distribucién Binomial, Hi-
pergeométrica, t de Student, x?, etc.

FRESNEL.MTH - Integrales de Fresnel.
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BESSEL.MTH - Funciones de Bessel y de Airy.

HYPERGEQ.MTH - Funciones Hipergeométricas.

ELLIPTIC.MTH - Férmulas para calcular Integrales Eliticas.

ORTH_POL.MTH - Contiene férmulas para hacer calculos relativos a polino-
mios ortogonales.

ZETA .MTH - Contiene varias féormulas que permiten aproximar funciones
relacionadas con la funcion Zeta.

GRAPHICS.MTH - Contiene comandos que permiten dibujar graficas de ob-
jetos como esferas, toros, conos, etc., como proyecciones en la pantalla 2D.

NUMBER.MTH - Comandos de Teoria de Nimeros.

MISC.MTH - Contiene una mezcla de férmulas de todo tipo.

Demos

Ademas de los ficheros de utilidades DERIVE lleva también unos ficheros
con demostraciones de algunas de sus capacidades béasicas. Para activar es-
tas demostraciones hay que utilizar la secuencia File Load Demo, y después
elegir uno de los ficheros de entre los siguientes:

ARITH.DMO - Aritmética elemental.

ALGEBRA.DMO - Ejemplos de cédlculos algebraicos.

TRIG.DMO - Demo sobre trigonometria.

FUNCTION.DMO - Sobre construccién de funciones.
CALCULUS.DMO - Demo sobre Célculo Diferencial e Integral.
MATRIX.DMO - Demo sobre matrices y vectores.
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2. Practicas con DERIVE

2.1. Practica Primera: Graficos con DERIVE
2.1.1. Graficas 2D.

El programa DERIVE es capaz de dibujar graficas de curvas y funciones
en el plano de tres formas diferentes. Funciones o curvas en coordenadas
cartesianas, dadas en forma explicita, es decir, de la forma y = f(z); o
también dadas en forma implicita, es decir, de la forma g(z,y) = 0. También
curvas en forma paramétrica, es decir, de la forma 7(t) = (z(t),y(t)) con
a <t <b. Y también curvas en coordenadas polares, de la forma r = r(6)
con 67 <0 < 6s.

Comandos Basicos de la pantalla de graficos 2D

Para pasar a la pantalla de graficos en 2 dimensiones del programa DE-
RIVE, hay que pulsar la opcién window 2D-plot, aparecera superpuesta la
pantalla 2D. Para volver a la ventana de expresiones, en la nueva pulsar la
opcién window algebra. También se puede hacer con iconos que aparecen
debajo de la linea de comandos. Recorriendo con el ratén los iconos descu-
briremos facilmente cudles son. En la linea superior de nuevos comandos que
aparece en la ventana 2D, algunas de las opciones mas importantes son:

Plot: Esta es la opcién que ejecuta la grafica.

Edit Delete Plot: Permite borrar las graficas, una o todas.

Set Center: Centra la imagen tomando como centro el punto que indi-
quemos.

Set Range: Permite cambiar el rango en el que aparece la grafica.

Options Coordinate System: Con esta opcion se puede cambiar el sis-
tema de coordenadas, rectangulares, polares.

La mayoria de estas opciones vuelven a aparecer en forma de iconos de-
bajo de la linea de comandos, junto con algunos otros, en particular son
interesantes los iconos de las "flechitas” que permiten llevar a cabo diversas
modalidades de Zoom sobre la gréfica.

Coordenadas Cartesianas

Ejemplo 1 Dibujar la grifica de la funcion, dada en forma explicita

y=1x
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Introducimos la funcion, que se puede hacer de dos formas, poniendo:
Author: y=x"2, o sin poner la y.

Pulsamos window 2D-plot y a continuacion, en la ventana 2D, Plot y
ya tenemos la grdfica, que aparece en un rango —4 < x < 4, —4 < y < 4,
por defecto.

Ejercicio 1 Dibujar las grdficas de las siguientes funciones dadas en forma
explicita eligiendo, si fuera mecesario, un rango adecuado para que aparezcan
los aspectos mds representativos de la funcion:

o) f(z) = a(a? + 4)°

b) f(z) =z —Va

) flx) =57
 x(r—2)
4) f(@) = (x+1)(x —2)

e) f(x) = sen (é)
p) f@) = 5

La funcion valor absoluto se puede escribir con abs ()

Ejemplo 2 Dibujar la curva, dada en forma implicita, siguiente:

l,2+y2:1

Introducimos la ecuacion en Author: x~2+y~2=1.

Y sequimos los mismos pasos que en el ejemplo anterior, es decir, que el
programa entiende perfectamente la formula sin necesidad de despejary. Nos
debe salir una circunferencia de radio 1 centrada en el origen. Sin embargo,
lo que se aprecia en el dibujo no tiene la pinta de una circunferencia, esto es
debido al rango que aparece por defecto.

Ejercicio 2 Dibujar las siguientes curvas dadas en forma implicita:
2

2

2y
I A

Y5ty

2 2
) Y

2% 9
c)r’ —y* =0
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Ecuaciones Paramétricas

Ejemplo 3 Dibujar la grifica de la curva

. t(t* —1) 282 —1)
t) = X —5<t<5H
= (NP ) s

Escribimos en Author el vector entre corchetes:

[(e(t72-1))/(t72+1),(2(£"2-1)) /(t~2+1)]. Pasamos a la ventana 2D
y al pulsar Plot aparece una ventana en la que tenemos que indicar el inter-
valo de wvartacion de t, en este caso, Minimum value: -5 Maximum value:
5. Pulsamos OK y solo queda elegir, si fuera necesario, un Rango adecuado
para la funcion.

Ejercicio 3 Dibujar las curvas en paramétricas siguientes:

a)f(t) = (2cos® t,2sen3 t); —r<t<m
b)r(t) = (3sent, QSen(2t)) —r<t<mw
t t

() :( ( ),(((;)2—1)16(;)2+2)>; —3<t<3
d)r(t) = (3008t (cost+1), 286n(2t)>; —r<t<m
) (t) = (sen(2 )+sent — cos(2t) — cost); —r<t<m

r(t) = (eﬁ sen(2t), e cos(2t)) —r<t<m
g)r(t) (gtcos tsen(Z)) ; —r<t<m
h)i(t) = (t _u sen(3t), _z cos(3t)> ; —3r <t<3m

10 10

Coordenadas Polares
Ejemplo 4 Dibujar la grdfica de

r=2—4cos(h), —r<60<m

FEscribimos la funcion en Author: r:=1-cos(theta). (También podemos
utilizar otra variable, p por ejemplo)
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Pasamos a la ventana 2D y antes de pulsar Plot, con la opcion Options
Coordinate System... lo ponemos en coordenadas polares.

Pulsamos Plot e indicamos el intervalo de variacion de la variable, en
este caso se pueden dejar los que aparecen por defecto, que son precisamente
—m y w. Por ultimo, ajustamos con los iconos de Zoom hasta ver la grdfica
completa.

Ejercicio 4 Dibujar las grdficas de las siguientes funciones, dadas en coor-
denadas polares:

a)r =7 — Tsen(0); —nm<6<T7
b)r =3 — 6sin(6); —m<6<7
c)r = sen(66); —nm<0<nm

d)r = cos(80); —m <6<

e)r = /b cos(20); —rT<0<m7

2.1.2. Graficas 3D

Con DERIVE se pueden hacer graficas de funciones de dos variables en
el espacio, es decir, funciones de la forma z = f(x,y) (forma explicita).
Sin embargo, utilizando el fichero de utilidades GRAPHICS.MTH, también se
pueden dibujar curvas y ciertas superficies (que no sean funciones) en la
pantalla de graficos 2D. Para pasar a la pantalla de graficos 3D, una vez que
se ha escrito la expresién que se quiere representar, se pulsa el icono que hay
mas a la derecha y entramos en una nueva pantalla de la que sus comandos
mas importantes son:

Plot: El comando que hace que se dibuje la gréfica.

(Aqui no existe un comando para borrar gréficas, ya que cuando se dibuja
una nueva desaparece la anterior.)

Window algebra: Que permite volver a la ventana de expresiones.

Set Grids: Que permite modificar el nimero de puntos que aparecen en
el mallado de la grafica. Si se pone un mallado muy denso, puede tardar
mucho en hacer la grafica o incluso, en algunos casos, bloquear el ordenador.

De manera andloga a como ocurre con la ventada de graficos 2D los
comandos se pueden ejecutar con los iconos, entre los que se encuentran los
correspondientes al Zoom.



2 PRACTICAS CON DERIVE 16

Curvas en el Espacio

En primer lugar, cargamos el fichero GRAPHICS .MTH. Con File Load. Es-
cribimos Author: axes.

Entramos en la pantalla de graficos 2D. Quitamos los ejes 2D con la
opcién Options axes y pulsamos Plot para que aparezcan los tres nuevos
ejes (isométricos). Habra que especificar las longitudes de cada uno de los
tres ejes. Por ejemplo, Min: 0  Max: 3.14159 (tres veces).

Ahora estamos en condiciones de dibujar graficas de curvas en forma
paramétrica.

Realmente lo que se hace es proyectar las curvas que estéan en el espacio
sobre el plano 2D. Esto lo produce un comando definido en el fichero que
hemos cargado, isometric.

Ejemplo 5 Dibujar la curva

7(t) = (cos(t), sen(t) —50<t<50

t
) @)
y rotarla después un angulo de g radianes en torno al eje de las X.

Para dibujar la curva, escribimos en

Author: isometric([cost,sint,t/48]) y pulsamos Simplify. (La fun-
cion isometric es la que nos permite proyectar la grafica sobre el plano 2D).
Quizd sea conveniente definir la funcion previamente con r:=..... , sobre
todo st la vamos a rotar después.

Vamos a la pantalla de grificos y pulsamos Plot y nos prequntard por el
intervalo, especificamos =Min: -50 Max: 50. (Si todo ha ido bien saldrd una
hélice a lo largo del eje Z ).

Para rotarla bastard con escribir:

Author:isometric(rotate_x(pi/2)*[cost,sint,t/48]), y proceder co-
mo antes. Ahora aparecerd la misma hélice, pero a lo largo del eje Y.

Ejercicio 5 Representar las curvas siguientes y después rotarlas alrededor
del eje que se indica, con el dngulo que se indica:

3
a)i(t) = (2cos’ t, 2sen’ ¢, t) —4<t<3. Eje X. Zﬁ radianes.

1 3
b)F(t) = (cost,2cos? t, 4 Sen t) —nm<t<m. FEjeZ. —; radianes.
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t t t
c)r(t) = (6 cost, 6 sent, %) —12<¢<19. Eje Y. 180°.
t t t
d)r(t) = (e1sen(2t),e1 cos(2t), 1) —10 <t <48. Eje X. 30°.
t
e)r(t) = (sen(2t) +sen(t), — cos(2t) — cos(t), 6) —9<t<10. Eje Y.

™ .
—5 radianes.

f)F(t) = (cos(3t), 2 cos?(t), sen(2t)) —7n <t <. FEjeZ. w radianes.
Superficies Parametrizadas

Ejemplo 6 Representar la superficie esférica de radio 1.
Escribimos en Author:
isometrics(sphere(l,theta,phi),theta,-pi,pi,12,phi,0,pi,12)
(Cuidado, ahora hay que escribir isometrics. Las variables pueden ser
otras. El 12 puede variar, para dar mds o menos detalle al dibujo)
A continuacion pulsar Simplify approximate, nos aparecerdn unas ma-
trices de niumeros con las coordenadas de los puntos que se van a representar.
Pulsamos Plot y aparecerd el dibujo. St sélo aparecen puntos, habrd que
cambiar el modo con:
Options Points y especificamos Connect: Yes. Volvemos a pulsar Plot
y ahora se conectan los puntos.

Ejercicio 6 Representar las superficies siguientes: (En todas ellas utilizar 12
puntos para cada variable). En algunos ejemplos es posible que sea necesario
hacer Zoom o ajustar el Rango para visualizarlos correctamente. Para cada
caso hay que buscar el comando adecuado en el fichero de utilidades.

a) El Hemisferio Norte de una esfera de radio 1.

b) La parte de la esfera de radio 1 situada en el primer octante.

c) El Hemisferio Sur de una esfera de radio 1.

d) Un cilindro de radio 2, con 0 < z < 2.

e) Un Toro conr. =2, rs =0,7.
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Gréficas de funciones z = f(x,y)

Ejemplo 7 Representar la grdfica de la funcion
z =%+

Dibujando algunas curvas de nivel y alguna traza (curvas que son interseccion
de la grafica de la funcion con los planos coordenados).

Introducimos la funcion Author: z=x"2+y~2. Pulsamos Plot en la ven-
tana grafica 3D y nos aparece una primera version de la grdfica.

Para dibujar las curvas de niwvel y la de las trazas: Volvemos a la ventana
de expresiones y pulsamos la opcion Simplify Substitute for Variables
y aqui indicamos los valores a sustituir por las variables. Por tltimo, ten-
driamos que representar esta grdfica en la pantalla 2D.

Ejercicio 7 Representar las graficas de las siguientes funciones de 2 varia-
bles, dibujando en cada caso, al menos 4 curvas de nivel diferentes y una
traza:

) 1
a); = ———
9+ 22 + 32
b)z = —/|xyl
$2+y2
cos( T
C)Z — ( 4 )
3+ 22 + 42
2
Yy
dz=2L 3
=L 3l
—(z%+y?)
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2.2. Practica Segunda: Series de Taylor y de Fourier.

Se llama polinomio de Taylor de la funcién f(x) desarrollado en torno a
r = a, de grado n a la expresion:

L@ f'/// (a)

(g
ol (x—a)2+T(x—a)3+' ' .+f7()(:v—a)”

n!

Pra(z) = fla)+f(a)(z—a)+

Para que se pueda calcular el polinomio de Taylor de una funcién en un
punto, esta funcién debe poseer derivadas, al menos, hasta el orden n. En
el caso en que a = 0 se suele llamar polinomio de McLaurin, y quedaria
reducido a,

"0 "0 (n 0
PTL’a(x):f(O)"'f,(O)ZE—f—f()I'2+f()$3++f ()In
La serie de Fourier asociada a una funcién f : [-T,7T] — IR que sea

continua a trozos, es

~ 53 [ (5 s ()

donde los coeficientes de Fourier se calculan mediante las formulas:
1 (T
wif,
, T/ f(zx cos(n;x)dx, n=12,3,...

by, T/ Sen( )dm n=1,2,3,...

Con Derive, o con cualquier otro programa, lo que se puede calcular o
representar realmente es una suma parcial de la serie de Fourier, esto es

= 32 e (%) s ()

Para calcular el polinomio de Taylor con DERIVE, se utiliza el comando
TAYLOR(f (x) ,x,a,n). Esto también se puede hacer directamente con los
comandos de la parte superior de la pantalla, una vez que hemos introducido
la féormula de la funcién en Author, pulsamos la secuencia Calculus Taylor
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Series. .., aparece una nueva ventana en la que podemos especificar el punto
en torno al cual hacemos el desarrollo, Expansion Point: y el grado del
polinomio, Order:.

Para calcular una suma parcial de la serie de Fourier de una funcién
f(z) hasta el grado k, si(z), se utiliza el comando FOURIER(f (x) ,x,-T,T,k)
(utilizando la notacién anterior), que se encuentra en el fichero de utilidades
INT_APPS.MTH. Asi que habra que cargar el fichero previamente para poder
utilizar el comando.

2.2.1. Polinomios de Taylor

Ejercicio 1 Sea la funcion f(x) = e*:

a) Calcular los polinomios de McLaurin de grados n=2,4,10 y represen-
tarlos junto a la funcion.

b) Calcular los polinomios de Taylor P,, para los grados n=2,4,10 y
representarlos junto a la funcion.

Ejercicio 2 Sea la funcion f(z) = sen(z):

a) Calcular los polinomios de McLaurin de grados n = 3,5,11 y repre-
sentarlos junto a la funcion.

b) Calcular los polinomios de Taylor P, = (x) para los grados n = 3,5,11
y representarlos junto a la funcion.

c¢) Utilizar el polinomio de McLaurin con n = 3 y el polinomio de Tay-
lor Py =(z) para calcular aprorimadamente en valor de sen(0,1) y el valor
de sen(1,5). Compararlo con los valores reales. Para sustituir en los poli-
nomios, una vez calculados, pulsar la secuencia Simplify Substitute for
Variables, aparecerd una ventana en la que indicamos el valor de la x. ;En
qué casos nos sale una mejor aproximacion? ;Por qué?

2.2.2. Series de Fourier

Ejercicio 3 Convergencia
Sea la funcion,

0, st1—m<x<0
r, s10<zx<m

fla) = {

a) Calcular las sumas parciales de la Serie de Fourier asociada a la fun-
cion hasta k= 2,3,4,6,10, 20.
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b) Representarlas, con la grdfica de la funcion.

c) ¢ Qué valor toman las sumas parciales en el punto de continuidad v =
a qué numero deberian aproximarse?

c) ¢Qué valor toman las sumas parciales en el punto de discontinuidad
xr =T, a qué numero deberian aproximarse?

Indicacion: En primer lugar habrd que escribir la funcion f(z). Para las
funciones definidas a trozos Derive dispone de una funcion que hace facil
su sintazis. Se trata de la funcion chi(a,x,b), que toma el valor 1 en el
intervalo (a,b) y vale 0 en el resto. (a y b pueden ser infinito, inf ). En este
ejemplo, habria que poner Author:0*chi(-pi,x,0)+x*chi(0,x,pi).

s
27

Ejercicio 4 Fenomeno de Gibbs
Sea la funcion,

-1, si—nm<x<0
f(x)_{l, si0<zx<m

a) Calcular las sumas parciales de su Serie de Fourier asociada hasta
k=2,4,10.

b) Representarlas, con la grdfica de la funcion.

Se puede observar que en los puntos cercanos a la discontinuidad de la
funcién f(x) la Serie de Fourier (sus sumas parciales, que es lo que realmente
estamos dibujando) pueden exceder hasta en un 9% el valor del salto de la
discontinuidad. A este hecho se le conoce con el nombre de Fenémeno de
Gibbs. Para observarlo mejor se puede agrandar la imagen en torno a los
puntos de coordenadas (0,1) y (m,1). Esto se consigue pulsando el icono
que hay en la pantalla de grdficos 2D con la leyenda Set range with box,
después se pone el cursor en un punto de la pantalla y pulsando el boton
1zquierdo del raton se marca la zona a ampliar.

Ejercicio 5 Método de Sumacion de Fejér

El Método de Sumacion de Fejér de una serie de Fourier consiste en
sumar los promedios de las sumas parciales y pasar al limite. Se obtiene
ast una nueva sucesion de funciones que también converge a la funcion inicial
incluso mejor que la propia Serie de Fourier (Teorema de Fejér, ver [A]), de
hecho no se produce el Fenomeno de Gibbs mencionado anteriormente.

En otras palabras, si tenemos las sumas parciales de la Serie de Fourier,

k

0= 3 5 on () o ()

n=1
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Construimos una nueva sucesion con el promedio de las sumas parciales,

1 m

La Suma de Fejér es el,

s(z) = lim oy, (x)

m—00

Sea la funcion del ejercicio anterior,

-1, si—rm<x<0
f(‘”):{l, si0<z<m

Dibugjar las sumas parciales de Fejér oo(x), o5(x), o19(x), o15(2) y 030().
Observar en la grdfica que la convergencia de las sumas parciales a la funcion
f(z) es completamente distinta a la de la Serie de Fourier y no hay fenémeno
de Gibbs.

Para hacerlo es conveniente sequir los siguientes pasos:

1) Definimos la funcion f(z),

14 : f:= (—1).CHI(—m, x,0) + 1.CHI(0,x, )
2) Definimos la suma parcial de Fourier,
2# : S(x,k) := FOURIER(f,x, —7, 7, k)

3) Y, por dltimo, definimos la suma parcial de Fejér,

1 m
3#: o(x,m) = ——) S(x, k)
k=0

Esta formula se puede consequir escribiendo,

Author: sigma(x, m):= (1/(m+1))sum(S(x, k),k,0,m)

Ahora para calcular y dibujar una suma concreta, por ejemplo o5(x), basta
con escribir en Author: sigma(x,5), simplificar y dibujar.

Ejercicio 6 Sea la funcion,
fz) = |z

Calcular las sumas parciales de la serie de Fourier asociada a f(x) para
k = 5,10,15. Representarlas junto a la funcion. Observar que, al tratarse
de una funcion bastante reqular, incluso con pocos términos, la sucesion de
sumas parciales converge muy rdpidamente a la funcion f(x).
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Utilizar los comandos creados en el ejercicio anterior para dibujar las
sumas de Fejér para m = 5,10, 15.
Indicacién: La funcion |x| se puede escribir en Derive, abs(x).

Ejercicio 7 En los siguientes casos calcular las sumas parciales de la Serie
de Fourier para las funciones indicadas y el valor de k que se da. Represen-
tarlas después junto a la grdfica de la funcion f(x):

a) f(z) =22 x € (—nm,m). k=10.

b) f(x) = cos(3x), x € (—m, 7). k= 3.

Ejercicio 8 Sea la funcion,

0, si—m<r<—%
o) = -1, si—5<x<0
)1, si0 <z <3
0, sig<wr<m

Calcular las sumas parciales de Fourier y representarlas junto a la funcion
para los casos k = 4,5, 10.

Ejercicio 9 Funcién de Weierstrass

La funcion de Weierstrass es un ejemplo de una funcion continua en todos
los puntos pero que no tiene deriwada en ninguno. Un caso concreto de esta
funcion seria,

Z 27" cos(3"x)

En cierto modo se puede considerar que se trata de una serie de Fourier.
Vamos a dibujar la grifica de algunas de las sumas parciales de esta funcion.
Para ello resulta conveniente definir la expresion anterior mediante algun
nombre que nos permita trabajar con ella de una manera comoda, sin tener
que arrastrar toda la expresion cada vez que queramos dibujar una de las
sumas parciales.

Esto se puede consequir de la forma,

Author: WEIER(x, k) := sum(2°(-n)C0S(3°nx), n, 1, k)

O utilizando cualquier otro nombre que sea distinto de los comandos exis-
tentes en Derive. El resultado deberia ser una expresion como la siguiente,

14 : WEIER(x,k) 22 ® cos(3"x)
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St queremos calcular o representar ahora una suma parcial, por ejemplo,

3
> 27" cos(3"x)
n=1
Solo tenemos que escribir Author: weier(x,3) y pulsar Simplify o pa-
sar directamente a la pantalla de grdaficos 2D.

Representar algunas de las sumas parciales, por ejemplo, los casos k =
1, k=5, k=10 y k = 15.
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3. Sobre MATLAB

El nombre MATLAB es una abreviatura de las palabras MATrix LABo-
ratory. MATLAB es un sistema interactivo para cédlculos cientificos y de inge-
nieria basado en las matrices. Con él se pueden resolver complejos problemas
numeéricos sin necesidad de escribir un programa especifico para ello. Aun-
que también es posible programar. Ademas el programa MATLAB dispone,
dependiendo de la versién, de diferentes médulos (Toolboxes) que permiten
resolver problemas especificos. Nosotros nos vamos a concentrar en lo que se
puede hacer con el médulo de célculo simbdélico (Matlab Symbolic Toolbox).
Aunque veremos en primer lugar algunas generalidades del programa.

3.1. Comandos Basicos

Supongamos que hemos sido capaces de abrir el programa. En Matlab
las 6rdenes se introducen escribiéndolas una a una a continuacion del prompt
(>>) que aparece en la ventana del usuario. Veamos en primer lugar algunas
de las operaciones matematicas mas elementales.

Para sumar dos ntimeros:

>>2+2

ans =

4

Después de escribir cada comando hay que pulsar al Intro para que lo
ejecute.

El valor que queremos calcular también se puede asignar a una variable.
Por ejemplo:

x=3"2

x=

9

La notacién para las operaciones matematicas elementales es la la habi-

tual en todos los programas de Célculo Simbdlico:

suma +

resta -

divisién /
exponenciacion

multiplicacion — *
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También estan definidas algunas las funciones més comunes utilizadas
en Matematicas. Su sintaxis coincide con la que se utiliza en el programa
DERIVE, aunque hay algunas diferencias. Algunas de estas funciones son:

sin seno
sinh seno hiperbdlico
asin arcoseno
cos COSeNno
cosh  coseno hiperbdlico
acos arcocoseno
tan tangente
atan arcotangente
exp exponencial

log logaritmo neperiano
logl0 logaritmo decimal
sqrt raiz cuadrada
abs valor absoluto

De todas formas para obtener listas completas de todas las funciones
que puede utilizar Matlab, asi como para saber el uso de cada una de ellas
o de cualquier comando siempre se puede acudir al help. Esto se puede
hacer de varias formas, poniendo >>helpwin, es el propio programa quien nos
ofrece la ayuda (como en cualquier otro programa), o poniendo >>helpdesk,
que nos ofrece ayuda interactiva, conectandose a Internet si este recurso
esta disponible en nuestro ordenador.

3.2. Interfaz de usuario. Variables.

Con las flechas del cursor se pueden recuperar las 6rdenes anteriores, sin
tener que volver a teclearlas. Esto resulta 1ltil en caso de una equivocacién
o cuando se quiere repetir un comando con alguna pequena modificacion.

A veces, puede resultar necesario, hasta imprescindible que el resultado
de un calculo no aparezca en pantalla. Por ejemplo, si generamos una matriz
de orden muy alto con el objeto de hacer después una grafica. El hecho de
que aparezca la matriz en pantalla puede resultar un poco engorroso. Para
conseguir esto se pone un punto y coma al final de la instruccion.

Por ejemplo,

x=sin(3);
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No aparece ningun resultado, pero ha realizado el célculo, porque si es-
cribimos el valor de x, aparecera el valor 0.1411.

En Matlab lo normal es ir asignando valores escalares o matriciales a
variables, si en un momento determinado queremos saber con qué variables
estamos trabajando, se puede escribir >>who. O bien, en el item File con
Show Workspace.

En algunos momentos necesitaremos cargar o guardar ficheros. Para saber
en qué directorio estamos, cambiar de directorio, etc.:

pwd directorio en el que estamos
cd nombre cambia al directorio duyo nombre indiquemos
dir nos da una lista de ficheros del directorio actual

3.3. Matrices

Los vectores y las matrices son los elementos con los que trabaja Ma-
tlab. Veamos como se introducen y cémo se pueden hacer algunas de las
operaciones basicas con ellos.

Un vector se puede definir introduciendo sus coordenadas, separadas por
espacios o por comas, entre corchetes:

>> x=[1 2 3]

Si queremos definir un vector columna, se separan las filas por puntos y
comas, o bien se calcula el transpuesto de un vector fila con >>x’.
Otra forma de crear vectores es la siguiente:

>> x=1:0.5:3

1.0000 1.5000 2.0000 2.5000 3.0000

que genera un vector que va desde 1 hasta 10 con un paso de 0.5 unidades.
Para introducir una matriz, se separa cada fila con un punto y coma
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A=[3 2 1; 6 54; 987]
A =

3 2 1

6 5

9 8 7

Ejercicio 1 Después de definida la matriz, probar los siguientes comandos
e intentar descubrir para qué sirven:

a) >>A(2,3) o por ejemplo >>A(1,2)

b) AC:,1) y también A(2,:)

c)A"2 y A."2. ;En qué se diferencian estos dos comandos?

3.4. Graficos con Matlab

Veamos cémo se pueden generar graficos sencillos de funciones de una
y de dos variables directamente. También veremos después que es posible
hacerlos utilizando la Matlab Symbolic Toolboz.

Graficas 2D

Para hacer graficas de funciones de una variable con Matlab primero
tenemos que crear una tabla de valores de la variable para después dibujar
la funcién. Por ejemplo queremos dibujar la gréfica de la funcién y = sen(t):

Primero creamos una tabla de valores para t:

>> t = 0:pi/100:2%pi;

Definimos la funcion:

>> y = sin(t);

y por ultimo la dibujamos (ver figura 1):

>> plot(t,y)

Realmente lo que hemos hecho es dibujar 200 puntos de la funcién en el
intervalo [0, 27|

Veamos un ejemplo algo mas complicado. Queremos dibujar ahora la grafi-
ca de la funcién y = ze~"".

Definimos los valores para los que queremos que hacer la grafica:

>>x = -3:0.01:3;

Definimos la funcion:

>> y = x.*exp(-x.72);

(;Por qué hay que poner los puntos antes de las operaciones?)
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08 =

0.6 4

04 -

02r- . -

Figura 1: Grafica de y = sen(t)

Y por iltimo se escribe el comando para que ejecute el dibujo (figura 2):

>> plot(x,y)

Graficas 3D

Veamos ahora cémo se pueden dibujar graficas de funciones z = f(z,y).
Consideremos el ejemplo de la funcién z = e~ ~%*. Vamos a hacer su grifica
en el dominio [—3,3] x [—3,3]. En primer lugar debemos generar las tablas
de valores para x e y. Esto se consigue con el comando:

[x,y]l=meshgrid(-3:0.1:3);

Ahora definimos la funcion:

z=exp(-x.72-y."2);

Y por tultimo se ejecuta el comando que produce la grifica (figura 3):

>>mesh(x,y,2z)

La presentacion grafica puede ser mucho mas artistica. Por ejemplo, con
la secuencia de comandos siguiente:

>>surfl(x,y,z)
shading interp;

colormap (pink)
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0.5

—x2

Figura 2: Gréafica de y = ze

Se puede conseguir la grafica siguiente (ver figura 4, la gréfica deberia ser
de color rosado).

Otro comando interesante en las graficas 3D es: rotate3d, que nos per-
mite, utilizando el ratén sobre la figura rotarla de manera interactiva en tres
dimensiones.

3.5. Archivos de 6rdenes. Programacion en Matlab

La manera de guardar comandos y construir programas que ejecuten de-
terminadas rutinas consiste en crear lo que se llaman ficheros-M o Scripts.

Para crear un fichero-M necesitamos abrir un editor de texto (como el
Bloc de Notas de Windows) y escribir los comandos. Luego ese fichero de
texto debe guardarse con la extensién .m y a eso se le llama un Secript. La
versién 5 (Student Edition) incorpora un editor de Scripts basta abrir la
opcion File M-File de la barra superior.

Vamos a ver algunos ejemplos de ficheros-M:

Ejemplo 1 FEscribamos lo siguiente en el editor de Matlab y guardémoslo
con el nombre evaluar.m (Si se utiliza el editor de Matlab no hace falta
poner .m).

% m-fichero para evaluar la funcion

% y= axexp(-1.2t) - 3.0%exp(-2t)
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Figura 3: Grafica de z = e %"V’

% INPUT: coeficiente a y tiempo t

% OUTPUT: funcion y(t)

fprintf (’Evaluar y= a*exp(-1.2%t) - 3.0*exp(-2xt) \n’)

a=input (’Coeficiente a, a= ’);

t=input (’Variable t, t= ’);

b

% Resultados

fprintf (’\n Funcion: y=lg*exp(-1.2%%g)-3.0%exp(-2x%g) \n’,a,t,t)
y=axexp(-1.2%t) - 3.0%exp(-2%t)

% Fin

Observaciones:

Lo que se ha escrito en cada linea detrds de % no forma parte del pro-
grama, son comentarios. Si hacemos,

>>help evaluar

aparecen precisamente esos comentarios.

Si hacemos,
>>type evaluar

aparecerd en pantalla todo el programa escrito.
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3. Por fin, para ejecutarlo basta con escribir el nombre. Por ejemplo,
>>evaluar
Evaluar y= akxexp(-1.2%t) - 3.0%exp(-2%t)
Coeficiente a, a= 2
Variable t, t= 3
Funcion: y=2*exp(-1.2%3)-3.0%exp(-2*3)
y =
0.0472
4. Las dos lineas de INPUT son para pedir los datos.

5. La linea

fprintf (’\n Funcion: y=lg*exp(-1.2%%g)-3.0%exp(-2*%g) \n’,a,t,t)
sirve para que aparezca en pantalla y sustituya en los lugares en los que
aparece %g los valores a,t,t, asi en este orden.

Vamos a ver ahora, a modo de curiosidad, un ejemplo de programa mucho
mas complicado. En el que se dibujan las series de Fourier de una funcién.
Para profundizar més en programacion en Matlab se puede consultar [H],
donde se pueden encontrar muchos ejemplos comentados.
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Ejemplo 2 FEscribir el siguiente programa y guardar en un fichero.m. Aqui se
le puso de nombre grafour, pero por supuesto el nombre puede ser cualquier
otro.

Aproximacion de Series de Fourier a f(t)
T

t

Figura 5: Series de Fourier

% grafour.m Grafica series de Fourier. funcion £(t)
ho f()=0 -pi <t <O
% f()=t 0 <t <pi

h

% Grafica f(t) para 5 y 20 trminos de la serie

clear % Borramos todas las variables

t =[-pi:.031:pi]; % Rango de t para las gr’aficas
sizet=size(t); % n’umero de puntos de t

fn = pi/4*(ones(sizet)); % Aproximaci’on de Fourier en cada t

yplt=zeros(sizet); % para la gr’afica de f(t)

% 5 t’erminos

for n=1:5
fn=fn+(1/pi)*(-2*cos ((2*xn-1) *t) /(2%n-1) "2)-((-1) "n*sin(n*t)/n) ;
end

h

for k=1:length(t) % Crea f(t)

if t(k) <O
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yplt(k)=0;

else

yplt (k)=t(k);

end
end
clf % Borra anteriores figuras
subplot(2,1,1),plot(t,fn,t,yplt,’--’);
xlabel(’t?)
ylabel ("£(t)’)
title(’Aproximacion de Series de Fourier a f(t)’)
legend ([’N=",num2str(n)],’f(t)’,4) % Nota en la gr’afica
% Se suman 15 t’erminos m’as

for n=6:20
fn=fn+(1/pi)*(-2*cos((2*n-1)*t)/(2*n-1) "2)-((-1) "n*sin(n*t) /n) ;
end

subplot(2,1,2),plot(t,fn,t,yplt,’--");

xlabel(’t’)

ylabel("£(t)’)
legend ([’N=’,num2str(n)],’f(t)’,4)
%Fin

Si ejecutamos el programa obtendremos la grdfica de la figura 5

Ejercicio 2 Fscribir un programa que resuelva la ecuacion de sequndo grado:
ar’ +br +c=0

3.6. Calculo Simbodlico con MATLAB

Las ultimas versiones de Matlab incluyen lo que se llama Matlab Symbolic
Toolbox. Dependiendo de la versién de Matlab que estemos utilizando, con ella
vendran incluidas diferentes Toolbozes que no son otra cosa que un conjunto
de ficheros, programas, instrucciones, herramientas para un fin concreto. Las
hay comerciales, que se venden con el producto y las hay de dominio ptublico,
que se pueden encontrar en Internet. O nosotros mismos podemos crearlas.

La versién 5 de Matlab, sobre la cual estan preparadas estas notas, in-
cluye, entre otras, la Matlab Symbolic Toolbox que, como su propio nombre
indica, sirve para hacer Calculo Simbdlico. Hasta ahora, las operaciones que
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se han mostrado se han realizado con nimeros. Vamos a ver ahora cémo se
pueden realizar calculos abstractos.

* Expresiones Simbdlicas y Operaciones

Las expresiones simbélicas son cadenas de caracteres que representan
numeros, funciones, operadores y variables. Las variables no necesitan te-
ner valores predefinidos, a diferencia de todo lo comentado anteriormente.

Ejemplos de expresiones simbolicas y como se representan:

‘ Expresiéon Simbdlica ‘ Representaciéon en Matlab ‘
1
— ’1/(2%x"n)’
27""1
= ’1/sqrt (3*x73)°’
yd V313 4
%(cos(x)) diff(’cos(x)’)
T (’x~3/sqrt (1-x) )
= —dx f=int(’x~3/sqrt(1-x)’,’a’,’b’
I=) == a
a b ) . )
M = <c d> M=sym(’ [a,b;c,d]’)

Obsérvese que se trata de escribir las expresiones simbdlicas entre apdstro-
fes. Sin embargo, en algunos casos si no se pone el comando sym, puede
dar lugar a confusion. Por ejemplo, si pusiéramos M=’ [a,b;c,d]’ lo enten-
denria como una cadena de caracteres. Para que lo entienda como una matriz
simbodlica debemos escribirlo como en el ultimo. Por otra parte, también re-
sulta conveniente utilizar sym para poder utilizar posteriormente el comando
pretty, que explicaremos mas adelante, ya que de otra forma no funcionaria.

Para todas las variables simbdlicas hay que utilizar letras minusculas
(a,b,c,...,z).

Operaciones algebraicas comunes

Supongamos que tenemos dos funciones:

2
x?—1
En primer lugar las definimos como expresiones simbdlicas:
>>f=sym(’ 3*x"2-2%x+1’)
f =

flx)=32*-22+1 y g(x)=
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3xx"2-2%x+1
>>g=sym(’2/(x"2-1)7)
g =
2/ (x"2-1)
s Para sumar las dos funciones:
>>symadd(f,g)
ans =
3kx"2-2xx+1+2/(x72-1)
La expresion se puede simplificar, si ello es posible, con:
>>simplify(ans)
ans =
(3*x"4-2%x"2-2%x"3+2*x+1) / (x72-1)

Por 1ltimo, como a veces resulta dificil interpretar el resultado debido
a la estructura de la sintaxis de Matlab, se puede utilizar el comando
pretty, que produce la impresién en pantalla de la expresion de una
forma mas parecida a como la escribimos habitualmente en Matemati-
cas.! (Importante: El comando pretty sélo funcionard si previamente
las expresiones simbdlicas se han definido con sym).

>>pretty(ans)

3x*—2x?—2x34+2x+1
x2 —1

» Para restar las dos funciones:
>>symsub(f,g)
ans =
3xx"2-2%x+1-2/(x"2-1)
>>pretty (ans)

I También existe otro comando, latex, que produce como resultado la férmula escrita
en TEX. Esto puede resultar muy ttil para pasar directamente a un fichero .tex sin mas
que copiar y pegar. La sintaxis es latex(ans) o el nombre de la expresion de que se trate.
Este comando se ha utilizado continuamente en la elaboracién de estas notas, que han sido
escritas usando ETREX2e.
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8% —2x 41— >
x2—1
» Para multiplicar las dos funciones:
>>symmul (f,g)
ans =
2% (3*xx"2-2xx+1) / (x72-1)
>>pretty(ans)
5 3x2-2x+1

x2—1
» Para dividir las dos funciones:
>>symdiv(f,g)
ans =
1/2% (3%x"2-2%x+1) % (x"2-1)
>>pretty(ans)

1/2 (3%* - 2x+1) (¥ - 1)

= Para calcular potencias de una funcion a elevada a otra expresién:
>>sympow (f,’3%x’)
ans =
(3*x"2-2%x+1) ~ (3*x)
>>pretty(ans)

(3x*—2x+ 1)(3X)

Otras operaciones

Tomemos ahora las funciones

1

fo) = o v gle) = sen()
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» Composicién de funciones. Para calcular f(g(z)) hacemos:

>>compose (f,g)
ans =
1/(1+sin(x) "2)

>>pretty(ans)

1
1 + sin(x)?
Si queremos calcular g(f(z)) tendremos que hacer

>>compose (g, f)

= Para calcular la inversa de una funcién:
>>finverse(g)
ans =

asin(x)

Incluso nos avisa cuando la inversa no es unica:
>>finverse (f)
Warning: finverse(1/(x"2+1)) is not unique.
ans =

1/xx (-x*x(x-1)) " (1/2)

* Derivadas e Integrales

Derivadas

Para derivar simbdlicamente se utiliza el comando diff de alguna de las
formas siguientes:

En primer lugar creamos una funcién, en este caso, va a ser la funcion:

3zt —bar —1
fla) =21

>>f=sym(’ (3*x"4-5*xaxx-1)/(x+2)’)
f =
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(3*x74-b*axx-1) /(x+2)
Para calcular la derivada primera de la funcién con respecto de x:
>>diff (f)
ans =
(12%xx"3-5%a) / (x+2) - (3*x"4-b*a*xx-1) / (x+2) "2
La simplificamos:
>>simplify(ans)
ans =
- (-9%x"4-24*x"3+10%a-1)/ (x+2) "2
Y por ultimo, usamos el comando pretty para visualizarla mejor:
>>pretty (ans)

—9x* —24x*+10a—1
(x +2)°

Sin embargo, si queremos que derive con respecto de la variable a:
>>diff(f,’a’)
ans =

-5xx/ (x+2)

Para calcular derivadas de orden superior, por ejemplo, la derivada se-
gunda:
>>diff (£f,2)
ans =
36xx72/ (x+2) -2x (12%x"~3-5%a) / (x+2) "2+2x (3*x"4-5*a*xx-1) / (x+2) "3
Simplificamos:
>>simplify(ans)
ans =
2% (9*x " 4+48%x~3+72*x"2+10%a-1) / (x+2) "3
Y,
>>pretty (ans)

9x*+48x*+72x*+10a—1
(x +2)°
Si queremos evaluar esta derivada en un punto, por ejemplo, queremos

calcular f”(2). Una vez que estd calculada la derivada basta con sustituir
por 2, que se hace con el comando:
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>>subs(ans,’x’,’2’)

ans =
815/32+5/16%a
>>pretty(ans)
815 n 5
— 4+ —a
32 16
Integrales

El comando que se utiliza para integrar es int (f) done f es una expresion
simbdlica. Veamos algunos ejemplos:
Consideramos la funcion:

1
flw) = 2+ 2

Para calcular una primitiva, primero la definimos:
>>f=sym(’1/(x"2+2)’)
f =

1/(x"2+2)
>>int (f)
ans =

1/2%27 (1/2)*atan (1/2*x*2~(1/2))
>>pretty(ans)

1/22'2 arctan(1/2x2'/?)

Si quisiéramos calcular la integral definida:

1
/ 22dx
0

>>int(’x"2’,0,1)
ans =
1/3
Obsérvese que los resultados numéricos cuando trabajamos con expresio-
nes simbélicas aparecen por defecto en forma algebraica. Para obtener un
resultado en forma decimal. Basta con utilizar el comando >>numeric(ans),
y lo calculard en forma decimal.
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* Representacion Grafica de Expresiones Simbdlicas

La Toolbox de Matematica Simbdlica de Matlab dispone de un comando,
ezplot que permite dibujar graficas de funciones de una variable.
Por ejemplo, queremos dibujar la grafica de la funcién:

f(x) = 2In(2?)

Podemos hacer directamente:

>>ezplot (’x*log(x~2)’)

Entonces aparece la figura 6. Si no se especifica intervalo la gréfica apare-
ce, por defecto, representada en el intervalo [—2m, 27|, siempre que esté defi-
nida en este intervalo, salvo conjuntos de medida cero. (Nétese que, en este
caso, la funcién tiene una singularidad en el origen que aparece reflejada
en la figura, aunque no se aprecie muy bien). Si probdramos con la funcién
f(z) = xIn(z), sélo apareceria el dibujo en la parte positiva.

x*log(x"2)
T T
251 =

I I I
2 4 6

Figura 6: Gréfica de f(z) = xIn(z?) generada con el comando ezplot

Una vez que tenemos la grafica podemos agrandarla para ver algtiin de-
talle. Esto se consigue con el comando >>zoom on y después pulsando con el
ratén sobre la figura, experimentando un poco se puede descubrir facilmente
de qué manera funciona el Zoom.

Si queremos que la grafica la haga en un determinado intervalo, tendremos
que utilizar el comando de la forma:
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>>ezplot (funcion, [a,b])

2

Ejercicio 3 Dibujar la grdfica de la funcion f(x) = e en diferentes in-

tervalos.

* Resolucion de Ecuaciones

Ecuaciones Algebraicas
Matlab dispone de un comando, solve, que de la misma forma que en
Derive permite resolver ecuaciones algebraicas. Veamos algunos ejemplos de
su utilizacion:
» Queremos resolver la ecuacién de segundo grado: az? + bx + ¢ = 0.
>>solve (’axx"2+b*x+c’)
ans =
[ 1/2/ax(-b+(b~2-4*axc)~(1/2))]
[ 1/2/ax(~b-(b~2-4*a*c) " (1/2))]

Como vemos no es necesario escribir =0, aunque no pasa nada si se
escribe. Si no se especifica la variable con respecto de la cual queremos
que despeje optard por la x. Aunque se puede especificar otra.

= Por ejemplo, si queremos resolver la misma ecuacion, pero con respecto
de la variable b:
>>solve(’a*xx”2+b*x+c’, ’b’)
ans =
-(a*x"2+c) /x
= Si la ecuacién tiene soluciones complejas, también las encuentra. Por
ejemplo, la ecuacién x® — 22 +x — 1 = 0 tiene las soluciones complejas:
1,41, —1.
>>solve(’x"3-x"2+x-1")
ans =
[ 1]
[ i]
[ -i]
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= Los resultados que ofrece el comando solve son por defecto en forma
algebraica. Sin embargo, se pueden convertir a formato numérico. La

g . . 1++5
ecuaciéon r® — x — 1 = 0 tiene por soluciones: x; = 5 y Ty =
1+V5

5
>>so0lve(’x"2-x-17)

ans =
[ 1/2%57(1/2)+1/2]
[ 1/2-1/2%5"(1/2)]
Pero si queremos ver los resultados numéricos:
>>numeric (ans)
ans =
1.6180
-0.6180
= También se pueden resolver sistemas de ecuaciones. Basta con poner

todas las ecuaciones separadas por comas. Por ejemplo, para resolver
el sistema de ecuaciones:

r+y=1

>> [X,y] =solve(’x“2+y~2=1 ) ’X"‘y:l ,)

X =
[ 1]
[ 0]

y =
[ 0]
[ 1]

En este caso, es necesario especificar previamente las variables, [x,y]=,
ya que de otra forma no nos daria las soluciones sino que indicaria que
x e y son dos matrices simbodlicas 2 x 1 pero sin escribirlas.
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= Si no se puede encontrar una solucién en forma algebraica, devuelve
una aproximacion numeérica de la solucién. Por ejemplo, la solucién de
la ecuacién sen(x) = x — 1:

>>solve(’sin(x)=x-1")
ans =

1.9345632107520242675632614537689

Ecuaciones Diferenciales

La cantidad de problemas relacionados con la Ecuaciones Deferenciales
que se pueden resolver con Matlab haria necesario uno o varios libros y
no unas notas introductorias como éstas. Sin embargo, comentaremos algu-
nas cuestiones elementales para resolver Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
simbodlicamente. Para profundizar mas sobre esste tema se puede consultar

El comando que se utiliza para este fin es dsolve que tiene un funcio-
namiento muy parecido al descrito en el apartado anterior (solve) para las
ecuaciones algebraicas.

Recordemos en primer lugar que una Ecuacién Diferencial Ordinaria es
una ecuacion en la que la incégnita es una (o varias funciones) de una variable
y en la que aparecen derivadas de la funcién con respecto de la variable. Por
ejemplo, la ecuacion

A | 2
dx +y

es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden (porque la derivada
més alta que aparece es la primera) en la que la variable es la z y la funcién
incognita es la y. Para resolverla con Matlab
>>dsolve (’Dy=1+y~2’,’x’)
ans =
tan(x-C1)

Como se puede observar la derivada se representa por Dy, si hubiera sido
3

una derivada de otro orden, por ejemplo, ek habriamos puesto D3y. Tam-
x
bién hemos de especificar cudl es la variable, si no lo hacemos escribira la
solucion por defecto en funcién de t.
Lo que acabamos de hacer es calcular la solucion general de la ecuacion,
por lo que aparece la constante c1 que es la constante de integracion. Si



3 SOBRE MATLAB 45

queremos resolver un problema de valores iniciales, es decir, la ecuacién junto
con una condicion inicial:

dy 2
{ e I+y
y(0) =1
>>dsolve (’Dy=1+y~2’, ’y(0)=1’,’x’)
ans =
tan(x+1/4*pi)
Otro ejemplo, una ecuacién de segundo orden:
d*r  _dx
TR

Ahora la variable es ¢ y la funcién z(t).
>>dsolve (’D2x-2%Dx-3*x=0")
ans =
(Clxexp(3*t)*xexp(t)+C2)/exp(t)
donde c1 y c2 son las constantes de integracién. Si quisiéramos resolverlo
con las condiciones iniciales:

z(0) =0, 2'(0)=1

>>dsolve (’D2x-2*Dx-3*x=0’, ’x(0)=0,Dx(0)=1’)
ans =
(1/4*exp (3*xt)*xexp(t)-1/4) /exp(t)

* Sumas de Riemann

Una herramienta interesante que tiene Matlab se consigue con el comando
rsums. La sintaxis del comando es rsums (f) donde f es una funcién simbéli-
ca. Aparece una ventana grafica (ver figura 7). Debajo de la gréfica hay un
deslizador (que no se aprecia en nuestra figura) que permite cambiar con el
raton el niumero de rectangulos usados para aproximar el area de la curva,
desde 2 hasta 256 rectangulos como maximo. En la parte superior aparece la
funcién junto con el resultado numérico de la suma.

Veamos un ejemplo:

>>f=’10*x*exp(-5%x72)’ Y creamos una funci’on

f =

10*x*exp (-5*x"2)
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>>vpa(int(f,0,1),6) % evaluamos la integral de 0 a 1
ans =
.993262

>>rsums(f) Y aproximaci’on de Riemann desde O hasta 1

Y aparece la figura interactiva mencionada antes, en principio aparecen
10 rectangulos, aunque este nimero se puede cambiar como se ha indicado
antes. Esta herramienta tiene una limitacion, sea cual sea la funcién sélo la
representa en el intervalo [0, 1].

10*x*exp(-5*x%) : 0.993558
: . :

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

41

Figura 7: Sumas de Riemann para la funcién f(z) = 10ze 5"

Ejercicio 4 A pesar de que el comando rsums solo aprorima la integral en
el intervalo [0,1]. También se puede utilizar para aprorimar en un intervalo
la,b] cualquiera, basta con encontrar el cambio de variable adecuado:

b
a) Encontrar el cambio de variable que convierte la integral / f(z)dz en

1
la integml/ g(t)dt.
0

b) Utilizar el cambio anterior para aproximar la siguiente integral usando
rsums.

/12 log(x)dx
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Utilizar el comando vpa(int (funcion,a,b),6) para calcular la integral
con 6 decimales exactos y comprobar el resultado con el de las Sumas de
Riemann.

x Calculadora de Funciones

Otra herramienta interesante de la que dispone Matlab es la Calculadora
de Funciones (funtool). Se activa escribiendo el comando:

>>funtool

Entonces aparecen tres nuevas pantallas, dos de ellas conteniendo sendas
graficas de funciones y la tercera es la calculadora (figura 8).

= Higurn Mo, 3 L=

G |

= B |

o RE R L 1

| sy I| int1 | |E1I‘lp'IET| | an'I ey | | (¥4 8 | | Tire I
f+a I | -4 | | Ty | e I i |
vo s o ][] @ [ [aot] [ ]
=l el ] il

Finagh | |f('»‘a? I

Figura 8: Calculadora de Funciones

FUNTOOL es una calculadora grafica interactiva que manipula funciones
de una variable. En todo momento hay dos funciones que aparecen en las dos
graficas, f(z) y g(z). El resultado de la mayorfa de las operaciones afecta a

F(a).

En las ventanitas etiquetadas con "f ="y "g =" se puede escribir y cam-
biar las funciones que aparecen por defecto para introducir nuevas funciones.
Lo mismo que las etiquetadas con "x =", que puede ser cambiada para intro-
ducir un nuevo dominio, y la "a =" en la que se puede introducir un nuevo
parametro.

La fila superior de teclas de la calculadora son operaciones que solo afectan
a la funcién f(x). Estas operaciones son:

df/dx - Derivada de f(z).

int f - Integral de f(x).
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simple f - Simplifica la expresién, si es posible.

num f - Extrae el numerador de una expresion racional.

den f - Lo mismo, pero ahora el denominador.

1/f - Reemplaza f(x) por W

finv - Calcula la inversa de f(x).

Evidentemente las operaciones int (f) y finv no siempre funcionan.

La segunda fila de teclas trasladan y reescalan la funcién f(z) segin el
valor del parametro a. Las operaciones son:
f + a- Reemplaza f(z) por f(z) +

f - a- Reemplaza f(z) por f(z) —
f * a- Reemplaza f(x) por a f( )
f / a- Reemplaza f(z) por —.
f ~ a- Reemplaza f(z) por f( ).

f (x+a) - Reemplaza f(z) por f(x + a).
f (x*a) - Reemplaza f(z) por f(azx).

La tercera fila de teclas son operaciones en las que intervienen las dos
funciones f(x) y g(z). Las operaciones son:
f + g- Reemplaza f(z) por f(z)+ g(x).
f - g- Reemplaza f(x) por f(x) — g(x).
f * g- Reemplaza f(z) por el producto f(x).g(z).
f(z)

f / g- Reemplaza f(x) por YOk

f(g) - Reemplaza f(x) por la composicion f(g(z)).
g = f - Reemplaza g(z) por f(z).
swap - Intercambia f(z) y g(x).

/\/-\

Las tres primeras teclas de la cuarta fila producen una lista de funcio-
nes. La tecla Insert anade la funcién actual a la lista. La tecla Cycle hace
aparecer todas las funciones de la lista. Y la tecla Delete borra la funcion
actual de la lista. La lista de funciones esta en un fichero interno que se llama
fxlist que lleva por defecto una serie de funciones interesantes.

La tecla Reset devuelve los valores de f, g, x, a y £x1ist a sus valores
iniciales por defecto. La tecla Help imprime en pantalla ayuda (lo mismo que
en estas instrucciones pero en Inglés).

La tecla Demo propone un curioso problema: ;Es posible generar la fun-
cién sen(z) sin tocar el teclado, utilizando sélo el ratén pulsando las teclas
adecuadas de la calculadora? La Demo lo hace con un Reset y nueve ¢lics” del
ratén y proponen como problema intentar hacerlo con menos ¢lics”. Si alguien
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lo consigue ruegan ponerse en contacto con la siguiente direccion electronica:
moler@mathworks.com. ;Habra premio? Por ultimo con la tecla Close se
acaba el juego.

Ejercicio 5 ;Cudles son los pasos que se siguen en la Demo para obtener la
funcion sen(x)?

Intentar obtener la funcion sen(x) con menos clics que en la Demo. (Es
posible, no es una broma,).

Ejercicio 6 FEscribir un breve guion de una prdctica para realizar en un Aula
de Informdtica utilizando la Calculadora de Funciones de Matlab.
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4. Practicas con MATLAB

Se proponen a continuacién algunas practicas con el Programa Matlab.
Una referencia muy interesante en la que se pueden encontrar numerosas
practicas con muy distintos niveles de dificultad es el libro Mathematical
Ezxplorations with MATLAB. (ver Bibliograffa, [Ch]).

4.1. Practica Primera: Matrices y Sistemas de Ecua-
ciones Lineales

En esta préactica vamos a profundizar un poco en las capacidades de Mat-
lab para trabajar con matrices. Veremos en primer lugar algunas oparaciones
y comandos basicos y no tan bésicos que tiene el programa para trabajar con
matrices. Después, como aplicacion de algunos de esos comandos comenta-
remos algunas maneras de afrontar la soluciéon de un sistema de ecuaciones
lineales.

4.1.1. Operaciones y Comandos para Matrices

Hemos visto en la introduccién anterior como se introducen las matrices
en Matlab. Veamos un ejemplo para introducir algunos de los comandos
béasicos:

Ejemplo 1 Operaciones Elementales
Definimos dos matrices:

>>A=[2 1;3 2]

A =
2 1
3

>>B=[3 4;-1 5]

B =
3 4
-1 5

e Para sumar las dos matrices:
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>>A+B

ans =
5 5
2 7

e Para multiplicar una matriz por un escalar:

>>3%A

ans =
6 3
9 6

e Producto de matrices:

>>C=A*B

C =
5 13
7 22

Siempre que los tamanos de las matrices sean los adecuados. Para saber
cudl es el tamano de una matriz con la que estamos trabajando,

>>size(A)
ans =
2 2

Que quiere decir, evidentemente, 2 filas y 2 columnas.
e Para calcular la matriz transpuesta:

>>A°
ans =
3
1 2

Ejercicio 1 Utilizando las matrices definidas en el ejemplo anterior, com-
probar que (AB)' = B'A'. (A" es la transpuesta de A).

Ejemplo 2 Matrices especiales con Matlab
e Para generar la matriz identidad cuadrada,
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>>eye(3)
ans =
1 0 0
1 0
0 0 1

¢Por qué habran elegido el nombre eye?

e Una matriz 3 x 2 llena de unos,

>>ones(3,2)

o Y si queremos que esté llena de ceros,

>>zeros(3,2)

e Para generar una matriz con numeros aleatorios uniformemente dis-
tribuidos entre 0 y 1,

>>rand(3,2)

Si se usa el comando randn los niumeros aleatorios son normalmente dis-
tribuidos, siguiendo la Normal Estandar N(0,1).

Ejemplo 3 Rango, Inversa y Determinante
e Definimos la matriz,

>>X=[2 3 4; 1 -1 0]

X =
2 3 4
1 -1 0
Para calcular su rango,
>>rank (X)
ans =
2
e Supongamos que tenemos definida la siguiente matriz,
H =
8 1 6
3 5 7
4 9 2

Para calcular su inversa,
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>>inv (H)

ans =
0.1472 -0.1444 0.0639
-0.0611 0.0222 0.1056
-0.0194 0.1889 -0.1028

Y si queremos ver el resultado en forma racional,

>>format rational

>>inv (H)
ans =
53/360 -13/90 23/360
-11/180 1/45 19/180
-7/360 17/90 -37/360

(Para ver todas las opciones del comando format hacer help format)
e Para calcular el determinante de la matriz anterior H,

>>det (H)
ans =
-360

Ejercicio 2 Generar una matriz cualquiera, por ejemplo 25 x 25, y calcular
su inversa, su rango y su determiante. (Ni que decir tiene que no disponemos
de tiempo para escribir todos los elementos de la matriz uno a uno).

Ejemplo 4 Los comandos especiales rref y rrefmovie
e Kl comando rref produce una forma reducida escalonada por filas de
una matriz usando la eliminacion de Gauss-Jordan, es decir, haciendo ceros
por debajo y por encima de la diagonal principal sin mover las columnas.
Por ejemplo, definimos la matriz,

>>A=[-1 2 -1;2 1 2;2 4 2]

A =
-1 2 -1
2 1 2
2 4 2
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Ahora escribimos el comando aplicado a la matriz,

>>R=rref (4)

R =
1 0 1

1 0

0 0 0

e Fl comando rrefmovie produce exactamente el mismo resultado pero
nos indica paso a paso como se va obteniendo la matriz resultado e incluso
qué filas o columnas son despreciables (por ser linealmente dependientes de
las otras), informacion muy ltil si queremos calcular el rango de la matriz
por ejemplo. Es decir, produce una especie de pelicula (movie) de todo el
proceso.

>>rrefmovie (A)
Original matrix

A =
-1 2 -1
2 1 2
2 4 2

Press any key to continue.

Ahora pulsamos una tecla para continuar,

swap rows 1 and 2

A =
2 1 2
-1 2 -1
2 4 2

Press any key to continue.
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Nos indica que ha intercambiado la primera y sequnda filas, pulsamos de
nuevo una tecla,

pivot = A(1,1)

A =
1 1/2 1
-1 2 -1
2 4 2

Press any key to continue.
Ahora nos indica que va a pivotear sobre el elemento (1,1) de la matriz,

eliminate in column 1

A =
1 1/2 1
-1 2 -1
2 4 2

Press any key to continue.

Ahora nos estd indicando que va a eliminar (hacer ceros) en la primera co-
lumna y asi sucesivamente hasta obtener el mismo resultado que nos dio el
comando rref.

Ejercicio 3 a) Calcular el rango de la matriz siguiente utilizando el coman-
do rref o rrefmovie:

6 2 3 13
5 11 10 8
A= 9 7 6 12
4 14 15 1

b) Si la matriz A es cuadrada y no singular, es decir det(A) # 0, scudl
serd la matriz R = rref(A)?

c) ¢Como podemos utilizar estos comandos para calcular la inversa de
una matriz invertible? Aplicarlo a la matriz,
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1 6
5 7
9 2
Para verificar el resultado se puede calcular la inversa directamente con
inv(B).

B =

~ W oo

4.1.2. Sistemas de Ecuaciones Lineales
Un sistema de ecuaciones lineales,
a;1ry + apxs + ...+ Q1pTy = b1

911 + Q999 + ... + AonTy = bg

Am1T1 + Qa2 + ..+ ATy, = bm
con m ecuaciones y n incognitas se puede escribir en forma matricial,

Ax=Db
donde,
a1 12 RN QA1n T bl
a91 (050 Ce Aoy, ) bg
A= : Dox=1 . y b=] .
Am1  Am2  ---  CGmn Tn b

Vamos a ver mediante algunos ejemplos y ejercicios cémo se pueden re-
solver los sistemas de ecuaciones lineales utilizando algunos de los comandos
de Matlab descritos anteriormente.

Ejemplo 5 Consideremos el sistema,

20 —y+z2=3
{x—i—y =3
y—3z=-7

entonces, siguiendo la notacion anterior,

2 -1 1 x
A=1(1 1 01, x=|uy y b= 3
0O 1 -3 z
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Se trata de un sistema con solucion unica, ya que el determinante de A es
distinto de cero,

>>det (A)
ans =
-8

Entonces, una forma de resolver el sistema consiste en despejar X,

x=A"'b

Con Matlab, primero introducimos el vector b,

>>b=[3 3 -7]’
b =

3

3

-7
>>x=inv (A) *b
x =

1

2

3

Sin embargo, hay otra forma de hacerlo, utilizando lo que en Matlab se
denomina como division matricial a la izquierda:

>>x=A\Db
x =
1
2
3

En este caso, el resultado es el mismo, pero es diferente la forma en la
que trabaja el ordenador. En este sequndo caso el método que utiliza es el de
la factorizacion LU, que es una modificacion de la eliminacion gaussiana.

Ejercicio 4 Vamos a contar el nimero de operaciones elementales (sumas y
productos) que se utilizan para resolver el sistema utilizando los dos métodos.
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Para ello vamos a utilizar el comando £lops. Este comando cuenta el numero
de operaciones elementales que se han realizado en una sesion determinada.

Poner el contador a cero con >>f1lops(0). Resolver el sistema de una de
las formas y contar las operaciones, escribiendo >>flops y repetir la ope-
racion resolviéndolo de la otra forma. ;En cudl de los dos casos se utilizan
menos operaciones?

Ejercicio 5 Vamos a ver como resuelve Matlab en realidad el sistema cuan-
do se utiliza la opcion: >>x=A\b. El proceso se puede describir dividir en tres
etapas:

1) Calcula una matriz triangular inferior L, una matriz triangular supe-
rior U y una matriz de permutacion P tales que PA = LU. P es simplemente
la matriz identidad I con sus filas cambiadas de orden.

2) Resuelve Ly = Pb.

3) Por dltimo, se resuelve Ux =y.

La primera etapa es lo que se conoce con el nombre de factorizacion LU
y es el paso mds importante.

Por lo tanto, en Matlab seria equivalente utilizar:

>>x=A\b

que utilizar el siguiente proceso:

>>[L,U,P]=1u(A); % Comando que calcula las matrices L, U, P
>>B=Pxb;
>>y=L\B;
>>x=U\y

Resolver el siguiente sistema utilizando los dos procedimientos anterior-
mente descritos y comprobar que sale la misma solucion.

1 1 0 3\ [m 4
2 1 -1 1 |[x]| |1
3 -1 -1 2 |[|as]| |-3

-1 2 3 —1)\z 4

Ejercicio 6 El método >>x=A\b funciona si hay mas ecuaciones que incogni-
tas (siempre que tenga solucidn unica). E incluso en el caso en el que hay
menos ecuaciones que incognitas, con infinitas soluciones, Matlab ofrece dos
de estas soluciones directamente:
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Con >>x=A\b nos da una solucion que tiene ceros para algunas de las
mcognitas.

Con otro comando, >>x=pinv(A)*b se obtiene una solucion del sistema
donde la norma euclidea de x es la mds pequena de todas las posibles. ;Es
siempre unica esta solucion con longitud minima?

Aplicando lo anterior encontrar las soluciones de los sistemas,

vty =1 T4y+z=3
a)yr—y=1 b) T—y+z=2
20 +y=2

Investigar qué hace el comando >>pinv(A).
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4.2. Practica Segunda:
Iteraciones y Diagramas de Telarana

En esta practica, utilizando como ejemplo el estudio de sucesiones obte-
nidas a partir de la iteracién de funciones, vamos a ver algin ejemplo més de
fichero-M. En este caso gréaficos especiales llamados Diagramas de Telarana.

Sea una funcién y = f(z), tomemos un punto cualquiera xy, sea r; =
f (o), volvemos a sustituir en la funcién y obtenemos x5 = f(x1), si repetimos
el proceso indefinidamente obtenemos una sucesién por iteracién,

Zo,X1,T2,T3, - - .

que queda determinada por f(x) y el valor de xy, mediante la recurrencia

Lo
{an = f(z,) paran=0,1,2,...

Para estudiar el comportamiento de tales sucesiones se utilizan los llama-
dos diagramas de telarana, que se construyen de la siguiente manera: Em-
pezamos con la grafica de y = f(x) y con la recta y = x. Del punto (xg,0)
sobre el eje X se dibuja una recta vertical hasta la gréafica de la funcién en el
punto (xg,z1), después una recta horizontal desde este punto hasta la recta
y = x en el punto (x1, ;). Ahora el proceso se vuelve a repetir, una recta
vertical hasta la gréfica en (x,23), una recta horizontal hasta y = x en el
punto (zq,x2) v asi sucesivamente. Las sucesivas rectas verticales tienen co-
mo coordenada x, x1,Ts,.... De esta manera se puede seguir graficamente
el proceso de la sucesion. La figura 9 muestra 8 iteraciones de la funcion
f(z) = 3z(1 — x) tomando zy = 0,5.

Iteraciones de la Funcién Cuadratica f(x) = Ax(1 — x)

El fichero-M descrito a continuacién permite dibujar el diagrama corres-
pondiente a la sucesion que aparece al iterar la funcion cuadrdtica. Grabarlo
siguiendo las instrucciones indicadas en la seccién 3.5. Para ejecutarlo, bas-
taba con poner el nombre con el que se haya guardado, aqui se guardé con
el nombre: telaq.m, e ir introduciendo los datos que va solicitando. Después
habra que pulsar INTRO tantas veces como el niimero de iteraciones que se
haya indicado.

Fichero telaq.m
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0.9
0.85 J
0.8 1
0.75 — A
/ Y (|
07t J
0.65- J
0.6 J
0.55 / g
0.5 J

0.45- 4

0.4 1 1 1 1 1 1 1 1
0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9

Figura 9: Diagrama de Telarana

% Dibuja un diagrama de "telara™na" para y=lambda.x.(1-x),

% empezando con el valor xO.

% Se piden los extremos superior e inferior de x e y par la

% ventana gr’afica.

%» Hay que pulsar INTRO sucesivamente hasta que se hayan dibujado

’» todas las iteraciones

b

% Al final despu’es del dibujo se imprimen en pantalla los valores
% de las iteraciones.

lambda=input (’Escribir el valor de lambda ’);
x0=input (’Escribir el valor de x0 ’);

x1=input ("’Escribir el extremo inferior de x ’);
xu=input ("Escribir el extremo superior de x ’);
yl=input ("Escribir el extremo inferior de y ’);
yu=input (’Escribir el extremo superior de y ’);
n=input (’Escribir el numero de iteraciones ’);

dx=(xu-x1)/100;
x=x1:dx:xu;
y=lambda*x.*(1-x) ;
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plot(x,y) axis([x1l xu yl yul);
hold on
plot ([x1 xul, [x1 xul,’b’) % Dibuja la diagonal en azul

clear x y iterate x(1)=x0;
y(1)=0;

x(2)=x0;

y(2)=0;

x(3)=x0;

y (3)=1lambda*x0* (1-x0) ;
iterate(1)=x0;
iterate(2)=y(3);

plot(x,y,’g’) i=3;
x(1)=x0+.1;

while abs(x(3)-x(1)) > .001 & 1 <= n
x(1)=x(3);
y(1)=y(3);
x(2)=y(1);
y(2)=x(2);
x(3)=x(2);
y(3)=lambda*x (2)*(1-x(2));
iterate(i)=y(3);
plot(x,y,’g’)
pause
i=i+1;
end

iterate’
hold off
Ejercicio 1 Dibujar el diagrama de la funcion cuadrdtica correspondiente al

valor A = 3,922193334, conzl =0, zu=1,yl =0, yu = 1, 2o = 0,5. (xl, zu
son los extremos inferior y superior, lo mismo con y). Aplicar 20 iteraciones.
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Se observard que se produce lo que se denomina un ciclo.

Ejercicio 2 Utilizar el fichero telaq.m para probar los casos que se enume-
ran en la tabla siguiente.

A | xg | ol | zu | yl | yu | iteraciones
25 10510507 (05]0.7 20

32 1051041090409 20
3410510410904 109 40

35 105(1031091]0.3)09 20

38 [05] 0 1 0 1 50
383105 0 1 0 1 20

Iteraciones de la Funcién Exponencial f(x) = k*

Ejercicio 3 Modificar el fichero telaq.m para que aparezca la grdfica de la
funcion exponencial f(x) = k*, donde k es un nimero real fijo. Llammar al
nuevo fichero telaexp.m. (Tener en cuenta que, dado que en el fichero = es
un vector, habrd que usar k. x). Investigar si las sucesiones que empiezan
en xg son convergentes o divergentes vy, si son convergentes, cudl es el limite.
St depende del valor de k, encontrar los valores en los que el comportamiento
cambia. (Sugerencia: Probar con los valores k = 0,05, k = 0,5, k = 14,
k =1,5. Pensar en lo que ocurre entre k =14 yk=15).

Ejercicio 4 ;Cudl es el valor mdzimo que alcanza f(x)? ;De qué manera
estd relactonado esto con el comportamiento de las sucesiones que genera la
funcion?
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5. Matematicas en el Aula de Informatica

Una vez que sabemos utilizar un asistente matematico, DERIVE, MA-
TLAB, MAPLE, MATHEMATICA, etc., surge una cuestién importante:
., Cémo podemos utilizarlo en una clase con los alumnos? La respuesta a
esta pregunta no es ni mucho menos trivial ya que, a la hora de llevar a
la clase de Matematicas el ordenador aparecen multitud de problemas que
pueden desanimar al mas entusiasta.

Por ejemplo: problemas de tipo técnico, inadecuacion de los equipamien-
tos informaticos, problemas con las licencias de los programas y sobre todo, el
tiempo que lleva planificar un curso en el que queramos introducir practicas
informaticas.

En la Seccion Departamental de Matematica Aplicada de la Facultad de
Quimicas de la UCM llevamos algunos anos enfrentdndonos a todos estos
problemas, con lo que hemos adquirido cierta experiencia para salvar algin
que otro obstaculo.

Uno de los mayores problemas a la hora de hacer practicas informati-
cas en la Universidad y también en los Institutos, es el elevado nimero de
alumnos que hay en cada grupo, en relacion con la capacidad de las aulas de
informatica. Asi, llevar a un grupo de 100 alumnos a un aula con 30 puestos
de ordenador, de los cuales después sélo funcionan en la practica 20, es una
tarea imposible. Lo que no es imposible es elaborar unos guiones muy auto-
contenidos para que un alumno que disponga de ordenador en su casa, que
son practicamente todos, o pueda acudir al aula de informatica en algin rato
libre, trabaje por su cuenta. La elaboracion de este tipo de guiones suele lle-
var bastante tiempo, pero es un esfuerzo que después se puede amortizar en
cursos sucesivos. Es decir, que incluso en situaciones poco favorables siempre
es posible hacer algiin intento.

No cabe ninguna duda de que la situacion ideal es crear asignaturas es-
pecificas para hacer Matematicas con el ordenador. Por otra parte, a medida
que pasa el tiempo las dotaciones en equipos informaticos de los centros de
ensenianza van mejorando considerablemente.

Sin embargo, tampoco conviene ilusionarse demasiado. La utilizacion del
ordenador como herramienta en Matematicas no puede sustituir al aprendi-
zaje de las Matematicas en un sentido mas clasico. Si los alumnos no disponen
de unos conocimientos minimos, todos los medios técnicos a nuestro alcance
pueden resultar inutiles y, en los ultimos tiempos, hay que lamentar que la
situacion tiende a empeorar por momentos, en la Ensenanza Media y, como
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consecuencia, en los primeros cursos de la Ensenanza Universitaria.

6. Recursos en Internet

Tanto para el programa DERIVE como para el programa MATLAB se
pueden encontrar en internet diversas direcciones que ofrecen informacién,
ejemplos de programas, instrucciones, etc. La lista que se expone a continua-
cién no es desde luego exhaustiva, lo cual serfa simplemente imposible, dado
el elevado niimero de direcciones Internet en las que aparecen referencias a
estos programas. Pero si que puede dar algunas ideas de por déonde empezar.

» http://www.derive.com: La pagina web de la compania que ha crea-
do DERIVE. Contiene informacién relativa a nuevas versiones, actua-
lizaciones, etc. Desde aqui se puede acceder a practicamente toda la
informacion que hay en Internet en relacién con DERIVE.

» http://www.math.duke.edu/modules/materials: En esta pagina se
pueden encontrar ejemplos de muchas practicas de diferentes niveles
de dificultad y diversos temas de Célculo fundamentalmente, en mu-
chos casos aparecen preparadas para realizarlas con varios programas:
Maple, Mathematica y Matlab, principalmente.

= http://www.mathworks.com: La pagina web de la compania que ha
creado MATLAB. Se puede encontrar informacién sobre actualizacio-
nes, cuestiones técnicas referenctes a la instalacion del programa y mu-
chos enlaces relacionados con el programa.

= http://texas.math.ttu.edu/"gilliam/m5399/symbolic.html: Una
descripcion con muchos ejemplos de la Matlab Symbolic Toolboz.

= http://www.ius.cs.cmu.edu/help/Math/vasc help matlab.html y
la direccion
http://www.unm.edu/cirt/info/software/apps/matlab.html: Con-
tienen guias muy detalladas sobre Matlab.

» http://www.mat.ucm.es/deptos/ma/ich/manual-matlab.html: Una
introduccion muy esquematica pero muy completa a Matlab, en es-
panol, realizada por el Prof. Uwe Brauer del Departamento de Ma-
tematica Aplicada de la Universidad Complutense de Madrid.
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» http://web.mit.edu/18.06/www y la direccion
http://www.math.columbia.edu/~psorin/linear_ algebra/Matlab/
index.html: Contienen una toolbox con comandos de Algebra Lineal
que se pueden utilizar junto con el libro de G. Strang, Introduction to
Linear Algebra, Segunda Edicién, Wellesley-Cambridge Press, Welles-
ley MA, 1998.

También existe la posibilidad de buscar nosotros mismos mas direcciones
de interés. Utilizando algin buscador como Altavista, por ejemplo, si quere-
mos buscar algo relacionado con las Series de Fourier con Matlab, podemos
poner en la ventana del buscador: Fourier & Matlab, y nos aparecera una
extensa lista conteniendo estas dos palabras. Lamentablemente ocurre con
los buscadores de Internet que, al ser tan grande la cantidad de informacion
que circula actualemente, mucha de la informacion es poco 1til. Pero con un
poco de paciencia se pueden encontrar cosas interesantes.
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