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INTRODUCCION

La Teorfa Cufntica de Campos a temperatura finita (distinta
de cero) esti adquiriendo un papel muy importante en la F{sica
Tebrica durante los (ltimos afios. Son muchas las &reas de la Ff-
sica en las que es necesario un formalismo cuéntico de campos a
temperatura finita. Piénsese, por ejemplo, en los plasmas, en los
s6lidos, en la materia condensada, o en los problemas cosmolégi-
cos.

En la presente memoria se estudian algunos aspectos de teo-
rfas y modelos cudnticos de campos a temperatura finita. Para en-
cuadrar adecuadamente nuestro trabajo dentro de la literatura que
sobre el tema existe vamos a hacer un pequeiio resumen de la situa-
cién actual.

Veamos en primer lugar las diferencias entre un sistema des-
crito por una teorfa culntica de campos a temperatura nula y un
sistema descrito por la misma teorfa a temperatura finita. Cuando
la temperatura es cero, si no se introducen partfculas desde el
exterior, el estado en que se encuentra el sistema es el vacfo.
Por el contrario, a temperatura finita, el sistema estd formado
por un gran nfmero de partfculas, que forman una colectividad es-
tadfstica. Por ejemplo, en el caso de particulas libres, y en el
referencial en que el sistema se encuentra en reposo, &ste esta-
ria descrito por las distribuciones de Fermi-Dirac o Bose-Einstein,
segln se tratase de fermiones o bosones. Este sistema estadfstico
puede ser considerado como un fluido perfecto, que por encontrar-
se en equilibrio termodingmico, estd caracterizado por un pardme-
tro invariante Lorentz relacionado con la temperatura y un cuadri-
vector u’ tal que “2 = 1, de acuerdo con [1].

En 1974, Bernard [2] obtuvo, utilizando las ideas de Matsuba-
ra [3], las reglas de Feynman para una teorfa cuintica de campos
a temperatura finita. Para ello consider§ la funcién de particién



del sistema en cuestifn en el inercial en que dicho sistema se
encuentra en reposo,

z = tr[exp(-H/kBT)] ,

donde H es el hamiltoniano, kB es la constante de Boltzman y T es
la temperatura. Expresando Z como una integral funcional y usando
métodos funcionales obtuvo las reglas de Feynman. Las caracterfs-
ticas pricipales de &stas son: i/ las energfas s6lo pueden tomar
valores discretos (2wn/f para los bosones y (2n+l)n/8 para los
fermiones), ii/ son a tiempo imaginario, y iii/ no son covarian-
tes. En el mismo afio , Dolan y Jackiw [4] utilizaron estas reglas
para calcular el potencial efectivo en A¢4 a dos "loops". Poste-
ricrmente, Kislinger y Morley [5] las usaron en el estudio del
potencial termodindmico de la Electrodindmica Cudntica (QED) y su
renomalizacién , y Gross, Pisarski y Yaffe [6] en el de la Cro-
modinimica Cuintica (QCD).

Dolan y Jackiw [4] propusieron en el mismo 1974 unas reglas
de Feynman, alternativas a las de Bernard, a tiempo real y en las
que la energfa podfa tomar valores arbitrarios. Para ello prolon-
garon analfticamente los propagadores de Bernard usando el método
de Fetter y Walecka [7}. Estas reglas tampoco son covariantes. Sin
embargo, esta dificultad se soluciona f&cilmente: basta elegir co-
mo eje de tiempos el que determina el cuadrivector u’ que caracte-
riza al fluido té&rmico. El principal inconveniente de las reglas
de Feynman 3 la Dolan-Jackiw es, como ellos mismos sefialaron, que
en los cdlculos perturbativos aparecen singularidades del tipo
GN(kz-mz), donde el exponente N es N %2, Esta situacién se da, por
ejemplo, cuando se calcula el potencial efectivo a dos "loops” en
X¢4. La versifn no covariante de estas reglas de Feynman ha sido
utilizada, entre otros, por Peressutti y Skagerstam [8), y Dono-
ghue, Holstein y Robinett [9] para evaluar las correccicnes tér-
micas de orden e2 a la masa del electrSn en QED; y por Tarrach
[10] para calcular a orden e2 Y a temperaturas bajas las longitu-~
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des de correlacién elé&ctrica y magnética del campo electromagné-

tico (EM) en QED. Weldom [11] ha usado la versién covariante para
estudiar el lfmite de altas temperaturas de un plasma electrodi-

nfmico con fermiones de masa nula.

Takahashi y Umezawa [12] propusieron en 1975 un tercer for-
malismo para estudiar una teorfa cuintica de campos a temperatura
finita, al cual denominaron "Thermo-Field Dynamics" (TFD). Las
reglas de Feynman a las que da lugar la TFD son a tiempo real,
las energfas pueden tomar valores arbitrarios, y no dan lugar a
singularidades del tipo §N (k2-m%) (N»2). A cambio, cada propaga-
dor adquiere una estructura matricial 2x2. La componente 11 de
esta matriz coincide con el propogador de Dolan y Jackiw. Son pre-
cisamente las dem&s componentes las que cancelan las divergencias
GN( kz-mz) (N»2). La idea fundamental de la TFD es construir un
estado |O(B)), al que se llama vacfo témico, con la propiedad de
que el valor medio de un observable en el fluido térmico es igual
al valor esperado del mismo observable en |0(8)). Para construir
|o(g)), a cada grado de libertad ffsico se le asocia un grado de
libertad ficticio . De agquf que los propagadores adquieran esa
estructura matricial 2x2, La TFD también tiene una interpretacién
funcional a partir de la funcién de particién. Sus reglas de Feyn-
man se hacen covariantes eligiendo como eje de tiempos el determi-
nado por el cuadrivector uV que caracteriza al fluido térmico. Oji
ma [;3] ha adaptado la TFD a teorfas con invariancia gauge. Las
aplicaciones de la TFD son muchas; citemos algunas. Umezawa, Mat-
sumoto y Tachiki han recopilado en [14] un buen nfmero de ellas:
cristales, metales normales, superconductores magnéticos, etc. Nie
mi y Semenoff [15] han calculado el potencial efectivo a dos
"loops" en A¢4 y han obtenido el mismo resultado que por el méto-
do de Bernard. Matsumoto, Ojima y Umezawa [16] han estudiado la
renormalizacifén a dos "loops" de A¢ .

Mencionemos ahora algunos de los problemas que permanecen
abiertos. Primero: ciertos aspectos de un estudio no relativista
que ahonden en la conexién que hay entre la Fisica Estadfstica



CuSntica y la Teorfa Cuintica de Campos a temperatura finita. Se-
gundo: la aplicacifn de la TFD (esquema libre de divergencias del
tipo GN(kz-mz), N32) a teorfas fisicamente relevantes, como pueda
ser la QED. En este mismo sentido, la utilizacién de la TFD para
evaluar las correcciones de temperatura a parimetros ffsicos, (la
masa y el momento magnético del electrdn entre otros), y su com-
paracifn con los resultados obtenidos por el m&todo de Dolan-Jac-
kiw, Tercero: la covariancia explfcita de los cdlculos. Cuarto:
el estudio de modelos simples de los que se conoce su solucifn
exacta a temperatura cero. Quinto: las transiciones de fase. Y
otros muchos m&s, como por ejemplo, el c&lculo de algunas magni-
tudes termodin&micas, los problemas fuera del equilibrio, etc.

En la presente memoria abordamos algunas de las cuestiones
que acabamos de mencionar. El esquema de la misma es el siguien-
te.

En la primera parte, estudiamos cu&nticamente un sistema en
equilibrio termodindmico formado por un gran nmero (N) de parti~
culas idénticas cargadas no relativistas en interaccifn con el
campo EM dinfmico. Cuando las partfculas de este sistema son fer-
miones lo que tenemos es la QED no relativista a temperatura fini-
ta. Para estudiar este sistema de muchas partfculas utilizamos mé&-
todos de Ffsica Estadfstica, segfin la cual toda la informacién del
sistema esta contenida en la funcién de particién Z. En el primer
capitulo evaluamos Z para el caso cldsico (partfculas y campo EM
cl&sicos), y a partir de ella calculamos los valores medios de los
campos EM, magnético B y eléctrico ﬁ, asf como el de la energla.
En el capitulo 2 llevamos a cabo el mismo an&lisis que en el 1,
perc en el caso cuintico (particulas y campo EM cudnticos). En di-
cho andlisis juegan un papel muy importante las integrales de ca-
mino 3 la Feynman, ya que la funcién de particién cudntica viene
dada por una traza, y cada uno de los elementos de matriz que en-
tran en ella se expresa como una integral de camino. En el apén-~
dice A se muestra que el propagador entre dos estados del sistema
estd acotado por el producto de dos propagadores: el del campo EM



libre y el de N partfculas interaccionando mediante potenciales de
Coulomb., En el tercer capftulo se estudia el lfmite cl&sico ¥— 0
del caso cufntico del capftulo 2, recuperando los resultados del
capftulo 1. También evaluamos las primeras correcciones cuinticas

a la funcién de particibn cldsica y analizamos las divergencias
ultravioletas que presentan algunas de estas correcciones, relacio-
ndndolas con las que tienen lugar en QED.

En la segunda parte exponemos brevemente los distintos mé&to-
dos existentes para cuantificar una teorfa de campos a temperatura
finita y las reglas de Feynman a las que dan lugar. En el capftulo
4 caracterizamos el sistema descrito por una tal teorfa como un
fluido perfecto en equilibrio temodin&mico. Tambié&n damos un re-
sunen de los métodos funcionales de cuantificacién de una teorfa
de campos a temperatura finita: el formalismo de Bernard y la in-
tepretacién funcional de la TFD. En el capitulo 5 recordamos la
interpretacifn canfnica de la TFD. La cuantificacién de Bernard
no puede ser interpretada canfnicamente puesto que se basa finica
y exclusivamente en métodos funcionales, sin hacer referencia a
operadores creacifn y destruccibn. De hecho, la discretizacién de
las energfas en el formalismo de Bernard es una consecuencia de
las condiciones de contorno impuestas por la traza que define la
funcién de particién. Nosotros usaremos la TFD y sus reglas de
Feynman covariantes.

En la tercera parte abordamos el problema de la renomaliza-
cién ultravioleta de la QED. En el capftulo 6 demostramos gque la
teorfa es renormalizable. Para ello usamos un método anflogo al
que para el caso x¢‘ han utilizado Matsumoto, Ojima y Umezawa [16].
La renomalizabilidad de la teorfa se sigue de dos hechos: las di-
vergencias ultravioletas son las mismas que a temperatura cero, y
son independientes de la temperatura, (es decir, no van multipli-
cadas por factores dependientes de la temperatura). Asf pues, para
renormalizar la teorfa se pueden utilizar los mismos contratérmi-
nos que a temperatura nula. Este es el criterio adoptado en esta
tercera parte. También en el capftulo 6 encontramos las identida-



-6-

des de Ward-Takahashi (WT). En el capitulo 7 estudiamos la auto-

energia del fermidn y justificamos, usando argumentos de covarian
cia, la conveniencia de usar los mismos contratérminos que a tem-
peratura cero. En el capitulo 8 ananlizamos el tensor de polariza
cidén del fluido térmico. Y en el 9 la primera correccién perturba

tiva al vértice y a la corriente fermidnica.

Por ultimo, en la cuarta parte resolvemos de forma exacta
los modelos de Schwinger, capitulo 10, y de Thirring, capitulo
11, a temperatura finita. Para ello usamos métodos funcionales.
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PARTE I

ELECTRODINAMICA CUANTICA NO RELATIVISTA



CAPITULO 1

MECANICA ESTADISTICA CLASICA DE LA ELECTRODINAMICA

NO RELATIVISTA

1.1 INTRODUCCION

Como ya hemos dicho, en esta primera parte de la memoria va-
mos a estudiar la Electrodindmica Cudntica no relativista.Antes de
pasar al andlisis propiamente cuintico vamos a dar brevemente algu
nos resultados cl&sicos. Asi pues, se trata de estudiar cl&sicamen
te un sistema en equilibrio termodinfmico formado por un gran nme
ro de partfculas idénticas cargadas en interaccién con el campo
electromagnético (EM) din&mico. Debido a que se trata de un siste-
ma de muchas particulas, efectuamos un estudio estadfstico del mis
mo. Ahora bien, de la Fisica Estadistica, sabemos que 1la funcién
que contiene toda la informacién de un sistema es la funcifén de par
ticién. En la seccién 1.2 hallaremos la funcifn de particifn del sig
tema que nos interesa. Y en la 1.3 evaluaremos el valor medio de
los campos EM, eléctrico y magnético, asf como el de la energf{a.

1.2 FUNCION DE PARTICION

Consideremos N partfculas clisicas (Cl) de carga q y masa m
en interaccién con el campo EM cl&sico KCI (3,t) . Supongamos un fon-
do homogéneo cargado, con cargas de signo contrario a las de las par
tfculas, y sin grados de libertad dindmicos, de manera que el sis-
tema es eléctricamente neutro. E1 hamiltoniano en el gauge de Cou-
lomb (¥R, (X,t) = 0) estd dado por [27]

Ho= Hog* Hema * He (1.1.a)
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- 2
Hoa=— 2 [B-2 A k4] (L.1.b)

Lo ey
+(UaA,) ] 1.1.¢)

H =L 3+ (1.1.4)

donde ':Ei Yy ﬁi son la posicién y el momento de la particula i-é&sima
y la integracién sobre la X esti extendida al volumen V ocupado
por el sistema. NO6tese que no hemos tenido en cuenta la autoener-
gfa electrostitica (coulombiana) U de cada una de las particulas.
Su inclusién darfa lugar en la funcibén de particibn aun factor glo
.bal exp(- pNU ). Cuando el volumen V tiende a infinito el campo
Ac1(x,t) toma la forma

A 2 t)= Z,J [c(B)Z(Em(mt)e +c.c.] . (1.2)
a1

donde a(E s A, t) (A= 1,2) son las amplitudes de campo complejas,
c(k) es un factor de corte ("cut-off") ultravioleta (c'('l;) =c(-')2)),
Y {g(i S, EK,2), K, 3= 'ﬁ/lfl\ es una base de polariza-
cién lineal.

A continuacién, para cada modo (K ,A), hacemos el siguiente
cambio de variable [18]
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qEAD: L[ CBAL)- 2@ A0 ] (1.3.2)
w % 3
n(g )z - L [HMEAD ralEAL)] (L. 3.5)

bajo el cual (l.1l.c) y (1.2) se convierten en

43R 2 2 2
-4 .
s £ | @ [IEAD w|a®@AbI1] (1.4)
- ) 43R - iRX
Ay @)= Lcéu &(mm CBEENGEN (1.5)

Obsérvese que q(ft’ s A,t) y n(K,\,t) son la coordenada y el mo-
mento (complejos) de un oscilador de frecuencia wW/2n (W= Ii’lc)
y que satisfacen q*(K , A, t) = q(-K, A, t) v T*(K,At) =(-K,A,¢t),
lo que es inmediato a partir de (1.3).

La funcifn de particién clisica en la colectividad canSnica to
ma la forma [19]

Zya® ﬁ h%n JJ‘P op(-pH)

donde dI' es el elemento de volumen del espacio de las fases y H
el hamiltoniano. En nuestro caso tenemos

2 :lgﬁ%-{)ﬁbﬂap(—wn\ , (1.6)
N NED i (2nk)



con Hny dado por (1.1), (1.4) y (1.5), y donde

da(B N dn(82)
mh

nﬁqﬂn:%

Con respecto a (1.6) hay tres comentarios
coordenadas y momentos de los osciladores
das en un instante dado t = 0 (no escrito
contiene una integral funcional sobre q(ﬁ

prescindimos de la parte de la funcién de

(1.7)

que hacer: i/ todas las
del campo EM estin toma-
explicitamente), ii/ (1.6)
Ay ™E LN, y ddi/

particifn asociada al fon

do homogéneo cargado. Con respecto a la integral funcional que nos
aparece, indicar que la vamos a tratar como un producto de infini-
tas integrales, cada una de ellas sobre dq(ﬁ /%)dru(ﬁ +A) para ca-
da (k ,\). Esta integral funcional apareceri factorizada mediante
un factor zEM,Cl .
Haciendo en (1.6) el cambio 31 - g RCl(;i't) —) Si y efec-
tuando las integrales gaussianas, primero sobre las ﬁi, Yy luego so
bre las q(ﬁ,k) y los n(X ,A\), obtenemos

N qb

"LT“/:' Zema g\!\ &% epl-p 2,

2 = (1.8)
Na Nl (ZnP{? izt (.7}:4

|

4n) X- ;Jl

donde zEM,Cl es la funcibn de particién clisica del campo EM:
O explepHey o) = TL [— )
= u - = B 1.9
Zen,a‘ qu P Plen, e g Lw ’v\) ’ (1-9)

que contiene la integral funcional que aparecfa en (l1.6). La ecua-
cién (1.8) nos dice que, en lo que respecta a la funcifén de parti-
cibn, las partfculas interaccionan s6lo a través del potencial de
Coulomb y se desacoplan del campo EM transversal. Este hecho es
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una consecuencia directa del acoplamiento mfnimo (invariancia gau-
ge). A partir de (1.9) es muy f&cil obtener la ley de Rayleigh-
Jeans. En efecto, tomando logaritmos y derivando con respecto aF
obtenemos la energfa por unidad de volumen

' ) 3k 1
Z¢H ):-__._ Z‘_' == - (1.10)
v Ema v aP EN a” o S P p

Usando que E_, a*/(2n)3 = snv?av/e3, (1.10) nos dice que la
A=1,2

energfa por unidad de volumen con frecuencia entre vV y V+dv es

t4 dada por 8 r\.vz dv/c3P , que es precisamente la f6rmula de Ray-

leigh-Jeans.

1.3 VALORES MEDIOS DE LOS CAMPOS A, B , E Y DE LA ENERGIA

vamos a calcular los valores de los campos EM ?\, magnético §
y eléctrico B producidos por el sistema en un punto X del espa-
cio. Estos vienen dados por los valores medios de dichos campos en
la colectividad canénica. Ahora bien, el valor medio de una varia-
ble dindmica O(p,q) en una colectividad canbnica esti dado por [19]

A

<0» —_de‘O( ) exp(-pH) . (1.11)
d zNa N‘ k;u Pq P

A continuacién vamos a usar esta f&rmula para calcular <K(§)> c1’

BGy oy ¥ EE>g.

En cuanto al valor medio del campo EM tenemos, que como
Xcl(i’,t) es lineal en q(fc’ +M), por integracifn simétrica en q(f:',?x),
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33 -
AT &R L HnA () exp(-pH,)=0. (1.12)
AR, = Zm a [-14 o DDA, () epi-pHy )

Anflogamente, para el campo magnético 301 = fz‘/\ KCI obtenemos

<B(?)>d=o. (1.13)

El campo eléctrico viene dado por

> WM - > 4
Eaa.{):-—ﬁmi-—:—:— (1.14)
ot tztan)¥-%|

El primer sumando no contribuye a (E(?{))CI pues, en el gauge de
Coulomb, - a'icl/th es el momento canénico del campo EM,

_0Aglh _ j LB mzniEan e,
C?t )‘:LZ (In ‘

y por integracién simétrica en T(k,\), obtenemos

aA("T t) —_lY =0.
Tt «

Asf pues, a (E(;))cl s8lo contribuye el segundo t&mino de (1.14).
Dicha contribucién est8 dada por

< e(y)‘;u: V¢ Vm)ct .

donde

3 a
Ey = "‘“\“FQOTLZ, = &p(-PHy)
a Zoa M KT:L‘ (a3 i= I -¥ Peffa
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es el valor medio del potencial eléctrico em el punto X. Ahora
bien, este potencial es constante pues efectuando el cambio de va-

-

riable 'ii — 21 + 3, con 3 arbitrario, obtenemos
NR+R)) = NED
Q '’

Y, por tanto, que

By =0. (1.15)
<EM)(!

Una generalizacién directa de los argumentos anteriores muestra que
si el fondo no es homogéneo sino una distribucibébn periSdica de car
gas pesadas sin grados de libertad internos, los valores medios pa
ra el potencial electrostitico y el campo eléctrico son peribdicos
con el mismo perfodo que el del fondo.

Vamos a calcular por filtimo el valor medio de la energfa. Para
ello se puede utilizar (1.11) o bien

)
(H)CQ"")—PL"'ZN.U. .

De cualquiera de las dos formas se obtiene

N A d3k
<H :——+<Hc7 +Vl _ (1.16)
@p T4 Gl B

Hedy = { S f‘? 43%; “F(’P“‘“]—‘ E IL!L‘ 3% H, ex?(-PH;) . (1.17)
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La ecuacién (1.16) nos dice que la energfa de nuestro sistema es
la suma de la energfa de las particulas que interaccionan mediante
potenciales de Coulomb (dos primeros té&rminos), y de la del campo
EM libre (tercer término), mostrindonos nuevamente el desacopla-
miento entre las partfculas y el campo EM transversal que aparecfa
en (1.8).
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CAPITULO 2

MECANICA ESTADISTICA CUANTICA DE LA ELECTRODINAMICA NO
RELATIVISTA

2.1 INTRODUCCION

Una vez discutido brevemente el caso clésico pasamos al cufn-
tico, que es el objeto de este capitulo. En la seccifén 2.2 calcula
remos la funcifn de particién, y en la 2.3 los valores esperados de
los campos EM, magné&tico y el&ctrico, asi como de la energfa. Ya
en la seccifén 1.2 nos aparecif una integral funcional sobre losgra
dos de libertad del campo EM, pero es aqui donde se hacen impres-
cindibles los métodos de integracién funcional. La razdn es que cuin
ticamente la funcibén de particién viene dada por una traza, y cada
uno de los elementos de matriz de la traza se evalfia por medio del
formalismo de integrales de camino. Para una exposicifn de estosmé
todos se puede consultar el libro de Feynman y Hibbs [20] y el tra
bajo original de Feynman [21]. Una presentacifn m&s matemitica se
puede encontrar en Simon [22] y Thirring [23].

2.2 FUNCION DE PARTICION

Consideremos N partfculas culnticas (Q) idénticas en interac-
cién con el campo EM cuantificado KQ(i) . El1 hamiltoniano HQ para el
sistema en el gauge de Coulomb (V-KQ(;E) = 0) y en la imagen de
Schrodinger estd dado por ([17]

Ha: Hp.a* HEH,&‘HC (2.1.a)
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N - - - 2
Hpg: o) [R- 3Ag00] (2.1.b)

H & e NN wla@ ] (2.1.c)

{
EM,a=—
2 A2 {(2&)3

N
2
HC=Z_, —j—.. (2.1.4)
L7j:4 I‘“I?i'le

donde hemos usado unidades de Heavyside-Lorentz racionalizadas vy
donde

- - 3 - . -
A@(X).:icz_l E 4%k c(B)zdz,ma(tz,?\)e‘B" . (2.2)
A=12 (2“')3/1

Q( ,A\) y THR,2) son los operadores asociados a q(k,A,t) ¥y
n.(i' +A , t), satisfacen reglas de conmutacibn canénicas y verifican

atgn=acky  , THERMN=TWRA, 2.3

que nos dice que Q y TL no son autoadjuntos pero nos garantiza
que RQ(?() sf que lo es. NStese que en (2.l.c) hemos omitido laener
gfa del vacio, sobre lo cual volveremos m&s adelante.
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En el subespacio de N femiones idénticos en un campo EM, el

conjunto

] &Py - > ~
{WZP, T R FACS I NEREST 1N (2.4)

forma una base ortonormal. La suma Z, estd extendida a las permu-
P

taciones de N objetos, y E(P) es el orden de la permutacién P. El
estado li’l(Pl),..,i'N(PN); {9)) es aquel en el que la partfcula P1
se encuentra en 3':1,..., la particula PN en':'c’N Y los osciladores ar-
ménicos del campo EM en un estado que denotamos [E\ .

La funcidén de particién cuintica en una colectividad canénica
para un sistema de hamiltoniano Hy estd dada por [19]

ZQ :{f[ exp(-pHa\] .

Usando para nuestro sistema la base (2.4) para calcular la traza

tenemos

Z oA (T AN -0,
L] JI‘. ‘z,azi Zp“

(2.5)

A AT (PG LRI FACH W RUNERE A

donde ahora HQ esti dado por (2.1). Cada uno de los elementos de
matriz que aparece en (2.5) es la amplitud de probabilidad de que
el sistema, que en el instante t = 0 se encontraba en el estado
l'il,...,i’N; {?i\) , se encuentre en t = -iB K en

|2, (Py)see e Xy (Pe): {GYy . Dicha amplitud de probabilidad se pue
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de expresar mediante una integral de camino de Feynman, a tiempo
real T= it, de la forma

Fix,Y, P"') 2 (Fyyen, ¥y ﬁ““f’(‘PHa‘\};““ X qy>=

:Jn n $xod’Bm N 44@adnE ) |

T k) R mh (2.9

N
x exP{iJ [LJZ‘, B, (t)u%z jols‘i'nﬂé' AR AT)-H, o]}

donde Hc]_(’c) ests dado en la seccifn 1.2 con it =T . Evaluando
(2.6) (ver apéndice A) e introduciendo lo que resulta en (2.5) ob
tenemos

>

\‘.

Z, = ©@P) ! G v .

na g majTIJ}*AZpJ( -1) }'I‘L(N ,Q’m ex?[é\(j)], 2.7
.I

donde

ZEHQ=n | (2.8)
R g (wsh F“’h"")

9 = L 1 ko A3 (2.9)
m Moo (m\-‘m’aSW‘B (m-t 20k §)32
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Mt N %
I v\ q
GRYe— ) S|-2 ([ Yil-Qiba) - _ -
| ]
(2.10)
r Mt N 3 )
W o wolL
A L (‘ge.l"jc,l«) P“P (‘“,U“\)I,U_J
h LU= L,j:i o 4
con
w A8 1« w
Pia= [ 1B, gl Yiph)-
P ):1'2‘1(211]5 w? L8, { P
(2.11)
v exp { i? [ 39&‘3(.. l-«'(ﬁj,t’ + '-]‘],L'-J]HEP{B' A
\ ~wiL-tl St -wph
{u(th e +e” e °f (2.12)
‘f—c’wP‘hl
Y
5= Bh
M+4

Analicemos a continuacién el significado fisico de la ecua-
cién (2.7). Lo primero gque nos aparece es la funcién de particién
cuintica del campo EM libre ZEM,Q . Para verlo escribimos (2.8) en
la forma

Zew g =1t C_“’P;. .
B t-e WP
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Ahora bien, el factor exp(-u)g)l) corresponde al estado fundamental
(el vacfo en un espacio de Fock) del oscilador asociado al modo

(X +\). Pero en todo lo que hemos hecho hemos ignorado el desplaza
miento debido a la energfa del vacfo, de tal forma que si lo hubié
semos tenido en cuenta, en lugar de (2.l.c) deberfamos haber escri
to

Hema-Ry ﬂﬁ et
3 e d oy

Este término extra cancela la contribucibén del estado fundamental
en zEM'Q quedando

2z, ..m _*
e QA ‘l-e""’Ph

que es la funcifén de partici6n de Planck [18]

En (2.;), ademds de ZEM,Q , Nos aparece una integral funcio-
nal sobre ?5. El exponente de esta integral, dado por (2.10), tiene
tres términos. El primero de ellos corresponde a la energfa libre
de las partfculas; el segundo a una interaccién instant&nea, (mis-
mo 1), mediante potenciales de Coulomb; y el tercero a una interac
cifn a distintos tiempos (1 y 1') a través de un propagador Pi;' .

N6tese que en (2.7) no aparecen las variables del campo EM.
Esta eliminacién de las variables EM esti en la linea de lo que ha
cen Feynman y Hibbs [21] . Allf se estudian amplitudes de transi-
cibén para procesos concretos, y se eliminan las variables EM de la
integral funcional cuando los estados inicial y final est&n dados,
mientras que en nuestro caso estos estados pueden ser cualesquiera
de los generados por la base (2.4). Es precisamente esta elimina-
cifén la que da lugar a una interaccifn entre las particulas bili-
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.
neal en sus velocidades y propagada por Pl';‘ .

2.3 VALORES ESPERADOS DE LOS CAMPOS A, B, B Y DE LA ENERGIA

El valor esperado de un observable O en la colectividad canb-
nica viene dado por [19]

- 0
<°)a: tf[&f:( bua\ ] . (2.13)
Zn.a

Teniendo en cuenta (2.2) y usando la base (2.4), la ecuacién
(2.13) da para (3(§)>Q la siguiente expresién

> . N B3 N R
CAdyy s —LC g 438 c(E)s(B,')‘)eszf m aq(B,MTlan-,.
MZya pmyy a0 (3 izt

2LV 13 ep BRI QENFR, ., By ()3 1Y) -
P

Ahora bien, el elemento de matriz que hay dentro de la integral es
igual a <Ry, Bu; 14Y L &PE-BH VAP, .-, By tP0) 5 {31 RN
Entonces podemos proceder de la misma forma que en el caso de la
funcibn de particién; la finica difencia es la integral final sobre

mn A.Zi(B,M, la cual también se puede efectuar, resultando
B

Ay = Zena 2, d"Bz(lé‘,MelB;Jﬁ d32, 3, e,
LY Zaa s iz ®

‘ﬁ Jx') D3 (C+D\(ewP*-l‘
F -;1"4" J (mkwpﬁ-f}

(2.14)

exp [6(5)]
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donde

N o N
[SENSNE Tl I LS I Pt L
- 24

[}
<w -4 X w L=t

- B
N (@) ¢ M('LL{“}LLA}‘L 1t (2.16)

Y‘ " tan)y2

AnSlogamente,para el campo magnético se obtiene

-, Z - £(0
‘5"‘%:%& . J[&E BAZEN)e J 1 4% ZA‘“

! ZN,G ')\:{2
N ;\\ J’ (2.17)
n j '93‘3_ (C+D) (“P"-0) [G"J)-l
i X("s) J (mstn 1)
El valor esperado del campo eléctrico es la suma de dos té&rmi-
nos,
LEX - q
K@Y -<»Z_,J CRZERMTIR e 7 V2 _
et ) (2 ) 4 miy-%| &

A la hora de calcular el primero vamos a tener elementos de matriz
del tipo <Hy.-o, s (Y] | exp(-pHa Y THRA) |X(P), -, RulP); {31 -
Para evaluarlos los ponemos camo integrales de camino de Feynman,

en las cuales efectuamos la integracifén sobre los n.(l? ,A\) y asg
M

obtenemos un factor Z’ [_qt(ﬁl')\)- Ch_4(a,'>~)] ' que por la con
t=1
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dicién de traza qu+1(f,%) = qo(?,k) = q(K,2) se anula. Ast
pues,

N
(EL?))Q=_ZE_"|L 'Gjﬁ 4%, 2. _ 3 ™

NZga 24 izt Iy )\ P
. 3‘»& . (2.18)
T J £ epla@)
iz JT. (P l
B e

Con respecto a la energfa, su valor esperado se puede hallar
utilizando

?
<|4>a=-9_ b7, .- (2.191



=25~

CAPITULO 3

LIMITE CLASICO DE LA MECANICA ESTADISTICA CUANTICA

DE LA ELECTRODINAMICA NO RELATIVISTA

3.1 INTRODUCCION

Vamos a abordar en este capftulo el problema del limite cl&si
co. Se trata de probar que los resultados clisicos del capftulo 1
se recuperan a partir de los cufnticos del capitulo 2 cuando se to
ma el limite en que la constante de Planck tiende a cero. Enla sec
cién 3.2 demostraremos esto para la funcién de particién y calcula
remos la primera correccién cuintica a la funcién de particién cl&
sica. En la 3.3 probaremos que los valores esperados culdnticos de
R,B,B y H tienden a los valores medios clisicos de las mismas mag
nitudes cuando ¥ — 0. En la cuarta seccifn compararemos nuestro
trabajo con otros ya existentes en la literatura actual y mostrare
mos la existencia de divergencias ultravioletas. Por (ltimo, en
§3.5 expondremos los resultados si la interaccidn es con un campo
escalar real en lugar de con un campo EM.

3.2 LIMITE CLASICO Y PRIMERA CORRECCION CUANTICA A LA FUNCION DE
PARTICION

Tenemos que estudiar el lfmite { —» 0 de la funcibn de parti-
cifén cudntica ZN Q dada por (2.7). Para ello vamos a suponer que las
r
trayectorias ?i 1 de la integral de camino (2.7) se pueden escribir
14

-

-
L~ XL (P

CHRR AR - 15+%1 (3.1)
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-
con gi 1 satisfaciendo las condiciones de contorno
’

- -
B0 B MmO (3.2)

Si en lugar de utilizar las variables discretizadas temporalmente,
como consecuencia de la particién del intervalo temporal [0 ’ P)(]
en M+l subintervalos de longitud § , usamos las variables en el
continuwo, las dos ecuaciones anteriores toman la forma

% - % (R)
F‘h
—g&(o) = —g’L(Ph):O .

l-j;(t): R(P). t+g¢('°)

No obstante, vamos a seguir con la forma discreta pues, a la hora
de tener que evaluar alguna integral de camino, tendremos que acu-

dir a ella.

Recordemos que la funcién de particibn cufntica de N fermio~
nes idénticos esti dada por [24]

(P 2 R e D LT
NQ NI lﬂP)V\z 0 = '

Si en ella tomamos el limite ¥ — 0 la Gnica permutacifn que contri

buye es la identidad (1)
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N@& #\—’0 Nl mphz N ’

donde V es el volumen ocupado por las particulas. Es m&s, cuando
las partfculas interaccionan a través de un potencial instant&neo
local, las primeras correcciones cufnticas ala energfa libre, de 8r
denes K y )(2 (con P fijo y finito), son también debidas a la iden
tidad. Las contribuciones provinientes de las permutaciones dis-
tintas de la identidad producen correcciones de intercambio de 6r
denes superiores en }, tanto para partfculas libres como para par
ticulas que interaccionan mediante potenciales instantineos; su
forma especffica (de orden )(3) para la energfa libre de particulas
sin interaccifn es conocida. Sobre este tema pueden consultarse los
tratados de Huang [24], capftulos 10 y 11, y de Landau-Lifschitz
[25], seccién 33. Todo esto nos dice que cuando introducimos wuna
interaccién mediada por el campo EM din&mico, que puede ser consi
derada como una perturbacién, las primeras correcciones cudnticas
vendrin también de la permutacién 1 . Las correcciones de intercam
bio debidas a otras permutaciones ser&n de Srdenes superiores en
K. Por tanto, podemos tomar P = Q9 en (2.7, que implica que (3.1)
debe sustituirse por

-ﬁl:;.‘,g.‘, ) (3.3)

'

Para estimar el orden de magnitud de éi,l procedemos de 1la
misma forma que en el caso de caminos brownianos: igualamos al la
parte cinética del exponente (2.10) de la integral de camino
(2.7) [26]. N6tese que esto equivale a exigir que la accidn de las

partfculas debida a su movimiento libre sea del orden de }. Usan-
Mad

do que Z, 8 es del orden de P)( y procediendo de esta forma
Lz
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tenemos que

= =
5.0 7 Bt 2
(—_" "t') ~ ‘ (3.4)

5 ym

ph
52 0
Ei(t)~l1/Fm. Recordemos ahora que & = @K/ (M+1), lo que podria

En el continuo habria que usar j dta‘PM para obtener que

llevarnos a escribir sin mds que SaapM. Sin embargo, hay que pre-
cisar un poco mds ya que si tomamos el limite continuo M- para
pM finito distinto de cero llegamos a §—0, en contradiccidén con
8«4pﬁ. Pero si K—O esta dificultad desaparece. Asi pues, dire-
mos que en el limite cldsico (K—0) §~pK, con 1o que (3.4) im-
plica que

=2 2
E;l'\,_&)f‘_ . (3.5)

En el lenguaje del continuo lo anterior es equivalente a decir
que cuando K—0 el tiempo que tarda la partlcula en cambiar de
posicidén es el de orden de pM, y entonces g (t)nJ1/gm implica

que gi(t)-vp)i /m.

Hasta ahora sdlo hemos hablado de }. Veamos qué papel juega
F Por estar en una situacidn no relativista hay dos hipétesis
que cumplir: i/ nkm <<«mc y ii/ p 1eemc?. pero ademds, la tempe-
ratura debe ser suficientemente alta (P suficientemente pequeiia)

para que PM no pueda crecer indefinidamente.

Haciendo undesarrollo en serie de potencias de K para (2.7),
bajo las hipdtesis (3.2)-(3.5), se llega, tras un cdlculo labo-

rioso, a
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2ot zma(L) J” 433, expl- pL v _%I\

NI IS I oyt
(3.6)
L W3 PR AV, oY
JuwE g e 2EE( )m ®3],
donde & y o0 estan dadas por
(a4 2
B (?) fm)} lecBN® (3.7
Ll DJ { Xi=¥;
D= 2:: Z——_ ' Dif-\—_—?% . (3.8)
Dot o=t lxt-xJ\lX X]n 1R-%; 1

L)f*

Para una obtencién detallada de (3.6) véase el apéndice B. Los tér
minos en (3.6) que van con an y Bzhz proceden de la autointerac-
cién de las partfculas, y el que va con B3n2 de las interacciones
coulombianas dipolo-dipolo. Estos témminos dan expresiones explf-
citas para las primeras correcciones cufnticas a la funcifén de par
ticién cl&sica, y, por tanto, al comportamiento cl&sico de N par-
tfculas idénticas cargadas en un campo EM. A su vez, la interac-
cién entre disitintas partfculas mediada por el campo EM y la cou-
lombiana de tipo cuadrupolar no contribuyen a orden Mz.

La ecuacifén (3.6) nos dice que las correcciones cudnticas de~-
bidas a la interaccién con P=1 son de orden nz, Y, por ende, son
m&s importantes que las debidas a la indistinguibilidad de las par
tfculas (P#1), que en el caso libre van con n3. N6tese también que
las correcciones que tienen su origen en la autoenergfa de las par
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tfculas son proporcionales a 8 . ahora bien, si en (3.7) elimina
mos el factor de corte ultravioleta, 4 diverge cfibicamente. Esta
divergencia da lugar a una divergencia lineal para zN,Q, segdn se
prueba en la siguiente seccifn, que se puede eliminar mediante un
proceso de renormalizacién. Dicha renormalizacién la llevaremos a
cabo en la tercera parte de la memoria, ya para el caso relativis
ta.

De (3.6) y de

1 1 \?
zZ S [ § S LN D
se sigue que
—_— , (3.9)

ZN|Q ,k__’a Nt(‘.
que es una generalizacidn del resultado 15.9 de [22].

Para N = 1, (3.6) se reduce a

2N:A,(;\: z:n,a( ™ )3/3 [1-2..:{; C+.2_Ei2_‘22f+0(k3)] .

21\_!1&." o

donde el corchete es igual o menor que 1, (recufrdese gque B-1<<
mcz), 1lo que concuerda con la cota (A.7) dada en el apéndice A,

3.3 LIMITE CLASICO DE LOS VALORES ESPERADOS (CUANTICOS) DE 3 ' B,
=+
EYH

Aquf simplemente nos vamos a limitar a dar los resultados pa-
ra los limites H—0 de <X (X)> o’ <§(§)7Q, <§(§)>Q Y <B,. Para una
obtencién detallada de los mismos puede consultarse el apéndice C.
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CAR)) —— 040(W (3.10)
Q #\—00

<'B'm>a‘_, 0+ 0(h3) (3.11)
k-—,o

CE@r). —— 0+ 0(h) , (3.12)
G k—)O

hz b2t 2L 2 2
Moy - e iy +q.p$ (Lyo+0le). (3.13)

De estas ecuaciones y (1.12), (1.13) ¥ (1.15) se sigue que los re-
sultados cl&sicos se recuperan a partir de los cudnticos tomando el
lfmite ¥ — 0. NOtese gque las correcciones a < H>,, son de un or-
den menos en M que las debidas a P # {§ en el caso de particulas
libres, de acuerdo con la filosoffa que nos llevd a restringirnos
ap=1 .

3.4 ANALISIS COMPARATIVO CON OTROS METODOS Y TRABAJOS

El método de la aproximacifn semicl&sica de Wigner-Kirwood

Wigner y Kirwood [27] desarrollaron un método para estudiar
las primeras correcciones cudnticas a la funcibn de particifén cl&-
sica para un sistema formado por N fermiones idénticos sin inter-
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accién mutua y sometidos a un potencial. Su método se basaen la re
solucién de una ecuacifn de Bloch de forma aproximada. Si se trata
de generalizar este método a nuestro sistema aparecen nuevas difi-
cultades que impiden dar expresiones compactas, como las didas en
(3.6), para las correcciones culnticas a la funcién de particifén
cldsicas, por lo que el método aqui desarrollado parece mis adecua
do. Las dificultades antes mencionadas tienen su origen en la natu
raleza de nuestro sistema: interaccifn mutua y acoplamiente minimo
a un campo vectorial dindmico.

Por otro lado nuestro estudio estid en la linea del tr:bajo de
Feynman [21] , en el que recupera la ecuacibén de Schrodinger estu-
diando el comportamiento de una integral de camino a tiempcs peque

fios.

El método de la aproximacifn del campo quasi-constante

Vamos a comparar el procedimiento empleado en la seccibn 2 de
este capitulo con el método llamado de la aproximacidn del campo
quasi-constante, ya usado por Halpern y Siegel [28] . E1 pmto de
partida es la ec.(2.5), s6lo que ahora para evaluar el propagador
(2.6) dividimos el espacio de la ¥ en pequefias celdas « & wolu-
men V, , Yy en cada una de ellas desarrollamos el campo EM en serie
de potencias de % - i" , siendo 35.‘ el centro de esa celda:

=» - 3 - ‘
Ac@) = A+ 2 tx-x M [ AR, +ee (3.14)
"3 1 X=Xy

Si nos quedamos s6lamente con el primer té&rmino de este demrrollo
(aproximacifn del campo quasi-constante), tenemos en cuenta que en
esta aproximacién B y 3,(?:) conmutan, procedemos de la misms forma
que en la seccién 2 y tomamos el limite V, — 0 llegamos a jue
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donde el superindice (0) hace referencia a la aproximacidén tomada
en (3.14). En el limite }—0 sélo la permutacién identidad contri-

(0)
N'Q

permutaciones tienden a cero mds rdpidamente que las correcciones
cudnticas para P = { obtenidas en la seccidn 2 de este capitulo,
(lo que es un argumento m&s en favor de la restriccién P = 1),

buye a 2 , obteniéndose (3.9). Las contribuciones de las otras

NStese que 2 no contiene efectos del campo EM dindmico.

(0)
N,Q
Ello es debido a la aproximacién del campo quasi-constante con que

nos hemos quedado en (3.14).

El problema del polardn

Feynman 18] estudié la interaccidén de un electrdn con un cam
po escalar de fonones usando integrales de camino. Vamos a comen-
tar las diferencias que hay entre su trabajo y el nuestro. El se
restringié a valores de p muy grandes, que equivale a reemplazar

la funcidn fll.(BM) de (2.142) por exp(-w§|1-1'}|). NStese que en

(2.42) P aparece multiplicada por K, por lo que suponer p—r oo
equivale en cierto modo a pn—qnw , que difiere de lo hecho por
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nosotros ( ‘B)( = 0 con @ finito). Hay, adem&s, otras diferencias
debidas a la naturaleza vectorial del campo EM, el acoplamiento mi
nimo, el nfmero de partfculas, etc. '

Divergencias ultravioletas

En todo lo gque hemos hecho las divergencias ultravioletas las
hemos eliminado introduciendo un factor de corte. Ahora bien, si
suprimimos este factor de corte, (es decir, hacemos c(k) = 1 para
[l-c.l ¢ A yclk) =0 para |ic"| A con A— ), resulta que
las primeras correcciones cuinticas de (3.6) divergen cGbicamente
en el ultravioleta (Co = q2 /\3/6 T\.zcz) aun en el caso N = 1. Tal
divergencia es superior a la lineal que aparece cuando se estudia
la correccifn radiativa a la masa del electrdn en Electrodinimica
Cuintica no relativista a temperatura nula [29],

Lo que ocurre es que la divergencia cfibica que nos ha apare-
cido no es realmente cfbica, tal y como vamos a ver. El hamilto-
niano (2.1) y la funcidén de particibn (2.5) tienen significado fI
sico en el marco no-relativista, caracterizado por i/ KA <44 mc y
ii/ p'l <L mcz. Es m&s, el c8lculo de las correcciones cuinti-
cas a la funcibén de particibn tiene sentido para temperaturas su-
ficientemente grandes. Todo esto sugiere que P-l debe variar en

un intervalo

thA)? I\
™ -51 < <

+&5 (3.15)

donde E‘l es pequeno comparado con (){A)Z/Zm Y 82 es tal que se
satisfaga la condicibn no-relativista ii/.

Para una rdpida estimacifn supongamos que P-l es del orden
de (KA)2/2m, que es consistente con i/ y ii/. Entonces las dos
primeras correcciones cuinticas de (3.6) se transforman en
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Vemos que la divergencia c@bica ha desaparecido y se ha transforma
do en lineal. Se llega al mismo resultado si P-l varfa en el in-
tervalo (3.15).

La eliminacifn de las divergencias ultravioletas no la vamos a
llevar a cabo en este marco no relativista, sino que la efectuare-
mos en una situacién relativista covariante (Teorfa Cuintica de Cam
pos) en la tercera parte de esta memoria. Baste decir aquf, a modo
de relacifn, que en Teorfa Cuintica de Campos un desarrollo en
loops equivale a un desarrollo en potencias de K.

Andlisis del limite f — 0 en t&rminos de longitud de ondas

vamos a describir el problema del limite cl&sico de una forma
cualitativa en té&rminos de las longitudes caracteristicas del sis-
tema. La primera de ellas es la distancia 4 entre las particulas,
relacionada con la densidad P mediante () = d-s. Otras tres lon-
gitudes caracteristicas son las longitudes de onda térmica ')\,r, de
de Brooglie %B y Compton A., dadas respectivamente por

A= (M}% ) _k , Nf% .

I m T amE )t

De las hip6tesis no relativistas (recuérdense las condiciones i/ y
1i/ del apartado anterior) se sigue que ')\T >)’)\C Y que las longi-
tudes de onda ‘A de los fotones son tales que ‘A > 7‘6 . A su vez,
de la condicién clisica (validez del principio de equiparticién de
la energfa) se tiene que ')\T ~ '}\5.
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Las situaciones no relativista y cldsica son posibles simultd
neamente. En efecto, supongamos que )-aAT. Entonces la hip6tesis
clésica (7"1““)‘5) nos garantiza que hay interaccifn entre electrg.
nes y fotones pues lwlB. Por otro lado, %vAT implica que H]ilﬁmc
~(pmc2)‘1/2. La hipStesis no relativista (2> A ) nos dice que
(pmcz)'1/2<< 1, lo que es consistente (con 1i/).

Cuando nos restringimos a la permutacién identidad en el an&-
1isis del lfmite cl&sico estamos usando implficitamente d))AT.

Por completitud, se podrfa anadir una gquinta longitud, la lon
gitud de onda de Debye ‘XD = (g208)"1/2 (¢ 4, 1la cual juega un pa-
pel muy importante en el estudio de los plasmas cldsicos [19,30].

Antes de terminar esta primera parte un comentario, que no una
prueba, acerca de la estabilidad de la materia. Se puede ver como
casn particular de (3.9) que un sistema fermidnico cudntico con
fuerzas de Coulomb puras y sin interaccién con el campo EM coinci-
de con el sistema coulambiano cl&sico cuando ¥—0, (que es el mis-
mo hacia el que tiende nuestro sistema para f—»0). Pues bien, este
hecho, (3.9) y la prueba de la estabilidad de la materia fermiSnica
con fuerzas de Coulamb puras por Lieb y Thirring [31] indican que,
al menos, en el lfmite cldsico, la estabilidad de la materia para
el sistema descrito por (2.7) deberfa ser cierta. Un estudio clési
co del equilibrio entre una particula cargada y la radiacién se
puede encontrar en los trabajos de Blanco, Pesquera y Santos [32].

3.5 EL CASO ESCALAR

En esta seccién vamos a estudiar la Mec&nica Estadfstica de un
sistema en equilibrio termodindmico formado po N partfculas idénti-
cas de masa m, posiciones 21 Y momentos 31 (i=1,2,...N) en inter-
accién con un campo escalar real ¢(§,t). Los método a utilizar son
los mismos que en el caso EM, por lo que sSlamente daremos los re-
sultados.
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El hamiltoniano cl&sico es

N i ) .
Hor 2 & o L [t ()]0 44

()= J A‘s:u [c®)allet) e&-ﬁ c.c.] ’
(am

con g la constante de acoplamiento. A partir de este H obtenemos
la funcién de particién

34y oo N _.
Z’“‘zii ( 4 ) Zs,a Opl-prt) J n dFoopl-p2, V-2

ngw o
donde
2 =T
Sa” wP’a

es la funcién de particifn cl&sica para el campo libre, H, es la au
toenergfa clfisica para una particula en un campo escalar,

T A3 et

' 2 JonyY wt

y vo(i’i - ':?j) es el potencial

. o 438 it LEG;J’S)
V,(x‘;-xj):-fc’fal—’; — e
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2 4
wi: B2, M )
a2

siendo M la masa de los bosones escalares. Hemos reducido la inter
accién de las particulas con el campo escalar a una interaccifn en
tre partfculas distintas mediante un potencial vo(?i - 21), que es
precisamente lo contrario a lo que hace Wiegel [33] . Hay que no-
tar la aparicién en la funcidn de particién de una autoenergfa cli
sica Ho. Comparando con lo que ocurre para el campo EM, la ausen-
cia en (1.8) de una autoenergfa no electrostitica clisica, aun en
el caso de una s6la partfcula [34] , la podemos atribuir al acopla
miento mfnimo.

La funcién de particién cuidntica estd dada por

-

N X
N ey P) d - _,
Y i' 2,4 ST\ %2, (0 T'[; L °95‘JJ' 0?[6"3)] '

i P I xﬁ\

donde hemos usado la notacién (2.9),

' !
Z50 =Q[W]u

es la funcién de particifn cudntica para bosones libres de spin ce
ro, y G(¥) tiene la forma
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con f (BK) dada por (2.12). Para )} pequenos encontramos

Z A [ )y . .
NQ N (Z_TLP%,,) Zs. JT’L&x ex‘:{ P[N\-I LZ))_I‘\/()( ")1

-[u%e&ho(mm Lvr mfi_ZJV G5 %)+ 00 |

\.)J'i i ),

con los potenciales Vl 3 Vl2 dados por

Yy -5 - ﬂf&*ﬂ \cdanzkz R -F)

(an)®

Vi O, % %)) = -

2 2
) thu J 438, 4R, 1@ lc(b,)( Wﬁ) .

"2 ) any? w}

s e[, (%-%) +ik (%3] -
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N6tese que a orden )‘2 el campo produce, ademfs de autointeraccién,
interaccifn entre partfculas distintas. Es immediato que

z

N,Q ’ ZN,Q .

—0
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PARTE II

CUANTIFICACION DE UNA TEORIA DE CAMPOS

A TEMPERATURA FINITA
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CAPITULO 4

CUANTIFICACION POR METODOS FUNCIONALES DE UNA TEORIA

DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA

4.1 INTRODUCCION

En la primera parte de esta memoria se ha estudiado, er un
marco no relativista, un sistema electrodin&mico de muchas mrticu
las. En la seccifbn 3.3 se vid que, cuando se tratan de recumerar
los resultados cl&sicos a partir de los cufnticos como una serie
de potencias de }, aparecen divergencias ultravioletas, cuyc ori-
gen ffsico es la autointeraccién de las particulas mediada r el
campo EM. Este mismo hecho aparece en la Electrodinimica Cuftica
(QED) . En efecto, los propagadores libres experimentan correccio-
nes radiativas (divergentes ultravioletas) asociadas a diagmamas
que se clasifican segfin el nGmero de "loops" independientes que
tengan. Ahora bien, un desarrollo diagram&tico en términos éel nG-
mero de "loops" independientes puede ser identificado con ur desa-
rrollo en potencias de }. En particular, la primera correccin al
propagador del fermifn es divergente ultravioleta, la proporxciona
un diagrama con un "loop" independiente y es de orden Kz Yy 3, lo
que muestra una analogfa total con lo obtenido en la secciér 3.3.

En la tercera parte estudiaremos el problema ultravioleta en un
contexto mucho m&s general que el de la primera, el de una bmule_
cién relativista covariante. Para ello necesitamos conocer las re-
glas de Feynman del sistema. Esta sequnda parte la dedicamo: a la
obtencifn de tales reglas.
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Centrdndonos en este capftulo, en la seccién 4.2 caracteriza-
remos un sistema a temperatura finita descrito por una teorfa de
campos. En 4.3 y 4.4 expondremos el método de Bernard para encon-
trar las reglas de Feynman del sistema de la seccifn anterior. En
4.5 daremos la deduccifn de Dolan y Jackiw para pasar de los propa
gadores de las secciones 4.3 y 4.4 a los que llevan sus nombres;
también comentaremos brevemente los inconvenientes que &stos pre-
sentan. Por Qltimo, en 4.6 veremos en qué consiste la "Thermo-
Field Dynamics"™ y cudles son sus reglas de Feynman.

En todo lo que resta de memoria vamos a utilizar unidades na-
turales f=c=1.

4.2 FUNCION DE PARTICION COVARIANTE

Un sistema termodindmico relativista descrito por una teorfa
de campos verifica dos propiedades. La primera es que esti caracte
rizado por un tensor conservado energfa-momento TV, un flujo de
entropia s® Y un conjunto de corrientes conservadas J; (A=1,2,..).
Y la segunda es que se puede considerar como un fluido perfecto,
definido como aquel que teniendo en todos sus puntos una velocidad
¥, un observador que se mueva con esta velocidad ve el fluido en
torno suyo como isétropo.

En todo lo que sigue vamos a suponer que el sistema se encuen
tra en equilibrio termodin&mico. Ahora bien, un fluido perfecto en
equilibrio termodinfmico esti caracterizado [1] por un pardme-
tro invariante Lorentz P-l que coincide con la temperatura para

-

¥ = 0 y una cuadrivelocidad u"

v -4
W (03 L =019 CHN (4.1)
vt v v v
Las variables primarias T s S y JA en términos de u vienen

dadas por
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T"- (€+P)u.“ut- H"t . S\,:su" , J\;:N\Au,‘,

donde p, e rsyY n, son respectivamente la presifén, la densidal de
energfa, la densidad de entropfa y la densidad de particulas pro-
pias (y. por tanto, invariantes Lorentz). El cuadrimomento total
del sistema es

PY. L do T,

con O una superficie de género espacio perpendicular a la cwdri
velocidad u¥ ,

G:{xeﬂzq: Xu:x"u.vzc*e}-

La cuantificacifn se lleva a cabo sobre la superficie de gé&-
nero espacio O y la ordenacifn temporal es con respecto al tiem-
po invariante Lorentz xu. Entonces, la funcién de particién ex la
colectividad macrocan6nica (o macrofuncifn de particién) est$ da-
da por

Z:tf[exP{—PJ- da, (u, T - é:‘FAI:)]]' (4. 2)

donde }LA son los potenciales quimicos invariantes Lorentz y :\"""
A .
Yy JA los operadores tensor conservado energfa-impulso y corrien-—

tes conservadas.

En lo que sigue no vamos a evaluar (4.2) sino que vamos i wti
lizarla como generadora de unas reglas de Feynman (a temperatira
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finita). Son varias las razones que nos mueven a ello, todas ellas
basadas en las ventajas que ofrece el método perturbativo. Citemos
algunas. El anflisis de las divergencias ultravioletas es m&s cla-
ro en términos de las funciones de Green. Un estudio detallado de
los propagadores permite extraer conclusiones sobre la vida media
de las partfculas en el fluido térmico y evaluar las correcciones
térmicas a los parfmetros fisicos de la teorfa (masas, cargas,etc.).
Las relaciones de dispersién, modos de vibraci6n, etc. se pueden
estudiar usando reglas de Feynman. También se puede utilizar el mé
todo perturbativo para evaluar las propiedades termodin&micas (en
el equilibrio). En la tercera parte de la memoria volveremos més
detenidamente sobre algunos de los puntos citados aquf.

En las siguientes secciones vamos a calcular las reglas de
Feynman.

4.3 REGLAS DE FEYNMAN A LA BERNARD (I): TEORIAS NO GAUGE

En esta seccin vamos a hallar las reglas de Feynman para

una teorfa sin invariancia gauge. Empezaremos calculindolas en el
referencial con respecto al cual el fluido se encuentra en reposo,
caracterizado porque en €1 V = 0, y, por tanto, u’ = (1,3). Ahora
F'l = T, con T la temperatura en dicho inercial. (Hemos tomado la
constante de Boltzman kB igual a 1, kB = 1). Sequiremos el trabajo
original de Bernard {2] , al cual nos remitimos para una exposi-
cibn mSs detallada.

En el referencial en reposo, (4.2) toma la forma
Zetr [ep(-pH)] o p'=T (4.3)

con H el hamiltoniano y donde hemos supuesto, por simplicidad, que
los potenciales quimicos son cero.
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Supongamos que en nuestra teoria s6lo interviene un campo ¢ H
(la generalizacifn a varios campos es inmediata). Sean H (T.4)
la densidad hamiltoniana, 4>(i,t) el operador campo en imagen de
Heisenberg y TlL(X,t) su momento conjugado:

[¢aby, MEH ] = i§¥E-7).

Llamemos |Y(R);t) al vector en imagen de Heisenberg que describe
un estado que en el tiempé t es un autoestado del operador campo
¢ (X,t) con autovalor @(R):

$12,1)19a);E) = P 1Pt
De la misma forma se definen los autoestados de [l(X,t):

@b r@);t) = @) ni);ty -

La evolucién temporal de los operadores y estados viene dada por
el hamiltoniano: '

M4 Mkt

AGY)=e AR e Az¢M , (4.4)

]

o)) = e"H(t"*')la(?);t.) , ez . (4.5)

Para cada tiempo t se tiene

ﬂ=j®a|am,-£><am,-e| . a-pn. (4.6)
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Usando (4.4)-(4.6), (4.3) se puede escribir
Z:fn‘btpdp(i’);g\ejiupp(l);t):fai)lpdp(?);t,-ipllp(?);{,). (4.7)

Cada elemento de matriz bajo el signo de integral tiene una repre-
sentacién como integral funcional

-t
@3t ety = J«‘Dnﬁ? e‘r{ijt Liltjd”? [np- Hing1])- (4.8)

En esta expresifn r/V) es una constante de normalizacién, la inte-
gral sobre campos cl&sicos estd restringida a campos que empiezan
at=t,yteminanat =1t - iP en L?(S!), la integracién sobre
los momentos no esti restringida, y el punto significa derivada
parcial con respecto al tiempo i.e., (i)s dp/at . Efectuando
una rotacibén de Wick it =T , tomando to = 0 y llevando (4.8) a
(4.7) obtenemos

z:Jrfoaufwwddwequoﬁzjﬁ lng-Haglys  49)

donde ahora el punto significa derivada parcial con respecto a t ,
P= /3t + Y los campos | sobre los que se integran deben ser
peribdicos,

LP(?,o): \p(?. F) . (4.10)

En los casos usuales j-L es una funcifén cuadrftica de los mo-
mentos, por lo que la integral sobre Hn de (4.8) es gaussiana vy
se puede efectuar. El resultado sustituye el momento N del inte-



-48-

grando por su valor en el punto estacionario, dado por

En caso de que el coeficiente de “? en H sea una funcién de @ ’
la integracifén sobre DN afade, ademss, un t&mmino adicional.
Ahora bien, &ste es el procedimiento usual para pasar de la densi-
dad hamiltoniana a la densidad lagrangiana efectiva, pero multipli
cando las derivadas con respecto a T por i, (lo que proviene de
la rotacién de Wick efectuada). As! pues,

2= Jf(p)J da.J.ﬂP exp| Jﬁh JOB; J 4‘(\9, ;qn\ . (4.11)

Perwdki

La constante Jf(e) es distinta de la constante Jf que aparece
en (4.9) y depende de (3 , la cual dependencia tiene su origen en
la integracién sobre <N que hemos realizado. En cada caso con-
creto JV(P ) se puede determinar; por ejemplo, Bernard [2] ha
demostrado que para bosones y fotones esti dada por

+o0

["“MP):'U’“F) - j‘PE .

(an)?

De la misma forma que a temperatura nula, a partir de (4.1l1)
se obtienen las reglas de Feynman. Los propagadores estarin deter-

minados por las partes cuadrdticas de y los vértices por

las no cuadriticas. S6lo hay dos diferenc?ii?.La primera es que,
al estar en el espacio-tiempo euclfdeo, la prescripcién +i€ para
los denominadores de los propagadores no es necesaria. La segunda
es gque el requisito de periodicidad de los campos en el tiempo

cambia las integrales sobre energfas en sumas. Para bosones esto
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significa reemplazar la energfa ko por 2nn/p y sumar sobre los en
teros n. Para fermiones, en lugar de (4.10), se requiere antiperio
dicidad,

l*(;,o) s -EI“:,P‘:

lo que implica sustituir ko por (2n+1)n./P Y Sumar en n en vez
de integrar sobre ko'

Como ejemplo de lo anterior vamos a hallar las reglas de Feyn
man para >\+"' . A partir de la densidad lagrangiana usual

-4 [ 25 (Ta)2 ma?T- 2 4t
J‘E[('a“[) (T$)- m¢*] at
construimos (4.11):

Z- Jf(p)febtp exp(5,+5,)

B 3
=4 - 2
St [Tt

La periodicidad de \{) en el intervalo 0 &+t $P nos permite es-
cribir

+
38 iwtc BY
Pu=L D j e ™ (8) tg 2
P me-o J (20)3 ¢ ‘Pm. r Ym g
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que, junto con

A
J Pdt eL(wm- w;\' )t = Sln.'l.’ ’

implica que
0
oy A4
Setogd 2 [ [t Bl Jp, g, )

v A0

Si por { , ) denotamos el producto escalar en nuestro espacio de
funciones peribdicas, s = - %(‘P, DY? con D= (w;)zi-ﬁz +m2 en
la representacifn de momentos. El propagador de Feynman A? es la
inversa de D:

A, (o, B)e ',
LR, B) (W P+ R m?

que en la representacién de posiciones toma la forma

iw? (e-v) 4 BE-T)
AF (?-;', T-U) = b

Z lﬁrz

A
s 3
p m=-0 n) (W,:)z+ :zﬁ o

Para calcular el vértice se desarrolla la exponencial de Sl
en serie de potencias de s1 y se usa la férmula funcional

P‘P op [- 149, D] PR TN Y @, B, P, - - =

- (endt) o QR IQEB) Y Ry, 1) P (%) + permutaciones |,
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donde los campos con el mismo nGmero de puntos se encuentran con-
traidos y tal contraccibén estd dada por el propagador AP' i.e.,
‘P’(fl,tl) kP'(i?z,tz) = AF(i'l -3‘(2, tl- tz). Asi llegamos al siguien
te vértice

y W 2w

S S (R R B EneY L, L,
(2n) (g"azstm"wm ;ms

que conserva las energfas discretas y los trimomentos.

Las anteriores reglas de Feynman, repetimos, son vdlidas para
un inercial con respecto al cual el fluido se encuentra en reposo,
esto es, para u’ = (1, 0). Veamos cuil es su forma para una u’ ar
bitraria, ecuacifn (4.1). Se trata de evaluar (4.2) con l"'A = 0.
Eligiendo el eje de la variable muda co de la integral del expo-

VY  se puede repetir el proceso de Bernard. De es

*
o
son las coordenadas en el referencial con respecto

nente paralelo a u

ta forma llegamos a (4.9) pero con ™ = ix
v

y %' en lugar de T

y ®, donde x*
al cual el fluido se mueve con velocidad ¥. Ahora la condicién de
periodicidad (4.10) es vdlida para las variables < y % * . Esta

condicién de contorno da la misma discretizaci6én para los valores

de la energfa que en el caso u’ = (1,3). Para el caso ')«F‘ obtene

mos

*
AF (W:,E*)= 1 ,
(Wh)Ps R m®
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4.4 REGLAS DE FEYNMAN A LA BERNARD (II): TEORIAS GAUGE

El problema con las teorfas gauge surge porque tr[exp(- (;H)]
"no tiene sentido fisico en todos los gauges. La razén es que :@:n
algunos aparecen partfculas esplreas que no existen en la natirale
za y la traza de tr [exp(- pH)] suma sobre estados fisicos. Piinse-
se, por ejemplo, en el gauge de Lorentz y en los fotones esca.ar y
longitudinal de la QED. Esto nos dice que Z se debe definir cmo
tr [exp(-pﬂ)] s6lamente en gauges fisicos, es decir, en aquel.os
que tengan el nfmero correcto de grados de libertad. Lo que s. que
se puede hacer es calcular esta Z verdadera usando gauges no {gi-

cos. Veamos cémo.

La macrofuncién de particién verdadera est§ dada por [2]

2 [N " 2A0Q TLE[F']
(amki) PerLochiAML
(«.12)

xold —SEL—) QXP{ jP&t jd}g L(A,"?; LA ) ‘-‘P)}

dws
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con n el nGmero total de particulas fisicas con estados de polari-
zacién distintos, Fb = 0 las condiciones de gauge y wC 1as funcio
nes que parametrizan la transformacién bajo la que la densidad la-
. grangiana .C es invariante. Como £ y la métrica de (4.12) son in-
variantes gauge, la integral (4.12) también lo es. Veamos qué quie
re decir esto fltimo. Las condiciones gauge lo que hacen es elegir
nos un representante de entre todos aquellos campos que estin rela
cionados mediante transformaciones gauge para que asf{ la integral
esté extendida a campos ffsicamente distintos. Para ello FP = o fi
ja una superficie que corta a la 6rbita formada por todos los cam-
pos relacionados mediante transformaciones gauge en un fGinico punto,
que es el que tomamos como representante. La invariancia consiste
en que el resultado es independiente del representante elegido, o,
lo que es lo mismo, de las condiciones de gauge. En particular, se
pueden elegir unas condiciones de gauge no fifsicas. De esta forma
calculamos la 2 ffsica que no tiene por qué coincidir con la traza
de exp(-‘sﬂ) en el gauge elegido.

Usando (4.12) con condiciones Fb = 0 arbitrarias calculamos
la 2 fisica y, a partir de ésta, procediendo de la misma forma que

para teorfas sin invariancia gauge hallamos las reglas de Feynman.
Como ejemplo vamos a ver el caso de la QED. Tomando

Faid A°AD) -FA@T) - fdvy , ostsp (4.13)

con £(X,T ) una funcién arbitraria, tenemos

yed

‘M(%) = dot (£ 47%): exP{mZ__‘,' S% Ln[(uu;)“‘ﬂ‘]} , (4.14)

donde hemos usado que el determinante est& definido sobre el espa-
cio de funciones perifdicas. Llevando (4.13) y (4.14) a (4.12),
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multiplicando por la derecha por

y IR
exp {-..'_ g dr Id?x { Lx,tﬂ ,
2 ‘o
integrando sobre #Hf y teniendo en cuenta que

Laen= -5 Foe FRag F-m-efOy , F™ PATA,

- - Minkowski
con 9 19, 'y A, = 1A

o , resulta

. T A
2, < [RET (T Jmiifgw | [ & (Bl LYY

Las condiciones de periodicidad son para el campo A y las de anti-
periodicidad para l{a Yy EF . A partir de esta 2, de la misma manera
gue para el caso %4," se obtienen las siguientes reglas de Feyn-
man
s‘(w;,F} - \ , F\'= (L“’;,F) , w;: Qlﬂ)ﬂ. ,
P fm ¥

v .
LYV VWV YV D""‘(w;,:)=-&,[1"r“+(a-nh;‘”] , W=l R),

k

v 3 (3, ., -
'ei (m) 8( (F"'E"Q) Pgw;r+w;h , w-

™
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En general, para cualquier teorfa las reglas de Feynman a tem
peratura finita son las mismas que a temperatura nula con las gi-
guientes sustituciones:

+ -
k, —* 1w, +p para bosones, k, — iwn+r para fermiones,

(2!\)"8‘“(&”&2‘...) — (2&)38(”( 9@%#)%?5 .

+ .....w;a.... »

dile LE_’ 4%
b — & l&

con g el potencial quinico. Esto se sigue de que la finitud del
intervalo temporal implica la discretizacién de esnergfas. Estas re
glas de Peynman, lo recordamos una vez mfs, son vilidas para un
inercial con respecto al cual el fluido se encuentra en reposo. En
un referencial con respecto al cual el fluido se mueve con veloci-
dad V las reglas son las mismas sustituyendo K por el trimomento

%" en este inercfal,

N6tese que en definitiva hemos hallado las reglas de Feynman
acudiendo a un desarrollo diagramitico para la macrofuncifn de par
ticién fisica 2Z. Ahora bien, este mismo desarrollo se podria haber
conseguido de una forma ligeramente distinta que pasa por los si-
guientes puntos. Primero: a partir de Z se construye una funcional
generadora z [J,J'] afadiendo unos téminos fuentes J¢ y J'A a la
densidad lagrangiana { . Sequndo: en la parte de interaccién de [
se hacen las sustituciones
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Y tercero: se desarrolla en serie de potencias del exponente la ex

ponencial
P (2, (25,13
expl | & [ Lpurae L1570 F 55100

Yy se toma J = J' = 0. Esta segunda forma de proceder presenta la
ventaja de que as funciones de Green se pueden obtener directamen
te a partir de 2z EJ J ] medlante.derivacién logarltmica con respec
toadJdydJd'. : : -

Por Gltimo,decir que al formalismo de Bernard se le conoce
con el nombre de "a tiempo imaginario®" debido a la rotacién de
Wick(gue‘efeetﬁa.

AT

4.5 pRopAc;_Anokss DE i;i'oLAN Y JACKIW.

) Las reglas de Feynman a tiempo imaginario obtenidas por Ber-f
nard presentan el inconveniente de que a la hora de ‘usarlas en
dmumcmaumammanmwswmsmamwzmmwu.mhﬁy'
Jackiw [4] han propuesto unas reglas alternativas en las que las
energges no se discretizan y las sumas se convierten en integreles.
En ee;e secciéh Yy siguiende su trabajo original [4] IQamos a en-
contrar tales reglas.

‘Tratemos primeramente el propagador de los bosones. En el in-

tervalo temporal 0 $ T £ ® se puede definir una ordenacién tempo-
ral T como

TIPENPR )] = 6T-TIPFHPE, T +BIT-D P PR, T) . (4.15)
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A continuacién definimos A; y A)P mediante

Ap@-F,T-v) = BCc-T) A @-F.1-V) + 00D A T TV, (4.16)

los cuales, merced a la condicién de periodicidad (4.10), satisfa-
cen

€< >

B2, wv)| = AL (R-F, pv)[m :

=0

(4.17)

8 (-, T-T) [EP 2 8,0-% v-v)|

‘C:P

Haciendo el cambio ixo =T , definiendo las transformadas de
Fourier de A;(x) como

- k '
Af Uﬂ:jd"x ek "A’: ) , {4.18)
y usando (4.17) tenemos

- ik _ -
A:(b)=Jal“xe" i A’F G, %-ip) = e ke A, (e)
la cual se puede escribir

8% (k) = [1+'n5(b.)]‘>(b) » B (R)zmy(le) pll)
(4.18)
plk) = R20- BLtR) , my(k)= (ePRe-a)™,
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La funcién P(k) es nuestra incégnita y determina Kp(k) ya que
usando la representacién

400 -Lb.x.
8(%): i f de, ¢
o % ko + it

y (4.19) llegamos a

A, tar: Sd-"i e““[ew A7 ()4 91-%) I

(4.20)
+

. ) dk, o(R,B)
i | o SR sngtap).
-cb

Para calcular Q(k) usamos el propagador de Bernard AF( u); ,‘)E),
el cual se puede escribir

iw -iB%
Ap (w} B =J?J-t P jd.s'i e & bpx)=
0
- 400 . -
- “E P,;,' W% j P B (R):
+od 40
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que nos dice que debemos extender AEJ10; .i) a una funcién conti-
nua AF(-iko,k), de manera que

PlR)z-i[ 8, Cikyee , B) - A, ik, B)] = 208 b’—h’)&fo(h\ .

Llevando e(k) a (4.20) resulta

. 2
A k)= i il (4.21)
k"-'m:%i.& exslh"‘-q

que es el propagador de Dolan y Jackiw en la representacidn de mo-
mentos.

Para fermiones, (4.15)-(4.17) se han de sustituir por

"T[ +(§(‘,t) L-p(i',t‘)] = 8(t-1") Ly(it):p(?',r.')- ew-qqmvﬂpa,r) .
Sp (-, vv)= 9(1-1.‘)5: (X-¥,T-v) - o(T'-1) S: R-¥,v-1) ,

5: X-¥', T-1') . 5 (;-?'.'c-t')L =
T:=0 F =0

> - ' - 22 '
=5, (R-X', T-t )IEP -9 (X-x',1-1)|t__ .

Procediendo de la misma forma que para el caso bosénico se llega
al propagador
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- ; , 2,2
Se(p)= E L 2MBemSGi) (4.22)

- ie eN%l+1

Los vértices son los mismos que a temperatura cero ya que x°
puede tomar valores arbitrarios sobre el continuo.

Obsérvese que lo que hacen Dolan y Jackiw es prolongar analf-
ticamente los propagadores de Bernard pasando de valores discretos
imaginarios puros a valores arbitrarios reales de la variable x°.
Para ello usan el mé&todo de Fetter y Walecka [7] . Los mismos Do-
lan y Jackiw se dieron cuenta de que el uso de sus propagadores en
cilculos perturbativos conducfa a la aparicién de potencias
Slnkz - mz) con N 2 2. Esto sugiere la bfisqueda de un formalismo
que no discretice la energfa y que no presente estas SN(k2 -m2)
(N 2 2). En los (ltimos afios se ha propuesto la llamada "Thermo-
Field Dynamics", que estudiaremos en la siguiente seccién. No obs-
tante hemos de decir que el uso de los propagadores de Dolan y
Jackiw ha sido Gtil en unos primeros cilculos.

4.6 "THERMO-FIELD DYNAMICS" (TFD)

Takahashi y Umezawa [12] propusieron un formalismo a tiempos
reales alternativo al de Bernard que dieron en llamar "Thermo-Field
Dynamics" o, abreviadamente, TFD. Posteriormente, Matsumoto [35]
lo desarroll6 y, junto con Tachicki y Umezawa lo aplicé a problemas
de Ffsica del Estado S6lido [14] . Muchos son los autores que han
aplicado la TFD a la Fisica de Particulas, especialmente a bosones
interaccionando mediante potenciales ¢3 Y ¢4, todos ellos del gru
po de Matsumoto y Umezawa, [15,16]. Por ejemplo, Fujimoto et al. [36]
han probado que para una interaccién ¢3 las divergencias del tipo
SN(k2 -m?) con N 2 2, que aparecen con el formalismo de Dolan-
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Jackiw Yy que no tienen razén de ser, se cancelan. En esta seccién
vamos a ver brevemente en qué consiste la TFD y cufles son las re-
glas de Feynman a las que da lugar.

Nos situamos en el referencial en reposo, i.e., u°=(1,3), Yy
suponemos que 1los potenciales quimicos invariantes Lorentz son ce-
ro, de forma que (4.2) se reduce a (4.3). Vamos a centrarnos por
sencillez en el caso de teorfas sin invariancia gauge y a conside-

rar que en nuestra teorfa sflo interviene un campo ¢ . Vamos a
evaluar la funcional generadora

2(4) :’cf[ exp{-p(l—i-»J«#)}] ,

a partir de la cual se obtienen las funciones de Green.

Lo primero que hacemos es extender el soporte de las varia-
bles del campo a todo el plano camplejo de tiempos mediante una ge
neralizacién de las traslaciones temporales (4.4) y (4.5)

AR, t12) = e p g t) o-iH2 A=, T,

’
iH2
lag); tezd=e” ladhit> » azgn .,
.iH2 >
aiy;tez| = € CadiEl . az@,no.
Para cada tiempo t +2z se tiene

ﬂ:fﬂplam;h;)mm;t.n , a=zU¥n . (4.23)
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Entonces

2031 [D0 PR Teiploch; Ty (4.24)

donde to es un punto arbitrario del planoc complejo y el hamilto-~
niano que gobierna el sistema es H + J¢ .

De T’o a to-iP se puede ir por muchos caminos. El formalis
mo de Bernard de la seccidén 4.3 es aquel que toma 'co =0y va desg
de 0 hasta —iP por el eje imaginario. Nosotros, siguiendo la TFD,
escogemos el camino de la figura. Definimos un operador ordenacifin

Imt t
-+, +t
& Ret
t.u-% i G
i ¢ [ +f,- i..g.
to-ip

temporal Tc como aquel que ordena los operadores seqn los tiempos
de sus argumentos aparezcan antes o despu&s a lo largo del contor-
no C en el sentido marcado por las flechas, de forma que los m4s
cercanos al extremo -to aparecerén a la derecha y los m&s cercanos
a -to - ip a la izquierda. Esta ordengciGn respeta la dada en la
seccibn 4.5. Sobre el contorno C definimos unas funciones Sc (t-1')
Y 8,(tv -x'),
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{4
Ldtgc(t-w](m:{w) , 9Cu-r-)=J derf ey , (4.25)
[~

y extendemos la derivada funcional como

S,

—_— SC (x-1) 6‘”(2.?') . (4.26)
Sar) :

Introduciendo en (4.24) tres veces la identidad (4.23) a tiem

pos  t., ty i g y -tg - 1 g tenemos

ZU]:anQlPexF{LJA\:J&?[nfp-3{+Jn{>]‘ , (4.27)
C

P, -t) = P&, -t-ip) (4.28)

donde (@ indica derivada de Q en la direccién tangencial a C en
el plano complejo del tiempo y (4.28) proviene de la traza que de-~-
fine (4.24).

La eleccifn del contorno que hemos hecho ha sido totalmente
arbitraria. Cabe preguntarse si cualquier otro contorno hubiese va
lido. La respuesta es afirmativa siempre y cuando se verifiquen
ciertas condiciones. Veamos cuiles. La primera es que sus puntos
final e inicial deben estar separados por -ip . La segqunda es que
el contorno tiene que pasar por los puntos que aparecen como argu-
mentos de las funciones de Green que gueremos calcular. En este
sentido cabe decir que la eleccifén realizada es muy buena pues, al
hacer t,—% , el contorno abarca todo el eje real de tiempos.Hay
una tercera condicién y es que los argumentos temporales de las
funciones de Green estén dentro del dominio de analiticidad de las
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mismas. Este dominio esti formado por aquelles T tales que cuando
uno de ellos T' precede segfn Tc (gr&ficamente sucede) a otro TUT*®
se verifica que - LIm(T' - T") &0 [37] . Esta condicién de
analiticidad garantiza que la parte real del exponente de (4.27)

estd acotada superiormente y se satisface siempre que el contorno

no vaya hacia arriba.
En los casos usuales, }LA es una funcién cuadritica de n ,por

lo que la integral sobre H.n de (4.27) se puede efectuar resul-

tando
Z[J] =J(’(p)chkP exP{LJ dr id}? [ie{ec.(‘?)”‘fn , (4.29)
C

donde JP(P) es una constante de normalizacién que depende de p Yy

de la que no nos vamos a preocupar.

Para el caso particular
J.—%[()ﬁq)(hﬁxp)- m2Q?]-Vip) , (4.30)

teniendo en cuenta (4.25) y (4.26), (4.29) se puede escribir

Z[J]:JV’(?) exr{-bjdt Jd‘“‘? V[—i-s%-]k-
c
(4.31)

vexp- L S dudv Sd’i‘ dRlrnb,ax, rodn) ,
! C
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donde A, es el inverso de -O,-mY:

(-D,-m3) Ap G-, T-0) = § - EN ) (4.32)
Ap G-, T-T') = A, 3, T-T'-(p) , (4.33)

la Gltima de las cuales se sigue de la condicién de periodicidad
(4.28). La Gnica solucién de (4.32)-(4.33) es

AL vy 22

-1 1 . {[E‘LE('E-\:')*e-PE-rLE(t-r.')]‘
28 i-eP

6 (T-v) +[ e (- + e'PE‘LE(I't')]QCLt'—t) 3 '

E! *'Ma' ’

donde hemos tomado transformadas de Fourier para la parte espacial.

Tomemos el limite to —5 00 . El lema de Rieman nos dice que
en tales condiciones AF(i' -3, th - t3'4)———7 0, es decir,
que el propagador no conecta tiempos de los segmentos horizontales
€, +C, con tiempos de los verticales C, y C,, por lo que z2[3] se
puede factorizar

2[41=214,,4)2003,341

donde cada una de estas Z viene dada por (4.31) particularizando C
a Clc2 Y C3C4. Ahora bien, nuestro inter&s ffsico se centra en fun
ciones de Green cuyos argumentos temporales sean reales, de forma
que la parte relevante de zZ[J] es z{J,+3,] . La contribucibn de
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z[J3,J4] la absorbemos en la constante «M(P ) y nos queda

2001= 200,49, -

Si definimos

f dr J,I‘Jﬂ g3 n 8, G-, v i =
e,

o0

]l Lanyarennan

- o0 -0 a|\7:1,2

donde

Lhan=dEe , LEndd i)

A, RREE) A ERE) , Bgy U -t = A (R k)

A, RX,t-t)=- 47 a-i',t-t'ug) s A, @0, ) 2 A G t-i'—L%) ,

nos queda

20T Nepopt fan (V[ £V )
L]

b

x e(lb{\lijd%(du‘z L JGO‘\ A@b (X-‘J)JBUG\S =

.1,&:1,3
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= JVDLlB) Jobtp‘ablpz exP{LJolhxiégjz‘pu A";b kpb-vu\o‘)w(%vga.]a\&]} ,
(4.34)

donde ya hemos usado la notacién est&ndard X, = t.

Asf pues, (4.34) es una expresibn para tr [exp{- B(H+J¢ )]
cuando esta Gltima se utiliza para generar reglas de Feynman a
tiempos reales. Por tanto, las funciones de Green vendra&n dadas
por

G(Xh'“lxn)fl— M .

o &J‘ %) - .- SJ‘UM J.:Jz:O

Obsérvese que al estar calculando funciones de Green con argumen-
1 En
particular, el propagador AF en la representacién de momentos es-
t4 dado por

tos temporales reales s6lo se puede derivar con respecto a J

v,
. h?-wﬁ+ie
(L8, (k)= (UB) oWy, (4.35)
0 _k
B mi- i€

con

sh8,(3)  senhog(a)
i v
(UB)= ,
Sé‘neg (P) COS}\. 9g (8)
(4.36)

smh’ea(p):mé?‘T
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Efectuando los productos de (4.35) se obtiene

x N 2 §REWY) me Plhd/’zS(k’lm’I‘)
Bmdeis  oBlRel_y o BlRol
(L )k = . (4.37)
* mep\k\/:, S(k% ) -1 m &k m3)
- +
eBlRal Romioie BRIy

Vemos, pues, que los propagadores adquieren una estructura matri-
cial cuyo elemento 11 es el propagador (4.21) de Dolan y Jackiw.

Ahora hay dos tipos de campos, el 1 y el 2, de los cuales sé
lamente el 1 puede aparecer como l{nea externa de un diagrama,
pues es el fGnico asociado a tiempos reales. También hay dos tipos
de vértices 1 y 2, que, de acuerdo con (4.34), son iguales salvo
un signo, por lo que la estructura topolSgica y combinatoria para
ambos es la misma y no cambia con respecto a la de temperatura nu
la. Los campos 1 y 2 interaccionan entre s{ mediante los elemen-
tos no diagonales del propagador. N6tese que en limite P-——’°°
(temperatura nula) los elementos no diagonales se anulan, desaco-
pldndose asi los campos 1 y 2 y obteniendo para cada uno la fun-
cional generadora a temperatura cero.

Para el caso de fermiones se procede andlogamente [15] . La
Gnica diferencia es que en lugar de (4.28) se tiene una condicién

de antiperiodicidad.

Aungque en capitulos posteriores veremos detenidamente c8mo
se utilizan las reglas de Feynman de la TFD, vamos a estudiar
agquf un pequerio ejemplo [}7] . Consideremos una teorfa libre des-
crita por la densidad lagrangiana (4.30) con una perturbacién V()
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donde T,, son los elementos diagonales de la matriz

q 0)
. (5.29)
0 -

lLas reglas de (anti)conmutacibn que verifican los operadores crea-
cibn y destruccifn que aparecen en los dobletes t&rmicos son la ge
neralizacién al continuo de (5.2), (5.6), (5.15) y (5.16). Por
ejemplo, en lugar de [a.a+] = 1 tendremos

[atk), atl)]) § (k% M2) g(kuw) § (k% M2) 6(k'M) = (2018 (le- k') (K% M) 6(Ru) -

Lo mismo cabe decir con respecto a las ecuaciones (5.10)-(5.13) y
(5.20)-(5.23), donde ahora

A
1_e-p(lbu{-:¢s)

{

wshloy (p) =
-BllRui-ug)

2
y CoS QF (P):

itve

Entonces las reglas de (anti)conmutacién entre los campos son
\
(a0, T 4] Stew-yu) = 6, 8 =) - (5.30.a)
h? (4)
{k‘»tm, LPL(\ilx'SS(\(u.-\:u):S&é (i~1) . (5.30.b)

otros (anti)conmutadores = 0. (5.30.c)
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El producto cronolégico se define en la forma usual pero sus-
tituyendo el tiempo x° por nuestro tiempo covariante xu:

P
T[A“n)”.Auu@]= 2 (HFL\NnWﬂw'm,mWﬂuh
P
(5.31)
x A, (x,(P0) ... A, (% (PNY)

donde la suma estd extendida a todas las permutaciones, el signo
positivo es para campos que satisfacen reglas de conmutacién, el
negativo para los que verifican reglas de anticonmutaci®én, € (P)
es el orden de la permutacién P y la funcién © impone la condicién
%y (P1)u P 1 Xy (PN) u.

Los propagadores estin dados por los valores esperados de los
productos cronolégicos de los dobletes térmicos libres en el esta-

do [o(p)y:
Bosén:

_dlb_ < Lb(x—\a)

Aab(b»a)=<O(P)\cr[#a_(x)@k(\a)][()(?\) :g Ay, (5.32.a)

(anyd
(8,5)(R) = (UP) (A7, Y(RY(UB) (5.32.b)
F"Lz_ 0
° -m¢ it
(8,),)(k)= N . (5.32.¢)
0 .

kRE miie
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con la matriz (UB) dada por la primera de (4.36) y (4.40). También
podemos escribir

8, kY= A (kY4 AE;,U?\ , (5.32.4)
donde
-80kal- -alkul-
A ey - 8l (k) < - af e PURMITHS) By opURaka),
(5.32.e)
= 2 §(R*-MY) ng (k) .
con
Ng(R) = s:nhzOB(p\ . (5.32.f)

Obsérvese que el propagador bosénico satisface las ecuaciones

(O+M?) Aab("“/)="‘to.ksm(*‘7) , (MY AR LT, . (5.32.9)

Fermidén:

-y)= Q0 [d% -iptey 31,
S, tx 71-<0(p)\°|'[%( )tpb(y)]\oqs)ﬁja%)qe Sup - (5.33.a).

(Sab )P = Brm (U (S2PUTY (5.33.b)
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L

—_— 0
, pimiaic
(5,)(p)= . i , (5.33.¢)
PRmli-ie

donde la matriz (UP) est8 dada por

s (p)  Send(p)

(JF)= .
~SemQ:(B) (o586 L)B)

(5.33.4)
serde pz—— 1 -np.
ep(lp“"'}*‘)_‘,(
También podemos escribir
Sd(P): ({+m)[S:L(P) + SE.B(P,] ' (5.33.e)
con
8 -plipwl-pe) B -plipal-pe)
SE(P): Szz(P) :Sﬁ(p)e ptie t : 52‘(P)e P Pq =
(5.33.1)

H -2!\8(P": me) NP -

Ia ecuacién que satisface el propagador femiénico es

(7-m) S0 -y) = 18, 80y ‘l"“)Swr)ﬂs.L . (5.33.9)
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Los vértices son

a
o " ) Lo :
AL
y\ /’ bz T k
\y .
N
hqﬂ y N . )
’ hs\\ P2
a’ o a a
FT NEEM b, v, -by-Ry) i, g8 pk-pa)

donde la lfnea discontinua es para bosones y la continua para fer-
miones.

Los campos 1 coinciden con los usuales y s6lamente &stos pue-
den aparecer como lineas externas de un diagrama pues son los que
describen los grados de libertad ffsicos. Los grados de libertad
tilde, asociados a los campos 2, se han introducido al pasar del
espacio de Hilbert ffsico 9' al 3’93'-

5.3 TFD (IXI): TEORIAS GAUGE

Nos situamos nuevamente en el inercial en reposo, i.e.,
uY = (1,0). En una teorfa gauge aparece una dificultad adicional
y es que el espacio de estados 3_ que en principio se elige con-
tiene estados de norma negativa y los valores medios estadisticos
se deben calcular sobre el espacio de Hilbert ffsico S_F :

LAY = 2;1 th (e'PH‘ A;) ZF = {’.rF (e'PHF) .
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Ojima [13] ha probado que <«(A>) se puede calcular sobre Sf si
en lugar de @H se considera pH rn Qc donde Qc es la carga de
Faddeev-Popov

«A>>:Z"{f(e'PHmQ‘A) , Z=tr(e'PHmac) ,

- - o o abe ° CP a
Q=i [#2 (7, (Fm*+ gAY mO- (TR

fabc

con ﬁa Yy qa los fantasmas Faddeev-Popov, las constantes de

estructura de grupo de Lie que implementa la invariancia gauge, g
el campo gauge y a,b,c yendo desde 1 hasta la dimensién del &lge-
bra de Lie. Todavia mis,

«hAy = <o(P\\A\o(fm> ,
donde la expresifn que da el vacio y que se corresponde con (5.3)

es

2 -BEg/2 tERNR[2 pogrfy
e e /. (5.34)

lo)y = 2~
RLzo <RIL)
Hiky = Egtky il IkY=Nlk> , (5.35)

RITy= <L) “SN,,,-NQ' (5.36)
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La métrica en 3f estd indefinida, por lo que en (5.34) se divide
por <k|1> . Los estados li) estdn relacionados antilinealmente
con los {k) , <k|IY = <k|1>", tal y como muestra (5.36).

Obsérvese que aun en el caso libre abeliano hay que conside-
rar los fantasmas de Faddeev-Popov. La razfn es que son precisamen
te los grados de libertad asociados a &stos los que cancelan los
grados de libertad no fisicos de los fotones escalar y longitudi-
nal, y asf obtener la funcién de particifén de Planck. En este caso
y para un solo modo de vibracién de energlia € tenemos

3

H: E[Z,/ a-fa-wa,a,q. (E*C-C#Z)] ,
[-2 ]
Q= i(2% +c¥),

con reglas de (anti)conmutacién

[ai,a-}]:éi‘} , [ab,l:]:—i . IZ'C*\=-{C,Z*}:1 ,

(5.37)
otros (anti)conmutadores = 0 -
El vacfo térmico esti dado por
| lowyy= e ‘p‘lo) ,
(5.38)
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Los operadores con tilde para los fotones se definen de la misma
forma que en el caso bosénico de la seccién 5.2. Para definir los
de los fantasmas se toman tildes de acuerdo con (5.25) en (5.37) y
se usa el resultado como definicién

B, e4)=-(2, 0 =-1  ,  [2.7= (T, TN=0,

(5.39)
otros anticonmutadores = 0 .

La ecuacién (5,39) proporciona la estructura métrica
G1Ey=-<¢E1Ey=a1 ,  T1Ey=<E1Er=0 ,

otros productos escalares = 0

La transformacién de Bogoliubov que sugiere (5.38) es

a)(s) = &y oskes(p - l'f)‘ Seu‘ne 8 (9) )

1 hze4,2,3,
-~ ~ 1 ,
Ay (8) = ay cosh bg (p) - at,\ tewn g qs\ p

e(p)= ¢ oshBy ®) 2 ETionhog

~ - ! &
cu\syz ccos'aes([s) +c gm\\ss(m

ol

=
1]
(o)

¢ coskes(p); E*seu\wg(p) )
Y o

coskOs(lm 3 E"smkGG(P) )

)
—~

2
“
i
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verific&ndose que

L@ oY = Ay (@ lo@y=o ,
c@loY = 2B o) = Z(B) oy = Tmlolp)y=0.

Lo que se dijo en la seccifn anterior para teorfas no gawe
con respecto a la interaccién es trasladable a teorfas gauge. Co-
mo ejemplo vamos a analizar la QED. La densidad lagrangiana es

TR v 92
Logp 4R f + X AN LY -

Led

+()\,;])(b"~]) - «)3;mf @(L/Z-u-e.;()qa .

donde hemos dado una masa A al fotén para evitar las divergencias
infrarrojas. A partir de esta £ se obtiene la densidad lagran-
giana témica

(5.40)

RSAICERERTC R EERC T ATR Y

donde T ab estd dada por (5.29), los dobletes térmicos Q(:) Yy
2

('L) por (5.28), y
]
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A‘: ) y 3 a (ki) ik
. I_di §(k20) Bku) Z_,[ £k i)e .
A\; ) n)3 ALY
a?(ﬁ ) \
i . N
¢ ¥k e Ed_kS(h”‘-u\")Nh“)' (5.41)
-ale » o
a(blb\ a (b 0) 1
N r -ikx o R ]
L I + ’
0(}} -Z.*(ho) ~A-L‘Q o)

Myt tany® T4l T (k)

0 ) i) | (k)
: jii § (Rl B2) | at

Al Jan® St -Z(R)

Estos campos satisfacen

\ T
[Aa’(t\ , TLL(V.‘:} g(xu.-xz‘._) = Lga,!: ?\n: E)m(x—\c‘\ ,

- § - Y (@) w-u) ,
{ll)“m,d}knj\ﬁ (xm, UM b b U)

otros (anti)conmutadores = 0 .

) el A ) A
S N 5 PR Bew| D e

(5.42.a)

(5.42.b)

(5.43.a)

(5.43.b)

(5.43.c)
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Los propagadores est&n dados por los valores esperados en
|O(p)) de los productos cronolégicos de los dobletes té&rmicos 1i

bres:

Fermidn: Sab(x-y) = (5.33). (5.44)

Fot6n:

yr . v, AT A% -tk ot .45,
D.,L x=y) : (o(P)\T[A._(x\. ALL»a)NoLP)):JE} o WYY D‘.b(h) , (5.45.a)

(D“’})(&\ (u‘uo"t YRy (U®) , {(5.45.b)
\)\t
[J\ (um)b——} 0
«k«&
(o:;ﬁth):
0 " AL “__‘f\i'gt A
Migt 1 Readl is
{5.45.¢)
La matriz de factores termodindmicos (UB) esti dada por
cask 0y (P) sexk g (PB
(U®)= ,
Senkeacp) cosh Oy (g
(5.45.4)

Se&kzes(P\:—‘— = ”\.g(h)
. pllul .
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Otra forma de escribir el propagador es

0 T
D::“‘“ ka (k)2 D*) Py (5.45.e)
donde
T 8, »T.ﬁ -p! kulz vep Veul’2 w8,
D, ‘(r) = (k) = e | D,, ‘(e = p, D, (=
(5.45.f£)

v
--2nn5\a3{q\’t5’b’ . E: rEllE o) - ok ?\2)4’}
El propagador de los fotones satisface las ecuaciones

[aup e hatt- £33, 3 100 g = ity 4,7 8%y

(5.45.9)
[ ayp (420 -2k, 2] D0 o) =-ity ¢,f

Fantasmas:

d \z CRIx- 4

D ARLE u) =z <o(P)\"TY~n mm m}{o(s)) .9&1,(\@\ , (5.46.a)

(D)) = (U0 (RY(U8) (5.46.b)



-93-

et

R oW aig

(f)ip(h]:: i ' (5.46.¢)
k- «)\z-Lg

con (UB) dada por (5.45.d). También se puede escribir

De (k) = Do+ DF, oy (5.46.4)

donde

_alkul/y
e piRuWY f%i(k)=

(5.46.e)

DF (k)= DB (o) = o P § Pray .
t 22 12

= mi8 (k- & AF) mg (R)
Las ecuaciones satisfechas por el propagador de los fantasmas son

(Dn(%")i)ak(x—p:it&8("‘(1-.:) ' (bl-u'}\")i)a\’(h\:-it‘_k (5.46.f)

Los vértices son

-Lea"(m)“ g (?ﬂz-cp ,
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donde la linea ondulada denota un fotén y las rectas fermiones.
Los fantasmas evolucionan libremente y no interaccionan ni con fo-

tones ni con fermiones.

La forma de la densidad lagrangiana t&rmica (5.40) nos dice
que la estructura combinatoria y topolégica de los diagramas es la
misma que a temperatura cero.

La componente 11 de los propagadores es la suma de dos térmi-
nos. El primero es el propagador a temperatura cero y el segundo
lleva un factor termodindmico nB(k) o nF(p) segln se trate de boso
nes o fermiones. Las componentes 22 y 21 del propagador del fotén
son las complejas conjugadas de las componentes 11 y 12, respecti-

vamente:

vt & vt - vl ¥ 4
D,, )1 =D,, (R ’ D, kY=D) " (k) . (5.48)

Para el fermién tenemos
* * (5.49)
Supr=-5, Q ' S ()=S0 (P - .
donde el complejo conjugado no actia sobre las matrices de Dirac.

5.4 TFD VERSUS BERNARD

Fujimoto [38] ha efectuado cilculos a uno y dos "loops” en la
teorfa A¢4 usando los formalismos de Bernard y de la TFD y ha ob
tenido los mismos resultados. A su vez Matsumoto et al. [39] usan-
do la TFD y Bernard [2] usando sus propaqgadores han obtenido la
energfa libre de un gas de bosones. En general, y hasta el momento,
todos los cilculos comparativos arrojan resultados coincidentes pa
ra ambos métodos, lo cual es de esperar pues en la seccifén 4.5 vi-



-95-

mos que correspondfan a dos circuitos de integracifén en el plano
complejo del tiempo con los mismos puntos inicial y final.

El formalismo de la TFD presenta frente al de Bernard la ven-
taja de que las energfas pueden tomar valores arbitrarios y ya no
hay que efectuar sumas sobre energfas sino integrales. A cambio,
los propagadores han adquirido una estructura matricial 2 x 2. Esto
parece indicar que por cada cflculo que se hace dentro del marco
de Bernard hay que hacer cuatro en el de la TFD. Sin embargo no es
as{ pues los elementos no diagonales 12 y 21 de los propagadores
son idénticos y el 22 esti relacionado de manera muy sencilia con
el 11 mediante complejos conjugados. Por tanto, sSlamente se dupli
ca el nGmero de cdlculos.

Nosotros usaremos la TFD debido a la ventaja que supone tra-
tar con integrales y no con sumas. Algunos autores usan el forma-~
lismo de Bernard. Entre ellos cabe destacar a Kislinger y Morley

{s] ., que efectuaron los primeros anilisis del problema ultravio-
leta en QED, Gross, Pisarski y Yaffe [6] y actor [7].

5.5 CONTROVERSIA OTT-PLANCK

Vamos a comentar brevemente la aparente contradiccibn entre
los comportamiento de la temperatura bajo transformaciones "boost”
encontrados por Planck [41] y ott [42] . Una discusién detallada
se puede encontrar en los trabajos de van Kampe [43], Yuen [44],
Arzelies [45] y ter Haar y Wergeland [45].

Planck encontr§ que T*x = T con X = {1 - 32)-1/2. En esta
expresién, T y o* son respectivamente las temperaturas en los refe
renciales en que el fluido se encuentra en reposo y en el que tie-
ne una velocidad ¥. A su vez Ott llegé a ™ = X T. La contradicién

tiene su origen en las distintas definiciones que dan para la tem-
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peratura de un fluido perfecto en el referencial que se mueve con
velocidad V. Planck define la temperatura como la inversa de la
componente cero del cuadrivector Pu." , de manera que T I = B vy
*-1l = pu® = Px , que implican que T*x = T, A su vez, Ott defi-
ne la temperatura como la componente cero del vector pu." dividi
do por el cuadrado de ééte, es decir, por P 2. Asi tenemos que
T = p"1 y = ‘“3-1, por lo que T" = T) . N6tese que segln am-
" bas definiciones 1& temperatura en reposo es la inversa de P .
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PARTE III

RENORMALIZACION A UN LOOP DE QED A TEMPERATURA FINITA
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CAPITULO 6

RENORMALIZABILIDAD E IDENTIDADES DE WARD-TAKAHASHI

6.1 INTRODUCCION

En esta tercera parte eliminaremos las divergencias ultravio-
letas de la QED a temperatura finita mediante una renormalizacién
de la teorfa. También evaluaremos las correcciones debidas a la
temperatura a los pardmetros flIsicos de la teorfa, como por ejem-
plo, las masas del electrdSn y del fotdén o el momento magné&tico
del electrén.

En el capftulo presente, en la seccién 6.2, probaremos que
efectivamente aparecen divergencias ultravioletas y que la teoria
es renormalizable. En 6.3 demostraremos que la parte no transver-
sal del propagador completo del fotdn coincide con la del libre,
al igual que ocurre a temperatura nula, y que el vértice y el pro
pagador fermidnico guardan la misma relacidn que a temperatura ce

ro.

En los capftulos 7, 8 y 9 estudiaremos los propagadores com-
pletos del fot6n y el electrdn a orden e2, asf como la parte de
vértice. Tambié&n calcularemos, a orden ez, las correcciones de

temperatura a los pardmetros flsicos.
6.2 RENORMALIZABILIDAD DE LA TEQRIA

Para probar que en la QED a temperatura finita hay divergen-
cias ultravioletas consideremos, como ejemplo, la primera correc
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cibn radiativa al propagador 11 de los fotones, dada por el dia-
grama

cuyo tensor de polarizacién es
- (d% : kX
(-reY 5_(;« iy s ey s, p] -

Usando (5.44) se ve inmediatamente que esta integral contiene un
Gnico té&rmino divergente dado por

(_m"J d* te [y N L

que precisamente coincide con el tensor de polarizacidn a tempera

tura nula.

A continuacidn vamos a probar que la teorifa es renormaliza-
ble ultravioleta. Daremos una demostracién inductiva andloga a la
que para el caso %@“ dan Matsumoto, Ojima y Umezawa DG].

Debido a que el comportamiento de los propagadores a tempera
tura finita (5.44) y (5.45) a grandes momentos es el mismo que a
temperatura nula, podemos usar el método de contar potencias. Por
tanto, sblamente necesitaremos estudiar las divergencias ultravio
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letas en los diagramas fuertemente conexos o diagramas 1PI. Si el
nmero de loops L es cero, los diagramas de Feynman no presentan
infinitos. Para un loop es inmediato probar que las divergencias

que aparecen son las mismas que a temperatura cero y gue no depen
den de B, por lo que se pueden cancelar con los mismos contratér-
minos que a temperatura nula. Supongamos que para L-1 loops los

diagramas 1PI de n puntos wn son finitos merced a los contratér-

minos que proporciona la renormalizacién a temperatura cero. Con-
sideremos Wn a L loops. Entre estos diagramas wn hay algunos

que contienen como subdiagramas propios diagramas wm (m<n) con

un nimero de loops menor que L. Pero la renormalizacién llevada a
cabo hasta L-1 loops ha hecho estos wm finitos, por lo que los

diagramas wn dentro de los que est&n contenidos tambi&n convergen.
Esto nos permite concluir que las Gnicas nuevas divergencias que
aparecen a L loops resultan de considerar diagramas primitivamen-

te divergentes.

De acuerdo con (5.44) y (5.45) las lineas internas de estos
Wn son la suma de dos partes, G° + GB: una independiente de B8,

G%, y la otra dependiente, GB. Como los diagramas son 1PI, cada
una de estas lineas debe pertenecer a las integrales de algQn

8 se anula exponencialmente a grandes momen-

loop. Ahora bien, G
tos, por lo que los loops que contengan al menos una GB son con-
vergentes en el ultravioleta. Esto implica que, a L loops, las
divergencias proceden de los diagramas primitivamente divergentes
construidos usando Gnicamente G°. Pero &stas pueden ser cancela-
das por los mismos contrat&rminos que a temperatura nula. Asf

pues, a L loops, los diagramas 1PI de n puntos wn son finitos

merced a los contratérminos que proporciona la renormalizacién a
temperatura cero. Y, por tanto, QED a temperatura finita es re-
normalizable (por los mismos contratérminos que a temperatura nu
la).
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6.3 IDENTIDADES DE WARD-TAKAHASHI

La identidad de Ward-Takahashi es la relacifn gue existe
en QED entre la funcidn de vértice y el propagador del fermidn.
Sin embargo, en una teorfa cudntica de campos se da el nombre
genérico de identidades de Ward-Takahashi, abreviadamente WT, a
las relaciones que existen entre las funciones de Green de la
teorfa. En esta seccidn, y dentro del marco de la QED a tempera
tura finita, vamos, primero, a exponer un método generador de
estas identidades, y, sequndo, a usarlo para estudiar la parte no
transversal del propagador del fotdn y la relacién que guardan la
funcibén de vértice y el propagador fermidnico.

Las formas de obtener las identidades de WT a temperatura fini
ta son adaptaciones de los métodos que se siguen a temperatura ce
ro. De entre &stos tomaremos como referencia el de Rafael [47],
basado a su vez en el trabajo de 't Hooft y Veltman [48].

A temperatura finita la densidad lagrangiana est& dada por
(5.40). Esta J lleva incorporados los fantasmas de Faddeev-Popov

ﬁa ﬁw (a=1,2), que evolucionan libremente. Consideremos la
transformacibn

\ )
Ai()‘) _ A:‘-(ﬂ = A‘:(xLu P} M!*(ﬂ \
i

[ {vield M,w] ll\‘,,(x\

”"

L‘)o.(y) — l;J;m
o) — G 00 = Q‘Ja’(x\[(-ieu‘“\,}ﬂ} Y oana, (6.1)
M) — om0 = ) |

- - - Y
qéh\—a q&u): \Luh-§3vA~
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donde w es un pardmetro anticonmutante independiente de x:

wo “’ﬁa‘;\o‘““" AR AL
(6.2)

T |
Wy, » Ll‘:,_w =0 ' wl._)&u‘.‘Jau:o .

La densidad lagrangiana (5.40) es invariante, salvo la divergen-
cia de un cuadrivector, bajo (6.1). Esta transformacibén es para
cada a la particularizacién de la Becchi, Rouet y Stora al caso
abeliano, por lo que la llamaremos transformacidn BRS.

Por otro lado, la evolucién libre de los fantasmas implica
que las funciones de Green (completas) con un nGmero impar de
fantasmas son nulas. Esto es inmediato a partir de (5.42) expre
sando c(k), c(k), ..., en términos de c(8,k), c(B,k), ..., ¥
usando que el valor esperado en [0(6)) de un nGmero impar de
operadores creacién y destruccién c(8,k), c(B,k), ..., es cero.

En particular,

- ] Y T
<o 1T [ 4 q&‘(m. . L})aﬂ (x,) l.h. AR %“ () *

v v (6.3)
LONEARTE Ac: @) oy =0

y lo mismo con qd(u) en lugar de id(u). La invariancia bajo BRS
nos dice que
-t 1 ] 1 T
<a(p)l°l’[~wu)d,;a'm)... q;“(mlpb‘ (40 - Py, Opa) -
(6.4)
W, Wi
ATy AT @) ey =0
Cy in i
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y otro tanto para n&(u) . A partir de (6.3) y (6.4) se generan re-

laciones entre las funciones de Green. Veamos dos ejemplos.

Parte no transversal del propagador del fotén

Usando (6.1) y
- v
<o(pﬂ°1’[~10~m AL@Z\] lo®)) =0

la ecuacidn
<°(P” TL& o0 A'o! N1o(3)>=0
s b *3, Lo (¢

se simplifica a

} A T v ~ v
<o(.5)\°l'f_;bt A&x\AL(%w«q“(ﬂa(? oy =o -

Ahora bien, de (5.43) se sigue que
VT v g r v
7[3‘: Aa.-(’dAU‘j’l = bz T_A‘G_MA,,{_?)'} '
- v v -
T[w\,_m 3(1, "“(-]ﬂ = b(‘a)TZN\.*uw.’(%\] ,
por lo que

£ 3} v -
A <omlTLAT ) Aytp) o) = -o(?(‘a\loLp)‘,"r[M;&m yICIMESME (6.5)

El valor esperado del lado izquierdo es el propagador completo de
los fotones y el del derecho el de los fantasmas. Asi pues, tenien
do en cuenta (5.46.a) y definiendo
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! N
Fd'%R Riew B (6.6)
e . DI
v ll‘l)u ab

U 9 T
o G-y = 2o TIA w0 A ] os) =
la ecuacidén (6.5) toma la forma, en la representacidn de momentos,

R IDZ‘{&):JQ‘L&&;:'@) . (6.7)

El lado de la izquierda es la parte transversal del propagador
completo del fotén, y el de la derecha la del libre. Esto nos per
mite concluir que la parte no transversal del propagador completo

del fotdn coincide con la del libre.

Identidad de WT

De

<olp) \W{J\acxx %tv t‘fJ‘(h] gy =0,

COPITL g o0 Gyt Ger] Loip)) = 0
se sigue que

:"a‘t:v <oPITLAY () %(zﬂ@c @] lo@ = ig{m(p]"\’[.:wﬂ Plplietpy -
_ (6.8)
- <ol l"([ia_(x) mc(a][o(la))‘] <olp) \W[%(n) Pe@]lo(p)y -

Llamando Sﬁb(p) al propagador fermidnico completo en la represen

tacién de momentos, Yy V;b (p+q,p) al vértice completo,

[+



-105-

. = ¥ o A “uD(k~y) .
51‘9(x~]‘:<uklph'i.‘ﬂu!bbk]\]lc(;:\ﬂ:J-‘i—%ﬂe N S&L(r) ,

(In

\ v ¢ ' Y
¢0~Ec“’j’” - <0(F” T[,‘«:_ ) ugbrs.]\ Wa(i\]\o({sb <

e LR R
o () abe (;'r

la ecuacidn (6.8) se escribe, en la representacidn de momentos,
como

v
VJVVAL‘; (PL%‘?) e £$¢L[4‘SLC(F‘1‘ - >@u(ﬁ\5bc(f,,] . (6.9)

A continuacidén se escriben los vértices Vabc(p+q,p) en tér-

. s v .
minos de unos vértices T;bc(p+q,p) sin propagadores externos:

b3 2 2 -
v , & .—10—‘5‘&' vt
g e L S0, p 0T g p S p 1

l

a'=r b=t i
(6.10)

Llevando (6.10) a (6.9) y usabdo (6.7) se obtiene

v o - -
qvpo‘cbu(.mq"'fﬂ: L[Sabbb(,(?“}‘-gucscly(fﬂ] , (6.11)

que es el equivalente a temperatura finita de la identidad de
Takahashi.
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CAPITULO 7

MASA EFECTIVA DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA

7.1 INTRODUCCION

En este capitulo, en la seccidn 2, probaremos explicitamen-
te que las lnicas divergencias ultravioletas que aparecen a un
loop en la autoenergfa fermidnica son las mismas que a temperatu
ra cero y son independientes de la temperatura. Veremos tambié&n
que tales divergencias se cancelan con los mismos contratérminos
que a temperatura nula. Ya en la tercera seccidn construiremos
el propagador fermifnico completo a orden e2 libre de divergen-
cias ultravioletas. En la seccidn 4 calcularemos la masa del elec-
trén a temperatura finita. Obtendremos una masa que depende de
la temperatura y del momento del electrdn, por lo que hablaremos
de una masa efectiva, en analogia con el lenguaje de la Fisica
Nuclear y de la Ffsica del Estado S6lido. En la seccibén 5 desa-
rrollaremos el resultado obtenido en la anterior seccidn para
temperaturas altas (8m<<1) y bajas (8m>>1). Finalmente, en la
sexta seccién evaluaremos la contribucifn al momento magnético de
bida a las correcciones térmicas de la autoenergia fermidnica.

7.2 AUTOENERGIA DEL FERMION

El diagrama de Feynman de la autoenergia del fermién a pri

mer orden radiativo Zab(p) es
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Usando las reglas de Feynman del capitulo 5 tenemos

O (-m"J
as -

i g 1 (5 "’D,LL“‘)Y

(g

que se puede escribir

1

(i8)
E(P’ Z_/ 'l ‘D\ ’

o

donde

rig) vt

ZJ”’W- J“ o (§- Lol 4L )

A2 s 8% e D e

ab

Aciy VT (o) = L“P'") Dua

) vU -
A = S

B ooy DT B
ab

| .
&L * &o ‘

(L)-‘S (n—x‘ \Zf(b\ .

(7.17)

(7.2)

(7.3)

(7.4.a)

(7.4.b)

(7.4.¢)
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Los superindices 0, Py 2p hacen referencia al nimero de facto
res termodin&micos nB(k) Y nF(p-k) que contienen las integra-

les.

Utilizando (5.48) y (5.49) obtenemos que

(@ Gsy* (@ gp* .
Z/ e “.ﬂ_ 2./;-2 LP) , ZJJ (p)= Z:u (F\ ’ (‘\:0‘1.2) '

A - 2

(7.5)

donde el complejo conjugado no actia sobre las matrices de Dirac.

De (5.44) y (5.45) se sigue que las integrales E;gs)(p)

(j=1,2) convergen en el ultravioleta. La razén es que contienen,
al menos, un factor nB(k) o nF(p-k), Yy que é&stos decrecen expo-

nencialmente cuando k crece indefinidamente, por lo que los inte
grandos se comportan adecuadamente en el ultravioleta. Por el
contrario las partes de la autoenergia independientes de 8,

E{?kp) Y Eég)(p), son divergentes. En efecto; las ecuaciones
(5.44) y (5.45) implican que E:?)(p) es precisamente la auto-

energia del fermién a temperatura cero, la cual es divergente en
el ultravioleta, por lo que, segln (7.5), Zég)(p) también lo

es. Recordemos gque [47,49]

L‘;‘ (o) = Sm(A) = T 27 A aT fera) s Fem T D)

donde I (p) es una funcién finita de p (y de p2), y Sm(A) y
Zz(A ) son cantidades infinitas que dependen de un factor de cor

te ultravioleta A:
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KA
5m6ﬂ;381m(hxﬁ_+i),
B w2
2
3 (M= 4-—- o(ln. ﬁ +3-e0) /A\I)_~+c‘t¢ -2 pava cz:ﬂ\ .
A4n2 2 -2 4

Para eliminar estas divergencias redefinimos la masa y los
campos como

MR = M+ SM(A) ’
- _ —
l*: = Z;f‘z (A) L“Ja_ ’ LP: = z 212(A) Lb‘_ ’ (4 :,.2)

y afiadimos a la densidad langragiana (5.40) los contrat&rminos

R ro TR, .S R
IR PN R NCY SLALM
o2

Entonces, en lugar de (7.2) obtenemos la siguiente autoenergfa
renormalizada

W 1 R, A
ZJQL (p = 2 Z 35 (7.6)
lﬂ

donde ahora

Z,(::‘(?)z % L (-6 NERL OIS S NG (7.7)
(E‘JP' N 1
Z_,_L pr=s, (p) (3-_4. ) (7.8)
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con égs)(p) dadas por (7.3) sustituyendo m por Me- (NStese

que al orden en que estamos trabajando, orden e2, ezm Yy e2mR

son iguales).
Lo hecho estd de acuerdo con lo ya anticipado en la seccibn

6.2: las divergencias ultravioletas son independientes de 8 y se
cancelan con los mismos contratérminos que a temperatura nula.

De (7.7) y (7.8) se sigue que

*

(R, 18 (R, }G)* (R,i8 (R,i8)
v Yoo S\ . J. - ‘\J; ’ .
2 o T e, L‘z (p) = 2\_/2‘ ®) (o 2) »

(7.9)

que reduce el cdlculo de Zég)(p) a dos casos: el a=b=1 y el

a=1, b=2.

a=b=1

La parte independiente de B esti dada por
R,0)
,_9_,‘“" (P):(;-MR\IL;(P) . (7.10)

La primera correccibn termodindmica E:?'B)(p), usando (7.3),

(7.4.b), (5.44) y (5.45), se puede escribir como suma de dos tér
minos, el primero independiente del par&metro a del gauge y el
segundo no:

'R,8) s (R,B) ‘R,Q)
Yo b = > (7.11)

o)+ 7,

- {p)
“ . “o Mmoo
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2. %) Q 5L
< Tl = 2ot ( )."e, {P""' 2eg) S(RLN )? g ()
Yo St T ST

§{(p-Rt m) Ap In-le!

RLNE44e

R e Ju,

-

. | 12 A7 3R

— . ‘ [ Q’ \b’;‘lpﬂ)-\ R (?/‘M“\.l L >
na J ranM

1 MY‘) V\B(k}

n-aite mp it
2 o2 n v p el
+dx 5((? g\_mg,n;;wﬂ ]- (l\’—*f) .
(22 () R edhis)

Los dos dnicos vectores de que disponemos son p° y u’, por lo

gue cada una de estas dos integrales ser& una combinacibén lineal
de la matriz identidad 4x4, p y M,

(R}
RS # !,P
. Bl = & + +C ’ (7.12)
Mo "o M0 u,o’L
TR, N S S
L CklE 4, H +C "
Mo W * 9“'0(,'» TR

(7.13)

uw

n
[N~
~D
(e
n
o
>
]
v
~

2

r

=
z
)
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§ Yy p, en el referencial en que uv=(1 ,6) son precisamente la ener
gia y el trinamento al cuadrado del fermién. Tras un cilculo al-

gebraico obtenemos, para la parte independiente de a,

BoLo 2T \ (7.15)
CL((.,-‘ — l_ ‘Qd‘ A::j .
e Tt EL NI FEL (RS PR I S
(A L :JJ, A . -~ o
(7.16)
TS TR P S ) -] .
Sl \1&“1-‘1 S e Vgt e L% Plattt-Lg “’[L@(”‘C\—.\JS !
\ (7.17)
y, para la parte dependiente de o,
"“ﬂ‘ - <fg RSt \lJ @) |- x> 1) (7.18)
-l.{‘\ xﬂ;—.i[_-au\ F+u/ F :l '
a L . 1 .
L < [P 1 o2 SRR
) L — 1 MU et e it wa 10T e 2 A )!La \“ #Q’\J—’u
O ,:\‘{"‘ A R S I )
ey
-3¢ lpz,n‘ \[UBLo(H-e(\V u\-—CB(x\-—E—I]S x4y, (7.19)
o= ;L oY .y&\i>\'»1-mlxh\”‘[Iaa:x\~a7\2J;(o()]1.
T T ST TRO &

2 i :
. o<'>xlIF +2 (g (o) -ilg- [Ug,(x)*v('?\zvp(a)’_l%- fx=31) - (7.20)
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En estas expresiones, I (a), Ugla), Ip, Up, Jola) y Vpla)

son las integrales complejas

Lol ' .
( R : MUEWY
| : \1 I3 — o ’ (7.21)
\ 1_,‘.5(.;.! : uit ‘\P":‘_’ '“R‘Lé‘ < P e {
BN ERRCN i i AN (7.22)
J:f.t‘ A
. ]' -l 1 Jiin-kik ma)
v = N / ll»( ‘\'cl»\\:‘ ‘vé\“\b—'/\l’tt) Qﬁug-hul-k).‘
' (7.23)
Yy CB( xX) y Cq las integrales reales
R Jut At
Gyl z— | ke YT . (7.29)
\
- ¢ -1
5(Q{n§)
. (7.25)

. (J L
(2= |VR ————
: BRI

Cuando p=0 los lados derechos de (7.16), (7.17), (7.19) y
(7.20) se hacen singulares. Sin embargo esto no supone problema
alguno. En efecto; si p=0, pv Yy u¥ son paralelos, pv = éuv , Y
entonces, segln se desprende de (7.12) y (7.13), lo que interesa

no son los coeficientes b6 Yy c$1 x (x=0,a) por separado, si-
r

11,x
no la combinacién £b§1 x * cs1 x’ en la que ha desaparecido la
’ I’
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singularidad. (Esto mismo va a ocurrir con (7.28), (7.29), (7.31),
(7.32), y (7.39), (7.40), (7.42), (7.43)).

Nétese también que las ecuaciones (7.49) y (7.20) contienen
unos factores globales 1/%2. En general, los coeficientes que los
multiplican no son nulos, apareciendo asi unas divergencias infra-
rrojas que depende de x y de p, y que no existian cuando la tempe-
ratura era cero. Sin embargo, ya veremos mds adelante que no con-
tribuyen a los pardmetros fisicos (masa y momento magnético del

electrédn).

Con la segunda correccidén termodindmica 2:<ﬁ;za)(p).procede-
mos de la misma forma y obtenemos

Ll’lp) _ . [\ LF 1 . )
L’ lP) &[\.0 0 LUPU )? 4E\u CHJ‘))(' (7.26)
donde
p !
4t e:f M@ (7.27)
1 J 1 1 .
LJ?‘. : hnzel[(le ¢P1_MR.A1)Mli)algwu)] , (7.28)
ch < - a5 [(P m P ) M) +z-¢\;‘<4)] . (7.29)
1o [m
. f’
y
12 2
AP - “\Q L M) - (1) (7.30)
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b P R AT RATEC NI
DH,.)L -W{L“"\r *t:,»\-ﬁ\?_\;\-mg..x,\ \J"{"'"
‘ (7.31)
- JE(P\:wfﬂ)'\l,ul}_ (x—>1)
- ¢, s .
c:,('“v T L\Ptmiﬂ[(m:m’ﬂ‘xkb)Mm-J,.?_\w(,,]._ (X>1)
’ ’\.I\Lr_/\\ | g
(7.32)
con M(a) y W(a) las integrales imaginarias puras
M(“‘ 1 ~ o] 1 . 3 3
‘ [ oLty Sup-hit W
= |k i B .33
! -
W) wh| PR pUE-Rup)

En resumen, de (7.6), (7.10)-(7.13) y (7.26) obtenemos

(R 19

22 = (feog) L{(P»a“-u“ Foogd - (7.34)
SqF . X 2P :al , 7.35

¥y = )(“.0 xxld 4 X ‘fia 42 (:.\ (*—A,!’&) ( )

con los coeficientes xﬁ'o Y xg?ﬁ (j=1,2) dados por (7.15)=-

(7.20) y (7.27)=-(7.32) en término; de las integrales (7.21)-(7.25)
y (7.33). Debido al car&cter complejo de algunas de estas inte-

grales, 2:,1(?) (p) es en general compleja.
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a=1, b=2

Procediendo de forma and&loga al caso a=b=1 llegamos a

AR
2"'\&1 SRR L«:?' G

con los coeficientes aj,0 b12 Y €45 dados por la suma

23 2
\\1:)(&“+_<‘f‘; Lx:‘_&Lc) ,
donde
A?ﬁ - LM A,
2o W
28 o2 1 \ ‘ N
i ...z 1 L2 . ,
P WVIL% s plomg AN AU« 2EXW)
z "1:'; i 2 . +
S el Wamar Exa
- “nret T
¢ 4
Y
1w edmg . _
Rt x Glay={x> 1)
R uald
z 1
L ) =-— [2pla 5 (e}t marad! )] G(a) -
1,4 snlr&,\‘{ 1 Pt liprmy ]
‘3_5,(131,1\&1(1\)\1'1\&—{&—31) ,
iy s -
c ! = N L ) 1
: - (pt ) blar-2k ~(wx1).
tex 5112(—2,\1' (P MQ)[ P R * E’X(ﬂl }

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)
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Las expresiones de Q(a) y X(a) son

f&m N ePRUL BUIB-R-p2
UYL epughbd"f*)ﬂ

(7.44)

Recordando que en (7.9) el complejo conjugado no actfa so-
bre las matrices de Dirac y teniendo en cuenta (7.34) y (7.36)
obtenemos la relacién

% -
X = Xo, (A=za,b,o) . (7.45)

7.3 EL PROPAGADOR FERMIONICO

El propagador fermibnico a primer orden radiativo ‘_‘p(R) (p)
estd dado por la serie inducida por la inclusibn repetida de las

autoenergias -i):(R) (p) en el propagador libre. Por ejemplo,

S (R) (p) vendri dado por la serie

. . R
5% - S+ S ("Z‘(i‘ T 611("' Z'lu.‘ 1Sy

(3

- . (Rt (R
*S, (L ‘512“&-’21\511‘
(R \R\
* Dt L_/”)ﬁ“('t )jn
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que corresponde a la suma de diagramas

+ oo
LI LI (I
En general ng(p) vendrd dado por
(R) - ,
b © S@b*@ 5.,:.1:‘"4_/ “L)bcb*

) DD T YD 13
. L w2 457

i

(7.46)

Formalmente, la serie (7.46) la podemos sumar, obteniendo que

(R)-4 - - . (RY
S;‘\L (r) = Da.lw(P) + LE_’@.‘; LP) '

que usando que
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se puede escribir

(RY-2 - (R
5“ (PY=- Loy ({(-me)wld b(p ' (7.47)

S

que es la inversa del propagador completo, a orden e2, libre de
divergencias ultravioletas a temperatura no nula.

7.4 MASA EFECTIVA DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA

La masa ffsica del electrén estd dada por el polo de las com
ponentes diagonales del propagador completo. Ahora bien, de acuer

do con (7.47) y (7.34) dicho polo es la solucién en p2 de la ecua
cién

. PR 1
{?f[ {- b(m +Img 2‘.([9]- i SL' [mg - (Pl‘m.‘z \Z((?)* A'M) tu,

2
que a orden e es

2ot = 1+ ' .." : .
N L CHTLL ML L g(‘&t‘?h—m‘g' (7.48)
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Vamos a evaluar el lado derecho de esta ecuacién.

Las ecuaciones (7.18)-(7.20) y (7.30)-(7.32) implican que

Tt prma i mg

L I 1 T N R

En cuanto a xf? 0 (x= a,b,c), las ecuaciones (7.27) y (7.28)
’

las dan en términos de las integrales M(1) y W(1), cuyos inte~

grandos contienen las deltas de Dirac 5(k2— %2) Yy 5((p—k)2—m2).

Pero cuando p2=m2 (y N\ =0) es imposible que los argumentos de

R
ambas deltas se anulen simult&neamente, por lo que

2 i '
NP , 1 =0 lxzabd). {7.50)
He P~:m°

Por la misma razdn,

-3 (za, b o). (7.51)

Llevando (7.49)-(7.51) a (7.35) y lo que resulta a (7.48) obtene
mos

. . I Al &
Mo A =g = { w4 bi -mk.ch‘ | (7.52)
. (| My Me o Fl:""g
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que, teniendo en cuenta los resultados del apéndice D, la pode-
mos escribir

.2 dl .3 TR 1 ) g
Moz Mo e " ; A'a_k'\‘:“‘\].h‘ﬂ ,\lk_f:|],
12my riy‘- 21\2"-"~f; .‘0 k(mg\ k;‘)

(7.53)

donde

NFih)= 1 . ' k(x]:d k2ix? , (7.54)
n} 3 kimg)- w1yt -

Obsé&rvese que, a orden ez, el polo de 51(1:) (p) y el de Sz(g)k(p)

coinciden, al igual que ocurre con el propagador libre.

Con respecto a (7.53) hemos de hacer varias observaciones.

*
La masa mR(B) depende, ademis de e y m( ), (como ocurre a tem-

peratura cero), de B 'y p. Esta dependencia en p tiene su origen
en el hecho de que a temperatura nula, a partir de pv, sblo se
puede construir el invariante Lorentz pz, mientras que a tempera
tura finita se pueden construir dos, py § , con p2= 52— p2.
Por otro lado el que la masa dependa del momento de la particula
aparece en muchos problemas fisicos: piénsese, por ejemplo, en
una particula moviéndose en una red cristalina o un naclebdn en
el interior de un nGcleo. En todos estos casos se habla de masa
efectiva de la partfcula en cuestidn. Por analogla, a mR(B) la

llamaremos masa efectiva del electrén a temperatura finita y la
denotaremos mR(B,p). Por dltimo, ndtese que mR(B,p) es finita
infrarroja e independiente del gauge.

(*) Recuérdese que a orden ez, e2m=e2mR
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Si particularizamos (7.53) para una cuadrivelocidad uv=(1,5),
Y., por tanto, D=|51. recuperamos el resultado de Donoghue y Hols~
tein [9] ( |E|£O). El de Peressutti y Skagerstam [8] ([B|=0) es
inmediato a partir de (7.56) teniendo en cuenta que, cuando p + 0,

J

-'-/.,ﬁ;i'-_-i*ou. (7.55)
; ol R £

Frente a estos resultados, (7.53) presenta la ventaja de su cova-
riancia Lorentz.

Terminemos esta seccidn con un comentario referente a la co-
variancia. Hay autores que efectfan los cilculos en el referencial
en el que fluido permanece en reposo, i.e., u”=(1,3), y en lugar
de (7.34) obtienen, dentro del marco del formalismo de Dolan y
Jackiw,

s\ ) . . L")‘_,‘ ~"'°~B"‘—C.
4_4” (P) = (P-l\.g) - ‘i’) 1.5'!» F;
Los coeficientea A, By C se corresponden respectivamente con

nuestros b,.+ —ll, b y a,,. Dichos autores afirman, sin espe-
1 Po 11 11

cificar m&s, que en un tratamiento covariante se tendrfa A=B. Evi
dentemente esto es cierto, tal y como lo refleja nuestra ecuacién
(7.34), pero es incompleto, puesto que se olvidan del té&rmino que
va con U. Este término tiene su importancia, tal y como vamos a

ver.

Como las cantidades divergentes ultravioletas son las mismas
que a temperatura cero y son independientes de la temperatura, he
mos renormalizado con los mismos contratérminos que a temperatura
nula. Podlamos haber adoptado otro punto de vista: imponer al pro
pagador ciertas condiciones de renormalizacidn. Por ejemplo, que
el polo de las componentes diagonales del propagador fuese p=m
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con residuo i. Ahora bien, la presencia en (7.34) del sumando
gque va con Y implica que Sm(A) y z2(1\) serfan las mismas
gque a temperatura nula mds correcciones finitas ultravioletas
dependientes de 8, algunas de las cuales con estructura matri-
cial. Por ejemplo, para que el polo de las componentes diagona
les del propagador sea p=m el contratérmino de masa debe ser

):IJ —4—;«&[\’:“\({\)“‘-\};-“? "l ¢]3 7‘\%' !

& C [}1°) "y ?:m

[

cuyo Gltimo sumando es del tipo \¥a¢ Y, . Para poder afa-
dir este contrat&rmino a la densidad lagrangiana (5.40) es nece
sario sustituir m por la masa renormalizada mo Y restar

£
s |

B Mo d ]F::NG ’

i Y
f
(.Lz * bl

Al hacer esto la parte fermidnica libre de la densidad lagrangia
na renormalizada a un loop pasa a ser, en la representacidn de

momentos,

:—' J(“A(?—L(:Lo%"\u b “\\ 1:d \L“ '

wahd K A P B
a partir de la cual se obtiene (7.53). Obsérvese que en el fon-
do lo que se esti haciendo es sumar y restar una misma cantidad
a la densidad lagrangiana y dotar innecesariamente a los contra
té&rminos de una estructura matricial. Otro tanto ocurre con la
constante de renormalizacidn 22, punto no seflalado por algunos
autores ya que al efectuar los cédlcules para u“=(1,5) se olvi-
dan del té&rmino que en la autoenergfa va con 4. Es precisamen
te por esto por lo que nosotros hemos preferido cancelar las
divergencias ultravioletas con los mismos contraté&rminos que a
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temperatura cero. Hay ademds otra razbn: el punto de renormaliza
cidn en el esquema seguido por nosotros es p2=m2, mientras que

en el otro hay que fijar ademds el valor de P. Por otro lado, am
bos esquemas est&n relacionados mediante una renormalizacidn fi-

nita.

En el tratamiento covariante, la presencia del vector u’
es importante a la hora de expresar un tensor como combinacién 1li
neal de otros con coeficientes que sean amplitudes invariantes Lo

rentz.

7.5 DESARROLLOS A ALTAS Y BAJAS TEMPERATURAS

En esta seccién vamos a evaluar (7.53) en el caso de tempe-
raturas altas y bajas. Las temperaturas son altas si BmR<<1 y

bajas si 5mR>>1. Si nos situamos en un referencial en el que el

fluido se encuentra en reposo, i.e., uv=(1,5) y 8=1/T, y tene
mos en cuenta que mRMO‘0 K, las temperaturas altas se alcan-

zar&n sSlamente en el universo primitivo (t £ 10 s). Como dato
orientativo podemos decir que la temperatura en el centro de es

trellas muy calientes no es superior a 108 K.

En lo que sigue vamos a tomar el potencial quimico de los
fermiones nulo, es decir hacemos UH=0 en (7.54).

Temperaturas altas

Definamos la correccidn relativa a la masa del electrSn de-

bida a la temperatura dm(8,p) como

fﬁ‘.s_"’ vl (\"‘.Q
N , (7.56)

y a -
vm(: rl -

I‘I.R
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con mR(B,o) dada por (7.53). Usando (7.53) y (7.54) podemos es

cribir
F = N in) . S
Smippl = ominle famif) (7.57)
donde
p 2 'y (5] 2
- 2 ¢ ' R My ;
S gz T } de 22T ), (1.58)
RS S W Rimg)

- ;2 . ! Aoy [ _ A
o\;n-&.!’.\):i_ j AR R N=R {_ L“‘—‘k—tlk;—l . (7.59)
-ty ; 1 repl R

Las integrales que aparecen en (7.58) y (7.59) se pueden evaluar

* .
numé&ricamente { ). Procediendo de esta forma obtenemos:

2

12) Para BmR comprendido entre 10°° y 10, Sm(B8) es del or

den de 10~% con un error de 10™%. En 1a figura 7.1 aparece dibu

jada la integral del lado derecho de (7.58) como funcibén de BmR.

En la figura 7.2 representamos &m(8) frente a BmR.

2

, 1072, 1071

29) Para @/m;, igual a 10-4, 1073 . 1, 10, 102'

103, 104 y BmR comprendido entre 10'2 y 10, Gpm(B) vale cero
8

con un error que en el peor de los casos es 107",

(*) Todos los cllculos numéricos que contiene la presente memo-
ria han sido realizados en el Centro de C&lculo de la Uni-
versidad Complutense de Madrid.
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I
r._¢ J" Ry dk
\\ miamd ‘h‘z*‘“": “P(P{;l:n—z.)u
-

Figura 7.1
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Figqura 7.2

De estos dos resultados concluimos que para temperaturas altas
la contribucién principal a dm(B8,p) viene dada por la parte in-
dependiente de p, d&m(B). Asi pues,

s e e
MQ{P D\Z’MR‘ 4 R f l uk R-mgq N;[k) v FMQLll.
\ 12 mQ Fl 7“’!‘\R v ‘{2 ( ‘“R)

En cualquier caso este resultado es vilido, salvo 6rdenes 0(p),
para fermiones que se encuentran casi en reposo con respectoc al
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fluido pues basta usar (7.55). Utilizando

la representacién integral de las funciones de Bessel modifica-

das de segunda especie Kr(z)

~0 .
(670, Reavo Rervo),

: Lt t . , _
J () e e s :—-("‘_‘*')T h’T‘(}) [\ s azy
- '3 =le
'~ Wil
sus propiedades y sus desarrollos para 0<z<1 [50] obtenemos
et 3dm P
M8 PV gy —— e TR [y 2%
Ling A st un
(7.60)
N ‘"‘fiill‘-()* 1] ot[rs“mze\ Bt
m=  H

donde Yy=0.577215... es la constante de Euler.

La mayorfa de los autores hacen la aproximacién Sm(B,p)=ém(8)
sin justificacién alguna y dan expresiones para mR(B,p) a tempera-

turas altas.

Temperaturas bajas

Cuando la temperatura es baja, BmR>>1, la contribucién prin

cipal a mR(B,p) proviene de las correcciones termodin&micas de
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caricter fotdnico. Los términos de cardcter fermibdnico, es decir,
aquellos que en (7.53) contienen el factor NF(k), son de orden

e"BmR con respecto a los anteriores. Asi pues,

e?

mpd

-,y\a‘lxr):,»\nt 1’3\6\?0\&\ , Fm’l S, (7.61)

Obsérvese que los t&rminos fermidnicos de (7.53) son los gque
llevan dependencia en p, de aqui que (7.61) sea independiente de
p. NStese tambi&n que si tomamos el limite de temperatura cero
(me» «) obtenemos la masa renormalizada a temperatura nula my-

7.6 MOMENTO MAGNETICO DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA (I)

En la seccidn 7.3 calculamos el propagador fermidnico comple
to a orden ez. Llamando uB(p) al cuadriespinor de Dirac que des-
cribe un electrSn a temperatura finita, y teniendo en cuenta que
los electrones fisicos estdn asociados a los campos de tipo 1, de
(7.47) se sigue que

(R

NOETEY

[fome- 2

que a orden e2 se escribe

(R‘ o -

s N Al . e
[F-me- 2, \?_mc\]u?‘:\)_b . (7.62)
De acuerdo con (7.34),

)"’"1‘.-‘ ! . T
"‘!\{!‘'|“f3]:l\“L1‘-u‘.\P'(““)"\\“:I‘l\‘~ !
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con a,,, by, vy ey, dados por (7.35). De (7.49)-(7.51) y (7.35)
obtenemos que

Y RY ] ) ‘Q'?\‘, ; 1 | Q] R Il {3 f
- (atzmy ) s < hy -lal b + L %. 2
= p wmy __—”;\P o) “H‘a :«1,0? 0 )PZ’"‘R
(7.63)
Yy, por tanto, que
3 A n ]~
Lald-ct V-e® K- mgs 1 Ugip)=0 - (7.64)
et . et el jPI"“R F;P)
La solucién de esta ecuacidn es
q aQ R\
by DYz ko - b oyl wowmg- ol
B R R R o '9’:,u2 !

donde u(p,m) es el cuadriespinor asociado a un electrdn libre de

v
momento p y masa m a temperatura nula.

En esta seccibn vamos a ver cbmo afecta la autoenergfa del
electrSn a su momento magnético. En la seccién 9.4 evaluaremos la
correccién debida al vértice.

La ecuacién de Dirac para un electrdn en interaccidn con un
campo EM externo (cl&sico) A:l es

1

i

[ Lol =0 .
(& ¥ ef/‘“ ™oy
Si tenemos en cuenta los efectos que la interaccién con el campo

EM cuantificado tiene sobre la autoenergia del electrfn, la ante
rior ecuacién la hemos de sustituir por

bU-22) - e ’u“““"*"“Np” , (7.65)
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que describe un electrfn inmerso en un bafio a temperatura finita

en interaccifn con un campo externo Agl. En (7.65) WP es el campo

asociado al cuadriespinor a temperatura finita uB(p) de (7.64) y

estamos usando la notacidn

: . Y
O . ¢ | , Aruc? .. (7.66)
Ty ?2"“‘& LUM e

Aq«’ )
e T
|P [ 7
El tiempo invariante Lorentz xvuv lo vamos a denotar x5=t*.
El cuadrivector (0,;*) serd ortogonal al (t*,0) y tal que
xcx*v=xvx“. Con esta notacidn la ecuacidn (7.65) la podemos es-

cribir

L j St . o TR wk .
Sy A e . My o +
‘e (LU a21pT-ef o (0 Ling e dm)

(7.67)

N ‘
A 1_\25)-.1{&‘ 3

Si consideramos el limite no relativista (i.e., p=|§*[<<m), des-

componemos “"B en componentes superiores e inferiores, \‘\)F-{i) ’

y usamos la representacidn

i < x| T

v - “1‘1 -7

la ecuacidn (7.67) se nos desdobla en dos
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- P , ae ™ B i .
e E AN CLUNER- P ERE ST
A ‘ ' '
(7.68)

X ‘d:\‘,"\{: B '-’.’;\:ka BN+ Ap-m -Am)%
T f-me '

l— =3¢

A

donde T* es el trimamento cin&tico del electrén

A _ Ay RA —A\"
n'= H—/_\I\P -e @ -

Introduciendo en (7.68) funciones ¢ y X definidas como

( Z ]: Zx?{.i{.t[mk»ikm' ﬂr‘%lll]ﬁ ( ; )
obtenemos
3% X AT S,
o “
La_): SR R +[2A°C:-1(W*Am\]x .
Si suponemos que eAE]*_<<2 (mR+Am) la solucién aproximada de la

segunda ecuacidn es

S~y

by

X =~

L]
Zltngs dm)
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y la primera es la ecuacién de Pauli

que se puede escribir

"J‘} { [(\-.’)2)?%-&;;]1 (4 > *} -

: 33" e
1R - !
it :(mgb Aer} MUPHRUY

-
En el caso particular de que uv=(1,0) tenemos

. BN |

b DraaE-ehg) « a2 L1

«.i: r - — aAeA“.L‘? f
J

ot Simg s A Ziva b

c? .

(7.69)

La ecuacién (7.69) nos dice que debido a la autoenergfa del

electrén el momento magnético del mismo pasa a ser, a orden ez,

De (7.66), (7.15), (D.1) y (D.3) obtenemos

- T U T
Amw - -nw\, e hhf&)[ ;k_( "

s ) =
-‘.‘l“r “ l:‘ l“n) ' oy
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que para electrones no relativistas la podemos escribir

1 Jl
Loz - i [ ode

Y, por tanto,

(7.70)

-~ g . t‘l e ?\;[k’\
b q[p-_joclb—k;w—ﬂ)].

El segundo término del corchete del lado derecho es la correccién
térmica al momento magn&tico debida a la autoenergfa fermidnica.
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CAPITULO 8

MASA DEL.FOTON A TEMPERATURA FINITA

8.1 INTRODUCCION

A temperatura finita el medio ya no es el vacfo, sino que esg
t& lleno de fotones y fermiones. En la seccién 2 demostraremos
que, a orden e2, las finicas divergencias del tensor de polarizacifén
de este medio son independientes de la temperatura y coinciden con
las del tensor de polarizacién del vacfo de la QED a temperatura
nula. Tras eliminar estas divergencias con los mismos contratérmi
nos que en la teorfa a temperatura cero, construimos, ya en la sec
cién 3, el propagador completo del fotén a orden ez. En la cuar-
ta seccifn evaluamos las longitudes de correlacifn de las partes
longitudinal y transversal del campo EM, encontrando que ya no son
infinitas, cano ocurre a temperatura cero. Tambi&n damos desarro-
llos a altas y bajas tempeeraturas para dichas longitudes de corre
lacién.

8.2 TENSOR DE POLARIZACION DEL FLUIDO

Ya hemos dicho que a temperatura finita el medio ya no es el
vacfo, sino que estf lleno de fotones y fermiones. Por lo que el
equivalente a temperatura finita del tensor de polarizacién del
vacfo le llamaremos tensor de polarizacién del fluido n;;.
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El diagrama de Feynman correspondiente al tensor de polari-

zacién del fluido a primer orden radiativo H:g es

Las reglas de Feynman del capftulo 5 proporcionan

vT . . I vl‘“ ) -
(M ey e - ke {22 i 74 . : by (8.1
-1:1.?«" (-4 Jln’.‘?“ L‘, 4-°(F‘) sa_LLP k] '
o también,
2 -
vT & R
M= 22 TV ey (8.2)
!
con
=0

G 4 . -
Tl ) wJI’ {r[’ (f;m_]) (?-M}\\\)]\,{i“f(r\ . (8.3)

P M ¢
. ;sb(f” = SJL(P)SA(P-H . (8.4.a)
~3 L oA 0 '
S P ol ek s DLL‘F' S,up-R) +  (8.4.b)
m:f\

A o :\ 3
vy \?) = Sub(P\ C)\‘J’(P-k) . (8.4.¢)
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Los superfndices 0, 3 y 28 reflejan el nfmero de factores termodi-
nfmicos np(p) y np(p-k) que contienen las integrales (8.3). De
(5.48) y (5.48) obtenemos

1R VT .A)ve . T { )'tl
T =0 Y, e 1P gy, (z04,2) ¢
1 il L i J ¢
(8.5)

donde la conjugacién campleja no actfa sobre las matrices de Dirac.

Las ecuaciones (5.44) y (5.45) implican que las partes depen-
dientes de B8, H;gB)VT(k) (j=1,2), del tensor de polarizacién con-
vergen en el ultravioleta, y que las partes independientes de la
temperatura n{g)w(k) Y Hég)w(k) divergen. M&s aun, (5.44) y
(5.45) dan para n{g)w(k) la misma expresifn que para el tensor

de polarizacién del vacfo (a temperatura cero):

2 . . 1 1
'] o= it S oaTa - R 1
n (Kl‘ < - _d_)' j i,g“-;g\\ t\\ _____‘_.E_\ !
y . .
aT i\‘-*ﬁ.{ﬁ-—ﬂfz-“f— ’

a partir de la cual es inmediato obtener nég)“(k) usando (8.5).

Para eliminar las divergencias que contienen H::(k) (a=1,2)
redefinimos el campo EM como

Bz Rinay

&
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{ l

B —— gt (A,
T U

donde A es un "cut-off” ultravioleta, y afadimos a la densidad
lagrangiana (5.40) el contraté&rmino

L=l TR RBN-OFNT R
azil

Entonces, el tensor de polarizacifn pasa a ser

‘\\\)» (R )V"
s OE Lﬂ if (k) , (8.6)
1,&
con
~ (R0 Vt,. 1o} vt ¥
Uy =Ty Tyl q(k() (8.7)
T )
'l‘“ P - 1Y ik (j=41) (8.8)

donde H;gB)VT(k) (3=0,1,2) esti&n dadas por (8.3).

Obsérvese que lo dnico que se ha hecho ha sido eliminar las
divergencias ultravioletas afiadiendo los mismos contraté&rminos
que a temperatura cero, en total concordancia con lo dicho en la
seccibn 6.2,

Por otro lado, las ecuaciones (8.5), (8.8) y (8.9) implican

que
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AV (R.3) Ve % |
e o) :-1 {e)

)
4 -

-~

\ \s:u,!‘l\ , (8.9)

;ajve i
RCLARRTSIN BRI
12

que reduce al cdlculo del tensor de polarizacidén renormalizado

R) vt

b (k) a dos caos: a=b=1 y a=1, b=2.

nf
a
a=b=1

La parte independiente de la temperatura viene dada por

nsQ VT ) = _.nlil\o('kl\ ( I'QZI]\;T.’ bvk‘;) ,

A4
(8.10)
RIV |4 e ,
TN = R -

Vamos estudiar la estructura de las correcciones temodind-

micas n;g'je)“‘(k) (j=1,2). La invariancia de la QED proporciona

VT
kT oy k)=on (8.11)

que junto con (8.10) implica que

0 1P e

Por otro lado, n;g'e)“T(k)+n;§'28)“T(k) es simétrico en sus In-
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dices v y 1, de forma que debe ser una combinacibn lineal de gVT
y de los tensores simé&tricos de dos Indices que se pueden cons-

truir a partir de los vectores k¥ y uv, a saper: kvkr, uu’ Y

k“uT+u"k . Los coeficientes de esta combinacién lineal ser&n fun
ciones de los escalares Lorentz

wku v K2 =0?k? , (8.12)

que pueden ser interpretados como energia y m&dulo al cuadrado del
trimomento del fotdn respecto al fluido. El resultado es

llp'“.\)t" lQ‘zpr._! i Lp sz& e T np -y VT
(RO B ATIET s (e R O AT A

(8.13)
donde
SV 2l ot sl DR -
PRt I
n jP: (j=42) .
A j
& J_L [’.Zru.(fuu, (f m)*Pb],éJp(P) , Kto
o (8.14)
ﬂLlP , K=o
T3 1

ﬂi{‘-. (743
l j jP et J—B (2md. Pl‘PL)JéI;’P[P) ' Kto

{m (8.15)

Los tensores P'T y Q"T han sido introducidos por Weldom [11],
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P ;2 (wk”- R (wh. k%T) , (8.16)
R*K
&vt: 7\)’»_0\\:,@‘_‘_ (k”ku.")(kt-uut) . (8.17)
K

y satisfacen

N6tese que cuando K=0, kV=wuV y k2=m2.

A continuacién definimos

" b1
Ny z-e % - n:‘f’.n“‘(? , (8.18)
ﬂn - RENRC (R » ﬂ? 1 TlT‘:F . (8.19)

Entonces, de (8.6), (8.10) y (8.13) obtenemos
vt , Lt _vT .
N LS A (6.20)

Como nr;1 y n'f1 son en general complejos, n}?’“t(k) también lo

es.
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a= 1l b=2

Procediendo de forma andloga al caso a=b=1 llegamos a

RV b pt T 4t (8.21)
N, RV ﬂup . '1‘1 ave,
con
s 1}&”5 10 ok QP -
= [ L2 (amd a1 Vg K=o
el 2
- , (8.22)
2 ) vy o . \ (18
-‘.ualiJ o Lz?u;‘\“,u\-f}sl»ml)~*fsk] 9‘1'!})) P KED
KEJ im
lnl;l  K:zC
ﬂ:, ‘ . (8.23)
“ ] L b ad 2 1; ¥ ng -
l_z‘ﬂn', Ae’-Ja;% (I 'P ?k)\. o (f) ; Kio

De (8.9), (8.20), (8.21), (8.16) y (8.17) se sigue que

*
1 .ant n :-n;*

' 8.24
" 20 , " v (x= L.T) . ( )

8.3 EL PROPAGADOR DEL FOTON

El propagador del fotdn renormalizado a primer orden radiati
vo ng:)w(k) viene dado por la serie que resulta de incluir rei-

teradamente el tensor de polarizacidn 1H;g)vr(k) en el propaga-
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dor libre, esto es,

N (RIVT vt T avP Ricd y 47T
s : s ; D
Dab : Dab cz'uﬁz ““nf? Dyt

of f‘

Esta serie se puede sunar formalmente, obteniendo

I.Dml-: vt ) Vb

-4 VT :
ab (B2 DY TR L )
Si tenemos en cuenta que
D:va(’rl) =Ty [jﬁ(;é%;\l)- (t-1)k%*]

podemos escribir

!D;'Z’ k) - Tyl ?“‘(kl.;\*)- (- L)k ] - 4 Hﬁ‘ )

v wrcd yna8, - 0
% 2 5 ol il

(8.25)

(8.26)

El propagador completo viene dado por el inverso de esta expre-

8i6n,

kvkt [Pvc

RIvT (T -
Dk - '/:;“f[?“m-n
A

Eorl Wy T
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T L .
] .aLnL" (1) ‘nl.z n:Lf 1 "C‘vr .
ey T

L

FRN AT R T T

(8.27)

, [ TebTab . (-0b T T } -
Bax (X kN, )+ T,

Para terminar esta seccifn hagamos un Gltimo comentario. El
propagador (8.27) satisface la identidad de WT (6.7):

BT A = T, JCLN o(/etﬂ,_jy(lz) ’

ab T
k{aAL

k, D

es decir, las partes longitudinales de los propagadores libre y
completo coinciden.

8.4 MASAS ELECTRICA Y MAGNETICA DEL FOTON A TEMPERATURA FINITA

La masa A del fotén la introdujimos en la densidad lagran-
giana (5.40) para evitar las divergencias infrarrojas. Ahora bien,
el tensor de polarizacidn no presenta tales divergencias pues el
momento interno del loop es fermibSnico, por lo que en todas las
expresiones de este capftulo podemos tomar A=0.

En la QED a temperatura cero el alcance de la interac-
cidn EM es infinito ya que la masa de los fotones es nula. En es
ta seccidn vamos a ver que debido a los efectos de la temperatu-
ra dicho alcance se hace finito, y que varfa segdn que el fotdn



-145-

que promedia la interaccidén sea de género espacio, luz o tiempo.

Las masas eléctrica )‘e y magnética ;\m del fotén se definen
como las inversas de las longitudes de correlacidén de las partes
longitudinal y transversal del campo EM:

) . L 2 /7’ T

?\ez ’z;m Id.a.nm, , ?«ME Am f‘unu . (8.28)
&0 k%o
K-o Ko

La presencia de Taa en estas ecuaciones es debida a que en (8.27)

2 L 2 T 2 L 2 T
aparecen k T’ab.nab y k Tab—nab , yno k -nab y k -nab' Para

fotones de género espacio tenemos

2 ! ; L . 2 ! T
ﬁe: A«» fun“_ ' 2"“- ft: twn“ . (8.29.e)
wzo -

Kso _ K=o

A e T NI, ’Ai: lom. E“TIL_ . (8.29.1)

.- b ar’‘as Lo
Ko Ko

Y para fotones de género tiempo,

“fas ?

?\e"’= Al - Zm\ t“TLT (8.29.t)
~ W->0
Iz 0



-146-

pues si K=0, ":a = "ga' Usando los resultados del apéndice E,

ecuaciones (E.11)-(E.14) obtenemos

27, 2 5,2 13
’,\::%J[ dp ’”‘“‘; Vet A =0 , (#%¢) , (8.30.e)
o ' pim
y 22 (T o) fhis o) (8.30.1)
A, =0 ' 1 = Jf ' Rz 07 «30.
¢ ™ “-" J b(m?

\a s 2el S AD_DMVQ,\ , (&), (8.30.%)
! .o o3hn)

Vemos que efectivamente los alcances de las interacciones
el&ctrica y magné&tica (dados por A: y A:) ya no son infini-

tos. En la figura 8.1 aparecen representados gr&ficamente los
productos B\ frente a gm para valores de Bm comprendidos entre
10'2 y 10. Desarrollando las ecuaciones (8.30) para temperaturas
altas, 8m<<1, vy bajas, 8m>>1, llegamos a

I 3
2 {i-u 4—+Az)+0(P‘m) , pmd

SPz n? 'Amzo ,

TL';

Ll_‘z'm ”‘%’""be ™ L ote Mm /P) y pm» I (8.31.e)
28

el *ij?:z:rl\&.x/‘/ ‘\’ o;sm"‘ r Prea
22, 5@ me s un 2
] ~ T .
_‘e" [l /“M)’,),e -:B"\J- o MM’! ' P‘M»i
¢ B T (8.31.1)

Ap=o
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2 2.9 )
( —e_a,- emn +i’!‘(}_-[‘1)+ Q(le") v BM
2 . J p wp 3w 3
“Q: AM 4 . .
L i; 2 (_I“'" th P O(e’P.\m\[F) o ot
n 2
F P (8.31.¢t)
pA
B (e)
7] (3]
z )
r 1 T pm™

Figura 8.1
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En el casa de temperaturas intermedias es necesario acudir a
(8.30). N6tese que en el limite de temperaturas nulas (Bm+=w) se
recupera el alcance infinito de la interaccidn EM.

Es importante destacar que los alcances de las interaccio-
nes elé&ctrica y magnética dependen de que el fotén que las media

sea de género espacio, luz o tiempo.

Las expresiones de Ae Yy Am para temperaturas bajas en una
formulacibén no covariante habfan sido obtenidas con anterioridad
por Tarrach [10]. Las expresiones para temperaturas arbitrarias,
ecuacibn (8.30), y su particularizacidn para altas temperaturas,
es, hasta donde nos es conocido, original.

El coeficiente de g°° en Dg?’vt(k) es

-i R n;z)

2.7V (L2, NTY, DT nT
[k v (= *nzw"pn 24

yen DINVT0a,

ik m],)

Ty 2 T Tnt
TR (BT 1+ M T,

donde hemos tomado A=0. Ambos denominadores se anulan cuando
e nTyVLL, NT nTnT
‘k_.n }(e +T] L)“n‘znl‘,o'

1} 2

que a orden e2 se puede escribir
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T TN

[ 4 n.n
2 42U .
k= T\M-—LT—,‘Q (8.32)

R0

My
Ahora bien, de (8.22), (8.23), (8.4) y (5.44) se sigue que nfz
y H§1 estdn dados por integrales en p que contienen las deltas
de Dirac 8((p-k)2-m%) y 6(p?-m%). Pero si k2=0 es imposible

que ambas integrales se satisfagan simult&neamente, por lo gque

que junto con (E.14) y (8.24) implican que (8.32) se puede escri
bir '

o a R
o2 T N (8.33)

\ LISAPY ' o(m)

Esto nos dice que si interpretamos el polo en k2 del coeficiente

de th en las componentes diagonales del propagador completo co-
mo la masa al cuadrado del fotén, entonces el fotdn tiene una (mg

sa)2 dada por (8.33), toda ella de origen magnético.
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CAPITULO 9

MOMENTO MAGNETICO DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA

9.1 INTRODUCCION

Al igual que en los dos capitulos anteriores, empezaremos
mostrando en la seccidn 2 que, a temperatura finita, las divergen
cias ultravioletas son las mismas que a temperatura nula e inde-
pendientes de 8. Lo que va a permitir eliminar tales divergencias
usando los mismos contrat&rminos que a temperatura cero. En la
seccidn 9.3 construiremos la corriente fermidnica fisica completa,
esto es, incluyendo correcciones radiativas de orden e2. También
probaremos que dicha corriente es invariante gauge, y mostraremos
el papel fundamental que en esta prueba juega la autoenergia fer-
midnica. Por Gltimo, en la cuarta seccidn calcularemos las correc
cciones térmicas al momento magnético del electrén, dando sus de-

sarrollos para temperaturas altas y bajas.

9.2 RENORMALIZACION DEL VERTICE

En el capitulo 5 vimos que (a orden cero de teorfa de pertur
baciones) habfa un Gnico vé&rtice, cuyas patas podlan ser todas de
tipo 1 & todas de tipo 2. De ahora en adelante vamos a caracteri-
zar los vértices por tres letras abc, para asi identificar la na-
turaleza 1 86 2 de las lineas que entran o salen de él. Por ejem-
plo, a orden cero hay un solo vértice, el 111, que coincide con

el 222 y estd dado por -ieyV.AA primer orden perturbativo tenemos
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el 0 b) = -dey'6 ., b e, 1y
ave " 00T ] 4 %e “abe ,°’,n) 4 (9.1)
con
- 49_ (— 13[J 9 ’ .
—A.e,u‘i’c'bb e ” Y'D DAJ"‘ 3"2\ D lul/ (9.2)

Las ecuaciones (5.48) y (5.49) implican que

N v * v D%
/ (v p) =, ‘y ; n )= N N
,\m‘b o) = 220 PP \m ’P'?‘ 220 PP)
'R J ,
A (P',D\ = ”\2 1o D] ' A'LM ‘?»?\ = A(’l’l‘b 5)

donde el complejo conjugado no afecta a las matrices de Dirac.
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La ecuacidn (9.2) se puede escribir

A:LLC ®'pl= é Nﬁ’:cy.p) ‘ (9.3)
|
con
/\ti!:)“’(y'.p) :- e"Jﬁr% e g-Ham g Fem .V:&i) ¥
(9.4)
Y
"{Z:’ R Sy (p'S,; -k DZ O (9.5.a)
VA W= s g5 -l DS D W)

(9.5.p)

$SP S k) DY)

«(28) 1o, R o
LAYCEE WSSOI LA
+ SZ.,_ (,""L) 5:?‘-.'.0-)’!)5!:;::9,‘ (9.5.c)
’fiP)lv ! .B LA - w.s / .5.
VL e sb‘(f-lz, sfc(P k;bc‘ 4 . (9.5.d)
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S8lamente las partes independientes de la temperatura A:g;v(p'

divergen en el ultravioleta. Para eliminar estas divergencias se
aflade a la densidad lagrangiana el contratérmino

S0=-e 0, (24108 A2 0%
az{?

con 21(A)=22(A) -la constante de renormalizacifn a temperatura

nula. Entonces, los vértices renormalizados son

RYV .
PALC , P)-K Ls 2 A" L 9 , (9.6)
/\‘m (F\p1= ARy (9.7)
1= Z,:' aLLc (?,P
Rip) i) t
N AP ¥ (:L‘:cv‘?"f’”/\::(?' > Sl&.0 (0.8
P.m.

y satisfacen

Ry Ry * (RY (RYVX
/\ (o = A A ! =A In'
w PP m PP 0 N (PP = R o)y
(9.9)
AR ROV (R)V AlRVP
S "2 np) O RN (W
. IR D e T
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9.3 INVARIANCIA GAUGE DE LA CORRIENTE FERMIONICA

Vamos a empezar construyendo la corriente fermiSnica fisica
que contiene correcciones radiativas de primer orden. Dicha co-
rriente serd la suma de varios términos. El primero es la corrien
te a orden cero E(p')yvu(p), donde los cuadriespinares libres u{p)
y u(p') estan asociados a campos fisicos de tipo 1. La primera
correccidn radiativa que afiladimos es la de la autoenergfa de los
fermiones. Para ello sustituimos los cuadriespinares u{p) y u(p")
por cuadriespinares a temperatura finita uB(p) y Ee(p'), cfr.
ecuaciones (7.62)-(7.64):

\‘ -
1 + é —_ P =uB(fhijP:r? .
A (9.10)

En segundo lugar afladimos la correccién debida al tensor de pola
rizacién del medio:

A q
V
JP (#.P) z [n\:—(P’-P)D:r (P'-P)§
+ —
VT 5t Dygtotan] g { Pt
1 4
(9.11)
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Por dltimo, tenemos la correccidn debida al vé&rtice:

v
1 — L) A A‘:" (p pYA(p) - (9.12)

Asi pues, la corriente fermifnica fisica esti dada por
Yoo =3t p e o pre g (9.13)
(?IP - F by l? + P(?.P)‘ le"P . h

En esta seccifn vamos a demostrar que .B"(p‘ ,p) se conserva, es
decir, que

(P'—p)\,.ﬂvlr'.p) =0. (9.14)

Para J;(p' ,p), de (9.10), (7.62) obtenemos que
- (R) (RY
(PLP\“J: (P', P) 2 Ma(?') [ ZJM (?ﬂ:”;)- Z‘“ (?1:”3“] “P(P‘ . (9.15)

A su vez, de (9.11) y (8.11) se sigue que

(p-p), Jp (p' P =0 - (9.16)
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Analicemos finalmente el producto de (p‘-p), con J:(p' 'P) s
dada por (9.12). Por las propiedades de la QED a temperatura ce-
ro sabemos que

(p-ply Bip) /\u:;:) v(p’. praip)= 0. (9.17)

De acuerdo con (9.4), (9.5.b) y (5.45), la parte dependiente de

a de la primera correccidn termodindmica E(p')A{?{B)v(p',p)u(p)

de (9.12) estd dada por
- RAY, - o d'%R Ll v \
Ky NP e s Ay et 2R Yy (g-¥am1 ¥ «
YA i D oy = =4 » j(m}q ¥ ¥ #“\)H f-¥m

4 ]

A TRk ) - SRR AN Y M (la) : N
{'Az{ -8 (_Io-Hz—m"«tLi (p-k)’: g

o~ 4 ro& LP-‘n)z.m’*) S((Plk\z— mt)

(RZM%ig) o2 3his) - (D-R1E mlsis

+

ne (P-'n} +

!
(oY1 w(p) -
(p-k)imbic h ‘

(9.18)

Sumando y restando p'-m al ¥ de la izquierda del integrando y

p-m al de la derecha, multiplicando por (p'-p)y Y teniendo en

cuenta que, a orden e, ezﬁ(p') (p-p)u(p)=0 llegamos a que

v
-y Rip) NLE o p - -

Asi pues, a (p'—p)\,ﬁ(p')Aﬁ;ew(p',p)u(p) s8lo contribuye la

A(RIS)V

parte de 111

(p',p) independiente de a:
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,_.m.pw‘, el e 'k v 12
(P'P)‘*"'(P’ /\m.o (P, p) wtp)= - Cpply ‘P‘”‘ljw{! {(?-h(F-b)-%}

+ (P'aP—k\vk-M‘Q\'“ !

{
§ (2 M ng (k) -
(y’.k)".m",iﬁ (?-tz]"—h}-\-i.i € "a k)

C et ) Sediied) \
k2220 { (P'k‘;l-'"«"«\ii M;(p—‘eh —'——LP’—\QV'—M’&E“‘:(”M‘\ )

»

El término que en las primeras llaves va con “) da cero, pues,
a orden e2, ezu(p')(p'-p)u(p)=0. Para el resto obtenemos

Loy oy AREY _-.25&! AN W
le? y B;Mr-,,z Wy A 2 90 )
180l g (i) - Yon SRkl ng iw-2) - 8(&—19“)"‘«:(941]5“(?) .
Rhiig -

donde ya hemos tomado A=0. Usando (7.11) podemos escribir

Loy () AR Y s DR 2 ay @B o a)g
(p P)"“'(F)"m,o (p.y)wPI-uﬁ?gZ“p (p=m) Zl“‘o (¢ =) Julp) .
(9.19)

Andlogamente, para las demds correcciones termodindmicas, obtene

mos, para las partes dependientes de «,

- (RYBW .
' ‘ s : (9.20)
‘“?’Am,u (p': Bl (o) 0 (l 13)

y para las totales,

(R 1RYV
(0Pl L) AR (o', p)we}=0 Ti=i2) . (9.21)
‘ R TV e .
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De (9.12), (9.7), (9.17), (9.19), (9.21) y (7.63) se sigue
que

P Jy (= B[ 27 cpm)- Z2GE - (9.22)

Teniendo en cuenta que en esta ecuacidn, a orden e2, se pueden
sustituir u(p), u(p') y m por up(p), UWalp') y L respectivamen-
te, y usando (9.13), (9.15) y (9.16), llegamos a

(PL?)VJU(P'.P):O ' (9.14)

que es precisamente lo que queriamos demostrar.

Nétese que si no hubiésemos considerado la autoenergia de
los fermiones, ecuacidén (9.10), la ecuacidn (9.14) no se verifi-
caria, ya que su lado izquierdo seria igual al derecho de (9.22),
que evidentemente es no nulo. Por otro lado, a partir de (9.6) y

(9.22) obtenemos que

(pplv R(P')T‘mw Cr', Pwp) = ;’(P')[f' L(:)(r"': !)-fa 2.!::) (f:m’)]u-[f),

LY

que, usando (7.47), se puede escribir, a orden ez,

B RT3, ) ) » 1) £ (6 9= 6 ]ty

gue no es otra cosa que la identidad de WT (6.11) metida entre
spinores U(p') y u(p), lo que muestra la consistencia de todo lo

hecho hasta ahora.
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9.4 MOMENTO MAGNETICO DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA (Y II)

En esta seccién vamos a calcular el momento magnético del
electrén. La contribucidén al momento mdgnético de la parte de la
corriente asociada a la autoenergia fermidnica, ecuacidén (9.10),
ya ha sido estudiada en la seccidn 7.6, ecuacidén (7.70). Recor-
demos que viene dada por

fp 3 @ (% g Nell) (9.23)
r m “}&; khﬂ

Nos falta, pues, evaluar las correciones que proporcionan las
partes de polarizacidn del medio (9.11) y del vértice (9.12). Pa
ra ello tenemos que calcular sus contribuciones al factor de for

ma F2 cuando p”-p'“. Recordemos que F2 es el coeficiente de

A - g VT(ppr w( (9.24)
ddd P-ple w(p)

en la corriente fermidnica.

Usando (9.11), (8.20), (8.21), (8.16) y {8.17) vemos que
J;(p',p) no contiene ningin término que vaya con (9.24), por 1lo
que su contribucidén a Fz es nula.

Utilizando (9.7), (9.20), que la parte dependiente de x de

(R,p)V
11

(y, por tanto, no contribuye a Fz), y las reglas de Feynman, la

contribucidn a Fz de (9.12) viene de

(p',p) es proporcional a 1‘, tal y como muestra (9.18),

- ROV (§- 0
L) NS e ety + 07 B (9.25)
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donde
(P)\) - _wlp 62 y ' .
I = uy)ﬁjale((?,r,m (
9.26)
k3
(] Tt p-8) - 2 g K ombe )
y
[ry,p,2) = mg CR 512) ' 1
L (p-k)2m's g (p'-R) Tt
— {5“‘9""1’“2“‘F<P-'“?* Soetrdingnte)

RLus (?‘-b"-'u"x & (?-\Q\?‘- i ig

+2Mimp(5-a) me otk S(QP-E}%'&) §( Cp’—k)z,mt)\ .

En estas expresiones ya hemos tomado A=0. Obsérvese que si el
)

fotén de momento (p'-p) se encuentra sobre la capa de masas, i.
e., (p'-p)Z-O, entonces es imposible que (p-k)z-(p'-k)z-mz, por
lo que en tal caso el término que lleva dos factores termodindmi-
2+ El primer sumando de (9.25) es preci-
samente la correccidén renormalizada al vértice a temperatura cero,
por 1o que su contribucién a F2 cuando p”-p'“ es la que se encuen

tra en la literatura [47,49]:

cos ng no contribuye a F

2
FOpzp)s & . (9.28)
2 \P=P ”
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En cuanto a (9.26), usando la identidad de Gordon, el kvk del in

i, v

tegrando da lugar a Iik ktcrp(p'-p)p. Asf pues, los t&rminos que

van con (9.24) y que, por énde, contribuyen a Fz provienen de

R’P'){;\th (!\)'.P\t ™ u(?) , (9.29)
2
Iw-; L (A.“’R'gv‘at{(p"p,'n)- S (9.30)
”\} .) P P‘l:?\?.:.h?-

La integral 1’7 ser4 una ;:ombinacidn iiné’,'al de g\’T y de todos
los tensores simétricos de dos Indice.s. que se pueden foxmar a par
tir de pv, p'Vy uV: ‘ .
vt o
I Aq‘"‘* Buvut. C[(P\)’gu"] wCe AA."(?t'f‘ktﬂ* o

e

+D[ (u“’—E'w"}u‘:* Y (th_ 5‘";)1 +E {‘P\)'.ng) (Pr’fu.t) + (9.31)

L OR8 SRS P RIS M FURICRS PRI V)

Al llevar (9.31) a (9.29) el término que va con (9.24) es
ﬁ(P‘\ﬁU“ (phphg w3 A

de donde se sigue que las correcciones termaodindmicas al factor
de forma F2 vienen dadas por el coeficiente A del desarrollo
(9.31). Ahora bien, para evaluar el momento magnético nos inte-
resa Fz cuando pv=p'v. Asf pues, calculemos A para pvsp'\’.
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si pY=p'Y, 1la ecuacidén (9.31) se reduce a

[V . Aq® + Buwuts C f,(P". ZuIuE + W) s E(p"-Tu¥) (p%- 3u¥) .
(4

Multiplicando ambos lados por gyy, uyuy, (Py-Euylur y . (py-8uylx
X(pr-Euy) obtenemos el siguiente sisitema de ecuacones

4aeB-ptEs Iy \‘
MBa D
-(W:I;
- f’A*f"E =Ty

donde
"
I qi“i
hs wyu I™
. (9.32)
Lye (P-gu.wtl“‘
Ty= (?v-i‘lo)(ﬁ'g\wjp‘

con IV® dada por (9.30) para pY=p'V. Resolviendo el siatema obte-

nemos para A
(r,_:,,.%in.) , (9.33)

que usando los resultados del apéndice F, ecuacién (F.8), se pue-
de escribir para electrones no relativistas
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8
e
A- -ZZ—I;F—Q O(e) . (9.34)

B

Por tanto el factor de forma E'2 cuando p =p' serd la suma de la
parte independiente de la temperatura (9.28) y la parte dependien
te de P (9.34):

o
Z(P pr=— ‘m#‘)(f}'»

Entonces, la correccién al momento magnético serd la suma de las
que proporcionan la autoenergia fermidnica y la parte del vérti-
ce a través de Fz(p'-p). Para electrones no relativistas el mo-.
mento magnético, a orden e“, estd dado por

2
SR TI  E
| 3% e
"e " P {MR) {9.35)

En el caso de temperaturas bajas (pm>>1) tenemos

» 1 t . -
Pl gy St

y en el de altas (pm<<l),

~£y

MR >

= ¢ 2 ‘l- e b
; 0'“0-9..‘ m-%[i(!‘h%y&o(?m)]\
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Nuestros resultados son distintos de los de Fujimoto y Yee [51] y
de los de Peressutti y Skagerstam [8]. Para temperaturas bajas su
correccidn térmica al momento magnético es el doble de la nuestra.
Esta discrepencia la achacamos a la falta de covariancia en sus
cdlculos, lo que lleva a cuestionarse la validez de su identifica-
cidn de FZ' Para el caso de t;mpergtgras altas sélo evaldan el tér
mino dominante y obtienen -e /IZP m“. Ademds de los argumentos
que acabamos de exponer, hemos de afladir que los citados autores
no consideran la autonergia fermidnica, que, seguin hemos visto en
la seccidn 3 de este capitulo, es necesaria para que el vértice

sea invariante gauge.
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PARTE 1V

LOS MODELOS DE SCHWINGER Y DE THIRRING A

TEMPERATURA FINITA
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CAPITULO 10

EL MODELO DE SCHWINGER A TEMPERATURA FINITA

10.1 INTRODUCCION

En los tres Gltimos capitulos hemos desarrollado cilculos
perturbativos en QED (a temperatura finita). Ahora bien, sabemos
que a temperatura cero existen modelos que admiten solucibn exac
ta; por ejemplo, el de Schwinger y el de Thirring. En esta Glti-
ma parte nos proponemos encontrar los propagadores completos pa-
ra estos dos modelos cuando la temperatura es no nula. Para ello
usaremos métodos funcionales. En este capitulo resolveremos el
modelo de Schwinger, dejando el de Thirring para el siguiente.

Recordemos gque se llama modelo de Schwinger a la QED en 1+1
dimensiones (una temporal y otra espacial) con fermiones de masa
nula. En la seccibén 2 reduciremos el problema de la interaccifn
de los fermiones con el campo EM cudntico a una interaccibn con
un campo exterior (c-nlimero). En la seccibdn 10.3 encontraremos
una solucibén exacta para el propagador fermiénico en dicho campo,
la cual usaremos para encontrar una expresifn explfcita de la fun
cional generadora. En la cuarta seccibn, a partir de esta funcio-
nal, obtendremos los propagadores completos del fermifn y del cam
po EM.

10.2 LA FUNCIONAL GENERADORA DEL MODELO

En la seccibdn 4.6 vimos que la funcional generadora para las
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reglas de Feynman de la TFD se obtiene a partir de la funcional

a temperatura cero haciendo las siguientes sustituciones. Las co
rrientes externas acopladas a los campos por dobletes t&rmicos de
corrientes externas acopladas a dobletes té&rmicos de campos. Los
propagadores por los propagadores té&rmicos. Y la densidad lagran-
giana de interaccién por la densidad lagrangiana té&rmica de inter
accidn. Recuérdese que para bosones escalares de masa m interac-
cionando mediante un potencial V(¢) se tiene, ecuacién (4.34),

2 hi- MY exp - Pf‘ (V[—-— -V ‘Z‘é]\

‘ixP{-i L JJf‘xch]J ) A* (x—‘j\ Jb‘} {

donde -V(¢,)+V(¢,) es la densidad lagrangiana t&rmica de inter-
1 2

accidén. Una demostracidn del resultado antes mencionado, alterna-
tiva a la dada en la seccidn 4.6, se puede encontrar en Semenoff
Yy Umezawa [;2].

El modelo de Schwinger [53] es la particularizacidn de la
QED a una dimensifn temporal y una esbacial con fermiones de masa
nula. Por tanto, su densidad lagrangiana té&rmica la obtenemos a
partir de la de la QED, ecuaciédn (5.40), haciendo m=0:

“[:Z;{TM[_Z,: T':.C ::.'-"—(OVA )"’ (Iv"\a.)j
aee (10.1)

"'4’4.(';'1?' e'qm)q’m &
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donde ahora v,7t=0,1 y la masa del fotSn la hemos tomado cero
(A=0). En este modelo e tiene dimensiones de (1ongitud)'1.

Los propagadotes libres de los fermiones, fotones y fantas-
mas, (S, (x-y), (x—y) y iﬁb(x-y), respectivamente) , est&n

dados por las versiones en 1+1 dimensiones de las ecuaciones
(5.44), (5.45) y (5.46) con m=\=0. La funcional generadora estd
dada por

Z[‘! A g ]Tv'(%) 5 _w 6(2 (.:a Vv S S .
.5 P AZG @E W ) O ngau)%

1 v AL T -
» "‘f -3 L gol‘ﬁdlj [Jam th (H]Ub (t]) +35 ) 511’(1-3)55(%)]& .
“ab:2
(10.2)

La parte de los fantasmas no la hemos escrito ya que &stos evolu
cionan libremente sin interaccionar con ningfin otro campo.

Recordemos tres propiedades de las integrales funcionales,
vdlidas en cualquier dimensidn, [541:

(P1) €xpJ _Lj d« .1-3 —_— A(, j) ] e‘n iJJ)‘A‘J gm&t,j)g(»))\ :

= ét? {i.jit J‘j g(ﬁ)é)(i. ‘])g(\jﬁ &PL

donde §=B(1+AB)'1 es la solucidn para s=1 de la ecuacidn inte-
gral

Bb (X u\] = B(Y,j) . SS(H“.L%. B(A,Z. ) A(Eq'h)égul,‘j)
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1

L=t L‘w (1+AB) - ':L(J '(5};{”“) A““]\é&“‘j\’ .

[ﬁ:) &p {f ji:s&) J(x\,C(X.j)-\‘j'}ﬁ 2

(P2)

C(ij-—-\ l-[k] ]

My

s t 7Y C U‘ Iul -
()(P) J((y(XJJ(x‘ (*J 9 g(x}){ JLL)\A“J ™

con A(x) dada por

A(iy:denyj}kj\.

" d«r’ L ;lxl»}l(x‘gua\j'\jh

cend U
(P3) th:)\-z l&xl{} i A(n}\ ,11

L\Ju\mu A8 i) « Ltela - AB) s
J

(-Irr

. Lde F(v.\l(%)l] N

¢i.j;i¢_i\)\l(x\(4-BA)“(X_-:])F(.]) ‘f J’JMLZFM [AG-BA T Pyl -

Usando las propiedades (P1) y (P2) podemos escribir (10.2)

en la forma

2045, 8,)=u '%)uF ‘-%E_, 1‘11“[1\] J:h)‘btt lx--]\Jilq\H .
AL [P !
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(%)

- . . ] -
< 2;? {_‘. R J((ZAC(I‘) - hd DVL(V\J\ —= L| *
vﬂvbf‘,l .QAa.“'h) “ ('Ab!j! '

;aqi-zid jcﬁde 3*0461V‘qieA]§L(3\*L[A]\ )

A,b:\,l !
(10.3)
donce A:(x) es el doblete té&rmico de campos externos
v A ) Y ib
o) 2 , ,
AL = 2|4 1 D pdriy) (10.4)
b'.",)
Gab(x,yleA) es la solucidn de la ecuacidn integral
GdLu..}se A) - .C)“L(,(—-J)—Le o, JHUQSM:L-U Kc[z)(qc],(l,-]]el\)
42
) (10.5)
y L[A] es la funcional de "loops" fermibnicos
€
LAY 2 S JéfdﬂfoLuxéamtAJJA). (10.6)
a=l2 Jy

Los campos A;(x) de (10.4) son externos en el sentido de que

son c-nmeros. Precisamente, al pasar de (10.2) a (10.3), lo
que hemos hecho ha sido sustituir la interaccién de los fermio
nes con el campo EM dindmico por una interaccifn con unos po-
tenciales externos dados por (10.4). La presencia de LEA] en
(10.3) pone de manifiesto que los "loops" fermibnicos cerrados
son tenidos en cuenta de todas las formas posibles. El propaga
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dor de los fermiones gque interaccionan con los campos EM exter-
nos es Gab(x.y[eA).

La expresién (10.2) para la funcional generadora es exacta
y completa en el sentido de que un desarrollo en serie de poten
cias de la constante de acoplamiento proporciona todas las con-
tribuciones perturbativas a cualquier funcidn de Green. Al pasar
a (10.3) hemos reagrupado los t&rminos de esta serie en clases
distintas de diagramas de Feynman, de tal forma que en cualquier
diagrama se pueden distinguir las partes de "loops" fermidnicos.

Todo lo que hemos hecho hasta aquf es v&lido en dimensidén
arbitraria y con cualquier masa para los fermiones. Lo-caracte-
ristico de 1+1 dimensiones y fermiones de masa nula es que en es
te caso la ecuacién integral (10.5) tiene solucidn exacta, de
forma que se puede evaluar la funcional;de loops fermidnicos
LEA] de (10.6), y asi conocer todo lao que aparece en (10.3). En
otra dimensidn, (10.5) s6lo se sabe resolver perturbativamente,
y entonces (10.3) no presenta ventajas frente a (10.2). -

10.3 LA FUNCIONAL DE LOOPS FERMIONICOS
En esta seccifn vamos a resolver la ecuacién (10.5) y a usar
su solucién para evaluar la funcional de “loops" fermidnicos L[A],

dada por (10.6).

Actuando sobre ambos lados de (10.5) con ;;Lgxa y usando la
versidén en 1+1 dimensiones de (5.33.9) con m=0 obtenemos

.. : | ST
i/ e’?*ﬂ(‘\&bu.?ld«\: @ ¢ (s \:'\- , (10.7)

Para esta ecuacidn diferencial buscamos una solucidn del tipo
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G b uiuieh) = exple] ¢ isi- 4";3"]554(1-3) ' (10.8)

donde

Yy f:r son funciones arbitrarias de x. Recordando que en 1+1 di-

{}Q‘ Xt§r‘ ’1{vqte ,

es inmediato ver que

LM, ¢, 0] =0 (10.9)

Llevando (10.8) a (10.7) y usando (10.9) y (5.33.9) en 1+1 dimen
siones y con m=0 obtenemos la siguiente ecuacifn para oa:

ﬂchu) = Fh ), (10.10)
en la que A:(x) es un c-nlmero dado por (10.4), de forma que

-}L‘a(x) juega el papel de una fuente externa. La solucibn de
(10.10) es
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: ! S‘ P [ = Y iyl
$oazd o, Ly L (Rai T ¥, ‘I‘A i ) ' (10.11)
=S ';T;l \ 1 ap j v -} b ‘]

donde iéb(x-y) estd dada por la versidn en 1+1 dimensiones de la
- (5.46) con A=0.

Asf pues, la solucidén de (10.5) es (10.8) y (10.11). El si-
guiente paso es usar esta solucidn para evaluar la funcional de
loops fermiSnicos (10.6) . Ahora bien, al hacer esto, aparece una
dificultad y es que el propagador Gaa(x,y[eA) es singular cuan

do y+x. Para regularizar L[A]. en primer lugar, escribimos (10.6)
como

S (2 . _
c[al-- L/ }' (Q'Jd.‘x A:(ﬂ(]:(ﬂ) '

a=12

ya que, segdn el cardcter ciclico de la traza,

.li,L.m t'f }vﬁm(i'j\éA); L;h. {\'<U(F)\iq‘l-]\}'\+‘(‘)]c(rl)-. 4.’:[.«)) ’
{-]-W A—‘]v)c

Y, en sequndo lugar, usamos el mé&todo "point-splitting® para re-
definir la corriente como

v 4 .7 v * 1
Jv,.tx\: o ““B Q_'*(‘Nﬁ?{ LeJ A!‘,A‘m\ '

X-] -»Q *

(s-jﬁm
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con lo que la funcional de loops fermidnicos se transforma en

s ;o ‘) '
LY=o 2 i<‘JfJ.u SOl oyl Gu(y,]pu-

TR A K-4-20
('/.n]‘n;«.)
s (10.12)
e ) ae J‘ le AT Lg\\-
Iy llb ‘L " D a
J

En estas expresiones el limite x-y+0 debe ser tomado simétrica-
mente y de tal forma que conserve la causalidad, es decir,

(x-y)2<0.
Llevando (10.8) a (10.12) obtenemos

e . 3 ‘
de j'J.lf i [('}(;.\ .LM <k?ilzt+a(d‘ +¢‘T] .
“.j-)d
'\;-\]‘,"\’\;
(10.13)

« S (xeq) expl a2 j;ctz[ AT )

Ahora bien, de (5.33.a), (5.33.e), (5.33.c) y (5.33.f) se sigue
que en 1+1 dimensiones y con m=0

| (T . v Al to- P2 v
SuAu-]): Ty %9y wh Béle )_e"h“‘])

-1 n-]ﬁ.d‘,ae () o pURel-p,,

(10.14)
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Cuando x-y+0 el sequndo té&rmino del lado derecho tiende a cero,
al igual que las dos exponenciales que aparecen en el integrando

de (10.13), por lo que s8lo contribuiri el primer sumando de
(10.14) :

€ . !
LIAY: -4 Z\_, J c(é'jd’lt te AL(J LM { 4 *LC.(;-']L, DV‘*JJ]\ .

az(2 "o £-q -39
(x-j)ll.o
(10.15)
T x-qlvy” A v
Lt piad | ehu’((-‘,‘.,,A._(,)\ .
mo (s 4 Pt E ?
Al tomar el limite sim&tricamente tenemos
. v
i ("j)»&l
m =0, .- (10.16)

xqgoe Loy il €

(}‘-'])20

Por otro lado, la causalidad la garantizamos haciendo x,*Y, ¥
x,-y1*0. Tomando el limite de esta forma y teniendo en cuenta

(10.16) llegamos a

, 2 v
La): L 2t I‘(z‘ ted wlo'd 0. A;m]]’ '
4wzl

que, usando

tc \l'[ ﬂn(d s AZm]Kf:
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e ATt S [ad R R
'2{‘] (Aa_(d“bm%z54',*)*1,(1-'])%51.4(1‘&\,")‘ ')h;";v‘a‘ j 5:3, al'])]\’
se puede escribir

(42 4 aY,  mab, T
LrAY:2 b?ngixijl\&mﬂﬂu-j)ﬁw. (10.17)

donde

& /J?( ol LR

(k) , (10.18.a)
On)?

(‘})-J

n;ﬁ(h" {(‘\VtT&L’lbvkttM.i‘;‘(k‘Tu] . (10.18.p)

Resumiendo, la funcional generadora Z[?a, L E;J est& da-

da por (10.3). Todos los objetos que contiene poseen expresiones
explicitas conocidas. Los campos externos {(c-nimeros) A:(x) es-

tin dados por (10.4), el propagador Gab(x,yleA) por {10.8) y

(10.11) , y la funcional de loops fermibnicos L[A] por (10.17) y
{10.18). Entonces, mediante derivacién logarftmica de z[Ja,E‘,E;]

con respecto a las fuentes externas Ja’ga Y E;, podemos obtener

expresiones compactas para los propagadores completos.
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10.4 LOS PROPAGADORES COMPLETQS DEL CAMPO EM Y DEL FERMION
En esta seccidn vamos a encontrar expresiones compactas pa-
ra los propagadores exactos del campo EM y del fermién. Empezare-
mos por el del campo EM.
De las ecuaciones (10.3), (10.4) y (10.17) obtenemos que

Z“a‘. §*:§a_:o]z \-’(IP) e;P{..:. Z\_J J.dzxdzj J:&)‘D:r(bj)ﬁblj\ﬁ N

“ abui2

el 2 [y b oy o

a.b-12 SRy ) §A, ) \

sepl s J [d’xc&; Azm‘n:[’u.]mi(j)ﬁ :

ab:42

Usando la propiedad (P3) de la seccidn 1 de este capitulo (con
F=0) podemos escribir que

;[h,gat g‘.‘:O] B Zl.\l(,'g, :g}:a]u
(10.19)

: b <
xéxPe-Jl Z_/ jd’xd? J:(ut)ID; ("])Jb{‘m '

ab=\2

donde Z[Ja=€a=EQ’°] es una constante dependiente de 8,
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’

z[jl: g,,. = EL'-O’.: = !X)’G)()ﬁ'('s)
(10.20)

y el propagador té&rmico completo D:;(x-y) del campo EM estd dado,

en notacidn matricial, por

Ve, VT, 0P adky et
((Dabhxd}) 2 (D@L‘,rx-‘z)de . af‘:)(oeo )(D“~L )(x-‘a)
o) CMEEE i e ) (DP‘r )N b)) ey
o, equivalentemente, por

\)'C -4

(D, L/x—u\)- (4.5 - m,)] xg) - (10.21)

Introduciendo en esta dltima ecuacidn (8.25), (10.18) y (5.46)
con A=0 llegamos a que

\J‘-(U\

R
’:)(-u?)= ‘_— 2 v D“‘,'D R, (10.22.a)

:D:z}("’) = (%) (Dﬁ")(h(ua) . (10.22.b)
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IDV‘T- O(k) _ mvt “(b) . - T L"’Ie[\_u kvke

! 4 e ﬁ Jhie (Kee)?
n (10.22.¢)
VTG | VL o
. - 10.22.4
D“_ (k) ’D24 (k) =0, ( )

con la matriz (UB) dada por (5.45.d4). Las ecuaciones (5.45.b) con
A=0 y (10.22.b) nos dicen que el propagador libre y el completo
tienen la misma estructura. Las partes longitudinales de ambos
propagadores coinciden, lo que concuerda con lo dicho en la sec-
cidén 6.3. Y la parte transversal ha adquirido una masa igual a

e/YT . Esta masa es independiente de la temperatura y coincide

con la obtenida por Schwinger a temperatura cero. Toda la depen-
dencia del propagador con B va dentro de los factores termodini-
micos senhGB(B) Y coshOB(B) que proporciona la matriz fUBf.‘El

propagador para el campo EM fisico (de tipo 1) es

D oy o - ln 2Lk B2, 20]

v
: , b D“ (ﬁ-]\ .
£, w “1:(‘1]

j&:o

Vamos a calcular ahora el propagador completo del fermidn.
Usando

£ hz(l5,.5.1
Sgbu)55b%)

{PaL (X'-‘j‘ =

*1:§¢= ga:o
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y las ecuaciones (10.3), (10.8), (10.11) y (10.17) obtenemos

.

S g~y T € _‘. > J(l .1 T - ‘;
“b ™ ‘r{zaﬁ:u 1 e SAL () b ) JA‘,(‘})

3‘

x @ e uz% j {9 c-0-g, (j nit T Ay Ac(t)ﬁsd(.l "'))

L1p)

inJ ¢ S,Lf‘d}j A L) l‘Luj)A"(j)\
a.l» 12 1Acz0

donde UV"(S) estd dada por (10.20). Utilizando ahora la propiedad
(P3) de la seccibén 10.1 llegamos a

. 2 v T
. - ¢ / .
54_ng—3) = z‘xP -3 4 u A-l 6{11, “‘J “D (2‘ )[’L‘AL(.'],}‘L))’

(10.23)
3 SAL(K~ a) '

con

+b (e })= »Z"W__‘{

(-2 - .‘!)M(a-z)]td‘ X‘) (10.24)
d=12
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Los superindices 0, 3 y 28 reflejan el nfmero de factores termodi-
némicos nF(p) '4 nF(p-k) que contienen las integrales (8.3). De
(5.48) y (5.48) obtenemos

o OB T FAWT R fewe
RIS AR 1 S TP WL () ¢
(8.5)

donde la conjugacibn campleja no actfia sobre las matrices de Dirac.

Las ecuaciones (5.44) y (5.45) implican que las partes depen-
dientes de B, n;ge)vr(k) (j=1,2), del tensor de polarizacién con-

vergen en el ultravioleta, y que las partes independientes de la

(0)vrt
22

(5.45) dan para Hig)VT(k) la misma expresifn que para el tensor

temperatura H{g)vr(k) y I (k) divergen. M&s aun, (5.44) y

de polarizacién del vacfo (a temperatura cero):

s - Dot (w‘]ﬁ - kvk®)

1

A | PR S ‘: 1
ndfkl):-—t'_ J J.‘“—*‘\ tY- - X aR 4g ) )
ard, Nox =) 'L
a partir de la cual es inmediato obtener n;g)vr(k) usando (8.5).

Para eliminar las divergencias que contienen H:;(k) (a=1,2)
redefinimos el campo EM como

-l AV

s
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{ 2 1
N ——— g2 (D),
4+ MYk o) tn= m

donde A es un "cut-off" ultravioleta, y afladimos a la densidad
lagrangiana (5.40) el contrat&rmino

—_— Ol

ol =-2 5T JRM-FRT FRe
4 azil [3 * .

Entonces, el tensor de polarizacién pasa a ser

RYVE (RAPIVT
[ L n JP () , (8.6)

con

Ry vT

007 o2 1 i gl 2me) g™ l) 8.7

"1(2“\\\1( -n )%\V k\ (1:4'1) , (8.8)

donde na‘ge""(k) (§=0,1,2) estin dadas por (8.3).

Obsérvese que lo dnico que se ha hecho ha sido eliminar las
divergencias ultravioletas afitadiendo los mismos contraté&érminos
que a temperatura cero, en total concordancia con lo dicho en la
seccidn 6.2.

Por otro lado, las ecuaciones (8.5), (8.8) y (8.9) implican

que
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.3)Ve %
i {r)

A AGETRIIS.

Y
" -

=

apve RIS \ e . (8.9
IR BTN TV
12

que reduce al cdlculo del tensor de polarizacidn renormalizado

Hég)vr(k) a dos caos: a=b=1 y a=1, b=2,

a=bsl

La parte independiente de la temperatura viene dada por

“NQ St \K’) - -T\Lmo(kl\ L L’}L]“:f bvk?.) ,

12
v (8.10)
T I TS s LR

Vamos estudiar la estructura de las correcciones temodin&-

micas n;ﬁ'je)“’(k) (j=1,2). La invariancia de la QED proporciona

RVl
e, TV k)=, (8.11)

que junto con (8.10) implica que

by [TVR ¥y - T R2p)VE ()]0 -
ab ab

Por otro lado, nég,s)vr(k)+nég,28)v1(k) es simétrico en sus fn-
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dices v y t, de forma que debe ser una combinacibn lineal de g‘”
y de los tensores sim&tricos de dos Indices que se pueden cons-
truir a partir de los vectores k¥ y uv, a saper: kvkr, uVu’ Y

kYuTsu"k". Los coeficientes de esta combinacién lineal ser&n fun
ciones de los escalares Lorentz

wu y K%zw?k? , (8.12)

que pueden ser interpretados como energia y médulo al cuadrado del
trimomento del fotdn respecto al fluida. El resultado es

RANVT SISO T ,
ntn‘ Lk)'ﬂ:‘i L m):ml.«?* n"-\lﬁ)Pv N (n“?, n‘:P)uW,

(8.13)
donde
L s
. { T J( £ (- ? Pk).JP(F) , K=o
n JP: . (‘.:tZ)n
W _ J
lM_lJE_f- [lf“(f“‘ w (f ') Ph} d‘m(ﬁ) » Kito
K pigd
(8.14)
. ‘n:'ns , K=o
n‘:{?zl /j:l,l).
i P e | AR (e = BBy, Kb
‘ Jxln)" - PL) 1" IP) (8.15)

Los tensores P’' y Q"' han sido introducidos por Weldom [1 1],
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P S (wkv- k’u")(w‘et- b3kt) s (8.16)
:Qlk"z
&V-L: ‘)T'- U.vlkt " L (bu"lﬁtbv)(kt—wkt) ’ (8.17)
‘! kz
y satisfacen
T T v
PLAT PV, et 4"

N6tese que cuando K=0, kV=uwuV y kT=wn".

A continuacién definimos

n 2
n::_'(n‘““mn, n:f‘.n“(? , (8.18)
(i 4
T_ lan R g B, (8.19)
nﬂ: kn (k\“ﬂ“ t n“ .

Entonces, de (8.6), (8.10) y (8.13) obtenemos
R)VT , L e 4
%% = Pl e (8.20)

Comonﬁ‘1 ¥y ﬂ$1 son en general complejas, n;?’Vt(k) también lo

es.
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a=1, b=2

Procediendo de forma andloga al caso a=b=1 llegamos a

\—"\2 e = n P"L. "1‘ ave, (8.21)
con
4 lte‘-‘-&;ﬁ-{lm als \lﬁl v P( ) Koo
‘ } 3 i P
ﬂL:L , (8.22)
: st el 1 '
R R RGN i - SwY - pimt) . PR] ").K*O
\_\lj "lﬂ\q ? P P
T \“‘;l [ K:C
. (8.23)
nu"l b e @ F v
_Z—ﬂn_v 14 J_ﬁ(m) (1n!- P ﬁkz)\. () ; Ko
De (8.9), (8.20), (8.21), (8.16) y (8.17) se sigue que
¥ __,nx"" n* _-.n)(* (x:LT) - (8.24)
“ - ''n ! o PR

8.3 EL PROPAGADOR DEL FOTON

El propagador del fotdn renormalizado a primer orden radiati
vo Da(g)w(k) viene dado por la serie que resulta de incluir rei-

teradamente el tensor de polarizacién 1n;§""(k) en el propaga-
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dor libre, esto es,

AT T
D" " TP ety yTT
Dab Dab sz_“ T ?)Dd.b
RN D () @ef )pec..
Z‘=—'.-/l- I:-;,l), ezl {:“ N de '13 f‘

Esta serie se puede sumar formalmente, obteniendo

D (R)-1 VT Ve

U EN A CER eI
Si tenemos en cuenta que

O = Ty [gR A (- kE]

ab !
podemnos escribir

t

D k) < Ty [ RN (- DR ] - T )

(8.25)

(8.26)

El propagador completo viene dado por el inverso de esta expre-

8ién,

- VT
(P

®frﬂﬁ)= -igd[jw+m-0 é%c]

ERY B (kR AYT, T
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_ T L .
s TpnY [-1) ab n, HIL’ 1 A
i th ) - ' 4 ) i T ), 1 T '
LN b katnt ) nhny S AT

(8.27)

, [ Wil (0% T I 1.
B Rk )+ I T,

Para terminar esta seccidn hagamos un filtimo comentario. El
propagador (8.27) satisface la identidad de WT (6.7):

es decir, las partes longitudinales de los propagadores libre y
completo coinciden.

8.4 MASAS ELECTRICA Y MAGNETICA DEL FOTON A TEMPERATURA FINITA

La masa A del fotén la introdujimos en la densidad lagran-
giana (5.40) para evitar las divergencias infrarrojas. Ahora bien,
el tensor de polarizacién no presenta tales divergencias pues el
momento interno del loop es fermiSnico, por lo que en todas las
expresiones de este capftulo podemos tomar A=0.

En la QED a temperatura cero el alcance de 1la interac-
cidn EM es infinito ya que la masa de los fotones es nula. En es
ta seccidn vamos a ver que debido a los efectos de la temperatu-
ra dicho alcance se hace finito, y que varfa segtin que el fotdn
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que promedia la interaccidén sea de género espacio, luz o tiempo.

Las masas eléctrica Ae y magnética Am del fotdn se definen
como las inversas de las longitudes de correlacidén de las partes
longitudinal y transversal del campo EM:

2 ’ L 2 ’ T
Aoz Zm Yalliy + Ams dom L Tlg, - , (8.28)
>0 %50
Ko Ko

La presencia de Taa en estas ecuaciones es debida a que en (8.27)

2 L 2 T 2 _L 2 LT
aparecen k 1ab'nab y k tab-nab , yno k nab y k nab. Para

fotones de género espacio tenemos

2 ' L '
% = dom, Tally o M ﬁm: LoJll - (8.29.e)
wzo . :

Ko K=o

Para fotones de género luz,

2 ' 2 ! T
Yo = b tu_n; R bom. t, 1, - (8.29.1)
k%o

Kso f(-)O

Y para fotones de género tiempo,

ST C AN T, T, (8.29.¢)
e - W->e e

IK=z0
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T

pues si K=0, Tia = nia. Usando los resultados del apéndice E,

ecuaciones (E.11)-(E.14) obtenemos

2%, 2,2 13
ijz_‘if dp Mt Netp) A =0 , (#%¢) ,  (8.30.e)
Wy ' pim)
PR 1
Lo . A2 2E f dp 2% v lki:e) . (8.30.1)
¢ LEJN p(m)

L]
7\:”’;&2—6“ dp D234 2p®) Ve (kye).  (8.30.t)
m ooy p3(m)

Vemos que efectivamente los alcances de las interacciones
eléctrica y magnética (dados por A: y A;‘) ya no son infini-

tos. En la figura 8.1 aparecen representados grificamente los
productos g\ frente a fm para valores de 8m comprendidos entre
10'2 y 10. Desarrollando las ecuaciones (8.30) para temperaturas
altas, Bm<<1, y bajas, 8m>>1, llegamos a

2 3.2
2 5%- ie':',\’?/,, A;)+O(F!M") R me«l
9\0: ZP 3 , %m=° ,
b ! Bm <R
2 ’_“’M’“ ‘ ofe F™m ms (8.31.e)
—FM \ 28 ¢ M ( /P) ! [B
ez *_e_z’_ﬁz :an-,M:J /\/_!,)L‘Oiﬂzﬂ\q\ ’ PM((‘
22, S gt m T Y
Aero ) ,\: i

2t """“V”e'P"“O:e‘,&“M/})  pmd

2 B s (8.31.1)
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1 2. 3 2
(%-_“*_“+_°i“ i-k:)w@»&) y Bmy
s | P e wld |
’Ae:"\r.\’
l
l_;_?(nm)'ﬂef“‘o(e'pmk) o ot
n s
(8.31.t)
2
y i
1 (e)
n ()
=] ®
- e R N T N e

Figura 8.1
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En el casao de temperaturas intermedias es necesario acudir a
(8.30) . N6tese que en el limite de temperaturas nulas (Bm+=) se
recupera el alcance infinito de la interaccidn EM.

Es importante destacar que los alcances de las interaccio-
nes eléctrica y magnética dependen de que el fotdn que las media

sea de gé&nero espacio, luz o tiempo.

Las expresiones de )‘e y Am para temperaturas bajas en una
formulacién no covariante habian sido obtenidas con anterioridad
por Tarrach [1 0]. Las expresiones para temperaturas arbitrarias,
ecuacién (8.30), y su particularizacidn para altas temperaturas,

es, hasta donde nos es conocido, original.
El coeficiente de g°' en [Dﬁ‘) VTik) es

-a Rl UL)

b2 nTV (L2, VT, T nT
\k “m(“*nw* YIS

y en 'D;g) Vt(k) '

(ki)

Tyrl2. T TNt
r-Tu (e “T‘zz *“unu

donde hemos tomado A=0. Ambos denominadores se anulan cuando

T AT
(A 2~T\:4\ { !‘Ql*n;z]*nunu =0,

que a orden e2 se puede escribir
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4 Dab(x-y) dado por (10.21). Teniendo en cuenta que en 1+1 dimen
siones, para cualquier vector av, Yviyvao y usando (5.46.£f) con

A=0, podemos elaborar un poco mis la ecuacifén (10.23), obteniendo

At aplL LR G0 - - o0 e Ty

L I3
(10.25)
‘ ‘4.‘3 ("'j‘ !
donde Aab(k) estd dado por
(A L)kk\zaua)(ﬂ () ®y (10.26.a)

o] ok ; é!-"'
Dyl -7 ey L

= + ’ (10-26-b)
ke - e Lk e
n

ﬂ:ﬁ’h\ z A: () =0 , (10.26.c)

y la matriz (U'B) por (5.45.d). El propagador de los fermiones fisi
cos (de tipo 1) es S“ (x-y), y su expresidn en el gauge de Landau
(a=0) la podemos escribir en la forma mds familiar

tb(x"i)]{ { .. {

. -
ks et e
w

S ()( \l) < uF{~_J II‘Q[( -e
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- 1y
-Me I\am\[ o(k") - cdtz-f“ \]\\ 5““«1\ .

Los efectos de la temperatura estdn contenidos, ademi&s de en las
partes de 511(x-y) que dependen de 8, en el factor termodin&mico

nB(k) (=senh293(8)) de la integral del exponente.

Si tomamos el limite de temperatura nula (B+«), las matri-
ces (UB) y (uF) de (5.45.4) y (5.33.d) tienden a la matriz iden-
tidad 2x2, y entonces para los propagadores fisicos de los campos
EM y fermidnico se recuperan las expresiones a temperatura nula
obtenidas por Schwinger [53].

Los resultados obtenidos en este capitulo hubiesen sido impo
sibles de obtener dentro del formalismo de Dolan y Jackiw por dos
razones, principalmente. Primero por la ausencia, como ellos mis-
mos seflalan, de una funcional generadora para sus propagadores 1li
bres. Y segundo, por la ambigliedad en la definicién de los inver-
sos de sus propagadores, causa en cierto modo de la ausencia de
esa funcional generadora.
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CAPITULO 11

EL MODELO DE THIRRING A TEMPERATURA FINITA

11.1 INTRODUCCION

El modelo de Thirring [551 (a temperatura cero) describe en
1+1 dimensiones la interaccibdn de contacto (es decir, sin ser me-
diada por ningfin campo bosbSnico) entre fermiones de masa nula. Su
densidad langragiana es

. —

sV ARE T2 CURT IR

donde g es una constante adimensional. En este capitulo vamos a re
solver este mismo modelo a temperatura finita. En la seccibén 2 en-
contraremos una expresidn explicita para la funcional generadora,
la cual veremos que estd estrechamente relacionada con la funcio-
nal del modelo de Schwinger. En la seccidn 11.3 generaremos las
distintas soluciones para el propagador fermidnico.

11.2 LA FUNCIONAL GENERADORA PARA EL MODELO

A partir de la densidad lagrangiana para el modelo de Thi-
rring a temperatura cero y usando (5.27) y (5.25) obtenemos que,
a temperatura finita, el modelo viene descrito por la siguiente
densidad lagrangiana té&rmica
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L = {;&[4’&‘% Z‘PA-‘;' u‘}a(z‘-)mlvq’*“xk !V*‘J]' (1.1

donde los dobletes térmicos y_ y V¥ estin dados r la rticula
a a po pa a

rizacidn de (5.28) a 1+1 dimensiones y masa nula (m=0), y g es

una constante de acoplamiento adimensional.

La funcional generadora es

: ¢ 3 S
#(5,.5.1: v“wf-’*rt':f% Jésl vt v
g A’xd’ﬂa £ (o) S & CUr

(11.2)

Ly el L

€5 Y 85,0 abail

donde -N’(B) es una constante de normalizacidn y el propagador
es el propagador libre del fermidn de masa nula en dos

sab(x-y)
dimensiones. Esta funcional la podemos escribir como

25, EJ-Npampl-g ), [ax 4 5 v 8\,
ga.ogo.] P O‘P{ ?‘%({ ]‘ 88 (%) SJZ;X ‘Sg..b‘] \
x&f{-f 5 P:‘ J:th,):mk cl‘,{- Z_/ Sd’xd}') g&u)ﬁkk(ra)ﬁl'lﬁ J‘:o'

a:l‘l a‘b_"-l
(11.3)
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Para verlo basta desarrollar la primera exponencial de (11.3) en
serie de potencias de g, hacerla actuar sobre la segunda y tomar

v
Jaao.

z{;;%{‘jzz Jd& ) § v 8 H%‘

n=0 * a,-.l,l 5 gg.u) &j:(ﬂ 3 Sg"i*\

(11.4)

J&:O

» exP{-I‘ 2. J'A‘xJ;"thJ‘:mﬁ

a2

Los términos con n impar no contribuyen. Los de n par dan las
siquientes contribuciones:

n=0: 1

ns2: ‘Z‘;“le “Liz‘l[ ¢ ]») é }:Apl. é 3, _8 1

azh 1 E g&(l\

R |
naz: ST (k-] ), jaa[

2k azi2

b v 9 ]t“[ 6 . Y ]\lk )

T80 ) ) i ' T

-

Pero (2k-1)11/(2k)! es lo mismo que 1/25k!, por lo que (11.4)
es igual a
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2_‘(4_‘5& [FRIERIY EREN| ]t‘k,

e by * .8
k:O h‘ =42 5§L(ﬂ & 85&()‘) c'?;‘t;) -‘ Sgﬁh)

que es el desarrollo en serie de potencias de gz de la primera

exponencial de (11.2).

Usando las propiedades (P1) y (P2) de la seccidn 10.2 llega-
mos a la siguiente expresidn para (11.3):

e m )= hmepld T [, o

a2 Bl 58S
(11.5)
. O ) 13 i
s exH- ; jmda gﬁmééu,ﬂjm §'|,l‘]]*|-[3]‘]|5 L
a_‘b:i.l (o
donde
B, () =J) ), (11.6)

Gab(x,y[qB) es la solucién de la ecuacidn integral

Gab 0 gR) = 6y 49 2% ]’c& S BB W6 29198)
C34,
(11.7)
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Y L[B] es la funcional

LI8l:-+ ), p LLD'J(&{( ﬁ&(x\ému,uéd‘ﬁ). (11.8)

azi2 7

NStese la gran analogia que existe entre las ecuaciones (10.3)-
(10.6) del modelo de Schwinger y (11.5)-(11.8). Las Gltimas pue-
den obtenerse a partir de las primeras haciendo las sustituciones

e +g,
DYE (x-y) » 11,9776 ‘?) (xey) , (11.9)

v
A:(x) > By (x) ,

y tomando B;=0. NStese que, aunque las dimensiones de los objetos

que figuran a la izquierda son distintas de los que figuran a la
derecha, el balance dimensional de (10.4) y (10.5) es el mismo
que el de (11.7) y (11.8).

A partir de (11.5), mediante derivacibén logarfitmica con res-
pecto a las fuentes externas &a Yy Ea' se puede calcular el propa

gador completo del modelo. Nosotras en lugar de sequir este mé&to-
do vamos a generar una solucifn mis general para el propagador.
Para ello, y puesto que las corrientes anvwa son conservadas,

afiadimos un acoplamiento de las mismas a una fuente longitudinal
arbitraria. Esto equivale a sustituir la exponencial

e tw .
“p{- < 2. j‘l‘ 3T dy @Y (11.10)
o

@
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de (11.3) por

(o

L ! A,Lv‘sj(dr( (x- *)\qu\\ (11.11)

ab:12

1

zi?{_

| ~

con K:g(x-y) dada por

o) = K(i‘“ "m'? L (11.12.a)
)(k\ (U8) “" yki(udy (11.12.b)

K“‘fﬂk) = k;: * ey = Ljv" - :’i . (1.12.¢)
K“Z"('m - kff ey zo (11.12.4d)

y f(kz) una funcién arbitraria de k2 sin dimensiones. Entonces,

en lugar de (11.5) obtenemos

FAR g ]-uY"(Gl(XPJ L J({I ]) : ‘].
ab=il \,(3)

. 4)(?{_2‘—/ j‘il‘“&‘] ga(,\ Liai?u"]\c)a)gb(‘]) + L[B]ﬁ \B o '

(11.13)
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donde ahora

v Ty vt b
31@*‘=%41J°‘j LR (11.14)

N6tese que en la funcional generadora (11.13) todo es conoci
do. B:(x) est4 dado por (11.13), K:;(x-y) por (11.12), y
Gab(x,y|gB) Y L[B] por el resultado de efectuar las sustitucio-

nes (11.9) en (10.8), (10.11) y (10.17), (10.18). A partir de
(11.13), mediante derivacién logaritmica respecto a las fuentes
externas, podemos generar distintas soluciones para el propagador
del modelo de Thirring, una para cada f(kz).

11.3 EL PROPAGADOR FERMIONICO COMPLETO

El propagador completo del fermién estard dado por

olin 205,5.) |

SAL“”J‘ z |

EA = gm-.o

§F, ng\\

= _4 d,:, :,L’ 8 \(Ot - —b_ *
A a%.zj I Y SBLW(‘

A “p 5-32‘_‘ sz wac“’”'j’lx‘“,]’”]tc‘ e 5‘5”55‘!’““3)‘
V\D'{P\ c:A2
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s %p A4 3 (a1 (,.1;3 lu” \ (11.15)
LB =12 ‘ .? B =0

donde N'(8) es la constante dependiente de B dada por

Z15,=5,20)= M1 L)

Ahora bien, usando la propiedad (P1) de la seccifn 10.1 tenemos
que

1 pt oy 2T Ty

2
De (11.15) y de la propiedad (P3) de la seccién 10.1 obtenemos

SL“ t: epl- .:ﬁ /. S‘ci‘},cl‘i,, {:hb_u,j',t.\ K‘;f,u‘-m {:.b L Ot

c,d={2

_ (11.16)
~5AL(&‘3) '

con f:b a{x,y;z) dada por (10.24) con las sustituciones (11.9)

Y ﬁ(ab(x-y), en notacidn matricial, por

v - . < -t
W“U“*WVUKJ,).'(bﬂfp’] “.a\. (11.17)
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Introduciendo (11.12) y (10.18) con (11.9) en (11.17) resulta

-~ VT 1 .
K («- \:Jili ~k(agy v R (11.18.
b Y e VK’ R, a)
(11.18.b)

(K3, )de) = (LB ] ) (L®)

A To A AT 1
Ki ok s L “’*”‘E‘[“P)-.i'l] .
B 4‘4:? B&La 1&%
ﬂ- ]
(11.18.¢)
v (11.18.4)

K )= KT = e

Teniendo en cuenta que en 1+1 dimensiones, para cualquier

vector a , y“iyvso, y usando (5.46.f) con A=0, obtenemos para

(11.16) la siguiente expresién

; - e (85 [ by A R I
54(7 (xwl\ - ér.t) {-;{afcl ‘e{“ (k) -LLL(U
(11.19)

_[QaL ey &ﬂlm(b)] G—Lk(‘-j\ﬁll SaL (x—‘J) '

donde

L)z (B (2N (UBY (11.20.a)

[ 9 ' - e 1
R):_Qlolﬂ(p]-. h‘:u['ﬁkh- ﬁ_%_] , (11.20.b)

ol
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050 QR 0. (11.20.¢)

Ya hemos dicho que f(kz) es una funcidn arbitraria sin dimensio-
nes de kz, por lo que para cada f(kz) obtenemos un propagador.

De esta forma podemos generar todas las soluciones del modelo de

Thirring a temperatura finita.

El propagador fisico est& dado por 511 (x-y),

as f e -s,!plk-\
O j\—m{_ﬁ_ A%k Q@) [i-e 1)&5“(,“2),

|
-m J

N6tese que los efectos de la temperatura, ademds de en S11tx~y),
estin contenidos en la 911 gue aparece en el exponente.

Si tomamos f(k2)=f=const. podemos escribir ‘511(x-y) en la

forma

544(‘""\\ = ixP{ F J_IE }(lllQ[ ;“anBlk)&(k‘)]

%
.'[ e -LL’(‘» »J\ ﬁ Su(‘t "J)

El caso particular f=0 equivale a no haber sustituido (11.10) por
(117.11) en (11.3). Hay otro caso interesante, aquel para el que

e . ghm
1+g2/ﬂ
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pues entonces el propagador completo coincide con el libre.

Si hacemos la eleccifn

g i 1 X {
f(n*\:j_h}_ -3 - )
h ;
L
t
donde o es un pardmetro adimensional arbitrario, reproducimos la
solucidn (10.25)-(10.26) del modelo de Schwinger.

Nuevamente, si tomamos el limite de temperatura nula (B+«),
las matrices (UB) Yy (UF) que aparecen respectivamente en el ex-
ponente y el propagador Sab(x-y) de (11.19) tienden a la matriz

identidad 2x2, y entonces se recuperan las soluciones del modelo
de Thirring a temperatura nula.



-194-

CONCLUSIONES

Recordemos culles son las principales aportaciones que se re

cogen en esta memoria.

En la primera parte estudiamos un sistema en equilibrio ter-

modindmico formado por N particulas idénticas cargadas interaccio
nando con un campo EM dindmico y mediante potenciales coulombia-

nos. Hemos de destacar las siguientes contribuciones:

I.1.

I.2.

I.3.

Del capitulo 1, el desacoplamiento que en la funcidn de

particidén cldsica 2 tiene lugar entre los grados de 1li-

Cl
bertad transversales del campo EM y las particulas, de
forma que toda la interacccidén entre ellas es a través de

los potenciales electrostdticos de repulsién.

Por el contrario, en el capitulo 2 vemos que en la fun-
cidén de particidén cudntica ZQ dicho desacoplamiento no
tiene lugar. Sin embargo, en la cota que en el apéndice A
se da para el propagador entre dos estados del sistema si

que tiene lugar.

En el capitulo 3 obtenemos para zQ un desarrollo en serie
de potencias de K cuando K—0, y encontramos expresiones
para las correcciones cudnticas de orden Mz a ZCl' Demos-
tramos que dichas correcciones provienen de fuerzas ins-
tantdneas de cardcter dipolar y de la autointeraccidn de
las particulas mediada por el campo EM dindmico.

En la segunda parte de la memoria recopilamos los métodos

existentes de cuantificar una teoria de campos a temperatura fini

ta, asi como las reglas de Feynman a que dan lugar.

En la tercera parte nos centramos en la QED y su renormaliza
cidén ultravioleta a un "loop". En el capitulo 6, siguiendo el mé-
todo propuesto por ‘'t Hooft y Veltman [43] para temperatura cero,
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encontramos las identidades de WT a temperatura finita. Las prin-

cipales aportaciones de los restantes capitulos de esta parte son:

III.1.

III.2.

III.3.

Del 7 la correccidén térmica de orden e2 a la masa del elec
trén. Cuando la particularizamos para el referencial en
que el fluido se encuentra en reposo recuperamos los resul
tados no covariantes ya conocidos de Peressutti y Skagers-
tam [8] y de Donoghue, Holstein y Robinett [9]. También
probamos que si en lugar de renormalizar en el ultraviole-
ta la teoria con los mismos contratérminos que a tempera-
tura cero, se les afiaden correcciones térmicas, (como ha-
cen algunos autores), Sm(A) y ZZ(A) adquieren estructura ma-
tricial, (lo que no es tenido en cuenta por dichos auto-
res). De aqui la prescripcién que hemos tomado para renor-
malizar: eliminar udnicamente las partes divergentes ultra-
violetas, que son las mismas que a temperatura cero. Ade-
mds, cualquier otra renormalizacidn ultravioleta estd re-
lacionada con la anterior mediante una renormalizacidén fi-

nita ultravioleta.

En el 8 evaluamos a orden e2 las longitudes de correlacidn
para las partes eléctrica y magnética del campo EM. Al res
tringirnos a temperaturas bajas recuperamos los resultados
ya conocidos de Tarrach [10], obtenidos de forma no cova-

riante.

En el 9 calculamos la correccidén al momento magnético del
electrdn, a orden e , debida a la temperatura. El resulta-
do que obtenemos difiere del de otros autores, Fujimoto y
Yee [S1]. Nuestra idea es que la no covariancia de sus cil
culos lleva a una identificacidn errdnea del factor de for

ma F y por tanto, a una expresidén incorrecta para el mo-

2!
mento magnético. Como prueba de consistencia demostramos que
la corriente fermiénica a partir de la cual calculamos el

momento magnético es efectivamente conservada.
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La cuarta parte la dedicamos a encontrar las soluciones exac-
tas de los modelos de Schwinger y de Thirring a temperatura finita.
En ambos casos hallamos la funcional generadora y mediante deriva-
cidn logaritmica de ésta respecto a las fuentes externas de que
deperde generamos los propagadores completos. Las contribuciones
originales mds importantes son:

IV.1l. Las masas de las particulas no se ven afectadas por la tem

peratura.

IV.2. En el modelo de Schwinger el propagador completo del campo
EM tiene el mismo tipo de dependencia con la temperatura
que el libre. Sin embargo, el propagador fermidnico incor-
pora una dependencia adicional con la temperatura; otro
tanto ocurre con el propagador del modelo de Thirring.
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APENDICE A

OBTENCION DE (2.7) Y COTAS A zN-l 0

En este apéndice vamos a obtener (2.7) y a dar cotas para el
propagador (2.6) y para la funcidén de particién de una sola par-
ticula en interaccién con el campo EM.

La ecuacidén (2.6) es una integral de camino sobre i’i(t),
31(1) para i=1,...,N y sobre q(R,},%), LTAX S para todo (R,2).
Para efectuarla hacemos una particidn del intervalo temporal
[0,pA] en M+1 subintervalos de longitud §,

L
=B , (a.1)
Me4

obteniendo

My " .
Fa, 2, ok = [T Lim 01 Ladfr  dgydny

i<t Moo L U (anla)3 R Py
Med .
1 - - - .b‘ 3 _
' e)(p {.g 12, [I-Fi'l’/\xt'l~ "L,l.—t) »JJ. Q "l'\'i(_ 11_‘) -
-0

> (8- f &,3‘3 £ (s 2
R 814::', o™ (Fr-44 %1 : im‘ﬁdz)fﬁm\,%ewLP{I"ﬂ(x‘I‘U %)

S (e 1 3;\ gt
-2 2R 1@ (Iny Benlg )-8 2 — 5
2 oaw? el O “ch,‘.-i'],d 3

(A.2)
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con condiciones de contorno

q :q_'_lsn.):a ' 1',:%(0):%.

La ambigiedad en el acoplamiento de materia con potenciales vector
la hemos resuelto en (A.2) eligiendo el punto medio

1 2 2
¥ (xi,l + xi,l-l) como argumento del campo EM en el producto

iiX(fi,t) [21,26] . Una discusién de la relacifn de esta ambigiie-
dad con la de Ito se puede encontrar en [26].

Las integrales en Bi 1Y LS de (A.2) son gaussianas y se pue
r
den efectuar. El resultado es

N - M d} d'
F@z 3 A I G ®o_
a8 Jq,,.,o RN (wotznh8)B Ly ictanh8PR (2nks)'?

.!§1 o X 2 2EJ il
¥ — -— A ) - _—
ex?{ﬂ‘i:‘ [ 23 % LGt Ot H“\X“.’t—§\].u
(A.3)
§ s (43R 2
-5 le(@)} _L_ t
1%:,'23(,“, e (‘ l’”‘"‘“)

N
-1 3, @, ) L gdva c(mma exP{_gu 5 m,
. d (m) L
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Simplificaremos (A.3) utilizando el resultado de Feyman [18]

X0, =x! “ hIN

¥ { ! Lx D et I ]
J L’»» — Azl—! '} . é‘nt-i _\—-vgij;(ﬂ, ‘l»l)ﬁ-
corex M0 QL Gtk TR Tt e R

N

. e’ )('.’.l Ay ]‘\ - ( L WY \
: ¢ (SL J ok senhwT

(a.4)
- n T : nn
el L [T [ el s
’ \r{Q‘W\wﬁ Jg 25 ¢ E(axlt 1hsenhuT

Wt T

e et ioshiT- 2xc « 28 (e 0028000 T ) 4 (A gy T8 )|

con

‘ - a |, (T
A;_‘(;Lte*x&) A . Jdte““ Jtt). (a.5)

Usando (A.4) y (A.S5) para evaluar la integral sobre las q's de
(A.3), llevando el resultado a (3.5) y efectuando la integral so-
bre q(z,)~), que también es gaussiana, obtenemos (2.7), en donde
ya hemos dado la versién discretizada de las expresiones que en
nuestro caso corresponden a (A.4) y (A.5).

En cuanto a la cota al propagador (2.6) tenemos que éste se
puede escribir en la forma (A.3). Ahora bien, el exponente del in-
tegrando de (A.3) es la suma de la energfa cinética de las particu
las (primer sumando), la energfa de Coulomb (segundo sumando), 1la
energia del campo EM libre (tercer sumando), y un cuarto término
asociado a la interaccifén entre el campo y las partfculas. Este Gl
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timo té&rmino es imaginario puro, por lo que su exponencial tiene
médulo 1. Entonces el propagador (2.6) est§ acotado por el produc-
to de los propagadores del campo EM libre y de N partfculas inter-
accionando via potenciales de Coulomb:

<<y s ',HH“P('PH&\Rw'-—:&',‘.{515\ <
(A.6)
e A wpl-p ‘,1';‘3 HURY I EARRY 48 niespl-pr, MFLY

o SSN 2
donde H =/ . (31/2m). Este resultado constituye la generali-

P,Q i=]1
zacibn del teorema 15.6 de [22] a campos EM din4micos.

Si nos restringimos al caso de una sola particula (N = 1), la
ecuacién (A.6) nos proporciona la siguiente cota para la funcién
de particién

2
7 PRVIPR.L ) . (a.7)
Snztg ‘V(W Zia

Si ahora introducimos el sistema con una sola particula en un po-

tencial externo <#(i) tenemos

2 (ﬁ?{\—lf’l ZEN‘QJA"? éx?[-P#‘(i’l‘} '

que es la generalizacién del teorema 9.2 de [22] a campos EM din&-
micos. Para este caso, y llamando Ej a la energfa del estado funda
mental, obtenemos la cota

expl-pE,) <t epl-pigl] s( an )M‘ £ [A*i‘ opl-pt) -

n Fh"'
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APENDICE B

OBTENCION DE (3.6)

Vamos a obtener la ecuacifén (3.6), que no es otra cosa que el
valor de la integral (2.7) cuando H—0 (P = 1 ). Para ello vamos
a proceder por pasos: 1) desarrollo de G(¥) en una serie de poten-
cias de M, considerando la serie formada por todos los té&rminos de
orden Mn con n 2 1 como una perturbacién; 2) desarrollo de la expo
nencial de tal perturbacién en una serie de potencias; 3) estudio
del orden en K de los t&rminos obtenidos en este filtimo desarrollo
y seleccifbn de las primeras correcciones cuinticas; y, 4) evalua-
cibén explfcita de estas primeras correcciones cuinticas.

Paso 1

De acuerdo con lo dicho en la seccién 3.2, en el 1lfmite K- 0
las primeras contribuciones cudnticas vienen de la permutacién iden
tidad, para la que se tiene las ecuaciones (3.2)-(3.5). Sustituyen
do (3.3) en (2.10) y teniendo en cuenta (3.4) y (3.5) los primeros
términos del desarrollo de (2.10) en serie de potencias de ¥ son

Qla): — .’l‘.“bi -ﬁQ'gL,l— 2- 1'2 »
(?‘ﬁé St 2 %7{\ - S ') nj‘-* im\'i';-i'j

u[h (EL,L' g]'ﬂ"‘bzs + (§¢‘¢_—§j’l)d QL?QEC'L-%A\& 4‘&\ -



-202-

1 Md N .
4= = o 3 d}k | (Q”l s R .
i 2 Zq L’—I j . 3 - 2 ch;,i- g{,’(’_. ) E((?, I\)] ’
2:5“‘ ‘_L‘-| ‘3:‘ }‘-Ll (m‘ W

2 Bt - a1 3 -Jﬂﬁ—?
.«[2»9., (%—4 [t-clet- F"\GIL‘L‘ -N(wPh) ,] e

;...'k,[@‘yg-g}i;‘)i‘(bs,x)]. (B.1)

donde D;j y Q:g son el vector dipolar y el tensor cuadrupolar

DL ' WYL 30’;—,-1\"(«-'«1)1_ (-5, e
T Jz
Powar FAAT

s'.'xJ

(B.2)

y hemos adopatdo el convenio de suma en los indices repetidos

para los subindices a y x , asociados a las componentes x, y, z,
de un vector.

Vamos a agrupar los términos de (B.l) por su orden en H.
Para ello usamos (3.4), (3.5) y que en limite —0, § ~ pH, tal
y como se explicé en la seccidén 3.2. De orden %° tenemos tres

términos: el libre (energia cinética), el de repulsién electros-
tdtica, y
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ERE SR ) gJﬁ"e‘ ek, o o

;\-1""' P w2 o L.l'gi't_ﬂi(ﬁ.ﬁ)](

pe )
LUz i A2
'}

R(¥-

-Y.) - > -

) [(Sjlt-gl'z'_‘)i(z,m] '

proviniente de la interaccién campo EM-particula y que por la con
dicifén de contorno (3.2) es nulo ya que

N4
é (B - ga,tq}i(‘:,m = (ZL‘M+,-'3'Ll0)‘£(h,A)=o,

Asf{ pues,
+| N 2

Go= G E)-pH. Gk=~1—"g § ) (BubeBit 54—) (8.3)

=A L=

y HC dado por (l1.1.4d).

El Gnico término lineal en K tiene su origen en la inter-
accién dipolar,

(2% N
b2 LY ™ D% 4
q @)X 8 2§, (B.4)
4 21\; 5T ll’.-zj‘ [ s

ya que la otra contribucién posible, con origen en la interaccién
campo EM-partfcula,
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24‘57\127'-‘_'“2(2_(
Y

e xccmt

.n\“

~

= Lg,- i,_. LVEEN]

LG rp.2 2 2 2 o w .
xe b Y XJ [E(S\’.ﬂ* S;.L_.’ §j‘y - SJ‘-'*)]L(gj,("gj,l"‘)dh’“]

se anula, (basta hacer el cambio i—j & 1—1' para verlo)

El témino de orden “2 es

G, (3) :q rz:) + G,

~

donde

Q% 42 o i ‘ ¢ de
1 {)._‘__ 5\ 02\_, ‘)L,a(gg‘t‘g\,tx L% )
mh [ Dy 13«2-?11
- Mst N
R
ST B N W L
ZPj‘\l XA ‘] v AL (W
AL?U. X

A6 -3, L0 2R N e)‘[til,u-ij,i;‘\'e"(hm
para r=1,2, y

9'= LR o S B 510 28

I

(B.S)

(B.6)

(B.7)

(B.8)
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‘l“: —w? [-";(Pm‘% le-vpet- Pﬂli a]- (B.9)

vamos a simplificar estas expresiones. Desarrollando el cuadrado
de (B.8) y usando la condicifn de contorno (3.2) resulta

Fra g2 ok :
(’l 4(§):._ﬂ_ Z J_‘&_ _{il_b:)l_l'((‘\f"N.M) , (B.10)
Pkl A2t ORP Ww? 2

N Ay A N - 2
165 - |2 DG 3 itan &L [ @
) Lz L= ¢ o 2

F
Con respecto a Gzz, si desarrollamos la funcién g2 de (B.9) tene-

mos

cf;.u:-[ T:‘i‘%“l‘ U U6 - 20085 wa (L0 w}\wu.v) |-

Teniendo en cuenta (3.2), al efectuar las sumas en 1 y 1' de (B.7)
todos los términos, salvo el -211° 82, van a dar contribucién nula,
quedando

F ., it o~ >
G, (&)= % 2 A3k layP HGT wm) (B.12)
BR A2 o
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N ﬁ X LEZ %ﬂ 2 ?
G vz | J, &7 2 SE@NE T (B.13)
(BT L:4 "
Resumiendo,
. R , 0 a /R n )
G2 G P+ G Gy &) G0 (B.14)

donde los indices K, D, Q y F hacen referencia al origen de las
contribuciones (cinética, dipolar, cuadrupolar y campo). Las ex-
presiones que nos dan los términos que aparecen en (B.14) son
(B.3), (1.1.4d), (B.4), (B.6) y (B.10)-(B.13).

Paso 2

o, .0, 1, F2 3
Consideremos G, + G, + G,~ + G,° + O(K”) como una pertur-
bacidén frente a GK - PHC y desarrollemos su exponencial en se-

rie de potencias, esto es,

(= N W1 ez
Zyas L 2 J T coptophe) [ 11898 exple (531
h : ¥
(B.15)
09\ { D Q. y F). v
* __!.6| 4(‘\2- é‘l'Gl +0(“5}] *

mzo M
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Paso 3

En (B.15) sdlamente nos podemos quedar hasta términos que va
yan con )(2 pues en el desarro%lo de G(¥) despreciamos Srdenes supe
F <

riores. Ahora bien, G?, Gz, G21, Gz2 y (Gl]?)2 van respectivamente

con P3/2“' p%n?, wr?, pzﬁz Yy EK%. El resto de los términos

de la serie de (B.15) van con &rdenes superiores de K. Asf pues,

5

R O Y N = R
VAP :‘, zen,a Sg‘i Y &F(-Ftlc\ Ej\'\:‘.ﬂsg3 e;,aff_q“(%\'l »

- AL LN
‘[‘.AL—\?»%(G:‘) s, 0 m"lf» G20 ]

cuyo primer término se puede integrar f4cilmente:

Ll [Ny W , (B.16)
Zu,& _N' Lenu | ‘j(d' ’L{(:.‘\P}‘L\. "ZM“\
donde
M 1. .
< Y { AE i .
Z,a= (M - - —, exp[ & (B)] -
M jt:t U0 (.m")'c‘\hb)v,’ i1 ("\"Z‘nkmyl' Pi o

(B.17)

- p ¥ Y
(&Y 1cad 6y 646
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Paso 4

Evaluemos la integral de camino (B.17). Para poder integrar
mds ficilmente diagonalizamos el exponente Gx(f), dado por (B.3).
Asf pues, efectuemos una rotacién

. -ty
5. G+ o Oy o
: = . . (B.18)
- - 5
§;,H Ay i &{ nn kia

tal que

-y N - e
GB)s- ) S (g L E A

- 705 m :
1 ah* =4 -
4 (2 =
P 5"|H
-0 0
B IR 2 B L
A -] e o2 0

<
A=l
ot e .
.
©
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se diagonalice a

son las componentes de los autovectores de la matriz Ai

Las ai ml
14
con autovalores a; o Como el determinante es invariante bajo
’
transformaciones unitarias, tenemos que
o (8.19)
,‘L‘T."‘\\:pd‘lzﬂ".. .
<4

Bajo el cambio (B.18) las diferentes G que aparecen en (B.l17) se
convierten en funciones de ii 1 del mismo orden que tenfan en

r
ii 1° Entonces, para efectuar la integral s6lo hay que usar
r

lw 2 »
} FULE -(n+12) T‘,,\,‘{\ , (B.20.a)
T -0l
40 Jant
nt _ay
j ax =0 . (B.20.b)
R

Antes de integrar (B.l17) de la forma que acabamos de explicar,
vamos a estudiar la 1nfluengia del campo en la interaccifn entre
particulas. Empecemos por Gzl, ecuacifén (B.10): desarrollando

F
I(Gzll N, M), ecuacién (B.1ll), tenemos
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-

[y
HlEsoy

\lleﬁtl‘ [Zg m‘\kgjml) (f §L1\LRE,LU(E§JM_ (hgl,m)-

MRS {wg \(E%m-\*(Egc,z..)(“"lL\,(Efj,m-‘\(ﬁij,m\]-

Supongamos que i 'r‘ j; entonces hacemos el cambio Ei l‘_’gi 1-1*

Si 1e1 — gi 1 (s6lamente para la i), ?ajo el cual el exponente
de (B.l17) permanece invariante, pero 1(62 + N, M) cambia el signo,
que implica que la contribucién de G 1(1 # j) a (B.17) es igual a
menos ella misma, , por tanto, igual a cero. Asf pues, sblo i = j
contribuye. Para G 2 tenemos que haciendo el ca.mbioF(B .18) el ex-
ponente de (B.1l7) se hace par en las )Li 1’ bero I(G2 + N, M) es im
par a no ser que 1 = j, en cuyo caso es cuadr&tico, de forma que,
por. integracién simétrica, s6lo el caso i = j contribuye a la inte
gral (B.17). Concluimos pues, que, hasta orden Mz, la interaccibn
entre particulas distintas estd mediada por el potencial de Cou-
lomb y no por el campo EM.

Pasemos ya a efectuar las integrales de (B.17). Analicemos
primero el témmino que va con Gg. Al efectuar el cambio (B.18) el
exponente de (B.17) se hace par, pero G?
tegral serd cero, que nos permite concluir que el té&rmino dipolar

de (B.17) no contribuye.

es impar, por lo que su in

F
Integremos ahora el sumando de (B.17) que va con Gzl, que es

la primera correccifn cufntica (recu&rdese que va con pn ). Ba-
ciendo el cambio (B.18), usando el a -1/2 de (B.20.a) conn =1y
teniendo en cuenta que en nuestro caso a = [m(M+1)ai'1/2 p)lz:] ., ca
da integral sobre '}71'1 da un factor
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VY
1)
L

’

T %\2 Ny f o0
l _,;\P-_A‘_.\\l ‘ ( .L.

de forma que, considerando los (m 12 nKSfyz del elemento de volu-

men, el factor global resulta ser

'wnLH~13]3Nﬂ lﬁ Nt
{- 'ZT\P&'} iﬂ :}4 (‘i\.,i\

que, usando (B.19), es igual a

. '\5?4'[1,
(fnﬂfS
1 de la ecuacifén (B.20.a) (recuérde-

Todavia nos queda un factor a
se que n = 1 y s6lo hemos usado a-l/z). Para M = 1 tenemos

F1
I(G2 +N,M=1) = 0. Para M=2,

N
1 ._112[<z'xt.‘wmd)z,(z&,p(tzih,ﬂ :

donde hemos usado que s6lo i = j contribuye. Intregrando obtene-
mos un factor
b

(R

IAl
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Para M = 3,

JLGY N M -

£~

N
Ay 3 Y 1 R 2 1 D
3 LR P G P, PR T
i

B RE e YR

que, tras integrar, da lugar a un factor

i 1Y
5 e

™

En general, para un M arbitrario el factor que viene de los a_
es

1
NLMJ)% (_&ﬁ]lzisl. (B.21)
M4 o

22 > 3 3
Usando que € “(k,A) = 1 y que (M-1)~/(M+1)~ tiende a 1 para
M — o) concluimos gque

! R f Anify 1 '
ZN‘a(G: )=-(2r::;w) ! 2N %g , (B.22)

'

con C’ dada por (3.7).

Andlogamente se evaluanplas correcciones en (B.17) que van
con p2x?, debidas a 6 y G,%. La contribucién de G va con la
traza del tensor cuadrupolar Qij'“l

, que es idénticamente cero
(cfr. ecuacién (3.2)), por lo que
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_7.”1((1;\".(). (B.23)
Fa
En cuanto a G2 obtenemos
: = N 242
0} _ m . 1y
Z, (6= (_—L‘) N ER e, (B.24)
JT\F m

Para el t&rmino de (B.17) que va con P3)(2, el (G?)z, resulta

' . ’ RL ) 3} q
ZL“L(S?)I\'-(._”_“T_\ Py pth {f’f_\ D, (B.25)
‘ 3“{“‘} 2 m \om
o) Fa2 - D, 2 3
con dada por (3.8). Para G2 Y (Gl) en lugar del factor (M-1)

de (B.21) se obtienen respectivamente M3 + %]; H2 - 1—;‘3 M+ 27 y

M3 -5M2 + oM -4,

N6tese que fz )-()2 es el finico invariante bajo rotaciones no

-
trivial de orden cuatro que se puede formar a partir de ¢t y ; ’
por lo que de antemano, y mirando las ecuaciones (B.10) y (B.1ll),

se podrfa haber predicho que la contribucién de Gi‘l irfa con

- P

82 ;2 +» Y por tanto, con ¢ . Lo mismo ocurre con Gll, ecuaciones
(8.12) y (B.13), y (G))?, ecuaci6n (B.4). En estos dos Gltimos ca-

sos los invariantes son *&'2 Yy .1), respectivamente.

De (B.16)-(B.17) y (B.22)-(B.25) se sigue (3.6).
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APENDICE C

JUSTIFICACION DE LAS ECUACIONES (3.10) - (3.13)

Vamos a probar en primer lugar la ecuacifn (3.10). Se trata
de estudiar el limite f —0 de (2.14) bajo las hip8tesis (3.2)-
(3.5). De (2.15) y (2.16) se sigue que

(CeDY =)

- L(@‘ Z_,Z cEx\
iy s

wsku?ﬁ_! k—w\ WP%\

(c.1)

ALEEN(E, -5 RS - E(B,x\’é'u[(zw)wlct-wlﬁ’r\a’]’]*c(ﬁ’).

Los t&rminos escritos explfcitamente son de 6rdenes K y Hz. Como

queremos calcular la correccién de orden Kz a <K(i)>c1, al desa-
rrollar la exponencial de G(?) en (2.14) nos hemos de quedar con
aquellos términos que sean de Srdenes cero y uno en K, es decir,

con

expl G, (B)-pHc] [ 1+ G, ’1 (c.2)

(cfr. apéndice B). La integral que resulta del primer término de
(C.2) y del primero de (C.l) no contribuye pues el resultado de la
integracién irfa con g(ﬁ K, que es cero. El primero de (C.2)
con el segundo de (C.l) tampoco contribuye pues, bajo el cambio
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(B.18), G, se hace par en ii 1 Y el segundo de (c.1) impar, lo
14

K
que implica que la correspondiente integral se anula. El1 segundo

término de (C.2) cuando se combina con el primero de (C.l) da una
' parte cubica en §i 1+ por lo que al efectuar el cambio (B.18) va
’

a quedar la integral extendida a todo el espacio de una funcidén im
par, que es cero. Por iltimo, los términos segundos de (C.l) y
(C.2) combinados dan orden Ms, por lo que prescindimos de ellos.

Asi pues,
RG>y~ oK) L K-,

que no es otra cosa que (3.10).

Todo lo dicho anteriormente es trasladable a ﬁ, eucacidn
(2.17), obteniéndose (3.11).

En cuanto al campo eléctrico, la ecuacidén (2.18) nos dice que

la integral de camino que define <E(})>Q es la misma que la de
2y Q° Procediendo de la misma forma que en el apéndice B y desarro

llando l/ZN en serie de potencias de ¥ se llega a (3.12).

Q

Para obtener (3.13) basta usar (2.19) con ZN,Q dado por (3.6).
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APENDICE D

OBTENCION DE (7.56)

La masa ffsica del fermiSn a temperatura finita mR(B) ests
dada por (7.55) en t&rminos de los coeficientes x?1'0 (x=a,b,c)
evaluados en la capa de masas pz=m§. Estos, a su vez, vienen da-
dos por (7.15)-(7.17) en té&rminos de las integrales IB(a), UB(a),
IF' UF’ CB(a) y CF’ cuyas expresiones son (7.21), (7.22), (7.24)
y (7.25). Asf pues, habrd que evaluar dichas integrales cuando
p2=m§. Aun m&s, la masa A del fotdn que aparece en la densidad la

grangiana (5.40) se introdujo para evitar las divergencias infra-
rrojas; pero los resultados fisicos deben ser independientes de
A, por lo que debemos tomar el limite A+0. Es decir, queremos cal
cular (7.21), (7.22), (7.24) y (7.25) cuando p?-m} y A+0.

Recordemos que segGn (7.21)

=th l' 5%3 2
- 2pR4AL e BiIRWI_, ?’mh

Ahora bien, el integrando es una funcién impar en k“, por lo que-

Igm) 20 ., (D.1)

?1:'75\.;' A:O

Pasemos a UB(uf. También de (7.21) se sigue que
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1

J J.“'Q wR S(.'Qz’

Ug () .
3 —1P'eu'.i eP‘b“".( Pz-,,fg

sz'"\‘lgl?‘:o

Eligiendo los ejes de las variables mudas de integracifn x° Yy k

paralelos respectivamente a u Yy p\’-gu\J podemos escribir

o 2n n +o0
: J k‘d.eL J.‘?LSQ«SJBLOO dky «

Ugdl .,
rt'mg.%:o 0

x 4 [ [} §( ‘k\*S(bﬁvh) -
-2(8R, - pRus 0)4is o BRI, 2,_,2.\‘[ y-R) ]
s~ “.3 2 (gdvt) . (5.2)
8 E-e

De la misma forma, a partir de (7.22), (7.24) y (7.25) obtenemos
que

o ! o0 \ R
Loz 1. =.“_J dk M;*{b) (D.3)
PR A0 20U 2(mg)
v - ™7 ! (D.4)
A2 R P -—1 deeN ()l ), .
s 7zo P.‘:“}z 2 Jo
3
caw\% - _:P_z R (D.5)
To
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o0 3 }
CF -—21\5 dk —b—NE_('i’_ ’ (D-s)

donde

Ne = ! , b(w)z\]"z’+m"§ , (D.7)

exp [ B(Vlhmy ~w)]y

Lotkys 2| BB, Ltl)zala [ERoplme) (0.8)
!me E'h.-»fb(w)

Llevando (D.41)-(D.6) a (7.45)-(7.17) con pz = m% , ¥y lo que re-
sulta a (7.55) obtenenmos (7.56).
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APENDICE E

OBTENCION DE (8.30)

En la seccidén 8.2 obtuvimos las ecuaciones (8.20) y (8.21),

vt
que nos dan las componentes n(ﬁ) (k) vy ngg)\n(k) del tensor
de polarizacidén en términos de las integrales HI1‘1, H'f", n’;z y
n'fz, dadas por (8.18), (8.19), (8.22) y (8.23). En este apéndice
vamos a elaborar un poco mds estas ultimas.

Empecemos por Tli‘,‘. De acuerdo con (8.18) tenemos

. ! s} . 2
neoLlen @l neblntig, (E.1)
I It L]

estd dada

n(R)o

donde la parte independiente de la temperatura
por la segunda de (8.10) y n:'f y T\ﬁ'fﬂ por (8.14). En concreto,

de (8.14), (8.4.b) y (5.44) se sigue que

L . L
n PI 2 jc{”P ole.m")v\FlP}{ whiwipe) | '"; wlpa) ]
" LY R JRTAEE N Wi

si K=0, y

M s L5 [l e[ Zperdeph | 2plpuned

(LY . . :
2K k! -1?\& sLE ks R ut
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si K#0. NOtese que cuando K=0, pk=(pu)w (w=ku). Para efectuar es-
tas dos integrales elegimos los ejes de las variables mudas p° Y

p> paralelos a u’ y kV-wu", con lo que

nte_ 2 r’do ot (p [ 2mtowtozwpie)  amdowlawpv) ]

- + - (E.2)
ooatle U gy Lo wda2upoasE  wh-upm ik
si X=0, y
nLP - el'e'l (& D"NC (YR ubz("‘)"'\nzu Zwb',"\\u \
“ - - d’b e .\+(‘°\’ ™~ -»-(?‘j (E.3)

Ly o) b 3pK Y

si K#0, con No(p) dado por (D.7) y Hx(p) por

2 . VoL
Hato)z ( la?- 2uopm) -20¢ + 8 )t (e-w) . (E.4)

2 2un(m) +2pK +LE |

De manera andloga obtenemos

L2 2 (2mba)Vwnd

Blwl-lnd) (E.S)
z=A
14 én wlex?[;s(&;_‘b\]bﬁf

si K=0, y
n" S {wd-b ) 24 o) pim) -] 000w K} + (w‘_,-wm
o U, w) & explp(lptmi-wl-w) Yt T

(E.6)
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si K#0, donde

~ 1
,‘.‘.‘.\‘ " \w‘ - Crt

ElkTleplin) - 3R 9_,::-2\»95.‘1«1?»:':

(E.7)
Procediendo de la misma forma llegamos a
T RN T h
LN e e R S R (E.8)
"W i 1y
(R)o
con Tl dado por la segunda de (8.10) y
TP 11 L1
L i i
TH| n|| ' —quP - T i (E.9)
si K=0, y
LN LA ., ® L LRI
P . 4 i DYW=gal v
L | c= ) ap RS ———“"hh(p\] . (E.10)
2 8] b, i S ) QPK

. '\ZP (L i L ~

n(: : l“”‘s"'i (2\»3;)1*)/[ CLFM.
M v Y.lu\)

{‘ @(’P,w.!‘\

1 {wer-w)
e’vp[P(\ptM~\~l-t~)]41 N H

(E. t1)

si K#0. Los coeficientes nfz y ﬂzz , dados por (8.22) y (8.23)
se tratan de la misma manera.

Vamos a utilizar las expresiones encontradas para evaluar los

limites (8.29) que proporcionan las masas eléctrica y magnética de
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los fotones. Comencemos por (8.29.e). De (E.1), la segunda de
(8.10), (E.3) y (E.6) se sigue que

) a2
I i tet [T mlnT) v
fo o2 0 D (2.12)
wss T nim
K20

A su vez, (E.8), la segunda de (8.10), (E.10) y (E.11) implican

que

T
lim H”-O .

w=0 (E.13)
k=0

Finalmente, llevando (E.12) y (E.13) a (8.29.e) y usando (8.24)
obtenemos (8.30.e).

De las ecuaciones (E.1), (E.8), la segunda de (8.10), (E.10)
y (E.11) se sigue que

ﬂt‘ \YQZ:O) =0 ]

(E.14)

0 .
T le? 2Ne o)
n \}21:0)3 — 'S b E ’
B 2 Js © o)

que llevadas a (8.29.1) y usando (8.24) proporcionan (8.30.1).

Por Gltimo, a partir de (E.1), (E.2), (E.5), (E.8) y (E.9)

obtenemos

M -~ ' ! e 7 1 M2~ 2pd)
PN ﬁ“ = Zlm\ ﬁ\- = ,_"f_ 3 :zfgj—i————'“_\l;"33 .
w3 nay M mt ., 73 m)

'N=9 W=
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Introduciendo esta ecuacidn en (8.29.t) y teniendo en cuenta (8.24)
llegamos a (8.30.t).
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APENDICE F

OBTENCION DE (9.34)

En este apéndice vamos a obtener la ecuacidn (9.34), la cual
es el resultado de sustituir en (9.33) el valor de las integrales

I 12 e I4 de (9.32).

1'
Para calcular I1, 12 e I4 es necesario conocer la forma de
V7T , ecuacidn (9.30), cuando pv=p'v. La delta de Dirac

6((p—k)2-m2) que aparece en (9.27) se puede escribir

donde S(n‘1)(x) es la derivada (n-1)-&sima de §(x), obtenemos

[

' | N ' .
[ R A Vg i) niy)
8 : ) . : L 'Y [N N . ; 7
BRI LN [N l\\‘ﬂt]

(F.1)
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Entonces de (9.30) es inmediato que

' (F.2)

I’tf_pf,n . JA(QL k* FPP“

con f(p,p,k)|p2=m2 dada por (F.1).

Pasemos a calcular 11, I2 e I4. De (9.32), (F.2) y (F.1) se

sigue que

-

L. 2 |k $'(p i m?)
{: | -

I&‘f

i Y
épk‘g'k“’l b f_\li'ml
Haciendo el cambio de variable p-k+k, eligiendo los ejes de las
variables mudas de integracidn x° Yy k3 paralelos respectivamen

te a u’ Y pv-Euv, e integrando por partes tenemos

{

I‘:'E*J de\ (,J &.\etej PURTERE _, ,L—m—s—'

v -% ps +4

o, lo que es lo mismo,

I“—J T BNt [ L plleo] te)]
o Rim) * i) F
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con k(m) y NF(k) dadas por (D.7). Ahora bien, integrando por par-

tes,

o 21,2, ©
'SJ odeﬂﬁ_)g :\Lh("‘)'rl - ‘/ Jh_’b\LNFlk) '

iJ, 11 -
¢ Rl ‘¢ k%mq
de forma que
- b w \‘ Y,
1‘-__6?J de Nete) (F.3)
m e kim)

A su vez, de (9.32), (F.2) y (F.1) obtenemos

© L (e atlet) \ { Slip-)’towh ﬁ
-~ Vs 1l

= ldoR thu) { e : . : R
2'1‘} PRl Llpk-«z\l 2pRst AN R B is’:m1

Haciendo en el segundo término del integrando el cambio p-k-—k,
eligiendo los ejes de la misma forma que en el caso anterior e

integrando por partes en el segundo sumando llegamos a

. N E A T LS b2
-l:.i_.J ,.LL::J NJ meiej Aoy | T
¢ w LRl 22k, -2pkne)

(F.4)

SISO R B Sl A a—

Para electrones no relativistas, es decir, €<<m, tenemos
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- 1 Ln o et el A
e 1 . -
a5 | Rk g etde L T2
mt l ’ Ju i, | LeP™'y L
~ l ! 1
Sl ey Lo ek (G Ae)

chy tR 2ev g BURIRL
que tras efectuar las integrales la podemos escribir

- et

i -
+ —1. 4 0( . (F-S)
'\Jfklfml 2 e)

-
-

Por Gltimo, de (9.32), (F.2) y (F.1) se sigue que .

tos gy o= it Lieh {
et JCL“R (pr- Tur)) — -
¢ md, 2 ’ eP R iipkest)
) I s
S iaeal Y
. { < lp-rltm \
- - R :3\"'—Q‘L,“‘~\') P v -
(Iph () 2pUs M Tptia
Procediendo de la misma forma que con 12 resulta
Lo» ™o e U 1 B
. 13 C (kg Rt
TRyt J ‘C)Ali‘j dy ‘ sebde | e v = -
R sl oo Lo VPRI gk 2pRmb)
(F.6)
o !
i oo {22 Rwst) |

L
T L ITITTOTTITS Tateioa !
e 200 IR, Srpkat epligi-Ly

Al ]
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que para electrones no relativistas se simplifica a

. ) -V o Sl RV 3
P ‘o . i o H f D
- aL T Te- | RdR .‘v RN ] | okp,_; k ot -
‘- g o, 4
AR!
\uu-o-h) { Al oy . ‘ {
Hetm i W) .
LA Lol ¢ ' Ba- «up) -
ct N A Ohv PN ‘,'\'Yf‘."(‘.‘,) eP(lb-\ f"‘d \‘ ()’
Efectuando las integrales llegamos a
4 3 Zl < ;e ©
- “ 4 = ﬁ-— 11 B u‘\(‘\ . (F-7)
. 36 3% d
Llevando (F.3), (F.5) y (F.7) a (9.33) obtenemos
el
(F.8)

Ao Ly '
Sé‘ﬂmnl L)

que es precisamente (9.34).
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