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INTRODÜCCION

La Teorla Cuântica de Caunpos a tanperatura finita (distinta 
de cero) estâ adquiriendo un papel muy importante en la Fisica 
Teôrica durante los ûltimos anos. Son muchas las âreas de la Fi­
sica en las que es necesario un formaiismo cuântico de campos a 
temperatura finita. Piânsese, por ejemplo, en los plasmas, en los 
sôlidos, en la materia condensada, o en los problèmes cosmolôgi- 
cos.

En la presents manoria se estudian algunos aspectos de teo­
rlas y modelos cuânticos de caunpos a temperatura finita. Para en- 
cuadrar auiecuadamente nuestro trabajo dentro de la literature que 
sobre el tenta existe vamos a hacer un pequeno resumen de la situa- 
ciôn actuel.

Veamos en primer lugar las diferencias entre un sistema des­
cri to por una teorla cuântica de campos a temperatura nula y un 
sistema descrito por la miana teorla a temperatura finita. Cuando 
la temperatura es cero, si no se introducen particules desde el 
exterior, el estado en que se encuentra el sistema es el vaclo.
Por el contrario, a temperatura finita, el sistema estâ formado 
por un gran nCknero de particules, que forman una colectividad es­
tadlstica. Por ejemplo, en el caso de particules libres, y en el 
referencial en que el sistema se encuentra en repose, éste es ta­
rie descrito por las distribuciones de Fermi-Dirac o Bose-Einstein, 
segûn se tratase de fermiones o bosones. Este sistema estadlstico 
puede ser considerado como un fluido perfecto, que por encontrar- 
se en equilibrio termodinâmico, estâ caracterizado por un parâme- 
tro invariante Lorentz relacionado con la temperatura y un cuadri- 
vector u^ tel que u^ = 1, de acuerdo con [ij .

En 1974, Bernard [2] obtuvo, utilizando las ideas de Matsuba- 
ra [3], las reglas de Feynman para una teorla cuântica de ceunpos 
a temperatura finita. Para ello considerô la funciôn de particiôn
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del sistema en cuestiôn en el inercial en que dicho sistema se 
encuentra en repose.

Z = tr[exp(-H/kgT)J ,

donde H es el hamiltoniano, kg es la constante de Boltzman y T es 
la temperatura. Expresando Z como una integral funcional y usando 
métodos funcionales obtuvo las reglas de Feynmam. Las caracterls- 
ticas pricipales de éstas son: i/ las energlas sôlo pueden tomar 
valores discrètes (2im/6 para los bosones y (2n+l)ir/6 para les 
fermiones), ii/ son a tiempo imaginario, y iii/ no son covarian- 
tes. En el mismo afîo , Dolan y Jackiw [4] utilizaron estas réglas 
para calculer el potencial efectivo en a dos "loops". Poste- 
riormente, Kislinger y Morley [s] las usaron en el estudio del 
potencial termodinâmico de la Electrodinâmica Cuântica (QED) y su 
renormalizaciôn , y Gross, Pisarski y Yaffe [6] en el de la Cro- 
modinâmica Cuântica (QCD).

Dolan y Jackiw [4] propusieron en el mismo 1974 unas reglas 
de Feynmam, alternatives a las de Bernard, a tiempo real y en las 
que la energla podla tomar valores arbitrarios. Para ello prolon- 
garon analiticamente los propagadores de Bernard usemdo el método 
de Fetter y Walecka [7}. Estas reglas tampoco son covariantes. Sin 
embargo, esta dificultad se soluciona fâcilmente: basta elegir co­
mo eje de tiempos el que détermina el cuadrivector u^ que caracté­
risa al fluido térmico. El principal inconveniente de las reglas 
de Feynman a la Dolan-Jackiw es, como ellos mismos senalaron, que 
en los câlculos perturbativos aparecen singularidades del tipo 
6^(k^-m^) , donde el exponente N es N :j’2. Esta situaciôn se da, por 
ejemplo, cuando se calcula el potencial efectivo a dos "loops" en

La versiôn no covariante de estas reglas de Feynman ha sido 
utilizada, entre otros, por Peressutti y Skagerstam [s], y Dono- 
ghue, Holstein y Robinett [9] para evaluar las correcciones tér- 
micas de orden e^ a la masa del electrôn en QED; y por Tarrach 
[10] para calcular a orden e^ y a teaperaturas bajas las longitu­
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des de correlaciôn elêctrica y magnêtica del campo electromagnê- 
tico (EM) en QED. Weldom [iĴ ha usado la versiôn covariante para 
estudiar el limite de altas temperaturas de un plasma electrodi- 
nêmico con fermiones de n^asa nula.

Takahashi y Umezawa [12] propusieron en 1975 un tercer for­
malisme para estudiar una teorla cuântica de campos a temperatura 
finita, al cual dencxninaron "Thermo-Field Dynamics" (TFD) . Las 
reglas de Feynman a las que da lugar la TFD son a tiempo real, 
las energlas pueden tomar valores arbitrarios, y no dan lugar a 
singularidades del tipo 6^(k^-m^) (N)̂ 2) . A cambio, cada propaga­
dor adquiere una estructura matricial 2x2. La components 11 de 
esta matriz coincide con el propogador de Dolan y Jackiw. Son pre- 
cisamente las demâs componentss las que cancelan las divergencies 
6**( k^-m^) (N^2) . La idea fundamental de la TFD es construir un
estado |0(g)>, al que se llama vaclo témico, con la propiedad de 
que el valor medio de un observable en el fluido têrmico es igual 
al valor esperado del mismo observable en |0(g)) . Para construir 
|0(g)), a cada grade de libertad flsico se le asocia un grado de 
libertad ficticio . De aqul que los propagadores adquieran esa 
estructura matricial 2x2. La TFD tambiên tiene una interpretaciôn 
funcional a partir de la funciôn de particiôn. Sus reglas de Feyn­
man se hacen covariantes eligiendo como eje de tiempos el determi- 
nado por el cuadrivector u^ que caractérisa al fluido têrmico. Oji 
ma [13] ha adaptado la TFD a teorlas con invariancia gauge. Las 
aplicaciones de la TFD son muchas; citemos cü.gunas. Umezawa, Mat- 
sunoto y Tachiki han recopilado en [l4] un buen nûaero de ellas: 
cristales, metales normales, s\^>erconductores magnêticos, etc. Nie 
mi y Semenoff [l5] han calculado el potencial efectivo a dos 
"loops" en y han obtenido el misno resultado que por el mêto- 
do de Bernard. Matsixnoto, Ojlma y Unezawa [16] han estudiado la 
renormalizaciôn a dos "loops" de .

Mencionemos ahora algunos de los problemas que permanecen 
abiertos. Primero: ciertos aspectos de un estudio no relativista 
que abonden en la conexiôn que hay entre la Fisica Estadlstica
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Cu&ntlca y la Teorla Cuântica de Campos a temperatura finita. Se- 
gundo: la aplicaciôn de la TFD (esquema libre de divergencies del 
tipo ^(k^-m^), N>2) a teorlas flsicamente relevantes, como pueda 
ser la QED. En este miano sentido, la utilizaciôn de la TFD para 
evaluar las correcciones de temperatura a parâmetros flsicos, (la 
masa y el momento magnêtico del electrôn entre otros), y su ccm- 
paraciôn con los resultados obtenidos por el mêtodo de Dolan-Jac- 
)ciw. Tercero: la covariancia explicita de los câlculos. Cuarto: 
el estudio de modelos simples de los que se conoce su soluciôn 
exacta a temperatura cero. Quinto: las transiciones de fase. Y 
otros muchos mâs, como por ejemplo, el câlculo de algunas magni­
tudes termodinâmicas, los problemas fuera del equilibrio, etc.

En la présente memoria abordamos algunas de las cuestiones 
que acabamos de mencionar. El esquema de la miana es el siguien- 
te.

En la primera parte, estudiamos cuânticamente un sistema en 
equilibrio termodinâmico formado por un gran nûmero (N) de parti­
cules idénticas cargadas no relativistas en interacciôn con el 
campo EM dinâmico. Cuando las partlculas de este sistema son fer­
miones lo que tenemos es la QED no relativista a temperatura fini­
ta . Para estudiar este sistema de muchas partlculas utilizamos mê- 
todos de Fisica Estadlstica, segûn la cual toda la informaciôn del 
sistema esta contenida en la funciôn de particiôn Z. En el primer 
capltulo evaluamos Z para el caso clâsico (partlculas y campo EM 
clâsicos), y a partir de ella calculâmes los valores medios de los 
campos EM, magnêtico B y elêctrico E, asl como el de la energla.
En el capltulo 2 llevamos a cabo el mismo anâlisis que en el 1, 
pero en el caso cuântico (partlculas y campo EM cuânticos). En di­
cho anâlisis juegan un papel muy importante las intégrales de ca- 
mino â la Feynman, ya que la funciôn de particiôn cuântica viene 
dada por una traza, y cada uno de los elementos de matriz que en­
tran en ella se expresa ccxno una integral de ceunino. En el apên- 
dice A se muestra que el propagador entre dos estados del sistema 
estâ acotado por el producto de dos propagadores: el del campo EM
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llbre y el de N partlculas interacclonando median te potenciales de 
Coulomb. En el tercer capltulo se estudia el llkite clâsico X — »0 
del caso cuântico del capltulo 2, recuperando los resultados del 
capltulo 1. Tambiên evaluamos las primeras correcciones cuânticas 
a la funciôn de particiôn clâsica y analizamos las divergencies 
ultravioletas que presentan algunas de estas correcciones, relacio- 
nândolas con las que tienen lugar en QED.

En la segunda parte exponemos brevemente los distintos mêto- 
dos existentes para cuantificar una teorla de campos a temperatura 
finita y las reglas de Feynman a las que dan lugar. En el capltulo 
4 caracterizamos el sistema descrito por una tal teorla como un 
fluido perfecto en equilibrio tennodinâmico. Tambiên damos un re- 
sunen de los métodos funcionales de cuantificaciôn de una teorla 
de campos a temperatura finita: el formalisme de Bernard y la in- 
tepretaciôn funcional de la TFD. En el capltulo 5 recordeunos la 
interpretaciôn canônica de la TFD. La cuemtificaciôn de Bernard 
no puede ser interpretada canônicamente puesto que se basa ûnica 
y exclusivamente en métodos funcionales, sin hacer referenda a 
cçeradores creaciôn y destrucciôn. De hecho, la discretizaciôn de 
las energlas en el formalisme de Bernard es una consecuencia de 
las condiciones de contorno impuestas por la traza que define la 
funciôn de particiôn. Nosotros usaremos la TFD y sus reglas de 
Feynman covariantes.

En la tercera parte abordamos el problems de la renomaliza- 
ciôn ultraviolets de la QED. En el capltulo 6 demostramos que la 
teorla es renormalizable. Para ello usamos un mêtodo êuiâlogo al 
que para el caso han utilizado Matsunoto, Ojima y Umezawa [l6] . 
La renozmalizabilidad de la teorla se sigue de dos hechos: las di- 
vergencias ultravioletas son las mismas que a temperatura cero, y 
son independientes de la temperatura, (es decir, no van multipli- 
cadas por factores dependientes de la temperatura). Asl pues, para 
renonnalizar la teorla se pueden utilizer los mismos contratêrmi- 
nos que a temperatura nula. Este es el criterio adoptado en esta 
tercera parte. Tambiên en el capltulo 6 encontramos las identida-
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des de Ward-Takahashi (WT). En el capltulo 7 estudiamos la auto- 
energia del fermiôn y justificamos, usando argumentes de covarian 
cia, la conveniencia de usar los mismos contratérminos que a tem­
peratura cero. En el capitulo 8 ananlizamos el tensor de polariz^ 
ciôn del fluido térmico. Y en el 9 la primera correcciôn perturba 
tiva al vértice y a la corriente fermiônica.

Por ultimo, en la cuarta parte resolvemos de forma exacta 
los modelos de Schwinger, capitule 10, y de Thirring, capitulo 
11, a temperatura finita. Para ello usamos métodos funcionales.
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PARTE I

ELECTRODINAMICA CUANTICA NO RELATIVISTA
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CAPITÜLO 1

MECANICA ESTADISTICA CLASICA DE LA ELECTRODINAMICA 
NO RELATIVISTA

1.1 INTRODUCCION

Como ya hemos dicho, en esta primera parte de la memoria va­
mos a estudiar la Electrodinâmica Cuântica no relativista.Antes de 
pasar al anâlisis propiamente cuântico vamos a dar brevemente aigu 
nos resultados clâsicos. Asl pues, se trata de estudiar clâsiccunen 
te un sistema en equilibrio termodinâmico formado por un gran nûme 
ro de partlculas idénticas cargadas en interacciôn con el campo 
electromagnético (EM) dinâmico. Debido a que se trata de un siste­
ma de muchas partlculas, efectuamos un estudio estadlstico del mis 
mo. Ahora bien, de la Fisica Estadlstica, sabemos que la funciôn 
que contiene toda la informaciôn de un sistema es la funciôn de par 
ticiôn. En la secciôn 1.2 hallaremos la funciôn de particiôn del sis 
tema que nos interesa. Y en la 1.3 evaluaremos el valor medio de 
los campos EM, elêctrico y magnêtico, asl ccxno el de la energla.

1.2 FUNCION DE PARTICION

Consideremos N partlculas clâsicas (Cl) de carga q y masa m 
en interacciôn con el campo EM clâsico (3, t). Supongamos un fon- 
do homogéneo cargado, con cargas de signo contrario a las de las par 
tlculas, y sin grados de libertad dinâmicos, de manera que el sis­
tema es eléctricamente neutro. El hamiltoniano en el gauge de Cou­
lomb (^ X^j^(x,t) = 0) estâ dado por [l7]

^ci=



^p.ct = Z L  [ Pc - T

^cn.a" I ( V a A ^ )  J (1.1.c)

(1.1.d)

donde y son la posicifin y el momento de la partlcula i-êsima 
y la integraciôn sobre la x estâ extendlda al volumen V ocupado 
por el sistema. Nôtese que no hemos tenido en cuenta la autoener- 
gia electrostâtica (coulombiana) de cada una de las particules. 
Su inclusiôn darla lugar en la funciôn de particiôn a un factor glo 
bal exp(-|5NU^). Cuemdo el volumen V tiende a infinite el ceunpo 
Açj^(x,t) toma la forma

^  J (zTir
(1.2)

donde a(k , ^ , t) ( % = 1,2) son las amplitudes de campo complejas, 
c(k) es un factor de corte ("cut-off") ultravioleta (c* (le) = c (-le) ) , 
y |̂ £(k , 1), £(ie , 2), £(ie , 3) =  k/ |k || es una base de polariza­
ciôn lineal.

A continuaciôn, para cada modo (k ), hacemos el siguiente 
cambio de variable [l8]
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, X , t ) =  ( 1 . 3 . a)

+ > ( i . 3 . b )

bajo el cual (1.1.c) y (1.2) se convierten en

( 1 . 4 )

X=ta

Obsérvese que q(ie , X , t) y n.(k ,X , t) son la coordenada y el mo­
mento (complejos) de un oscilador de frecuencia u)/2n. (lu* |lc|c) 
y que satisfacen q*()c,X,t) = q(-k , X , t) y H.* (ic, X, t) = Ti(-jc,X,t) , 
lo que es inmediato a partir de (1.3).

La funciôn de particiôn clâsica en la colectividad canônica to 
ma la forma [l9]

(ir exp(-pH)

donde dP es el elemento de volimen del espacio de las fases y H 
el hamiltoniano. En nuestro caso tenemos

j I IX-»
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con dado por (1.1) # (1.4) y (1.5), y dcmde

. (1.7)
le> 2TT.K

Con reapecto a (1.6) hay tres comentarios que hacer: i/ todas las 
coordenadas y mementos de los osciladores del cëunpo EM estân toma- 
das en un instcmte dado t = 0 (no escrito expliciteunente) , ii/ (1.6) 
contiene una integral funcional sobre q(îc ,X ) y Ti(ic ,X ) , y iii/ 
prescindimos de la parte de la funciôn de particiôn asociada al fon 
do homogéneo cargado. Con respecte a la integral funcional que nos 
aparece, indicar que la vamos a tratar ccmo un producto de infini- 
tas intégrales, cada una de ellas sobre dq(k ,X)d-n.(ïc ,X) para ca­
da (ic ,X). Esta integral funcional aparecerâ factorizada median te 
un factor .

Haciendo en (1.6) el cambio ^ ^Cl^*i'^^ — * ^i ^
tuando las intégrales gaussianas, primero sobre las p^, y luego so 
bre las q(k ,X) y los n(k ,X), obtenemos

■ f (1.8)

donde Zg^ es la funciôn de particiôn clâsica del campo EIM:

que contiene la integral funcional que aparecla en (1.6). La ecua- 
ciôn (1.8) nos dice que, en lo que respecta a la funciôn de parti­
ciôn, las partlculas interaccionan sôlo a través del potencial de 
Coulomb y se desacoplan del campo EM transversal. Este hecho es
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una consecuencia directa del acoplamiento mlnimo (invariancia gau­
ge) . A partir de (1.9) es muy fâcil obtener la ley de Rayleigh- 
Jeans. En efecto, tomando logaritmos y derivando con respecto a p 
obtenemos la energla por unidad de volumen

Usando que , d%/(2TL) ̂  dV/c^, (1.10) nos dice que la
1,2

energla por unidad de volunen con frecuencia entre v y v+ dv es 
tâ dada por 8n,v^dv/c^p , que es precisamente la fôrmula de Ray­
leigh-Jeans.

1.3 VALORES MEDIOS DE LOS CAMPOS A , B , E Y DE LA ENERGIA

Vamos a calcular los valores de los ccunpos EM A, magnêtico B 
y elêctrico 2 producidos por el sistema en un punto x del espa­
cio. Estos vienen dados por los valores medios de dichos campos en 
la colectividad canônica. Ahora bien, el valor medio de una varia­
ble dinâmica 0(p,q) en una colectividad canônica estâ dado por [l9]

2„,a Hi W?“ J

A continuaciôn vamos a usar esta fôrmula para calcular <X (x)>
<B(x)> y <E (x)?g]^.

En cuanto al valor medio del campo EM tenemos, que como 
A^j^(x,t) es lineal en q(jc,X), por integraciôn simêtrica en q(k,X),
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Tl i)^i)nA^c^)gx|>(-BH^)cO. (1.12)
U4 (2t\HP

Anâlogamente, para el campo magnético » 7 a A^ ĵ obtenemos

(1.13)

El campo eléctrico viene dado por

E„(3A) = - *7 Zv — ^ ( 1 . 1 4 )

El primer sumando no contribuye a <̂ (x)>^,j, pues, en el gauge de 
Coulomb, - es el nomen to candnico del campo EM,

^i.Zv
cdi

y por integracidn simétrica en Tl(k,^) , obtenemos

. _ 3 A ( ^ >  _o.

Asi pues, a <E(x)>^j^ s61o contribuye el segundo término de (1.14) 
Dicha contribucidn esté dada por

donde
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es el valor medio del potencial elêctrico en el punto x. Ahora 
bien, este potencial es constante pues efectuando el cambio de va­
riable X, — > x> + a, con a arbitrario, obtenemos

y, por tanto, que

V̂(j?40.)> ̂ = <V(?)>
Ci Cl

Una generalizaciôn directa de los argumentes anteriores muestra que 
si el fondo no es homogêneo sino una distribucidn periôdica de car 
gas pesadas sin grades de libertad internes, los valores roedios pa 
ra el potencial electrostâtico y el Ccunpo elêctrico son periôdicos 
con el mismo perîodo que el del fondo.

Vamos a calcular por ûltimo el valor medio de la energla. Para 
ello se puede utilizer (1.11) o bien

De cualquiera de las dos formas se obtiene
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La ecuacidn (1.16) nos dice que la energla de nuestro sistema es 
la suma de la energla de las particules que interaccionam median te 
potenciales de Coulomb (dos primeros términos), y de la del campo 
EM libre (tercer tërmino), mostrândonos nuevamente el desacopla- 
miento entre las particules y el campo EM transversal que aparecla 
en (1.8).



— 1 6 —

CAPITÜLO 2

MECANICA ESTADISTICA CüANTICA DE LA ELECTRODINAMICA NO 
RELATIVISTA

2.1 INTRODUCCION

Una vez dlscutido brevemente el caso clêsico pasamos al cuên- 
tico, que es el objeto de este capîtulo. En la seccidn 2.2 calcula 
remos la funcidn de particiôn, y en la 2.3 los valores esperados de 
los campos EM, magnético y elêctrico, asl ccxno de la energla. Ya 
en la seccidn 1.2 nos aparecid una integral funcional sobre los gra 
dos de libertad del campo EM, pero es aqul donde se hacen impres- 
cindibles los mêtodos de integracidn funcional. La razdn es que cuên 
ticamente la funcidn de particidn viene dada por una traza, y cada 
uno de los elementos de matriz de la traza se evalûa por medio del 
formalisme de intégrales de caunino. Para una exposicidn deestosmê 
todos se puede consulter el libro de Feynman y Hibbs [20] y el tra 
bajo original de Feynman [21]. Una presentacidn mês matemêtica se 
puede encontrar en Simon [22] y Thirring [23] .

2.2 FUNCION DE PARTICION

Consideremos N partlculas cuênticas CQ) idênticas en interac- 
cidn con el campo EM cuantificado Âg(x). El hamiltoniano Hg para el 
sistema en el gauge de Coulomb ( ^ Â q (x ) =0 )  y en la imagen de 
Schrodinger esté dado por [17]

Hoi= ^9.0+ (2.1.a)
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^p,a- | A q Cx c)1  (2.i.b)
1:4

^ E M . a = 4  2  C 2 . 1 . C )

^ v.u J

t Z . l . d )

donde hemos usado unldades de Heavyside-Lorentz racionalizadas y 
donde

Ag(y) = t c 2 ^  
VJ.2

. 12.2)

Q{ic ,X) y ri(ic ,>) son los operadores asociados a qCic , X , t) y 
tl()c ,X , t)f satisfacen réglas de conmutaciôn canônicas y verifican

, Tl+(0,X) = Tl(-g,X) , (2.3)

que nos dice que Q y Tl no son autoadjuntos pero nos garantira 
que Ag(x) si que lo es. Ndtese que en (2.1.c) hemos omitido la ener 
gla del vacio, sobre lo cual volveremos més adelante.
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En el subespaclo de N femlones idêntlcos en un campo EM, el 
conjunto

 ̂ (2.4)

forma una base ortonormal. La suma  ̂ esté extendida a las permu—
P

taciones de N objetos, y £(P) es el orden de la permutacidn P. El 
estado |xĵ  (Pĵ ) ,.. ,Xjj(Pjj) ; es aquel en el que la partlcula PI
se encuentra en x^,..., la partlcula FN aix^ y los osciladores ar- 
mdnlcos del campo EM en un estado que denotamos [q\ .

La funcidn de particidn cuéntica en una colectividad candnica 
para un sistema de hamiltoniano Hg esté dada por [l9]

Usando para nuestro sistema la base (2.4) para calcular la traza 
tenemos

NI J C-.4 ^ P

(2.5)

donde ahora Hg esté dado por (2.1). Cada uno de los elementos de 
matriz que aparece en (2.5) es la amplitud de probabilidad de que
el sistema, que en el instante t = 0 se encontraba en el estado
I ( q \ >  , se encuentre en t = -i p K en
|3?1 (?l) » • • • »Xjj(Pjj) » ( q\) . Dicha amplitud de probabilidad se pue
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de expresar mediante una integral de camino de Feynman, a tiempo 
real X  ■ it, de la fonna

^ -znK

® p̂ 1t  (^dc[i2  p(C:)%a)+t 2  
Jo '• i--4 ^  J M l

donde ( % ) esté dado en la seccidn 1.2 con it = X . Evaluando
(2.6) (ver apéndice A) e introduciendo lo que résulta en (2.5) ob 
tenemos

donde

2 - n  1 (2.8)
^ pwk.-')

_̂____  fl  i ^ 5 h L -  (2.9)
vJ n-*.o U4
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M+1 w 3

con

(2.10)

L,j:1 (X,p=4

' X=u J w"

■ “ P ( i ̂  [ ÿ,i ' >,i-r(i'j,f ‘ 5j, I'-.’il'j 4'^' ’

,2.12,

(2.11)

M+1

Anallcemos a contlnuacidn el slgnlficado flslco de la ecua- 
ci6n (2.7). Lo prlmero que nos aparece es la funcidn de particidn 
cuéntica del campo EM libre g . Para verlo escribimos (2.8) en 
la forma

z  r
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Ahora bien, el factor exp(- w  p X) corresponde al estado fundaunental 
(el vaclo en un espaclo de Fock) del oscllador asoclado al modo
(ic , X ). Pero en todo lo que hemos hecho hemos Ignorado el desplaza
miento debldo a la energla del vaclo, de tal forma que si lo hubië
semos tenido en cuenta, en lugar de (2.1.c) deberlamos haber escri
to

}> X--U

Este tërmino extra ceuicela la contribuei6n del estado fundamental 
en g quedando

que es la funcidn de particidn de Planck [l8]

En (2.7), ademës de Zg^ g , nos aparece una integral funcio­
nal s o b r e . El exponente de esta integral, dado por (2.10), tiene 
très tërminos. El primero de ellos corresponde a la energla libre 
de las partlculas; el segundo a una interaccidn instantânea, (mis­
mo 1), mediante potenciales de Coulonb; y el tercero a una interac111 —cidn a distintos tien^s (1 y 1') a travës de un propagador P^^

Ndtese que en (2.7) no aparecen las varieüsles del caunpo EM. 
Esta eliminacidn de las variadiles EM esté en la linea de lo que ha 
cen Feynman y Hibbs [21] . Alll se estudian amplitudes de transi- 
cidn para procesos concretos, y se eliminan las variables EM de la 
integral funcional cuando los estados inicial y final estën dados, 
mientras que en nuestro caso estos estados pueden ser cualesquiera 
de los generados por la base (2.4). Es precisamente esta elimina­
cidn la que da lugar a una interaccidn entre las partlculas bili-
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11  'neal en sus velocidades y propagada por

2.3 VALORES ESPERADOS DE LOS CAMPOS A , I , i Y DE LA ENERGIA

El valor esperado de un observable O en la colectividad cand­
nica viene dado por [l9]

C2.13,

Teniendo en cuenta (2.2) y usando la base (2.4), la ecuacién 
Q(2.13) da para <K(x) > _ la siguiente expresidn

Ahora bien, el elemento de matriz que hay dentro de la integral es 
igual a 1 \?,(P,),•••, ^m (Pn) î ■
Entonces podemos procéder de la misma forma que en el caso de la 
funcidn de particidn; la ûnica difencia es la integral final sobre
Tl <iq(.K,Xl, la cual tambiën se puede efectuar, resultando
1S,X

-  2L [f l 2v

N
.Tl
T'

ftP) ̂

( 2 . 1 4 )
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donde

i - 7  S e ' " " Z i !  ■ 0=—
" ^  ' " w  ‘'-'1

m m
C= :'

Joü

(2.16)

Anâloganente,para el campo magnético se obtiene

< S lî)X  = i s ü A  7  (oLig f f l

1 (2.17)

nos,

]*' f 60S topA- 4 ) ' ^

El valor esperado del campo elêctrico es la s m a  de dos têrmi-

A la hora de calcular el primero vamos a tener elementos de matriz 
del tipo | « p ( - p H a ) n ( K A i  , % ( P w ) , -
Para evaluarlos los ponemos ccmo intégrales de ceuaino de Feynman, 
en las cuales efectuamos la integracidn sobre los rt(k ,X) y asl

dt>tenemos un factor /  ̂  ' que por la con
U \



-24-

diciôn de traza (ît ,X ) * q^Cic ,X) « q()c ,X) se anula. Asl 
pues.

.Êc3)X=ifii^ V (n n L
J 1:4 1=4 MTVIÎ-ÎTlI P

Ni
n.
j-.4 J i - c p p

(2.18)

Con respecto a la energla, su valor esperado se puede hallar 
utilizando

(.2.191
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CAPITULO 3

LIMITE CLASICO DE LA MECANICA ESTADISTICA CÜANTICA 
DE LA ELECTRODINAMICA NO RELATIVISTA

3.1 INTRODUCCION

Vamos a eUaordar en este capîtulo el problème del limite clâs^ 
co. Se trata de probar que los resultados clâsicos del capîtulo 1 
se recuperan a partir de los cuénticos del capîtulo 2 cuando se to 
ma el limite en que la constante de Planck tiende a cero. En la sec 
cidn 3.2 demostraremos esto para la funcidn de particidn y calcula 
remos la primera correccidn cuéntica a la funcidn de particidn clé 
sica. En la 3.3 probaremos que los valores esperados cuénticos de 
^ ^ , 2 y H tienden a los valores medios clésicos de las mismas maç[
nitudes cuando X — * 0. En la cuarta seccidn compararemos nuestro 
trabajo con otros ya existantes en la literatura actual y mostrare 
mos la existencia de divergencies ultraviolates. Por ûltimo, en 
§3.5 expondremos los resultados si la interaccidn es con un campo 
escalar real en lugar de con un campo EM.

3.2 LIMITE CLASICO Y PRIMERA CORRECCION CÜANTICA A LA FUNCION DE
PARTICION

Tenemos que estudiar el limite X —  ̂0 de la funcidn de parti­
cidn cuéntica g dada por (2.7). Para ello vamos a suponer que las 
trayectorias y^ de la integral de caunino (2.7) se pueden escribir
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con 2̂ satis faciendo las condiciones de contomo

M4,= (3 21

Si en lugar de utilizar las variables discretizadas temporalmente, 
como consecuencia de la particidn del intervalo temporal [o , 
en M+1 subintervalos de longitud S , usamos las variables en el 
continue, las dos ecuaciones amteriores toman la forma

1^(0) .

No obstante, vamos a seguir con la forma discrete pues, a la hora 
de tener que evaluar alguna integral de camino, tendremos que acu- 
dir a elle.

Recordemos que la funcidn de particidn cuéntica de N fermio- 
nes idénticos esté dada por [24]

Si en elle tomamos el limite X —♦ 0 la ûnica permutacidn que contrl 
buye es la identidad (H )
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donde V es el volunen ocupado por las partlculas. Es més, cuando 
las partlculas interaccionan a travës de un potencial instanténeo 
local, las primeras correcciones cuênticasa la energla libre, de dr 
denes X y (con ^ fijo y finito), son tambiën debidas a la iden 
tidad. Las contribuciones provinientes de las permutaciones dis- 
tintas de la identidad producen correcciones de intercambio de dr 
denes superiores en Xf tarn to para partlculas libres como para par 
tlculas que interaccionam mediante potenciales instantëneos; su 
forma especlfica (de orden X^) para la energla libre de partlculas 
sin interaccidn es conocida. Sobre este tema pueden consul tarse los 
tratados de Huamg [24], capltulos 10 y 11, y de Landau-Lifschitz 
[25], seccidn 33. Todo esto nos dice que cuando introducimos una 
interaccidn mediada por el campo EM dinëmico, que puede ser con si 
derada como una perturbacidn, las primeras correcciones cuênticas 
vendrën tambiën de la permutacidn H . Las correcciones de intercam 
bio debidas a otras permutaciones serën de drdenes superiores en 
X. Por tanto, podemos tomar P = H en (2.7), que impiica que (3.1) 
debe sustituirse por

7,1 = 5, * 1,1 . <3-3)

Para estimar el orden de magnitud de ^  ̂  1 procedemos de la 
misma forma que en el caso de caminos brownianos: igualamos a 1 la 
parte cinëtica del exponente (2.10) de la integral de ceunino 
(2.7) [26]. Ndtese que esto équivale a exigir que la accidn de las 
partlculas debida a su movimiento libre sea del orden de X» Usan-

do que Z L  & es del orden de 13X y procediendo de esta forma 
1:4 '
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tenemos que

rpn
En el continue habria que usar j dX~'6H para obtener que 
A 2  °
5^(X)^1/pm. Recordemos ahora que o = pX/ (M+1 ), lo que podria
llevarnos a escribir sin mas que &/vpX. Sin embargo, hay que pré­
ciser un poco mas ya que si tomamos el limite continuo M-+00 para 
pX finito distinto de cero llegamos a S-+0, en contradiccion con 
S<wpX. Pero si X— *0 esta dificultad desaparece. Asi pues, dire- 
mos que en el limite clâsico (X— *0) S'^pX, con lo que (3.4) im­
plies que

(3.5,
(tn

En el lenguaje del continuo lo anterior es equivalents a decir 
que cuando X— $0 el tiempo que tarda la particula en cambiar de 
posiciôn es el de orden de pX, y entonces ^?(r) «v 1/pm implies
que ^ 2̂ (T)~pX /m.

Hasta ahora solo hemos hablado de X. Veamos c[ue papel juega 
p. Por estar en una situacidn no relativists hay dos hipotesis 
que cumplir: i/ y ii/ p”^<<mc^. Pero ademës, la tempe-
ratura debe ser suf icientemente alts ( p suficientemente pequefla) 
para que pX no pueda crecer indefinidamente.

Haciendo undesarrollo en serie de potencies de X para (2.7), 
bajo las hipotesis (3.2)-(3.5), se llega, tras un calculo labo- 
rioso, a
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donde f y oZ) estân dadas por

'. ( If
 ̂^ U  (2n.p

, (3.7)

N 3
S > ^ 2 L L - r M \  •oi=« «4=1 l^c-^

C>j»:f

(3.8)

Para una obtencidn detallada de (3.6) véase el apéndice B. Los tér 
mlnos en (3.6) que van con @X y 6 X proceden de la autolnterac- 
cl6n de las partlculas, y el que va con B̂ >(̂  de las Interacclones 
coulcmblemas dlpolo-dlpolo. Estos términos dan expresiones expli­
citas para las primeras correcciones cuênticas a la funcidn de par 
ticidn clêsica, y, por tanto, al comportamiento clêsico de N par­
tlculas idênticas cargadas en un campo EN. A su vez, la interac­
cidn entre disitintas partlculas mediada por el campo EM y la cou- 
lombiama de tipo cuadrupolar no contribuyen a orden X^•

La ecuacidn (3.6) nos dice que las correcciones cuênticas de­
bidas a la interaccidn con P» D son de orden X^r y, por ende, son 
mês importantes que las debidas a la indlstinguibilidad de las par 
tlculas (PXH) , que en el caso libre van con X^> Ndtese teunbién que 
las correcciones que tienen su origen en la autoenergla de las par
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tlculas son proporcionales a (f . Ahora bien, si en (3.7) élimina 
mos el factor de corte ultraviolets, (f diverge cübicamente. Esta 
divergencia da lugar a una divergencia lineal para g, segûn se
prueba en la siguiente seccidn, que se puede eliminar mediante un 
proceso de renormalizacidn. Dicha renormalizacidn la llevaremos a 
cabo en la tercera parte de la memoria, ya para el caso relativis 
ta.

De (3.6) y de

^  iCcaslt cüb^-4) M o * e

se sigue que

(3.9)
'

que es una generalizacidn del resultado 15.9 de [22].

Para N = 1, (3.6) se reduce a

donde el corchete es igual o menor que 1, (recuérdese que g << 
mc^), lo que concuerda con la cota (A.7) deuia en el apéndice A.

3.3 LIMITE CLASICO DE LOS VALORES ESPERADOS (CUANTICOS) DE X , S , 
E Y H

Aqul slmplemente nos vamos a limitar a dar los resultados pa­
ra los limites X —>0 de <X(x)>g, <5(x)>g, <E(x)> g y < H > g .  Para una 
obtencidn detallada de los mismos puede consultarse el apéndice C,
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<A(?)>   »0+0(i\a> , (3.10)
M o

<B(?)>- * 04 (3.11)
 ̂ 4s-*o

^E(7)%  » 0 f O(̂ ) , (3*12)
® 4v-*o

De estas ecuaciones y (1.12), (1.13) y (1.15) se sigue que los re­
sultados clâsicos se recuperan a partir de los cuânticos tomando el 
limite X — * 0. Ndtese que las correcciones a < H s o n  de un or­
den menos en X que las debidas a P X H en el caso de partlculas 
libres, de acuerdo con la filosofla que nos llevd a restringimos 
a P - H .

3.4 ANALISIS COMPARATIVO CON OTROS METODOS Y TRABAJOS

El mètodo de la aproximacidn semiclâsica de Wigner-Kirwood

Wigner y Kirwood [27] desarrollaron un método para estudiar 
las primeras correcciones cuênticas a la funcidn de particidn clê­
sica para un sistema formado por N fermiones idénticos sin inter-
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accidn mutua y sometldos a un potencial. Su método se basa en la re 
solucidn de una ecuacidn de Bloch de forma aproximada. Si le trata 
de generalizar este método a nuestro sistema aparecen nuevas difi- 
cultades que impiden dar expresiones compactas, como las dadas en
(3.6), para las correcciones cuênticas a la funcidn de particidn 
clêsicas, por lo que el método aqul desarrollado parece mêi adecua 
do. Las dificultades amtes mencionadas tienen su origen en la natu 
raleza de nuestro sistema: interaccidn mutua y acoplamiento mlnimo 
a un campo vectorial dinëmico.

Por otro lado nuestro estudio esté en la linea del trabajo de 
Feynman [21] , en el que récupéra la ecuacidn de Schrodinger estu- 
diando el comportamiento de una integral de camino a tiempcs peque 
nos.

El método de la aproximacidn del cauapo quasi-constante

Vaunos a comparar el procedimiento empleado en la seccddn 2 de 
este capîtulo con el método llamado de la aproximacidn del caunpo 
quasi-constante, ya usado por Halpem y Siegel [28] . El pmto de 
partida es la ec.(2.5), sdlo que ahora para evaluar el propagador
(2.6) dividimos el esp>acio de la x en pequenas celdas m ce volu- 
men , y en cada una de ellas desarrollamos el campx) EM en serie 
de p>otencias de x - 2^ , s iendo el centro de esa celda:

= A ( 3 ^ 1 +  Z L  .  + . . .  ( 3 . 1 4 )
«1 = 4 l

Si nos quedamos sdlamente con el primer término de este demrcollo 
(aproximacidn del campx; quasi-constante), tenemos en cuenta que en 
esta aproximacidn P y Aĝ (x) conmutan, procedemos de la mism fforma 
que en la seccidn 2 y tomamos el limite — » 0 llegamos a jue
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ftp)

donde el superîndice (0) hace referenda a la aproximacidn tomada 
en (3.14). En el limite X— *0 sdlo la permutacidn identidad contri­
buye a , obteniéndose (3.9). Las contribuciones de las otras
permutaciones tienden a cero mas rapidamente que las correcciones 
cuanticas para P > D obtenidas en la seccidn 2 de este capîtulo, 
(lo que es un argumente mës en favor de la restriccidn P » D ).

Ndtese que Z^®g no contiene efectos del campo EM dinamico.
Ello es debido a la aproximacidn del campo quasi-constante con que 
nos hemos quedado en (3.14).

El problema del polardn

Feynman £l8] estudid la interaccidn de un electrdn con un cam 
po escalar de fonones usando intégrales de camino. Vamos a comen- 
tar las diferencias que hay entre su trabajo y el nuestro. El se 
restringid a valores de p muy grandes, que équivale a reemplazar
la funcidn f^^ (^X) de (2.12) por exp(-w& 11-1 ' | ) - Ndtese que en 
(2.12) p aparece multiplicada por X, por lo que suponer p — f co 
équivale en cierto modo a |̂ X— » oo , que difiere de lo hecho por
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nosotros ( &X — » 0 con ^ finito). Hay, ademês, otras diferencias 
debidas a la naturaleza vectorial del campo EM, el acoplamiento ml 
nimo, el nûmero de partlculas, etc.

Divergencies ultravioletas

En todo lo qiœ hemos hecho las divergencias ultravioletas las 
hemos eliminado introduciendo un factor de corte. Ahora bien, si 
suprimimos este factor de corte, (es decir, hacemos c(k) = 1 para 
I k I 4 A y c(k) = 0 para |jcl>A con A — ), résulta que 
las primeras correcciones cuênticas de (3.6) divergen cûbicêunente 
en el ultravioleta ( î? = q^ J\^/6 Tt^c^) a un en el caso N = 1. Tal 
divergencia es superior a la lineal que aparece cuando se estudia 
la correccidn radiativa a la masa del electrdn en Electrodinêmica 
Cuéntica no relativists a temperatura nula [29].

Lo que ocurre es que la divergencia cûbica que nos ha apare- 
cido no es realmente cûbica, tal y como vaunos a ver. El haunilto- 
niano (2.1) y la funcidn de particidn (2.5) tienen significado fl 
sico en el marco no-relativista, caracterizado por i/ )/lA << me y 
ii/ <4 mc^. Es mês, el cêlculo de las correcciones cuênti­
cas a la funcidn de particidn tiene sentido para temperatures su- 
ficientemente grandes. Todo esto sugiere que p  ̂ debe varier en 
un intervalo

am  ̂ r am

donde 6̂  ̂ es pequeno comparado con (HA) /2m y £ j tel que se 
satisfaga la condicidn no-relativista ii/.

Para una rêpida est imac idn supongeunos que p ^ es del orden 
de ( X A )^/2m, que es consistente con i/ y ii/. Entonces las dos 
primeras correcciones cuênticas de (3.6) se tramsforman en
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3iv7 Tfic^ rrr\, 3n_

Vemos que la divergencia cûbica ha desaparecido y se ha transforma 
do en lineal. Se llega al mismo resultado si p ^ varia en el in­
tervalo (3.15).

La eliminacidn de las divergencias ultravioletas no la vamos a 
llevar a cabo en este marco no relativists, sino que la e fee tua re­
mos en una situacidn relativists covariante (Teorla Cuéntica de Cêun 
pos) en la tercera parte de esta memoria. Baste decir aqul, a modo 
de relacidn, que en Teorla Cuéntica de Campos un desarrollo en 
loops équivale a un desarrollo en potencies de K.

Anélisis del limite X 0 en términos de longitud de ondas

Vamos a describir el problema del limite clésico de una forma 
cualitativa en términos de las longitudes caracterlsticas del sis­
tema. La primera de ellas es la distamcia d entre las partlculas, 
relacionada con la densidad p mediante p = d ^. Otras très lon­
gitudes caracterlsticas son las longitudes de onda térmica de
de Brooglie y Compton dadas respectivamente por

. V

De las hipétesis no relativistas (recuérdense las condiciones i/ y 
ii/ del apartado anterior) se sigue que ^ 9 ^  las longi­
tudes de onda 'X de los fotones son taies que 'X >> . A su vez,
de la condicidn clésica (validez del principio de equiparticidn de 
la energla) se tiene que
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Las sltuaciones no relativists y clêsica son posibles simoltê 
neamente. En efecto, suponguos que Entonces la hipdtesis
clêsica ( A  ^g) nos garantira que hay interaccidn entre electrg 
nes y fotones pues Por otro lado, implies que }l\%\/nc

(pmc^)“^^^. La hipdtesis no relativists ( X »  "X nos dice que 
( p m c ^ ) 44 1, lo que es consistente (con ii/),

Cuando nos restringimos a la permutacidn identidad en el anê- 
lisis del limite clêsico es tamos usando impllcitamente d»X,j,.

Por completitud, se podria anadir una quinta longitud, la Ion 
gitud de onda de Debye » (q^P 8) d, la cual juega un pa­
pel muy importante en el estudio de los plasmas clêsicos [19,30].

Antes de terminer esta primera parte un comentario, que no una 
prueba, acerca de la estabilidad de la materia. Se puede ver como 
caso particular de (3.9) que un sistema fermidnico cuêntico con 
fuerzas de Coulomb puras y sin interaccidn con el campo EM coinci­
de con el sistema coulombiano clêsico cuando X —*0, (que es el mis­
mo hacia el que tiende nuestro sistema para X—»0). Pues bien, este 
hecho, (3.9) y la prueba de la estabilidad de la materia fermidnicà 
con fuerzas de Coulcmb puras por Lieb y Thirring [3l] indican que, 
al menos, en el limite clêsico, la estabilidad de la materia para 
el sistema descrito por (2.7) deberfa ser cierta. Un estudio clêsi 
co del equilibrio entre una partlcula cargada y la radiacidn se 
puede encontrar en los trabajos de Blamco, Pesquera y Santos [32].

3.5 EL CASO ESCALAR

En esta seccidn vamos a estudiar la Mecênica Estadlstica de un 
sistema en equilibrio termodinêmico foxmado po N partlculas idénti- 
cas de masa m, posiciones 3^ y mementos (i = 1,2,...N) en inter­
accidn con un campo escalar real <^(x,t). Los método a utilizar son 
los mismos que en el caso EM, por lo que sdleunente daremos los re­
sultados.
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31 hamiltoniano clâsico es

2L -Es-. 1  [ ( - Hf
L:4 -2ni * j

4(î.u. j c e ]  ,

con g la constamte de acoplauniento. A partir de este H obtenemos 
la funcidn de particidn

donde

."Tl —
le

es la funcidn de particidn clâsica para el campo libre, es la au
toenergla clâsica para una partlcula en un campo escalar.

I l  9»c‘  f  I c t i t ) ! »

y - Xj) es el potencial
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slendo M la masa de los bosones escalares. Hemos reducldo la inter 
accidn de las particulas con el campo escalar a una Interaccldn en 
tre particules distintas median te un potencial - x^), que es
precisamente lo contrario a lo que hace Wiegel [33] . Hay que no­
tar la aparicidn en la funcidn de particiôn de una autoenergla clâ 
Sica Hq . Comparando con lo que ocurre para el caunpo EM, la ausen- 
cia en (1.8) de una autoenergla no electrostâtica clâsica, aun en 
el caso de una s61a particule [34] , la podemos atribuir al acopla 
miento mlnimo.

La funcidn de particiôn cuAntica estâ dada por

donde hemos usado la notaciôn (2.9),

es la funciôn de particiôn cuântica para bosones libres de spin ce 
ro, y G(?) tiene la forma
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^  U< 1:4 ® L,L>zf t,j:«

'1^  '

con f (3H) dada por (2.12). Para X pequenos encontramos

u r  J mv J

con los potenciales Vĵ  y dados por

V , 4 i i ‘ (Æ .  ,
i  J (in.)' ^

V t , r i . V - ^ j A g s e ’ ! ^ V ,
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Nôtese que a orden el campo produce, adenâs de autolnteracclôn, 
Interacciôn entre partlculaa dlstlntas. Es Inmedlato que
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PARTB II

CUANTIPICACION DE UNA TEORIA DE CAMPOS

A TEMPERATURA FINITA



—42—

CAPITULO 4

CUANTIPICACION POR METODOS PUNCIONALES DE UNA TEORIA 
DE CAMPOS A TEMPERATURA PINITA

4.1 INTRODUCCION

En la primera parte de esta roemoria se ha estudiado, er un 
marco no relativists, un sistema electrodin&nico de muchas lartlcu 
las. En la seccidn 3.3 se viô que, cuando se tratan de recuperar 
los resultados cldsicos a partir de los cuAnticos como una »rie 
de potencies de X, aparecen divergencies ultravioletas, cuyc ori­
gan flsico es la autointeracciôn de las particules mediada por el 
campo EM. Este mismo hecho aparece en la Electrodinâmica Cufctica 
(QED). En efeeto, los propagadores libres experimentan correccio- 
nes radiatives (divergentes ultravioletas) asociadas a diagiamas 
q œ  se clasifican seg(3n el nûmero de "loops" independientes que 
tengan. Ahora bien, un desarrollo diagramâtico en tôrminos cel nû- 
mero de "loops" indep>endientes puede ser identificado con ui desa­
rrollo en pxitencias de X* En particular, la primera correccfSn al 
propagador del fermiôn es divergente ultraviolets, la propoiciona 
un diagrams con un "loop" independiente y es de orden y lo 
que muestra una analogfa total con lo obtenido en la secciôr 3.3.

En la tercera parte estudiaremos el problems ultraviolets en un 
contexte mucho mâs general que el de la primera, el de una brmula 
ciôn relativists covariante. Para elle necesitamos conocer hs re­
glas de Peynman del sistema. Esta segunda peurte la dedicamof a la 
obtenciôn de taies reglas.
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Centrândonos en este capitule, en la secclôn 4.2 caracterlza- 
remos un sistema a temperatura finita descrito por una teorla de 
campos. En 4.3 y 4.4 expondremos el método de Bernard para encon- 
trar las reglas de Peynman del sistana de la secciôn anterior. En
4.5 daremos la deducciôn de Dolan y Jackiw para pasar de los propa 
gadores de las secciones 4.3 y 4.4 a los que llevan sus nombres; 
también comentaremos brevemente los inconvenientes que êstos pre- 
sentan. Por ûltimo, en 4.6 veremos en qué consiste la "Thermo- 
Field Dynamics” y cudles son sus reglas de Peynman.

En todo lo que resta de memoria veunos a utilizar unidades na- 
turales X = c = 1.

4.2 FUNCION DE PARTICION COVARIANTE

Un sistema termodindmico relativista descrito por una teorla 
de campos verifica dos propiedades. La primera es que estâ caracte 
rizado por un tensor conservado energla-momento T^^, un flujo de 
entropla y un con junto de corrientes conservadas (A = 1,2,..)
Y la segunda es que se puede considérer como un fluido perfecto, 
definido ccxno aquel que teniendo en todos sus puntos una velocidad 
V, un observador que se mueva con esta velocidad ve el fluido en 
torno suyo como isôtropo.

En todo lo que sigue vzunos a sv^ner que el sistema se encuen 
tra en equilibrio termodinàmico. Ahora bien, un fluido perfecto en 
equilibrio termodin&nico estâ caracterizado [i] por un paràme- 
tro invariante Lorentz que coincide con la temperatura para
V = 0 y una cuadrivelocidad u^

(4,^) , (4.1)

Las variables primaries t '*̂  , y en têrminos de u^ vienen
dadas por
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, s X s a ' ' ,

donde p, p , s y n^ son respect!vamente la presldn, la densldai de 
energla, la densldad de entropla y la densldad de particules pro- 
pias (y, por tanto, invariantes Lorentz). El cuadrimomento total 
del sistema es

P'’=1 . 
Ja

con or una superficie de género espacio perpendicular a la cutdri 
velocidad ,

O's I X £ IR** : Xu.: x'*û  = •

La cuantificacidn se lleva a cabo sobre la si^erficie de gè­
ne ro espacio <T y la ordenaciôn temporal es con respecto al tien- 
po invariante Lorentz xu. Entonces, la funciôn de particiôn ei la 
colectividad macrocanônica (o macrofunciôn de particiôn) esté da­
da por

2= - t T [ « p { - p |  !4.2)

donde son los potenciales qulmicos invariamtes Lorentz y ? 
y los oper adores tensor conservado energ la-impulso y corrleni- 
tes conservadas.

En lo que sigue no vamos a evaluar (4.2) sino que vamos i uitl 
lizarla como generadora de unas reglas de Feynman (a temperatura
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finita). Son varias las razones que nos mueven a ello, todas ellas 
basadas en las ventajas que ofrece el método perturbât!vo. Citemos 
algunas. El anélisis de las divergencies ultravioletas es més cla- 
ro en têrminos de las funciones de Green. Un estudio detallado de 
los propagadores permite extraer conclusiones sobre la vida media 
de las particules en el fluido térmico y evaluar las correcciones 
térmicas a los parémetros flsicos de la teorla (masas, cargas,etc.) 
Las relaciones de dispersién, modo s de vibracién, etc. se pueden 
estudiar usando reglas de Feynman. Tzuobién se puede utilizar el mé 
todo perturbât!vo para evaluar las propiedades termodinémicas (en 
el equilibrio). En la tercera parte de la memoria volveremos més 
detenidamente sobre algunos de los puntos citados aqul.

En las siguientes secciones vamos a calcular las reglas de 
Feynman.

4.3 REGLAS DE FEYNMAN A LA BERNARD (I) : TEORIAS NO GAUGE

En esta secciôn vamos a hallar las reglas de Feynman para 
una teorla sin invariancia gauge. Etaipezaremos calculândolas en el 
referencial con respecto al cual el fluido se encuentra en reposo, 
caracterizado porque en 61 v ■ 0, y, por tan to, u'* = (1,0). Ahora

« T, con T la temperatura en dicho inercial. (Hemos tornado la 
constante de Boltzmzm kg igual a 1, kg = 1). Seguiremos el trabajo 
original de Bernard [2] , al cual nos remitimos para una exposi- 
cién més detallada.

En el referencial en repose,(4.2) toma la forma

Zz tf C^xpC-pH)] , : T  , (4.3)

con H el heuniltoniano y donde hemos supuesto, por simplicidad, que 
los potenciales qulmicos son cero.
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Stq>ongaBK>8 que en nuestra teorla s6lo Intervlene un canqpo ;
(la generallzacidn a varlos campos es inmedlata). Sean TR(TI,4) 
la densldad hamlltonlana, ^  (2 ,t) el operador campo en imagen de 
Heisenberg y R(i?,t) su momento conjugado:

Llaumemos ;t^ al vector en imagen de Heisenberg que describe
un estado que en el tiempo t es un autoestado del operador can^>o 
<̂  (x,t) con autovalor tp(5i) :

De la miSna forma se definen los autoestados de R(ît,t):

Tl(î,t) lu(3f);t) % Tv(?) •

La evolucidn temporal de los operadores y estados viene dada por 
el hamiltoniano:

A R V . At:,0 , A = 4 . n  , (4.4)

(4,5)

Para cada tiampo t se tiene

U ̂ (4.6)
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Usando (4.4)-(4.6), (4.3) se puede escrlblr

Cada elemento de matriz bajo el signe de integral tiene una repre­
sen taciôn como integral funcional

<(p(x);tg-ij)|Y(%) ,t,) = expjij [ r u p - . (4.8)

En esta expresiôn c}T es una constante de normalizaciôn, la inte­
gral sobre campos clâsicos esté restrlngida a campos que empiezan 
a t = t^ y terminan a t = t^ - ip en ^(3), la integraciôn sobre 
los momentos no esté restringida, y el punto significa derivada 
parcial con respecto al tiempo i.e., (ps èip/dt . Efectuando 
una rotaciôn de Wick it = X , tomando t^ = 0 y llevando (4.8) a 
(4.7) obtenemos

donde ahora el punto significa derivada parcial con respecto a % , 
s 2^/dz , y los ceunpos (p sobre los que se integran deben ser

periôdicos,

tf(?,o)= »p(5,p) . (4.10)

En los casos usuales ^  es una funciôn cuadrâtica de los mo­
mentos, por lo que la integral sobre <An. de (4.8) es gaussiana y 
se puede efectuar. El resultado sustituye el momento n  del inte-
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grando por su valor en el punto estacionarlo, dado por

En caso de que el coeficiente de en *H. sea una funciôn de ^  »
la integraciôn sobre <̂ n. anade, ademés, un término adicional. 
Ahora bien, êste es el procedimiento usual para pasar de la densi- 
dad hamiltoniana a la densidad lagrangiana efectiva, pero multipli 
cando las derivadas con respecto a X por i, (lo que proviene de 
la rotaciôn de Wick efectuada). Asî pues,

ZrvyV’Cp'lJ j (4.11)

La constante J f {^ ) es distinta de la constante Jf que aparece 
en (4.9) y depende de (3 , la cual dependencia tiene su origen en 
la integraciôn sobre «Oh- que hemos realizado. En cada caso con- 
creto (p ) se puede determiner; por ejemplo, Bernard [2] ha 
demostrado que para bosones y fotones esté dada por

De la misma forma que a temperatura nula, a partir de (4.11) 
se obtienen las reglas de Feynman. Los propagadores estarén deter- 
minados por las partes cuadréticas de Y los vêrtices por
las no cuadréticas. Sôlo hay dos diferencias. La primera es que, 
al ester en el espacio-tiempo euclldeo, la prescripciôn +i€ para 
los denominadores de los propagadores no es necesaria. La segunda 
es que el requisite de periodicidad de los campos en el tiempo 
cambia las intégrales sobre energies en sûmes. Para bosones esto
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slgniflca reemplazar la energ fa por 2nn/^ y sumar sobre los en 
teros n. Para fermlones, en lugar de (4.10), se requlere antlperlo 
dieidad.

lo que implies sustituir k^ por (2n + 1) n./p y sumar en n en vez 
de integrar sobre k^.

Ccxno elemplo de lo anterior vamos a hallar las réglas de Feyn 
man para . A partir de la densidad lagrangiana usual

construimos (4.11):

S. = ]  J  + '

La periodicidad de v|> en el intervalo 0 i t ip nos permite es* 
cribir

'"’■'‘ i & J S  ■
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que, junto con

1 pS_. ,

implica que

Si por < , > denotamos el producto escalar en nuestro espacio de 
funciones periôdicas, = - |^'P,DVf> con D * (uj^)^ + îc^+m^ en 
la representaciôn de mementos. El propagador de Feynman es la 
inversa de D:

que en la representaciôn de posiciones toma la forma

Para calcular el vértice se desarrolla la exponencial de 
en serie de potencies de y se usa la fôrmula funcional

J.8(pexf ... =

= 4 pcfma,ta£umtt ,
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donde los campos con el mismo nûmero de puntos se encuentran con­
tra idos y tal contracei6n esté dada por el propagador i.e.,
^*(Xi,Li) = Ap(3?j^-X2 » 1^- t . Asl llegamos al siguien
te vértice

-r-« .m., «1, nii

que conserva las energlas discretas y los trimomentos.

Las anteriores réglas de Feynman, repetimos, son vélidas para 
un inercial con respecto al cual el fluido se encuentra en reposo, 
esto es, para u^ = (1, ^). Veamos cuél es su forma para una u'* ar 
bitraria, ecuaciôn (4.1). Se trata de evaluar (4.2) con = 0.
Eligiendo el eje de la variëüsle muda de la integral del expo­
nents paralelo a u^ se puede repetir el proceso de Bernard. De es 
ta forma llegamos a (4.9) pero con X* = ix* y x* en lugar de X 
y X, donde x*^ son las coordenadas en el referencial con respecto 
al cual el fluido se mueve con velocidad v. Ahora la condicidn de 
periodicidad (4.10) es vélida para las variables T y x * . Esta 
condiciôn de contorno da la misma discretizaciôn para los valores 
de la energ la que en el caso u^ = (1,3). Para el caso obtene
mos
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il,r-T-.V).2 ? (—

4.4 REGLAS DE FEYNMAN À LA BERNARD (II): TEORIAS GAUGE

El problema con las teorlas gauge surge porque tr[exp(-^H)] 
no tiene sentido flsico en todos los gauges. La razôn es que m  
algunos aparecen particules espûreas que no existen en la natirale 
za y la traza de tr[exp(- p H)] suma sobre estados flsicos. Piinse- 
se, por ejemplo, en el gauge de Lorentz y en los fotones esca.ar y 
longitudinal de la QED. Esto nos dice que Z se debe définir cmto 
tr [exp (- p H)] sôlamente en gauges flsicos, es decir, en aquel.os 
que tengan el nûmero correcte de grados de libertad. Lo que si que 
se puede hacer es calcular esta Z verdadera usamdo gauges no flsi­
cos. Veamos cômo.

La macrofunciôn de particiôn verdadera esté dada por [2]

famt.) pcrùocUcùiÆj.

(.12)

Scü*̂  Ja J
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con n el nûmero total de particules flslcas con estados de polarl- 
zaciôn distlntos, = 0 las condlciones de gauge y las funclo 
nés que parametrizan la transformaciôn bajo la que la densldad la­
grangiana Jl es invariante. Como jC y la môtrica de (4.12) son in­
variantes gauge, la integral (4.12) también lo es. Veeunos qué quie 
re decir esto ûltimo. Las condlciones gauge lo que hacen es elegir 
nos un représentante de entre todos aquellos campos que estén rela 
cionados mediante tramsformaciones gauge para que asl la integral 
esté extendida a caunpos flsicamente distlntos. Para ello F^ = 0 fi 
ja una superficie que corta a la ôrbita formada por todos los cam­
pos relacionados mediante transforméeiones gauge en un ûnico punto, 
que es el que tomamos como représentante. La invariancia consiste 
en que el resultado es independiente del representêmte elegido, o, 
lo que es lo mismo, de las condlciones de gauge. En particular, se 
pueden elegir unas condlciones de gauge no flsicas. De esta forma 
calculamos la Z flsica que no tiene por qué coincidir con la traza 
de exp(-pH) en el gauge elegido.

Usando (4.12) con condlciones F^ = 0 arbitrarias calculamos 
la Z flsica y, a partir de ésta, procediendo de la misma forma que 
para teorlas sin invariancia gauge hallcunos las reglas de Feynman. 
Ccxno elemplo veunos a ver el caso de la QED. Tcxnando

Fa i a ^ A ® ( ? , r ) - 7 A C 5 ( , t ) , Oitip (4.13)

con f (x,X ) una funciôn arbitraria, tenemos

t (4.14)

donde hemos usado que el déterminante esté definido sobre el espa­
cio de funciones periôdicas. Llevando (4.13) y (4.14) a (4.12),
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multiplicando por la derecha por 

Integrando sobre «0f y teniendo en cuenta que

+ . F *  3“a ' - 3 V ,

con 9^ “ l3ç y » ^^Mlnkowslci^ résulta

Las condlciones de periodicidad son para el campo A y las de anti- 
periodicidad para lÿ y . A partir de esta Z, de la misma manera 
que para el caso se obtienen las siguientes reglas de Feyn­
man

k

• (h% TV̂  fnA
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En general, para cualquler teorla las reglas de Feynman a tera 
peratura finita son las mismas que a temperatura nula con las si­
guientes sustituciones:

^ 1̂*' bosones, k^ — > i +|*' para fermiones ,

con el potencial qulmico. Esto se sigue de ̂ ue la flnitud del 
intervalo temporal implica la dlscretizacldn de energlas. Estas rm 
glas de Feynman, lu recordamos una vez mis, son vftlidas para un 
inercial con respecto al cual el fluido se encuentra en reposo. En 
un referencial con respecto al cual el fluido se ztueve con veloci­
dad V las reglas son las mismas sustituyendo le por el trimomento 
îc* en este inercial.

Hdtese que en definitive hemos ballado las reglas de Peynman 
acudiendo a un desarrollo diagramético para la macrofunciôn de par 
ticlôn flsica Z. Ahora bien, este mismo desarrollo se podrla haber 
conscguido de una forma ligeramente distinta que pasa por los si­
guientes puntos. Primerot a partir de Z se construye una funcional 
generadora Z [ J,J'J aAadiendo unos têrminos fuentes y J*A a la
densidad lagrangiana Ji . Segundo : en la parte de interacciôn de X  
se hacen las sustituciones
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Y tercero: se desarrolla en serie de potencies del exponente la ex 
ponencial

y se toma J = J' = 0. Esta segunda forma de procéder présenta la 
ventaja de que las funciones de Green se pueden obtener directeunen 
te a partir de Z [j, J'] mediante;derivaciôn logarltmica con respec 
to a J y J'.

Por ûltimo,decir que al formalisme de Bernard se le conoce 
con el nombre de "a tiempo imaginario" debido a la rotaciôn de 
Wick que efectûa.

4.5 PROPAGADORES DE DOLAN Y JACKIW

Las r^las de Feynman a tiempo imaginario obtenidas por Ber­
nard presentan el inconveniente de que a la hora de usarlas en 
câlculos concretes aparecen unas sumas bastemte incômodas. Dolan y 
Jackiw [4] han prqpuesto unas reglas alternativas en las que las 
energlas no se discretizan y las sumas se convierten en intégrales. 
En esta secciôn y siguiendo su trabajo original [4] vamos a ên- 
contrar taies reglas.

Tratemos primeramente el propagador de los bosones. En el in­
tervalo temporal 0 i X £ ^ se puede définir una ordenaciôn tempo­
ral *T como

T  [ ip(iT,= e(r-t') i p ( ? t ) V )  + 9tx’-r> if{?, X) . (4.15)
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A contlnuaclôn definimos Ap y mediante

A p t-V) = eCt-f) Ap (?-* T -f) + 9(x-X) AJ (?-?', X-:') / (4.16)

los cuales, merced a la condiciôn de periodicidad (4.10), satisfa- 
cen

ApC?-î’.x-t>)| r Ap(x-x',r-x>)| =‘t=0 'xrO

= Ag(W.X-t') I : A.(?-■?’,X-T’)|
 ̂ 'r=p

(4.17)

Haciendo el cambio Ix^ = t , definiendo las transformadas de 
Fourier de A ^(x) como

{4.18)

y usando (4.17) tenemos

.-5 Â)A p  (k) = j  ^ ApC'J.Vi'p) = e ^ A p  (k) ,

la cual se puede escribir

A^p(le)= [U'v\g(k,)3ç>(k') , Âp(b) = m^(b.)p(b) 

p(k)= À^(l?)-Â^p(b) , m^Ck)=
(4.18)
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La funciôn p (k) es nuestra incôgnita y détermina Ap(k) ya que 
usando la representaciôn

-oÔ in. 

y (4.19) llegamos a

( 4 . 2 0 )

. 1
Âp t'«) : jdL^ e "* [ ecv.') A p u) 4 9(- %.) A p

: i f P(M .
J in b,-L‘+ u  '

Para calcular ^ (k) usâmes el propagador de Bernard Ap( , î() , 
el cual se puede escribir

4p(tü+,6). J(i?î

: i ("'V f* A  l\ tfe) =
J* lo. ZTX

.. [ ‘ A J i £ ! ^ S y „ . . f A _ e ^ L  ,
J zn. too* _l% J . 2n. iw*
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que nos dice que debemos extender A p ( , k) a una funciôn conti­
nua Ap(-ik^,k), de manera que

p(k):-Â[Ap(-Lkg+& ,g) - ApC-ukg-E ,E)] .

Llevando ^(k) a (4.20) résulta

‘ ■ " - ^ r i i r - T S S T

que es el propagador de Dolan y Jackiw en la representaciôn de mo­
mentos.

Para fermiones, (4.15)-(4.17) se han de sustituir por

T [  îji(î',t’)] r O (t-t’) i^(x,C)iji(x'.t.')- e (t'-t)if(7 ’,t')ijl(î,t) ,

Sp(i?-x’ , t-t') = 9(1-t')5pCx-î'.i-t") * «Ct’- t ) ()!-%', r-r) , 

5 p C x - ? % i - r ) |  = S'(?-x'.x-L')l .
'T;0  ̂ TïO

=-s2 (?-?', x - t ’ )| = -S p (î-î',x -i')l ̂ 'Zip  ̂ 'x = p

Procediendo de la misma forma que para el caso bosônico se llega 
al propagador



— 6 0  —

Sp(p)=  i _  . _ (,.22,
/ - m + i £  eP'P"' + 1

Los vêrtices son los mismos que a temperatura cero ya que k° 
puede tomar valores arbitrarios sobre el continue.

Obsérvese que lo que hacen Dolan y Jackiw es prolonger analî- 
ticamente los propagadores de Bernard pasando de valores discretes 
imaginarios puros a valores arbitrarios reales de la variable k°.
Para ello usan el método de Fetter y Walecka [?] . Los mismos Do­
lan y Jackiw se dieron cuenta de que el use de sus propagadores en 
câlculos perturbativos conducîa a la apariciôn de potencies 
S^(k^ - m^) con N > 2. Esto sugiere la bûsqueda de un formalisme 
que no discretice la energla y que no présente estas S^(k^ -ra^) 
(N 1 2) . En los ûltimos anos se ha propuesto la llaunada "Thermo- 
Field Dynamics", que estudiaremos en la siguiente secciôn. No obs­
tante hemos de decir que el uso de los propagadores de Dolan y
Jackiw ha sido ûtil en unos primeros câlculos.

4.6 "THERMO-FIELD DYNAMICS" (TFD)

Takahashi y Umezawa [l2] propusieron un formalismo a tiempos 
reales alternativo al de Bernard que dieron en llamar "Thermo-Field 
Dynamics" o, abreviadaunente, TFD. Posteriormente, Matsumoto [35] 
lo desarrollô y, junto con Tachicki y Umezawa lo aplicô a problemas 
de Flsica del Estado Sôlido [14] . Muchos son los autores que han 
aplicado la TFD a la Flsica de Particules, especialmente a bosones 
interaccionando mediante potenciales y todos ellos del gru
po de Matsumoto y Umezawa, [15,16]. Por ejemplo, Fujimoto et al. [36] 
han probado que para una interacciôn las divergencies del tipo
£**{k^ -m^) con N ^ 2, que aparecen con el formalisme de Dolan-
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Jackiw y que no tienen razôn de ser, se cancelan. En esta secciôn 
vamos a ver brevemente en quÔ consiste la TFD y cuéles son las re­
glas de Feynman a las que da lugar.

Nos situamos en el referencial en reposo, i.e., u'^=(l,0), y 
suponemos que los potenciales qulmicos invariantes Lorentz son ce­
ro, de forma que (4.2) se reduce a (4.3). Veunos a centrâmes por 
sencillez en el caso de teorlas sin invariancia gauge y a conside- 
rar que en nuestra teorla sôlo interviens un campo . Vamos a 
evaluar la funcional generadora

a partir de la cual se obtienen las funciones de Green.

Lo primero que hacemos es extender el soporte de las varia­
bles del campo a todo el piano camplejo de tiempos mediante una ge 
neralizaciôn de las traslaciones temporales (4.4) y (4.5)

A ( î , t t 2 ) r  A(7,t) , A  = 4 > , T L ,

|ac3);t4B>=e |a(î),t> r a.= ̂p, ,

<a(x);tl * a,= '̂,Tt .

Para cada tiempo t + z se tiene

(4.23)
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Entonces

(4.24)

X q es un punto arbitrario del plamo conplejo y el haunilto-donde
nlano que gobiema el sistema es H + .

De ^ o - ^ P se puede Ir por muchos caminos. El formalis
mo de Bernard de la secciôn 4.3 es aquel que toma X^ * 0 y va des 
de 0 hasta -i p por el eje imaginario. Nosotros, siguiendo la TFD, 
escogemos el camino de la figura. Definimos un operador ordenaciôn

I m t lî.

temporal como aquel que ordena los operadores segün los tiempos 
de sus argumentes aparezcan antes o después a lo largo del contor­
no C en el sentido marcado por las fléchas, de forma que los mis 
cercanos al extreme -t^ aparecerân a la derecha y los mis cercanos 
a -t ^- ip a la izquierda. Esta ordenaciôn respeta la dada en la 
secciôn 4.5. Sobre el contorno C definimos unas funciones 5’̂Ct-X*)
y  - t ' ) '
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I ((X‘) , ê tx-'C’) = J ûlx"SçCC"-X’) / (4.25)

y extendemos la derivada funcional como

5Jc?,x)
gv- V.-, , . (4.26)

Introduciendo en (4.24) très veces la identldad (4.2 3) a tiem 
pos t^, - i I y -t^ - i ^ tenemos

(4.27)

donde (j) indica derivada de ^  en la dlreccidn tangenclal a C en 
el piano ccmplejo del tiempo y (4.28) proviene de la traza que de­
fine (4.24).

La eleccidn del contorno que Memos hecho ha sido totalmente 
arbitraria. Cabe preguntarse si cualquier otro contorno hubiese va 
lido. La respuesta es afirmativa siempre y cuando se verifiquen 
ciertas condiciones. Veamos cu&les. La primera es que sus puntos 
final e inicial deben estar separados por -ip . La segunda es que 
el contorno tiene que pasar por los puntos que aparecen como argu- 
mentos de las funciones de Green que queremos calculer. En este 
sentido cabe decir que la eleccidn realizada es muy buena pues, al 
hacer , el contorno abarca todo el eje real de tiempos.Hay
una tercera condicidn y es que los argumentes temporales de las 
funciones de Green estén dentro del dominio de analiticidad de las
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mismas. Este dominio estâ formado por aquellos x taies que cuando 
uno de ellos x ' precede segûn (gràficamente sucede) a otro X " 
se verif ica que - p i Im(T' - x") i 0 [37] . Esta condiciôn de
analiticidad garantiza que la parte real del exponente de (4.27) 
estâ acotada superiormente y se satisface siempre que el contorno 
no vaya hacia arriba.

En los casos usuales, %  es una funciôn cuadrâtica de n. ,por 
lo que la integral sobre de (4.27) se puede efectuar resul-
tando

(4.29)

donde v^(p) es una constante de normalizacidn que depende de p y 
de la que no nos vamos a preocupar.

Para el caso particular

, (4.30)

teniendo en cuenta (4.25) y (4.26), (4.29) se puede escribir

[Jlr « p p j i x p ;

.exp [ - i  j axJLx'jcL^xa^5'J(x!.i) Ay(X-r,x-r)J(î;x')^
(4.31)
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donde Ap es el inverse de

(-□c-Tm?)ApCx-y\-c-V).-Sç(x-x')S^*\5r-?') , C4.32)

Ap(5-x',X-X')» ApCÎ-lt'̂  t-X'-Cp) , (4.33)

la Ultima de las cuales se sigue de la condicidn de periodicidad
(4.28). La Qnica solucidn de (4. 32)-(4. 33) es

AplE,X-X')=_:i Î  ,r -LElt-X')^^_pE + lE(X-X')j^
2E 4_ e-pE  I

E 5 ,

donde Memos tcxnado transformadas de Fourier para la parte especial.

Tomemos el limite  »eo • El lema de Rieman nos dice que
en tales condiciones Ap(5? - 3 %  ^1 2 ” ^ 3 4^---  ̂ decir,
que el propagador no conecta tiempos de los segmentos horizontales 
^l'^2 tiempos de los verticales y C^, por lo que z[j] se 
puede factorizar

2 l J ]  = H U , , J , l Z U i , J « l  '

donde cada una de estas Z viene dada por (4.31) particularizando C 
a y CgC^. AMora bien, nuestro interës flsico se centra en fun
ciones de Green cuyos argumentes temporales sean reales, de forma 
que la parte relevante de Z [j] es Z ,^2] ' ^  contribueidn de
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Z [j^, ] la absorbemos en la constante iAT( p ) y nos queda

Si definimos

f hdz' f i ^ x  Ap(5-5',x-r)Jc3',r) =
J

foQ toO

-oO -'-oO CL,tri,î

donde

J,,Cx,t) = JC?,t) , ,

nos queda

ï [J, Jtl = p) jd'x (V [1 . v [ l

* J JL|Pr1,2
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4--ia
(4.34)

donde ya Memos usado la notaciôn estândard = t.

As I pues, (4.34) es una expresî6n para tr [exp [- p(H + J<̂  )̂ ] 
cuando esta ûltima se utiliza para generar reglas de Feynman a 
tiempos reales. Por tanto, las funciones de Green vendrân dadas 
por

..
i' SJ^Cx,)-

Obsérvese que al estar calculando funciones de Green con argumen- 
tos temporales reales sôlo se puede derivar con respecto a En
particular, el propagador Ap en la representacidn de momentos es- 
tâ dado por

(U®)
it lu®) (4.35)

(U®)=
C&k9^(p) sekkeg(») 

sanQgCp) cjskegCs)

bprvk.^0.(&)r J  •

 ̂  ̂ eP'^o'-4

(4.36)
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Efectuando los productos de (4.35) se obtiene

b-Tl«?+C£

2TXeP'' '̂As(k’-vn’)
- 1

2Tve

-i 2T\Stb̂ -Tm̂ )   +
k’-

(4.37)

Vemos, pues, que los propagadores adquieren una estructura matri- 
cial cuyo elemento 11 es el propagador (4.21) de Dolan y Jackiw.

Ahora hay dos tipos de campos, el 1 y el 2, de los cuales so
lamente el 1 puede aparecer como Ifnea externa de un dlagrama,
pues es el ûnico asociado a tiempos reales. También hay dos tipos
de vërtices 1 y 2, que, de acuerdo con (4.34), son iguales salvo 
un signo, por lo que la estructura topolôgica y combinatoria para 
ambos es la misma y no cambia con respecto a la de temperatura nu 
la. Los campos 1 y 2 interaccionan entre si mediante los elemen-
tos no diagonales del propagador. Nôtese que en limite p  >
(temperatura nula) los elementos no diagonales se anulan, desaco- 
plândose asi los campos 1 y 2 y obteniendo para cada uno la fun­
cional generadora a temperatura cero.

Para el caso de fermiones se procédé anSlogamente [l5] . La 
ûnica diferencia es que en lugar de (4.28) se tiene una condici6n 
de antiperiodicidad.

Aunque en capitules posteriores veremos detenidamente c6mo 
se utilizan las reglas de Feynman de la TFD, vamos a estudiar 
aqui un pequeno ejemplo [37] . Consideremos una teoria libre des­
cribe por la densidad lagrangiana (4.30) con una perturbacitfn V(vf)



-81-

donde son los elementos diagonales de la matriz

X =
1 0
0 -1

(5.29)

Las reglas de (anti)conmutaciën que verifican los operadores crea- 
ciôn y destruccidn que aparecen en los dobletes térmicos son la ge 
neralizacidn al continuo de (5.2), (5.6), (5.15) y (5.16). Por 
ejemplo, en lugar de [a,a'*'] » 1 tendremos

[a(k), otb*)] S (kl M:) Q(ba) 5(k'̂ - M̂ ) 9(feV) = 6(feX M») ô(kiu) .

Lo mismo cabe decir con respecto a las ecuaciones (5.10)-(5.13) y
(5.20)-(5.23) , dcxtde ahora

(p)r
 ̂ p(iba|-u,)

, COs20pCp) =

Entonces las reglas de (anti)conmutacidn entre los campos son

(5.30.a)

(5.30.b)

otros (anti)conmutadores » G. (5.30.C)
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El produc to cronoldgico se define en la forma usual pero sus- 
tituyendo el tiempo x° por nuestro tiempo covariante xu:

T[A^(xd... 9 ( X. (Pi) iA., ■ ■ ■. x„ iPNW) %

(5.31)
xA,(VPi))-.. A^CXytPn)) •

donde la sima esti extendida a todas las permutaciones, el signo 
positive es para campos que satisfacen réglas de conroutacidn, el 
negative para los que verifican réglas de anticonmutaciôn, £ (P) 
es el orden de la permutacidn P y la funcidn 9 impone la condiciôn 
x^ (PI) u k, ... > Xjj(PN)u.

Los propagadores estân dados por los valores esperados de los 
productos cronolôgicos de los dobletes térmicos libres en el esta­
de jO( p )> :

Bosén:

a)

(5.32.b)

k - W + i i  

0
(5.32.C)
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con la matriz (U^) dada por la primera de (4.36) y (4.40). Tambiën 
podemos escribir

, (5.32.d)

donde

(5.32.e)
= nalfe) ,

fia(k)= seuk^e^(p) . (5.32.f)

Obsérvese que el propagador bosônico satisface las ecuaciones

(D + M^) A^lx-y) = - ix-y) , (WlM*) A^tk)r IT̂ l, . (5.32.32.g)

Fermidn;

5„l,cx-y)= <oijrtlTCi)i„,wïii,iyi]loip)> = j A  , <=• 33.a)



-84-

I t
Lt

p\ y»s?- i-t

( 5 . 3 3 . C )

donde la matriz (U^) estâ dada por

( u n  =

c o s 0 p (p )  s e a G p C p )

'Se^epCB) coseptp)/

S0YL^9ptp) =
( 5 . 3 3 . d )

También podemos escribir

^ ( p ) =  ( y 4 m ) [ s 2 y ( p ) +  '  ( 5 . 3 3 . e )

S t  <P) - S,t < p . = S t  <p. s t ( p , . - P " ' ^ - ^ ' =
(5.33.f)

i -211S(p\ »v\? ) -YVp Cp) .

La ecuacidn que satisface el propagador fermidnico es

^x-y) s = ' (5*33.g)
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Los vërtices son

I
k "' a'b k

a /  y
donde la llnea discontinua es para bosones y la continua para fer­
miones.

Los campos 1 coinciden con los usuales y sôlaunente éstos pue- 
den aparecer como llneas externes de un diagrams pues son los que 
describen los grados de libertad flsicos. Los grados de libertad 
tilde, asociados a los campos 2, se han introducido al pasar del 
espacio de Hilbert flsico 5^ al

5.3 TFD (II); TEORIAS GAUGE

Nos situamos nuevzunente en el inercial en reposo, i.e., 
u^ « (1,0). En una teoria gauge aparece una dificultad adicional 
y es que el espacio de estados ^  que en principio se elige con- 
tiene estados de norma negativa y los valores medios estadlsticos 
se deben calculer sobre el espacio de Hilbert flsico F
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Ojima [13] ha probado que <<A» se puede calculer sobre si 
en lugar de p H se considéra pH ? n donde es la carga de
FaddeeV-Popov

Q c -
-o-tc

( ̂ ">'1 f  j

con y los fantasmas Faddeev-Popov, f^^^ las constantes de 
estructura de grupo de Lie que implements la invariancia gauge, A^ 
el campo gauge y a,b,c yendo desde 1 hasta la dimensidn del Slge- 
bra de Lie. Todavîa mâs,

«^y> - <0(^)1 Alo(.pl> ,

donde la expresidn que da el vaclo y que se corresponde con (5.3) 
es

W.tïO <blt>
(5.34)

H)b> = E^|b> , LQclk> = N Jk) , (5.35)

<l|k) . (5.36)t
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La métrica en 9^ estâ indefinida, por lo que en (5.34) se divide 
por<k|l> . Los estados |l> estën relacionados êmtilinealmente 
con los |k> , <;îclï> = < k j l > * ,  tal y como inuestra (5.36).

Obsérvese que aun en el caso libre abeliano hay que considé­
rer los fantasmas de Faddeev-Popov. La raz6n es que son precisamen 
te los grados de libertad asociados a éstos los que cancelan los 
grados de libertad no flsicos de los fotones escalar y longitudi­
nal, y asl obtener la funcidn de particién de Planck. En este caso 
y para un solo modo de vibracién de energla 6 tenemos

3
H = 2L, (c^c-c^E)] ,

con reglas de (anti)conmutaciôn

(5.37)

otros (anti)conmutadores = 0 ■

El vaclo térmico esté dado por

l o C f t ) > =  e  ^  ( o )  ,

(5.38)
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Los operadores con tilde para los fotones se definen de la misma 
forma que en el caso bosdnico de la seccidn 5.2. Para définir los 
de los fantaanas se toman tildes de acuerdo con (5.25) en (5.37) y 
se usa el resultado como definicidn

otros anticonmutadores = 0 .

La ecuacidn (5.39) proporciona la estructura métrica

^ c l c >  = - < c l ? > ^ - 1  , <c(<r> = < c l ? >  = o ,

otros productos escalares = 0 .

La transforméeidn de Bogoliubov que sugiere (5.38) es

iaike ̂  Cp) '
 ̂ / = M , 2  3,

z Xy cos A. Cp) - SewiX 6g ■>

c ( p) = c co&lt 0g CB) t  c  + IgnvL 9g (p) 

c(,p)= ccO i/v6g (p ) 1  y  (%)

c (( i)  = c coskegCp) t  ô ‘''seKlx6g(p) )

>
cCp)= c coslv©gt(i) + E+ s<h.k6gCp) i

(5.39)
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verificândose que

OL^cp)loCp)')= o.-xC[i)loCp)> = o ,

c c p M 0 C f i ) > =  ! 0 (& •)>  = E C p )  lo  (-p.) >  = ? ( . p ' i l o ( . p ) >  = 0 .

Lo que se dijo en la seccidn anterior para teorlas no gauge 
con respecto a la interaccidn es trasladable a teorlas gauge. Co­
mo ejemplo vamos a analizar la QED. La densidad lagrangiana es

donde hemos dado una masa ^ al fotdn para evitar las divergencias 
infrarrojas. A partir de esta Ji se obtiene la densidad lagran­
giana tézmica

donde X  esté dada por (5.29), los dobletes térmicos ] y

(  ̂ por (5.28), y
fi/
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1 = 1(2TI)5

Alik Ü

aCb,o''

a(kl)

-lt(bl)

ImL
S(fe\̂ >?-)6C!ftu.). (5.41)

-ibx 
e t

4A% ,
« ] '

' \
= ( A

'c(lt)

ill"'

c+lb) '

ECkV
e**]

CtM c+(le) '
= 5(kX,/),4 »(bü[

\ v * ' J (iTV)̂

(5.42.a)

tbx-ie J
(5.42.b)

Estos campos satisfacen

[ Ayxl, , (5. 43.a)

S(xu.-tjA..) = Sj^ (x-^) , (5.43.b)

otros (anti)conmutadores = 0 . (5.43.C)
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Los propagadores estin dados por los valores esperados en 
10 ( p )> de los productos cronoldgicos de los dobletes térmicos li 
bres:

Fermidn; (x - y) = (5.33) (5.44)

Fotén;

W-y) : : j A  , (5.<5.a)

( D ] [ ^ K k U ( U » K D t [ ’V > u u » ) , (5.45.b)

(5.45.C)

La matriz de factores termodinémicos (U^) esté dada por

(U®) =

(5.45.d)

ScR-k 6g(p) r-----------  z 'A.^Ck)
- 1
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Otra forma de escribir el propagador es

Ts'>I ”,L, , PCkl . C 5 . 4 5 . e l

donde

:-2i\n.Ck‘) [SCbP-ocÂ )- .

El propagador de los fotones satisface las ecuaciones

‘’‘-'3>=<-uv '
(5.45.g)

Fantasmas;

= (OCpllTr |0(M) : , (5.46.a)
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(5.46.c)

con (U®) dada por (5.45.d). También se puede escribir

(5.46.d)

donde

Sf'(fe)- £)P t'O =H 22

z mlS> i\i^-oiV") •
(5.46.e)

Las ecuaciones satisfechas por el propagador de los fantasmas son

f (5.46.f)

Los vértices son

0.
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donde la llnea ondulada dénota un fotdn y las rectas fermiones.
Los fantasmas évolueionan libremente y no interaccionan ni con fo­
tones ni con fermiones.

La forma de la densidad lagrangiana térmica (5.40) nos dice 
que la estructura combinatoria y topolôgica de los diagreunas es la 
misma que a temperatura cero.

La componente 11 de los propagadores es la suma de dos térmi- 
nos. El primero es el propagador a temperatura cero y el segundo 
lleva un factor termodinSmico n^(k) o n^(p) segûn se trate de boso 
nés o fermiones. Las componentes 22 y 21 del propagador del fotôn 
son las complejas conjugadas de las componentes 11 y 12, respecti- 
vamente:

Para el fermiôn tenemos

S w  (p") = (f) ' = S *  C-p') . (5.49)

donde el complejo conjugado no actûa sobre las matrices de Dirac.

5.4 TFD VERSUS BERNARD

Fujimoto [38] ha efectuado câlculos a uno y dos "loops" en la 
teoria usando los forraalismos de Bernard y de la TFD y ha ob
tenido los mismos resultados. A su vez Matsumoto et al. [39] usan­
do la TFD y Bernard [2] usando sus propagadores han obtenido la 
energla libre de un gas de bosones. En general, y hasta el momento, 
todos los câlculos comparâtivos arrojan resultados coïncidentes pa 
ra ambos métodos, lo cual es de esperar pues en la secciôn 4.5 vi-
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roos que correspondîan a dos circuitos de integraciôn en el piano
canplejo del tiempo con los mismos puntos inicial y final.

El formalisme de la TFD présenta frente al de Bernard la ven- 
taja de que las energîas pueden tonar valores arbitrarios y ya no 
hay que efectuar sumas sobre energfas sino intégrales. A cambio, 
los propagadores han adquirido una estructura matricial 2 x 2 .  Esto 
parece indicar que por cada célculo que se hace dentro del marco 
de Bernard hay que hacer cuatro en el de la TFD. S in embargo no es 
asl pues los elementos no diagonales 12 y 21 de los propagadores 
son idénticos y el 22 esté relacionado de marnera muy sencilla con 
el 11 mediante complejo s conjugado s. Por tamto, sôlaunente se dupli 
ca el nûmero de célculos.

Nosotros usaremos la TFD debido a la venta j a que s upon e tra- 
tar con intégrales y no con sumas. Algunos autores usan el forma­
lisme de Bernard. Entre ellos cabe destacar a Kislinger y Morley
[5] , que efectuaron los primeros anélisis del problana ultravio­

lets en QED, Gross, Pisarski y Yaffe [6] y Actor [?] •

5.5 CONTROVERSIA OTT-PLANCK

Vauaos a comentar brevemente la aparente contradiccidn entre 
los comportamiento de la temperatura bajo transformaciones "boost" 
encontrados por Planck [41] y Ott [42] . Una discusidn detallada 
se puede encontrar en los trabajos de van Keunpe [4 3] , Yuen [44] , 
Arzelies [45] y ter Haar y Wergeland [45] .

Planck encontre que T*y = T con j = (1 - . En esta
expresiôn, T y T* son respectivamente las temperaturas en los refe
renciales en que el fluido se encuentra en reposo y en el que tie­
ne una velocidad v. A su vez Ott llegd a T* = || T. La contradiciôn 
tiene su origen en las distintas définieiones que dan para la tem-



-96-

peratura de un fluido perfecto en el referencial que se mueve con 
velocidad v. Planck define la temperatura como la inversa de la 
componente cero del cuadrivector pnX , de manera que T ^ = p y 
T*”  ̂= p u° = py , que impiican que T*j = T. A su vez, Ott defi­
ne la temperatura como la componente cero del vector dividi
do por el cuadrado de éste, es decir, por (5 Asl tenemos que 
T = (5  ̂ y T = j ̂  por lo que T* = T j . Nôtese que segûn ara- 
bas définieiones la temperatura en reposo es la inversa de p .
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PARTE III

RENORMALIZACION A UN LOOP DE QED A TEMPERATURA FINITA
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CAP ITULO 6

RENORMALIZABILIDAD E IDENTIDADES DE WARD-TAKAHASHI

6.1 INTRODUCCION

En esta tercera parte eliminaremos las divergencias ultravio- 
letas de la QED a temperatura finita mediante una renormalizaciôn 
de la teoria. También evaluaremos las correcciones debidas a la 
temperatura a los parâmetros flsicos de la teoria, como por ejem­
plo, las masas del electrdn y del fotôn o el momento magnético 
del electrôn.

En el capltulo presents, en la secciôn 6.2, probaremos que 
efectivamente aparecen divergencias ultravioletas y que la teoria 
es renormalizable. En 6.3 demostraremos que la parte no transver­
sal del propagador completo del fotôn coincide con la del libre, 
al igual que ocurre a temperatura nula, y que el vértice y el pro 
pagador fermiônico guardan la misma relaciôn que a temperatura ce 
ro.

En los capltulos 7, 8 y 9 estudiaremos los propagadores com­
pletes del fotôn y el electrôn a orden e^, asl como la parte de 
vértice. También calcularemos, a orden e^, las correcciones de 
temperatura a los parâmetros flsicos.

6.2 RENORMALIZABILIDAD DE LA TEORIA

Para probar que en la QED a temperatura finita hay divergen­
cias ultravioletas consideremos, como ejemplo, la primera correc
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ciôn radiativa al propagador 11 de los fotones, dada por el dia- 
grama

D

cuyo tensor de polarizaciôn es

Usando (5.44) se ve inmediatamente que esta integral contiens un 
ûnico têrmino divergente dado por

C-^T r
( N

que precisamente coincide con el tensor de polarizaciôn a tempera 
tura nula.

A continuaciôn vamos a probar que la teoria es renormaliza­
ble ultravioleta. Daremos una demostraciôn inductiva anûloga a la 
que para el caso dan Matsumoto, Ojima y ümezawa [is] .

Debido a que el comportamiento de los propagadores a tempera 
tura finita (5.44) y (5.45) a grandes momentos es el mismo que a 
temperatura nula, podemos usar el método de contar potencias. Por 
tanto, sôlamente necesitaremos estudiar las divergencias ultravio
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letas en los diagramas fuertemente conexos o diagramas 1PI. Si el 
nûmero de loops L es cero, los diagramas de Feynman no presentan 
infinitos. Para un loop es inmediato probar que las divergencias 
que aparecen son las mismas que a temperatura cero y que no depen 
den de 6, por lo que se pueden cancelar con los mismos contratér- 
minos que a temperatura nula. Supongamos que para L-1 loops los 
diagramas IPX de n puntos son finitos merced a los contratêr-
minos que proporciona la renormalizaciôn a temperatura cero. Con- 
side remos a L loops. Entre estos diagramas hay algunos
que contienen como subdiagramas propios diagramas (m<n) con
un nûmero de loops menor que L. Pero la renormalizaciôn 1levada a 
cabo hasta L-1 loops ha hecho estos finitos, por lo que los
diagramas dentro de los que estân contenidos tambiên convergen, 
Esto nos permite concluir que las ûnicas nuevas divergencias que 
aparecen a L loops resultan de considerar diagramas primltivamen- 
te divergentes.

De acuerdo con (5.44) y (5.45) las llneas internas de estos 
son la suma de dos partes, G ° + : una independiente de g,

G®, y la otra dependiente. G®. Como los diagramas son IPX, cada 
una de estas llneas debe pertenecer a las intégrales de algûn 
loop. Ahora bien, G^ se anula exponenciaImente a grandes momen- 
tos, por lo que los loops que contengem al menos una G® son con­
vergentes en el ultravioleta. Esto impiica que, a L loops, las 
divergencias proceden de los diagramas primitivamente divergentes 
construidos usando ûnicamente G'. Pero êstas pueden ser cancela- 
das por los mismos contratêrminos que a temperatura nula. Asî 
pues, a L loops, los diagramas IPX de n puntos son finitos
merced a los contratêrminos que proporciona la renormalizaciôn a 
temperatura cero. Y, por tanto, QED a temperatura finita es re- 
normalizable (por los mismos contratêrminos que a temperatura nu 
la) .
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6.3 IDENTIDADES DE WARD-TAKAHASHI

La identidad de Ward-Takahashi es la relaciôn que existe 
en QED entre la funciôn de vértice y el propagador del ferraiôn. 
Sin embargo, en una teorla cuântica de campos se da el nombre 
genérico de identidades de Ward-Takahashi, abreviadamente WT, a 
las relaciones que existen entre las funeiones de Green de la 
teorla. En esta secciôn, y dentro del marco de la QED a tempera 
tura finita, vamos, primero, a exponer un método generador de 
estas identidades, y, segundo, a usarlo para estudiar la parte no 
transversal del propagador del fotôn y la relaciôn que guardan la 
funciôn de vértice y el propagador fermiônico.

Las formas de obtener las identidades de WT a temperatura fin^ 
ta son adaptaciones de los métodos que se siguen a temperatura ce 
ro. De entre éstos tomaremos como referenda el de Rafael [47% , 
basado a su vez en el trabajo de *t Hooft y Veltman [48].

A temperatura finita la densidad lagrangiana esté dada por
(5.40). Esta X lleva incorporados los fantasmas de Faddeev-Popov 
■ija. y (a=1 ,2) , que evolucionan libremente. Consideremos la
transformaciôn

a"(«)

y  u' ■

tx)

(6 .1)
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donde w es un parémetro anticonmutante independiente de x:

(6.2)

La densidad lagrangiana (5.40) es invariante, salvo la divergen- 
cia de un cuadrivector, bajo (6.1). Esta transformaciôn es para 
cada a la particularizaciôn de la Becchi, Rouet y Stora al caso 
abeliano, por lo que la llamaremos transformaciôn ERS.

Por otro lado, la évolueiôn libre de los fantasmas impiica 
que las funciones de Green (complétas) con un nûmero impar de 
fantasmas son nulas. Esto es inmediato a partir de (5.42) expre 
sando c(k), c(k), ..., en têrminos de c(S,k), c(g,k), ..., y 
usando que el valor esperado en [0(g)> de un nûmero impar de 
operadores creaciôn y destrucciôn c(g,k), c(g,k), ..., es cero. 
En particular,

y lo mismo con (u) en lugar de •^(u) . La invariancia bajo ERS 
nos dice que

H,)... ( y  - •
’ ’ (6.4)

a"’*' Ci„)]lotE)> = 0 ,
CM
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y otro tanto para n^(u). A partir de (6.3) y (6.4) se generan re- 
laciones entre las funciones de Green. Veamos dos ejemplos.

Parte no transversal del propagador del fotÔn 

Usando (6.1) y

< o(̂ ')tT[ ] I 016)) = 0

la ecuaciôn

< I o(%)) = o

se simplifica a

I A:
A ^ I X )  A ^ ( ^ ) + 3 | o 16) )  =  o •

Ahora bien, de (5.43) se sigue que

TLÿ^U) »

por lo que

3^\oCM|T[A%Cx) A%(y]Iolp)) = -«(3̂  Voip)','T[̂ ,̂ (xl ~|{,C;)]to(B)) . (6.5)

El valor esperado del lado izquierdo es el propagador completo de 
los fotones y el del derecho el de los fantasmas. Asî pues, tenien 
do en cuenta (5.46.a) y definiendo
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Y  = CGCS) '°r [ Ay f I,)] '_ G(&)) % 'Ai.
: '2a,“

la ecuaciôn (6.5) toma la forma, en la representaciôn de momentos,

L  = o< • (6.7)

El lado de la izquierda es la parte transversal del propagador 
completo del fotÔn, y el de la derecha la del libre. Esto nos per 
mite concluir que la parte no transversal del propagador completo 
del fotôn coincide con la del libre.

Identidad de WT

De

l]ĵ (i)] loCp)> - 0 

<roCp)l'T[-vi;(x) 1 0(p)> ^ 0

se sigue que

jo'J\o(p)|'T[A^(%)((,^(.^) (A)] l0(p)> -- i^{^o(p|T[ÿ(x) ̂ j,fCj)]\0(p)>

(6 .8)
- ̂ 0(p)lT[ÿ(,c) rn̂ m]tO(p))1| Co(p) 4'c(A)] 1 0(p)> •

Llamando (p) al propagador fermiônico completo en la represen
taciôn de momentos, y (p+q,p) al vértice completo,
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[A 1  c p . . ,
UTVI" (mr  ̂'

la ecuaciôn (6.8) se escribe, en la representaciôn de momentos, 
como

A continuaciôn se escriben los vertices V^^^^(p+q,p) en ter­
mines de unos vertices T'^^^Cp+qjp) sin propagadores externes;

1 \ I

Û. l> r< c
(6 . 10)

Llevando (6.10) a (6.9) y usabdo (6.7) se obtiene

p̂ = ' [ ' L'^cL' r' ]  •

que es el équivalente a temperatura finita de la identidad de 
Takahashi.
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CAPITULO 7

MASA EFECTIVA DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA

7.1 INTRODUCCION

En este capitule, en la secciôn 2 , probaremos explîcitamen- 
te que las ûnicas divergencias ultravioletas que aparecen a un 
loop en la autoenergla fermiônica son las mismas que a temperatu 
ra cero y son independientes de la temperatura. Veremos tambiên 
que taies divergencias se cancelan con los mismos contratêrminos 
que a temperatura nula. Ya en la tercera secciôn construiremos 
el propagador fermiônico completo a orden e^ libre de divergen­
cias ultravioletas . En la secciôn 4 calcularemos la masa del elec- 
trôn a temperatura finita. Obtendremos una masa que depende de 
la temperatura y del momento del electrôn, por lo que hablaremos 
de una masa efectiva, en analogla con el lenguaje de la Fîsica 
Nuclear y de la Fisica del Estado Sôlido. En la secciôn 5 desa- 
rrollaremos el resultado obtenido en la anterior secciôn para 
temperatures altas (gm<<1) y bajas (Sm>>1). Finalmente, en la 
sexta secciôn evaluaremos la cortribuci&i al momento magnêtico de 
bida a las correcciones têrmicas de la autoenergla fermiônica.

7.2 AUTOENERGIA DEL FERMION

El diagrama de Feynman de la autoenergla del fermiôn a pr^ 
mer orden radiativo (p) es
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Usando las reglas de Feynman del capîtulo 5 tenemos

I (d) c f ol^k (7.1)

que se puede escribir

(7.2)

donde

r ,6)
3)

/i'” , S \  (»-'«■> D ' ' V c W  . (7.4.a,
aJ» «-'» •

rr'(k,.5P,c.-a;T)''^Nv(3L0 AO ■ 1̂9
(7.4.C)
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Los superindices 0, p> y 2p hacen referencia al nûmero de facto 
res termodinâmicos n^(k) y n^(p-k) que contienen las intégra­
les .

Utilizando (5.48) y (5.49) obtenemos que

CD) r (p) , (jzOAl) '<11 . 22 «î 2.1 ‘ J

(7.5)

donde el complejo conjugado no actûa sobre las matrices de Dirac.

De (5.44) y (5.45) se sigue que las intégrales (p)
(j=1,2) convergen en el ultravioleta. La razôn es que contienen, 
al menos, un factor n^(k) o np(p-k), y que éstos decrecen expo-
nencialmente cuando k crece indefinidamente, por lo que los inte 
grandos se comportan adecuadamente en el ultravioleta. Por el 
contrario las partes de la autoenergla independientes de 8,

Zj^\p) y Z^2  ̂(p), son divergentes. En efecto; las ecuaciones
(5.44) y (5.45) implican que z|®^ (p) es precisamente la auto­
energla del fermiôn a temperatura cero, la cual es divergente en 
el ultravioleta, por lo que, segûn (7.5), ^ 2 2 ^ tambiên lo
es. Recordemos que [47,49]

donde Z^ (p) es una funciôn finita de (y de p^) , y S r a ( A )  y 

Zg(A ) son cantidades infinités que dependen de un factor de cor 
te ultravioleta A ;
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2, (Als 4 - —  j o( L. _A_ + (3- (/I Ai_2:_ 4 ct( f. pa-Vrf. <xrAA\^ /W2. ~ I ,

Para eliminar estas divergencias redefinimos la masa y los 
campos como

4nV(j = 'YA + Sfw*. (A3 ,

y aftadimos a la densidad langragiana (5.40) los contratérminos

S X  = L  { s... 0 2  *

Entonces, en lugar de (7.2) obtenemos la siguiente autoenergla 
renormalizada

‘ f ’ = p  ‘ f" '

donde ahora

Z ‘? \ d)= , (7.7)
X9 ' X» '

= '
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ccai (p) dadas por (7.3) sustituyendo m por m^. (Nôtese
2 2 2que al orden en que estamos trabajando, orden e , e m y e 

son iguales) .

Lo hecho esté de acuerdo con lo ya anticipado en la secciôn 
6.2: las divergencias ultravioletas son independientes de 0 y se 
cancelan con los mismos contratérminos que a temperatura nula.

De (7.7) y (7.8) se sigue que

T  V y (6,1A  ' = (Pi , cp) ,<1 12 • 42 ' 14
(7.9)

que reduce el célculo de (p) a dos casos: el a=b=1 y el
a = 1 , b = 2.

a=b = 1

La parte independiente de 8 esté dada por

= Z,rW . (7.10)

La primera correcciôn termodinémica zj^'^^(p), usando (7.3),
(7.4.b), (5.44) y (5.45), se puede escribir como suma de dos tér 
minos, el primero independiente del parémetro a del gauge y el 
segundo no:
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5 ( r / ' . g  1 Ap \Q-<! 
yy^Ki.

]

:E.3i >'-- J ' ' A r : f e V 2 p ' . ) * [ j A A l ," A .''.'i ' >U I- ' ' * " ' 'oZ ..i . (/. j in.

( >.̂4. A' '. C'-

Los dos ilnicos vectores de que disponemos son y u^ , por lo 
que cada una de estas dos intégrales serâ una combinaciôn lineal 
de la matriz identidad 4x4, ^ y vl.

= . ' * c  A -  ,‘ M.O A \ , 0  ^  H , 0 '

.s,? / . c l  K ,
4i,cA • '

(7.12)

(7.13)

cuyos coeficientes serân funciones de los invariantes Lorentz

1= ^  ^ (7.14)
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g y p ,  en el referencial en que u^=(1,0) son precisamente la ener 
gia y el trinamento al cuadrado del fermiôn. Tras un cSlculo al- 
gebraico obtenemos, para la parte independiente de a.

: — 1:— r,-- I - V; t) - j  ̂ M - C- ] - 1 I) ‘■(1 p ]  ̂ ,

(7.16)

' (7.17)

y, para la parte dependiente de a ,

, (7.18)

- 5 (pt n\p 1  ̂ I t (7.19)

f't,
 ̂p-_ ,rvp 1 i V pS + > \' U  *• j p (o< )3

 ̂ s   ̂A -  " r 

. ̂ +4q w , ^ [U&MwA'Vpu)]i|. -,iI . <7-201
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En estas exprès iones, Ig ( a ) . Ug( a ) » Ip# Û ,, Jp( a ) y { a ) 
son las intégrales complejas

>1 ' ,
1

■ i '"%

UÛ
1 1 - 

i p.,!' . ii-

(7.21)

2 _ f ,

-

j - ,u k  1 ^  (1(1̂
(7.22)

' (
-1 s'b

. A ' 'I c i (--) iic'-
(7.23)

y C g(X ) y Cp las intégrales reales

, , , c Cï̂ -oCr )

'F - - •

(7.24)

(7.25)

Cuando p=0 los lados derechos de (7.16), (7.17), (7.19) y
(7.20) se hacen singulares, Sin embargo esto no supone problema 
alguno. En efecto; si p = 0, p^ y u^ son paralelos, p^ = Çu'̂  , y 
entonces, segûn se desprende de (7.12) y (7.13), lo que interesa 
no son los coeficientes b̂ .j ^ y ĉ -j ^ (x=0,a) por separado, si-
no la combinaciôn Ct>̂ i ^ en la que ha desaparecido la
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singularidad. (Esto mismo va a ocurrir con (7.28), (7.29), (7.31),
(7.32), y (7.39), (7.40), (7.42), (7.43)).

Nôtese tambiên que las ecuaciones (7.19) y (7.20) contienen 
unos factores globales 1/9v^. En general, los coeficientes que los 
multiplican no son nulos, apareciendo asî unas divergencias infra- 
rrojas que depende de % y de ji, y que no existian cuando la tempe­
ratura era cero. Sin embargo, ya veremos mas adelante que no con- 
tribuyen a los parâmetros fisicos (masa y momento magnêtico del 
electrôn).

Con la segunda correcciôn termodinémica (p). procede-11mos de la misma forma y obtenemos 

donde

Mk) , (7.27)
n-

, (7.28)
Hn^p '■ I

X M  M ( 0  \x;((|] , (7.29)
ru V /  ' ^ ^r

(1A ~ X KU) - id~'> l] , (7.30)
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_
H n .'

Y " ^  I  ^ ♦ I p ' -  1 , - K ^  .  jc.'v,- ) j  1 -

(7.31)

-y e-i, 1
,,'̂ - ■ —prrt ̂ T' l[(p'r*p *d\̂) Ml.*)- -JX'̂ («)]- 0

(7.32)

con M(a) y W(a) las intégrales imaginarias puras

>U.*' ' 4
: L

lÀV,(4l]
(7.33)

En resumen, de (7.6), (7.10)-(7.13) y (7.26) obtenemos

(7.34)

/n='(.4 4 4 * T  , (7.35)’ <1,J< 41,(1 H a

Î8con los coeficientes y g  y (j = 1,2) dados por (7.15)-
(7.20) y (7.27)-(7.32) en têrminos de las intégrales (7.21)-(7.25) 
y (7.33). Debido al carâcter complejo de algunas de estas inté­
grales, (p) es en general compleja.
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a=1, b=2

Procediendo de forma anSloga al caso a=b=1 llegamos a

U  ' (7.36)

con los coeficientes ^^2 ' ^12 ^ °12 por la suma

 ̂ = . (7.37)

donde

au) , (7.38)

 r ' a- T. ̂ . (7.39)

= d'lV'g

. :p _ e:

"ils '

c'P -
US' - n S

(7.40)

Si - > ̂.X (.U)-(À--> 0 . (7.41)
MU'

(7.42)
~ ^ ( pX fvv.̂) X<*1'l - (x-■) l) ,

^ l l x “  ( p ^ r v v . ^ ( j ) [ ( p ^ ^ « v v f t l  ( * ( » ) - !  X U ) ] - ( 7 . 4 3 )
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Las expreslones de Q(ct) y X(a) son

: t
1

XI 4.) uk
(7.44)

A GiK''-xX̂ l 5(ip

Recordando que en (7.9) el complejo conjugado no actûa so­
bre las matrices de Dirac y teniendo en cuenta (7.34) y (7.36) 
obtenemos la relaciôn

(7.45)

7.3 EL PROPAGADOR FERMIONICO

El propagador fermiônico a primer orden radiativo (p)
estâ dado por la serie indueIda por la inclusiôn repetida de las 
autoenerglas (p) en el propagador libre. Por ejemplo.

^  (p) vendrâ dado por la serie
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que corresponde a la suma de diagramas

.  .
i \ \ 1 1 ( 1  2. 1

1 1  4 1 1 1

En general y^(p) vendrâ dado por

c:1,Z cl: 1,1
(7.46)

CtU  A:|,l f:ll 4;l,l ‘ Jf='.‘ Y

Formalmente, la serie (7.46) la podemos sumar, obteniendo que 

que usando que
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i) . T I I^ - rVv.)I ,, jul» ^

se puede escribir

que es la inversa del propagador completo, a orden e^, libre de 
divergencias ultravioletas a temperatura no nula.

7.4 MASA EFECTIVA DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA

La masa fisica del electrôn estâ dada por el polo de las corn 
ponentes diagonales del propagador completo. Ahora bien, de acuer
do con (7.47) y (7.34) dicho polo es la solueiôn en p^ de la ecua 
ciôn

que a orden e^ es

= -5c (7.48)
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Vamos a evaluar el lado derecho de esta ecuaciôn.

Las ecuaciones (7.18)-(7.20) y (7.30)-(7.32) implican que

lr.g) , ;p :tl.X (i.j
, -0 f|:U) (7.49)

En cuanto a q ( X = a,b,c) , las ecuaciones (7.27) y (7.28)
las dan en têrminos de las intégrales M(1) y W(1), cuyos inte- 
grandos contienen las deltas de Dirac & (k^- X^) y 5((p-k)^-m^)
Pero cuando p^=m^ (y /\ =0) es imposible que los argumentos de
ambas deltas se anulen simultâneamente, por lo que

(7.50)

Por la misma razôn,

ihv S ti.o r 0 : <1, I), c ̂ (7.51)

Llevando (7.49)-(7.51) a (7.35) y lo que résulta a (7.48) obtene 
mos

( 7 . 5 2 )
p:Ovg
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que, teniendo en cuenta los resultados del apêndice D, la pode­
mos escribir

i

"r.. J. klmg) ^
(7.53)

donde

Nr ip] : ------------------- I .
"Ÿi

(7.54)

Obsérvese que, a orden e^, el polo de 5) (p) y el de “S  22^ (p)
coinciden, al igual que ocurre con el propagador libre.

Con respecto a (7.53) hemos de hacer varias observaciones.
La masa m^(g) depende, ademâs de e y m^ ^, (como ocurre a tem­
peratura cero), de 0 y p. Esta dependencia en p tiene su origen 
en el hecho de que a temperatura nula, a partir de p^, sôlo se
puede construir el invariante Lorentz p^, mientras que a tempera

2 2 2tura finita se pueden construir dos, p y Ç , con p = Ç - p .
Por otro lado el que la masa dependa del momento de la partlcula 
aparece en muchos problemas fisicos: plénsese, por ejemplo, en 
una partlcula moviêndose en una red cristalina o un nûcleôn en 
el interior de un nûcleo. En todos estos casos se habla de masa 
efectiva de la partlcula en cuestiôn. Por analogla, a m^(S) la
llamaremos masa efectiva del electrôn a temperatura finita y la 
dénotaremos mg(g, p ). Por ûltimo, nôtese que m ^ (g,p ) es finita 
infrarroja e independiente del gauge.

2 2 2{*) Recuêrdese que a orden e , e m=e m.
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Si particularizamos (7.53) para una cuadrivelocidad u^=(1,3), 
y, por tanto, p=|p|, recuperamos el resultado de Donoghue y Hols­
tein [9] ( 1p|;^0). El de Peressutti y Slcagerstam [s] (|p|=0) es
inmediato a partir de (7.56) teniendo en cuenta que, cuando p + 0^

7 ' -
- - T  • Clf (7.55)

Frente a estos resultados, (7.53) présenta la ventaja de su cova- 
riancia Lorentz.

Terminemos esta secciôn con un comentario referente a la co- 
variancia. Hay autores que efectûan los câlculos en el referencial 
en el que fluido permanece en repose, i.e., u^=(1,0), y en lugar
de (7.34) obtienen, dentro del marco del formalismo de Dolan y 
Jac)ciw,

Los coeficientes A, B y C se corresponden respectivaunente con 
11nuestros b.̂ + -— , b.j .j y a.̂ . Dichos autores afirman, sin espe-

cificar mis, que en un tratamiento covariante se tendrîa A=B. Evi 
dentemente esto es cierto, tal y como lo refleja nuestra ecuaciôn
(7.34), pero es incomplete, puesto que se olvidan del têrmino que 
va con Este têrmino tiene su importancia, tal y como vamos a 
ver.

Como las cantidades divergentes ultravioletas son las mismas 
que a temperatura cero y son independientes de la temperatura, he 
mos renormalizado con los mismos contratérminos que a temperatura 
nula. Podlamos haber adoptado otro punto de vista; imponer al pro 
pagador ciertas condiciones de renormalizaciôn. Por ejemplo, que 
el polo de las componentes diagonales del propagador fuese fi=m
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con residuo i. Ahora bien, la presencia en (7.34) del sumando 
que va con yl implica que 8m(A) y ( A  ) serlan las mismas 
que a temperatura nula mâs correcciones finitas ultravioletas 
dependientes de g, algunas de las cuales con estructura matri- 
cial. Por ejemplo, para que el polo de las componentes diagona 
les del propagador sea iS=ra el contratêrmino de masa debe ser

z  'j'o. [  ̂<,1. i -yi - c . /  ] , 1 f

cuyo ûltimo sumando es del tipo vjygVl . Para poder afla-
dir este contratêrmino a la densidad lagrangiana (5.40) es nece 
sario sustituir m por la masa renormalizada m^ y restar

Al hacer esto la parte fermiônica libre de la densidad lagrangia 
na renormalizada a un loop pasa a ser, en la representaciôn de 
momentos,

L '  '

a partir de la cual se obtiene (7.53). Obsérvese que en el fon­
de lo que se estâ haciendo es sumar y restar una misma cantidad 
a la densidad lagrangiana y dotar innecesariêunente a los contra 
têrminos de una estructura matricial. Otro tanto ocurre con la 
constante de renormalizaciôn Zg, punto no seftalado por algunos 
autores ya que al efectuar los câlculos para u^=(1,6) se olvi­
dan del têrmino que en la autoenergla va con yl. Es precisamen 
te por esto por lo que nosotros hemos preferido cancelar las 
divergencias ultravioletas con los mismos contratérminos que a
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temperatura cero. Hay ademâs otra razÔn: el punto de renormallza
2 2ciôn en el esquema seguido por nosotros es p =m , mientras que 

en el otro hay que fijar ademâs el valor de P. Por otro lado, am 
bos esquemas estân relacionados mediante una renormalizaciôn fi­
nita.

En el tratamiento covariante, la presencia del vector u'' 
es importante a la hora de expresar un tensor como combinaciôn li 
neal de otros con coeficientes que sean amplitudes invariantes Lo 
rentz.

7.5 DESARROLLOS A ALTAS Y BAJAS TEMPERATURAS

En esta secciôn vamos a evaluar (7.53) en el caso de tempe­
ratures altas y bajas. Las temperatures son altas si 0mg<<1 y
bajas si gmg>>1. Si nos situamos en un referencial en el que el
fluido se encuentra en reposo, i.e., u'^=(1,î) y g=1/T, y tene
mos en cuenta que itig''̂ 10̂  ̂ K, las temperatures altas se alcan-
zarân sôlamente en el universo primitive It ^  10 s). Como dato 
orientativo podemos decir que la temperatura en el centre de es 
trellas muy calientes no es superior a 10® K.

En lo que sigue vamos a tomar el potencial qulmico de los 
fermiones nulo, es decir hacemos P=0 en (7.54).

Temperatures altas

Definamos la correcciôn relative a la masa del electrôn de- 
bida a la temperatura <5m(0,P) como

GT. -S L, \ _ (V.q
   i —  , (7.56)
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con m^(6,p) dada per (7.53). Usando (7.53) y (7.54) podemos es 
cribir

donde

S J (7.57)

I l l ' l l  •
(7.59)

Las intégrales que aparecen en (7.58) y (7.59) se pueden evaluar 
numéricamente  ̂ ^. Procediendo de esta forma obtenemos:

12) Para 8m^ comprendido entre 10”  ̂ y 10, 5m(g) es del or
den de 10~^ con un error de 10“®. En la figura 7.1 aparece dibu 
jada la integral del lado derecho de (7.58) como funciôn de gm^.
En la figura 7.2 représentâmes 6m(g) frente a gm^.

22) Para (s/m^ igual a 10"*, 10“^, 10“^, lO""* , 1, 10, 10%, 
10^, 10* y gm^ comprendido entre 10”^ y 10, 6pm(g) vale cero 
con un error que en el peor de los casos es 10”®.

(*) Todos los câlculos numêricos que contiene la présente memo- 
ria han sido realizados en el Centro de Câlculo de la Uni- 
versidad Coroplutense de Madrid.
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X

Figura 7.1
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im

Figura 7.2

De estos dos resultados concluimos que para temperaturas altas 
la contribuciôn principal a 6ra(S,p) viene dada per la parte in- 
dependiente de p, 6m(g). Asl pues.

En cualquier case este resultado es vâlido, salvo ôrdenes 0(p), 
para fermiones que se encuentran casi en reposo con respecto al
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fluido pues basta usar (7.55)* Utilizando

1

la representaciôn integral de las funciones de Bessel modifica- 
das de segunda especie K̂ (z.)

Tn ^

sus propiedades y sus desarrollos para 0<z<1 |j5o] obtenemos 

'YV\j. nrVq +- ----—  ̂ .é“
MU

(7.60)

2U“ *

donde y=0.577215... es la constante de Euler.

La mayorla de los autores hacen la aproximaciôn 6m(g,p)=5m(g) 
sin justificacidn alguna y dan expresiones para (g,p) a tempera­
turas altas.

Temperaturas bajas

Cuando la temperatura es baja, gm^>>1, la contribuciôn prin 
cipal a m ^ (g,p) proviens de las correcciones termodinâmicas de
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carâcter fotônlco. Los têcminos de carâcter fermiônlco, es decir, 
aquelles que en (7.53) contienen el factor Np(k), son de orden
e~®”'R con respecto a los anteriores. Asl pues.

, 'A^ > — ( 7 . 6 1 )  
‘ ' (-(WQjî) I

Obsérvese que los términos fenniônicos de (7.53) son los que 
llevan dependencia en p, de aqui que (7.61) sea independiente de 
p. Nôtese taunbiên que si tomamos el limite de temperatura cero 
(pm̂ -*- ®) obtenemos la masa renormalizada a temperatura nula m^.

7.6 MOMENTO MAGNETICO DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA (I)

En la secciôn 7.3 calculâmes el propagador fermiônico comple 
to a orden e^. Llamando Ug(p) al cuadriespinor de Dirac que des­
cribe un electrôn a temperatura finita, y teniendo en cuenta que 
los electrones flsicos estân asociados a los campos de tipo 1 , de
(7.47) se sigue que

■ - 0

que a orden e^ se escribe

[p - - 2-- k p' - h 1 - G . (7.62)

De acuerdo con (7.34),
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con a-|i/  ̂ y c^^ dados por (7.35). De (7.49) - (7 .51 ) y (7.35)
obtenemos que

(7.63)

y, por tanto, que

La soluciôn de esta ecuaciôn es

donde u(p,m) es el cuadriespinor asociado a un electrôn libre de 
momento p^ y masa m a temperatura nula.

En esta secciôn vamos a ver cômo afecta la autoenergîa del 
electrôn a su momento magnético. En la secciôn 9.4 evaluaremos la 
correcciôn debida al vêrtice.

La ecuaciôn de Dirac para un electrôn en interacciôn con un 
campo EM externo (clâsico) es

-1? - f'''- ' Y ■ ̂  •

Si tenemos en cuenta los efectos que la interacciôn con el campo 
EM cuantificado tiene sobre la autoenergîa del electrôn, la ante 
rior ecuaciôn la hemos de sustituir por

L U  - 4 îH c - /ijA. u. - e; ̂  ̂ ̂ ~ * 'iiiv. ̂ ^ - C , (7.65)



“ 1 3 1 “

que describe un electrôn inmerso en un baAo a temperatura finita 
en interacciôn con un campo externo . En (7.65) es el campo
asociado al cuadriespinor a temperatura finita Ug(p) de (7.64) y 
estamos usando la notaciôn

. (7.66)

El tiempo invariante Lorentz x^u lo vamos a denotar x*=t*. 
El cuadrivector (0,x*) serâ ortogonal al (t*,0) y tal que 
x*x*^=Xyx'^. Con esta notaciôn la ecuaciôn (7.65) la podemos es- 
cribir

(7.67)
" /À2 ̂  il, •

Si consideramos el limite no relativista (i.e., p=|p*[<<m), des-
componemos en componentes superiores e inferiores,

y usaunos la representaciôn

:• 1

' \ ' - 7  0

la ecuaciôn (7.67) se nos desdobla en dos
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:: 7  il ' \  m ' À '  * 4 p .  ■

Lt'
("o ■* 4

( 7 . 6 8 )

(- ——  = J Î.' '-p •* - A 1 4 A p.- tug - Aiv'.] ̂
.1̂  Ci - 1

donde ïï* es el trimamento cinético del electrôn

Ti* - i(- Ailp- e .

Introduciendo en (7.68) funciones $ y X definidas como

-  •i! il * [ lY .g *- *  lip- ‘

obtenemos

l i i  - . î i î ' X - i A - n  . 
H*

Si suponemos que eA^|<<2(m^+Am) la soluciôn aproximada de la 
segunda ecuaciôn es

X  ^ -
tti
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y la primera es la ecuaciôn de Pauli

, .A;; 14 ,
il Ami

que se puede escribir

V 2(rnj,f Aiv.l Ami
—  ’ S'- < H

(7.69)

En el caso particular de que u^=(1,0) tenemos

ii
.t

L ' ' A i ' p  ' - ^

11 * Atw ̂ R *■ Am '
■2 3 ̂ a /a a \ 9

La ecuaciôn (7.69) nos dice que debido a la autoenergîa del 
electrôn el momento magnético del mismo pasa a ser, a orden e^,

Am(1. .
I 2fY\p

De (7.66), (7.15), (D.1) y (D.3) obtenemos

/W .  j Z i
Y
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que para electrones no relativlstas la podemos escribir

y, por tern to,

f-. J L f r , .  p ' . i k A i h l l
2mg J-i ■* (7.70)

El segundo têrmino del corchete del lado derecho es la correcciôn 
têrmica al momento magnético debida a la autoenergîa fermiônica.
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CAP ITULO 8

MASA DEL FOTON A TEMPERATURA FINITA

8.1 INTRODUCCION

A temperatura finita el medio ya no es el vacio, sino que es 
tâ lleno de fotones y fermiones. En la secciôn 2 daaostraranos 
que, a orden e^, las ünicas divergencias del tensor de polarizaciôn 
de este medio son independientes de la tanperatura y coinciden con 
las del tensor de polarizaciôn del vaclo de la QED a temperatura 
nula. Tras eliminar estas divergencias con los misaos contratérmi 
nos que en la teorla a temperatura cero, construdmos, ya en la sec 
ciôn 3, el propagador completo del fotôn a orden e^. En la cuar- 
ta secciôn évaluâmes las longitudes de correlaciôn de las partes 
longitudinal y transversal del campo EM, encontrando que ya no son 
infinitas, cono ocurre a temperatura cero. También damos desarro­
llos a altas y bajas tanpeeraturas para dichas longitudes de corre 
laciôn.

8.2 TENSOR DE POLARIZACION DEL FLUIDO

Ya hemos dicho que a temperatura finita el medio ya no es el 
vaclo, sino que esté lleno de fotones y fermiones. Por lo que el 
équivalente a temperatura finita del tensor de polarizaciôn del 
vaclo le llamarem os tensor de polarizaciôn del fluido
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El diagrama de Feynman correspondiente al tensor de polari-
V Tzaciôn del fluido a primer orden radiative es

Las réglas de Feynman del capitule 5 proporcionan

(8 .1)

o también.

."C" a (8.2)

-Y l '?’"- ‘’2k'f' •

o:

(8.3)

(8.4.a) 

(8.4.b) 

(8.4.C)
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Los superindices 0, 3 y 26 refiejan el nûnero de factores termodl- 
nâmicos n^(p) y n^Cp-k) que contienen las intégrales (8.3). De 
(5.48) y (5.48) obtenemos

(8.5)

donde la conjugaciôn ccmpleja no actûa sobre las matrices de Dirac.

Las ecuaciones (5.44) y (5.45) implicem que las partes depen- 
dientes de 6, (k) (j*l,2), del tensor de polarizaciôn con-
vergen en el ultravioleta, y que las partes independientes de la 
temperatura (k) y ^22^ divergen. Mâs a un, (5.44) y
(5.45) dan para (k) la miana expresiôn que para el tensor
de polarizaciôn del vaclo (a temperatura cero):

a partir de la cual es inmediato obtener usamdo (8.5).

Para eliminar las divergencias que contienen n^^(k) (a-1,2)
redéfinîmes el campo EM como

A '; . .
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4lAl= ------! : ( - x i  iv. (42C) ,
C-a-

donde A es un "cut-off" ultraviolets, y afiadimos a la densidad 
lagremgiama (5.40) el contratênnino

---i c

Entonces, el tensor de polarizaciôn pasa a ser

(Ui - J l  n  (U) , (8.6)
j:c

T (8.7)

= , (8.8,

donde (j=0,1,2) estln dadas por (8.3).

Obsérvese que lo ûnico que se ha hecho ha sido eliminar las 
divergencias ultravioletas ahadiendo los mismos contratérminos 
que a temperatura cero, en total concordancia con lo dicho en la 
secciôn 6.2.

Por otro lado, las ecuaciones (8.5), (8.8) y (8.9) implican
que



-139-

H —  Ik , (8.9)

42 ^

que reduce al câlculo del tensor de polarizaciôn renomalizado 
(k) a dos caos: a=b=l y a=l, b=2.

a=b-l

La parte independiente de la temperatura viene dada por

(8.10)
n  i k 4 , n ' i k : i - T : A  .

Veunos estudiar la estructura de las correcciones temodinâ- 
roicas ^ ( k )  (j*l,2) . La invariancia de la QED proporciona

lb lit) - ̂  ' (8.11)

que junto con (8.10) inplica que

XV Ab

Por otro lado, (k)+n^^'^®^(k) es sindtrico en sus In-
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dices V y T, de forma que debe ser una combinaciôn lineal de g 
y de los tensores simêtricos de dos Indices que se pueden cons- 
truir a partir de los vectores y u^, a setber: k'^k^, u^u^ y
k%^+u^k^. Los coeficientes de esta combinaciôn lineal serân fun 
clones de los escalares Lorentz

w3(U K^=ü)^-k^ , (8 .12)

que pueden ser interpretados como energîa y môdulo al cuadrado del 
trimomento del fotôn respecto al fluido. El resultado es

Al A4 14 41 41 <4

donde

(8.13)

k!:0

0^.2),

(8.14)

44

n L l/=o

(8.15)

Los tensores y han sido introducidos por Weldom [l 1% ,
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P'S . _L (ici''. BV)(u,fc'.tV'j , 18.151
k'K^

p Æ . f t V X c X  (Ka.a')(fei:...«.1) , (8.17,
1 K»

y satisfacen

P7 S: . .

P 7 ÜS r .

P ' %  D": c .
J fei

Nôtese que cuando K=0, k^=wu^ y k^=w^.

A continuaciôn deflnlmos

n", : - - n ;f. , (8.181

n%, : •fein“*’'lk=' - Tl'jP , Tl’'P . (8.19)

Entonces, de (8.6), (8.10) y (8.13) obtenemos

(8.20)

Como y son en general complejos, n|^^'^^(k) tambiën lo
es.
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a» 1, b»2

Procediendo de forma analoga al caso a»b=1 llegamos a

p, 2 2 i l" ', (8 .2 1)

I kl ù
, (8 .22)

[2)vL|'wx-w'̂ - 'P) , Ki 0
k M  dur ' '

n S -
I tC:C

(8.23)

De (8.9), (8.20), (8.21), (8.16) y (8.17) se sigue que

(8.24)

8.3 EL PROPAGADOR DEL FOTON

El propagador del fotôn renormalizado a primer orden radiati 
vo (̂ ) viene dado por la serie que résulta de incluir rei-
teradamente el tensor de polarizaciôn (k) en el propaga-
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dor libre, esto es.

c~t,J, ezli, -̂,[1

Esta serle se puede sunar formalmente, obtenlendo

Si tenemos en cuenta que

a ;r"=' -

podenos escribir

■ “ 'V/i) ̂  f 1 “' C M  A*-) - ^ * n^'’ 'Vi) • <8 •

vC

(8.25)

26)

El propagador completo viene dado por el Inverso de esta expre- 
slôn.
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ril -nl
i'-Y " (iVYTi'Ki'-Y.-n;,)771,̂77,1; (8.27)

Para terminar esta secciôn hagêunos un ûltimo comentario. El 
propagador (8.27) satisface la identidad de WT (6.7);

es decir, las partes longitudinales de los propagadores libre y 
completo coinciden.

8.4 MASAS ELECTRICA Y MAGNETICA DEL FOTON A TEMPERATURA FINITA

La masa X del fotôn la introdujimos en la densidad lagran- 
giana (5.40) para evitar las divergencias infrarrojas. Ahora bien, 
el tensor de polarizaciôn no présenta taies divergencias pues el 
momento intemo del loop es fermiônico, por lo que en todas las 
expresiones de este capitulo podemos tomar X=0.

En la QED a temperatura cero el alcance de la interac­
ciôn EM es infinite ya que la masa de los fotones es nula. En es 
ta secciôn vamos a ver que debido a los efectos de la temperatu­
ra dicho alcance se hace finito, y que varia segûn que el fotôn
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que promedia la interacciôn sea de género espacio, luz o tiempo.

Las masas eléctrica Y magnética del foton se definen
como las inversas de las longitudes de correlacidn de las partes 
longitudinal y transversal del campo EM:

La presencia de T en estas ecuaciones es debida a que en (8.27) 
aparecen y - Y "° ^
fotones de género espacio tenemos

^  - (8.29.e)
£0;0

Para fotones de género luz.

(̂ •̂ 0U~yo

Y para fotones de género tiempo.

^  • (8.29.t)
W*>i)
l/zO
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pues si K=0, s Usando los resultados del apéndice E,
ecuaciones (E.11)-(E.14) obtenemos

n,^J, ' f>r̂ )
(8.30.e)

; =0 , ^  , (k}-.,) . (8.30.1)
 ̂ ' p(nvl

c>V3i»v.̂ 2p̂ ) ^ ,\ , (khv), (8.30.t)■'< ' "mv '    I : ' ‘ F tÎA J» D^Ml)

Vemos que efectivamente los alcances de las interactiones 
eléctrica y magnética (dados por y X“^) ya no son infini-
tos. En la figura 8.1 aparecen representados grâficamente los 
productos gx frente a gm para valores de gm comprendidos entre 
10“  ̂y 10. Desarrollando las ecuaciones (8.30) para temperaturas 
altas, gm<<1, y bajas, gm>>1, llegamos a

,2 M

-

; V  = '
f + j3üi r Ijkü-, 4, i 0
) ZJ&  ̂ '471 i

^ '2b ' " (8.31.1)
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pfw.» 1 

(8.31.t)

pk

Figura 8.1
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En el caso de temperaturas intermedias es necesario acudir a
(8.30). Nôtese que en el limite de temperaturas nulas (8m-*-«) se 
récupéra el alcance infinite de la interacciôn EM.

Es importante destacar que los alcances de las interaccio­
nes eléctrica y magnética dependen de que el fotôn que las media 
sea de género espacio, luz o tiempo.

Las expresiones de y X^ para temperaturas bajas en una 
formulaciôn no covariante hablan sido obtenidas con anterioridad 
por Tarrach [lo]. Las expresiones para temperaturas arbitrarias, 
ecuaciôn (8.30), y su particularizaciÔn para altas temperaturas, 
es, basta donde nos es conocido, original.

El coeficiente de g^^ en Œ)|^^'^^(k) es

y en ^22^ (k) ,

donde hemos tomado X=0. Ambos denominadores se anulan cuando

que a orden e^ se puede escribir
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Till «

Ahora bien, de (8.22), (8.23), (8.4) y (5.44) se sigue que 
y estân dados por intégrales en p que contienen las deltas
de Dirac S((p-k)^-m^) y û(p^-m^). Pero si k^=0 es imposible 
que ambas intégrales se satisfagan simultSnearaente, por lo que

que junto con (E.14) y (8.24) implican que (8.32) se puede esçri 
bir

'«S V  , . (8.33,
», r,»- . tllr. ,

Esto nos dice que si interprétâmes el polo en k^ del coeficiente
de g^^ en las componentes diagonales del propagador completo co­
mo la masa al cuadrado del fotôn, entonces el fotôn tiene una (ma
sa)^ dada por (8.33), toda ella de origen magnético.
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CAPITULO 9

MOMENTO MAGNETICO DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA

9.1 INTRODUCCION

Al igual que en los dos capitules anteriores, empezaremos 
mostrando en la secciôn 2 que, a teraperatura finita, las divergen 
cias ultravioletas son las mismas que a temperatura nula e inde- 
pendientes de S. Lo que va a permitir eliminar tales divergencies 
usando los mismos contratérminos que a temperature cero. En la 
secciôn 9.3 construiremos la corriente fermiônica fisica complete, 
esto es, incluyendo correcciones radiatives de orden e^. También 
probaremos que dicha corriente es invariante gauge, y mostrareraos 
el papel fundamental que en esta prueba juega la autoenergla fer­
miônica . For ültimo, en la cuarta secciôn calcularemos las correc 
cciones térmicas al momento magnético del electrôn, dando sus dé­
sarroi los para temperatures altas y bajas.

9.2 RENORMALIZACION DEL VERTICE

En el capltulo 5 vimos que (a orden cero de teorla de pertur 
baciones) habla un ûnico vértice, cuyas patas podlan ser todas de 
tipo 1 Ô todas de tipo 2. De ahora en adelante vamos a caracteri- 
zar los vértices por tres letras abc, para asl identificar la na- 
turaleza 1 Ô 2 de las llneas que entran o salen de êl. Por ejem- 
plo, a orden cero hay un solo vértice, el 111, que coincide con 
el 222 y esté dado por -iey^. A primer orden perturbativo tenemos
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' -o’, b) =-iéfo I à -LeA , rt,',ù) ,
O-oC ,■ X9 d; abc . (9 .1)

-/ie.A''' 'o.û' - A  19-2)

0 .T

J» = o'- D
t>-W

Las ecuaciones (5.48) y (5.49) implican que

''̂1 -■ n: 'f' P' ' '“'P' = ''4L 'f' P'

donde el complejo conjugado no afecta a las matrices de Dirac.
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La ecuacl6n (9.2) se puede escrlblr

tai'-t ■■ ■ ^  f r i k
(9.4)

X u  !i)= - (9.5.a)

(9.5.d)
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SÔlamente las partes independientes de la teraperatura
divergen en el ultravioleta. Para elirainar estas divergencies se 
aflade a la densidad lagreuigiana el contratërmino

con ( A) =2^ ( A) la constante de renormalizaciôn a temperature 
nula, Entonces, los vértices renormalizados son

>1= ï ’'S 1 s 4 a'"’,'* . (9.6)aie y  5 Ü L *

' Ç w - l ' T w -
(9.7)

■ P' p^L Le '

y satisfacen

. . .  . (KW* . , . (RW
C y f ' C y p '  ' C V p> - C < - ? )

(9.9)
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9.3 INVARIAMCIA GAUGE DE LA CORRIENTE FERMIONICA

Vamos a empezar construyendo la corriente fermiônica fisica 
que contiens correcciones radiativas de primer orden. Dicha co­
rriente sercl la suma de varios términos. El primero es la corrien 
te a orden cero u(p')y^u(p), donde los cuadriespinares libres u(p) 
y ü(p') estân asociados a campos flsicos de tipo 1. La primera 
correcciôn radiative que afladimos es la de la autoenergla de los 
fermiones. Para ello sustituimos los cuadriespinares u(p) y u(p’) 
por cuadriespinares a temperature finita Ug (p) y vlg(p')/ cfr. 
ecuaciones (7.62)-(7.64) ;

(9.10)

En segundo lugar aftadimos la correcciôn debida al tensor de pola 
rizaciôn del medio:

(9 . 1 1 )
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Por dltlmo, tenemos la correcciôn debida al vértice:

(p',p)jA.(p) • ( 9 . 1 2 )

Asl pues, la corriente fermiônica fisica esté dada -por

En esta secciôn vamos a demostrar que ,p) se conserva, es
decir, que

(p-p)vJ'*(p' .p) = ® • ( 9 , 1 4 )

Para Jp(p',p), de (9.10), (7.62) (^tenemos que

(p '-p)v ,JpCp'.  p) s ^ ( p ^  ' ( 9 . 1 5 )

A su vez, de (9.11) y (8.11) se sigue que

( p ' - p )  J p  t p ' , f )  = o . ( 9 . 1 6 )
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Anallcemos finalmente el producto de (p'-p)^ con J^(p',p), 
dada por (9.12). Por las propiedades de la QED a teraperatura ce­
ro sabemos que

(p'-p)̂  i-fp') ® • (9.17)

De acuerdo con (9.4), (9.5.b) y (5.45), la parte dependiente de 
a de la primera correcciôn termodinâmica u(p') (p',p)u(p)
de (9.12) estâ dada por

<-11,at ' ' ' ' 0 *

+_
-»k^+â£

(9.18)

Sumando y restando |S'-m al K de la izquierda del integrando y 
ĵ -in al de la derecha, multiplicando por (p'-p)^ y teniendo en 
cuenta que, a orden e^, e^u(p') (p-j6)u(p) *0 llegaraos a que

(p'-p^v Cp'.plb-Cpl =0 •

Asl pues, a (p'-p)^u(p') Aj^^^^'^(p',p)u(p) sôlo contribuye la 

parte de (p* ,p) independiente de a;
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4 (p‘ p-M’'V -4.yH 7^rfejb -z l a b n i

El termine que en las primeras Haves va con da cero, pues,
2 2a orden e , e u(p' ) (;)' -^)u(p)=0. Para el resto obtenemos

- Stfe3jpU)vy(p-le)']<jw.(p) . 

donde ya hemos tornado X=0. Usando (7.11) podemos escribir

Cp'-p)u dtp') A  Cp\t,) wyp) = d  tp'> [ 2/ ®'^ Cd^ k ') - 2  .• M4,0 ' . 44,0 \ 440 I \

(9.19)
Analogamente, para las demas correcciones termodinamicas, obtene 
mos, para las partes dependientes de «,

ÏUoOA^’̂’iP̂ 'tn', D)u.Ct)ro C 1:1.3) (9.20)• 114 ,o( 1 . .  ̂ '

y para las totales,

(d’'P)v SLCl>') A'̂ 'j?̂ '̂  Co',p)w,(o) = 0 . (9.21)
i ' 141 ‘ • '•
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De (9.12), (9.7), (9.17), (9.19), (9.21) y (7.63) se sigue
que

Cp'-p)v (p'.p) = d(p')[ 2 ^  (p'^:’̂^l]p^p) • (9.22)

Teniendo en cuenta que en esta ecuaciôn, a orden e^, se pueden 
sustituir u(p), ü(p’) y m por u,^(p), ü,j(p') y m^, respectivamen- 
te, y usando (9.13), (9.15) y (9.16), llegamos a

tp'-p)v J  (p', p) = 0 , (9.14)

que es precisamente lo que querfamos demostrar.

Notese que si no hubiésemos considerado la autoenergla de 
los fermiones, ecuaciôn (9.10), la ecuaciôn (9.14) no se verifi- 
caria, ya que su lado izquierdo séria igual al derecho de (9.22), 
que evidentemente es no nulo. Por otro lado, a partir de (9.6) y 
(9.22) obtenemos que

(p‘-pu Y,p)(^(p)= ^(p'^cy-

2que, usando (7.47), se puede escribir, a orden e ,

(p'-p)^ p) LL(p),  (Kp] ;  [ S ^ 'c p " ) -  ^ ‘“'■’ (p )] ‘*-(p) ,

que no es otra cosa que la identidad de WT (6.11) metida entre 
spinores ü(p') y u(p), lo que muestra la consistencia de todo lo 
hecho hasta ahora.
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9.4 MOMENTO MAGNETICO DEL ELECTRON A TEMPERATURA FINITA (Y II)

En esta secciôn vamos a calcular el momento magnético del 
electrôn. La contribuciôn al momento magnético de la parte de la 
corriente asociada a la autoenergla fermiônica, ecuaciôn (9.10), 
ya ha sido estudiada en la secciôn 7.6, ecuaciôn (7.70). Recor- 
demos que viene dada por

si : -i ?  j L f"* ̂  . (9.23)
î-tK ^  L  WlA.)

Nos falta, pues, evaluar las correciones que proporcionan las 
partes de polarizaciôn del medio (9.11) y del vértice (9.12). Pa 
ra ello tenemos que calcular sus contribueiones al factor de for 
ma Fg cuando p^«p'^ . Recordemos que F^ es el coeficiente de

U ^ )  -L w-(p) (9.24)

en la corriente fermiônica.

Usando (9.11), (8.20), (8.21), (8.16) y (8.17) vemos que 
Jp(p‘*P) no contiene ningun término que vaya con (9.24), por lo 
que su contribuciôn a F^ eb nula.

Utilizando (9.7), (9.20), que la parte dependiente de « de 
^ 1 1^^ (p’,p) es proporcional a tal y como muestra (9.18),
(y, por tanto, no contribuye a F^), y las reglas de Feynman, la 
contribuciôn a F^ de (9.12) viene de

, ( 9 . 2 5 )
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donde

(9.26)

trp', p, '.1 - S(k3) Y _ k L v (  -

( I SC(p-!e)Vv>y.̂ NF(p-!a) ^

+ ZTitfripCD'A) mp C p:k  Sfcp-lal^TvM •

En estas expresiones ya hemos tornado ^=0. Observese que si el 
fotdn de momento (p'-p)^ se encuentra sobre la capa de masas, i. 
e ., (p*-p)^»0, entonces es imposible que (p-Jc)^»(p’-k)^»m^, por 
lo que en tal caso el término que lleva dos factores termodinémi- 
cos Up no contribuye a . El primer sumando de (9.25) es preci­
samente la correcciôn renormalizada al vértice a temperature cero, 
por lo que su contribuciôn a cuando p"'̂ -p'"'̂ es la que se encuen 
tra en la literatura [47,49]:
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En cuanto a (9.26), usando la identidad de Gordon, el del in
tegrando da lugar a ^k'^k^o.^^ (p'-p) Asl pues, los términos que 
van con (9.24) y que, por ende, contribuyen a provienen de

, (9.29)

(9.30)

La integral serâ una combinaci^n lineal de g^^ y de todos 
los tensores simêtricos de dos Indices .que se pueden fogpoar a par 
tir de p'i p*'' y u'':

+ D [  (p"^-TsV'»)u54 cp'^- + E t y - w i  ^ . 3 1 )

Al llevar (9.31) a (9.29) el término que va con (9.24) es

de donde se sigue que las correcciones termodinâmicas al factor 
de forma Fg vienen dadas por el coeficiente A del desarrollo
(9.31). Ahora bien, para evaluar el momento magnético nos inte- 
resa F^ cuando p^ =p'̂ . Asl pues, calculemos A para p^»p'
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Si p^»p'^, la ecuaciôn (9.31) se reduce a

Multiplicando ambcs lados por g^g, u^Uj, (p^-|u^)u, y (Pv-Su.y,)% 
^(Pt-S"%) obtenemos el siguiente sisitesM de ecuacones

I, 1

A-1Û» ̂  1

- h

-.1,,

donde

I p  

Ijs
(9.32)

con dada por (9.30) para p ^ " p . Resolviendo el siatema obte­
nemos para A

A t -1 [ I , - » (9.33)

que usando los resultados del apéndice F, ecuaciôn (F.8), se pue­
de escribir para electrones no relativistas
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A =   ----- g - T - +  O C f )  . ( 9 . 3 4 )

Por tanto el factor de forma cuando p »p' serd la suma de la 
parte independiente de la temperatura (9.281 la parte dependien 
te de p (9.34):

Entonces, la correcciôn al momento magnético seré la suma de las 
que proporcionan la autoenergla fermiônica y la parte del vérti­
ce a través de Fg(p'»p). Para electrones no relativistas el me­
mento magnético, a orden e^, esté dado por

3 5 )

En el caso de temperatures bajas (^m> >1) tenemos

2X1̂  ‘ în^ “i t p v

y en el de altas (^m<<l).
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Nuestros resultados son distintos de los de Fujimoto y Yee [Sl] y 
de los de Peressutti y Skagerstam [8] . Para temperaturas bajas su 
correcciôn térmica al momento magnético es el doble de la nuestra. 
Esta discrepencia la achacamos a la falta de covariancia en sus 
célculos, lo que lleva a cuestionarse la validez de su identifica-
ciôn de F_. Para el caso de temperaturas altas sôlo evalüan el tér

2 2 2 ”  mino dominante y obtienen -e /12 p m . Ademas de los argumentos
que acabamos de exponer, hemos de ahadir que los citados autores
no consideran la autonergia fermiônica, que, segün hemos visto en
la secciôn 3 de este capitule, es necesaria para que el vértice
sea invariante gauge.
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PARTE IV

LOS MODELOS DE SCHWINGER Y DE THIRRING A

TEMPERATURA FINITA
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CAPITULO 10

EL MODELO DE SCHWINGER A TEMPERATURA FINITA

10.1 INTRODUCCION

En los tres ûltimos capîtulos hemos desarrollado célculos 
perturbativos en QED (a temperatura finita). Ahora bien, sabemos 
que a temperatura cero existen modelos que admiten soluciôn exac 
ta; por ejemplo, el de Schwinger y el de Thirring. En esta ûlti- 
ma parte nos proponemos encontrar los propagadores completos pa­
ra estos dos modelos cuando la temperatura es no nula. Para ello 
usaremos mêtodos funcionales. En este capltulo resolveremos el 
modelo de Schwinger, dejando el de Thirring para el siguiente.

Recordemos que se llama modelo de Schwinger a la QED en 1+1
dimensiones (una temporal y otra espacial) con fermiones de masa 
nula. En la secciôn 2 reduciremos el problema de la interacciôn 
de los fermiones con el campo EM cuântico a una interacciôn con 
un campo exterior (c-nûmero). En la secciôn 10.3 encontraremos 
una soluciôn exacta para el propagador fermiônico en dicho campo, 
la cual usaremos para encontrar una expresiôn explicita de la fun 
cional generadora. En la cuarta secciôn, a partir de esta funcio- 
nal, obtendremos los propagadores completos del fermiôn y del cam 
po EM.

10.2 LA FUNCIONAL GENERADORA DEL MODELO

En la secciôn 4.6 vimos que la funcional generadora para las
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reglas de Feynman de la TFO se obtiene a partir de la f uncional 
a temperatura cero haciendo las siguientes sustituciones. Las co 
rr lentes extemas acopladas a los ceunpos por doble tes térmlcos de 
corrientes externes acopladas a dobletes têrmicos de campos. Los 
propagadores por los propagadores têrmicos. Y la densidad lagran- 
giana de interacciôn por la densidad lagrangiana têrmica de inter 
acciôn. Recuêrdese que para bosones escalares de masa m interac- 
cionando mediante un potencial V(*) se tiene, ecuaciôn (4.34),

? f J ,  J. ] - cVKp) « p  [ -  ( V [  1  V .

A>-:U

donde -V($^)+V($2* es la densidad lagrangiana têrmica de inter­
acciôn. Una demostraciôn del resultado antes mencionado, alterna­
tive a la dada en la secciôn 4.6, se puede encontrar en Semenoff 
y Umezawa ^52] .

El modelo de Schwinger [53% es la particularizaciôn de la 
QED a una dimensiôn temporal y una espacial con fermiones de masa 
nula. Por tanto, su densidad lagrangiana têrmica la obtenemos a 
partir de la de la QED, ecuaciôn (5.40), haciendo m»0:

(1 0.1)
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donde ahora v,T=0,1 y la masa del fotôn la hemos tornado cero 
(1=0). En este modelo e tiene dimensiones de (lon g i t u d ) .

Los propagadores libres de los fermiones, fotones y fantas­
mas, (S^(x-y) , D^^(x-y) y ^^(x-y) , respectivamente) , estân
dados por las versiones en 1+1 dimensiones de las ecuaciones
(5.44), (5.45) y (5.46) con m=l=0. La funcional generadora estâ 
dada por

a i . ,  v u .  . 'V  - r  1 - 2  j *  ^  3 b  '  ■

(10.2)

La parte de los fantasmas no la hemos escrito ya que êstos evolu 
cionan libremente sin interaccionar con ningûn otro campo.

Recordemos tres propiedades de las intégrales funcionales, 
vâlidas en cualquier dimensiôn, [54% :

donde B=B(1+AB)“  ̂ es la soluciôn para s=1 de la ecuaciôn inte­
gral
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= 4 i f — 5L— C(y,Y-^\ h[A] 
J J -I ‘ ‘ j  CA(%< J ôA/y

con A(x) dada por

Au) '  { ‘“i

(P3) <ixp)—  LixA.1— -— A(y,w)— -— ' fxp ) .6 I-i(x^3(x, 1 )■'■
' ^ - ■ 1  J ô'Ju) } ) 1  J 0

>- i  j^lx z dtp i Y iu\[ft(4-A6) * j t f  ifi U-A&) +

, '(xij)F(tj) 4 i t-(Al [A(4-BAr'](\'j)R'| 1̂  -+ i

Usando las propiedades (PI) y (P2) podemos escribir (10.2) 
en la forma
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A.b^u-*
(10.3)

donde A^(x) es el doblete têrmico de campos externos

 ̂ 2 v  j:t‘ u i',̂ ) , (10.4)
fe-',2

G^b^^'yl®'^) es la soluciôn de la ecuaciôn integral

(10.5)

y l [a] es la funcional de "loops" fermiônicos

l[̂ ]-.-̂ .lL I . (10.6)
d'-U “'v>

Los campos A^(x) de (10.4) son externos en el sentido de que
son c-nûmeros. Precisamente, al pasar de (10.2) a (10.3), lo 
que hemos hecho ha sido sustituir la interacciôn de los fermio 
nés con el campo EM dinâmico por una interacciôn con unos po- 
tenciales externos dados por (10.4). La presencia de l [a] en
(10.3) pone de manifiesto que los "loops" fermiônicos cerrados 
son tenidos en cuenta de todas las formas posibles. El propaga



- 171 -

dor de los fermiones que interaccionan con los campos EM exter­
nos es G^j^(x,y[eA) .

La expresiôn (10.2) para la funcional generadora es exacta 
y ccxopleta en el sentido de que un desarrollo en serie de poten 
cias de la constante de acoplamiento proporciona todas las con- 
tribuciones perturbativas a cualquier funciôn de Green. Al pasar 
a (10.3) hemos reagrupado los términos de esta serie en clases 
distintas de diagramas de Feynman, de tal forma que en cualquier 
diagrama se pueden distinguir las partes de "loops" fermiônicos.

Todo lo que hemos hecho hasta aqul es v&lido en dimensiôn 
arbitraria y con cualquier masa para los fermiones. Lo caracte- 
rlstico de 1+1 dimensiones y fermiones de masa nula es que en es 
te caso la ecuaciôn integral (10.5) tiene soluciôn exacta, de 
forma que se puede evaluar la funcional de loops fermiônicos 
l [a] de (10.6), y asl conocer todo lo que aparece en (10.3). En 
otra dimensiôn, (10.5) sôlo se sabe resolver perturbâtivamente, 
y entonces (10.3) no présenta ventajas frente a (10.2).

10.3 LA FUNCIONAL DE LOOPS FERMIONICOS

En esta secciôn vamos a resolver la ecuaciôn (10.5) y a usar 
su soluciôn para evaluar la funcional de "loops" fermiônicos l [a], 
dada por (10.6).

Actuando sobre ambos lados de (10.5) con i^qX^ y usando la 
versiôn en 1+1 dimensiones de (5.33.g) con m=0 obtenemos

Para esta ecuaciôn diferencial buscamos una soluciôn del tipo
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donde

' ' r

y son funciones arbltrarlas de x. Recordando que en 1+1 di­
mensiones

es inmediato ver que

TÙ . (10.9)

Llevando (10.8) a (10.7) y usando (10.9) y (5.33.g) en 1+1 dimen
siones y con m=0 obtenemos la siguiente ecuaciôn para

• (10.10)

en la que A^(x) es un c-nÛmero dado por (10.4), de forma que 
-y^g(x) juega el papel de una fuente externa. La soluciôn de
(10.10) es
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t-ii * 1 ' ;

donde (x-y) estâ dada por la versiôn en 1+1 dimensiones de la 
(5.46) con 1=0.

Asl pues, la soluciôn de (10.5) es (10.8) y (10.11). El si­
guiente paso es usar esta soluciôn para evaluar la funcional de 
loops fermiônicos (10.6). Ahora bien, al hacer esto, aparece una 
dificultad y es que el propagador G^^(x,y[eA) es singular cuan
do y-+x. Para regularizar L(A] , en primer lugar, escribimos (10.6) 
como

L [ Al T - 2_/ f (ti'x A (̂*t < 
a-. U  4

ya que, segün el carâcter clclico de la traza.

y, en segundo lugar, usamos el método "point-splitting" para re­
définir la corriente como
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con lo que la funcional de loops fermiônicos se transforma en

LCa I. <- --: : Lf 4^ (XI
-'u J X-4-)0 J

i e> ç» [ I
(10.12)

En estas expresiones el limite x-y-^O debe ser tomado simétrica- 
mente y de tal forma que conserve la causalidad, es decir,
(x-y)^<0.

Llevando (10.8) a (10.12) obtenemos

r  C

L [ A i :  2 - ,  I é ü '  I c l Y  t i '  ( x ) - 4  h ' i l  '

(10.13)

Ahora bien, de (5.33.a), (5.33.e), (5.33.C) y (5.33.f) se sigue 
que en 1+1 dimensiones y con m=0

5  Ù-4Î - -ths-
I , " .  ■' (2%)̂

(10.14)
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Cuando x-y+0 el segundo tërmlno del lado derecho tlende a cero# 
al Igual que las dos exponenclales que aparecen en el Integrando 
de (10.13) / por lo que sôlo contribulrâ el primer sunando de
(10.14):

L [ A] : -1 2L I I I   ̂ Oy *
a.:U v *

IL,
111

(10.15)

Al tomar el limite simëtricamente tenemos

: C  . (10.16)

Por otro lado, la causalidad la garamtizamos haclendo x^«y^ y 
Xj-y^^O. Tomando el limite de esta forma y teniendo en cuenta
(10.16) llegamos a

L [A ]  -- - U \  * A^(X)] V‘ ,
►lU J 4

que, usando
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se puede escrlbir

I ̂ , ■n*ct. (10.17)

donde

■n“T«-j)=J^j «■‘*“’‘"l’il”J(le) . (lO.IS.a)

. ( 1 0 .U .W

Resumlendo, la funclonal generadora z(j^, Ç^, esti da­
da por (10.3). Todos los objetos que contiene poseen expreslones 
explicitas conocidas. Los campos extemos (c-nOmeros) A^(x) es-
tân dados por (10.4), el propagador G^j^(x,y)eA) por (10.8) y
(10.11), y la funclonal de loops fermidnicos L^a} por (10.17) y
(10.18). Entonces, mediante derivacidn logarltmica de
con respecto a las fuentes externas J ^ , y T^, podemos obtener
expreslones compactas para los propagadores completes.
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10.4 LOS PROPAGADORES COMPLETOS DEL CAHPO EM Y DEL F E R M I W

En esta secclôn vamos a encontrar expreslones compactas pa­
ra los propagadores exactos del campo EM y del fermiôn. Empezare- 
mos por el del campo EM.

De las ecuaciones (10.3), (10.4) y (10.17) obtenemos que

4,b'|2

Usando la propiedad (P3) de la secclôn 1 de este capitule (con 
FsO) podemos escriblr que

[4a.,5o.-i^To] -

(10.19)

donde Z [j^aÇ^a'Ç^aO] es una constante dependiente de g.
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<10.20)

y el propagador térmico completo (x-y) del campo EM estâ dado,
en notaciôn matricial, por

o, equivalentemente, por

Introduciendo en esta ültlma ecuaclôn (8.25), (10.18) y (5.46) 
con 1=0 llegamos a que

U) 'x->a) = f 2 , (10.22.a)
xy' ;

= ( U ^ ( D H ( k ) ( U ^ )  , ( l o . 22 .b)
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“(M : = —
k'-.±'-U ' l&(u

TO

(10.22.C)

(10.22.d)

con la matriz (U®) dada por (5.45.d). Las ecuaciones (5.45.b) con 
1=0 y (10.22.b) nos dicen que el propagador libre y el completo 
tienen la misma estructura. Las partes longitudinales de ambos 
propagadores coinciden, lo que concuerda con lo dicho en la sec- 
ciôn 6.3. y la parte transversal ha adquirido una masa igual a
e//ir~. Esta masa es independiente de la temperatura y coincide 
con la obtenida por Schwinger a temperatura cero. Toda la depen- 
dencia del propagador con g va dentro de los factores termodinS- 
micos senhOg(g) y coshOg(g) que proporciona la matriz (U®j. El
propagador para el campo EM flsico (de tipo 1) es

iD =
W y  U) JxL-0

Veunos a calcular ahora el propagador completo del fermiôn. 
Usando
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y las ecuaciones (10.3), (10.8), (10.11) y (10.17) obtenemos

ê x p i i2 L  
A.t-rU Afc=o

donde uf(8) estâ dada por (10.20). Utilizando ahora la propiedad 
(P3) de la seccifin 10.1 llegamos a

(10.23)

Ù,c (10.24)
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Los superindices 0, 8 y 26 reflejan el nûtiero de factores termodi- 
nâmlcos np(p) y n^(p-k) que contienen las intégrales (8.3). De 
(5.48) y (5.48) obtenemos

. n ' i f i j = o , v ) -

(8.5)

donde la conjugaciôn ccmpleja no actûa sobre las matrices de Dirac,

Las ecuaciones (5.44) y (5.45) impllcan que las partes depen- 
dientes de g, (k) (j*l,2), del tensor de polarizacidn con-
vergen en el ultraviolets, y que las partes independientes de la 
temperatura n^®^'^^(k) y ^22^ divergen. Mâs a un, (5.44) y
(5.45) dan para n^^^'^^(k) la miana expresiôn que para el tensor 
de polarizaciôn del vaclo (a temperatura cero):

a partir de la cual es Inmedlato obtener usamdo (8.5).

Para elimlnar las dlvergenclas que contlenen n^^(k) (a»l,2) 
redefinimos el campo EM como

a ;  , %  '‘ ( A ) A l .
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A  I A) =  : ( - U  ( I
cn-

donde A es un "cut-off" ultraviolets, y aftadimos a la densidad 
lagramgiama (5.40) el contratêrmino

T  -  I  - ,  r « £- - i  f-
^ V-.U

Entonces, el tensor de polarizaclôn pasa a ser

: Z ,  n ' y Z k ,  . ,8.6)j=C

(8-7)

C|ft> vt
(8.8)

donde (j=0,1,2) estân dadas por (8.3).

Obsérvese que lo Onico que se ha hecho ha sido eliminar las 
divergencias ultravioletas afiadiendo los mismos contratërminos 
que a temperatura cero, en total concordancia con lo dicho en la 
secciôn 6.2.

Por otro lado, las ecuaciones (8.5), (8.8) y (8.9) implican
que
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H I
 ̂ 'I'-ii.l.-l , (8.9)

U  ^

que reduce al câlculo del tensor de polarizaclôn renormallzado 
n^^^'^^(k) a dos caos: a=b*l y a=l, b=2.

a=b=l

La parte independiente de la temperatura viene dada por

(8.10)

Veunos estudiar la estructura de las correcciones termodinà- 
rolcas (k) (j*l,2) . La invariancia de la QED proporciona

(8.11)

que junto con (8.10) implica que

k.[-n'7’Z k ) ‘ n^Y^*''Zk)]:o.
4.P ab

Por otro lado, ( k ) ( k )  es slmétrico en sus In-
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dices V y T, de forma que debe ser una combinaciôn lineal de g 
y de los tensores simëtricos de dos Indices que se pueden cons- 
truir a partir de los vectores y u^, a saber: k'^k^, u^u^ y
k^u^+u^k^. Los coeficientes de esta combinaciôn lineal serân fun 
clones de los escalares Lorentz

w3(U K^=(u^-k^ , (8 .12)

que pueden ser interpretados como energla y môdulo al cuadrado del 
trimomento del fotôn respecto al fluido. El resultado es

(n;P. Îl7) ü'^,11 H 11 11 M

donde

(8.13)

n n--U) '

(8.14)

11

n L l/=0

Los tensores y han sido introducidos por Weldom [l 1%,
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, (8.181

. ±  ( t''. a.a') ( , (8 .171
1 k ‘

y satisfacen

pTp"i = PA , 

P'"'. O'
1 ■

N6tese que cuando K=0, k^=wu^ y k^=w^.

A contlnuaclôn deflnlmos

n,*; ; - k-n"""  ̂n • n'J , (s.isi

n%,3 ■kin‘'”"(k=i  ̂TtjP. n]'P. (s.i»)

Entonces, de (8.6), (8.10) y (8.13) obtenemos

n'T'lki -- nl" (i''\ («-ZCI

Como y (ï^. son en general complejos. U ,, (1̂ 1 tambign lo
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a =  1, b » 2

Procediendo de forma analogs al case a=b=1 llegamos a

n  '''(«)= Tt,^ a " : , (8.21)

J J i ; Z i'^'n T'P’ 1 - Ù
(8.22)

[2 V ( > L - w ' ' - ^.1 'p) ,

n lr-

T \' , k:C
(8.23)

De (8.9), (8.20), (8.21), (8.16) y (8.17) se sigue que

(8.24)

8.3 EL PROPAGADOR DEL FOTON

El propagador del fotôn renormallzado a primer orden radiati 
VO viene dado por la serie que résulta de incluir rei-
teradamente el tensor de polarizaclôn ill^^'^^(k) en el propaga-
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dor libre, esto es.

Esta serie se puede suaar fomalmente, obteniendo 

SI tenemos en cuenta que

^  11^ Ir-'i ̂  (8.25)

podemos escriblr

0 ^  '"^(k) = - A (8-281

El propagador completo viene dado por el inverso de esta expre- 
sidn,
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-■f) ^  n,^ n,, 1

Para tenninar esta secciôn hagamos un ûltimo comentario. El 
propagador (8.27) satisface la identidad de WT (6.7):

£) (k) = - Tj, r
k~- <xA

es decir, las partes longitudinales de los propagadores libre y 
completo coinciden.

8.4 MASAS ELECTRICA Y MAGNETICA DEL FOTON A TEMPERATURA FINITA

La masa A del fotôn la introdujimos en la densidad lagran- 
giana (5.40) para evitar las divergencias infrarrojas. Ahora bien, 
el tensor de polarizaclôn no présenta taies divergencias pues el 
memento intemo del loop es fermiônico, por lo que en toda s las 
expreslones de este capitulo podemos tomar X=0.

En la QED a temperatura cero el alcance de la Interac- 
ciôn EM es infinite ya que la masa de los fotones es nula. En es 
ta secciôn vamos a ver que debido a los efectos de la temperatu­
ra dicho alcance se hace finite, y que varia segûn que el fotôn
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que promedia la interaccidn sea de génère espacio, luz o tiempo.

Las masas eléctrica Ag y magnética del fotôn se definen 
como las inversas de las longitudes de correlaciôn de las partes 
longitudinal y transversal del campo EM:

- . (8-2B)
k-'>0 fevo

La presencia de T en estas ecuaciones es debida a que en (8.27) 

aparecen ^ ^ "° ’̂ ^‘^ab ^
fotones de género espacio tenemos

^  • (8.29.e)
Co;o
l4->0 ^'"0

Para fotones de género luz,

1 .2 2  c  . (8.29.1)

î -pOlô->0

Y para fotones de género tiempo.

® ^  tüoo
l/:0
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pues si K=0, . Usando los resultados del apéndice E,
ecuaciones (E.11)-(E.14) obtenemos

J. ' pC/tK) '
(8.30.e)

A,=o , [ k ^ z o )  , (8.30.1)
^  ' TLi' J ' p(mL)

 ̂ ^  ^ \ , ( k h o ) ^  (8.30.t)
' - "  I F .  ' - i w

Vemos que efectivamente los alcances de las interacciones 
eléctrica y magnética (dados por y A~^) ya no son infini-
tos. En la figura 8.1 aparecen representados grâficamente los 
productos gx frente a gm para valores de gm comprendidos entre 
10“  ̂y 10. Desarrollando las ecuaciones (8.30) para temperaturas 
altas, gm<<1, y bajas, gm>>1, llegamos a

|JW.

liT r AW.— - nrvk --
i\* \ aa

0 ( « (8.31 .e)

( _É_ ^ ^ ' s - - 0
A \ yH> 2n.̂  '4n. I

 ̂A W  ) ^ - 3^ ̂ Q ' ,  p w » l  
^ ' " (8.31.1)
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( -il - (i-- kl) + ocÿtK*») f ^̂4
' -- in*- î

, "P« &L ■»

(8.31.t)

un

Figura 8.1
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En el caso de temperaturas intermedias es necesario acudir a 
(8.30). Nôtese que en el limite de temperaturas nulas (Sm-̂ ®) se 
récupéra el alcance infinite de la interacciôn EM.

Es importante destacar que los alcances de las interaccio­
nes eléctrica y magnética dependen de que el fotôn que las media 
sea de género espacio, luz o tiempo.

Las expreslones de y X^ para temperaturas bajas en una 
formulaeiôn no covariante hablan sido obtenidas con anterioridad 
por Tarrach [l o ] . Las expreslones para temperaturas arbitrarias, 
ecuaciôn (8.30), y su particularizaciôn para altas temperaturas, 
es, hasta donde nos es conocido, original.

El coeficiente de g^^ en ID ^^(k) es

-A. Tljl]

y en 51)22  ̂ (k) ,

donde hemos tomado X=0. Ambos denominadores se anulan cuando

TiT

que a orden e^ se puede escribir
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y ])^(x-y) dado por (10.21). Teniendo en cuenta que en 1+1 dimen 
siones, para cualquier vector a^, Y^#(Y^=0 y usando (5.46.£) con 
XsO, podemos elaborar un poco mis la ecuaciôn (10.23), obteniendo

(10.25)

donde i^^(k) esti dado por

 !___ Y  , (10.26.b)

(fe) j O , (10.26.C)

y la matriz (O^) por (5.45.d). El propagador de los fermiones flsi 
cos (de tipo 1) es  ̂(x-y) , y su expresiôn en el gauge de Landau 
(a=0) la podemos escribir en la forma mis feuniliar



82-

Los efectos de la temperatura estin contenidos, ademis de en las 
partes de ^(x-y) que dependen de S, en el factor termodinimico
ng()c) (=senh^9g(6) ) de la integral del exponents.

Si tomamos el limite de temperatura nula (8-*̂ ) , las matri­
ces (U®) y (U^) de (5.45.d) y (5.33.d) tienden a la matriz iden­
tidad 2x2, y entonces para los propagadores fisicos de los campos 
EM y fermiônico se recuperan las expreslones a temperatura nula 
obtenidas por Schwinger [53].

Los resultados obtenidos en este capitulo hubiesen sido impo 
sibles de obtener dentro del formalismo de Dolan y Jackiw por dos 
razones, principalmente. Primero por la ausencia, como ellos mis­
mos seftalan, de una funclonal generadora para sus propagadores li 
bres. Y segundo, por la ambigUedad en la definiciôn de los inver­
sos de sus propagadores, causa en cierto modo de la ausencia de 
esa funcional generadora.
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CAPITÜLO 11

EL MODELO DE THIRRING A TEMPERATURA FINITA

11.1 INTRODÜCCION

El modelo de Thirring [ss] (a temperatura cero) describe en 
1+1 dimensiones la interacciôn de contacte (es decir, sin ser me- 
diada por ningûn campo bosônico) entre fermiones de masa nula. Su 
densidad langragiana es

donde g es una constante adimensional. En este capitulo veunos a re 
solver este mismo modelo a temperatura finita. En la secciôn 2 en- 
contraremos una expresiôn explicita para la funclonal generadora, 
la cual veremos que esti estrechamente relacionada con la funcio­
nal del modelo de Schwinger. En la secciôn 11.3 generaremos las 
distintas soluciones para el propagador fermiônico.

11.2 LA FUNCIONAL GENERADORA PARA EL MODELO

A partir de la densidad lagrangiana para el modelo de Thi­
rring a temperatura cero y usando (5.27) y (5.25) obtenemos que, 
a temperatura finita, el modelo viene descrito por la siguiente 
densidad lagrangiana tërmica
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donde los dobletes térmlcos y ip̂  estin dados por la partlcula

rizaciôn de (5.28) a 1+1 dimensiones y masa nula (m=0), y g es 
una constante de acoplaumiento adimensional.

La funcional generadora es

■' j t ï  i '  ï ï è r " “ ' l - . é .  M  % " i '
(11.2)

donde wf(8) es una constante de normalizaciôn y el propagador
(x-y) es el propagador libre del fermiôn de masa nula en dos

dimensiones. Esta funcional la podemos escribir como

(11.3)
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Para verlo basta désarroilar la primera exponencial de (11.3) en 
serie de potencies de g, hacerla actuar sobre la segunda y tomar
J^.O:

(11.4)

4M.2 J-j :0

Los términos con n impar no contribuyen. Los de n par dam las 
siguientes contribuciones:

n=0: 1

n=2:
1'"^ Js C.tl (Î

Pero (2k-1)Il/(2k)! es lo mismo que 1/2 kl, por lo que (11.4) 
es igual a
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que es el desarrollo en serie de potencies de g de la primera 
exponencial de (11.2).

Usando las propiedades (PI) y (P2) de la secciôn 10.2 llega­
mos a la siguiente expresiôn para (11.3):

(11.5)

donde

(11.6)

G^(x,y[gB) es la soluciôn de la ecuaciôn integral

(11.7)
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y l [b] es la funcional

1

Nôtese la gran analogla que existe entre las ecuaciones (10.3)-
(10.6) del modelo de Schwinger y (11.5)-(11.8). Las ûltimas pue­
den obtenerse a partir de las primeras haciendo las sustituciones

D^y(x-y) + (x-y) , (11.9)

A^(x) -*■ B^(x) ,

y tomando B^=0. Nôtese que, aunque las dimensiones de los objetos
que figuran a la izquierda son distintas de los que figuran a la 
derecha, el balance dimensional de (10.4) y (10.5) es el mismo 
que el de (11.7) y (11.8).

A partir de (11.5), mediante derivaciôn logarltmica con res­
pecto a las fuentes externas y se puede calcular el propa
gador completo del modelo. Nosotros en lugar de seguir este mêto- 
do veunos a generar una soluciôn mis general para el propagador. 
Para ello, y puesto que las corrientes son conservadas,
aftadimos un acoplamiento de las mismas a una fuente longitudinal 
arbitraria. Esto équivale a sustituir la exponencial

2  (11.10)
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de (11.3) por

" a.bM.z
(1 1.11)

con (x-y) dada por

K ' l w  , I J (1%,1 •‘t

tib

(11.12.a)

(11 .12.b)

(11.12.0)

(11.12.d)

y f(k ) una funciôn arbltrarla de k sin dimensiones. Entonces, 
en lugar de (11.5) obtenemos

Z , L  L ,
v<'3>

&.=*

(11.13)
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donde ahora

- 2 ^  i (11.14)

Nôtese que en la funclonal generadora (11.13) todo es conocl
do. B^(x) esta dado por (11.13), K^^(x-y) por (11.12), y
G^^(x,y|gB) y L[s] por el resultado de efectuar las sustitucio-
nes (11.9) en (10.8), (10.11) y (10.17), (10.18). A partir de 
(11.13), mediante derivaciôn logaritmica respecto a las fuentes 
extemas, podemos generar dis tintas soluciones para el propagador 
del modelo de Thirring, una para cada f(k^).

11.3 EL PROPAGADOR FERMIONICO COMPLETO

El propagador completo del fermiôn estard dado por

£.1.2 J
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4|i> z 1,2
» (11.15)

Ô̂ .-O

donde </T'(8) es la constante dependiente de 3 dada por

<̂̂  = o]r 0<('̂ p)cV’'|.p).

Ahora bien, usando la propiedad (PI) de la secciÔn 10.1 tenemos 
que

 ̂ c-Al

De (11.15) y de la propiedad (P3) de la seccidn 10.1 obtenemos

(11.16)

con j(x,y;z) dada por (10.24) con las sustituciones (11.9)
y iK^^(x-y) , en notaciôn matricial, por

(11.17)
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Introduciendo (11.12) y (10.18) con (11.9) en (11.17) résulta

(11.18.a)

, (ii.i8.b)

(11.18.0)

K'|^%kî)r (U) - C . (11.18.d)

Teniendo en cuenta que en 1+1 dimensiones, para cualquier
vector a'’, y^^y^=0, y usando (5.46.£) con ^ 0 ,  obtenemos para
(11.16) la siguiente expresiôn

(11.19)

donde

(U^") , (11.20.a)

(i?) = 4 ^ 1  , (11.20.b)
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:0 . (11.20.C)

Ya hemos dlcho que f(k^) es una funclfin arbltrarla sin dimensio­
nes de k^, por lo que para cada f(k^) obtenemos un propagador. 
De esta forma podemos generar todas las soluciones del modelo de 
Thirring a temperatura finita.

El propagador fisico estâ dado por

Ndtese que los efectos de la temperatura, ademds de en ^(x-y), 
estdn contenidos en la 0.̂ que aparece en el exponente.

Si tomamos f (k^) =f=const. podemos escribir (x-y) en la
forma

El caso particular f=0 équivale a no haber sustituido (11.10) por 
(11.11) en (11.3). Hay otro caso interesante, aquel para el que

£ . a % -  .
1+g /IT
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pues entonces el propagador conçleto coincide con el libre. 

Si hacemos la eleccidn

donde a es un pardmetro adimensional arbitrario, reproducimos la 
soluciôn (10.25)-(10.26) del modelo de Schwinger.

Nuevamente, si tomamos el limite de tençeratura nula ,
las matrices (U®) y (U^) que aparecen respectivamente en el ex­
ponente y el propagador S^j^(x-y) de (11.19) tienden a la matrix
identidad 2x2, y entonces se recuperan las soluciones del modelo 
de Thirring a temperatura nula.
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CONCLUSTONES

Recordemos cuâles son las principales aportaciones que se re 
cogen en esta memoria.

En la primera parte estudiamos un sistema en equilibrio ter- 
modinâmico formado por N partîculas idénticas cargadas interaccio 
nando con un campo EM dinâmico y mediante potenciales coulombia- 
nos. Hemos de destacar las siguientes contribuciones:

1.1. Del capltulo 1, el desacoplamiento que en la funciôn de 
particiôn clâsica tiene lugar entre los grados de li- 
bertad transversales del campo EM y las partîculas, de 
forma que toda la interacccion entre ellas es a través de 
los potenciales electrostâticos de repulsion.

1.2. Por el contrario, en el capitulo 2 vemos que en la fun- 
cion de particiôn cuântica dicho desacoplamiento no 
tiene lugar. Sin embargo,en la cota que en el apéndice A 
se da para el propagador entre dos estados del sistema si 
que tiene lugar.

1.3. En el capitulo 3 obtenemos para Z^ un desarrollo en serie 
de potencies de K cuando X— *0, y encontramos exprèsiones 
para las correcciones cuânticas de orden a
tramos que dichas correcciones provienen de fuerzas ins­
tantanées de carëcter dipolar y de la autointeracciôn de 
las particulas mediada por el campo EM dinômico.

En la segunda parte de la memoria recopilamos los métodos 
existentes de cuantificar una teoria de campos a temperatura fini 
ta, asi como las reglas de Feynman a que dan lugar.

En la tercera parte nos centramos en la QED y su renormaliza 
ciôn ultravioleta a un "loop". En el capitulo 6, siguiendo el mé- 
todo propuesto por 't Hooft y Veltman [48] para temperatura cero.
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encontramos las identidades de WT a temperatura finita. Las prin­
cipales aportaciones de los restantes capitulos de esta parte son:

111.1. Del 7 la correccidn termica de orden e^ a la masa del elec 
trdn. Cuando la particularizamos para el referencial en 
que el fluido se encuentra en reposo recuperamos los resul 
tados no covariantes ya conocidos de Peressutti y Skagers- 
tam [a] y de Donoghue, Holstein y Robinett [9]. También 
probamos que si en lugar de renormalizar en el ultraviole­
ta la teoria con los mismos contratérminos que a tempera­
tura cero, se les afiaden correcciones térmicas, (como ha- 
cen algunos autores), Sm(A) y Zg(A) adquieren estructura ma­
tricial, (lo que no es tenido en cuenta por dichos auto­
res). De aqui la prescripciôn que hemos tornado para renor­
malizar: eliminar unicamente las partes divergentes ultra- 
violetas, que son las mismas que a temperatura cero. Ade- 
mâs, cualquier otra renormalizacion ultravioleta esta re- 
lacionada con la anterior mediante una renormalizacion fi­
nita ultravioleta.

111.2. En el 8 evaluamos a orden e^ las longitudes de correlaciôn 
para las partes eléctrica y magnética del campo EM. Al res 
tringirnos a temperaturas bajas recuperamos los resultados 
ya conocidos de Tarrach [lO], obtenidos de forma no cova- 
riante.

111.3. En el 9 calculamos la correccidn al momento magnético del2electron, a orden e , debida a la temperatura. El resulta­
do que obtenemos difiere del de otros autores, Fujimoto y 
Yee [5l] . Nuestra idea es crue la no covariancia de sus câl 
culos lleva a una identificacidn errdnea del factor de for 
ma Fg, y por tanto, a una expresidn incorrecta para el mo­
mento magnético. Como prueba de consistencia demostramos que 
la corriente fermidnica a partir de la cual calculamos el 
momento magnético es efectivamente conservada.
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La cuarta parte la dedicamos a encontrar las soluciones exac­
tes de los modelos de Schwinger y de Thirring a temperatura finita. 
En ambos casos hallamos la funcional generadora y mediante deriva- 
cion logaritmica de esta respecto a las fuentes externes de que 
depende generamos los propagadores completos. Las contribuciones 
originales mas importantes son:

IV.1. Las mesas de las particulas no se ven afectadas por la tern 
peratura.

IV.2. En el modelo de Schwinger el propagador completo del campo 
EM tiene el mismo tipo de dependencia con la temperatura 
que el libre. Sin embargo, el propagador fermidnico incor­
pora una dependencia adicional con la temperatura; otro 
tanto ocurre con el propagador del modelo de Thirring.
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APENDICE A

OBTENCION DE (2.7) Y COTAS A Z„ , _N»1, Q

En este apéndice vamos a obtener (2.7) y a dar cotas para el 
propagador (2.6) y para la funcion de particiôn de una sola par- 
ticula en interacciôn con el campo EM.

La ecuacion (2.6) es una integral de camino sobre x^(t), 
p^(t) para i»l,...,N y sobre q(î?,X,t), ) para todo (îc.X).
Para efectuarla hacemos una particiôn del intervalo temporal 
[0,pX] en M+1 subintervalos de longitud S,

Sz-Sk. , (A.l)
M+1

obteniendo

Fg,?': sk̂, f f  Lv fi n nJ i:< t'-J Cin̂)̂ f  Ti tntl

(A.2)
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con condlciones de contorno

\}\Ai ■ - ̂ 0-°' •

= • ^.= ‘̂tô  = V

La ambigiiedad en el acoplamiento de materia con potenciales vector 
la hemos resue1to en (A.2) eligiendo el punto medio
7 (*i 1 *i 1-1^ ccmo argumento del campo EM en el product©
XiA(iCi,t) [21,26] . Una discusidn de la relacidn de esta ambigüe-
dad con la de Ito se puede encontrar en [26].

Las intégrales en ^ y de (A.2) son gaussianas y se pue 
den efectuar. El resultado es

- 1 h  Û a  S l A w  ù f e -  '

’ ; M V V '

i,=< ■'

(A.3)
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Slmplificarenios (A. 3) utlllzando el resultado de Feyman [l8]

^  - J — n  .«oil V.:;

* [ « - * >  M ^ c s l iu z T -  2-xx' .  1 A ( ) C 1 Î ^ ' -  xO

(A.4)

A 1 —  j .it . (A.5)
JnvvL I ] Jc J

Usando (.A.4) y (A.5) para evaluar la integral sobre las q's de 
(A.3), llevando el resultado a (3.5) y efectuando la integral so­
bre q()c, %  ), que têunbién es gaussiana, obtenemos (2.7), en donde 
ya hemos dado la versidn discretizada de las expresiones que en 
nuestro caso corresponden a (A.4) y (A.5).

En cuanto a la cota al propagador (2.6) tenemos que ëste se 
puede escribir en la forma (A. 3). Ahora bien, el exponente del in- 
tegrando de (A. 3) es la sixna de la energla cindtica de las partlcu 
las (primer stanando), la energla de Coulomb (segundo sumando), la 
energia del campo EM libre (tercer simando), y un cuarto término 
asociado a la interacciôn entre el campo y las particulas. Este ûl
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tlmo tézmlno es Imaginarlo puro, por lo que su exponencial tiene 
môdulo 1. Entonces el propagador (2.6) estd acotado por el produc- 
to de los propagadores del campo EM libre y de N particulas inter- 
accionando via potenciales de Coulomb:

(A.6)

donde H® ^ = ZL^.j^(??/2m) . Este resultado constituye la generali- 
zaciôn del teorema 15.6 de [22] a campos EM dinâmicos.

Si nos restringimos al caso de una sola partlcula (N = 1), la 
ecuaciôn (A.6) nos proporclona la siguiente cota para la funciôn 
de particiôn

f I . (A. 7)

Si ahora introducimos el sistema con una sola partlcula en un po- 
tencial extemo <^(ü) tenemos

que es la generalizaciôn del teorema 9.2 de [22] a campos EM dinô- 
micos. Para este caso, y llamando E^ a la energla del estado funda 
mental, obtenemos la cota

«»p(-isE.) itfffxpi-ptiji] •
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APENDICE B

OBTENCION DE (3.6)

Vamos a obtener la ecuaciôn (3.6), que no es otra cosa que el
valor de la integral (2.7) cuando X  »0 (P = Ü ). Para ello vamos
a procéder por pasos: 1) desarrollo de G(^) en una serie de poten­
cies de X, considerando la serie formada por todos los términos de 
orden x" con n Z 1 como una perturbaciôn; 2) desarrollo de la expo 
nencial de tal perturbaciôn en una serie de potencies; 3) estudio 
del orden en X de los términos obtenidos en este ûltimo desarrollo 
y selecciôn de las primeras correcciones cuénticas; y, 4) evalua- 
ciôn explicita de estas primeras correcciones cuénticas.

Paso 1

De acuerdo con lo dicho en la secciôn 3.2, en el limite X— * 0 
las primeras contribuciones cuénticas vienen de la permutaciôn iden 
tidad, para la que se tiene las ecuaciones (3.2)-(3.5). Sustituyen 
do (3.3) en (2.10) y teniendo en cuenta (3.4) y (3.5) los primeros 
términos del desarrollo de (2.10) en serie de potencies de X son
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h *  4

Z

Kl

2
' f

Z, f A. , 1 J lMv u-'̂

11 ' 24 I J

I '* i  ’ t y ,  - Y '  • C,(., -?j.i-5j,f.,l]‘̂

■ (B.n

donde o T . y o M  son el vector dipolar y el tensor cuadrupolar

T)".. k-',)' , / L

y hemos adopatdo el convenio de suma en los indices repetidos 
para los subindices ot y ^ , asociados a las componentes x, y, z, 
de un vector.

Vamos a agrupar los términos de (B.l) por su orden en X. 
Para ello usamos (3.4), (3.5) y que en limite X—*0, 5̂  ̂  |5X. tal 
y como se explicô en la secciôn 3.2. De orden X tenemos très 
términos: el libre (energia cinética), el de repulsiôn electros- 
tâtica, y
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'  i  I n  f e î  1 I f  ' 4 "

proviniente de la interacciôn campo EM-partlcula y que por la con 
diciôn de contorno (3.2) es nulo ya que

M+4

As! pues.

M+4 N 1

<»-3)
^  C:4 0 '

y dado por (1.1.d).

El Onico término lineal en X tiene su origen en la Inter­
acciôn dipolar.

ya que la otra contribuciôn posible, con origen en la Interacciôn 
campo EM-partlcula,
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n M4l

(iuv' (Ai-

se anula, (basta hacer el cambio i— »j 6 1— *1' para verlo)

2El témino de orden X es

X- h

donde

t*

T-[-J U(:4
(B.6)

H.4 N
L  L L

2pfv U':, «,(:< V.1,1 J

iciteii-
(m)^ w"

(B.7)

para r»l,2, y

Y  ■ I L  i . y  ii,L-K ' l'.i n (B.S)
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-  p^Û li t'l I • (B.9)

Vamos a slmpllflcar estas expresiones. Desarrollando el cuadrado 
de (B.8) y usando la condiciôn de contorno (3.2) résulta

(B.IO)

ï(6;' , \M). \ L  -I, <»•“ '
1:4 1 '

F, 2Con respecto a G- , si desarrollamos la funciôn g de (B.9) tene-

Teniendo en cuenta (3.2), al efectuar las sumas en 1 y 1* de (B.7) 
todos los términos, salvo el -211' van a dar contribuciôn nula,
quedando

Cn2* c| ) = 4 t  £,• k.Ml r (B.12)
T' XrU '
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z .
t-4

_L 3£(l?,X^ ,
1:4 ''''

(B.13)

Resumiendo,

^  4 6,*̂   ̂ 6  2 *  ̂ + O(k^)  ̂ (B.14)

donde los indices K, D, Q y F hacen referenda al origen de las 
contribuciones (cinética, dipolar, cuadrupolar y campo). Las ex­
presiones que nos dan los términos que aparecen en (B.14) son 
(B.3), (1.1.d), (B.4), (B.6) y (B.10)-(B.13).

Paso 2

Consideremos + G^^ + G^^ + O(X^) como una pertur­
baciôn frente a G^ - y desarrollemos su exponencial en se­
rie de potencies, esto es.

j  ‘' ' p , 5)1

(B.15)
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Paso 3

En (B.15) sôlamente nos podemos quedar hasta términos que va 
yan con pues en el desarrollo de G(ÿ) despreciamos ôrdenes supe 
rlores. Ahora bien, G^, Gj, Gg^, Gg^ y (G^)^ van respectivamente
con PX^, p^X^ y 6?X^. El resto de los términos
de la serie de (B.15) van con ôrdenes superlores de X< Asl pues.

*[1-̂   ̂A t f

cuyo primer término se puede integrar fécilmente;

/ - 7£v,a -  ^En.u (B.16)

donde

N OL
Jl f > 1 ^  J . ,

S  h o  r ,  ■

(B.17)
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Paso 4

Evaluemos la Integral de camino (B.17). Para poder integrar 
mâs fécilmente diagonalizamos el exponente (^ ), dado por (B.3) 
Asl pues, efectuemos una rotacidn

tal que

lh>\ laI, M • • ' * L.tH

I

\

it.d,

(B.18)

L

'1 0

L -,
• “ \

0 0

■ 0 
* 0

. 2



-209-

se diagonalice a

1 M
L  I: pK- ui

Las a^ son las componentes de los autovectores de la matriz
con autovalores a, Como el déterminante es invariante bajo i ,m
transformaciones unitarias, tenemos que

n-! .

Bajo el Cêunbio (B.18) las diferentes G que aparecen en (B.17) se
convierten en funeiones de X • i del mismo orden que tenlan en-* 1 » -IEntonces, para efectuar la integral sôlo hay que usar

. (B.20.a)
-oO

J
d x x  <f =0 . (B.20.b)

Antes de integrar (B.17) de la forma que acabamos de explicar, 
vamos a estudiar la influencia del campo en la interacciôn entre 
particulas. Empeceroos por G^^, ecuaciôn (B.IO): desarrollando 
I(Gg^, N, M), ecuaciôn (B.11), tenemos
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‘i l (Hfe’ „ U J - t-,Hî 

- 5,,iM^"5j.,0fl'fj,,.,l*C£f. (.,)(!? Y)(£|j.,.,Hi?5j,,.')]-

Supongamos que i ^ j; entonces hacemos el cambio ^ __ ^ ^ i  i-i'
i_i ---> fi 1 (sôlamente para la i), bajo el cual el exponente

de (B.17) permanece invariante, pero I(Gg^, N,M) cambia el signo,
que implica que la contribuciôn de G^^(i X j) a (B.17) es igual a
menos ella misma, por tanto, igual a cero. Asl pues, sôlo i = j
contribuye. Para G ? tenemos que haciendo el cambio (B.18) el ex-Foponente de (B.17) se hace par en las pero K G ^  , N, M) es im
par a no ser que i = j, en cuyo caso es cuadrâtico, de forma que, 
por integraciôn simêtrica, sôlo el caso i = j contribuye a la inte 
gral (B.17). Concluimos pues, que, hasta orden X^, la interacciôn 
entre particulas distintas esté mediada por el potencial de Cou­
lomb y no por el campo EM.

Pasemos ya a efectuar las intégrales de (B.17). Analicemos 
primero el término que va con G®. Al efectuar el cambio (B.18) el 
exponente de (B.17) se hace par, pero G° es impar, por lo que su in 
tegral seré cero, que nos permite concluir que el término dipolar 
de (B.17) no contribuye.

Integremos ahora el sumando de (B.17) que va con Gg , que es 
la primera correcciôn cuéntica (recuérdese que va con pX^)• Ha­
ciendo el cambio (B.18), usando el a”^^^ de (B.20.a) con n = 1 y 
teniendo en cuenta que en nuestro caso a = [m(M+l)a^ ^/2 p X ^ ] , ca 
da integral sobre da un factor



- 2 1 1 -

I 2T\|sk‘ I Vi ,• I \ \\&
L ^xr'

de forma que, considerando los (m"^2 r\X S del elemento de volu- 
men, el factor global résulta ser

■ 'Tn-tn-T I -îk A  / ' \̂ /l

que, usando (B.19), es igual a

^n Ii<YYV \

Toda via nos queda un factor a ^ de la ecuaciôn (B.20.a) (recuérde­
se que n = 1 y sôlo hemos usado a ^^^). Para M » 1 tenemos 

F,I(G.^, N, M = 1) = 0. Para M = 2,

donde hemos usado que sôlo i * j contribuye. Intregrando obtene­
mos un factor
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Para M * 3,

 ̂ ' 2, I-' ai 2  L( n \ , i'( fe' \ , f  > (£ t,. f I k \ , ) 
.1

que, tras integrar, da lugar a un factor

En general, para un M arbitrario el factor que viene de los a”^

(B.21)

Usando que E ̂ (k, X ) = 1 y que (M-1)(M+1)^ tiende a 1 para 
M — * od concluimos que

con (T dada por (3.7).

Anélogamente se evaluan las correcciones en (B.17) que van 
con debidas a G® y Gg^. La contribuciôn de G® va con la
traza del tensor cuadrupolar , que es idénticamente cero
(cfr. ecuaciôn (3.2)), por lo que
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( B . 2 3 )

F,En cuanto a Gg obtenemos

(B.24)

Para el término de (B.17) que va con el (G®)^, résulta

Z; ^  ^  , (B.25)

con ^  dada por (3.8). Para G^^ y (G®)^ en lugar del factor (M-1)
de (B.21) se obtienen respectivamente ^  M + 27 y
3 2 o jM - +9M - 4 .

Nôtese que jĉ  es e] ûnico invariante bajo rotaciones no
trivial de orden cuatro que se puede formar a partir de E y k ,
por le que de antemano, y mirando las ecuaciones (B.10) y (B.11), 
se podrîa haber predicho que la contribueidn de G^^ irîa con
e^k^ , y por tamto, con S . Lo mismo ocurre con G^\, ecuaciones 
(B.12) y (B.13), y (G^)^, ecuacidn (B.4). En estes dos ûltimos ca­
ses los invariantes son y «6 , respectivamente.

De (B.16)-(B.17) y (B.22)-(B.25) se sigue (3.6).
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APENDICE C

JUSTIFICACION DE LAS ECUACIONES (3.10) - (3.13)

Vaunos a probar en primer lugar la ecuaciôn (3.10). Se trata
de estudiar el limite X  »0 de (2.14) bajo las hipdtesis (3.2)-
(3.5). De (2.15) y (2.16) se sigue que

L L

(c.i)

Los términos escritos expllcitamente son de drdenes X y X^. Como 
queremos calcular la correccidn de orden X^ a <fA(x)>^j^, al désa­
rroi lar la exponencial de G(y) en (2.14) nos heraos de quedar con 
aquellos términos que sean de érdenes cero y uno en X» es decir, 
con

f  • (C.2)

(cfr. apéndice B). La integral que résulta del primer término de 
(C.2) y del primero de (C.l) no contribuye pues el resultado de la 
integraciôn irla con i: (îc ,\)2, que es cero. El primero de (C.2) 
con el segundo de (C.l) tcunpoco contribuye pues, bajo el cambio
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(B.18), se hace par en y el segundo de (C.l) impar, lo
que implica que la correspondiente integral se anula. El segundo 
término de (C.2) cuando se combina con el primero de (C.l) da una 
parte cubica en , por lo que al efectuar el cambio (B.18) va
a quedar la integral extendida a todo el espacio de una funcidn im 
par, que es cero. Por ultimo, los términos segundos de (C.l) y 
(C.2) com 
Asi pues.
(C.2) combinados dan orden X^, por lo que prescindimos de ellos.

<A(x )>q ^  O(X^) , H->0 ,

que no es otra cosa que (3.10).

Todo lo dicho anteriormente es trasladable a 5, eucacidn 
(2.17), obteniéndose (3.11).

En cuanto al campo eléctrico, la ecuacidn (2.18) nos dice que 
la integral de camino que define <E())>g es la misma que la de
Zjj Q. Procediendo de la misma forma que en el apéndice B y desarr£
llando 1/Zjj Q en serie de potencies de X se llega a (3.12).

Para obtener (3.13) basta usar (2.19) con q dado por (3.6).
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APENDICE D

OBTENCION DE (7.56)

La masa fisica del fermidn a temperatura finita m^(g) esté 
dada por (7.55) en términos de los coeficlentes g (x=a,b,c)
evaluados en la capa de masas p =m^. Estos, a su vez, vienen da­
dos por (7.15)-(7.17) en términos de las intégrales Ig(a), Ug(a), 
Ip, Up, Cg(a) y Cp, cuyas expresiones son (7.21), (7.22), (7.24)
y (7.25). AsI pues, habré que evaluar dichas intégrales cuando 
2 2p =m^. Aun mâs, la masa X del fotôn que aparece en la densidad la

grangiana (5.40) se introdujo para evitar las divergencias infra- 
rrojas; pero los resultados flsicos deben ser independientes de 
X, por lo que debemos tomar el limite X-̂ 0. Es decir, queremos cal 
cular (7.21), (7.22), (7.24) y (7.25) cuando p^=m^ y X-*-0.

Recordemos que segûn (7.21)

J -2pl?4-Â.t

Ahora bien, el integrando es una funcién impar en , por lo que

Pasemos a Ug(a). También de (7.21) se sigue que
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_ r
J -lpk^A.&p

Ellglendo los ejes de las variables roudas de Integraciôn k° y k^ 
paralelos respectivamente a y p^-^u^ podemos escribir

in

J pV 7*v.g, ̂  iO m  0 ■̂0 '̂ -«0

, ----------------- '  [S(1<^-Wi+SC1r,-^W)1 =
ô 1 2'V.

L  ( i L ) .
'i-f'

(D.2)

De la misma forma, a partir de (7.22), (7.24) y (7.25) obtenemos 
que

(D.3)

U; : , - - V p  f (D-4)
=0 ' = <

(D.5)
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donde

(D.6)

Np =

lu. ,  L_ [k ) = ll/K (D.8)

Llevando (D.1)-(D.6) a (7.15)-(7.17) con , y lo que ré­
sulta a (7.55) obtenenmos (7.56).
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APENDICE E

OBTENCION DE (8.30)

En la seccion 8.2 obtuvimos las ecuaciones (8.20) y (8.21), 
que nos dan las componentes (k) y ^^j^''^^(k) del tensor
de polarizacion en términos de las intégrales y

dadas por (8.18), (8.19), (8.22) y (8.23). En este apéndice 
vamos a elaborar un poco mas estas ultimas.

Empecemos por . De acuerdo con (8.18) tenemos

1' - - n'f'-Ti'-’P , (E.1)

donde la parte independiente de la temperatura esté dada
por la segunda de (8.10) y y por (8.14). En concreto,

11 11
de (8.14), (8.4.b) y (5.44) se sigue que

J U > ^ - U »  + 2 ( w ( p u . ) - ' t f c

si K»0, y

ri M \

'iE 2pA J it
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si K/0. Nôtese que cuando K=0, pk=(pu)w (u«ku). Para efectuar es­
tas dos intégrales elegimos los ejes de las variables mudas p^ y
p^ paralelos a u^ y k'̂ -uu'̂ , con lo que

^ L ia)̂-‘2u>P(k')+'“̂  K,l

si K=0, y

si K=0, y

(E.2)

(E.3)

si K^O, con Np(p) dado por (D.7) y H+(p) por

-■ k  ; ■ (E.4)
 ̂ +lpV( 4 CL I

De manera andloga obtenemos

n'’“  (E.5)

M  j u  j ,  ■ D ( . T ^ )  I
(E.6)
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si K^O, donde

.U  • 7 1. - lp.>. i V _ Jw; p»v»l -îpVi ! . (E.7)

Procediendo de la misma forma llegamos a

con dado por la segunda de (8.10) y

si K=0, y

(E.9)

[m ̂  , (E. 10)
I * pi lA \ ZpK

(E. 11)

" ',7 : 4  Tl\T -  ̂ [ %  4 ^  ■2U Jv '

■ i
' r'<p)L|X(.ll)li>vl 4A,t-pL)

si KXO. Los coeficientes Y ' <^3dos por (8.22) y (8.23)
se tratan de la misma manera.

Vamos a utilizar las expresiones encontradas para evaluar los
limites (8.29) que proporcionan las masas eléctrica y magnética de
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los fotones. Comencemos por (8.29.e). De (E.1), la segunda de 
(3.10), (E.3) y (E.6) se sigue que

.  4  r " h - 4 : ^  ■ (e.,2,
w:, " J, o:.~'

A SU vez, (E.8), la segunda de (8.10), (E.10) y (E.11) impilean 
que

lîm n'ĵ =̂o
w=0 (E.13)
k->0

Finalmente, llevando (E.12) y (E.13) a (8.29.e) y usando (8.24) 
obtenemos (8.30.e).

De las ecuaciones (E.1), (E.8), la segunda de (8.10), (E.10) 
y (E.11) se sigue que

que llevadas a (8.29.1) y usando (8.24) proporcionan (8.30.1).

Por ûltimo, a partir de (E.1), (E.2), (E.5), (E.8) y (E.9) 
obtenemos

L L ^ Np •
i>. r 0 -N. " 0
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Introduciendo esta ecuaciôn en (8.29.t) y teniendo en cuenta (8.24) 
llegamos a (8.30.t).
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APENDICE F

OBTENCION DE (9.3 4)

En este apéndice vamos a obtener la ecuaciôn (9.34), la cual 
es el resultado de sustituir en (9.33) el valor de las intégrales 
Î  , e de (9.32) .

Para calcular , I^ e I^ es necesario conocer la forma de 
, ecuaciôn (9.30), cuando p^=p' . La delta de Dirac 

6((p-k)^-m^) que aparece en (9.27) se puede escribir

Teniendo en cuenta esto y que [56]

donde 6  ̂(x) es la derivada (n-l)-ésima de 6 (x) , obtenemos

L', ' :-i E.-' - j---- - *
. P" - ' l ip ur- .w- "h ]

(F.1)

^  i- - '  i  . >  "  . , '
■ y
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Entonces de (9.30) es inmediato que

,p rp) Z J L  f p.k) (F.2)

con f(p,p,k)Ip2_^2 dada por (F.1)

Pasemos a calcular , ^2 ® ^4* (9.32), (F.2) y (F.1) se
sigue que

I :  - i l  I f L

Haciendo el cambio de variable p-k-*-k, eligiendo los ejes de las 
variables mudas de integraciôn k° y k^ paralelos respectivamen 
te a u^ y p^-^u^, e integrando por partes tenemos

.1-n T\

o, lo que es lo mismo.
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con k(m) y Np(k) dadas por (D.7). Ahora bien, integrando por par­
tes,

' h  - I - T —  '

de forma que

. (p.3)
Wt'YY\.)

A su vez, de (9.32), (F.2) y (F.1) obtenemos

iu' J  ̂ I 2p»̂ .fc I

Haciendo en el segundo término del integrando el cambio p-k— »k, 
eligiendo los ejes de la misma forma que en el caso anterior e 
integrando por partes en el segundo sumando llegamos a

-ak'-Y . 4 ^  J-__ii7i.il  ̂■ ' .. \ ■
îKv .In’- - - : ^ l c  uaô  ̂ )

Para electrones no relativistas, es decir, ^<<m, tenemos
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k \ i K  I j ‘- i t -  j c u : iitw'

tL g
- U Jlfl

que tras efectuar las intégrales la podemos escribir

(F.5)

Por ûltimo, de (9.32), (F.2) y (F.1) se sigue que

± r j I

C (: p- ia)"- tvv-''

Procediendo de la misma forma que con Ij résulta

.'nX
:u , n

(F.6)

.iCû ik'ci u.,_.
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que para electrones no relativistas se simplifies a

< i ' ' ■ '  ' i ■ ’ L X  &- i - 7 I Cclr: . J k  I k ■
1' ' h  'u 'k

' : t ' ' . . - AVIC‘

Efectuando las intégrales llegamos a

Llevando (F.3), (F.5) y (F.7) a (9.33) obtenemos

A .  Lit) . (F.8)

que es precisamente (9.34)
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