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iv.

INTRODUCCION

La esfera de aplicacidn de la 6ptica de particulas cargadas
se ha extendido recientemente con el desarrollo de técnicas experimen
tales del Estado S61ido. E1 disefio de lentes, fuentes y analizadores
de diverso tipo, requieren el empleo de métodos cada vez mds eficaces

Y precisos.

La caracterizacidn del comportamiento Gptico de un sistema
electrostdtico, comprende dos aspectos bisicos: en primer lugar hay -
que resolver el problema de la distribucién de campos en la regidn de
1nterés; en seguﬁdo, es necesario efectuar el cdlculo de las trayecto

rias de las particulas moviéndose bajo la accién de estos campos.

Una de las técnicas mds potentes para la resolucidon de pro-
blemas electrostdticos es, a nuestro juicio, el Método de Densidades
de Carga; entre sus caracteristicac destacan la flexibilidad, ya que
se aplica a cualquier geometria, y el ser especialmente sdecuado para
el cdlculo de trayectorias. Sin embargo a nivel prfctico presenta un
inconveniente que puede situarlo en desventaja frente a otros métodos
numéricos: en el cdlculo de los coeficientes de potencial -y del po-
tencial en un punto cualquiera- resultan expresiones muy complejas y,

en general, es preciso recurrir a la integracidn numérica.

Para obviar este inconveniente proponemos la divisidn de Ta



geometria en dos tipos de subelectrodos para los cuales hemos obteni-
do expresiones analiticas en el cdlculo de los coeficientes de poten-
cial. En 1a presente memoria describimos el proceso seguido hasta lo-

grar una completa optimizacidn del método.

E1 bloque de cdlculos preparado tanto para la resolucidn -
del problema electrostdtico como para lTa integracién de trayectorias
es absolutamente general y en principio con &1 se puede analizar cual
quier sistema con simetrfa rotacional; nosotros lo hemos aplicado al
estudio de dos configuraciones que, en conjunto, forman un sistema -

completo de generacidn y enfoque de particulas cargadas.

La lente einzel de electrodos planos es una de tas mds uti-
11zadas como sistema de enfoque especialmente en microscopia alectré-
nica y en fuentes de iones, por ello nos parece interesante su estu-
dio. En 1a memoria presentanios las curvas que caracterizan su compor-
tamiento en la zona paraxial, asi como las de aberracién esférica y -
cromitica. Variando la separacibn interelectrddica disefiamos una len-

te con aberracidn cromdtica minima.

La fuente de iones tipo Nier presenta una caracteristica de
baja dispersidn en energia -si bien la densidad de corriente es peque
fia- que la hacen muy adecuada para algunas aplicaciones prdcticas,co-
mo espectroscopia de anilisis de superficies por haces de iones. Nosg
tros hemos abordado su estudio tanto desde el punto de vista tedrico,

elaborando un modelo de simulacién numérica, como experimental obte-



vi.

tiendo las curvas mds representativas de la fuente; el estudio experi
mental se completa con un andlisis de la distribucidn en energia del

haz de iones.



CAPITULOD I

I1.1.- METODO DE DENSIDADES DE CARGA EN SISTEMAS CON SIMETRIA AXIAL.

En el estudio de las propiedades opticas de un sistema elec
trostdtico, el primer problema que se plantea es el cdlculo de la dis
tribucidon de potencial en la regién de interés; ello implica la reso-
lucidn de la ecuacidn de Poisson o de Laplace correspondiente, sujeta
a las condiciones de contorno impuestas por la geometria del problema.
Una vez conocida esta distribucidn, el paso siguiente es abordar el -
cdlculo de las trayectorias de las particulas que se mueven bajo la -
accidon del campo y determinar los pardametros que caracterizan Su com-

portamiento desde el punto de vista de la Optica Electrédnica.

Los primeros estudios realizados proponen la representacidn
aproximada de la geometria del sistema o de la forma de la distribu-
cién. Asi Archard (1954), en sistemas trielectrodo con simetrfa planar,
representa cada electrodo por planos indefinidos con aberturas de lon
gitud infinita; este tipo de problemas puede resolverse -imponiendo
ciertas restricciones en la geometria- por el método de transformacidn
conforme. Para sistemas trielectrodo con simetria rotacional Regens-
treif (1951), obtiene el potencial en el eje por superposicidn del que
crean tres planos indefinidos con aberturas circulares, si bien la ex
presidon resultante contiene pardmetros no ajustables y el comportamien
to asintdtico, en puntos infinitamente alejados, no es correcto. Gla-

ser y Shiske (1954, 1955), elaboran una aproximacién analitica para -
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el potencial en este tipo de lente representdndolo por una distribu-
cién en forma de campana, lo que permite una elegante formulacidn de
los parametros O6pticos. El método de separacién de variahles es apli-
cado por Bertram (1940) y Ramberg (1942), al estudio de dos cilindros
coaxiales separados por un intervalo aunque 10s resuitados que obtie-
nen son correctos solo cuando el %nterva]o es mucho renor que el radio
de los cilindros. Paralelamente a estos trabajos se aplicaron algunas
técnicas de simulacion analbgica al estudio de las lentes; entre ellas
cabe destacar por su importancia la cuba electrolitica. Malavard (1956)

y la red resistiva. Liebmann (1949), que ain hoy se siguen utilizando.

En los dltimos afios, la posibilidad de disponer de ordenado
res de gran capacidad y rapidez de cdlculo ha permitido mejorar estos
modelos, asf Kanaya et al. (1966), utilizan el potencial de Regenstreif
perfeccionando el estudio de 1a lente trielectrodo y proponen la apro
ximacién de doble campana en el caso de que el electrodo intermedio -
sea muy grueso. Wallington (1970), desarrolla un nuevo proceso itera-
tivo que hace posible extender el estudio de sistemas con simetria -
planar a un nimero cualquiera de electrodos. Hemos de seifialar que en
general, estos andlisis solo proporcionan informacidon directa sobre -
el valor del potencial en el eje de simetrfa; en sistemas con simetria
rotacional la distribucién en puntos fuera del eje puede obtenerse por
desarrollo en serie del potencial axfal y sus derivadas aunque el error
aumenta rdpidamente con la distancia radial, Olsen et al. (1966), lo
que limita su utilidad a una zona relativamente pequefia en torno al -
eje. Recientemente Skollermo (1976), propone como alternativa un inte

resante método integral, mas exacto que el desarrollo en serie si bien



no 1o aplica al estudio de ninguna lente comcreta. También es posible
obtener el potencial en un punto cualquiera mediante la resolucién nu
mérica de la ecuacién de Poisson o de Laplace; los métodcs numéricos
gengralmente permiten un planteamiento relativamente simple del proble
ma, aunque para la obtencién de resultados se requiera un gran nimero
de operaciones. Uno de los mds utilizados por su sencillez es el méto
do de diferencias finitas, Durand (T. III, 1966), Matali et al. (1972),
aunque en algunos casos resulta dificil de aplicar y ha hecho que se
busquen otras técnicas mas apropiadas tales como el método de glemen-
tos finitos, Munro (1971), y el de densidades de carga, Read eﬁ al.
(1971). Con todos ellos puede alcanzarse un grado de precisién solo -
limitado por los errores de redondeo en el cidlculo, o por unas exigen
éias de memoria y tiempo de computacidn no rentables e incluso fuera

de las posibilidades existentes.

Una revision detallada de estos trabajos queda fuera de nues
tros objetivos; en los capftulos siguientes analizaremos sin embargo
aquellos que estén mis directamente relacionados con el nuestro y que

sean de interés a la hora de comparar resultados.

Tras realizar un andlisis de los Histintos procedimientos
nos planteamos la eleccién de) método mds alecuado para nuestros fines;
pensamos que teniendo en cuenta las caracteristicas del sistema el mé

todo elegido deberfa reunir las siguientes rendiciones:

a) Generalidad en cuanto a la geometria del problema.
b) Posibilidad de hacer directamente el andlisis de regiones

muy concretas sin necesidad de tratar simultdneamente la



c)
d)

totalidad del -espacio en estudio. .
Aplicacidon a dominios de cdlculo no cerrados.
Fconomia en memoria y tiempo de computacidn para una pre

cision dada.

|
Teniendo en cuenta todas estas consideraciones llegamos a -

la conclusién de que el métodn mas conveniente seria el de densidades

de carga, éste permite obtener la distribucidn aprqximada de carga en

un sistema dado de conductores, mediante la resolucitn de una serie -

de ecuaciones que relacionan el potencial y la carga sobre la superfi

cie de los conductores. Entre las ventajas que presenta esta técnica

de resolucidn destacaremos las siguientes:

1)

2)

Es aplicable a cualquier tipo de geometria y admite la -
posibilidad de tratar problemas en los que el contorno -
no esté totalmente cerrado, 10 que supondria un serio in
conveniente, por ejemplo, en un método de diferencias fi

nitas.

Una vez conocidas las densidades de carga en el contorno,
se pueden obtener el potencial y el campo en cualquier -
punto que interese mediante superposicién. Esta particu-
laridad serd de enorme importancia cuando tengamos que -
determinar numéricamente la trayectoria de una particula
sometida a la accidn de un campo electrostdtico. Es tal
vez en este aspecto, y para nuestros objetivos concretos,
donde aparece mds marcada la superioridad del método de

densidades de carga frente a otros, sefalemos que el mé-



todo de diferencias finitas ademas de obligarnos a un -
tratamiento simultdneo de todos los puntos solo nos da -
informacién directa sobre los puntos que son nudos del -~
mallado de calculo, para conocer el potencial en cualquer
otro tendriamos que proceder a interpolar o construir un

nuevo mallado.

3) Al reducir en un grado las dimensiones del problema se -
tiene, evidentemente, una economia en 12 memoria utiliza

da y en el tiempo de cdlculo.

Parece pues, que el método propuesto es el mids apropiado pa
ra abordar nuestro problema, lo que resta el capitulo estarda dedicado
a una revision del fundamento matemdtico del mismo y a presentar su -.
posible utilizacién en la resolucién de problemas electrostdticos con

simetrfa axial.

1.1.1.- Estudio del Métodc de Densidades de Carga.

e

E1 método que vamos a analizar es una de las técnicas para
la resolucidon de ecuaciones funcionales que Harrington (1968), en un
intento de unificacidon quizd excesivo, engloba con el nombre genérico
de Método de Momentos. En esencia se trata de reducir una ecuacién -
funcional a una ecuacidn matricial utilizando algunas aproximaciones,
y resolver el sistema resultante por los procedimientos usuales. La -
forma mids apropiada de presentar el estudio es por medio de la teoria

de espacios y operadores lineales que nosotros supondremos conocida.



Vamos a discutir .en primer lugar un caso general y después
aplicaremos el andlisis a nuestro problema concreto. Sea la ecuaciodn

no homogénea
L(f) = ¢ (1.1)

i
donde L es un operador lineal, g.una funcidn conocida y f la funcidn
que deseamos determinar. Supongamos que f puede desarrollarse en serie

de funciones base fl’ fz,... en el dominio de L, eﬁ decir

L a, f. (1.2)
j J J

f =
donde los coeficientes ay son constantes; sustituyendo (1.2) en (I1.1)

se tiene

§ a5 L(fj) =g (1.3)
Supongamos que se ha definido un producto interior <f,g> apropiado pa
ra el problema que estamos tratando. Definimos unas funciones de prue
ba Wis Woeono €N el rango de L y efectuamos el producto de (I.3) con

cada una de ellas; el conjunto de ecuaciones que resulta puede expre-

F
sarse en forma matricial como

1Pygl Tagl = lggl (1.4)
siendo
<wl, Lf1> <w2, Lf2> e
IPysl = Wya LF > o<Wy, LF> Ll (1.5)
%1
fasl = ay (1.6)




<w1, g>

: logl = W,. 9> (1.7)

Para hallar los coeficientes oF muitiplicamos los dos miem-
bros de (1.4) por la matriz [P,ijl'1

oyl = 1py517 0 1ol (1.8)

Una vez calculados los “j es inmediato hallar f mediante la

ecuacidn (I1.2). Para que la funcién f sea una solucién exacta, las fj
deben constituir un conjunto completo; en la practica solo se utilizan
un cierto nimero de ellas obteniendo soluciones mds o menos aproxima-
das. Notemos que uno de los puntos mds importantes en el tratamiento
del problema es la eleccidén adecuada de las funciones de prueba y de
las funciones base; entre los factores a tener en cuenta figurardn el

grado de exactitud que precisemos, facilidad de cdlculo de los elemen

tos de la matriz lpijl’ etc.

¢

Analicemos ahora el caso concreto de una superficie conduc-
tora de drea S y espesor despreciable frente a las restantes dimensio
nes. Si 1lamamos o(r') a Ta densidad de carga sobre el conductor, el

potencial 4(r) en cualquier punto del espacio vendrd dado por

‘HCO

$(7) =Tl— J o (r ds (1.9)
S

donde |r-r'| es la distancia del elemento dS al punto definido por el
vector posicidén r. La condicidn de contorno en este caso es que el po.

tencial sea constante sobre el conductor; si llamamos V al potencial



al que se encuentra éste, suponieéndo nulo e) potencial a una distancia

infinitamente alejada, se tendrd entonces

T J —-Sfiléi—T ds (1.10)
[ -r

| r
siendo T un punto perteneciente a S.

Nuestra incégnita es la funcién o{r') y necesitamos seleccio
nar unas funciones base apropiadas para su desarrollo en serie. Vamos
a introducir una aproximacidén que nos permitird evaluar facilmente la
matriz |Pij|; la aproximacién consiste en utilizar unas fj queTSOTO -
tienen existencia en una parte del dominio de la funcidn incdgnita. Su

poniendo que se divide el conductor en N subsecciones de area Sj. defi

nimos Jas fJ como

f 1 sobre sj (1.11)

J

-
n

0 sobre las restantes 51

Podemos expresar entonces la densidad de carga como
- N
o (r') = jzl ay fj (1.12)
Otro aspecto importante es la eleccién de las funciones de prueba; 11a
mamos Fmi al vector que define el punto medio de S;» definimos como -

funciones de prueba las funciones W, tales que

wy = s(r - Fmi) (1.13)

es decir, se trata de funciones delta de Dirac. Puede verse facilmente
que esta eleccidn es equivalente a hacer una aproximacidn de tipo -

"point matching” en la resoluci6n del problema.



Por Gltimo nos queda definir un producto interior, en este -

caso parece conveniente definirlo en la forma
F, g5 = J f(r) g(r) 8s (1.14)
S

|
Para este producto los coeficienles vienen dados por

ds .
1 b (1.15)

iy = ——
ij 4 J — -,
Teg Sj | Tmi - v |

y la ecuacidén (1.10) puede expresarse en forma matricial como
IPss ezl = 1Y (1.16)

con ello queda planteada una ecuacién andloga a (I.4) que puede ser re

suelta por el procedimiento descrito anteriormente.

Intentemos ahora ver qué representan fisicamente los térmi-
nos de ta matriz |P1j|, para ello necesitamos intreducir la definicion
de coeficientes de potencial. Consideremos un sistema de N conductores
ep equilibrio electrostatico, limitados por las superficies Sl, 52,.
SN Yy sean gy, apse--s ay Yas densidades de carga sobre dichas superfi-
cies; el potencial en un punto cualquiera, ;i’ de la superficie del -

i-ésimo conductor puede expresarse como {(e.g. Durand, T. II. 1966),

N
vV, = P Q. (1.17)
1 g5 1
siendo
Qj = ]S G.j dS,j (1.18)

J



~

10.

: ) O: O
Pis :T“‘l‘qq I I ——L 45, ds_ (1.19)
J Tegi™j JS S | ry =T ] J

Los términos definidos por (1.19) se denominan "coeficientes de poten-

cial" y es inmediato verificar que Pi es el potencial que crea er el

J
i-ésimo conductor una carga unidad sobre el j-ésimo conductor cuardo

los restantes tienen una carga total nula. De la ecuacidén (1.19) se de
y que todos los

duce que Pij = P también es fdacil ver que P,H > Pi

ji’ J

coeficientes son positivos.
Supongamos que las superficies Si y Sj se han elegido| de tal

forma que sea posible hacer las siguientes simplificaciones:

a) Las densidades de carga son aproximadamente constantes so
bre ellas.

b) La distancia | Fi - Fj | puede sustituirse a efectos de -
integracidn, por su valor promediado respecto al conduc-

tor i, esto es | r , - r; |

e?tonces la expresidon de los coeficientes de potencial se reduce a

Poo = 5t J — 1 4s, (1.21)

W FnegSy Is. v, - w9
3 " 3

esta expresion es la misma, salvo el factor 1/sj. que obtuvimos para -
los coeficientes de la matriz |P1J| por tanto concluimos que éstos re-
presentan, aproximadamente, ¢l potencial que crearfa en el conductor i
la densidad de carga unidad sobre el conducter j cuando los demds tie-
nen una carga nula. Este resultado se podria haber obtenido tambiéir a
partir de la ecuacidn (I.15) con las aproximaciones indicadas. Hemrs -

de sefialar que en general se tendrd P # Pji salvo en el caso de gue

iJ



11.

.

Si Y Sj sean iguales; tampoco se verificard necesariamente que Pii>Pij

En adelante nos referiremos a ellos con el nombre de coeficientes de

potencial, si bien quedan claramente establecidas las diferencias en-

\tre estos términos y los que usualmente se definen como tales.

Hemos de sefialar que hicimos algunos estJdios utilizando 1la
ecuacibén (1.19) para el célculo de los coeficientes de potencial; el
uso de esta ecuacidén presenta una ventaja evidente pues al ser Pij =
pji solo hay que calcular una parte de los eIementoL de la matriz, lo
cual implica un ahorro en el tiempo de computacidén, sin embargo esta
ventaja puede ser contrarrestada ampliamente por el hecho de que la -
integracién a la superficie Si casi siempre tendrd que hacerse numéri-
camente, o bien, como sucedfa en nuestro caso, las expresiones obteni-
das son tan complejas que los resultados son menos precisos que los -
que se tienen utilizando la forma simplificada (I.21) para los coefi-

cientes.

Una vez calculados los coeficientes de potencia podemos ob-

tener las densidades de carga; de acuerdo con (I.12) se tiene

N -1
~ P v Pl
|°1' —jzl l I'jl I (1.22)

31
queda pues resuelto el problema que inicialmente nos plantedmos. Cono-
cida la distribucidn aproximada de carga en el sistema, estamos en con
diciones de abordar el cdlculo de potenciales y campos en cualquier -

punto del espacio, segiin veremos mds adelante.




1.1.2.- Calculo de los Coeficientes de Potencial para Problemas con

Simetria Axial.

En la ecuacién (1.21) puede verse que el cdlculo de los coe-
ficientes de potencial dependen exclusivamente de la geometria de las
subsecciones. En muchos casos la {ntegracién no podrd realizarse ana-
liticamente y serd preciso recurrir a la integracién numérica. Mautz
et al. (1970), han hecho un estudio aplicable a cualquier sistema que
tenga simetria rotacional; de acuerdo con la Figura I.1. los coeficien
tes de potencial para el caso en que los subelectrodos sean superfi-

cies laterales de troncos de cono, vienen dados por

tz 2%
.1 I ’ o '
- ; dt d¢ (1.23)
iJ Ineo tl 0 {(2-2')2+(P+a')2'4pp'C052(¢'/2)}1/2

integrando en la variable ¢' queda

t
Pyy = ““'l““TT? J k (012 g(x) dt (1.24)
Zﬂco(p) tl

L4
donde K es la integral eliptica completa de primera especie (ver Apén-

dice) cuyo médulo k estd dado por

2 . 4pp' 1.25
T G0 (pren)? (1-25)

la integracidn de (I.24) se hace numéricamente. Otra alternativa es in
tegrar primero analiticamente en t y efectuar la integracién numérica
en la variable angular, Birtles (1972). En cualquier caso pensamos que

el método de densidades de carga es realmente {itil cuando para los -
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Figura 1.1.- Geometrfa para el cdlculo de coeficientes
de potencial en sistemas con simetnla nru-

tacfonal,

coeficientes exista una expresién analitica, de lo contrario el tiem-
po de computaci6n serd grande y puede quedar en desventaja frenta a -
otras técnicas, Birtles et al. (1973), analizan los coeficientes de po
tencial en subelectrodos rectangulares y triangulares para los que se
tienen expresiones analiticas relativamente simples, sobre todo en el
primer caso. Nosotros intentamos en un principio generar, aproximada-
mente, nuestra geometria con este tipo de subsecciones y, si bien se
tenfa un tiempo de cdlculo bajo, la precision de los resultados no era
del todo satisfactoria; por ello nos decidimos a preparar los cdliculos
para los dos tipos de subelectrodos que pueden generar el sistema exac

tamente, es decir, coronas circulares y superficies cilindricas; vamos
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a detallar los procesos seguidos.’

1.- Coeficientes de potencial para coronas circulares.

Consideremos el potencial creado en el punto P(p,z) por un -
disco de radio a, cargado con una densidad de carga o uniforme; este
potencial viene dado por (e.g. Durand, T. I - 1966)

o
Zneo

o az—oz 22 a-p \
{-u(1-¢") 7z +rg E{k) + Ty K(k) + F? Fe n(k,mj}
(1.26)

lf(p,Z) =

en donde K, E y I son las integrales elipticas completas de primera,

segunda y tercera especie respectivamente, (ver Apéndice),

ry o= ate)? v 2812 (1.27)
5 1/2
k = -iﬂfﬁl-- (1.28)
1
1/2
. 2{a.p
mo= S0l (1.29)
¢ -1 si 2 <0
w= 0 si z=0 (1.30)

1 si z >0

-1 si p < a
u'= 0 si p = a (1.31)

1 si p > a

Para p = 0, p = a 6 z = 0, la expresidn (1.26) se reduce a otras mis
simples y que nosotros utilizaremos frecuentemente, asi para puntos -

situados en el plano del disco



4(p,0) = 2’??;; {(a+p) E(k) + (a-p) K(k)} (1.32)
En puntos sobre el eje se tiene
¢(0,2) = 2—‘:; try - {1z (1.33)

Para p = a la integral n desaparece de la expresidon (1.26) y queda

o(a,z) = 30— - 3 |z| + r; E(k)} (1.34)
° \

E1 potencial b.» Que crearfa en P una ccrona circular de radio exterior

255 y radio interior a; s cargada con 93 constante puede obtenerse a

J
partir de (1.26) por superposicidn, ésto es

;) (1.35)

¢C = ¢(,O,Z.a ) - ¢(D.Z,a”

o)

Haciendo ¢ = a5 1 y asignando a p y z las coordenadas del elemento -
medio representativo del subelectrodo i -en este caso una circunferen-
cia de radio (ao + ai)/Z- tendremos todo dispuesto para el cdlculo del
coeficiente Pij'

z

2.- Coeficientes de potencial para superficies cilindricas.

E1 proceso es andlogo al que hemos seguido anteriormente. E1
punto de partida es el potencial debido a un semicilindro de radio a,
que se aleja al infinito en el sentido de las z negativas, cargado uni
formemente. Este potencial ha sido calculado por Gélard (1962), median
te un desarrollo en serie a partir del potencial en el eje,
$(0,2) = 2& ((a2+zz)1/2 + 2} (1.36)

250
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y tiene diferentes expresiones dependiendo de la regidn en que se en-

cuentre el punto campo

®

b 2 ]
N

'@

P(p,2)

~4

Figura 1.2.- Semicilindro indefinido cargado uniformemente.

Regién 1 o> oa,

p 2> a,
Regibn 2 R > a,
Regib6n 3 n o< a,

Con relacién a la Figura 1.2 éstas son:

Regidn 1.

[}

¢(r,8)

Regidn 2.

¢(r,0)

- §%3~{ In {r(1+cos®)} - % E
0 n=

- zza { 2Ina - 1n (r(l-cose)} -
0

4

¥4

[

>0
<0

pZn-l

(cos0)}(1.37)

Pyp-qlcs0)}

(1.38)
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Regidn 3.

Cn
= Cy/2 ry2n+1
I Zn+l (3 P

(cose}} (1.39)
n=0 2n+1

a
¢lryo) = - 72~ {Ina +
€o
\ donde Pn(cose) es el polinomio de Legendre de orden n, Magnus (1966),

y los coeficientes C_g/z estan dados por

n _ n 1.3...(2n-1) . 0 -
Coie = G170 ="y ¢ Sy 71 (1.40)

s s ces |
Para z = 0 las expresiones anteriores se simplifican

Regidn 1.
o(ry w/2) = - 32 n(r) ' (1.41)
0
Region 3,
olr, w2) = - 751 In(a) (1.42)
0

E1 potencial b » debido a una superficie lateral cilindrica puede ob-
tenerse, como hicimos antes para corona circular, por superposicidn de
dos contribuciones

’

0 = o(ry,0,) - ¢(ry,8) (1.43)

siendo *y la distancia del punto P al centro de la base inferior, rs
la distancia al centro de la base superior y 91, 8, los dangulos co-

rrespondientes.

En los desarrollos anteriores la suma se extiende a infini-
tos términos, pero puede pararse el desarrollo cuando se alcance el -
grado de precisién deseado; nosotros hemos impuesto que el error rela-

tivo sea inferior a 10°°

. Se observa en general una convergencia rdpi-
da salvo en los casos en que el valor de r difiere poco del radio del

cilindro.
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I.2.- APLICACION DEL METODO DE DENSIDADES DE CARGA A LA RESOLUCION DE
ALGUNOS PROBLEMAS.

En la ecuacidn (I1.22) hemos 1legado a obtener la distribu-
cidn aproximada de carga, inducida en un sistema de conductores por -
Tos potenciales de excitacioén. Eéte resultado nos permitira hallar de
una forma relativamente simple, el potencial y campo eléctrico en un
punto cualquiera de la regién de interés; para nosotros esta posibili-

l

dad es importante sobre todo con vistas a seguir la trayectoriaide par
ticulas cargadas sometidas a la accifén de estos campos. Vamos p%es a

describir el proceso.

E1 potencial en P debido a la subseccidn j serd
a
v.(D-Z) =r’j‘— I ”:—lT—dS (1.44)
J "o Js. |F¥ - ¥'{
Las componentes del campo se obtiemen por derivacidon de -
(1.44) cor respecto a la variable espacial correspondiente. Los cdlcu-
los necesarios para obtener estos valores som completamente andlogos
a los descritos en el apartado anterior al hallar los coeficientes de
potencial; nos limitaremos por tanto a dar 13s expresiones de los cam-

pos creados por un disco y un semicilindro cergados uniformemente,

Disco
Y K2 ‘ '
Ep(n.z) = -5 " §;?; i (1 - 7) k(k) - E(k) ) (1.45)
E,(ph2) = - 2o O (1) s %i ' (10212 a(k,m) - K(K))
0

(1.47)
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Semicilindro indefinido

E, (p,z) = 2“20 g { (14u") % - %I ' (1-m9) 2 ye,m) + k(K1 )
(1.47)
' _ oa K{k
EZ(D,Z) = ?C‘:’- ~‘$,T)~ (1.48)

todas las variables tienen el mismo significado que les dimos ante-

riormente.

ET potencial y el campo creado por la totalidad del sistema

puede obtenerse ahora mediante superposicién, es decir

N
¢(p,z) = & V; (0,2)
j=1
: N
Ep(p,Z) = jil Eq (0,2) (1.49)
N
Ez(o,z) jil E,j (p,2)

quedan pues establecidas las ecuaciones que resuelven totalmente el -

problema electrostitico que habiamos planteado.

Nos parece adecuado en este punto, mostrar un esquema del
proceso seguido hasta la obtencidn de la distribucidon creada por un -

sistema de conductores; en resumen los pasos necesarios serfian:

a) Divisién de la geometria en un nimero de subelectrodos -
suficiente, a fin de que las hipdtesis de simplificacidn

realizadas sean razonablemente aplicables.

b) Obtencidn de los coeficientes de potencial a partir de -
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la ecuacién (1.15) aplicando en cada tipo de subelectro-
dos lYas expresiones correspondientes, esto es, la ecua-
cién (1.35) para coronar circulares y la (1.43) para su-

perficies laterales cilindricas.

c) Resolucidn del sistema de ecuaciones lineales resultante;
nosotros concretamente lo haremos por el método de reduc-
cién de Crout, Gerald (1973), que efectia la inversién -

de la matriz mediante triangulacidn.

d) Obtensién de la densidad de carga en los subelectrodos -

por medio de la ecuacidn (I1.22).

e) Cdlculo del potencial y del campo eléctrico en el punto -
deseado, utilizando las expresiones (1.49), como suma de

todas las contribuciones.

Nos gustaria sefialar otra de las interesantes aplicaciones -
del Método de Densidades de Carga. Puesto.que con este método se obtie
ne la distribucién de carga sobre la superficie de los conductores en
funcibén de los potenciales de excitacién, es posible a partir de ella
calcular la capacidad del sistema en estudio. La relativa facilidad de
los cdlculos para algunas geometrfas, ha hecho que fuera bastante uti-
lizado con esta finalidad. Asf Reitan et al. (1951), 10 emplean para -
hallar la capacidad de un cubo, Higgins et al. (1951) obtienen una cur
va universal para la capacidad de una corona circular, Reitan (1959) -
estudia el condensador de armaduras rectangulares paralelas. Los resul
tados que obtienen son bastante aproximados a pesar de que, para faci-

litar los cdlculos, utilizan expresiones muy simplificadas en la deter
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minacién de los coeficientes de potencial y un nimero pequeiio de sub-

secciones. Mds recientemente Birtles et al. (1973) analizan la capaci
dad de una placa rectangular para mostrar las ventajas de una elecacidn
adecuada de los subelectrodos. Nosotros hemcs estudiado algunos siste-
mas con simetria rotacional; un caso que es interesante es el del dis-
co circular ya que tiene solucidén analitica y permite comprobar el -
error que se comete en el cdlculo numérico. Para un disco de radio a

la capacidad viene dada por Ca =8 €p 2~ En la Tabla 1.1 se muestra el

valor de la capacidad C en funcién del nimero de subelectrodos!para un

disco de 2 c¢cm de radio, asT como el error relativo de este valdr.

1

N ¢ (pF) (CB-C)XIOO/Ca
| 10 1.414410 0.159

15 1.416351 0.022

20 1.416413 0.020

23 1.416440 0.016
, 28 . 1.416447 0.015

Tabla I.1.- Capacidad de un disco, caleculada por el Método de Densida-
des de Canga, en funcibn del ndmero de subefectrodos. Va-

Lon analltice Ca = 1.416669 pF.

E1 error en los valores de C con respecto a Ca es siempre -
por defecto, ello es consecuencia de un conocido teorema de electros-
tatica el cual establece que la distribucidn de carga en la superficie

de un conductor es tal que, en el equilibrio, la energia del conductor
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es minima; puesto que nosotros partimos de la hipotesis de que la den-
sidad de carga es uniforme en cada subseccidn, es claro que la distri-
bucién no es la de equilibrio, por tanto Ta energia asociada a ella -
serd mayor y en consecuencia el valor de la capacidad (C « 1/eneryia)
serd inferior al valor exacto; sin embargo pueden obtenerse valor:s -
con un ervor cada vez menor aumeﬁtando N, o 1o que es equivalente,
aproximando la distribucidén de carga a la verdadera. Notemos que jara
N = 28 el error en C es del 0.15 por mil lo que nos da idea de la bue-

na precision que se puede obtener con este método.

Para hallar la capacidad se ha hecho una division de [1a geo-
metria de tal forma que las coronas circulares se estrechan a med-da -
que se encuentran mds proximas al borde; mds adelante analizaremo: con

detalle las ventajas de esta eleccidn.

E1 métode 1o hemos extendido al cdlculo de capacidades te -
condensadores que incluyen medios dieléctricos, siguiendo la formtla-
cién integral del problema electrostdtico en presencia de dieléctricos,

Van Bladel (1964, pdg. 73).

Con objeto de estudiar también el error que cometemos er el
cdlculo de potenciales y campo, hemos elegido dos casos con solucidn
analftica conocida, el disco circular y 1la caja cilindrica, con 1: que

compararemos los resultados numéricos.

1.2.1.- Disco Circular.

Este problema es fdcil de tratar tanto desde el punto de vis

ta numérico como analitico; por ello ademds de servirnos para compro-



bar la validez del Método de Densidades de Carga, lo utilizaremos pa-

ra mostrar una posible optimizacién en la forma de aplicarlo.

Supongamos un disco de radio a, espesor despreciable y que
\se encuentra a un potencial unidad, si el origen de coordenadas lo si
tuamos en el centro del disco el potencial en el punto P(p,z) estd da

o por (e.g. Jeans, 1927)

olorz) = 2 eg”l (o) | (1.50)

siendo A la raiz positiva de la ecuacién

22 p2
Lov £— =1 (1.51)
A a +X

las componentes del campo eléctrico son

b
E (p,z) = e {1 + — ) (1.52)
e n/A(x+1) /bl+4z
£, = —2—— (1 + -2 (1.53)
n/A(r+1) 2 2
) Vb +4z
con
b= o2 + 22 - 1 (1.54)

Por otra parte, la densidad de carga sobre el disco varfia
con 1a distancia al eje del mismo segin la ecuacifn
2¢.8 1
o{p) = (1.55)
n /T“"“—Z

a - p

Notemos que el valor de o varfa poco hasta una distancia del
orden de a/2 y después empieza a crecer mds rdpidamente, haciéndose -

infinito -en un caso ideal- en el borde del disco, este resultado pro-
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viene de suponer un espesor nu]o; en la prictica el valor de v(a) serd
grande pero no infinito y dependerd del acabado mecanico. Este anali-
sis cualitativo puede extenderse a cualquier superficie y siempre en -
las proximidades de los bordes de un conductor la carga varia mids réapi
damente que en las regiones alejadas de aquellos. Esto nos sugiere que
se pueden obtener mejores resultados si se hace una eleccién de los -
subelectrodos que tenga en cuenta esta variacidn de la carga. Harring-
ton (1968) y con anterioridad otros autores utilizan una divisién uni-
forme, asi, una placa cuadrada se divide en 4, 9, 16, etc., sudelectrg
dos iguales. Birtles et al. (1973), muestran cémo se obtiene un mejor
valor de la capacidad de esta geometria si se emplea una divisién no -
uniforme, es decir, los subelectrodos se estrechan al aproximarse al -
contorno de la placa; nosotros hemos verificado que ésto es cierto en
el cdlculo de la capacidad de un disco, ahora podremos ver que también
disminuye el error en el potencial y en el campo para el disco. Es cla
ro que caben muchas formas de generar los subelectrodos, nosotros hemos
preparado una que resulta cémoda de programar; una parte del disco -la
mas pr6éxima al centro- se divide en coronas circulares de la misma an-
chura y el resto se genera con coronas circulares cuya anchura disminu
ye en progresidn geométrica de razdén dos; esta eleccién tiene en cuen-
ta como se distribuye aproximadamente 1a carga en el disco y ademds,
si el nimero de subelectrodos es suficientemente grande, cumple también
la segunda hipdtesis (pdg. 10 ) que hicimos al establecer la ecuacidn

(1.21) para el cdlculo de los coeficientes de potencial.

En la Figura 1.3 se muestra este tipo de divisidn para las

geometrfias que utilizaremos en nuestro trabajo.



25,

(M {3) (2)

Figura 1.3.- Divisién no undiforme de Los tres tipos de electrodes
utifizados para generan sistemas con Aimetrnia rotacional
(1) Disco circulan. (2) Conona einrculan. {3) Supenficie

cllindrnica.

Con el fin de analizar la influencia del valor de N y las -
ventajas de la divisién no uniforme hemos hecho un estudio comparativo
en una red de puntos del espacio. En las Tablas 1.2, 1.3 y 1.4 se mues
tra el error absoluto del potencial y las componentes del campo eléc-
trico en algunos de estos puntos, situados muy cerca del borde del dis
co, que es la regidn en la que presumiblemente los resultados son mas

inexactos. Para puntos en 105 que p < a se observa que el error en ge-
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Figura 1.4.- Distnibucibn de carga en un disco a potencial undidad.
x Valor exacto en el centro def subefectrodo.

- Valon numénico. Método de Densidades de Carga.

En la Figura 1.4 se representa la densidad de carga en cada
subseccidén obtenida para un disco de radio unidad con N = 20 y divisién
no uniforme; por comodidad en la representacidn no se incluye el valor
de o en el subelectrodo cuyo radio exterior coincide con el borde del
disco. También se compara oj con el valor analftico que corresponde al
punto medio de la subseccidén j, éste vendrd dado por el doble del ni-
mero que se obtenga en la ecuacidén (I.55) ya que o, equivale a 1a suma

J
de las densidades en ambas caras del disco.
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'\

X neral aumenta al aproximarse al borde, sin embargo en puntos cuya altu
ra relativa es pequefia se observa un comportamiento oscilatorio pensa-
mos que es debido a que por estar tan préximos al disco tiene gran in-

\fluencia la posicitn del punto respecto de los subelectrodos mds cerca
nos ya que en la integral se estd suponiendo constante una distribu-

i6n de carga que en realidad var}a rdpidamente en esta regidon. Para -

puntos p > a el error absoluto disminuye al alejarse del disco tanto -

. . . {
en la direccidn radial como en la axial. |

Del andlisis de las tablas se desprende que el error disminu
ye al aumentar el nimero de subelectrodos, sin embargo en sistemas mis
complejos habrd que tener en cuenta que se pueden tener errores de re-
dondeo por aumentar considerablemente el nimero de operaciones y en -
consecuencia habrd que trabajar con el menor nimero posible de ellos.
Puede verse también que para un mismo nimero de subelectrodos es mucho
mds exacta la distribucién que se obtiene con una division no uniforme
de la geometria, los errores son inferiores en un orden de magnitud al

menos con respecto a la divisién uniforme.

1.2.2.- Caja Cilindrica.

E1 estudio de esta geometrfa es de importancia para nosotros
por dos motivos: en primer lugar porque intervienen los dos tipos de
subelectrodos para los que hemos preparado el cdlculo de los coeficien
tes de potencial; en segundo lugar porque nos permite estudiar la dis-
tribuci6n de potenciales en la cdmara de ionizacién de una fuente de -

iones, cuando se ignora el efecto de los orificios y la penetracién de



los campos creados por los clectrodos exteriores; nes basaremos en es-
ta distribucién para justificar posteriormente algunas simplificacio-

nes.

Supongamos una caja cilindrica, Figura 1.5, en la que el -
electrodo inferior y el lateral se encuentran a potencial cero y el -

electrodo superior a potencial V.

E1 problema tiene solucidén analitica por el método de separa

cién de variables en forma de una serie (e.g. Durand, T. II. 1966)

(1.56)

2v
a n

, - 1
¢{p,z) = E anlrpna)Sﬁ(pnc) Sh(pnl) JO(pnp)

1

siendo Jk lTas funciones de Bessel de primera especie y orden k, Magnus

(1966), ¥y Ph los ceros sucesivos de la funcidn Jo (pna).

Figura 1.5. Seccifn transversal de una caja cilindrica.
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La solucidn de esta série la hehos 1levado a cabo pari un -
conjunto de puntos, vértices de un mallado regular, mediante un progra
ma que calcula los términos succsivos de la serie, empleando uni subru
tina standard para el cdlculo de las funciones de Bessel con dorle pre
cision, hasta términos de una aportacién relativa del 0,1%. La -onver-
gencia de la serie es buena en Qeneral, salvo en Tos puntos précimos -
al electrodo superior en que los 60 términos establecidos en principio
como maximo -por razones de limitacidn en el arguménto de las e¢ponen-
ciales del seno hiperbélico- no fueron suficientes para alcanza- la -
convergencia exigida. Esta falta de convergencia se debe evideniemente
a2 que en la serie (I1.56) el factor sh(pnc) en el denominador quada -
practicamente compensado para esos puntos, y el factor que domiya el -
decrecimiento de los términos es simplemente llpn, que hace la tonver-
gencfa relativamente lenta. Este inconveniente 1o hemos resuelts inclu
yendo un mayor namero de ceros, hasta 100, y evitando la saturatidén de
las exponenciales mediante la aproximaciodn

sh {p,2) -p,lc-2)
sh (p,c) = ¢

>>
P,z

(1.57)

En 1a Tabla 1.5 se dan los resultados obtenidos para 1 po-
tencial V(p,z) en un mallado de 11x6 puntos a intervalos regulares en-
tre p =0, p =ayz =20, z = c respectivamente. Los resultados estdn
de acuerdo con la forma que cabe esperar para las equipotenciales. En
Ta parte central coinciden con los potenciales para un condensacor pla
no, pues al ser grande el radio del cilindro frente a la altura. el- -
efecto de apantallamiento de la superficie lateral a potencial cero es

pequefio sobre una amplia zona central.
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0.0 |3.28]3.8213.95{3.9813.99{3.99|4.0 |4.0 (4.0 |4.0

0.0 [2.03]12.7212.91}2.97(2.99(2.99]3.0 }3.0 ;3.0 |3.0

0.0 |0.54]/0.84|0.95/0.98{0.99({0.99{1.0 (1.0 1.0 1.0

Tabla I1.5.- Distaibucién de potencial en La caja cdlfin-

drica. Vip,0) = 0, V(0,z}) = 0, V(p,e) = 5.

Las componentes del campo se obtienen a partir de (1.56) te

niendo en cuenta que d J (x)/dx = - J;(x),
E {p,2) = 2y ; 1 sh(p.z) J,(p o) (1.53)
e p a -1 Jn(ﬁna)éﬁ(pncf n 1'"n .
A 1
£ (0,2) 3 n}=:1 N CROVR IR0 ch(p,z) I (ppe) (1.59)

La convergencia en estas series es todavia mis lenta siendo
necesarios hasta 300 términos en algunos casos, ello alarga considera
blemente el tiempo de c§lculo y probablemente se tienen resultados me

nos exactos por acumulacidn de errores.

En 1a Tabla 1.6 se presentan algunos de los resultados de -

este estudio.
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I.3.- APROXIMACION DE CARGA LINEAL.

Es frecuente que para puntos suficientemente alejados de los

: subelectrodos, o bien cuando la superficie de éstos es pequeia frente
a las dimensiones del sistema, se sustituya el potencial gue crean -
por el de una distribucidn equivalente que simplifique los cdlculos a
efectuar. Harrington (1968), en la obtencidn de la capacidad de una -

placa cuadrada utiliza para hallar los coeficiente§ Pi i # 3, la -

j?
aproximacign de carga puntual, es decir, supone que la carga distribui
da uniformemente en el subelectrodo, es vista desde el punto campo co
mo una carga puntua]_situada en el centro del mismo; la aproximaciodn
supone un error méxiﬁo del 3.8% para subelectrodos adyacentes en el -
caso que estudia.Singer et al. (1970), en su trabajo sustituyen la -
carga superficial por distribuciones lineales equivalentes tales como
rectas o circunferencias y Harting y Read (1976) utilizan este tipo -

de aproximacién en el estudio de diversos tipos de lentes con un error

del 1%.

Nos ha parecido interesante examinar este tipo de aproxima-
ci6n para sistemas con simetrfa rotacional, ya que posteriormente se-
rd objeto de discusidon en nuestro estudio. Asf, el potencial y el cam
po creados por una corona circular con una carga total q = cw(ag - a?)

pueden sustituirse por la distribucidén que crea una circunferencia -

cargada con una densidad lineal uniforme, Ae’ tal que

A = i%; = — (1.60)



siendo a el radio medio de la corona. Para las superficies cilindri-

cas se tendria una expresidn andloga.

E1 potencial y el campo creados por esta distribucidén equi-

valente son (e.g. Durand, T.I. 1966)

>

e’ K(k) (1.61)

ﬂCo rl

¢{p,z) =

donde k y r vienen dados por (1.28) y (I.27) respectivamente,

A 2 2,.2
_ e 1 a“-p“+z° E(k)
Ep(p,Z) = "—'Zprl (K(k) - 3 Y } (1.62)
™ k
A _a
_ e z E(k)
EZ(D,Z) = Te "'3 \
oy k

siendo k' el médulo compiementario definido como

k2 -1 - k2 (1.63)

en algunos puntos estas expresiones se simplifican bastante, por ejem

plo en el eje se tiene

¢(0,2) = e 1 (1.64)
%0 ((2/7a)%41)1/?
Ep(o,z) =0 (1.65)
£,(0,2) = 5 z (1.66)
0,z) = S 5 .
z ?E; (a2+z?0)T72
En el plano de l1a circunferencia
A
€ (1.67)

0(0:0) = =2 ey K(K)



A a
- _& 1 a-p E(k)
Ep(D,O) = TE 2"'<P (K(k) - 'a—]_—‘:;" —'“2—"} (168)
o 1 k
Ez(p,U) =0 (1.69)

Tanto la expresidon del potencial como la de las componentes del campo
son mucho mas simples que las correspondientes a los cdlculos no apro -
ximados, 1o que puede traducirse en una economia de tiempo sin que -

los resultados se modifiquen sustancialmente.

Hemos hecho un estudio con el fin de analizar con detalle -
el error que puede introducir esta aproximacién en diferentes casos.
Para ello hemos comparado la distribucidn gque crea una circunferencia,
uniformemente cargada, con las de una corona circular de anchura DR y
una superficie cilindrica de altura DZ, ambas con una densidad de car
ga uniforme; el radio de la circunferencia y la superficie cilindrica,
asf como el radio medio de la corona circular son igual a la unidad.
Como resumen de estos resultédos hemos 1legado a las siguientes concluy

siones:

1) Para intervalor DR y DI pequeifios, los resultados pricticamente no
difieren para la mayor parte de la regién en estudio. Como ejemplo
daremos el caso DRfa = DZ/a = 0.01; en el punto p/a = 0.5, Z/a =
0.01 los valores obtenidos son

¢ Ep Ez
2 -1.083x107%  5.938x107°
2

4

Circunferencia 3.371x10°

2

Corona circular 3.371x10" -1.083x10" 5.938x10"



2)

3)
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¢ E, E,
Circunferencia 3.871x10°° -1.082x10°2 5.940x10" "
Superf. Cilind. 3.871x1072 -1.082x1072 5.938x10" %
En puntos muy préximos a las geometrias las di(erencias para los
campos pueden ser apreciablés incluso con valo;es de DR y DZ pe-
quefios; para p/a = 0.99 y las restantes magnitudes iguales a las
del apartado anterior se tiene l

¢ Ep Ez
Circunferencia 6.365x10"2 -4.755x10"% 5.026x10" !
Corona Circular 6.364x10"2 -4.532x10"1 5.216x10 !
Circunferencia 6.365x102 -4.755x107} 5.025x10 !
Superf. Cilind. 6.365x1072 -5.295x10"" 4.04x10"}

En puntos del eje o paraxiales, la aproximacidon es en general bue
na y solo para valores DR y DZ relativamente grandes, los resulta
dos difieren. Asi, en la zona mas critica -z pequefios- la separa-
cibébn empieza a ser apreciable para DR y DZ del orden de a/10. Ha-

ciendo DR/a = DZ/a = 0.1 en el punto po/a = 0.1, z/a'0.1 los valo-

res son
s €, E,
Circunferencia 3.134x10"! -1.517x10°2 3.164x10"2
Corona Circular 3.134x10"! -1.521x10°2 3.172x10°2
Circunferencia 3.133x10°1 -1.517x10°¢ 3.168x10°2
1 2 2

Superf. Cilind. 3.128x10° -1.496x10" 3.116x10°



CAPITULO II

IT1.3.- PROPIEDADES OPTICAS DE LAS LENTES ELECTROSTATICAS.

Poco tiempo después del descubrimiento del electrdon y de -
otras particulas cargadas comienza a desarrollarse una nueva rama de
la Fisica: la Optica Electrdnica. Se hicieron diversos estudio§ en el
campo tedrico en un intento de llegar a comprender las propied}des de
los rayos catddicos y su posible afinidad con los rayos luminogos. Se
encuentra, sin embargo, una diferencia fundamental ya que se observd
que los rayos catédicos son desviados por los campos electromagnéticos;
posteriormente se vid que este fenémeno puede considerarse como una -
propiedad dptica. En el campo prdctico el desarrollo comenzé en los -
afins veinte; Busch es el primero en utilizar el término "lente elec-
tronica" para su dispositivo de enfoque de tipo magnético, y Davisson
Y, Calvick son los pioneros de las lentes electrostdticas; a partir de
entonces los avances han sido constantes y hoy dia podemos contar con
fnstrumentos tan sofisticados como los tubos de imagen o el microsco-

pio electrénico.

E1 objetivo de 1a Optica [lectrénica es estudiar las leyes
que gobiernan el comportamiento de las particulas cargadas bajo la ac
cién de un sistema de enfoque, desde que parten del plano objeto has-
ta que salen de la lente dando lugar a la formacidn de una imagen, -
real o virtual, en el plano imagen. Existen dos métodos para realizar

dicho estudio. En el primero se define un indice de refraccidén -por
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analogfa con los rayos luminosos- de tal forma que la trayectoria de
la particula cumpla las leyes de la refraccidon; una vez que se ha de-
terminado éste pueden tabularse las propiedades de las lentes a par-
tir dé sus correspondientes modelos Gpticos; este método fue desarro-
11ado por de Broglie con una elegante formulacidn, de Broglie (1950),
‘que muestra la potencia del mi;mo. A efectos prdacticos, sin embargo,
es mucho mds utilizado el método de trayectorias basado en el forma-
lismo clasico de las leyes de la Mecdnica y el E1eétromagnetismo,
Cosslett (1946); el hecho de que se prefiera este método, siendo me-
nos potente que el anterior, se debe a que relaciona mas directamente
las propiedades Gpticas con los aspectos de disefio del dispositivo ex
perimental. Este serd@ pues el que nosostros emplearemos en nuestro es

tudio.

E1 esquema de un posible dispositivo de enfoque electrosta-
tico se representa en la Figura II.1. Un caindn de electrones compues-
to por un cdtodo C y una rejilla aceleradora A, suministra un haz. La
ge]ocidad al pasar por A viene impuesta por la conservacidn de la ener
gia y, si suponemos despreciable la velocidad con que son emitidos los

electrones, ésta serd (potenciales no relativistas)
eV
_ 1,1/2
vy ® (2 “ﬁ"") (11.1)

E1 haz ilumina al objeto Dl’ pasa a través de la lente L y finalmente
produce una imagen en 02' E1 campo queda practicamente confinado entre
Ny H' (realmente la penetracién serd de una o dos veces el didmetro
de la abertura de los electrodos exteriores) y en el resto de la re-

gidn el potencial es constante e igual a Vl'
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e

Figura II.1. Esquema de un dispositive de enfoque efectrostdtdi-
co. C Cdtodo emisorn de efectrones, A refilla acele
radonra; D, ptane objeto; L fente, D, plano imagen

(pantalla {Luonrecscente).

A lo largo de este capitulo se va a realizar un estudio de -
los principales aspectos te6ricos relativos a>las propiedades de enfo-
que y aberraciones dentro de la Optica Electrdonica. Dado que existe -
una abundante bibliografia sobre el tema, Grivet (1972), Septier (1967),
Harting y Read (1976), hemos procurado restringirnos s6lo a aquellos -
puntos que nos parecen mds importantes a la hora de hacer comprensibles
los resultados y discusiones que, sobre los sistemas en estudio, pre-

sentaremos en los capftulos siguientes.



11.1.1.- Aproximacién Gaussiana. Elementos Cardinales.

En los trabajos experimentales que utilizan lentes electros
taticas, se necesita frecuentemente 1a obtencidn de imdgenes de gran
nitidez y desprovistas en lo posible de distorsiones; ello obliga a
que s6lo se utilice la parte delthaz electrénico mas proxima al eje -
de Ta lente. En esta regidn se pueden despreciar los términos en , y
dp/dz de orden mayor que la unidad en las ecuaciones de las trayecto-
rias, con 1o que el estudio de las mismas se va a simplificar notable
mente. E1 andlisis de las caracteriticas de la lente para la aproxima

cion de primer orden se conoce como Optica Gaussiana y 1a regién en -

la que ésta es aplicable recibe el nombre de zona paraxial.

Analicemos la ecyacién paraxial de los rayos para una lente
con simetria rotacional. En este tipo de configuracidn electrostitica,
el potencial en un punto cualquiera puede obtenerse a partir del po-
tencial axial, V{(z), y sus derivadas mediante el siguiente desarrollo

en serie (e.g. Olsen et al., 1966)

#(p,2) = ;0 (-1)" v(2n) 20,000 5m)2 (11.2)

n=

siendo »
ylen) . g—;ﬁ V(z) (11.3)

z

Asi, para 1a aproximacifn Gaussiana el potemcial y las componentes del

campo eléctrico serédn
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p2
¢(D,Z) =¥ "'a'v

Ep(p,z) (11.4)

u
~|
<

1
]
-

£,(n,2)

en donde hemos utilizado las primas para denotar las derivadas del po
tencial en el eje respecto de la variable z. La obtencidn de dicho po
tencial y sus derivadas por el método de Densidades de Carga (y en ge
neral por otros métodos), supone un tiempo de cdlculo mucho mehor que
si se hace para puntos no axiales; ello es debido a que en este caso

las ecuaciones a utilizar son del tipo (1.33), (1.41) etc, que son ex
presiones muy simples. Es evidente pues el interés que tiene para no-

sotros introducir la aproximacién Gaussiana en los cdlculos.

De acuerdo con (I1.4) la ecvacidn de movimiento en ta direc

cién radial sec expresara en la forma

F = - g‘P‘V" = m dzp (II 5)
: o7 i

mes la masa del electrdén y -esu carga. Para el movimiento en la di-
reccion axial podemos obtener una ecuacién diferencial de primer orden

imponiendola conservacidn de la energfa

3 (9572 < ey (11.6)

donde se ha despreciado la energfa correspordiente a la componente ra
dial de la velocidad; ésto es razonable teniendo en cuenta que la tra
yectoria va a formar siempre d&ngulos muy pequeiios con el eje y por ello

dicha componente va a ser mucho menor que dz/dt. Eliminando el tiempo
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entre las dos ecuaciones anteriores resulta

vi/2 4 cpyl/z ey o ey (11.7)
o bien

dZD + V' do + v =0 | (11.8)

o2 2V dz v ° :

que es la ecuacidn para una trayectoria gaussiana. Esta ecuacidn re-
sulta a veces poco (til debido a la presencia del &érmino en V", ya

que si se ha determinado V por algin método aproximadg, V" se obten-
dria en general por diferenciaci6n numérica (si bien éste no serfa -
nuestro caso) y puede ir afectada de un gran error; por ello se suele

transformar (I1.8) mediante el cambio

R.= p vi/4 (11.9)

La curva R(z) se denomina rayo reducido; la ecuacién (I11.8) queda ahg

ra en la forma

2 . )
: R %E (%_)2 R =0 (11.10)
- Z

que constituye la ecuacidn reducida o ecuacidon de Picht de 1a trayec-

toria.

Notemos que (II.8) y (11.10) son ecuaciones lireales y por
tanto, conocidas dos soluciones particulares independientes,
ry = X (z) y r, = Y (z), podemos obtener cualquier trayectoria median

te la adecuada combinacidén lineal de éstas, es decir

r=2xX(z) +uwyY (2) (11.11)

siendo X y u constantes.



Aunque en principio ryy r, pueden ser dos trayectorias ar-
bitrarias, en Optica Electrénica suelen utilizarse dos rayos tipicos:
X(z) corta al eje en z = z, {plano objeto), formando 45° con aquél,
ésto es (gé)zzz = 1; Y(z) pasa por el plano objeto a una distancia -
unidad del eje ; corta al mismo en el plano central de la lente. De
(I1.11) podemos concluir que a cada punto objeto situado en el plano
z =z, le corresponde un punto imagen situado en el plano perpendicu-
lar al eje y que pasa por el punto Zis tal que X(zg) = 0; la imagen -
reunird pues dos cualidades importantes: fidelidad, es decir serd si-

milar al objeto, y nitidez.

Vamos a determinar una relacidon entre X(z) e Y(z) que nece-
sitaremos posteriormente para determinar el coeficiente de aberracion
esférica. Tanto X(z) como Y(z) verifican la ecuacion (I1.7); se puede
eliminar el término en V" multiplicando las ecuaciones por Y(z) y X(z)

respectivamente y restédndolas, queda entonces

d 1/2 dX dy -
S Y5 -xH) =0 (11.12)
&
integrando °
1/2 dX dy, _ 1/2 dX dy
VIR Y g3 - X gg) = Ve TG - Xelag) ot (11.13)

en donde el subfndice 0 se refiere al punto objeto en estudio. Tenien
do en cuenta las caracteristicas de X{z) e Y(z) resulta finalmente 1a
relacidn

v
v 9y YL ()2 (11.14)

"Resumiendo lo expuesto podemos concluir que, conocida la -

distribucién del potencial y sus derivadas en el eje de la lente es -
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posible determinar cualquier tra&ectoria de una particula cargaca en
la regidn paraxial; sin embargo, al igual que se hace en Optica Geoné
trica, el estudio de esta zona puede reducirse a la definicidn (e una
serie de paradmetros que caracterizan completamente el comportamiento

de la lente en aquella zona. En la préctica las lentes tendrdn in "es
pesor”" bien definido, en el que é] campo afecta de forma apreciable a
las trayectorias, pero la Optica Electrdnica no trata éstas sinc sus

asfntotas. Al hacer el estudio tedrico se supone que el objeto y la -
imagen se situan en regiones donde el campo es nulo, por tanto en la

region de campo apreciable solo podremos tratar con objetos e indgenes
virtuales;aunque ello suponga en principio una restriccion ésta no es

importante porque en la mayoria de las aplicaciones prdcticas no inte

resan objetos e imdgenes reales inmersos:en la lente. .

Supongamos dos rayos paraxiales, que entran en la lente pa-
ralelos al eje por ambos lados, segin se muestra en la Figura I1.2;
en ella puede verse como se obtienen los elementos cardinales de una

lente gruesa.
’

Algunos autores definen la distancia focal objetiva trazan-

do la tangente en los puntos C 6 C' de corte de la trayectoria con e}
eje. Nosotros, mientras no se indique lo contrario, nos referimos -

siempre a la distancia focal asintdtica o proyectiva definida por el

corte de la asintota. A medida que la lente se va haciendo mas débil -
ambas distancias tienden a coincidir. Como criterio de signo henmos -
adoptado el siguiente: se toman como origen los puntos principalss,
las distancias focales son positivas si el segmento zp—zf sigue 21 -

sentido de la trayectoria de las particulas y negativas en caso con-



Figura II.2. Elementos cardinales de una fente elec-

trnostdtica. R es el plano de nreferencia

de La Lente (generalmente ef plano medio).
Los pLanos H y H' delimitan La negidn de
campo no nufo. Las coondenadas de Los pla
nosd principales Zpyr Zpgs Las de Los pla-
nos focales Zeor Z4i Y Las coaxcspondien-
tes distancias focales objeto e imagen

o0 61, constituyen Los elementos cardina-

Les de La Lente.

a7.
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trario. En la Fiqura I11.2 se ha fépresentado una traycectoria que solo
corta al eje una vez, se dice que la lTente operaen el primer rango;
segiin nuestro criterio de signos serad fi > 0, fO > 0. Puede ocurrir
que haya dos, tres cortes y la lente operard en el segundo o tercer -

rango; en el segundo rango las distancias focales son negativas.

A partir de las magnitudes representadas en la Figura I1.2
se pueden definir otras de interés tales como las distancias focales

medias Fo = f0 - F. = fi - Zpi; el aumento lateral o magnifica-

zpo’ i
cidon definido por el cociente hi/ho; el aumento angular y = ai/ao y -
1a potencia de la lente dada por K = % 1/(fo 1’1.)1/2 signo mds para
fo/fi > 0. Comparando tridngulos semejantes en la Figura I1.2 puede
verse que la relacidn de Newton para lentes gruesas es valida en el

caso de objetos formados por rayos paraxiales, asi se verifica

(P - Fy) (Q-F;) = f 1, (11.15)

y el aumento lateral puede obtenerse como

. - f Q- F

M = F_:_F; = _:_?;_ (11.16)

Entre las distancias focales y la energia cinética de la -
particula No. Ni anles y después de atravesar la lente, existe una re

lacién fundamental, (e.g. Sptier, 1967)

il

0

( "i (1 + Wi / 2 W) 1/2
W, (1 + W, /[ 2 W)

(11.17)

-

siendo W 1a energfa de la particula en reposo, mocz. Para el caso no

relativista (wi, wo << W) la expresidn se reduce a
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Z[ =
[«] -

= o= (e (11.18)
0
Si se trata de una lente simétrica Ni =W, y las distancias focales

objeto e imagen coinciden en este caso.

Cuando el objeto o la imagen estan inmersos en la lente, -
las relaciones que hemos visto no son validas y si se quiere analizar
la formacion de imdgenes reales es preciso recurrir a otros procedi-

mientos -ver por ejemplo Grivet (1972), pdg. 105 y siguientes-i

11.1.2.- Determinacion Numérica de Trayectorias.

La obtencidon de las distancias focales y de otros pardmetros
de la lente, exige el cdlculo de determinadas trayectorias mediante
la integracidon de las ecuaciones de movimiento. En general, una parti
cula de carga q y masa m que se mueve en un campo eléctrico E(r), es-

ta sometida a una fuerza F = q E(r); la ecuacién de movimiento serd

F(r) = m % (I11.19)
sujeta a la condicién de conservacidn de la energia en todo instante.
Ya hemos visto que al tratar con trayectorias paraxiales, esta ecua-
cidn puede reducirse a otras mis sencillas que dependen solo del po-
tencial en el eje y sus derivadas. Salvo en el caso de distribuciones
muy simples, la resolucidn de estas ecuaciones diferenciales no puede
efectuarse analiticamente y es preciso recurrir a las técnicas de in-
tegracidon numérica. Existen diversos wmétodos de integracidon -Gérald

(1973), Mineur (1966)- si bien nosotros nos limitaremos a analizar -
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los que hemos puesto a punto paré nuestro estudio. En la eleccidn de
los mismos se .ha tenido en cuenta la sencillez con que plantean la re
solucidn del problema y, como veremos mas adelante, se han preparado
de forma que para un error prefijado calculen la trayectoria en un -

tiempo minimo.

Método de Diferencias Centrales.-

Por comodidad analizaremos el problema en una dimensidn; la

ecuacidn (I1.19) puede ponerse entonces como

F{x(t)y=mv (t) (11.20)
siendo
a(t) = ¢(t) = dv(t)/dt (11.21)
/
v(it) = x(t) = dx(t)/dt (11.22)

E1 cdlculo de la posicidén en un instante se hace por desarro
110 en serie de primer orden a partir de la posicidn anterior, hacien
90 uso de la velocidad definida como una diferencia central; expresan
do las ecuaciones (I1.20) - (11.22) en forma de diferencias finitas y

combinando las dos Gltimas resulta
mUF o ox(t) )} = 0 v(teat/2) - v(t-at/2)} / at (11.23)
v(t+at/2) = x(t+at/2) = { x(t+at) - x(t)} / at (11.24)
De la ecuacién (11.23) se deduce inmediatamente que

1

v(t+at/2) = v(t-at/2) + m~ " F { x(t) ) at (I11.25)
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y llevando este resuitado a (I1.24) queda finalmente para la posicidn

en ¢l instante t + At

x(t + at) = x(t) + v(t - at/2) at + F { x(t) } m } at?  (11.26)

Asi pues, fijando un intervalo de tiempo At, apropiado, la posicion
en t =ty la velocidad es t = ty - at/2, Yas ecuaciones (11.25) y
{11.26) definen los puntos sucesivos de la trayectoria y la velocidad

correspondiente.

Notemos que el desarrollo (I1.26) es correcto hasta el tér-

mino de 22 orden ya que

x(t - at/2) = x(t) - %(t) at/2 + %(t) (st/2)2 /7 2 -. .. (11.27)
y por lo tanto

x(t + at) = x(t) + x(t) at + %(t) at?/z + X(t) at3/8 +... (11.28)

el error en cada paso es del orden de At3 y el error en todo el inter

valo del orden de Atz, Gérald (1973).
P
Método de la Fuerza Promediada.-

El método de Diferencias Centrales resulta muy sencillo en
su utilizacion practica pero presenta el inconveniente de que no de-
termina simultineamente la velocidad y posicidn. Se supone explfcita-
mente que v(t + at/2) es, de alguna forma, una velocidad media entre
v(t) y v(t+at) y este valor promediado se usa para calcular el despla
zamiento Ax = x(t + at) - x(t). E1 método de la Fuerza Promediada, Ha
rrison et al. (1969), que vamos a describir también hace uso de valo-

res “promediados"” de las diferentes magnitudes que intervienen en la



integracidon pero de tal forma que elimina la desventaja antes citada.

Desarrollemos en serie de Taylor la posicidén x(t + AT) en

torno a x(t); se tiene

2

x(t + AT) = x(t) + v(t) AT + a(t) aT? . a(t) aT3/6+... (11.29)

En un problema en el que la fuerza sea constante todos los
coeficientes de 4T" con n > 2 se anulan. Podemos tener también un de-

sarrollo exacto con tres términos definiendo <F> de forma que

x(t + aT) = x(t) + v(t) AT + <F> m~ ! a1 /2 (11.30)

De acuerdo con esta definicién <F> es la fuerza media en el intervalo

AT. Tendremos entonces

boar (11.31)

vi(t + AT) v(t) + <F> m~

x(t + AT) = x(t) + { v(t) + <F> m~ ! aT/2 } a1 (11.32)

Estas ecuaciones son equivalentes a (I1.25) y (I11.26) del -
método de Diferencias Centrales, si bien en este caso la posicién y -
velocidad estan calculadas en el mismo punto. En efecto, la ecuacidn
{(11.26) puede transformarse en otra formalmente igual a la (11.32);
para ello desarrollamos v(t - At/2) hasta el sequndo término y tenien

do en cuenta (I].20) resulta
x(t + at) = x(t) + { v(t) + F { x(t) } at/2m } at (11.33)

Esta ecuacidn es equivalente a (I11.32) aunque <F> y F{x(t)} deben in-
terpretarse de diferente manera. Para determinar <f> calculemos prime

ro una "posicidén virtual" definida por el desarrollo de segundo orden
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x*(t + AT) = x(t) + v(t) 8T + F { x(t) } aT%/2m (11.34)

Esta seria la posicién de la particula en el instante t + AT si la -
fuerza permaneciera constante en el intervalo aT. Definimos a partir

de ella Av como

av = { F{x*(t + aT)) + F{x(t)) } /2 m (11.35)
1o cual es equivalente a tomar para <F> el valor

!
<F> = { F {x*(t + AT)) + F {x(t)) } /2 11.36)

En resumen, el proceso de integracidn en el método de la Fuerza Prome

diada requiere en cada paso:

a) Calcular una posicién virtual mediante la ecuacidn (II.34).
b) Determinar el valor de la fuerza en dicha posicién.
c) Efectuar un promedio entre F{x(t)} y F{x*(t + aT)}.
d) Utilizar el valor de <F> obtenido en c) para hallar
x(t + AT) y v(t + AT) de las ecuaciones (11.32) y (11.31)

respectivamente.

Se trata, en definitiva, de un método del tipo de los de
"prediccidn-correccidn” que calcula en primer lugar una posicién vir-
tual como primera aproximacion y utiliza 1a fuerza media <F> para ob-

tener la posicidn y velocidad finales.

Analicemos el orden de aproximacidn de este método. E1 des-
plazamiento de la partfcula al pasar a Va posicidn x*(t + AT) es
Ax = &(t) AT + X(t) ATZ/Z y el valor de la fuerza en esta posicién se

puede obtener como
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F {x*(t + 8T)) = F{x(t)} + F_ax (11.37)
siendo F, la derivada de la fuerza respecto de la posicién en x(t).
Llevando este resultado a (I1.32) queda
x(t + AT) = x(t) + x(t) AT + %(t) at8/2 + F_w ! %(t) AT¥/44. . (11.38)

el error es por tanto del orden de AT3, al igual que en el método an-
terior, en cada paso, y el error en toda la trayectoria del orden de

ATZ.

Método de Runge - Kutta.-

Los métodos descritos anteriormente, utilizan el valor de
Tas componentes del campo eléctrico a cada punto para integrar las
ecuaciones y pueden ser utilizados para trayectorias situadas en cual
quier regidn en la que la distribucidon sea conocida; er concreto nos
puede interesar para trayectorias no paraxiales. E1 método que anali-
zaremos ahora resulta particularmente adecuado para la resolucidén de
gcuaciones diferenciales de segundo orden sin derivada primera; a es-
te tipo pertencce la ecuacidn (I11.10) de la trayectoria paraxial de -
un electvrdén en un sistema con simetrfa rotacional. Se trata pues de

resolver una ecuacidn de la forma

y" + f(x)y =0 (I1.39)

siendo f(x) una funcidn relacionada con la distribucién de campos en
el sistema. Suponfendo conocidas las condiciones iniciales del proble
ma, y(xo) = Yoo y‘(xo) = yé, es posible obtener los puntos sucesivos

de la trayectoria mediante la aplicacién de las siguientes férmulas -



generales (e.g. Lapeyre y Laudet, 1960)

., h% a1 "
Yor1 = Yp * h Yot jEO qu Yns (11.40)
! =y! + h g A " (11.41)
y n+l y" j=0 J yﬂj i )

los términos y;j se obtienen considerando en el intervalo cerrado

{xn, xn+1}, q - 1 valores intermedios tales que '
|

2 i-l
h .
Y.: =y +he.y' +5— © B.,.y'.s 0<i<q (11.42)
ni n 170 2 j=0 1 'n)
siendo
Xpi = Xy * 85 b3 y"nj f(xnj) Ynj
(11.43)
- . = . " = 1
Xno T %03 Yno T ¥nd  Yno T Yn

; son parame-

E1 valor de q determina el orden del método; Ai‘ Bij y o
tros que pueden ajustarse a partir de las condiciones de precisidon que
se impongan en los cdlculos. Sea a el orden del término del desarrollo
de Yp4q Que difiere del de Taylor y 8 el correspondiente en el desarro
110 de y;+1. Lapeyre y Laudet (1960), han analizado (11.40) y (I1.41)
para q = 2 en algunos casos. Asf, para o« =4 y 8 = a - 1 = 3 se tiene

= 1, -1, -
Ao = f’ Al = > 01 1
2 1 ([].44)
Bio =05 Bpp =33 By =3
y las expresiones que resultan son
Yoep = Yp (1 = h2(26, + £ ,10/61 + v b (1 - h? £ 1/6) (11.45)

' - ' 2
Ypep = - Y h(f + £ )/2 4y (1 - b7 f 72} (11.46)



con una precisién de una parte en 103. Si se requiere una precision
mayor puede tomarse a = 5, B = ¢ - 1 = 4, resultando entonces
Ypep = Yy (1 - 02(f w2t - nPr f YOV
n+ n+s
z 2
syl h o1 -wf /6 (11.47)
. n+x
2
Yhep = Yp h U f v af o -wde £ /2y /6 +
n+= n+
2 Z
2
+ y& {1 -h ¥ 1/3 } - h fn+] yn+1/6 (11.48)
n+2-

6 . P
con un error menor que una parte en 10 . Ep el primer caso Unicamente

se necesita conocer f(x) en x, ¥y Xp+1® €N este segundo es precisao cal

n

cular ademas f 1 ° f(x, + h/2).
n
n"'z'

Eleccion del Paso de Integracién.-

En el cdiculo prictico de trayectorias hay que imponer un -
valor para el desplazamiento en cada paso de 1a integracién. Es claro
que conviene optimizar esta eleccién a fin de realizar los cdlculos -
en un tiempo minimo y conservando la mayor precisidn posible -ver por
ejemplo Septier (1967), pdg. 82 y siguientes-. Nosotros hemos elegido
un criterio Gnico que se aplica a cualquiera de los métodos de inte-
graci6n estudiados. Supongamos que se tiene una trayectoria de la for
ma

Yory = Yy * ¥, h o+ ARZ + Bn3 (11.49)

Yiep = 4 *+ Db+ En? (11.50)



siendo los restantes términos de los desarrovllos despreciables. Calcy

lemos los nimeros

n

€1 = | A/B/m |

| D/E/m |

(11.51)

"

c2

y hagamos el intervalo h igual al minimo de estos dos niimeros; ellov -

impiica que el término en h3 de (11.49) es por 1o menos m veces infe-

L]

rior al término en h2 y 1o mismo sucede en el desarrollo de Yn+1-

I1.2.- DEFECTOS EN LENTES.

Hasta ahora hemos considerado dnicamente la formacidon de -
imdgenes de haces monoenergéticos mediante la teoria Gaussiana. En la
practica, si se analiza con detalle la imagen se encuentra que no es
exactamente la esperada, es decir, a un punto objeto no le correspon-
de un punto imagen sino una pequefia mancha gue es provocada por los -
defectos inherentes al sistema de enfoque. Estos defectos o aberracio
nes tienen, en su mayor parte, un origen similar a los que presentan
los sistemas Gpticos de luz. Asf, fluctuaciones en los potenciales de
aceleracidn, ta extraccidn de particulas de regiones no equipotencia-
les, etc., van a provocar una aberracién cromdtica. Cuando se utiliza

una aproximacidon mas exacta -incluyendo l1os términos en p3- se encuen

tra que las aberraciones geométricas deterioran la calidad y fideli-

dad de la imagen gaussfana. Por otra parte la construccidon y el alinea
miento del sistema no son perfectos y por 1o tanto se presentan abe-

rraciones de tipo mecdnico. En casos en los que se trabaja con poten-
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ciales muy elevados (-~ 100 kV) las discrepancias entre los resultados
correctos y los obtenidos utilizando la aproximacidn no relativista -

pueden interpretarse como una aberracidén relativista. Cuando el haz -

es intenso aparecen los efectos de repulsidn culombiana y podemos ha-

blar de una aberracidén de carga espacial. Estos dos iiltimos tipos

-que no tienen equivalencia en la Optica Cldsica- quedan fuera de -

nuestro campo y no los consideraremos.

11.2.1.- Aberraciones de Tercer Orden.

1
La aproximacidon gaussiana deja de ser valida a medida que -

las trayectorias van formando dngulos mayores con el eje de rotacidn;
en la zona inmediata a la de Gauss, denominada drea de Seidel, hay -
que incluir los términos de tercer orden para obtener los valores de
las magnitudes con una precisién aceptable. De acuerdo con (11.2) el

potencial y el campo en esta zona serén

2 4 1V
4 ¢{p,z) =V - P‘a‘ V' o+ %}[ v
3
By (paz) = & v - fe v (11.52)
2
Ez (p,Z) = - y' 3 g]_ y"

Al introducir estos valores en las ecuaciones de las trayec
torias se tiene que para un punto objeto dado, O(xo,yo), el punto ima
gen no se encuentra situado en I(xi,yi) que corresponderia a la trayec
toria gaussiana sino que se encuentra desplazada en el punto I'(x%,y%).
Sea N(xd,yd) el punto por el que el rayo pasa a través del diafragma

0 que limita la extensidn del haz; el vector TT'(g,n} que caracteriza
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la aberracién es entonces funcién del punto objeto y de N

Y
u

x
1

b4
u

i i f(x()’ .Vo. xdl yd)
(11.53)
n = .VIE =¥y < g(xo: Yor Xg° .‘/d)
si desarrollamos en serie hagta tercer orden teniendo en cuenta que -

una rotacidn de 180° cambia los signos de x Xqs Yq» ¥ POT tanto

0’ yo.
los términos pares deben anularse, queda una expresidn que contiene -
veinte coeficientes para £ y otros tantos para n (ver por ejemplo Gri

vet 1972),

Hagamos los cambios de variable

u=x, +jy, =8 ejs
/ Vexgtiyg=oe et : (11.54)
W=t + jn
en donde w va a ser funcidn de u, v y de sus conjugados u = Xo ~ J Yoo

v =xd -} y4- Teniendo en cuenta la simetrfa de rotacién y el teore-
fla de Malus-Dupin que establece que todos los rayos son normales a las
superficies de onda, se l1lega a que el nimero total de coeficientes -

para este tipo de sistemas se reduce a cinco, esto es

W=AV  V+BuUlV+Cuuv+Dy (Uuv+2yV)+F T (11.55)

Si todos los sumando de (I11.55) son del mismo orden resulta muy difi-
cil analizar la forma de la figura de aberracidn; sin embargo es posi
ble imaginar condiciones experimentales ideales en las que sélo algunos
de los términos sean significativos, Veamos cada una de estas condicio-

nes:
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Aberraciones producidas por la abertura.

Supongamos que el objeto se encuentra muy préximo al eje e

ilumina totalmente el diafragma; para simplificar haremos o = 0.

a) Aberracidon esférica.- Cuando el punto objeto se encuen-

tra en el eje se tiene u = 0 y la ecuacidén (I11.54) se reduce a
w = ApS el (11.56)

En este caso es sencillo analizar la figura de aberracién. Si jmagina
mos un pincel de rayos que parte de 0 y ocupa una circunferencia de -
radio p en el diafragma el angulo 4 habrd variado entre 0 y 2n; ello

implica que el punto I' se mueve en una circunferencia de centro I ¥y

radio A p3; si consideramos la totalidad del diafragma con un radio R
3

la figura de aberracidon serd pues un circulo de radio A R La cons-

tante A se denomina coeficiente de aberracidon esférica.

Este defecto es producido por los campos que son siempre mas
intensos cerca de los electrodos 1o que obliga a lTos rayos marginales
; cortar al eje antes que Jos paraxiales, dando lugar a que la imagen
de un punto se difumine en un disco. Un andlisis posterior, Sturrok
(1955), muestra que el pincel pasa por un plano en el que su radio es

mfnimo e igual a A R3/4; el disco de aberracién en este plano se 1la-

ma cfrculo de mixima nitidez.

preciable para un par de planos conjugados Z0s 2. Si el objeto estad
suficientemente proximo al eje de forma que los términos en u2 y u3

sean despreciables, la aberracidn queda en la forma



w=0o02g (23 + 2) (11.57)

Para un pincel que pase con un radio p por el diafragma, 1a'figura de
aberracidon es una cincunferencia de radio D 92 B centrada en un punto
que‘dista 2D p2 g del punto imagen gaussiano; esta circunferencia es
barrida dos veces al variar ¢ entre 0 y 2. La imagen de 0 que resul-
ta al barrer todo el diafragma es una figura que recuerda la forma de
un cometa (de ahi el nombre de esta aberracidén) siendo las envolventes
de las circunferencias dos rectas que forman 60° entre si; esthd imagen
se encuentra en el plano z;. La constante D que caracteriza lajaberra
cién se 1lama coeficiente de coma.

En los sistemas 6pticos de luz es posible observar coma pu-
ro si se ha corregido totalmente la aberracion esférica; en los siste
mas electrostdticos no se puede eliminar nunmca ésta Gltime, siendo en

general bastante mds significativa que el coma.

Aberraciones de campo.

L4
Estas aberraciones son producidas por objetos que se encuen

tran alejados del eje pero la abertura del diafragma es lo suficiente
mente pequefia como para que todos los términos de v con exponente ma-
yor que la unidad sean despreciables. Trabajamos pues con un pincel -

infinitesimal y la ecuacidén (11.55) queda reducida a
Ww =B 52 p e'j¢ +C a2 p edt 4 g 53 (11.58)

a) Distorsidon.- E1 dltimo término de (11.58) es independien

te de la posicidn del rayo al pasar por el diafragma y por tanto no
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produce una mancha en el plano imagen sino un desplazamiento de la -

imagen que dependerd de la magnitud y el signo del coeficiente de dis-

torsion F. Este resultado muestra la incapacidad del sistema para man

tener constante el aumento lateral.

b} Astigmatismo y Curvatura de_imagen.- Si supcnemos impli-

cita la traslacién de la imagen debida a la distorsidén el término res

tante que caracteriza la aberracidn serd

w=2g8%, (B et 4 ¢ edt 11.59)

Un pincel de rayos que pase a través del diafragma con un -
radio p describird en el plano imagen una elipse de eje mayor 252 p
(B +C) y eje menor 232 p(B - C) y si se ilumina todo el diafragma la
imagen resultante serd eliptica, excepto en dos planos -donde se en-
cuentran los centros de curvatura de la superficie de onda- que dege-
nera en dos segmentos de recta; estas dos imdgenes se denominan imige-

nes astigmdticas y puede demostrarse (ver por ejemplo .J. Casas,

Optica) que la distancia axial que las separa depende sGio del tér-

.
mino B denominado coeficiente de astigmatismo.

Las imigenes astigmdticas solo interesan en el caso de ob-
Jetos rectilineosy en los restantes la mejor imagen corresponde a -
una entre todas las elfpticas que es circular. La distancia entre este
circulo de minima confusién y el plano imagen gaussiano depende exclu

sivamente de la constante C o coeficiente de curvatura de_imagen. Su

presencia en (11.59) implica que la mejor imagen se tiene en una pan-

talla de curvatura céncava y no en una plana.
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Célculo de los Coeficientes de Aberracién. Método de Ya Trayectoria.

Se han desarrollado diversos procedimientos matemdticos pa-
ra calcular los coeficientes de aberracién anteriormente vistos. Cita

remos por sy interés el método de la Funciém Caracteristica, Hawkes

(1967), y el método de la Trayectoria; Grivet (1972). [1 primero de -
ellos se basa en la utilizacidén del indice de refraccidn y, como ya

dijimos, se presta a elegantes formulaciones matemdticas basadas en -
el aspecto ondulatorio del problema. E1 segundo método se adapta sin

embargo mejor al enfoque que hasta ahora hemos dado al desarro]lo ted
rico y es el que vamos a emplear nosotros; wna desventaja de eéte mé -
todo frente al anterior es la de que no reswlta fédcil demostrar cual-

quier interrelacifn que exista entre los coeficientes.

Vamos a ver con detalle el cdlculs del coeficiente de abe-

rracién esférica para un sistema con simetria axial. Las ecuaciones

de movimiento deben incluir los términos de tercer orden y por tanto

seran
2 3

e(f v - S v

3
ala
-+

°

w

it

EV)
(11.60)

o]

IQ.

2
e(vl - E]_ vn)

&
N
n

imponiendo 1a condicidn de conservacién de Ra energfa gque ahora inclu
ye 1a correspondiente a la componente radial de la velocidad, y combi
nindola con I1.60, se tiene para la trayectoria de un electrdn en la

zona de Seidel
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2 : ' .
dp , 1 y' do 1 ¥y o _ o1 oy 1 ,y"y2 3
Szt v ettt oyl Sy ow et
1 .\LT_LVL 2, _ 1 ¥y 2 1yt a3
 tg v Vz Y p“ b T v PP 7 oy P {11.61)

Puesto que los términos de aberracidn son pequeﬁos*puede resolverse

(I1.61) por un método perturbativo. Asi, hacemos
P = + € L (11.62)

en donde o representa la trayectoria gaussiana y ¢ la perturbacion
que suponemos 1o suficientemente pequefia como para que las potencias
mayores que la unidad sean despreciables. Llevando (11.62) a (II1.61)

la ecuacidn resultante para la perturbacidn es

2 IV "

d .1 y' de , 1y _ .1 ¢V 1 .yn2, 3

Zrtr v @t ety o et

R SR I B N A LY (11.63)
v

Se trata pues de una ecuacidn diferencial de 2° orden con un término

independiente de e¢. Puede resolverse por el método de variacidon de pa
rametros, Ayres (1969), si se conocen dos soluciones de la ecuacidén -
homogénea que no es otra que la de las trayectorias gaussianas y, por
consiguiente, podemos hacer uso de los rayos X(z) e Y(z) definidos an

teriormente.

Supongamos un rayo paraxial que parte de un punto 2,5 situa
do en el eje con una pendiente o, de forma que
p. = a X(z) (11.64)

o



Supongamos también que la perturbacidn se puede escribir en la forma

e = a(z) X(z) + 8(z) Y(z) (11.65)

Es evidente que se ha de verificar e(zo) = c'(zo) = 0 ya que en ese

punto la trayectoria coincide con V1a gaussiana.

Aplicando a (11.65) el método de variacidén de parametros se

tiene

a'(z) X(z) + 8'(2) Y(z) =0
(11.66)

a'(z) X(z) + 8'(z) Y'(2) = «> P(X,X',4)
P representa el término independiente de la ecuacidn (I1.63) en donde

se ha sustituido p_ por su valor de acuerdo con (11.64).

0
La aberracién esférica representa el valor de ¢ en el planc
imagen gaussiano, es decir en z = z

(11.65)

43 pero X(zi) = 0 y por tanto de

Iwl = e(z;) = 8(z;) Y(z;) (11.67)

Resolviendo el sistema (I1.66) se tiene

. «Sxp
g'(z) = Y'Y - V" (11.68)

pero de acuerdo con la ecuacién (I11.14) podemos simplificar la expre-
si6n anterior guedando

8'(z) = o (%;)1/2 X P (11.69)
integrando entre el punto objeto y el imagen y teniendo en cuenta que
al ser e(zo) =0, X(zo) =0 el valor de 8(10) es nulo también, se tie

ne para la aberracidn esférica
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o~ ¥Y(
(v )

(4]

' Z.
;l ’ Y (Y2 p g (11.70)

z
T

! A fin de relacionar w con las magnitudes que definimos anteriormente
al estudiar la aberracion introducimos un diafragmﬁ de radio R en la
region de campo nulo para limitar la abertura del haz. Si la distan-
cia entre z,y el diafragma es & se tendrda R = ad; ya que le = AR3

y por otra parte al ser Y(zo) =1, Y(zi) representa el aumento late-

ral M, podemos expresar el coeficiente de aberracion A en la forma

Z.
. M LIRS V72 W A T ALY SN B A AL A
A“T"—W?J ¥ty o i) g s )
8 (VO) z0
%L - % %i (%L)Z - %.%l (%L)3 ) dz (11.71)

integrando por partes pueden eliminarse términos en ¥" , V" y V' que-

dando finalmente

Z.
. M L /2 .1 vV 1 vz 1 vr xr2
A"-J’“‘WJ T Uy o G v (0 -
§7(v,) 5
p o .
-3 (%‘{l)4 } dz (11.72)

Con frecuencia se emplea un coeficiente de aberracidn Cs' definido me-

diante Ta relacidn
- 3
Jw| = M CS a (11.73)
Es inmediato ver que Cs = R3 A/M a3 y por tanto se puede calcular a

partir de (II1.72) sin embargo puede usarse otra expresién mids simple

que no contiene términos en V[v, (e.g. Grivet, 1972}
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roes?) vt By

™o

z. '
i
¢ = —L (2 @1t
s 1/2
64(V0) o

(11.74)
en donde se ha introducido la funcién T(z) = V'/V y su derivada T'(z).
Para caracterizar la aberracidn esférica de las lentes nosotros hemos
utilizado el coeficiente CS obteniendo a partir de una modificacidn

de (II.74) en la que se sustituye el rayo normal X por el rayo reduci

. . . |
do Xp definido en la ecuacidén (I11.9), quedando C, en la forma

y 4
1 1
C = —1/2 4 4 .2 11 244
s g;(;;YTT? Jzo v Cxg (a1t w2 L gZp
FAXI XA T T} 4z ' (11.75)

Esta formula tiene la ventaja de que permite obtener Cs al

mismo tiempo que otros pardmetros de la lente.

Varios autores han realizado el cdlculo de otros coeficien-
tes de aberracion de tercer orden, destacando los trabajos de Glaser
(1956) y de Sturrock (1951). Un estudio detallado de los mismos queda
fuera de nuestros propbésitos y por ello nos remitimos a los trabajos
originales. Puede encontrarse un buen resumen de los mismos en Grivet

(1972), Cap. 7.

11.2.2.- Aberracién Cromdtica.

En la discusidn de las aberraciones de tercer orden hemos -
supuesto que el haz de electrones era monoenergético. En la prdctica

se trabaja con haces que por la forma en que son obtenidos y por las
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fluctuacicnes de los potencia]es.ace]eradores, siempre van a tener -
una dispersion en energia y por tanto van a presentar un comportamien
to diferente bajo 1a accion de los campos. Asi, en un haz incidante -
paralelo al eje de una lente positiva los electrones rdapidos son me-

nos desviados que los lentos y su foco se encuentra mds alejado de -
aquella. Resultan pues varios f&cos y la distancia entre el focy de -
los mds rapidos fr’ y el de los mds lentos f], depende de la disper-

sién en velocidades y del campo aplicado.

La aberracidn cromdtica provocada por este comportamianto,
es completamente independiente de los otros defectos y se da si:mpre
ain en el caso de que las trayectorias se encuentren en la zona para-
xial, ya que es una propiedad intrinseca al medio focalizador y no fi
jada por el tamafio de la abertura o la distancia al eje. La abe-ra-
cidén puede caracterizarse por diferentes criterios como Ta distincia
axial fr f]. el radio del disco de minima confusién o el radio fel -
disco en el plano focal imagen correspondiente a una determinadi velo
cidad. Para propésitos pricticos se suele tomar el potencial ac:lera-
dor V, como potencial de referencia y medir la aberracién como ‘a di-
ferencia entre distancias focales. Por otra parte los puntos fuera del
eje estdn sujetos a una aberracidén lateral que se traduce en um varia

cib6n de la magnificacién M con la velocidad.

El cdlculo de la magnitud de la aberracidn cromatica e pue
de hacer por un método perturbativo similar al que se ha emplealo pa-
ra la aberracion esférica; vamos a dar una idea de como puede p'antear
se. Cuando en una lente electrostdtica con simetria rotacional ¢l po-

tencial V se incrementa en una pequefia cantidad ¢, la ecuacién (I1.8)
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de la trayectoria gaussiana pasa a la forma

d“p 1 V' dp 1 v -
oz Y3 Ve detE T P 0 (11.76)

Desarrollando en serie el término (V+s.)’1 y despreciando las potencias

de ¢ mayores que 1a unidad la ecuacidn anterior queda

2
d V! yu v Y
dz% * % ' %E + % v ¢ (%‘ ;7 p' + % vy e (11.77)
z
|
Para intentar resolverla hacemos el cambio
- o (11.78)

en donde ¢ es un término de correccidn pequeiio de forma que el produc
to ¢.t resulta despreciable frente a otros términos y Py €S la trayec
toria gaussiana obtenida por combinacién de las ya conocidas X{(z) e
¥(z). Sustituyendo (I11.78) en (11.77), el término de correccién -
satisface 1a igualdad

2
d 1 V' de , 1 V' 1 N1y
;ﬁ*frﬁ*w e (g ‘7%*1‘7"0’ (11.79)

-l
-l

’

que es una ecuacidon diferencial 1ineal de segundo orden con un térmi-
no que no depende de £. Puesto que conocemos dos soluciones de la ho-
mogénea la ecuacidon puede resolverse fiacilmente. No entraremos en los
detalles de este cdlculo Timitidndonos a dar los resultados. Asi, el -
efecto de una perturbacién ¢ en el potencial del sistema es desplazar
el plano imagen gaussiano z;, una distancia Az, y modificar el aumen-
to lateral M en aM; el valor de estas magnitudes estd dado por (e.g.

Grivet, 1972)
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Z.
1 1 ] f
pzg = e (v tf? J (L XL vy 2 12 g, (11.80)
o z v
o]
Z'I
- M e DU A T 1/2
M = 1/72 (g Y 47 51 XY (V) a2 (11.81)
(v,) z, v v

En la pridctica, ¢ tiene un rango continuo de valores y por tanto el
efecto total de la aberracidn es bastante complejo de analizar. Si se
coloca una pantalla fluorescente en el plano imageh que corresponde a
e = 0, la aparicidon de una variacidon ¢ en el potencial da Tugar a un

disco de aberracién, el radio e de este disco viene dado por
r.o=oa: A Z; (11.82)

siendo aj la apertura angular del haz en el espacio imagen. lLa aperty

ra angular en el espacio objeto ag estd relacionada con o, mediante -

1]

la ecuacidén de Lagrange-Helmholtz «a (Vi/\lo)l/2 M« y el radio

(¢ i’

del disco se puede expresar en la forma

T (11.83)
# i : ‘o

E1 coeficiente Cc que se ha introducido en (11.83) se denomina coefi-

ciente de aberracion cromdtica axial y es el que suele darse con mas

frecuencia en los trabajos para caracterizar esta aberracidn.

E1 valor de Cc puede obtenerse facilmente a partir de (11.80)

la expresién queda mas simple si se integra por partes, resultando

1/2 z.
(v,) 3/2 2 %, 2 [T v:?
c = —2 vy x4 2 %2 dz } =
c | I z0 3 z, v572 ;
Z: 2
23 72 (VW 2
= 2 (V) [ X< dz (11.84)
8 ‘o 7 y57?

]
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en donde se ha tenido en cuenta que X(zo) = X(z}) = 0. Nos interesa
pasar a la variable reducida XR = X Vlla, quedando entonces para Cc
la expresidn’

z. 2

.3 /2 | 2
Cc * 8 (Vo) J 3 XR dz (11.35)

%o

Esta integral 1o mismo que la obtenida para CS puede evaluarse al mis
mo tiempo que la distancia focal y otros pardmetros de 1a lente que -~

necesitan los valores de V(z) y V'(z) a 1o largo de la trayectoria.

I1.2.3.- Defectos Mecdnicos.

Hasta ahora en todos los cdlculos hemos supuesto que los cam
pos tenian una simetrfa rotacional perfecta; ello implica unos elec-
trodos con aberturas circulares, perfectamente alineados y ademds que
no exista ningin aislante o zona en la que una acumulaci6n de cargas
perturbe los campos. Estas condiciones son totalmente ideales y de he
gho los defectos en la construccidén y montaje de los sistemas puede -
1legar a 1imitar las cualidades de éstos como sucede por ejemplo con
el poder de resolucidn del microscopio. Vamos a considerar brevemente

este tipo de defectos.

a) Astigmatismo de elipticidad.

Es provocado por la falta de simetria de las aberturas. El
modelo mds simple para su estudio supone que la abertura del electro-
do central es una elipse; el potencial ya no tiene simetria rotacional
pero si la conserva respecto a los dos planos que contienen los ejes

de la elipse; entonces puede expresarse mediante el desarrollo
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V(e,0,2) = V(z) - 7} V' (z) {1 - e(z) cos2 8} p2 +... (11.86)

siendo e(z) la funcifn que tiene en cuenta la elipticidad de los elec
trodos. E1 resultado que este potencial produce en la formacién de -
imdgenes es similar al debido al astigmatismo que ya hemos visto en -
las aberraciones de tercer orden; esto es, se forman dos imdgenes li-
neales situadas en planos perpendiculares al eje de la lente y la me-
jor imagen corresponde al circulo de minima confusidn situado entre
ellas. ET1 radio del circulo nos da una medida de la magnitud dt esta

aberraci6n y viene dado por

de = Ce ay (11.87)

donde Ce es la constante de aberracién de elipticidad que ha sido cal

culada por diversos autores, Sturrock (1951), Grivet y Bruck (1947) y
estd relacionada con e(z) por la igualdad, (e.g. Grivet, 1972)
c, = 1 ri veod (11.88)

2o

‘¢
Sefflalaremos que el orden de magnitud de este coeficiente es aproxima-
damente la diferencia entre los ejes de la elipse de la abertura del

electrodo.

Se han disefiado diversos sistemas correctores (stigmators)
que intentan compensar de alguna forma la asimetria de la distribucidn,

-ver por ejemplo Grivet (1972), pdgyg. 551 y siguientes-,

b) Defectos producidos por desalimeacidén de los electrodos.

Estos defectos son menos importantes que el anterior ya que
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puede lograrse que su magnitud sea despreciabie con un montaje cuida-
doso del sistema; existen dos tipos diferentes uno debido a un posibie
desplazamiento lateral de los electrodos respecto al eje de simetria
y otro debido a la posible inclinacidén de los mismos respecto a un -

plano perpendicular al eje.

Si el desplazamiento lateral de un electrodo es Ae se procdy

ce un astigmatismo con un coeficiente Ce dado por
- he (2 ’
cC = CS ( ) (I1.89)

siendo f la distancia focal de la lente (suponiendo que es simétrica).

Para una placa con una abertura circular cuyo eje forma un
dngulo B respecto del eje Gptico se produce un astigmatismo caracteri
zado por J

c,=¢C_38 (11.90)

Como ejemplo puede considerarse una lente que tenga f = 5 cm, Cs/f =

-3

= 66, ay = 16 rad, para un desplazamiento ae = 25 um se obtiene un

radio d_ = 8 A que es francamente despreciable; algo mds influyente -
puede ser el otro tipo, asf para B = 2)(10'2 rad se tiene d, = 1,32 um
lo que supone una limitacidn en el tamafio del haz del orden de los mi

craones.
¢} Campos pardsitos.

Una vez que el sistema se pone en funcionamiento se va acu-
mulando carga en las partes aislantes del mismo, dando lugar a la apa
ricidn de campos pardsitos cuya forma y variacidén con el tiempo es to

talmente aleatoria. La formacién de regiones aislantes es consecuencia
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de la contaminacién que se produce en todo aparato; pueden ser jor -
ejemplo fragmentos del objeto que caigan en ta lente, depdsitos ais-

lantes que se forman en las supcrficies metdlicas, etc. En alguios
i aparatos de alta precisidn, tales como el microscopio electrénito, es

tos efectos pueden perturbar de forma apreciable su funcionamievto y

exigen que peridédicamente se deba proceder a una limpieza de lo: mis-
mos .



CAPITULO III

ITT.1.~- LENTE EINZEL

Los calculos puestos a punto en los capitulos anteriores nos
permiten, en principio, abordar el andlisis de cualquier configuracion
de lentes con simetria rotacional. Sin perder de vista ecas posibilida
des pero intentanto centrarnos en un tipo concreto hemos elegido la de
nominada lente einzel de tres aberturas circulares. Esta lente se en-
cuentra con frecuencia en los osciloscopios, fuentes de iones, micros-
copio electrénico, etc., por 1o que nos parecid interesante su estudio.
Aunque a 1o largo del capitulo nos referiremos siempre al enfoque de -
electrones, el andlisis es aplicable a todo tipo de particulas carga-
das con la salvedad de que los voltajes deben cambiar de signo si se -
trata de cargas positivas; ello es consecuencia de que la ecuacidn de
movimiento (II.8) no contiene la carga ni la masa de la particula y la
lente no cambia sus propiedades de enfoque si se sustituye la fuente -

de electronres por una de iones.

E1 sistema se compone de tres electrodos planos con abertu-
ras circulares, Figura IIl.1. Las placas exteriores se encuentran al -
mismo potencial y por tanto el haz de particulas es enfocado sin modi-
ficarse su energia; el potencial del electrodo intermedio puede ser po
sitivo o negativo respecto de los exteriores, dando lugar a dos regio-

nes bien diferenciadas en el comportamiento de la lente.
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Diagrama dv una Lente einze? de trnes abentutras.
Los pandmetros mds caracterdsticos de esta fente
don: a) la sepanracifn interelectrnlbdica S, b} el
espeson del electrodo centrek T,= zz,, c) el did-
metrho del diagragma del elevtrodo central D, = IR,
y d) el didmetro de Los diafragmas de Los electro-

dos extendiores vz = ZRZ‘



En la Figura III.1 se muestra un esquema de las dimensioncs
més caracteristicas; en algunos casos la representacién estd sobrede-
terminada, ello se ha hecho para poder comparar mas tarde nuestros re
sultados con diferentes autores. Aparte de los pardmetros mds caracte
risticos hay otros cuya influencia en la lente es menor, tal es el ra
dio de curvatura del borde del diafragma intermedio (representado en
la figura en dngulo recto) y 21 espesor de los electrodos exteriores
T2. Por G1timo el radio exterior de las placas Re, la altura del cie-
rre H y la separacidén L, no intervienen mas que en la configuracidén -

del contorno y su influencia en los resultados debe ser nula.

La primera parte de este capitulo la hemos dedicado a una -
revisidn de los trabajos mds importantes que se han publicado sobre -
este tipo de lente. Dado que existe bibliografia en la que se puede -
encontrar una reltacion exhaustiva de ellos -véase por ejemplo Hawkes
(1967), Grivet (1972), Harrington (1973)- nos hemos lTimitado a presen
tar s6lo aquellos que en su dia tuvieron una gran importancia por el
avance que suponian en este campo, asi como los trabajos mids recientes
destacando los que nos interesan para confrontar con nuestros resulta
dos. Hemos hecho una clasificacion en dos grupos; en el primero de -
ellos se encuentran aquellos trabajos que proponen un tratamiento ana
Titico para la resolucién aproximada del problema electrostdtico y en

el segundo hemos incluido los que utilizan algiin método numérico.



II11.1.1.-Métodos analiticos para.la obtencidn_del potencial en el cje.

Los primercos intentos de 1legar a una caracterizacidn de la
lente einzel de tres aberturas, se basan en una resolucidén analitica
de la ecuacién de Laplace para una geometria que simule aproximadamen
tc dicho sistema, ya que al carecer de computadores resultaba imposi-
ble atacar el problema por métodos que precisan de cdlculos costosos.
Los principales inconvenientes de 1a mayor parte de estos andlisis -
son, por un lado que tienen comportamientos asintdticos incorrectos y
por otro que su aplicacidn se restringe a un rango de geomctrias rela

tivamente pequeiio.

E1 primer estudio importante sobre el potencial de la lente
trielectrodo se debe a Regenstreif (1951). Parte de la expresidon del
potencial en el eje de un diafragma circular de radio R, situado en -

un campo eléctrico uniforme
V(z) = a; +byz+cz tg'1 {z/R) (111.1)

Regenstreif demostrd que el potencial en el eje de la lente, puede

aproximarse por la combinacién 1lineal de tres funciones de la forma

(111.1) referidas a electrodos situados enz = 0y z = * Z,, resultan
do

_ -1 -1 2%
V(z) = A+ Bz + Cz tg (z/Rl) + D(z-zz) tg ~ ( Rzi) +

-1 (27
+ E(Z""Zz) tg (*—R—) (111.2)
2
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Esta funcidn satisface la ecuacidn de Laplace exactamente
pero no pueden ajustarse mas que de una manera aproximada las condi-
ciones de contorno. La simetria impone B = 0, D = [ y puesto que V(z)
debe tender a un valor constante para z temdiendo a infinito, se cum-

ple C + 2D = 0.

La ecuacidn (I11.2) queda entonces en la forma

-1 2tz 1 2-Z )
V(z) = a + b ((z+z,) tg Ty Rzz) + (z-2,) tg 1 (—ﬁgi) -2z tg'! é: }
(111.3)

Para determinar las constantes a y b Regenstreif impone las condicio-
nes de contorno V1 = v(0), v, = V(zz) = V(-zz) asi como las siguientes

relaciones aproximadas

lim z tg’l (z/Ry) = - Ry
z»0
72, (111.4)
lim (z - z,) tg (- ) = - R
2 R 2
zs2, 2
obteniendo para a y b los valores
= -1
a =V -2b { Ry + 2z, ta " (z,/R,) }
(111.5)
v, -V
b = 2 1

2R + 21, tg"1 (ZZIRI)

Ademds de la forma un tanto arbitraria en Ya que son obtenidas estas
constantes hemos de sefialar otras limitaciones. Asi la ecuacién (I111.3)

no tiene en cuenta el espesor del electrods central, no puede aplicar
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se a geometrias en las que el diametro de las aberturas sea g-ande -
comparado con la separacion interelectrédica -ver por ejemplo Grivet

(1972), pdg. 215- y las distancias focales que se obtienen a Jartir -
de esta distribucidn, solo concuerdan con las experimentales jara len

tes débiles.

Otro modelo que representa de manera aproximada el »otencial
en el eje es el propuesto por Glaser y Schiske (1954, 1955). ta fun-
cién que utilizan es la comnlementaria, respecto del potencial acele-

rador del haz Vo, de una distribucion en forma de campana, esto es,

2
k
V(z) =v_ (1% ) (111.6)
0 1+(z/d)2

siendo (0)

V. - v(0
k2 = ¢ e (111.7)

[o]

Generalmente el potencial acelerador coincide con el que se
aplica a los electrodos externos. E! signe menos corresponde 1l caso
en que la lente retarda primero el haz y después lo acelera, siendo
k2 s 0. E1 pardmetro representa la semianchura de la distribuzidn y -
depende de la geometria y polarizaci6n del sistema. Una caracteristi-
ca importante de la expresidn (II1.6) para V(z) es que al ser introdu
cida en la ecuacidén (I1.8) de la trayectoria gaussiana, ésta ouede in

tegrarse analiticamente, resultando

C, d sen wlieg + Cz)
p(Z) = sen ¢ (111.8)
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en donde
2
w =13 %~ » % = cot ¢
[ (111.9)
‘- . ) dg
. o (1 % k2 sen%)”2

Las constantes Cl y c2 se determinan a partir de los valo-
res infciales de la trayectoria. Farticularizando para las trayecto-
rias correspondientes se pueden calcular los puntos cardinales y los
coeficientes de aberracidon. Como ejemplo damos las siguientes aproxi-
maciones, que son aplicables con un margen de error que puede l1legar

a superar en algunos cases el 10%.

0<k? <1 —1<k2_<_£
£ 5 §o g angs
gi - ;ﬁ 53 j—s = 153 (l;-";—) + 3(h3 (%—;{%—‘/‘:) (111.10)
§£ - 2(H (-11{';%;—4) ;2 = 26 (m)

En los valores de I11.10, f representa la distancia focal -
objetiva. Como puede verse, las propiedades de la Tente quedan expre-
sadas en funcidn de los pardmetros d y k exclusivamente. Estos resul-
tados, si bien en su dia consitutuyeron un avance importante, al mis-

mo tiempo que una elegante resolucién del problema, tienen el inconve
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niente de ser aplicables s6lo a-lentes débiles, siendo incluso una -

aproximacion mds inexacta que la de Regensireif.

Un nuevo avance en esta linea lo representa ¢l trabajo rea-
lizado por Kanaya et al. (1966), que combinando los dos métodos ante-
riores con resultados experimentales e introduciendsc algunas modifica
ciones constituye el primer estudio que realmente se puede aplicar a
disefios dentro de un margen de error aceptadle. Podriamos resumir los

-aspectos mds destacados en los siguientes puntos:

a) Calculan el valor de k2 a partir del! potencial de Regenstreif modi
ficandolo para tener en cuenta con mayor aproximacién el espesor -
del electrodo intermedio; para ello superponen tres, cuatro o cin-
co funciones del tipo (III.1). También medifican algunas condicie-
nes de contorno quedando en definitiva las siguientes aproximacio-
nes: 1) Aproximacidn de tres electrodos (0 < 2 /Ry < 0.5), vy =

= V(zl); 2) Aproximacién de cuatro electrodos {0.5 < zy/Ry < 1.5),

It

V1 v(? zl); 3) Aproximacién de cinco electrodos, (1.5 < ZIIRI)’

V, = V(0), v, = V(E z)).

1

Afiadiendo en todes los casos la condicién V, = v(t z,) se -
tiene el nimero de ecuaciones necesario para poder hallar todos los

coeficientes de 1a combinacidn lineal.

b) E1 pardmetro d representa la distancia respecto del origen a la que

la distribucién en forma de campana se reduce a la mitad de su va-
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Jor maximo. Para Su cdlculo utilizan la siguiente expresidén, ob-

tenida empleando una aproximacién lineal de V(z) entre z=0y 2=z,
nz, k272
d = — (111.11)
kS-(1-V(z,)/V)

siendo n un factor de correccidén que se ajusta de acuerdo con re-
sultados experimentales. Por ejemplo, obtienen n = 8x10'2(zl/R1) +

+ 1.06 para el caso Rl = RZ'

Cuando el espeso; del electrodo central es grande, 21/R1 > 1.5,

los resultados difieren notablemente de los obtenidos por computa-
cion numérica de las trayectorias. Para tales casos proponen una -
distribucidén en forma de doble campana que parece asemejarse mids a
la verdadera. No obstante los errores en los resultados son bastan
te grandes y hemos dejado a un lado el entrar en detalles acerca -

de esta nueva aproximacidn.

En un trabajo posterior Yamazaki (1973) estudia las propie-

dades de la lente empleando una distribucifén gaussiana de forma que -

el

potencial en el eje se aproxima por la funcidn

V(z) =V {13 k% exp (- §E)2 } (111.12)

[o]

siendo k2 el valor definido en (III.7) y ag la distancia respecto del

origen a la que la distribucidén se reduce a 1/e en su valor maximo.

La ecuacién (I11.12) se ajusta mejor a los valores reales -
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del potencial en la lente einzel que la distribucidén de Glaser, pero
tiene el inconveniente de que no pueden integrarse analfticamente las

ecuaciones de las trayectorias.

En la misma publicacidn y como alternativa mejor Yamazaki -
propone modificar la aproximacidon de cinco electrodos para el poten-

cial de Regenstreif, obteniéndola mediante 1a combinaciodn
Vs(z) = C1 V3(z) + C2 V4 (z) (rrr.13)

en donde Vyy V4 son la aproximacidén de tres y cuatro electrodos res-
pectivamente. E1 potencial en un punto fuera del eje, ¢{(p,z}, 10 calcu
la mediante el desarrollo (I1.2) e impone las condiciones ¢(r1,0) =V
¢(R1, + Zl) =V y ¢(R,, b3 zz) = V,; para estas condiciones resulta

Cl = C2 = 0.5 y el potencial queda en la forma

z-1
Vs(2) = T €z tgTh (2/Ry) - g (o) teTh ()
-1 2%, o1 272,
+ (z+z)) tg ("ﬁ‘l_) b - 2(Ry-Ry) + (z-2,) tg (—R—z—) +
-1 Z+22
+ (z2tz,) tg (—R—Z—) ) (111.14)

En el caso especial 0 < 21/R1 < 0.5; la ecuvacién 111.14 representa -

con muy buena aproximacidn el potencial de la lente.

En la misma 1inea de los anteriores se encuentra un amplio
estudio realizado por Kanaya y Baba (1978); el fundamento del mismo se

encuentra en el tratamiento analitico sugerido por Lenz (1956) para



lentes einzel con enfoque magnetostdtico. Asi, la distribuciodn
- . 8 -1 m
v(z/a) = ¢(0) exp { = k tg™" (z/a)" ) (111.15)
3

puede ser Ptilizada para el cdlculo del potencial V(z) en forma simi-
lar a la de Glaser y Gauss. Los puntos cardinales y las aberraciones
esférica y cromdtica quedan expresadas analiticamente en funcidn de
tres parametros: el cociente w(O)/Vo, la semianchura de la distribu-

cién d, que segin (I11.15) estd dada por

v In(14V /2 (0))
d=a {ty (—pp ?V57:(°’)) ym-1 (111.16)

y el valor de m que viene impuesto por las caracteristicas de la geo-
metria de la lente, en especial por el espesor del electrodo central.
Asi, m = 1.7 representa una lente delgada, m = 2.45 representa una -~
lente gruesa y el rangom = 1.8 - 2.0 comprende las geometrias mds -
usuales. Los pardmetros m, d y ¢(0) son calculados aproximadamente -
comparando con el potencial de Regenstreif los valores de la funcién

complementaria de (II1.16) y con la ayuda de medidas experimentales.

En una 1inea diferente de la anterior se sitia el trabajo -
de Read (1969), aunque también parte de una solucién analitica de la
ecuacidn de Laplace. Esta ecuacidn es resuelta para una geometria que
representa con bastante aproximacidn una lente einzel cuyos electrodos
tienen un espesor despreciable frente al didmetro de las aberturas o

1a separacidon interelectrédica, Figura III.2.
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V2 V1 V2

Figura 11.2.- Geometria parna el estudic de nna Lente einzel pon el

método de colocacibn propueste por Read (1969).

El problema se cierra introduciendo un conjunto de cilin-
dros de didmetro D', los cilindros en 1a regién I y I' se encuentran
a potencial v2 y los potenciales de los cilindros II y II' varian 1i-

nealmente desde V1 en z = 0 hasta V2 en z = A,

Los cilindros se introducen con el objeto de facilitar la -
resolucidn de la ecuacidn de Laplace y apenas afectan al valor de
V(z) con tal que D' = 2A, 2D, y 2D,. Los desarrollos que supone para

el potencial en las regiones I y II son respectivamente
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Viplesz) = vy + (—l—K-g) z (111.17)

N
+ 51 { B, exp(-p,z) + € explp,z) 3 I (p,r)
donde los nimeros P, son los ceros sucesivos de la funcidn Jo(an'/?).
Los potenciales I' y Il' son simétricos de I y Il; por otra parte la
condicidn Vl(p,A) = VII(p,A) para todo p cowmprendido entire cero y

0.5 D' reduce el nimero de pardmetros independientes Ay» B,y €, a 2N.

La forma de las ecuaciones (III.17) asegura automiticamente
que las condiciones de contorno para el potencial se satisfacen en
z=twyenp=0.5D0". Se debe cumplir también que el potencial en
los electrodos sea Vi o V, respectivamente y el campo eléctrico conti
nuo al pasar de una regidén a otra. El método empleado por Read, deno-
minado de "colocacién", consiste en obligar a que se cumplan dichas -
condiciones en M puntos discretos siendo M > 2N. Con M = 800 y N = 90
obtiene un sistema de ecuaciones sobredeterminado, que resuelve por

el método de minimos cuadrados con un error miximo del 5% en los bor-

des de los electrodos.

Nosotros hemos preparado unos cdlculos utilizando el método
de densidades de carga a fin de comparar los resultados que Read ob-
tiene para la distribucién de potencial en el eje con 10s nuestros.

La geometria que hemos generado consta de tres discos con una abertu-



ra circular en el centro. En Ta Tabla II1.1 se comparan algunos de es

tos valores:

D,/D . : .
~._.02/0y 0.25 0.50 1.0
Z/A

0.681 0.682 0.693

0.0
0.685 0.686 0.697
0.034 0.073 0.149

1.0
0.037 0.075 0.149

Tabla III.1.- Potential en el eje de una fLente edinzel, con
electrodos de espesorn despreciable. Los valo
nes superdiores conresdponden a Los obtenidos
por Read (1969), Los infeniones a Los calcu-
Lados porn ef Método de Dens.idades de Carga
con 60 subelectrodos. A/D, = 1.0; vV, /v, = 0.

Tanto en los casos que se presentan como en los restantes
propuestos por Read las diferencias que resultan estdn en el orden de
milésimas de voltio. Puesto que nosotros hemos empleado un nimero ele
vado de subelectrodos y los cdlculos se realizan con doble precision

pensamos que estos resultados son bastante préximos a los valores exac
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tos. E1 mayor inconveniente de la aproximacion de Read es que su apli
cacidbn se limita a valores de zy despreciables frente a otras dimen-

siones,

I11.1.2.- Métodos numéricos para la obtenciin del potencial en el eje.

Como hemos visto en el apartado anterior, una formylacidn -
analitica para el potencial en el eje de la lente puede 1levar a re-
sultados correctos pero en general, con serias restricciones tanto en
la geometria de 1a lente como en el rango de operacién. Como alterna-

\tiva se recurre a las técnicas numéricas; asnque en principio la reso
lucién del problema suponga mayores necesidades de tiempo de computa-
cion y de memoria, como contrapartida son mucho mds versdtiles y el -
error en los cdlculos puede supeditarse a las exigencias del disefo.
Dos son las técnicas que con mayor frecuencia se han aplicado al estu
dio de la lente einzel: el método de relajacién y el de densidades de
carga. Ya hemos comentado algumnas de las veatajas gue, a nuestro pare
cer, tiene el segundo de ellos frente al primero y mds adelante ten-
dremos ocasién de compararlos detalladamente; ahora bien, el método -
de relajacidn resulta muy simple en cuanto a su puesta a punto, ya -
que 5010 requiere efectuar un mallado correcto de la regidn en estudio
y por ello se utiliza con frecuencia en todo tipo de problemas electros

taticos.

El primer estudio importante que aplica el método de relaja-

cién es el realizado por El-Kareh y Sturans (1972), que caracterizan
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diversas geometrias dando una serie de tablas para las distancias fo-
cal y focal-media objetivas, y las aberraciones esférica y cremdtica.
La forma de 1a lente es similar a la representada en 1a Figura I1I1I.1,
con H = 2R T

20 Ty = R1/4 y Re 3,2R1, 2R2 y 2A.

P Vs h
h
Voo Vo Vi
Ro dy,
0] .

Figura I111.3.- Representacién de un punto del mallado Uo' y Loy cua-
tno puntos mds pn6xiﬁ04 utifizados en-Za resolu idn de

La ecuacibn de Laplace pon el método de nelajacién.

El1-Kareh y Sturans emplean el método de Liebman extrajolado,
que a veces se denomina"sobre-relajacidn sucesiva". Refiriéndolos a 1a
Figura I1I1.3, el potencial Vo en la iteracién n+l viene dado pr

n+l

y o_on {l_(vtll N v;ﬂ + Avg + BV - Vg I (i11.18)
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siendo

A=l st B - (111.19)
o

E1 factor de convergencia w, debe encontrarse entre los va-

lores 1 y 2, cuando o = 1 la ecuacidn (II11.18) se reduce al método de

Liebman ordinario, si w > 2 el método se hace inestable. Para valores

intermedios la rapidez de convergencia puede optimizarse eligiendo -

adecuadamente u; se demuestra que para el problema de Dirichlet este

valor O6ptimo es (e.g. Durand, T.111-1966),

. 2 (111.20)

Wy —
1 + /T 7

para una region de contorno rectangular con un mallado de {p+1)x{g+1)

puntos, ) viene dada por

A = 4 (cos X+ cos )2 (111.21)

Los resultados de este trabajo parecen estar en buen acuer-
do con los obtenidos por Vine (1960) que hace una simulacidn con malla
resistiva, y difieren algo mas (del orden del 10%} con los de Read

(1969) para el caso particular Tl = Q.

En un trabajo posterior Shimizu y Kawakatsu (1974), aplican
el mismo método de sobre-relajacidn sucesiva a una lente einzel para
obtener 1os valores del potencial en el eje; los resultados los expre

san en funcién de los pardmetros k2 y d en una forma similar a la uti
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lizada por Kanaya el al. (1966), segin estiman ellos mismos el error
en las g?éficas supera el 10%, sobre todo en la region k2 *~ 1, relati
vo a cdlculos mds precisos obtenidos por integracién numérica de las
trayectorias.

Sefialemos también en esta linea, el trabajo de Riddie (1978);
las lentes que analiza difieren de Tas que nosotros estudiamos ya que
son todas asimétricas con el primer electrodo de espesor despreciable
y los dos restantes con diversos espesores y formas de los bordes. Es
te trabajo tiene para nosotros mucho interés como posible objeto de -
estudio en un futuro, ya que muestra que las configuraciones asimétri
cas suelen tener menos aberracidn esférica, pudiendo llegar a disefiar

se lentes con un valor minimo para esta constante.

En cuanto al método de densidades de carga, aunque ya fue -
sugerida su posible utilidad en el estudio de lentes por Higgins et
al. (1951), ha sido aplicado solo recientemente por Read et al. (1972)‘
al estudio de lentes cilindricas de dos y tres electrodos y mds tarde
por Harting y Read (1976) a las de dos y tres electrodos planos. En -
ambos casos para la obtencién de los coeficientes de potencial emplean
1a aproximacion de carga lineal que hemos descrito en el apartado I.3.
En 1a segunda parte del capftulo tendremos ocasidon de analizar con de
talle las caracteristicas de esta aproximacién y los resultados que -

con ella se obtienen.
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11T1.2.- APLICACION DEL METODO DE DENSIDADES DE CARGA AL ESTUDIO DE LA

LENTE EINZEL.

En este apartado presentamos los resultados obtenidos me-
diante la aplicacidn del método que hemos puesto a punto, al estudio
de Ta lente einzel. Hemos seleccionado para ello unas geomctrias stan
dard, quedando siempre abierta la posibilidad de abordar cualquier di
sefio especifico. También se comparan nuestros recuitados con los de -
otros autores concluyendo con una discusion de 1os mismos y de las po
sibies ventajas de nuestro método respecto de los empleadoc hasta aho

ra.

La geometria que hemos generado para simular esta lente se
encuentra representada en ta Figura 1iI.1; se ha dividido la misma en
un total de 112 subelectrodos aunque debido a la simetria del proble-
ma el numero de ecuaciones del sistema a resolver se divide por dos -
Con el fin de reducir a un minimo el tiempo de cédlculo, conservando -
un margen de error aceptable, hemos utilizado los siguientes criterios
al efectuar la divisign: a) Divisidn no uniforme, de manera que los -
subelectrodos se estrechan a medida que se acercan a les bordes; ya -
hemos visto en el primer capitulo las ventajas de este tipo de divi-
sién. b) E1 niimero de subelectrodos es comparativamente mayor en las
regiones del contorno que estdn préximas al eje que en las mis aleja-
das; este criterio es de aplicacidn légica teniendo en cuenta la natu

raleza del problema y los términos en los que se plantea su solucién.
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Algunos de los pardmetros representados en la Figura 1J1.1
van a permanecer fijos en todos los casos ya que no influyen en el -
comportamiento de Ja lente y tan solo sirven para delimitar el contor
no; estos parametros son: el radio exterior de las placas, Re = 2.5D;
la altura del cierre igual a 8.2 veces el mayor de entre los valores
de Ay D, y la separacidn entré la linea a potencial V2 y la placa in
termedia, L = 0.1 Rl. Por otra parte siempre consideraremos los radio
interior y exterior de las aberturas iguales, D1 = D2 = D, asi como -
los espesores de las placas T1 = T2 = T. Los electrodos exteriores se
mantienen a potencial unidad, Vo = 1V, y el central v, es variable -
siendo el que determina la potencia de 1a lente; tanto V1 come V2 se
miden con respecto al potencial para el que los electrones tienen una
energia cinética nula (generalmente el cdtodo emisor). Una forma muy
frecuente de trabajo es conectar a dicho potencial el electrodo inter
medio, V1 = 0; en este modo de operacidn se le denomina lente einzel

"unipotencial”.

IT1.2.1.- Precisién del cdlculo de potenciales.

E1 primer paso antes de seguir ei estudio es comprobar la -
exactitud con que se ha resuelto el cdlculo del potencial creado por
la distribucidn. Dada l1a complejidad del problema por la gran canti-
dad de variables que intervienen en é1 y las aproximaciones que se -
han hecho, no parece posible un tratamiento matemdtico riguroso para
analizar el error; en la bibliografia consultada no es tratado este -

aspecto. Sin embargo teniendo en cuenta como se realizan dichas apro-



ximaciones cabe formular algunas hipdotesis acerca de las regiones en
las que este error puede ser mds grande. Estas hipotesis quedaron ple
namente confirmadas en el caso del disco a potencial unidad que se es-
tudi6é en el apartado 1.2 y suponemos que son igualmente aplicables a
otros problemas electrostdticos. Asi, el error debe ser mayor en los
puntos situados sobre los conductores ya que necesariamente se encuen
tran proximos o pertenecen a algunos de los subelectrodos (véase la
discusidn que hicimos en el estudio del disco); adecnids este error -
aumenta al acercarse a los bordes ya que la distribucién de carga va-
ria muy rapidamente y nosotros la hemos discretizado suponiéndola cons
tante en cada subelectrodo. En puntos fuera de los conductores y ale-
\jados de los bordes el error debe disminuir considerablemente. Como -
posible comprobacidén se ha calculado el potencial en una serie de pun
tos que se presentan en ta Tabla II1.2; se han incluido puntos sobre
los electrodos donde el potencial es conocido y ademds otros que nos
interesardn posteriormente. E1 comportamiento es por lo general el es
perado, aumentando el error en las proximidades de los bordes. Notemos
que éste es mayor en puntos del contorno distantes del eje (p/D = 2.5)
mientras que en los mds préximos (p/0 = 0.5) no llega a las ocho milé
simas de voltio. Para otros valores de V1 se obtienen resultados simi
lares aumentando algo los errores en la region en la que la polariza-
cién es alta, por ejemplo vl/vz = 40., sin 1legar a superar el 2 6 3%

en 10s puntos mas criticos. *
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T~__ /D 0.5 T 1.0 1.5 2.5
z/D
-1.5x1073 3 3
0. -2.2x107" 2.8x10 0.17
(0.0}
.1ix1073 -2.4x10"3 2.9x10°3 6.4x10"2
0.05 :
(0.0) (0.0) (0.0) (0.0)
0.9946 1.0001 1.0013 0.9965
0.45
(1.0) (1.0) (1.0) (1.0)
1.0026
8.0 1.0000 1.0000 1.0002 ;
(1.0)
1.0001 1.0001 1.0009 0.9823
8.2
(1.0) (1.0) (1.0) (1.0)

Tabla I111.2.- Valores obtenidos numénicamente pana el potencial en
puntoA sobre Los electrodos de La Lente o muy prbximos
a eflos. EL ndmero Ainfendon que se pcne en algunos-de
Los cuadros {puntos sobre efectrodos) coanesponde al
valorn exacto def potencial.

A/D = 0.5, T/D = 0.01, U,/V2 = 0.

Segin hemos visto en el Capitulo II, tanto en el cdlculo de
distancias focales como en el de las aberraciones, solo es preciso ha
1lar el potencial y sus derivadas en el eje 1o cual nos hace suponer

que el error con que vamos a trabajar es minimo, primero porque estos



97.

puntos del eje siempre estdn alejados de los bordes de la geometria y
segundo porque las expresiones que se utilizan segdn vimos, son mucho
mds simples que las generales empleadas al obtener la Tabla 111.2, con
1o cual el error por redondeo siempre es memor. Asi pues y consideran
do )os errores en dicha tabla, se pueden dar como error un valor infe
rior en general al 0.5% para el potencial en el eje de la lente. Es -
posible disminuirlo dividiendo la geometria en un nimero mayor de su-
belectrodos, pero ello no interesa pues ha de ser a costa de aumentcyr
considerablemente el tiempo de cdlculo y creemos que, a nivel de dise

fio, este error es bastante aceptable.

En la Figura II1.4 se han dibujado el potencial y las cua-
tro primeras derivadas en el eje de unc lenie einzel tipica. Los valo
res del potencial se obtienen a partir de las ecuaciones (1.33) y

(1.36) y los restantes por derivaciones sucasivas.

111.2.2.- Distancias focales.

Estos pardmetros, distancia focal y focal-media, son los -
mds importantes para la caracterizacidn de ta lente en la zona para-
xial, pues una vez conocidos se resuelve facilmente el problema de la
formacion de imdgenes. Como ya vimos, 1a mamera de obtenerlos es a -
partir de un rayo que entra en la lente desde el infinito (regidn de
campo nulo) paralelo al eje; una vez que éslle atraviesa la lente, el
corte de la asfintota con el eje determina la posicién del foco imagen.

Para el calculo de esta trayectoria se ha ewpleado el método de Runge-

~an
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Kutta resumido en las ecuaciones (I11.45) y (I1.46). Con el fin de ase
gurar que el error del método de integracitn de la trayectoria sea -
siempre inferior al introducido por el del cdlculo de potencial se ha
puesto un paso de integracidn relativamente pequefio; con respecto a -
Tas ecuaciones (II.51) el valor de m es siempre mayor o igual a 150.

Este criterio se adoptd variando m hasta que los resultados no se mo-

dificaban apreciablemente al reducir la longitud del paso.

Una buena comprobacidon de que la distancia focal obtenida -
es correcta, dado que el error es acumulativo a 1o largo de la trayec
‘toria, consiste en invertir el recorrido del rayo. En una lente simé-
trica respecto a la geometria y a la polarizacidn de Tos electrodos,
las distancias focales objeto e imagen coinciden; si se toman como -
condiciones iniciales de una segunda trayectoria los valores p, -z ¥
-tga, siendo p la“posicidn radial, z la axial y o« el dngulo que forma
con el eje en su punto final, el rayo invertido debe salir paralelo a
dicho eje y a la misma distancia radial a la que entrd el primero. En
la Tabla I11.3 se presentan algunas de las pruebas que hemos realiza-

do para distintas polarizaciones del electrodo intermedio.

Hay algunas consideraciones a tener en cuenta. En general -
el error en el cdlculo de la distancia focal aumenta en las regiones
en que la lente es muy fuerte o muy débil. Cuando Vl >> V2. una de las
principales causas de error es que el electrén no esté lo suficiente-
mente alejado de las placas exteriores como para poder asegurar que -

la trayectoria comienza y acaba en regiones de campo nulo; nosotros -
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v /Y, 0.8 0. - 2.0 10. a0.
(10" %m) 0.9997 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
tga(1071%) | 36.66 0.1811 0.4468 -0.2983 -0.5777

Tabla I11.3.- Posdicibn §inal y dngulo con el eje de La trayecloria L
vertdida en funcién de La polarizacidén de La Lente. las
condiciones iniciales def nayo directo son

1.0x10° 8 m, 2ga = 0.; AJD = 0.5; T/D = 0.05;

"

o]

m = 200.

hemes comprobado que situando el punto inicial a una distancia de
ocho veces el diametro de la abertura o la separacidn interelectrédi-
ca, el potencial en este punto difiere de VZ en un 0.01% como maximo,
Para lentes mds débiles la diferencia es menor como puede comprobarse
en la Tabta III.2. Cuando el electrén se mweve en la zona de campo ny
lo los errores que predominan en el cdlculo de las derivadas de V(z)
son los de redondeo, pudiendo resultar longitudes del paso de integra
cidén arbitrariamente grandes, por ello se limita la longitud mixima -

del paso a un valor de 0.01 D,

Cuando V1 < V2, la particula es retardada a medida que se -
acerca al centro de la lente y puede ocurrir que la velocidad axial -

1legue a hacerse comparable con la radial y la aproximacién de despre
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ciarla, que hicimes al plantear la ecuacidn de la trayectoria gaussia
na, deja de ser vdlida; para admitir como correctos los resultados,
hemos impuesto que el cociente entre ambas componentes sea menor o -

3 6

igual que 1077, 1o que implica despreciar términos del orden de 10~

en la ecuacion de conservacidén de la energia.

En el rango V1 - V2 el error mads significativo es el que in
troduce el método de integracién de la trayectoria, siendo convenien-
te utilizar una longitud de intervalo pequeia; de todas formas se tra
ta de una regidn de poco interés practico ya que en ella el enfoque -

es muy débil.

En las Figuras II1.5 y II1.6 se han representado la distan-
cia focal f, y la focal-media F, para dos geometrias corrientemente -
utilizadas. Los nimeros con prima denotan los valores de F y los nime
ros sin prima los de f. Se suele trabajar en el rango Vl/VZ < 1 por-
que en éste los valores de la distancia focal son mds pequefios; a me-
dida que V1 se va haciendo mds negativo la potencia de la lente crece
pasando por un mdximo;apartir de un determinado valor de V1 se verifi-
ca V(z=0) < 0 y el electrén no puede atravesar la lente siendo refle-
jado, el sistema se comporta entonces como un espejo. En la regidn
Vl/V2 > 1 las distancias focales son mayores, salvo que se trabaje -
con polarizaciones altas ya dentro del segundo o tercer rango de ope-
racign. La Tabla III.4 muestra algunos datos de interés para las dos

lentes en estudio.
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Cuando V1 ~ V2 los resultadas son muy sensibles a la longi-
tud del paso de integracién siendo en este rango la principal fuente

de error.

Vl/VZ F/D f/D Pe
19.0 0.77 1.27

Lente 1 -0.9
-0.85 0.02 0.39
11.0 1.00 1.77

Lente 2 -0.36
-0.315 0.07 0.60

Tabla 111.4.- Detalle de Lo0s valores de Las Figunas
111.5 y 111.6 para 204 que § es mind-
mo. P, es el potencial pon debajo del
cual fLa Lente se comporta como un es-

pefo.

Hemos realizado diversos estudios comparativos de los valo-
res de f y F calculados con nuestro método y los obtenidos por algu-

nos de los autores citados anteriormente.

v

En la Tabla IIl.5 se comparan dichos valores con los calcu-
lados por El-Kareh y Sturans (1972) utilizando el método de relajacién,
para distancias focales objetivas. Cuando la lente es débil los valo-
res concuerdan bastante bien, sin embargo se observa un incremento de

las diferencias al hacerse la Tente mds potente 1legando a ser del



4.7% para f y del 5.2% para F en el caso S/R = 3. Aparte de las posi-
bles discrepancias en el cdlculo del potencial, nos parece que un fac
tor importante es la diferencia en la altura del cierre ya que E1-
Kareh y Sturans 1o situdn a una distancia igual a 2R por encima del
electrodo exterior y nosotros hemos comprobado que ello puede afectar
los valores obtenidos sobre todo cuando la lente es fuerte y la pene-
tracion de las 1ineas de campo a través de la abertura exterior hace

que no podamos asegurar que a esa distancia el campo es nulo.

f/R F/R

E1-Kareh Método El1-Kareh Método

y Sturans propuesto y Sturans propuesto
S/R
1.0 5.62 5.70 5.55 5.64
1.5 4.00 4.05 3.86 3.91
2.0 3.45 3.50 3.23 3.29
2.5 3.22 3.30 2.93 3.02
3.0 3.06 3.21 2.75 2.90

Tabla 111.5.- Comparnacién de Las distancias focales y focales-medias
obfetivas, con Los resultados de EL-Kareh y Sturans.

T/R = 0.25; V,/V2 = 0.; m = 200.
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En la Tabla I11I.6 se-comparan los valores dados por Harting
y Read (1976) con los nuestros para una misma geometria y diferentes

valores de la polarizacion.

f/D F/D

Harting Método Harting Método
y Read propuesto y Read propuesto
VI/V2
40. 1.59 1.583 0.16 0.170
]
20. 1.32 1.321 0.78 0.786
10. 1.57 1.581 1.37 1.377
_—
0. 4.65 4.669 §.63 4.652
_.1
-0.4 1.54 1.551 1.50 1.503
-0.8 0.50 0.503 0.32 0.327

Tabla 111.6.- Comparacién de La distancia {ocal y focal-media con
Los nesultades de Hanting y Read.

T/D = 0.05; A/D = 0.5; m = 200.

Las diferencias no sobrepasan nunca el 1% salvo en el pri-
mer y Gltimo valor de la tabla de F en donde son del 4.1% y 2.1% res-
pectivamente. En estos extremos el valor de F es pequeiio y por las -
pruebas realizadas sabamos que es bastante sensible a la longitud del

paso empleado en 1a integracién de la trayectoria.
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Por Gltimo, en la Tabla III.7 se comparan nuestros resulta-
dos con los obtenidos experimentalmente por Lippert y Pohlit (1952);:
para diversas geometrias. En general los resultados concuerdan bastan
te bien y, aparte de los errores propios de la medida experimental y
del cadlculd tedrico, las diferencias pueden ser atribuidas a varias -
causas. Entre ellas cabe destacar por un lado el error en la lectura
de los resultados experimentales que son representados por los auto-
res en unas grdaficas, estimamos la cota de este error en 5% aproxima-
damente; por otro las diferencias pueden ser debidas en parte a que -
la geometria simulada en nuestro caso no se corresponde exactamente -
con la utilizada en el experimento siendo quizd el factor mds influyen
te Ta curvatura del borde del diafragma central -véase el estudio he-

cho al respecto por Shinuzu et al. (1974)-.

S/R T/R fe/R fc/R

. Método

experimental propuesto

0.52 1.98 1.7 1.71
1.0 1.50 1.8 y 1.82
0.97 1.98 1.95 ‘ 1.94
1.0 1.10 2.0 2.09
2.89 1.77 2.85 1 3.0
5.0 1.43 3.45 3.10
8.09 1.22 3.9 3.52

Tabla I1I11.7.- Comparacibén de La distancia §rcal de divensas Lentes con
Los nesultados experimentales de Lippert y Pohlit.

V,/V2 = 0.; m= 200.



108.

Hemos de sefialar con relacion a los valores dados en la Ta-
bla III.7 que se repitieron los cdlculos aumentando el nimero de sub-
electrodos hasta 136 para comprobar la influencia de una posible mejo
ra en el cdlculo de la distribucién de campos; sin embargo los resul-
tados para la distancia focal solo se moedificaron a partir de la cuar

ta cifra significativa.

111.2.3.- Aberracidén Esférica y Cromdtica.

De todos los coeficientes de aberraciones geométricas de ter
cer orden, el mds importante en el disefio de sistemas de enfoque es el
de aberracidn esférica; en los trabajos consultados este cceficiente -
es el que se tabula con mds frecuencia si bien los otros pueden obte-
nerse indirectamente a través de &1 -ver por ejemplo Harting y Read
(1976), pdg. 15 y siguientes-. Por otra parte el coeficiente de aberra
cién cromdtica, también puede resultar un dato de utilidad en el dise-
fio de sistemas especialmente en aquellos que trabajan con haces de did
metro pequeiio, en los que otros tipos de aberracign van a ser menos -
significativos. Nosotros hemos puesto a punto el cdlculo de estos dos
coeficientes basdndonos en las ecuaciones (I11.75) y (11.85) respectiva
mente. Tanto CS como CC son funcidn de la posicién de los puntos obje-
to e imagen; en los cdlculos se han impuesto, salvo que se indique lo
contrario, que los objetos e imdgenes reales queden en la regidén de -
campo nulo por lo cual las curvas que se dan a continuacidén se pueden
obtener al mismo tiempo que las de la distancia focal ya que los 1imi-

tes de Tas integrales pasan a ser ¥ =, Para efectuar la integracién he
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Figura II1.7.- Coeficientes de abernnracibn esgénica (1) y de abernra-
ci6n chomdtica {1') en §uncién de La polarizacibn de

Los efectrodos. Llente 1. P = 5D; m = 150.
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Figura I11.8.- Coeficientes de abenracibn esfénica {2} y de aberra-
cibn cromftica (2'}) en funcién de €a polLarizacién de

Los electrodos. lLente 2. P = 5D; m = 150.



mos aplicado la regla trapecial, Gérald (1272), estimidndose que el -
error por truncamiento no afecta apreciablemente a los resultados debi

do a que se utiliza un paso relativamente pequeiio.

Las Figuras III.7 y I11.8 muestran la variacidn de CS(P) y
CC(P) con la polarizacidon de las lentes einzel ya mencionadas. E1 pun
to objoto estd situado en P = 5 D y el punto imagen, que se puede ha-
1lar a partir de 1a ecuacién (I1.15), se encuentra como minimo a una
distancia Q = 2 D del centro de la lente. En la Tabla III.8 se presen-
tan los resultados de la aberracidén esférica de una lente comparados

con los de Harting y Read (1976), para diversas polarizaciones.

c. ~-¢C

v, /Y, c /D Coy/D —5‘—(:—;5—” x 100
0.4 29,863 29,566 0.99
0.2 14,384 14,233 1.05

) 0. 7,077 6,988 1.16
3.0 1,764 1,748 1.26
5.0 2,453 2,475 -0.90
8.0 2,436 2,476 -1.64

Tabla II1.8,- Comparacdién def coeficiente de aberna

cibn esférnica con Los nesultados de -

Harnting y Read (C ) para La misma Lef

te de La Tabfa 11T7.6.
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Al igual que en las distancias focales se tienen unas dife-
rencias pequefias manteniéndose por debajo del 1.7%. Estos mismos auto
res no realizan ninain estudio sobre la aberkacién cromatica, por ello
hemos tomado como referencia los datos de El-Kareh y Sturans (1972),
que_obtienen los valores de dicha aberracién para el caso de magnifi-
cacidén infinita, esto es, el punto objeto -0 el imagen- se encuentran
situados en el foco. Hemos de advertir que los autcres emplean una de
finicidn ligeramente distinta de la aberracién cromidtica; con respec-
to a la ecuacién (I1.83) el potencial en el punto objeto Vo que apare
ce en el denominador, lo engloban en dicha constante de forma que la
~relacion entre la que ellos definen, CcE’ y 1a que nosotros damos en

(11.84) es CcE = Cc/Vo. La Tabla III.9 muestra los resultados obteni-

dos para las mismas lentes de la Tabla III.5.

S/R CCV;IID E]—KarEﬁE;DSturans ES—%;EEE-X 100
1.0 18.92 18.45 2.47 —
1.5 16,08 15.20 4.50

2.0 16.62 14.72 11.45

2.5 17.73 15.66 14.55

3. 20.10 17.14 14.72

Tabla II1.9.- Comparacién del coeficiente de abcrracibn chomd
tica con Los nresultados de EL-Kareh y Sturans -

para Las mismas Lentes de La Tabla TIT.5.



Estas dos tablas se pueden calcular simultaneamente; en pri
mer lugar se determinan los valores de la distancia focal y la focal-
media objetivas a partir del corte del rayo con el eje. E1 valor de f
se toma como posicidn del punto objeto y se procede a calcular Cc(f).
Las.diferencias son mayores para separaciones interelectrédicas gran-
des, si bien pueden explicarse por el hecho de que es justamente en -
estos casos donde nuestros valores de f discrepan mds de los de
E1-Kareh y Sturans; puesto que siempre esta diferencia es por exceso
ello supone que nuestra in?egral tiene su limite inferior en un punto
objeto mds alejado del centro de la lente y contiene un mayor nimero

 de aportaciones que siempre son nulas o positivas. Cuando el punto ob-
jeto estd en la regi6n de campo nulo esta diferencia no debe influir
en los resultados pero sf se hace importante cuando f sea del orden -
de 1.5D 6 inferior. Asi pues, para las lentes mds fuertes ademds del
efecto de 1a altura del cierre hay que considerar éste otro que pensa
mos es mds influyente a la hora de explicar las diferencias en los re

sultados de Cc.

111.2.4.- Diseiio de una lente con aberracids cromdtica minima.

Hasta ahora hemos estudiado fundamentalmente el comportamien
to de 1a lTente einzel en funcidn de la polarizacién del electrodo in-
termedio; hay otros pardmetros en 1a lente respecto de los cuales pue
de ser interesante el analizar las variaciones. Uno de los facores geo
métricos mis caracteristico es la separacidon interelectrddica; en la

regidn V1/V2 < 1 el aumento de dicha separacidn va acompafiado de una
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disminucidn de la distancia focal. En la Figura III.9 se ha represen-
tado dicha variacidn junto con la de CS(SD) y Cc(5D) para dos lentes
con distinto grosor del electrodo central. Quizd el aspecto mds inte-
resante de este tipo de curvas es que Ta aberracidn cromdtica calcula
da para P = f, pasa por un minimo, y puesto que en muchas lentes do-
bles el punto objeto de la segunda coincide con su foco ello puede -

ser un dato de interés.

En la Tabla II1.10 se dan algunos de los valores de Cc(f)
en funcidon de Ta separacidon entre electrodos. A la vista de dichos re
_sultados podemos seleccionar para cada valor de T una lente coh mini-
ma aberracidén. Suponiendo D = 1 cm 1las especificaciones para dichas

lentes son:

T=20.10 cm T=20.15 cm
A=0.95 cm A =10.90 cm
R1 = R2 = 0.5 cm R1 =R, = 0.5 cm
f =2.01 cm f=1.89 cm
F=1.93cm F=1.82 cm
C,(f) = 51.34 cm ¢ (f) = 47.05 cm
Cc(f) = 8.24 cm Cc(f) = 7.74 cm

Los datos corresponden al caso V1/V2 = 0.
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b: T/D = 0.15; m = 150.
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111.2.5.- Discusidon de Tos resultados y conclusiones.

Como resumen de lo expuesto en el presente capitulo podemos
considerar que existen dos posibles lineas para abordar el estudio de
la lente einzel. Por un lado hay una serie de tratamientos analiticos
que intentan representar en forma aproximada el potencial en la regidn
de interés; de otra parte se puede intentar resolver el problema me-
diante métodos numéricos siendo los mds usuales el de relajacidn y el

de densidades de carga.

Los tratamientos analiticos consideramos que presentan bas-
tantes inconvenientes sobre todo en 1o que se refiere a limitaciones
en la geometria y en el rango de polarizaciones aplicables, ademds los
resultados suelen ir afectados de un error apreciable que en muchos -~
casos supera el 10%. Sin embargo, a nivel de diseiio pueden resultar -
Gtiles ya que la imprecision del método experimental en ocasiones su-

pera ese margen.

Los métodos numéricos son en principio una forma de tratar
el problema bastante mds elaborada que la anterior y que va a requerir
generalmente mayor tiempo de cdlculo, pero como contrapartida ofrecen
una mayor flexibilidad en cuanto a la simulacidn de la geometria y, lo
que es también importante, un error en los resultados que se puede -
ajustar a las condiciones de cada problema concreto y solo va a estar

limitado por exigencias de tiempo de cdlculo o memoria del computador,
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En el presente estudie nos hemos limitado a comparar nues-
tros resultados con los obtenidos por tratamientos numéricos; podemos
concluir que en general concuerdan bastante bien siendo mayores las -
discrepancias en las zonas donde la lente es mds fuerte pero sin lle-
gar a superar el 5 6 6% en la mayoria de los casos propuestos; 1dgica
mente las diferencias son menores cuando el método empleado es del -

mismo tipo, como sucede con los resultados de Harting y Read.

Nos gustaria hacer algunas consideraciones sobre las venta-
jas e inconvenientes del método de relajacién comparado con el que ng
‘sotros proponemos, ya que ha sido ampliamente utilizado. Pensamos que
la principal ventaja es la facilidad, en lo referente a cidlculos re-
queridos, con que se aplica a la solucidn de problemas electrostati-
cos e incluso para algunos de ellos puede ser el mis indicado. Sin em
bargo, y como ya sefialamos en el primer capitule, para este tipo de -
problemas nos parece que estd en desventaja con respecto al de densi-
dades de carga. En primer lugar requiere la obtencién del potencia] -
en todo un mallado que no se va a utilizar en absoluto posteriormente;
en segundo no da el valor del potencial en los puntos por los que va
transcurriendo la trayectoria sino que hay que interpolar entre los -
dos mds proximos lo que obliga a efectuar un mallado relativamente pe
quefio si se quieren tener unos resultados precisos. Como ejemplo cita
remos los datos dados por El-Kareh y Sturans (1972), que en una geome
trfa similar a la de la Figura III.1 realizan un mallado de 39345 pun
tos y el programa tarda 20 minutos en obtener una convergencia de 10-B

-procesador GE 635-. A titulo de comparacién diremos que uno de nues-
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tros programas en e¢l que se calculan la distribucién de densidades de
carga, los valores de f, F, Cs y Cc para una lente, emplea un tiempo
inferior a 1.5 minutos para una trayectoria de aproximadamente 1600
pasos (procesador Univac 1110}. La ventaja del método que utilizamos
frepte al de relajacidn todavia se hace mds patente si se tiene en -
cuenta que en las grdficas en las que la variable independiente es la
polarizacién del electrodo medio solo es preciso calcular una vez lous
coeficientes de potencial ya que éstos dependen exclusivamente de la
geometria. Por otro lado sefialemos que la memoria utilizada para alma
cenar unta matriz de 56x56 representa menos de la décima parte de la -

requerida por el mallado que utilizan en la referencia citada.

Con respecto a la forma de resolver el problema electrosta-
tico por el método de Harting y Read (1976) proponen, creemos que la
nuestra presenta ventajas evidentes. En primer lugar, el hecho de uti
lizar la aproximacidn de carga lineal les obliga a dividir la geome-
tria en un elevado nimero de subelectrodos a fin de no introducir en
los resultados un error apreciable, como se desprende de los cdlculos
que efectuamos en el apartado I1.3. Asi, en esta lente emplean 280 sub
electrodos (trabajan a tope de memoria), para generar la hitad de la
geometria; ello representa unas necesidades de memoria veinticinco ve
ces superior a la precisada para almacenar nuestra matriz de coeficien
tes. Aunque no hacen comentarios acerca del tiempo de computacién po-
demos pensar que la ventaja de utilizar expresiones mds simples para
los coeficientes de potencial queda anulada, al pasar a multiplicarse

por veinticinco el nimero de éstos. Por otro lado en los puntos por -
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Tos que transcurre la trayectoria hay que sumar las aportaciones de -
cada subelectrodo al potencial, las expresiones son sencillas de cal-
cular por ambos métodos pero en su caso queda multiplicado por cinco
el nimero de aportaciones; puesto que una trayectoria consta de 1500
a 2900 pasos el tiempo de computacién debe ser bastante inferior para

nuestro programa.

Concluimos pues, que el método puesto a punto si bien requie
re en un principio la preparacidn de una serie de cdlculos relativa-
mente mas costosos, presenta bastantes ventajas frente a otras técni-

cas numéricas, ya que se trata de un método preciso en tanto en cuanto

que permite la resolucidn del problema electrostdtico con un error que

estimamos entre el 0.1 y el 0.3%y-a 1a vez de un método competitivo en
lo que a las exigencias de tiempo de computacidén y de memoria se re-

fiere.
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CAPITULO 1V

IV.1.- FUENTES DE IONES

Los sistcmas productores de haces de iones constituyen una -
herramienta bdsica en la investigacidn aplicada. Su utilizacifén se ex-
tiende a campos muy diversos tales como espectrometria de masas, fisi-
ca nuclear, dopado de cristales semiconductores mediante irplantacién
idnica, etc. Desde l1a primera fuente construida por Goldstein en la -
que ¢| haz de iones era extraido de la descarga de un gas a Laja pre-
sidn, las técnicas han ido perfecciondndose constantemente y hoy dia -
contamos con una gran variedad de fuentes. El1 tema es ampliamente tra-
tado en la bibliografia, Wilson y Brewer (1973), Valyi (1976), y no -
abordaremos aqui el estudio de los diversos tipos de fuentes aunque -
los metodos que desarrollamos aqui serian andlogamente aplicables a mu
chas 22 ellas. Nuestro propésito es centrarnos en el andlisis de una -
fucnte de iones por impacto electrdénico de tipo Nier, caracterizada -

7 A cm-z) y pequefia disper-

psr una baja densidad de corriente ( 107
sidon en energia ( 1-5 eV). Una fuente de estas caracteristicas es es-
pecialmente adecuada para andlisis quimicos, espectrometria de masas,
estudio de particulas retrodispersadas en el bombardeo de blancos. EIl
disefo de nuestra fuente se hizo en concreto orientado a esta dltima

aplicacion.

A pesar de que este tipo de configuraciones se utiliza con -



frecuencia, no existe por lo que conocemos, un estudio completo y ri-
guroso de sus propiedades dpticas. Un modelo que intente incluir to-

dos los fenodmenos que intervienen en la generacién y enfoque de los -
iones tiene que ser necesariamente complejo; sin embargo como una pri
mera aproximacidén se puede comenzar con una serie de hipotesis simpli
ficadoras -por ejemplo despreciar el efecto de la carga espacial- que
permitan ahordar su estudio y tratar después de mejorarlo incluyendo
algunos de los efectos no considerados. El estudio quizd mds completo
que se ha realizado hasta hoy es el de Wallington (1970, 1971), que -
analiza las propiedades paraxiales y no paraxiales de una fuente Nier
con simetria pltanar. Uno de los aspectos fundamentales es la resolu-

cién del problema electrostdtico, para lo cual el autor aplica el mé-
todo de transformaci6on conforme. Los cdlculos preparados en el presen
te trabajo permiten un estudio similar para una fuente con simetria -

rotacional, éste serd uno de los objetivos principales del capftulo.

IV.1.1.- Parametros Caracteristicos de una Fuente de Iones.

fn general toda aplicacifn en un sistema productor de iones
requiere unas caracteristicas especificas. Vamos a sefialar los parame
tros que consideramos mds importantes-y que deberdn ser analizados al

abordar un disefio.

Especies idnicas.- La primera caracteristica a tener en cuen

ta en el tipo de iones que el sistema debe ser capaz de generar. Asi

mientras que en el caso de implantacidon i6nica la fuente debe presen-



tar una gran flexibilidad en este aspecto y ser capaz de producir -
cualquier tipo de dopante que se desee implantar, para el estudio de
los fendm:nos de sputtering conviene utilizar gases nobles de peso -

atémico intermedio o grande (A, Kr).

Corriente i6nica.- La densidad de corriente de iones es uno

de los parimetros que mds va a variar con el tipo de aplicacidn. En -
retrodispersidn se puede trabajar con corrientes del orden de monoam-
perios, sin embargo l1a fabricacidn de dispositivos de microelectrdnica

requiere intensidades de microamperios para que el proceso sea renta-

ble.

Emitancia y Aceptancia.- En toda fuente real el haz de iones

no lleva un flujo laminar sino que las trayectorias se cruzan conti-
‘nuamente; ello se.debe principalmente a 1a dispersion en las componen
tes de la. velocidad: que es ' introducida por la energia térmica de
los iones cn el punto en =21 que se generan y por las aberraciones inhe
rentes al sistema 6ptico. Se suele caracterizar este comportamiento
-para cualquier posicidn axial- representando en un diagrama la pen-~ .
diente de “a trayectorfiadydz=p',frente a 1la distancia_al eje p; en -
este diagrama se incluye un incremento §p' igual a la dispersiéon . . -
asociada a p' dn ‘cada' puntd. Uniendo todos los puntos del contor-
no se obtiene un drca finita que es proporcional a la emitancia del -

sistema. Légicamente el drea debe hacerse tan pequeiia como sea posible.

Se tiene por consiguiente que el estado de una particula en



un haz de iones puede representarse por un punto en el espacio fisico
(p',p) y todas las trayectorias dentro del haz para una determinada -
posicion z, estardn contenidas en un volumen cerrado en dicho espacio;
de acuerdo con el teorema de Liouville, Steffen (1965), este volumen

permanece constante a 1o largo de la trayectoria siempre que se des-

precien las interacciones entre particulas y cualquier otro tipo de -
efectos no conservativos. Una formulacién matemdtica para la emitancia
en sistemas con simetria rotacional es discutida ampliamente por Rose

y Galejs (1967).

En una segunda representacidn, también para las coordenadas
(p's0) Tos limites fisicos del sistema de transporte (aberturas Timi-
tadoras, etc) pueden trasladarse a lo largo del haz, resultando un vo
lumen en el espacio de las fases que representa aquellos valores de -
7a posicidén radial y de su pendiente que serfan transmitidos a otras
zonas del sistema. Esta representacidn se conoce como diagrama de acep-
tancia. En un disefio optimo el diagrama de emitancia debe estar inclui
do o por lo menos coincidir con el diagrama de aceptancia para toda -

posicidén radial.

De hecho este proceso de adaptacién constituye una de las ta

reas mds impotantes de disefio.

Brillo.- Por analogia con los sistemas 6pticos de luz se de

fine como la densidad de corriente emitida por unidad de dngulo s61i-

do, es decir B = I/nzriaz, donde re es el radio de 1a envolvente del
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haz y o la semiapertura angular del misno cuando emerge de la fuente.
En general se requiere un valor grande para B lec cual es ra
zonable si se tiene en cuenta que el brillo estd relacionado inversa-

mente con la emitancia, van Steenbergen (1965).

Distribucidn de energia.- ts uno de los pardmetros mids sig-

nificativos; cuando se precise un haz de iones con poca dispersidén en
energia, como es el caso que nos ocupa, debe influir muy directamente
en la eleccion del sistema. Hay varias causas que pueden contribuir a
esta dispersidn, siendo para nosotros las mds importantes la variacidn
espacial del potencial en la regidn de ionizacidén y i1a energia térmi-
ca de los iones. Mediante un filtrado en energia puede seleccionarse
la distribucidn adecuada, aunque es preferible diseflar un punto de -

‘trabajo que a priori minimice la dispersidn.

IV.1.2.- Ionizacién por Impacto Electrénico.

En una fuente Nier, los io2nes se generan por colisidén de un
haz de electrones con dtomos o0 moléculas gaseosas; conviene pues rea-
lizar algunas consideraciones acerca del fendémeno de 1a ionizacién con
objeto de hacer comprensible el fundamento de 1a operacidn del sistema.

Una revision mids completa puede verse en Field y Franklin {(1957).

Cuando comunicamos energia a un dtomo sus electrones pasan a

ocupar 6rbitas mds alejadas del niclieo que la del estado fundamental,
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quedando el dtomo excitado. A medida que se incrementa la energia co-
municada, la interaccidon electr6n-nicleo va disminuyendo y en el 1imi
te el electrén escapa del campo de accién del &tomo al que pertenecia,

su energia potencial es ahora nula y decimos que el dtomo ha sido ioni

zado.

El proceso de ionizacidn requiere por tanto suministrar al
dtomo una energia minima que permita al electrdn pasar del estado fun

damental al estado de energia cero. Se denomina primer potencial ioni-

zacién a esta energia. E1 potencial de ionizacién depende de la confi-
guracion electrénica, siendo menor para los metales alcalinoc que tie-
nen un electrén poco ligado al nicleo, y tomando los valores mis ele-

vados para los gases nables.

Es posible obtener dtomos doblemente ionizados si comunica-
mos la energia necesaria para liberar.un nuevo electrdn y l¢ mismo pue |
dc decirse para ionizaciones sucesivas. La energia que se requiere es
coda vez mayor pues los electrones son atraidos mds fuertemeate por -
el nGcleo al existir un exceso de carga positiva; por ejemplo el po-

torncial de ionizacidon del Hg es 10.4 eV mientras que para obtener Hgs+

se requieren 230 eV.

También es posible la formacidén de iones negativos. Hay ga-
ses tales como el oxigeno, haldgenos, etc., que por su configuracién
pueden capturar ficilmente un electrén y pasar a iones negativos méds

0 menos estables; un factor que interviene en la estabilidad del ién
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es la probabilidad que terga de chocar con otras particulas por lo -
que a presiones o temperaturas bajas el tiempo de vida medio serd ma-

yor,

Existen diversas formas de comunicar la energfa de ioniza-
cién a los §tomos: colisién con particulas ligeras (electrones) o pe-
sadas (iones), incidencia de radiaciones de alta frecuencia, contacto
con superficies de elevada temperatura, etc. Es justamente el proceso
de ionizacidn el que determina en gran medida las caracteristicas de
la fuente (véase por ejemplo Wilson y Brever (1973), pdgs. 100 y 101).
Nosotros nos limitaremos al andlisis de los fenémenos de colisidn en
una atmdésfera gaseosa que son 10s que intervienen en la formacidn de

iones en nuestra fuente.

Vamos a introducir en primer lugar algunos pardmetros. Con-
sideremos un conjunto de particulas caracterizado por una densidad ns
hagamos incidir sobre este blanco un haz de particulas proyectiles cu

ya densidad es np. La situacidon se representa en la Figura IV.1.

Tratemos de hallar la densidad de particulas dnp que han co
lisionado en el intervalo dx; este ndmero serd proporcional a Ta den-
sidad del haz y a Ta del blanco. Podemos escribir pues

dnp = -0 np "p dx (1v.1)

el signo menos indica una disminucién de particulas en el haz. La sec-

cion eficaz de choque o. es funcién de diversas magnitudes especialmen
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Figura IV.1.- Cofisibn entrne un haz de particulas y un blanco.

te dc la energia de las particulas que interactian. Integrando (IV.1)

se tiene

np = npo exp { - npo x } (1v.2)

siendo np0 la densidad inicial del haz.

Otra cantidad importante es el recorrido libre medio , o
distancia que recorre una particula por término medio entre dos coli-

siones. Este valor viene dado por

2

X exp{—nbUXIdx 1
= = (I1v.3)

Eif=]

- [o exp {~ny ox }dx
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La seccidn eficaz de choque en general no puede expresarse
como funcidn analitica de sus variables paramétricas. Se suele repre-~
sentar en graficas como funciones de 1a energia de las particulas in-
cidentes; en la mayor parte de los procesos de colisién o es baja pa-
ra pequefas energias, alcanza un mdximc y disminuye en la regidon de -
altas energias. De la ecuacidén (IV.3) deducimos que la particula su-
fre My colisiones por unidad de longitud recorrida; algunas de ellas
serdn elasticas otras provocardn la excitacién de 1os dtomos blanco o
su ionizacién. Podemos descomponer el nimero total de colisiones en -

la suma
ony = (cel oy ¥ °ion) Ny (1v.4)

Por 41timo, una cantidad que se emptea con frecuencia en -
los trabajos experimentales es el nimero de colisiones ionizantes por

unidad de longitud Njon denominada eficiencia de ionizacibn

Njon = ®ion b (Iv.5)

esta variable dependerd de la presidén y temperatura del gas a través

de -

Para el cdalculo de Oion COMO funcidn de la energia inciden-
te se han elaborado diversas aproximaciones cldsicas y cudnticas. En

la teoria clasica, la colisién ineldstica ionizante puede ser tratada
como un choque entre dos particulas si se considera dnicamente la in-

teraccidén entre el proyectil y Tos electrones arbitrales. Entre los -

modelos cldsicos sefialaremos el de Tomson (1912), que da un resultado
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cualitativo correcto en la transicionm H - H+, sin embargo la posicidn
y el valor del mdximo no concuerdan bien con los resultados experimen
tales; el modelo propuesto por Gryzinski (1959), constituye 1a mejor
aproximacidén cldsica a los resultados experimentales, estandn las ma-

yores diferencias en 1a regidén de altas energias.

Parece que un modelo cudntico es mds apropiado para la obten
cion de 950n°® sin embargo debido a la complejidad del problema no -
existe un tratamiento cuyos resultados concuerden bien con los experi
mentales. Asi, la aproximacién de Born es utilizada por Bethe (1930),
obteniendo buenos resultados en el rango de energfas grandes, sin em-
bargo el modelo falla para energias pequeiias y especialmente en la re

gion dénde o

ion €S mdxima. E) modelo de Otskur (1964) es el que obtie

ne funciones mds préximas a las curvas experimentales.

Se han hecho algunos intento§ de formulacifén semiempirica -
que pretenden extender el rango de validez de los modelos cldsicos y
cudnticos. Sefialaremos la formu]aciénisemiempfrica de Gryzinscki y la
de Drawin -véase Vilyi (1976), pdg. 30 y siguientes- que se ajustan -
bastante bien para el proceso H » H* como para He - Het y H2 -+ H2+.

En cualquier caso disponemos de una gran cantidad de datos
experimentales que nos pueden ser (tiles para propdsitos de disefio.
En la Figura IV.2 se representa la seccidn eficaz de ionizaci6n en unji

dades de naoz (siendo a, el radio de Bohr), frente a la energia de los

0
electrones incidentes para los gases nobles; estas curvas han sido ob
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tenidas por Rapp et al. (1965) experimentalmente. Los méximos se pre-
sentan entre 80 y 200 eV aumentando la probabilidad de ionizacidn con

el tamafo de los dtomos:

10
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Figura IV.2.- Seccibn eficaz de Londizacifn poxr impacto elfecilibfnico pa-

ra Los gases nobles.

La seccidn eficaz de ionizacidn de un dtomo excitado es bas-
tante mayor que la del estado fundamental ya que la energia requerida
es en este caso menor que el potencial de ionizacidén. Este valor pue-

de obtenerse de las curvas clisicas, cudnticas o semiempiricas ante-
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riormente vistas; ello es fédcil-de justificar en términos del modelo
atémico de Bohr. Si la seccién eficaz se considera delimitada por 1la
6rbita del electrdn cuyo nimero cudntico es n, la seccién eficaz del
&tomo excitado debe ser n4/Z2 veces la del estado fundamental ya que

el radio de Bohr varia como nzll.

Para la ionizacién miltiple el umbral de energia se despla-
za hacia valores crecientes a medida que el indice de ionizacidon aumen
ta; por otra parte se observa que las secciones eficaces disminuyen -
con respecto a la de ionizacién simple, siendo ello particularmente -
notable en los dtomos alcalinos que al perder un electrdén reducen mu-
cho su tamaifio con lo que la probabilidad de nuevas colisiones ionizan

tes es menor.

‘1V.1.3.- Estudio de una Fuente Nier.

N

Dempster (1916), fue el primeroc en utilizar una fuente en -
la que los iones eran generados por bombardeo de un gas con un haz de
electrones previamente acelerado; este prototipo fue mejorado mas tar-
de por Bleakney (1932) y saobre todo por Nier (1940, 1947), constitu-
yendo una de las principales innovaciones el confinamiénto del gas en
una cdmara de ionizacién lo que permite que el resto de la cimara se
encuentre a una presidén mds baja, con ello se mejora notablemente 1la
eficiencia del sistemF. En la Figura IV.3 se ha representado un esque-
ma bdsico de la fuenté. E1 gas entra en la camara de ionizacidn a una

4

presién del orden de 10 Torr, donde es ionizado por los electrones
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Figura IV.3.- Esquema de una fuente de fones Nien. CI cdmara de Loni-
zacdibn; R nepeledon de iones; EF nendifa de extracedbn
Yy focalizacidn; S nendija de salida; HE haz de eleectro-

nes; EG entrade def gas.

emitidos por un filamento; estos electrones son acelerados con ante-
rioridad de manera que penetran en la camara con una energia que nor-
malmente cctda entre 50-100 aV. A veces se aplica un campo magnético - -
paralelo a la direccién del haz con el fin de aumentar el recorrido -
de los electrones y en consecuencia la probabilidad de colisién ioni-
zantes. Una fraccidén de los iones generados es extraida de la camara

a través de la abertura de la base inferior. La intensidad puede opti
mizarse con la ayuda de un campo electrostdtico creado por el electrp
do repeledor que se encuentra a un potencial algo mds positivo que el
resto de la cdmara. Los iones son enfocados y acelerados hacia la aber
tura de salida. E1 haz formado puede someterse a un andlisis en ener-

gia o en masa, tratarse por un sisteme corrector de aberraciones mecd
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nicas, ser nuevamente enfocado y acelerado etc., antes de incidir en
el blanco. Un diagrama de estas posibles opciones puede verse en Wil-

son y Brewer (1973), pdg. 130.

En el cdlculo de las propiedades focales del sistema el pri
mer paso es la determinacidén de la distribucidn de potencial en la re
gidn de interés. Para sistemas con aberturas rectangulares (simetria
planar) un método alternativo al de relajacidn es el de transformacidn
conforme. E1 modelo matemdtico que resulta mds adecuado para simular
la geometria es el de una disposicién de electrodos paralelos de espe
sor infinitesimal; cada electrodo se supone de extensidn infinita al

igual que la longitud de las aberturas.

La obtencidon del potencial para un solo electrodo es bastan
‘te simple de calcular por este wmétodo, Glaser y Henneberg (1935). La
extensi6én a una lente de tres electrodos fue realizada por Landet
(1953) y Archard (1954), pero con ciertas limitaciones, incluyendo la
simetria respecto del electrodo central. Boerboom (1959, 1960) desa-
rrol16 una serie de métodos iterativos que permiten resolver las ecua
ciones planteadas para un sistema que contenga un nimero cualquiera -
de subelectrodos; sin embargo en todos los casos se supone que la con
figuracidén tiene una simetria determinada o que la separacidon entre -
electrodos adyacentes es mayor que la anchura de las rendijas; estas
restricciones suponen una limitacidén grande en la aplicacidn del méto
do a sistemas prdacticos. Wallington (197d), mejora uno de los métodos

de Boerboom con el fin de que resulte aplicable a sistemas en los que



no se requiera ninguna condicién especial, En la Figura IV.4 se ha re
presentado un corte en el plano xy de una distribucidn en la que se -
incluyen n electrodos con aberturas rectangulares y un electrodo sin

abertura que puede simular el repeledor de iones; cada abertura estd

colocada simétricamente alrededor del eje y, siendo infinitamente lar
ga en la direccidn Z perpendicualr al plano xy. El origen de coordena
das se toma en el centro de la abertura mds préxima al electrodo repe
ledor. Con relacién a la Figura IV.4 el botencia] V(y) en un punto del

eje viene dado por el siguiente par de ecuaciones paramétricas

(Vi - Vi) te™! () (1v.6)

V(iy) =V +
ntl 1 2i

? d. tg~! (Y
ctgT () (1v.7)

Las constantes Vl, Vz,...V dl‘ dz...,dn son conocidas para un sis

n+l?
tema dado. La variable v es un pardmetro auxiliar que relaciona la -
ecuacibébn de voltaje con la ecuacién de la distancia. Los pardametros

a), 35500053, soOn las denominadas constantes de transformacidn del -
sistema, su significado geométrico es el siguiente: a; es la coordena
da u del borde superior del electrodo 1 cuando el sistema se transfor
ma al plano complejo uv, el borde inférior tiene la coordenada u=-a,;
de forma andloga los parametros ay,...,35, a los bordes de la parte -
exterior de los electrodos (infinitamente alejados en el plano xy).

Las‘constantes de transformacion se determinan a partir de un conjun-

to de ecuaciones simultdneas derivadas de la ecuacion de transforma-

cidn y supuestas conocidas las condiciones de contorno. Para el siste
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Figura 1V.4.-

ma en estudio

Geometria pana La nesolucdidén del problema electrostdti-
co de un sistema de electrodos con simetrfa planar, pon
el método de transformacibn conforme propuesto por Wa-

LLington {1970).

las ecuaciones son

n a + a,.
TR SR IR TR g L et Sy QS DL (1v.8)

a —
23-1 1 ! 325-1 " 24
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p=1, 2 - 1> 2i
p=2, 2 -1 <2i
n
2 2 t
= = r
n n
. 2 2 t
2a,. 1 { (a,% - a,7¥(-1)" 1}
23 i=1 2] 21
£ {1v.9)

t =1, 2j > 2i-1

t =2, 2j < 2i-1

en donde j varia entre 1 y n. Queda pues planteado un sistema de 2n
ecuaciones no lineales. El método iterativo desarrollado por Walling-
ton para su resolucidén, es descrito con todo detalle en el trabajo an
Leriormente citado y no entraremos aqui en su andlisis. Una vez pues-
te a punto la técnica se aplica en concreto a la obtencidon del poten-
cial en el eje de una fuente Nier simulada mediante cinco electrodos
con aberturas rectangulares y un electrodo repeledor sin abertura; tam
bien pueden obtenerse las derivadas sucesivas de V(y) a partir de
(1v.6). En un trabajo posterior, Wallington (1971), utiliza estos re-
sultados para abordar el estudio de una fuente Nier que forma parte de
un espectrdmetro de masas; la fuente es analizada en la regidon para-
xial viendo la formacidn de imdgenes tanto reales como virtuales en -
funcion del voltaje del repeledor que es uno de los parémetros mds ca
racteristicos de la fuente de iones. También se realiza un estudio -
aproximado de la varjacién de la corriente de iones recogida en el es

pectrometro en funcidn de la tensidn del repeledor; esta curva es de
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gran interés ya que presenta unos mdximos que pueden ser utiles con
vistas a mejorar la sensibilidad del sistema, en esta curva se inclu-
yen también las trayectorias que transcurren en la zona de tercer or-

den.
En el apartado siguiente presentamos un estudio 1levado a -

cabo para una fuente con simetrfa rotacional que en muchos aspectos -

serd similar al realizado por Wallington.

1V.2.- APLICACION DEL METODO DE DENSIDADES DE CARGA AL ESTUDIO DE UNA

FUENTE NIER CON ABERTURAS CIRCULARES.

Hemos visto en capftulos anteriores que el método desarro-

1lado es de una gran generalidad y puede aplicarse a cualquier siste-

ma electrostitico que tenga simetrfa rotacional, la iinica tarea a rea

Tizar en cada caso es generar la configuracién correspondiente. Ayuddn

donos de estos cdlculos construireﬁos un modelo que simula el compor-
tamiento de la fuente con vistas a comprobar que la geometria escogi-
da es adecuada para la extraccidn y enfoque y a optimizar las condi-
ciones de operacidn del sistema, teniendo en cuenta que este tipo de
fuente nos interesa un compromiso entre la mdxima intensidad de co-
rriente iénica y la minima dispersi6én en energia. Para una fuente de
iones Nier el esquema es similar al de la Figura IV.3 incluyéndose al
gunos electrodos adicionales que permiten cerrar el contorno. En la -
Figura IV.5 se representa la geometria que se ha empleado para la si-

mulaciéon de 1a misma.
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Figura IV.5.- Esquema de una fuente Nier de simetrfa notacionatl. Geo-
metrnia genenada para La simufacién de una fuente real.

Datos del sistema: R, = 1.25, Rz 2.0, R3 = 2.5,

Ry = 5.0, R5 = 20., Ry = 50., d1 = 5.0, d2 = 2.0,
d3 = 4.0, d5 = 0.5, d6 - 25., d
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En esta representacidh se han hecho algunas simplificacio-
nes con respecto al verdadero diseiio. Asi, se ignoran los agujeros de
entrada del haz de electrones y del gas; sin embargo al estar en las
paredes laterales de Ta cdmara de ionizacidon la perturbacion que pro-
ducen en la regidén de interés puede despreciarse; incluso el mismo -
efecto de las paredes laterales tampoco es significativo en dicha re-
gidén, para justificar ésto haremos referencia al problema de la caja
cilindrica resuelto en el apartado I.3; segin se ve en la Tabla 1.5 -
el efecto de la pared lateral es apreciable en sus proximidades, sin
embargo en la parte central la distribucidn es prdcticamente la que -
corresponde a dos discos paralelos de 2.0 cm de radio y 0.5 cm de se-
paracidn. No obstante la pared lateral se ha incluido para tener en -
cuenta su efecto de apantallamiento sobre la regién de ionizacidn ya
que evita la penetracidn de las l1ipeas de campo de 1a zona exterior;
'seﬁalemos que esta situacidon no se da en la simulacidn de Wallington
ya que supone los e]éctrodos indefinidos. Por las razores ya expuestas
no se tiene en cuenta la perturbacibn creada por el filamento a un po

tencial entre 50 y 100 V por debajo del de aquella.

Una nueva simplificacion .onsiste en despreciar el espesor
de la placa extractora y la de salida; sin embargo se ha tenido en -
cuenta el espesor de la base de la cdmara de ionizacidn (simulada me-
diante dos discos con una abertura de 1.25 mm de radio separados 0.5
mm). Esto se ha hecho por razones de disefio practico; dado que se tra
ta de una fuente cuya caracteristica primordial es la de producir ha-

ces con poca dispersién en energfa, conviene evitar la penetracidn del
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campo de la regidn de aceleraci6n ya que en la misma puede alcanzar
valores grandes (hasta unos 3.000 Vm’l); la forma de lograrlo es ha-
cer la base relativamente gruesa y el no considerar esta caracteristi
ca en la simulacidon numérica puede llevar a resultados que no corres-

ponden a los verdaderos.

En la generaci6én de la gecmetria de la Figura IV.5 se han -
empleado 78 subelectrodos; el criterio seguido para su distribucidon es
el mismo que utilizamos en la lente einzel. En el estudio que presen-
tamos a continuacién se ha supuesto fija la polarizacidn de 15 mayor
parte de los electrodos; asi, la cdmara de ionizaciion sc polariza a
200. V,_el electrodo acelerador a 130. V y el de salida junto con to-
dos Tos que configuran el cierre se encuentran conectados a tierra.

E1 potencial del repeledor serd por lo general variable y siempre que

no se especifique se supondrd igual a 205. V.

IV.2.1.- Precisién del Cdlculo de Potenciales.

Una vez que se ha generado el sistema conviene efectuar un
andlisis de la precisién con que es nbtenida la distiibuci6én de poten
cial. Ya hemos discutido ampliamente est= aspecto en el capitulo ante
rior y por tanto nos limitaremos a presentar los resultados para 1la
fuente. En la Tabla IV.1 se muestran los potenciales calculados por
aplicacién de las ecuaciones (1.26 - 1.43) en diversos puntos situados
sobre los electrodos o préximos a elios. Los resultados concuerdan -

bien con Tos valores exactos de contorno especialmente en la regidn -
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p{mm)
1.25 6.25 11.25 16.25
z(mm) '
0.0041 0.0002 -0.0002 0.004
-81.5
(0.0) (0.0) . (0.0) (0.0)
205.00 204 .99 205.13 204 .92
-2.5
(205.0) (205.0) (205.0) (205.0)
199.56 199.98 199 .97 199.89
2.0
(200.0) (200.0) (200.0) (200.0)
198.44 200.00 199.95 199.88
2.5
(200.0) (200.0) (200.0) (200.0)
. 130.28 129.89 129.79
4.5 131.59
(130.0) (130.0) (130.0)
-0.008 -0.005 -0.038
8.5 22.45
(0.0) (0.0) (0.0)

~

Tabla IV.1.- Valores obtenidvs numénicamente para ef potencial en pun
tos sobre Los ~lLectrodos de La fuente o0 prbximos a efrlos.
EL ondigen se tuma en el centrno de La cdmara de {onizacidn,
Las z positivas se miden hacia La abertura de salida. EL
nidmero inferion que se pdne en algunos de Los cuadros -
{puntos sobre electrodos) connesponde al valor exacto del

potencial.
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cercana al eje (p= 1.25 mm), ya que ain paré puntos que se encuen-

tran en el borde (z = 2.0 mm, z = 2.5 mm) el error no llega a superar
el 0.8%; ello nos permite suponer que en puntos fuera de los conducto
res, y particularmente en el eje donde el cdlculo es mucho mds simple,
este error es bastante menor estimidndolo inferior en cualquier caso -

al 0.5%.

Para determinar las trayectorias de los iones en la zona pa
raxial y en la de tercer orden necesitamos conocer el potencial en el
eje y sus cuatro primeras derivadas. En la Figura IV.6 se han repre-
sentado estas funciones; se observa un buen comportamiento de las de-
rivadas en Yos puntos notables -inflexidén, midximos y minimos- si bien
es cierto que el error debe aumentar al ir calculando las sucesivas -

derivadas.

1V.2.2.- Trayectorias Electrénicas en la Cémara de lonizacién.

Ya hemos visto que 1a formacidn de iones en una fuente Nier
tiene lugar por choque de elec-rones con las moléculas de gas en la -
cdmara de jonizaci6én. De los iones Zenerados sdlo una parte se encuen
tra en la regidon en la que pueden ser extrafdos, 1os restantes se pier
den al colisionar con los electrodos. Para poder estimar la posicidn
de esta zona necesitamos conocer previamente la trayectoria de los elec
trones en la cdmara. Este problema es abordable si se hacen una serie

de hipdtesis que lo simplifiquen.
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Asi, la primera de ellas consiste en despreciar el efecto -
de 1as componentes térmicas de la velocidad de los electrones que, cO
mo se sabe, son emitidos por el filamento con una distribucidn en ener
gia de tipo maxwelliano (modificada debido al filtrado de los electrg
nes mds lentos al atravesar la barrera de potencial). Por otra parte
no tendremos en cuenta la repulsién mutua de las cargas que tiende a
provocar la apertura del haz en direcciones normales al eje del mismo.
Finalmente ignoraremos el efecto de la abertura de entrada a la cama-

ra. A

Todas estas simplificaciones nos permiten plantear el pro-
hblema en términos del cdlculo de trayectorias cuyas condiciones ini-
ciales serdn, en cuanto a posicién la de encontrarse aproximadamente
en la parte central de la abertura de entrada a la cdmara y cn cuanto
a velocidad la impuesta por la ddp entre el filamento y la cdmara de
ionizacidn. De esta manera es posible obtener una informacidn que, si
bien no es exacta, al menos dard idea &e] comportamiento de buena par
te de los electrones. Esta informacidn la utilizaremos postericrmente
en el cdlculo de la sensibilidad de la fuente.'

.

Para el cdlculo de las trayectorias se ha aplicado el méto-
do de la fuerza promediada en la primera etapa y el de diferencias -
centrales en las restantes. Las componentes del campo se obtienen por
cdlculo directo mediante las ecuaciones generales (1.45 - 1.49) ya que
las trayectorias transcurren en su mayor parte por zonas en las que -

no son aplicables las aproximaciones de primer o tercer orden.
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Figura IV.7.- Posici6n axtal para o = 0, de £as trayectonias del haz
de electrones en funcibn de La ddp entre el nepeledonr y
La cédmara de ionizacién. Condiciones indciales:

p = ~1.95 em, ¢ = 1.1 ﬁm, up = 7.5x106 m/s, v, 0.

En la Figura IV.7 se ha representado la posicién axial del
electrén en el eje de la fuente (p = 0) en funcién de la ddp entre e)
repeledor y el resto de l1a cdmara. Observamos un comportamiento lineal
en la variacidon de la posiéién; hemos hecho otras pruebas variando las
condiciones iniciales obteniendo resultados similares. En cualquier ca
so es evidente que la regién de ionizacidn va desplaz&ndose hacia el

repeledor a medida que éste se hace mas positivo.



La simplificacién que mas puede restringir la validez del -
estudio es quizd la de haber ignorado el efecto de la carga espacial.
Con frecuencia la intensidad de corFiente de electrones es lo sufi-
cientemente grande como para que sea preciso tenerla en cuenta; por
ello hemos intentado analizar bajo qué condiciones seria razonable -
aplicarla. En concreto se ha hecho el estudio para un haz de seccidn
rectangular que puede representar bien un posible caso practico en el
que tanto la abertura de entrada a la cdmara como el filamento tengan

esta simetria.

Nuevamente la comrntejidad del problema real exige la utili-
zacidén de unas aproximacicnes que permitan su estudio, al menos dentro
de la cdmara. Podemos resumir lay aproximaciones realizadas en la si-
guiente forwa: a) El1 Gnico campo eléctrico que actia es el debido a -
‘Tas propias cargas; b) La seccidn del haz tiene una anchura mucho ma-
yor que la altura; c) E1 cnsanchamiento que sufre es pequefio mantenien
dose la forma de cilindro rectangular; d) Se supone una situacidn de

flujo laminar, sin cruce de trayectorias.

Estas aproximacionecs son andalogas a las que Wilson y Brewer
(1973), aplican a un haz de seccién circular. Obtienen'el campo trans
versal que actGa en el haz por resolucidén de la ecuacion de Poisson y
estudian 1a evolucidn de la envolvente bajo 1a accidn de este campo.
El resultado se puede obtener a partir de unas curvas universales que
dan el radio del haz, relativo al inicial, en funcidon de la distancia

Tongitudinal recorrida y de una constante en la que intervienen los -
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pardmetros caracteristicos del haz como su intensidad, eneria, etc.
Asi, para un haz de 100 uA acelerado previamente con 160 V (condicio-
nes aproximadas a las de nuestra fuente) y con un radio inicial de

1 mm, se incrementa e} mismo en una décima parte aproximadamente al -
cabo de recorrer 2 cm; para radios iniciales mayores el aumento rela-
tivo disminuye en forma apreciable. Puede parecer que las aproximacio
nes efectuadas no se aplican correctamente ya que por ejemplo en la -
prdctica un haz de electrones nunca es laminar, sin embargo Wilson y
Brewer sefialan que los resultados concuerdan bien con las caracterfis-

ticas de primer orden observadas para este caso.

Siguiendo el mismo modelo, obtenemos para el cilindro rec-
tangular un ensanchamiento que es proporcional al cuadrado de la dis-
toancia longitudinal e independiente de la altura inicial. En concreto
‘suponiendo un haz de la misma intensidad y energia que en el caso an-
terior y de las dimensiones que debemos tener aproximadamenie en nues
tra geometria (5 mm x 1 mm) resulta un ensanchamiento de 0.(68 mm al -

racorrer una distancia de 2 cm.

A partir de este dato podemos concluir que si bier el efec-
to de la carga espacial no es del todo despreciable en un haz de las
caracteristicas dadas, su influencia no es muy significativa aunque -

no se deben olvidar las limitaciones del modelo que hemos aplicado.



1V.2.3.- Caracterizacion de la Fuente en la Zona Paraxial.

Vamos a presentar en este‘apartado las propiedades focales
del sistemc en la zona paraxial. El primer andlisis ha consistido en
delimitar la extensidon de dicha zona en relacion con las componentes
del campo eléctrico que son las que intervienen en el calculo de las
trayectorias; comparando los resultados para esta aproximacidon de pri
mer orden con los obtenidos directamente a partir de las ecuaciones
{(1.45 - 1.49), concluimos que es aplicable con un error inferior al
1% en los puntos que disten menos de 0.1 mm del eje. Las mayores limi
taciones estin en la regidn de extraccidén y enfoque donde los campos
son mds intensos; en otras posiciones axiales la zona se extiende a
0.4 mm o mds. Este resultads no se modifica sustancialmente al variar
el potencial del repeledor que serd un pardmetro en muchas de las cur
'vas que se han representado para caracterizar la fuente.

Utra cuestidon previa a considerar es la asignacién de las -
condiciones iniciales para las trayectorias. Es evidente que en la co
lisién la transferencia de momento del electrén al dtomo es desprecia
ble debido a la gran diferencia de masas y la energia inicial asocia-
da al i6n es prdcticamente la del dtomo antes de co]is%onar. Suponien
do en el gas una distribucién de energia que obedece la estadistica -
de Maxwell-Boltzmann podemos estimar que la energia mas probable es
KT siendo T la temperatura absoluta del gas. Los primeros estudios so
bre las propiedades de enfoque de la fuente Nier, Naidu et al. (1966},

desprecian este efecto sin embargo ello supone una limitacién impor-
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tante ya que en una fuente rea) las trayectorias pueden comenzar en
cualquier direccidn. Fock (1969) y otros trabajos posteriores inclu-
yen esta componente térmica inicial para construir un modelo mis apro
ximado. Nosotros hemos supuesto a 1o largo de este estudio que la tem
peratura del gas es 300 K, ello implica que el mbdulo de la velocidad
inicial de un i6n argon represeﬁtativo (masa atémica 39.948 uma) es
3563.5 m s~}

para todas las trayectorias. Mas adelante comentaremos el

efecto de considerar posibles variaciones de esta velocidad inicial.

Con el fin de ilustrar la formacién de imdgenes reales se
han dibujado en la Figura IV.8(a) y (b) diversas trayectorias. El pla
no "objeto estd situado en el centro de la camara de ionizacién (z=0).
Hemos de sefialar la nitidez de las imdgenes, su extremo estd perfecta
mente definido por el corte de tres de las trayectorias. A medida que
'disminuye Vr la imagen se acerca al objeto; para valores de Vr negati
vos respecto del poténcial de YTa cdmara de ionizacidn el campo del re
peledor es desfavorable para la extracci6n de iones pero este efecto
es compensado por la penetracidn del campo acelerador, en esta regidn

aparece una segunda imagen como se muestra en la Figura IV.9.

No obstante por tratarse de una zona en la que el campo de
extraccién es débil los cdlculos saon muy crfticos, y una pequefia varig
cién en Ta longitud del intervalo entre dos puntos de la trayectoria
modifica sensiblemente la posicién de las imdgenes; asi pues, y sobre
todo en las etapas iniciales, se ha impuesto un paso relativamente pe

quefio. En cualquier caso se trata de una regién que para nosotros tie
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ne poco interés practico. Para Vr = 196.6 V el i6n no es capaz de re-

montar el campo y es desviado hacia el repeledor.
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Figura IV.9.- Foamacidn de La segunda imagen neaf, Ve © 196.7 V. Tna-

zadorn CALCOMP.

La Figura IV.3i0 muestra la posicidén de la primera imagen
real en funcidn de Vr para un objeto situado en z=0. Puede verse que

la variacién es relativamente suave excepto en la zona préxima al va-
lor de corte.
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Figura IV.10.- Posdicién de La primena imagen reat en funcdbn def vof-

taje nepeledon.

Para propésitos prdcticos interesa también el estudio de la
formacidon de la imagen virtual, Figura IV.11, que es Ta que ve el sistema
situado detrds de la fuente (espectrémetro, analizador de energia, etc.)
por ello hemos realizado un estudio de la variacidon del aumento late-
ral de esta imagen en funcidn de Vr, los resultados se muestran en la

Figura IV.12.-
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Figura IV.11.- Foamacidn de La imagen vintual en La fuente de iones;

Vﬂ = 198. V, M = -0.28. Trazador CALCOMP.

En el andlisis paraxial que hemos presentado se suponen los
iones monoenergéticos y generados en una regién de espesor infinitesi
mal. En una fuente real los iones pueden generarse con energias com-
prendidas entre cero y varios eV, ello se traduce en una pérdida de -
nitidez en la imagen; el mismo efecto produce el hecho de que los iones
pueden estar situados inicialmente dentro de una zona de algunas déci

mas de milimetro de altura, ya que por lo general el haz de electrones



va a tener un grosor apreciable. Este sequndo efecto es probablemente
el mis significativo influyendo también en la dispersién de energia

del haz final, sobre todo para voltajes de repeledor grandes.

1.5
1.0 -
=
0.5
o l T T T 17 T L T T 1 T T
\ 198 200 202 204 206 208
Ve (V
-0.5 V)

Figura IV.12.- Aumento Latenal de La Limagen vintuaf producida por Za

fuente de fones en funcibn del voltaje nepeledon.
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IV.2.4.- Zona no Paraxial: Estudio de la Aberracidn Esférica.

En muchas aplicaciones prdcticas el haz de fones estd com-
puesto por particulas cuyas trayectorias discurren en puntos no situa
dos en la zona paraxial. Es interesante analizar el comportsmiento del
sistema en otras regiones. Una forma usual de hacerlo -véase por ejem
plo Wilson y Brever (1973), pdg. 185 y siguientes- es representar la
variacién de la pendiente p' a la salida del sistema frente a Ta posi
cién inicial p para diversas trayectorias cuya pendiente inicial es -
nula. Si la fuente estuviera libre de aberraciones la grdifica serfa -
una Yinea recta; la desviacidn de la curva resultante con respecto a
ella es una medida de la magnitud de la aberracidn esférica. Realmen~
te, en este efecto se incluye también una contribucidn de tipo cromi-
tico debido a que las posiciones radiales no son equipotenciales, con
tribucidon que en nuestro caso a diferencia de 1o que ocurre en una -
lente simple, es imposible separar. Hemos comprobado sin embargo, es-
tudiando trayectorias que comienzan en Lna equipotencial, que este -

efecto es poco significative.
En 1a Figura IV.13 se han representado los valores obtenidos.

En funcién de los resultados de esta grafica puede estimar-
se el valor del coeficiente de aberracidn esférica para puntos no axia
tes. Puesto que los rayos marginales cortan al eje en una posicidn an

terior a la de un rayo paraxial (Figura IV.14), podemos expresar esta

diferencia Af en 1a forma Af = C p'2 2

s = C, ©° para valores de 6 peque
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tras que para el rayo gaussiano correspondiente Py = fp o',

que el coeficiente de aberracidon esférica es

= 0.
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Figura IV.14.- Determinacibén del coeficiente de aberracidn esférica.

Asi, tomando en 1a Figura IV.13 o, = 0.9 mm resulta ser
Po = 0.927 mm, p' = 0.105 y para el coeficiente de aberracidén esféri-
ca se obtiene el valor Cs = 2.4 ¢m; en.otros puntos de la grdfica se

obtienen valores simitares.

IV.2.5.- Corriente I6nica Curva I ,-V .=

Es conocida la influencia que el campo creado por el repele
dor tiene sobre la corriente i6nica producida por 1a fuente. Experimen
talmente se obtiene que para un determinado valor de Vr la corriente
de 1ones es maxima; resulta pues de interés poner a punto un estudio
que permita, mediante simulacidn numérica, predecir con cierta aproxi

macidn donde se encuentra este madximo. El proceso de cdlculo estd di-
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rectamente relacionado con los conceptos de emitancia y aceptacia que
hemos mencionado anteriormente. Nosotros en concreto hemos supuesto -
la existencia de un limite fisico fuera del sistema (una abertura por
ejemplo) que solo permite el paso dc los iones que a la salida de la

fuente tengan unos valores de p y p' tales que al prolongar las tra-

yeétorias en la zona exterior de campo nulo, queden dentro de la aber
tura; ello se traduce para cada punto inicial de las mismas, en que -
so6lo habrd ciertas direcciones de salida que contribuyan a la corrien
te recogida. Esta situacidn puede representarse por una variable angu
lar g, de tal manera que en una posicién inicial dada Pin las trayec-
torias campo dngulo de salida esté incluido en g pasan 2 través de la
abertura; la variable complementaria a = 2% - g incluye las direccio-

nes de salida de los iones que no son recogidos, Fiqura IV.15.

Vamos a describir el esquema sequido en la elaboracidn del
programa para el cdlculo de la corriente. Bisicamente hemos partido -
de una serie de supuestos para los que se obtienen unos resultados ¥y
posteriormente se estudia la influencia que sobre ellos tiene variar
algunos de los paréametros. Asi, el punto de partida cs definir con -
precisién la zona en que se pueden generar los iones por colisidn con
el haz electrénico; para ello hemos utilizado los cdlculos del aparta
do IV.2.2, 1o que implica un desplazamiento aproximadamente lineal con
Vr de esta regidn hacia el repeledor. Puesto que la zona tiene una -
cierta anchura en !; direccidon del eje de la fuente se han tomado cua
tro 1ineas radiales representativas, simétricas respecto a la linea -

media del haz de electrones; las dos lineas interiores estdn separadas
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por un intervalo oz = 0,15 mm y-las dos exteriores por un 4z = 0,85

mm. En cada una de estas lineas y a intervalos Ap = 0.07 mm se situa
la posicidn inicial de los iones. Para incluir el efecto de la agita-
cion térmica hay que hacer un barrido angular en la direccidn de la -

velocidad para cada una de estas posiciones.

Una vez fijadas las condiciones iniciales procedemos al cdl
culo de trayectorias. Para ello hemos utilizado el método dc la fuer-
za promediada en la primera etapa y el de diferencia centraies en las
restantes. Se ha hecho un estudio para determinar la extensidn de la
zona de tercer orden {(ya vimos que 1a de primer orden 1lega hasta 0.1
mm) concluyendo que es aplicable con un error inferior al 1% para pun
tos situados como maximo a 0.7 mm del eje; en las posiciones mis ale-

Jjadas se usa el cdlculo directo.

Para estimar la corriente toga] que llega al colector hay -
que sumar todas las contribuciones teniendo en cuenta la simetria de
revolucion; asf, al calcular el volumen engendrado por los contornos
de 1a Figura IV.15 al girar alrededor del eje de la fuente se obtie-
nen aportaciones proporcionales al factor BPin: Sin embargo hay que -
notar que con este proceso inicamente se cuentan los iones cuyas tra-
yectorias transcurren en planos de simetria. Una forma aproximada de
incluir otras aportaciones, que nosotros hemos utilizado, es suponer
que no entran aquellas trayectorias comprendidas en el dngulo sélido
definido por una superficie esférica centrada en cada posicidn radial

y por el angulo planc a. En este caso la contribucién de cada punto -
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del diagrama es proporcional al factor {1 - cos(a/2)}p, -

Aunque hay muchos parvdmetros que pueden modificar los resul
tados particulares de la fuente presenta un comportamiento general -

que podemos resumir en la forma siquiente:

“

a) Los iones generados en la zona paraxial y en la de tercer
orden méis préxima al eje son todos recogidos. A partir de cierta dis-
tancia algunos de los iones cuyo dngulo de salida es mas desfavorable
no entran. E! valor de « aumenta con Pin® ésto permite minimizar el -

tiempo de computacidn.

b) De las cuatro lineas representativas de la regidn de io-
nizacidén, la mas proxima a la abertura de salida es la que da una con
iribucién menor; en general aumenta el nimero de ienes recogidos en -
las siguientes lineaé, si bien para algunos valores dc vr la contribu

cién de las dos lineas intermedias es pricticamente la misma.

En la Figura IV.15 se muestran los diagramas que ilustran -
este comportamiento para dos valore: del potencial repeledor; es de -
notar la diferencia, para un mismo valor de Vr, entre las dos lineas

representativas.

La Figura IV.16 muestra como varia la corriente recogida en
funcidn del potencial repeledor. Se ha supuesto que la temperatura de)

gas es de 300°K y la regién de jonizacién se extiende hasta 0.21 mm
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Hemos hecho un cstudio modificando diversos pardmetros de -
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la simulacidén que pueden influir en esta curva, presentaremos una dis

cusidn de aquellos que nos parecen mds significativos,.

Velocidad térmica inicial.~- Es probable que en una situa-

cién tan dindmica como es el proceso de formacidn y extraccion de io-
nes no exista un equilibrio térmico y los iones pueden tener una dis-
tribucidn de velocidades arbitraria. Para estudiar este efecto se han
repetido los cdlculos anteriores suponiendo una velocidad inicial de
408 m s'1 lo que equivale a una temperatura de 400 K; hemos analizado
una temperatura mayor para tratar de tener en cuenta el hecho de que
el filamentc emisor de electrones se encuentra prdximo a la cdmara de
jonizacidn y elevard apreciablemente la temperatura de las paredes.
En 1a Figura IV.17 se representan los valores obtenidos. Puede verse
que la corriente total es menor que en el caso anterior pero la forma
‘de 1a curva y el cociente entre mdximo y minimo se modifican relati-
vamente poco. E1 valor de a para Pin intermedias es bastante mayor que
para T = 300 K pero esta disminucién.de la corriente recogida es par-
cialmente compensada por un valor mds pequefio de o« en las posiciones

radiales externas.

Puntos representativos de la regidn de ionizacién.- EI pro

grama de simulacidn desarrollado puede representar solo en forma apro
ximada el comportamiento real de la fuente ya que se hace precisa una
discretizacidon de la regidn en estudio a fin de que el tiempo de com-
putacidén no resulte excesivo. Hemos realizado pues algunas modifica-

ciones en este sentido. Cabe destacar la influencia de una eleccidn -
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Figura IV.17.- Corndiente de Lones recogida en funcibn de La ddp entnre
La cdmana y el nrepeledon. M6dulo de La velfocidad ini-

cial 408.0 m 5" 1.

adecuada de 1a regidon de ionizacign, si la anchura se supone menor que
la utilizada en la Figura IV.16 al mdximo tiende a desplazarse hacia

valores de V. crecientes; en la practica la anchura de esta zona depen
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derd de 1a forma del haz de electrones, el valor que hemos tomado de
1.82 mm incluye todas las aportaciones apreciables como puede verse
en los diagramas y sera aplicable a regiones de esta anchura o mayo-

res.

Para analizar si la discretizacién es correcta hemos visto
lTa variacién de los resultados al considerar mds o menos 1ineas repre
sentativas y mayor o menor densidad de puntos sobre cada l1inea. Si se
consideran dos lineas solamente -las internas- la forma de la curva
/1

tomamos dohle nimero de puntos por 1inea, ésto es a intervalos de

no varia y el cociente I aumenta ligeramente. En cambio si

max min

0.035 mm, el cociente aumenta a 1.1. Concluimos pues que el intervale

Ap no es suficientemente pequefio y nos 1leva a resultados por defecto

en el valor [ /1

max EV utilizar un mayor nimero de puntos sin em

min-®
‘bargo, supondria un tiempo de computacién excesivamente largo para re

producir toda la curva.
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IV.3.- ESTUDIO EXPERIMENTAL DE UNA FUENTE DE IONES NIER

E1 estudio tedrico que hemos realizado es en principio apli
cable a una fuente que, dentro de ciertas limitaciones, nosotros esta
mos en condiciones de caracterizar en el laboratorio. E1 sistema dise
flado es bdsicamente el que se representa en la Figura IV.5 si bien to
do ello va incorporado a una configuracién mds compleja en 13 que se
incluye el colector de iones y todo el equipo necesario para el fun-
cionamiento. En los apartados siguientes presentaremos el disefio y -
montaje 1levado a cabo asi como las medidas efectuadas para analizar
lTus aspectos mds interesantes del sistema. Concluiremos con una discu
sion de los resultados y su comparacidn con los obtenidos mediante la

stmulacidon numérica.

'IV.3.1.- Disefio y Montaje Experimental

En la Figura IV.18 se muestran los componentes basicos del
sistema disefiado; 1a-fuente se sujeta mediante dos vastagos a1 la par-
te superior de una cdmara de vacio (contorno en forma de capa de la
Figura 1V.5), la parte inferior de esta cdmara estd conectada median-
te un tubo de 1 cm de didmetro y 2.5 cm de altura al sistema de vacio
de forma que la fuente estd aislada del resto de los posibles compo-
nentes de la experiencia {(blanco a bombardear, analizador energético,
etc.), ello se hace porque en general la presidon en la regién de la -
fuente va a ser bastante mds alta que la que se precisa en 1a regién

de bombardeo. lLa placa de salida se aﬁoya sobre la base de la cémara
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de vacio, por ello en el esquema no se representan como elementos di-

ferenciados.

Todos los electrodos se han construideo en acero inoxidable
de 0,5 mm de espesor, para aislarlos se emplean pasadores y arandelas
de esteatita. Las dimensiones de las aberturas y la separacifn entre
placas son las dadas en la Figura IV.G. El filamento emisor de elec-
trones es una cinta de renio de 0.8 mm de ancho, 10 mm de largo y 0.03
mm de espesor, se prefiere este metal al tungsteno por ser de vida -
més larga. Los electrones entran en la cdmara de ionizacidon a través
de una abertura de 5x1.5 mm2 situada ea la pared lateral a 1 mm de Ga

base.

En las medidas se ha utilizado gas argon que se 1leva direc
‘tamente a la cdmara de ionizacién por medio de un tubo con dos ramas,
una de ellas comunica con la vdlvula de entrada de gas y la otra con

un manémetro.

A la salida de 1a fuente se encuentra el sistema de andlisis
en energia y deteccidn de los iones, formado por una placa retardado-
ra con una rejilla circular de 1.1 cm de didmetro y una placa colecto
ra conectada a un electrdémetro; esta Gltima se encuentra aislada de -
forma que solo 1legan a ella los iones que pasan a través de la reji-
11a, para ello se ha apantallado con una tela metdlica dispuesta como
se muestra en la Figura IV.19. En esta figura se incluye también el -

montaje eléctrico utilizado en las medidas.
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L
VARIAC I

FUENTE
DC . n

- TF

MULTIMETRO :

AL ELECTROMETRO

Figura IV.19.- Montaje experimental de La fuente de fores.

Mediante una red de polarizacifn se conectan las placas a -
los potenciales adecuados; la nomenclatura y Jos valores que se han -

dado a 1os mismos es la siguiente:



Potencial
Potencial
Potencial
Potencial

Potencial

repeledor
cdmara ionizacidn
acelerador
filamento

retardador
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p T variable

A 200. V

a "o 130. V
———————— 40. V

pt " variable

E1 resto de los electrodos del sistema se encuentran conec-

tados a tierra. Sefialaremos finalmente que la calefaccidén del filamen

- to se realiza mediante un autotransformador cuya salida varfa entre -

cero y 220. V y estd conectado a unr segundo transformador que suminis

tra la intensidad necesaria para alimentarlo.

IV.3.2.~- Medida Experimental de la Curva Iy V

r

E1 montaje efectuado para medir la variacidon de la corrien-

te de iones con Vr es el que se da on la Figura IV.19; la rejilla se

encuentra conectada a tierra de forma que en este caso actda como una

abertura limitadora de la corriente que 1lega al colector. Partiendo

de una presién inicial de 0.5 micrones de Hg se introduce argon en la

cdmara hasta un valor de 3 u.

E1 trabajar con este orden de valores -

de la presidn es una de las limitaciones de nuestro sistema ya que -

usualmente estos equipos trabajan con una presién diez veces por deba

jo como miximo, con el fin de evitar posibles descargas si se trabaja

a altas energias y de asegurar que el recorrido libre medio es 10 su-

ficientemente grande como para que los iones no colisionen con el gas,

1o cual provocaria su desenfoque.
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Una vez polarizados les e1ectrodos‘de la fuente, se calien-
ta el filamento hasta tener una corriente de emisién de 100 pA. Cabe
optimizar el valor de la corriente de iones variando la ddp entre el
filamento y la cdmara; nosotros hemos obtenido un valor miximo para -
una ddp Vo = 160 V. Examinando la curva de la seccidn eficaz de ioni
zaci6n para el argon en la Figura IV.2 vemos que el valor Optimo co-
rresponderia a ch = 82 V, creemos que influye también el hecho de -
que la regidn de ionizaci6n se desplaza con el valor de ch y el maxi

mo experimental resulta del compromiso entre los dos factores.

En la Figura IV.20 se representan los valeres de la corriepn
te recogida en el colector de iones en funcidn del potencial repele-
dor. Sefialaremos algunas dificultades encontradas al efectuar esta ex
periencia. Dos de Tos pardmetros que influyen mucho en el valor de I,
‘son la corriente de electrones y la presidn del gas, por ello deben
permanecer constantes para no falsear Tas medidas; al no disponer de
n1ng§n mecanismo de control resulta diffcil lograrlo y ello se tradu-
ce en una mayor dificultad y lentitud en las medidas. Otro problema -
importante es la alineacidén de la rejilla retardadora y el colector -
con el resto del sistema, esta parte se puede mover desde fuera y elio
nos permitid idear una forma de conseguir la mejor alineacidn posible;
experimentalmente se comprueba que el valor de Ici es muy sensible a
las varfaciones de posicidn sobre todo cuando Vr es grande; de hecho
la corriente recogida es mixima para la posicién mds correcta y esta
ha sido siempre Ya optimizacién que hemos realizado antes de comenzar

las medidas.
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Un factor que en el montaje utilizado puede 1ntroduc{r error

en la JTectura de Iy es el de la emisi6n secundaria de electrones pro

vocada por la incidencia del haz en el colector; generalmente se evita
este problema con el uso de cajas de Faraday; sin embargo en el rango
de energias empleado, el efecto es poco importante -véase por ejemplo

Carter y Colligon (1968), p&g. 38 y siguientes-.

Se han hecho diversas medidas modificando la corriente de -
emisfdn del filamento Tes y la presién de argon; la forma de las cur-
vas no difiere mucho de 1a presentada en la Figura IV.20, aumentando

la corriente recogida para un mayor valor de IF o de 1a presidn.

IV.3.3.~ Distribucién en Energia. Analizador de Campo Retardador.

, Una solucidn frecuentemente adoptada para resolver el pro-

blema de medir la distribucifn en energfas de un haz de iones, consis
te en el uso de un campo electrostdtico retardador, en el cual la -
energia de las particulas se infiere de 1a altura de la barrera de po

tencial que son capaces de superar.

Existen diversos tipos de analizadores basados en este prin
cipio; Simpson (1961) realiza un estudio critico de los mismos. El mds
simple es el basade en una geometria de placas paralelas, Figura IV.19
las particulas de carga q entran en el sistema con una energfa cinéti
ca E. = q V, sufren el efecto retardador del campo electrostdtico -
axifal y alcanzan la placa colectora si la energfa cinética inicial es

suficiente. Asi, para un haz monoenergético, la curva 1, - Vrt serd
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un escaldén con el corte en Vrt = V.

Hay que hacer notar sin embargo que la altura de la barrera
de potencial no es una medida de la energia total, sino de 1a canti-
dad de movimiento en la direccién normal a las curvas equipotenciales.
La diferencia entre "energia total” y "energija normal" marca el limi-
te de resolucién alcanzable -entendiendo aqui como falta de resolucidn

del analizador el hecho de que no mida realmente la energfa total-.

Suponiendo que el haz de particulas tiene un radio finito
r,» Y una apertura angular finita a, Simpson (1961) obtiene 1a resoly

cidn 1imite, para o« pequeiio,

2
AE _ "h
T - ‘l‘az- (Iv.10)

siendo d la distancia entre placas y AE la diferencia entre 1a ener-

gfa total y la energfa fparalela" al movimiento de los ione:.

Si tenemos una fuente puntual de particulas situada a una
distencia p del orificio de entrada de radio Ths Se obtiene para ta -

resoluciéon el valor

2 2

AE _ 'n +4d

AE (1v.11)
E " 16d°

( E1 uso de una malla o rejilla en lugar de un simple orifi-
cio, permite analizar haces cuyos didmetros son grandes frente al ra-
dio efectivo ™ (semiespaciado de 1a rejilla), sin pérdida de resolu-

cidn. Este es el dispositivo que hemos disefiado para nuestra experien
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cia. Asi, para los valores rn =0.2mm, p=260mm, d =3 mm se obtie-

ne de (IV.11) una resolucién AE/E=4x10-4.

En la Figura IV.21 se representan dos curvas de la variacidn
de la corriente de-iones en funcién del potencial retardador siendo -
el pardmetro Vi Del andlisis de las mismas podemos concluir que la -
dispersidon total en energia es del orden de 3 eV; sin embargo y tenien
do en cuenta la resolucién obtenida, estimamos que un gran porcentaje
de la corriente del haz se encuentra en un intervalo de energia de -

unos 2 eV.

E1 hecho de disminuir Vr no modifica favorablemente la dis-
persién,se puede justificar esto teniendo en cuenta que al desplazar-
se la region de ionizacién hacia la base es la penetracion del poten-
‘cial extractor la que Impone la distribucidn en esa zona, mids que la
ddp entre cdmara y repeledor. Para potenciales Vr mis altos sin embar

go, éste seri el factor predominante.

IV.3.4.- Discusién de los Recsultados. Comparacidén con la Simulacién

Numérica.

Centraremos la discusi6n en las dos curvas experimentales

que hemos presentado en los apartados anteriores.

Con respecto a las grdficas Ici - Vr cabe sefalar que cuali

tativamente que las curvas tedricas, Figuras IV.16 y IV.17, y la expe



rimental, Figura IV.20, presentan un comportamiento muy semejante

I y en Ya parte correspondiente a valores de Vr grandes.

cimax/Tcimin

En 1o que se refiere al andlisis en energia del haz, hemos
hecho un estudio para el punto Vr = 202 V. Se puede estimar la distri
buci6n en energia del haz ya que tenemos fijada la regidn de ioniza-
cidn y es irmediato calcular el potencial en la misma. Suponiendo que
las lineas que limitan la zona se encuentran en zy = 0.38 mm y z, =
= 1.23 mm, la dispersién viene dada por aV = (200.4 - 198.2)} V = 2.2V;
a este valor hay que afiadir la provocada por la energia térmica ini-
cial de los iones. La curva experimental de la Figura IV.21 estd en -
buen acuerdo con las predicciones tebSricas tanto en el rango de ener-
gfa del haz como en su dispersién, si bien para ésta se tiene un va-
Tor mds alto.

En ambos tipos de experiencias se encuentran presentes diver

sos factores que pueden justificar las discrepancias encontradas al -
compararlas con los resultados numéricos. A nuestro juicio cabe desta

car las siguientes:

Inestabilidad de los pardmetros.- Ya hemos indicado anteriormente que

una de tas principales dificultades al realizar las medidas es la fluc
tuacidn de dos de los pardmetros, esto es, de la presién del gas y de
la corriente de emisi6n electrfnica. Para subsanar en parte esta defi

ctencia se han repetido varias veces las medidas.



Las fluctuaciones de otros pardmetros, tales como la tensién
de polarizacion de los electrodos, deben ser poco importantes ya que

se ha utilizado una fuente de tensidn altamente estabilizada.

Presidn del gas.- Por limitaciones del sistema nos hemos visto obliga

dos a trabajar en un rango de presiones que es quizd demasiado eleva-
do para este tipo de fuente. Hemos hecho un cdlculo aproximado del re
corrido libre medio de electrones y de las moléculas de argon con el
fin de comprobar si el enfoque va a estar afectado o no por las coli-
siones. Asi, en la ecuacidn (IV.3) hemos aplicado un modelo de eésfe-
ras duras para determinar ¢: tomando el radio del argon igual a 1.91R

y suponiendo T = 300 K results x, = 9 cm y ) = xe/4/7 = 1.6 cm.

gas
Puesto que los iones en esta regi6n recorren una distancia inferior a
3 mm y el recsto transcurre en una zona de presiones progresivamente -
‘mis bajas, cabe esperar que el efecto de desenfoque debido a las coli

siones no cea muy importante.

Aberraciones mecdnicas.- Segiin hemos visto en el capitulo II para evi-

tar este tipo de defectos se requiere en primer lugar una perfecta me
canizacidén de los electrodos, y por otra un montaje cuidadoso de los
mismos de forma que se tenga una reproduccién correcta'del disefo. Por
falta de material que todo ello requiere, no nos ha sido posible mini
mizar el efecto de estas aberraciones y consideramos que son el factor
més influyente en las diferencias con los resultados que se obtuvieran
para una fuente ideal. Todo ello debe afectar principalmente a las tra

yectorias no paraxiales ya que por transcurrir mds préximas a los bor
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des de los electrodos son mis sensibles a la falta de simetria de los

campos y al subsiguiente desenfoque.

Asf pues, refiriéndonos a la curva de la Figura IV.20 (Ici'
Vr), el efecto de aberracidon mecdnica debe hacerse particularmente no
table en la regidn de Vr grandes ya que los campos son mds intensos.
Nosotros hemos hecho una comprobacidn desplazando la rejilla y el co-
lector respecto del eje del sistema; l1a curva que resulta en este ca-
so es en el primer tramo similar a la citada -si bien la corriente de
cclectnr es mas pequefia- alcanzando un miximo en Vr = 202 V, después
fa corriente baja hasta un valor minimo en Vr = 205.5 V, si seguimos
aumentando Vr lTa corriente no aumenta ya su valor lo que viene a corro
borar nuestra afirmacion de Ta importancia de un correcto montaje y -
‘alineamiento del sistema. Concluimos pues que las diferencias entre
I

e 1 deben ser menores que las obtenidas en nuesira fuente.

cimax cimin

Esto nos 1leva por otra parte a una mejor concardancia con el compor-

tamiento previsto mediante simulacidén numérica.

La Figura IV.21 de andlisis retardador también estd afecta-
da por la aberracifn mecdnica; a ello hay que afiadir el que probable-
mente se generan iones fuera de Tos limites previstos en la simulacion
ya que la regidn externa del haz de electrones es mds influenciada por
la abertura de entrada a la cimara de fonizacién, efecto que nosotros

no hemos considerado.
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CONCLUSTIONES

La investigacidn reflejada en esta memoria se ha referido a
métodos de andlisis y disefio de sistemas en 6ptica de particulas car-

gadas; en concreto se ha centrado en:

a) Estudio de lentes electrostiticas.

b) Estudio y disefio de una fuente de iones.

Aportaciones originales en este trabajo han sido: 1) el de-
sarrollo de expresiones analfticas para los coeficientes de potencial
en el método de Densidades de Carga, basdndonos en su significado fi-
'sico. Esta aportacién aumenta notablemente 1a potencia del método co-
mo se muestra por el estudio de varias lentes. ii) La consideracidn -
de las trayectorias electrtnicas en la definicidn de la regidn de io-
nizacidn como hase para la descripcidn de un modelo de fuente por im-
pacto electrfénica. iii) La fuente disefiada concuerda en su comporta-
miento cualitativamente con la simulacién numérica: el miximo de co-
rriente i6nica se obtiene muy exactamente para el valor del potencial
repeledor previsto y la forma de la curva es semejante, si bien la se
paracién entre mdximo y minimo es bastante mayor. Atribuimos esta dis
crepancia bdsicamente a las aberraciones mecdnicas del sistema. El es
tudio experimental de 1a distribucién y dispersidn en energia del haz

de iones, concuerda también con la previsidn tedrica.
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A continuacién resumimbs las conclusiones fundamentales del

trabajo, expuestas por capftulos de esta memoria:

I. ‘

Planteamos 1a necesidad de elegir un método adecuado para -
1a resolucidn del problema electrostdtico en. configuraciones con sime
trfa rotacional, con el fin de abordar posteriormente su caracteriza-
cién 8ptica. Proponemos la utilizacib6n del Método de Densidades de -
Carga ya que se trata de una técnica muy potente y con una gran flexi
bitidad en 1o que se refiere a la simulacién de cualquier geometria.
E1 mayor inconveniente del mismo estd en que por 1o general la obten-
cién de los coeficientes de potencial requiere el uso de integracidn
numérica. Para evitarlo proponemos 1a generacidn de nuestros sistemas

por combinacidn de dos tipos de subelectrodos: coronas circulares y -

‘'superficies laterales cilindricas. Para ambos tipos hemos puesto a pun

to los cdlculos necesarios en la obtencién de los coeficientes de pa-

tencial por expresiones analfticas.

Como comprobacién estudiamos dos problemas de solucidn cong
cida comparando los resultados analiticos y numéricos. Mostramos las
ventajas de efectuar una divisi6n no uniforme de la gebmetria y con-
cluimos que Ta aproximacidn obtenida es muy buena, especialmente en -
puntos no situados sobre lTos electrodos y cerca de los bordes; notemos

que &ste serd el caso en la mayorfa de los cdlculos posteriores.

Analizamos la posible sustitucidn de la distribucidén de car
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ga superficial sobre los conductores por una distribucidon lineal equi
valente. Se hace un estudio de la validez de 1a misma en funcidn del

tamafio relativo de las coronas o las cintas cilindricas. Para no per-
der precision parece necesario un niimero comparativamente mayor de -
subelectrodos, si bien para los coeficientes de poiencial se tienen -

expresiones mds simples.

IT.

Después de presentar los parametros caracteristicos de la -
6ptica paraxial, estudiamos los métodos puestos a punto para la inte-
gracidn de trayectorias, tanto en esta zona como en la de tercer orden.
Obtenemos las férmulas pava el c8lculo de las aberraciones esférica y
cromitica que, usualmente, son las que mds van a limitar el buen com-
portamiento optico de los sistemas. Finalmente examinamos las aberra-

‘ciones mecdni-cas producidas por un montaje defectuoso de los mismos.

E! capftulo se dedica al estudio de la Tente einzel de elec
trodos plaros. En la primera parte realizamos una revisidn critica de
las aproximaciones, tanto analfticas como numéricas, llevadas a cabo
hasta hoy para la resoluci6én del problema electrostitico e integracién
de trayectorias en esta lente. En la segunda parte presentamos la for
ma en que se ha calculado el potencial por el método de Densidades de
Carga propuesto. A la vista de 1os errores obtenidos en los puntos mis
criticos, cabe esperar una aproximacién muy buena para el potencial -

en el eje de la lente, sobre todo teniendo en cuenta que las expresio
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nes que intervienen en su cd&lculo son mucho mds simples que las gene-

rales.

Uiilizando las técnicas puestas a punto en el capitulo ante
rior obtenemos, para dos geometrfas tipicas, las curvas de variacién
de Tas distancias focal y focal media asf como las de aberracidn esf§

rica y cromitica, en funcidn del potencial del electrodo intermedio.

Al comparar nuestros resultados con los obtenidos por otros
procedimientos numéricos se tiene una buena concordancia en la mayorfa
de los casos; las diferencias son justificables por el valor dado a la
altura del cierre de 1a lente, que ha de ser lo suficientemente grande
como para asegurar que las trayectorias comienzan y terminan siempre
en regiones Je campo nulo. En la compavacidon con datos experimentales
‘también resultan diferencias pequefias; para lentes cuyo electrodo cen
tral es relativamente grande resultan mayores discrepancias debido a
que en estos casos influye bastante la curvatura del borde del diafrag

ma central, que en la simulacifn se supone en forma de &ngulo recto.

E1l capftule concluyc con el disefio de una lente einzel uni-
potencial con aberracidn cromdtica minima y el andlisis de las venta-
Jas que tanto en ahorro de memoria como de tiempo de computacidn pre-

senta el método propuesto en comparacidn con los otros estudiados.

Iv.

E1 contenido del capftulo se centra fundamentalmente en el
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estudio de una fuente de iones Nier. Tras revisar los aspectos basi-

cos de disefio y funcionamiento de la misma y el estudio realizado pa-
ra el caso de simetria planar, abordamos su andlisis mediante un mode
1o de simulacién numérica, basado en las mismas técnicas que empleamos

en la lente.

En la zona paraxial vemos la formacidn de imdgenes reales y
virtuales, siendo el parametro el potencial del repeledor. El compor-
tamiento en la regién no paraxial queda caracterizado por el coeficien

te de aberracidn esférica definido para puntos objetos no axiales.

La curva que mds interesa a nivel prdctico es la de varia-
cién de la corriente de iones recogida en funcién del potencial repe-
tedor Vr. Pira simularla hemos elaborado un programa que calcula la -
corriente de iones que atraviesa un diafragma situado a Ta salida de
la fuente, suponiendo unas condiciones iniciales de posicidn y veloci
dad para la particula. Un estudio previo muestra que la regifn de io-
nizacién se desplaza hacic: el electrodo repeledor a medida que el po-
tencial del mismo se hace mds positivo; la velocidad inicial puede su
ponerse igual a 1a de la molécula gaseosa antes de ser jonizada. La
curva obtenida pasa por un miximo para una ddp de 2 V entre repeledor
y cdmara y por un minimo para 6 V. Al asignar una velocidad térmica -

inicial mayor no se tienen variaciones significativas en la curva.

Ln un segundo apartado se muestra el disefio y montaje expe-
rimental realizados para la caracterizacidn de la fuente de iones es-

tudiada. La curva que resulta para la variacidén de la corriente idnica
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en funcidn de Vr es semejante a Ja obtenida por el modelo numérico.
Coinciden, dentro de un margen de error fijado por la separacifn en-
tre los puntos de la curva, las posiciones del mdximo y minimo si bien
/1

Y, por otra parte, la corriente para valores de Ve mds positivos -

el cociente 1 es bastante mayor en la curva experimental

cimiax/ “cimin
es menor en ésta. Las aberraciones mecdnicas producidas por una inevi
table mecanizaci6n defectuosa de los clectrodos y una imperfecta ali-
neacion de los mismos son probablemente las principales causas de o

y aparte las diferencias entre unos y otros resultados.

Se ha efectuado también un andlisis de la distribucidn en
energfa del haz, utilizando un campo electrostdtico retardador; de las
curvas puede concluirse que para Vr = 202 V, la energia de los iones
se situa entre 198 y 201 V aproximadamente si bien la mayor parte de
‘la corriente se encuentra en la regién central de esta distribucidn.
La concordancia con 1as previsiones tedricas es buena aunque hemos de

considerar siempre las limitaciones de uno y otro estudio. -

En resumen concluimos que para la fuente disefiada el punto
de funcionamiento dptimo se encuentra en el entorno V. = 202V, obte-
niendose un haz con una distribucidn en energia en el intervalo 198-

201 V.
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Consideramos que el estudio realizado puede constituir la -
base de nuevas investigaciones; en concreto las lineas que quedan -

abjertas y en las cuales pensamos proseguir nuestro trabajo son:

- Aplicacidn del Método de Densidades de Carga al estudio de diversos
tipos de lentes. E1 mayor interés se centra en el disefio de lentes
con aberraciones minimas, 1o que fmplicard el andlisis de configura

ciénes asimétricas.

- En el aspecto tedrico del estudio de fuentes de iones cabe analizar
la influencia de algunos pardmetros {crosor de la base de la cdmara

de ionizacidén, etc.) en las caracteristicas del haz de iones. Puesta

a punto de los cdlculos que permitan incluir el eferto de carga espa-
cial, 1o que permitird ampliar el rango de aplicaci¢n del modelo a -
‘fuentes con mayor intensidad idnica. Estudio tedrico y realizacidn ex
perimental de una fuente de m&s alta energia para su aplicacidn en -

procesos de decapado.
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__APENDICE

CALCULO NUMERICO DE LAS INTEGRALES ELIPTICAS

En nuestro estudio han aparecido con frecuencia expresiones
en las que intervienen este tipo de integrales; vamos a estudiarlas -
brevemente y a indicar el procedimicnts por el que se han evaluado.

La expresibn mas general, en la forma trigonométrica, de estas integra

les es
¢ 1
£E11(¢,k) = ] de (A.1)
0 (1_k259n26)1/2 :
¢ 2
£12(4,k,c,d) = “‘2'”3“’132 do (A.2)
0 (l"k sen 6)
. R 1
E13(¢,k,m) = > = df (A.3)
[0 (1+m?;enze)(1—kzsen26)1/2

{A.1), (A.2) y (A.3) se denominan integrales elfpticas de 12, 22 y 32
especie respectivamente; k es el mbédulo y ¢ el argumento, la integral
E13 dependen ademds del parametro m que deberd ser rno nulo. Una varia

ble muy utilizada es el mddulo complementario k' definido por

K'? =1 -2 (A.4)
Con vistas a la computacidn numérica y por razones de esta-
.bilidad, resulta mds adecuado usar ccmo pardmetros el médulo complemen

tario y 1a tangente del argumento; efectuando estos cambios de varia-



ble result

las integr

E

E

E
en donde t
mo caso pa

nen 1as in

prictica;

F($,k)

E(e,k)

B(¢,k)

D(¢,k)

y (A.10) a

22 especie

18y.

an las siguientes expresiones, en forma algebrdica, para -

ales
X
1
11(x,k') = J dt (A.5)
. (1red) (106 212), 172
, « L2
12(x,k',c,d) = £t dt dt (A.6)
Io (1+t2) ((1+t2) (14K 2¢ %)y 1/ 2
13(x,k',m) = . S dt  (A.7)
Jo (1+(1+m2) t4y ((1+t8( 1k 225y 172

= tgb y X tgé. Hemos de notar que E12 incluye el E11 co-
rticular y que para determirados valores de ¢ y d se obtie-

tegrales elfipticas que mds frecuentementc aparecen en la -

asf
'
= (1-k%sen?0) 172 4o = E12(x,k',1,1) = E11(x,k') (A.8)
Jo
rd .
= | (1-k%sen?6)12 4o = E12(x,k',1,k'?) (A.9)
Yo
;0 2
CO0S 8
. de = E12(x,k',1,0) (A.10)
: 0 (l-kzrsenze)l/2
(¢ 58"26 ( ) (A 11)
= de = E12(x,k',0,1 ;
Jo (l-kzsenze)l/2

Nosotros concretamente hemos utilizado las expresiones (A.9)
las que denominamos integrales elipticas normales de 18 y

respectivamente. Cuando x = « o0 bien ¢ = w/2 se dice que

lTas integrales son completas, éstc es
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K(k)

wF(""/zyk)

E(k) E{n/2,k) (A.12)

1

n{k,m) = E13(n/2,k,m)

Existen numerosas tablas que dan con buena aproximacidn el
valor de las integrales, también pueden obtenerse por desarrollo en

serie -ver por ejemplo Byrd y Friedman (1971)-.

En el cdlculo de las integrales elipticas de 12 y 22 espe-
cie nosotros hemos utilizado los 2lgoritomos desarrollados por R. Bu-
lirsch (1965), para argumento real. Vamos a dar el esquema de estos -
algoritmos comenzando por el correspondiente a E12, los restantes pue

den obtenerse como casos particulares de aquél:
a) Integra) eliptica incompleta de 22 especie.-

Su cdlculo estad basado en la aplicacién de la transforma-

cidn de Landen definida por:

X
E12(x,k',c,d) = 1‘1?’ (E12(x, .k} cqady) + F(c-d) 67%_)—17_2) (A.13)
b4
. 1
en donde ,
¢; = § (c+d) 5 d) = Jher (deck')
1/2 '
= 2k)TT - (1+k')x
k1 1+k° X {ﬁ— (A.14)
-1
0 = tg " (xq)

Mediante sucesivas transtormaciones se puede obtener

E11(x,k',c2,d2), etc. Junto con cada transformacidn se efectda un pro



191.

ceso de media aritmética-geométrica; se comienza con el par de nidme-

ros
a, = 1
(A.15)
9, = Ik'|
y los siguientes pares se obtienen mediante las expresiones
41 T 3 9, ;
(A.16)

1/2
Ine1 Z(an : gn)

También es preciso generar las secuencias de nimeros Ci' Di

mediante e) siguiente esquema d2 iteracidn

0 0
D
= 1 n
l:“+1 =5 (cn + ;;) (A.17)
Dn+1 = Dn + Ip - cn

Por G1timo, se realiza en cad2 paso una transformaci6n del argumento

dada por

1

a9, = TXT
(A.18)

- _._n
angniy ang,, ang

La iteracidn acaba, tefricamente, en el N-é&simo paso cuando
ay = 9y- En la practica el proceso se detiene cuando se cumple que
1 - aN/gNl < lO'D, siendo D el nuamero de digitos en Ta mantisa de -
‘los nimeros de punto flotante. De esta forma se tiene un error relati

0

vo de truncamiento del orden de 10°°, R. Bulirsch (1965).



En el N-ésimo paso la integral se expresard, de acuerdo con

(A.13), en la siguiente manera

ao ’
E12(x,k',c,d) = 72 E12(xy,k
N

ﬁ’cN’dN) + S (A.19)
siendo
_c-d 1 1 3979, e, 1 %%
S = 5 (al sen¢1 + 2 —EIa— —= L ay 3 e
ay_,-9y_, Send .
oAz Nz DN (A.20)
N-1 2
con
a, ’
sen ¢ = ————— (A.21)
+ /angz+a2
n °n

Ja eleccidn del signo de la raiz debe hacerse de forma que ¢i=tg'1(xi)

crezca continuamente con el indice i. Para ay = gy se verifica

kﬁ =1, kN =0, por tanto

E12(x,,kjacy0dy) = J fey + (dy-cy) sen’t) dt = N

-7 (dN - cN) sendy COSPy (A.22)

y la integral buscada puede obtenerse finalmente en la forma

-d

c a c
EV2(x,k',c,d) = -2;—1 tg™! (ﬁ;‘—u> £S5+ *l‘_u (1) sensy cose, (A.23)

b) Integral eliptica completa de 12 especie.-

Es la integral mis facil de calcular y en este caso el algo

ritmo se simplifica notablemente, siendo tan solo necesario un proce-
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so de media aritmética-geométrica que comienza con el par de nimeros
a, = 2, 9, = 2k' y los siguientes pares se obtienen mediante las ecua
ciones (A.16). E1 proceso termina en la N-ésima iteraci6n cuando

ay = gy ¥ el valor de la integral viene dado por, R. Bulirsch (1965),

.ZN
ay

E]

K(k)

(A.24)
¢) Integral elfptica completa de 22 especie.-

bara su obtenci6n se realiza una media aritmética-geométri-
ca, definida en los mismos términos que en el caso anterior, y simul-

tdneamente se generan las secuencias

¢, =1 ; D =k'2
0 (A.25)

+C ; Cn+1=2(Dn+gn . cn)

'

La iteracidon termina cuando ay =9y Yy la integral se calcula mediante
1a expresién, R. Bulirsch (1965},

C

N+1 (A.26)
an

n
E(k) = 'y
d) Integral elfptica incompleta de 12 especie. -

Este algoritmo es muy similar al desarrollado en el primer
caso si bien resulta algo mds simple; asf, no se precisan las secuen-
cias definidas en (A.17) y la transformacién de Landen en cada paso -

se aplica ahora en la forma

1 - 1 L]
Evi(x,k') = T+ E]l(xl,kl) (A.27)
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Cuando ay = 9y se tiene kh = l,—kN = 0y la integral transformada se
reduce a la expresidn
*N
Ell(xN.kﬁ) = J dt = *N (A.28)
0
con 1o que E11 viene finalmente dada por

oy

E11(x,k') = ;E (r.29)

De acuerdo con el criterio impuesto para finalizar i0s pro-
cesos de iteracidn, todas las integrales se obtienen con un error re-
lativo de truncamiento del orden de 10°0. Nosotros concretamente he-
mos utilizado doble precisi6n en Jos cdlculos 1o que implica operar

con D = 16 cifras significativas.

La obtencidén de l1a integral elfptica completa de 3?2 especie

nv es inmediata. En primer lugar hay que distinguir varios casos se-~

'

gin el valor del pardmetro m:

caso [ 0<~m2<w

circulares
caso II k2 < m2 < 1
caso III 0 < m2 < kz

hiperb6licas
caso IV 1 < mz < o
caso V parémetro complejo

Nosotros, de acuerdo con (I1.28) y (1.29), estamos siempre
en el caso II, y Ta integral puede expresarse entonces como (e.g.

Byrd y Friedman, 1971)



mm{l - Ao(w,k)}

k,m) = K(k
nlkom) = K(k) + 20(m2-k%)(1-n2)y 172

v = sen ! ((1-m%) s k%31/2

o también en la forma

mm A, (£.k)
2{(m2-»k2)(1-m2)}1}2

v (k,m) =

£ = sen”] {(mz-kz)/(m2 k.Z)}l/Z

en donde Ao(u,k) es la funci6én Lambda de Heuman definida por

Aglask) = 2 (E(K) F(a,k') + K(K) E(a,k') - K(K) F(a,k')}

195.

(A.30)

(A.31)

(A.32}

(A.33)

(A.34)

Vemos pues, que la integral eliptica completa de 32 especie

puede obtenerse en funcién las de 12 y 22 especie; en nuestros calcu-

1os hemos empleado concretamente la ecuacidén (A.32) que es algo mids -

simple.
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