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Abstract

Chapter 1 introduces the connection between ordinal contingency table parametrizations
and positive dependence properties of cross-classified variables. The relationships are established
through generalized odds ratios in a contingency table. In the modeling of ordinal contingency
tables, the ordered structure of the levels of the cross-classifying variables is usually translated

into a related ordering constraint on the corresponding model parameters.

Chapter 2 deals with I independent binomial random variables related to an increasing orde-
red categorical variable. It is well-known that for such data it is not possible to use the classical
test-statistics such as chi-square or likelihood ratio with chi-squared asymptotic distribution,
but there exist appropriate order-restricted test-statistics with chi-squared-bar asymptotic dis-
tribution. This chapter provides an appropriate analysis that takes into account the ordered
categories of a variable as rows of a I X 2 contingency table. A new family of test statistics
based on phi-divergence measures is introduced and studied, using loglinear models, for the im-
portant problem of testing hypothesis that involves inequality order constraint on proportions
when the sample comes from independent binomial random variables. As a particular case of
phi-divergence based test-statistics, the classical likelihood ratio test is considered. In addition,
it is considered a modification of an example given in Silvapulle and Sen (2005) in order to
analyze the performance of phi-divergence based test-statistics and Wald type statistics. A si-
mulation study points out the importance of the family of test statistics introduced and studied

in this chapter.

In Chapter 3 an important objective is to asses the existence of a monotonic dose-response
relationship between a disease and an ordered exposure, that is a relationship in which disease
risk increases with each increment of exposure. A common way for a researcher to handle this,
is to construct a generalized linear model with binary data in wich X (dose) has a linear effect
on some scale, on a response variable Y. One of the most frequently used test-statistic to solve

the statistical problem consisting a monotone trend in binomial proportions at the same or



VI Indice general

opposite direction of the doses is, by far, the Cochran-Armitage test. When an underlying logit
based order dose-response model the Cochran-Armitage (CA) test represents the most efficient
test in the framework of the test-statistics applied with asymptotic distributions for testing
monotone proportions. The Wald and likelihood ratio test (LRT) have much worse behaviour
in type error I in comparison with the CA test. It suffers, however, from the weakness of not
maintaining the nominal size. The strong point of this chapter is the new family of test-statistics
based on ¢-divergence measures, and also the asymptotic distribution under the null hypothesis,
which is obtained either for one-sided or two-sided hypothesis testing. Indeed, the asymptotic
distribution is the same as the LRT, that even corrects the weakness in the preservation of
the nominal size and maintain similar properties in power. A numerical example based on real
data illustrates that the proposed test-statistics are simple for computation and moreover, the
necessary goodness-of-fit test-statistic are easily calculated from them. The simulation study
shows that the test based on the Cressie and Read divergence measure usually provides a better

nominal size than the CA test for small and moderate sample sizes.

Chapter 4 sets out the issue in a 2 x J contingency table. In this case the example takes
account of the results of an experiment to compare two treatments for ulcer. The main interest
concerns the possibility that the treatment is better than the control. New families of test
statistics are introduced and studied for the problem of comparing this two treatments in terms
of the likelihood ratio order. The considered families are based on phi-divergence measures and
arise as natural extensiones of the classical likelihood ratio test and Pearson test statistics. It
is proven that their asymptotic distribution is a common chi-bar random variable. Through
a simulation study it is shown that some members of this new family of test-statistic display
clearly better performance with respect to the power in comparison to the classical likelihood
ratio and the Pearson’s chi-square test, while the exact size remains closed to the nominal size.
In view of the exact powers and significance levels, the study also shows that the Wilcoxon

test-statistic is not as good as the two classical test-statistics.

Chapter 5 generalizes about I x J contingency tables. When some treatments are ordered
according to the categories of an ordinal categorical variable (e.g., extent of side effects) in a
monotone order, the interest could be focussed on knowing wether the treatments are equally
effective or not. One way to do that is to test if the likelihood ratio order is strictly verified.
Focussed on loglinear modeling, the theory associated with the asymptotic distribution of the
phi-divergence test-statistics is developed. An illustrative example motivates the procedure and
a simulation study, for small and moderate sample sizes, shows that it is possible to find ¢-
divergence test-statistic with an exact size closer to nominal size and higher power in comparison

with the classical likelihood ratio.
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Capitulo 1

Dependencia mondétona con variables

categoricas ordinales

1.1. Introduccion

En los ultimos anos se han incrementado espectacularmente los métodos estadisticos para
analizar datos cualitativos. Quizé esto se haya debido en parte a la gran demanda por parte
de las Ciencias médicas (particularmente en relacion a estudios epidemiologicos), sociales y en
general del comportamiento de técnicas estadisticas especificas para el tratamiento de la gran
cantidad de datos cualitativos de que disponian. El amplio y especifico desarrollo de técnicas
especificas para el tratamiento de datos cualitativos o categoricos ha permitido descartar por
innecesarios y muchas veces inapropiados muchas de las técnicas para variables continuas que
se venian utilizando para este tipo de datos. El Anélisis de Datos Cualitativos se puede definir
como un conjunto de técnicas estadisticas para el estudio de las relaciones entre variables cua-
litativas, que son aquellas cuyos valores son cualidades no medibles de los individuos sujetos a
estudio. Mientras que en gran parte de las ciencias empiricas es posible medir con una escala el
grado de presencia de las variables de interés, la dificultad inherente a la realidad social es que
la mayoria de los comportarmientos sociales, como por ejemplo la reacciéon ante un determinado
estimulo, la opinién frente a un tema de actualidad, etc., no son cuantificables, con lo que el
investigador se encuentra con un conjunto de cualidades para las que como mucho podra orde-
nar sus distintas modalidades (variables cualitativas ordinales) o simplemente, formar grupos

excluyentes y exhaustivos (variables cualitativas nominales).



2 Capitulo 1. Dependencia mondtona con variables categodricas ordinales

Al no ser susceptibles de medida, este tipo de variables no pueden ser analizadas con la
metodologia estadistica convencional para datos cuantitativos. Esto ha dado origen a una parte
de la estadistica que se conoce comunmente con los nombres de Analisis cualitativo, Anélisis
de datos categorizables, Andlisis de datos categoricos o Analisis de datos discretos como popu-
larizaron Bishop, Fienberg y Holland en su libro de 1975. El tratamiento matemaético de estas
variables se hace a partir de su tnico aspecto cuantificable: el niimero de veces que se presenta
cada combinacion de las modalidades de las variables estudiadas en una muestra, es decir, las

frecuencias observadas. Estas frecuencias se presentan en una tabla de contingencia.

Esta memoria se encuadra en el contexto en el que al menos una de las variables bajo estudio
sea ordinal. Los beneficios que se obtienen al tener en cuenta 6rdenes entre las categorias de las
clasificaciones en las tablas de contingencia han sido importantes, sobre todo en relaciéon a la

potencia de los contrastes de hipdtesis que ignoran informaciéon ordinal.

1.2. Ordenes estocasticos y su relacién con los odds ratios gene-

ralizados
Sean X e Y dos variables categoricas cuyas categorias, simbolizadas mediante i = 1,..., [y
j=1,...,J, se encuentran ordenadas de acuerdo a un criterio concreto, estando sus correspon-

dientes datos muestrales recogidos en tablas de contingencia bidimensionales ordinales siendo
el muestreo multinomial por categorias de la variable X (por filas), existiendo independencia

entre las distintas muestras multinomiales, es decir producto-multinomial.

Una hipoétesis de dependencia mondtona de Y dada X establece que las distribuciones de
probabilidad condicionadas de Y se pueden ordenar de acuerdo a un criterio de dominancia
estocéstica en forma coherente en relacién con el orden de las categorias de la variable X. Se
pueden utilizar diversos “6rdenes estocasticos” a la hora de formalizar el concepto de dependencia
“positiva”, es decir cuando Y tiende a ser estocasticamente mas grande que X cuando X crece.

Aqui se senalaran cuatro de ellos por ser los més usados:

Orden Estocéstico Simple;

= Orden Estocastico Uniforme;

Orden Estocéstico Global,;

s Orden Estocéstico de Razon de Verosimilitudes.
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Cada tipo de orden va a ser caracterizado en términos de ciertos odds ratios (o productos

cruzados de razén de verosimilitudes) generalizados.

1.2.1. Orden Estocastico Simple

Los odds ratios “acumulativos” o “locales-globales” de una tabla de contingencia I x J lo

forman los (I — 1)(J — 1) valores de la matriz

=¢ = (19%)1‘:1,...,1—1;]‘:1 ..... J—1s (1.1)
tal que

PY <j/X=i)P(Y>j/X=i+1)
P(Y <j/X =i+1) P(Y >j/X =)
DTk Y Tit1,k

c _

k<j k>j ..

= . () e{l, . T—1yx{1,...,J—1},
S e ST (4,7) €{ FxA }
k< k>3

siendo m;j; = P(Y = j/X =), j = 1,...,J las probabilidades asociadas a la i-ésima muestra
multinomial. Tomando en consideraciéon la distribucion conjunta de las variables X e Y, p;; =
P(X =1i,Y =j), de la definicion de probabilidad condicionada

PX=iY=j) py

i =PY =j/X=1)= = 1.2
se obtiene la siguiente definicién alternativa
9C PX=4,Y<j))P(X=i+1Y >}
U PX=i+1Y <j)P(X=i,Y > )
2. Dik Y. Pitlk
k<j k>j o
= , () e{l,..., I —1} x{1,...,J -1} 1.3
S ok S o (i,5) €{ FxA } (1.3)
k<j k>j

En la Figura [[.T] se muestra esquematicamente como se calcula la expresion (L3)), haciendo
enfasis en las celdas que corresponden a las probabilidades conjuntas que intervienen. El color
negro representa las probabilidades conjuntas correspondientes al numerador, mientras que la

zona rayada representa las probabilidades conjuntas correspondientes al denominador de (L3).
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i g+l

Figura 1.1: Esquema de los odds ratios “acumulativos” definidos en (L3)).

Siendo 1.« la matriz a x b de unos, el Orden Estocastico Simple se puede formalizar

mediante (L)) de la siguiente forma

=¢ > Li—1yx -1

es decir
C .o
¥;; > 1, paracada (i,5) € {1,..., ] =1} x {1,...,J = 1}. (1.4)

1.2.2. Orden Estocastico Uniforme

Los odds ratios “de continuacién” de una tabla de contingencia I x J lo forman los (I —

1)(J — 1) valores de la matriz

=00 = (ﬁicjo)izl,...,lq; =1, J—15 (1.5)

tal que

PY =j/X =i) P(Y > j/X =i+1)

9eo —
i T PY =j/X=i+1)PY > j/X =)
Tij 2o Titlk
=M el I-1}x{l,...,J-1)
7TZ+17J Z Wzk’ b b ) b b b
k>j

siendo m;; = P(Y = j/X =), j = 1,...,J las probabilidades asociadas a la i-ésima muestra
multinomial. Tomando en consideraciéon la distribucion conjunta de las variables X e Y, p;; =
P(X =14,Y = j), de la definicion de probabilidad condicionada dada en (L2, se obtiene la
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siguiente definicién alternativa

PX=iY=§)P(X=i+1Y >

oo =
K P(X:i+1,Y:j)P(X:i,Y>j)
Dij sz'ﬂ,k
k>j ..
=, i,7) e{l,.... I —1} x{1,...,J —1}. 1.6
S S (i,5) €4 FxA } (1.6)
k>j

En la Figura [[2] se muestra esquematicamente como se calcula la expresion (LL6), haciendo
enfasis en las celdas que corresponden a las probabilidades conjuntas que intervienen. El color
negro representa las probabilidades conjuntas correspondientes al numerador, mientras que la

zona rayada representa las probabilidades conjuntas correspondientes al denominador de (LG)).

i i+l

i+l

Figura 1.2: Esquema de los odds ratios “de continuacion” definidos en (LC8]).

El Orden Estocastico Uniforme se puede formalizar mediante (LII) de la siguiente forma
=CO
E77 2 Lr-nyx -1

es decir
19%0 >1, paracada (i,75) € {1,...,] —1} x{1,...,J —1}. (1.7)

1.2.3. Orden Estocastico Global

Los odds ratios “globales” de una tabla de contingencia I x J lo forman los (I —1)(J — 1)

valores de la matriz
E¢ = (9)im1,.s I~ 1; j=1,. 1, (1.8)
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tal que

96 _ PO <§/X <i) P(Y > j/X > i)
U PY > j/X <i) P(Y < j/X > 1)
D20 Tk Do D Thk

h<ik<j h>i k>j ..

= . () e{l,.. ., T —1} x{1,...,J -1},
S o S S (i,7) € { pxAq }
h<ik>j h>i k<j

siendo m;j; = P(Y = j/X =), j = 1,...,J las probabilidades asociadas a la i-ésima muestra
multinomial. Tomando en consideraciéon la distribucién conjunta de las variables X e Y, p;; =

P(X =14,Y = j), de la definicion de probabilidad condicionada dada en (L2, se obtiene la
siguiente definicién alternativa

go _ PX <i,Y <) P(X >0,V > j)
YOPX <Y >j) P(X >iY <)
> D Phk Do D Phk

h<ik<j h>ik>j ..

= , () e{l,..., I —1}x{1,...,J -1} 1.9
Y. 2. DPhk D, D Dhk 9) €1 b J (1.9
h<ik>j h>i k<j

En la Figura [[3] se muestra esquematicamente como se calcula la expresion (L)), haciendo
enfasis en las celdas que corresponden a las probabilidades conjuntas que intervienen. El color
negro representa las probabilidades conjuntas correspondientes al numerador, mientras que la

zona rayada representa las probabilidades conjuntas correspondientes al denominador de (9]

jooj+l

i+1 Y2

o

Figura 1.3: Esquema de los odds ratios “globales” definidos en (.9).

El Orden Estocastico Global se puede formalizar mediante (L8] de la siguiente forma

[1]

¢> 1-nyxu-1),
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es decir
95 > 1, paracada (i,5) € {1,..., ] — 1} x {1,...,J — 1}. (1.10)

1.2.4. Orden Estocastico de Razon de Verosimilitudes

A lo largo de la memoria jugard un papel importante el Orden Estocastico de Razén de
Verosimilitudes. No se debe olvidar que este orden es una adaptaciéon a tablas de contingencia
del concepto més general dado por Lehmann (1966) para variables aleatorias continuas: Dadas
dos variables aleatorias X e Y con densidad conjunta f(x,y) se dice que X e Y verifican el

orden del cociente de verosimilitudes si se verifica:

fly) @ y) > f@@y) flzy), Va<a y<y.

Los odds ratios “locales” o simplemente odds ratios de una tabla de contingencia I x J lo forman
los (I —1)(J — 1) valores de la matriz

(1]

b= (ﬁz‘Lj)izl,...,I—l; j=1,...0—15 (1.11)

tal que

oL — PY=j/X=i)PY=j/X=i+1)
YOPY =j/X=i+1)P(Y =j/X =)
= Ty TLidl oy e {1, T — 1y x {1,...,J — 1},
Tit1,5 Ti,j+1
siendo m;; = P(Y = j/X =), j = 1,...,J las probabilidades asociadas a la i-ésima muestra
multinomial. Tomando en consideraciéon la distribucion conjunta de las variables X e Y, p;; =
P(X =14,Y = j), de la definicion de probabilidad condicionada dada en (L2, se obtiene la

siguiente definicién alternativa
P(X=iY=j)P(X =i+1,Y =3j)
P(X=i+1Y =j) P(X =4,Y =)

= PaPilgl g e 1, T-1y x {1, T~ 1}, (1.12)
Di+1,j Pij+1

L _

En la Figura [[L4] se muestra esqueméaticamente como se calcula la expresion (LI2)), haciendo
enfasis en las celdas que corresponden a las probabilidades conjuntas que intervienen. El color

negro representa las probabilidades conjuntas correspondientes al numerador, mientras que la
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zona rayada representa las probabilidades conjuntas correspondientes al denominador de (L12).

i il

i+l

Figura 1.4: Esquema de los odds ratios “locales” definidos en (LI2]).

El Orden Estocastico de Razén de Verosimilitudes se puede formalizar mediante (LII]) de

la siguiente forma
L

(1]

> L-1)x(-1)

es decir
L ..
¥;; > 1, paracada (i,5) € {1,..., ] =1} x {1,...,J = 1}. (1.13)

1.2.5. Relacién entre los distintos tipos de 6rdenes estocasticos, simple, uni-
forme, global y de razén de verosimilitudes

Sea el vector de probabilidades conjuntas en una tabla de contingencia I x J, p =

(plla"')lea"'pij~~'ap11)"')pIJ)T Yy

I J
P = {p: O<py<lii=1,...,Lj=1,.,J Zzpij:1} (1.14)
i=1j=1

el conjunto de las distribuciones de probabilidad definidas sobre un espacio muestral
X =A{1,...) I} x{1,...,J}.
que son cada una de las celdas posibles en una tabla de contingencia I x J.

Por construccién se ha establecido que las filas de la tabla de contingencia son indepen-
dientes, pero en una tabla de contingencia bidimensional puede interesar saber si las filas y
las columnas son independientes. La siguiente proposiciéon permite establecer tal hipdtesis en

términos de cualquier tipo de orden estocéstico (ver Silvapulle y Sen (2005), Proposicion 6.4.3).
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C =CO

= 1g-nx@u-1), =77 = Lg-nx@-1) = 1g-1x@-1)
1(7—1)x(7—1) son equivalentes y representan el “modelo de independencia”. Dichas condiciones se

=G
=
=

=L
=

Las condiciones =

denotardn en adelante como Z® = 1(7_1)x (1), siendo Z° la matriz de odds ratios generalizados

arbitrario una tabla de contingencia I x J, segun sea ® € {C,CO, G, L}.

Considérese el conjunto de probabilidades bajo independencia

I J
Py = {p 0 < Dpij < 1,i= 177[7.] =1,..,J, Z Zplj = 175. = 1([—1)><(J—1)}7 (115)
i=1j=1

y los conjuntos de probabilidades verificando cada uno de los cuatro 6rdenes estocasticos:

e Orden Estocastico Simple,

I J
738 = {p 0 <p2j < 17 i = 17 7Ia.] = 17"7J7 Z Zp’tj = 1750 > 1([—1)><(J—1)}; (116)
i=1j5=1

e Orden Estocéastico Uniforme,

I J
Py = {p: O<py<lyi=1,...,Lji=1,.,J 5> pj;=1Z2%> 1<11>X<J1>}; (1.17)
i=1j=1

e Orden Estocéstico Global,

I J
Pg = {p 0< Pij < 15 1= 15 aIaj = 15""]) Z Zpl_j = 1aEG > 1([1)><(J1)} ; (118)
1=1j=1

e Orden Estocastico de Razon de Verosimilitudes.

I J
Pr = {p 0 <p23 < 1, 1= 1,,[,] = 1,..,J, Z szj = 1,EL Z 1([—1)><(J—1)} . (119)
i=1j=1

La siguiente proposicién nos permite establecer una jerarquia entre los cuatro tipos de
ordenes segun sean més fuertes las condiciones que las definen. Para més detalles ver Douglas
y otros (1990).

Los conjuntos de probabilidad (LIH)-(TI9) se encuentran anidados de la siguiente forma

Po CPr CPy, CPs CPyCP,
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lo cual quiere decir que el orden estocéstico més fuerte es el de Razén de Verosimilitudes,

mientras que el méas débil es el 6rden estocastico global. Con fuerte/débil se quiere decir que

a) 2L > 1 vyxu-1) = 500 > 1(7-1)x(s-1), ¥ la implicacion inversa no necesariamente se

verifica;

b) =00 > 1-nyx@u-1y = =¢ > 1-nxu-1), Yy la implicacién inversa no necesariamente se

c) =¢ > 1-nyxu-1) = =6 > 1 1x@-1) Y la implicaciéon inversa no necesariamente se

verifica.

En todos los tipos de 6rdenes descritos, 2° > 1(;_1)x(ys—1) representard un orden “creciente”
siempre que X e Y estén ordenados segin el mismo criterio (X creciente—Y creciente; X
decreciente—Y decreciente), mientras que =Z°® < 1(7-1)x(s—1) representard un orden “creciente”
siempre que X e Y estén ordenados con criterios opuestos (X decreciente—Y creciente; X
creciente—Y decreciente). De forma similar, si X e Y estan ordenados segun el mismo criterio,
E® < 1(7_1)x(s—1) representard el orden “decreciente”, mientras que si X e Y estan ordenados
con criterios opuestos, =* > 1(;_1y,(s_1) representara el orden “decreciente”. En esta memoria,
salvo en el Capitulo 2, en donde Y es dicotémica, el resto de los capitulos consideran que X e

Y estén ordenados segun el mismo criterio.

1.3. La distribucion Ji-barra Cuadrado

La familia de distribuciones ji-barra cuadrado, ¥?, juega un papel importante cuando en la
hipotesis nula y/o alternativa de un contraste de hipotesis aparecen los parametros del modelo
bajo consideracién sometidos a restricciones del tipo desigualdad. El papel de las distribuciones
X? en los problemas de contrastes de hipotesis es similar al de las distribuciones ji-cuadrado,
x2, cuando se utiliza el estadistico de cociente de verosimilitudes para contrastar la hipotesis

6 = 0 frente a 6 # 0.

Existe una relacién entre las restricciones de los parametros que intervienen en el contraste
de hipotesis considerado en el estudio y los conos convexos. Por tanto es necesaria la definiciéon
de cono en un espacio paramétrico de dimensién dada. Un cono es un subconjunto cerrado C

de RP que cumple tx € C, para todo « € C y para todo escalar ¢ > 0. Mediante s restricciones
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de igualdad y t — s de desigualdad, el cono C se suele definir de la siguiente manera

C={x:alz=0, i=1,....s; a]z<0, i=s+1,...,t}. (1.20)

Sea Z ~ N(0,V) un vector de dimension p, donde V' es una matriz definida positiva, y sea
C C RP un cono convexo cerrado. Se considera la variable aleatoria
X'=2"v'z - inf(Z - 0)"'vV='(z-0) (1.21)
€
y se dice que una variable aleatoria sigue una distribucién y? si su distribucién coincide con la

distribucion de la variable aleatoria X . Se prueba (ver Silvapulle y Sen (2005), Teorema 3.4.2),

que la distribucion de la variable aleatoria X viene dada por

P(X’>c) = zp:wip(xf > ¢), (1.22)
=0

donde Xi2 es una variable aleatoria ji-cuadrado con ¢ grados de libertad, X?, Xg =0cs,¥y
w; son unos pesos, no-negativos, que verifican wo + ... + w, = 1. Los pesos w; = w;(p,V,C)

dependen de p, V' y C y por tanto también la distribucion,

-2 _ _
X ~x*=x(»V.,0).

En los primeros trabajos de Bartholomew (1959, 1961) aparecen ya casos particulares del
resultado (C22)). Sin embargo, los resultados méas destacables vienen de la mano de Kudo (1963)
y de Niiesch (1964,1966), ya que ambos probaron de forma independiente el resultado para el
ortante no-negativo C = R”, . Mas tarde, su teorfa fue extendida por Kudo y Choi (1975) y por

ultimo Saphiro (1985) realizé una demostracion vélida para cualquier cono convexo C.

Dados o e y en RP se considera la norma inducida por el producto escalar, con respecto a
la matriz V,
1
lzllv = (2"V " 'z)2

y la distancia entre x e y,

|z — yllv = [(z — )TV (z - y)]2.
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. . ) . . o 2 :
A continuacién se dard una interpretacion geométrica de X ™. Se puede considerar
X = |=v(Z[C)|}
— [mv (ZIO)II}

donde 7y (Z]C) es la proyeccion ortogonal de Z ~ N(0,V') sobre C que asigna a 6 el punto

més proximo en C desde Z, es decir
mv(Z|C) = arg inf (Z — 0)'v-(z -9). (1.23)
€

Obsérvese que
(Z —mv(Z|0)'VHZ - 7v(Z|0))

es distancia entre Z y C.

Dado un cono C definido por (L20), el cono polar C° se genera mediante combinaciones
lineales de los vectores Va;, i = s+ 1,...,t con coeficientes no-negativos, y de los vectores
Va;,i=1,...,s sin restricciones en los coeficientes. Por lo tanto, dado el cono C definido por

(C20), se define el cono polar asociado a C como
= {y cx?Vly <0, paratodox e C} .
Si C es cerrado y convexo, se verifica que (CO)O = C y para todo Z
Z — 7y (Z|C) = mv(Z|CY). (1.24)

Como consecuencia de que C sea un cono convexo cerrado también se tiene que C° sea un cono
convexo cerrado, ya que los vectores que componen el cono C° forman angulos obtusos con cada

vector del cono C, es decir 2V "1y < 0.

A partir de la definicion de cono dada en (L20)), en (L23)) se tiene un problema de pro-
gramacion cuadrética. Dykstra y Robertson (1982) y Dykstra (1983) propusieron un algoritmo
interesante que utiliza las caracteristicas especificas del problema planteado en ([L23]). Adicio-
nalmente, Mitchell, Demyanov y Malozemov (1974) y Wolfe (1976), plantearon el problema en
términos de encontrar el punto méas proximo a un politopo, que implica la generalizaciéon a

cualquier dimensién de un poliedro.
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Los pesos de una distribucioén ji-barra cuadrado también se pueden interpretar en términos de
la proyecciéon de una distribucién normal centrada de dimensiéon p, Z, con matriz de varianzas-

covarianzas V' no singular, sobre un cono cerrado y convexo en R?, C, tal que
wi(p, V,C) = P(mv(Z|C) € RY (1)), (1.25)

donde Rﬁ(i) es un subconjunto de Rﬁ verificando que cada vector p-dimensional tiene 7 com-

ponentes estrictamente positivas y p — ¢ nulas.

Figura 1.5: V-proyeccion de un vector Z sobre el cono C y el cono polar C°.

La Figura proporciona un diagrama esquemético de la V-proyeccion de un vector Z
sobre el cono C y el cono polar CV. Se considera un vector cualquiera Z representado por O—z>4,
B es el punto del cono C que es el més proximo a A, tomando la distancia con respecto a la
matriz V', y Z = 7y (Z]|C) viene representada por el vector O? De esta forma, en la Figura
se tiene que la distancia entre el vector Z y al cono C, ([L23]), viene representada mediante
HI@HV Por otro lado, Z° = 7wy (Z|C%) = Z — 7y (Z|C) viene representada por el vector oC.
Se puede observar que el vector Z — Z es V-ortogonal a Z , es decir, E es V-ortogonal a O? .

Por lo tanto, aplicando el Teorema de Pitagoras al tridngulo @, se tiene que
|04}, = 0BI, + I BAI}
Identificando Z = O_1>4 y Z= O? , Se tiene
ZTVlz=Z'VvZ+ nt(Z -0V -0),

donde é’ng(Z -0)"'VHZ-6)=(Z-nv(Z|C)"VHZ - 7y(Z|C)), y por lo tanto, segtin
€
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(C21) se tiene

X =72V Iz - mi(Z-0)'V (2 -0)=2'V'Z = OB}
S

Se puede hacer un razonamiento paralelo observando que Z — Z° es V-ortogonal a Z°, es decir,
_> —_—
C A es V-ortogonal a 07 , con lo que aplicando el Teorema de Pitagoras al triangulo OC A, se

tiene que
— —
1OA| = |OC|% + |CA3.

Identificando Z = O_1>4 y Z9 = O?, se tiene

z'v1lz=2"v12% ¢ einCO(Z -0)'v-Y(z -9,
€

donde Hl’ncfo(Z -0V HZ-0)=(Z-7v(Z|C")T'VHZ -7y (Z|C?), y por lo tanto, como
€
||CT>4H%, = ||O?H%, se tiene

=2 = ) -
X" = |CAIR, = Inf (Z - 0)'VHZ-0)=Z-7v(ZIC°)I}, (1.26)

que era previsible segun (L24). Esta dualidad de X se puede extender también a los pesos de
las distribuciénes ji-barra cuadrado correspondientes a los conos polares, como aparece reflejado
en el trabajo de Saphiro (1985)

w;(p, V,C%) = w,_i(p,V,C) = wp—i, i=0,...,p.

Cuando C es el ortante positivo
C=R ={xzecR’: x>0},
siguiendo (.23)), se tiene

wi(p, V) = wi(p, V,RY) = P(my (Z|RY) € R (i))
= P(argefg&fp (Z-0)"VHZ-0)cR:(i),i=0,...,p. (1.27)

+

Teniendo en cuenta la expresion de la funcion a optimizar en (L27) y que al ser V! una matriz

simétrica se tiene

(Z-0)'viz-0=0"Vvie-2zTv e+ 2"V 'z,
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que justifica que los pesos w;(p, V') se puedan obtener mediante el siguiente algoritmo.

Los pesos w;(p, V') de una distribucion ji-barra cuadrado se pueden obtener mediante simula-
ciéon de la siguiente forma;:
PASO 1: Para i=0,...,p, inicializar N(i) := 0.
PASO 2: Repetir los siguientes pasos R veces (R es un entero grande):

PASD 2.1: Generar una observacién, z, de Z ~ N, (0,, V). Se pueden utilizar
las subrutinas GO5CBF, GOBEAF, y GOSEZF de la libreria NAG de Fortran.

PASO 2.2: Computar 6(z) = argl'nfgeRi 10TVlo — (V7'2)T0. Se puede utilizar
la subrutina DQPROG de la libreria IMSL de Fortran.

PASO 2.3: Contar en %, el nimero de componentes escrictamente positivas
contenidas en 60(z), y hacer N(i):= N(i) + 1.

PASO 3: Calcular w;(p,V):= ng) parai=0,...,p.

Pese a que el anterior algoritmo es valido para cualquier valor de p € N, para cuando p < 3,

conviene utilizar las siguientes expresiones explicitas:

= Parap=1,
wO(p7 V) = wl(p7 V) = 0.5.
= Para p = 2,
1 1
wo(p, V) =5 — 5, Arecos 12
1
wl(pa V) = 5
1
we(p, V) = o arc cos p12,
donde
pij = \/:5—0“’ (1.28)

es el coeficiente de correlaciéon entre la componente i-ésima y j-ésima de una variable

aleatoria tridimensional centrada con matriz de varianzas-covarianzas V.
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= Para p = 3,

1
wo(p, V') = g (2m — arc cos p1a — arc cos pig — arc cos p23)

wi(p, V) = o (3w — arc cos p12.3 — arc cos pig.2 — arc cos pPa3.1)
T
1
w2(p7 V) = 5 - UJ()(p, V)
1
wy(p, V) =5 —wilp, V) (1.29)

donde p;; es el coeficiente de correlacion (L28)) y

Pij —PikPkj

Pik = T2 (1-6,)

)

es el coeficiente de correlacion parcial entre la componente i-ésima y j-ésima de una
variable aleatoria tridimensional, dado un valor de la componente k-ésima, siendo V' la

matriz de varianzas-covarianzas.

En el caso particular de que V sea la matriz identidad, V' = I, se tiene

27Pp!

wi(p,I) = Z,(T_Z)p

1=0,...,p.

1.4. Medidas de ¢-divergencia. Definicién y propiedades

La medida de ¢-divergencia entre los vectores de probabilidad

b= (pll)"')le)"'pij--')plla"'apIJ)T

)

q:(qlla"')qlJ)"'qij'”aqlla"'anJ)Ta

pertenecientes a P, se define mediante

I J
dy(py@) =D > aij ¢ (&> ¢ € ¥, (1.30)
i=1 j=1

qij

donde ®* es la clase de las funciones convexas ¢(z), x > 0 tales que en z = 1, ¢(1) = 0, en
2=0,00(3) =0y 06(8) =p lim 24 parap # 0.
U—00
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Es interesante observar que siendo ¢ € ®* una fucion diferenciable en z = 1, la funcién

() = ¢(x) — ¢'(1)(z — 1)

también pertenece a ®* y tiene la propiedad adicional de que ¢'(1) = 0. Esta propiedad, junto

con la convexidad, implica que ¥ (z) > 0, para cualquier x > 0. Ademas,

=33 (6(22) o (22-1))

S 0s0(22)

1j=1 qij

Dado que las dos medidas de divergencia coinciden, podemos considerar el conjunto ®* como

equivalente al conjunto

O =" N{d:d(1) =0}

La medida de divergencia de Kullback-Leibler se obtiene para ¢ (z) = xlogz — z + 1 o bien
para ¢(z) = xlog x. Sustituyendo en (L30) la funcion ¢(x) = zlogx — x + 1, se obtiene

=350 ()

i=1 j=1

—zz%cmpngg

zl]l

= Z sz] log

=1 j=1

Analogamente, sustituyendo la funcion ¢(z) = xlogx en ([L30) se llega a

v =35 0s0(22)

=1 j=1
p p
—zzqw(m by )
lel qij qij

= Z sz] log p”

i=1 j=1
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Obsérvese que tomando ¢ (z) = ¢(z) — ¢'(1)(x — 1) se tiene

Di
dicultback (P> q E E Dij 10g . (1.31)
i=1 j=1

En la pagina 6 de Pardo (2006) se muestran en una tabla las medidas de ¢-divergencia
obtenidas a partir de (L30)) que han jugado un papel mas relevante en aplicaciones estadisticas.
Antes de seguir dando ejemplos de medidas de ¢-divergencia que jugaran un papel relevante a lo
largo de esta memoria, se va a poner de manifiesto una de las propiedades méas importantes de
las medidas de ¢-divergencia en lo que concierne a esta memoria. Siendo p y q , pertenecientes

a P,y ¢ € ®* una funciéon diferenciable en x = 1, se tiene que

0 < dy(p,q) < #(0) + lim olr)

r—oo T
con dg(p,q) = 0siysoélosip=gq.
Desde un punto de vista estadistico, la familia de medidas de ¢-divergencia mas importante

es la familia de divergencias introducidas por Cressie y Read (1984) y que son un caso particular

de la familia de ¢-divergencias considerada en ([L30). Esta familia de ¢-divergencias se define

tomando
ooy (@) = s (M — 2 = Az — 1)), AF0,A# -1
$(z) = d0(2) =1lmépy(z) =zlogz —z+1,  A=0 (1.32)
Py (r) = hm po(r) =—logz+x—1, A=-1,
A——1

que da lugar a la siguiente familia de divergencias

P;;
= — 1.
dr(p,q) = )\+1 ZZ A (1.33)
i=1 j=1 1ij
sustituyendo en (L30)) la funcion
1 A1
(@) = @™ —r A1)

A+ 1)

para —0o < A< ooy A #0,\# —1, es decir
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d(b()\) D, q ZZQZ] ¢(A < >

i=1 j=1
I J A
S [ <&> “_@_A<@_1)
- 7
P TAAA+D) \ g Gij Gij
I J A
1 Pij
- 2.2 5!
A
AA+1) i=1 j=1 %j
Los casos particulares de A = 0 y A = —1 se obtienen aplicando el limite en la definicién anterior,
es decir.
I J _2+1
9 bij
(L (555
dgo (P q) = lim ——— 1| =lim —
©0) A0 AN + 1) 121]21 inj A—0 % A1+ X))
= Z pr log - = (p Q)a
i=1 j=1
I J A1
9 p;
/\+1 2 (izljgl qyz)\] - 1)
dy,_, (P, q) ” — = lim -
oY Z;; @y -1 F A1+ N)

I J ”
=> > ailog =L =d_1(p,q).
i=1 j=1 Pij

Por lo tanto, para A = 0, se obtiene do(p, q) = druiback(P,q) vy para A = —1, d_1(p,q) =
dxuiiback (g, p). Esta familia de divergencias, la familia de divergencias de Cressie y Read, jugaréa

un papel muy importante a lo largo de la presente memoria.

Es importante observar que para A = 1, se tiene

I J
1 (pij — @i
da=1 p, 5 E E g 20 U = dPearson(pv Q), (134)
=1 j=1
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ya que

drx=1(p,q) =
i=1 j=1 1" i=1 j= 1 i

Pij
21
T L Jo 1 T2
S5 a3 Sy
EC A A e

i=1 j=

I J 2 1
foy) -ty -as
>

1 A (pz"—c_h")2
- 52 Z ’ qij : = dpearson(p’ Q),

siendo dpearson (P, q) la distancia de Pearson entre los vectores de probabilidad p y g. Se concluye
por tanto que tanto la medida de divergencia de Kullback-Leibler como la distancia de Pearson

estan incluidas en la familia de divergencias de Cressie y Read. Para A = —5, se tiene

1
2

) I rJo,
dxz_%(PaQ):% DD =10 e

i=1i=1¢;;" i=1 j=1
I J /. \2
=23 (vh o}
i=1 j=1
= 2dHellinger(p7 Q)27 (135)

siendo dpeitinger(P, q) la distancia de Hellinger entre los vectores de probabilidad p y q. Esta
medida de divergencia fue considerada por primera vez por Hellinger (1909). Es interesante
recordar que dpejinger €8 la tinica medida de divergencia que es una métrica. Otras medidas de

divergencia bien conocidas que se obtienen como caso particular de dy(p, q), son:

= Para A = —2, la medida de divergencia modificada de Pearson, cuya expresion es
p;; 1 [~
dr—2(p,q) = ZZ )= ZZ - -
11]113 z1j1p”
I J
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= Para A = —1, la medida de divergencia modificada de Kullback-Leibler que viene dada
por

I
"

dr=—1(p, 9) = dxuitback(q, P) = Z Z(hj log f
i=1 j=1 K

1.5. Objetivos de la memoria

Supongamos que se dispone de n individuos para llevar a cabo un experimento. Estos n
individuos se disponen en I grupos de forma que en el grupo i-ésimo se tienen en estudio n;
individuos con ny 4+ ... + n;y = n. A cada grupo se le suministra una determinada dosis de

medicamento A. Si al grupo i-ésimo se le asigna una dosis d;, se supondré que
di <dy...<dj.

Sea Y;, ¢ = 1,...1I, la variable aleatoria que indica el nimero de “éxitos” al aplicar la dosis
d; a un grupo de n; individuos. En realidad se dispone de I poblaciones binomiales B (n;, m;),

i =1,...,1 y el objetivo que se persigue es el de contrastar
H0:7r1:...:7r[frenteaH1:7r1§7T2§...§7U (136)
con al menos una desigualdad estricta.

En este tipo de contrastes, multitud de autores han puesto de manifiesto la ineficiencia de
los procedimientos clasicos de contraste, basados bien en el estadistico clasico de la ji-cuadrado
de Pearson, bien en el estadistico clasico del cociente de verosimilitudes, ya que es necesario
incorporar el orden estocastico que aparece en la hipdtesis alternativa. El ejemplo de la Seccion
.11 clarificara convenientemente la importancia de este problema. El Capitulo 2] esta dedicado
a introducir nuevas familias de estadisticos basadas en medidas de divergencia, y a estudiar
su comportamiento frente a los estadisticos de la ji-cuadrado y del cociente de verosimilitudes,

consideradas para abordar el problema de contraste planteado en (L30]).

Si la variable respuesta binaria la denotamos por Y hemos dicho anteriormente que parece
razonable esperar que
P(Y =1/D =ad),

la probabilidad de éxito cuando la dosis de medicamento es d, se incrementa al incrementarse

d. A veces, uno puede pensar en un comportamiento lineal de D en alguna escala. Por ejemplo,



22 Capitulo 1. Dependencia mondtona con variables categodricas ordinales

se puede utilizar un modelo logit

con logit(p) = log (p/(1 —p)). Esta nueva formulacion del problema se llevara a cabo en el
Capitulo [ y se introduciréan los estadisticos basados en medidas de divergencia para abordar

este tipo de problemas.

Los problemas considerados anteriormente, y estudiados en los Capitulos Bl y Bl se pueden
considerar asociados a tablas de contingencia [ x 2. Inicialmente se podria pensar que los
problemas asociados a tablas de contingencia 2 x J se podrian resolver de forma anéloga a los
anteriores, sin embargo el problema que subyace en este caso es muy distinto en el sentido de
que ahora estamos interesados en comparar dos poblaciones multinomiales y no I binomiales.
Este problema, el de las tablas 2 x .J, se abordara en el Capitulo @y servira para ver la forma de
abordar el problema més general el problema de las tablas I x J considerado en el Capitulo [l

Finalmente en el Capitulo [0l se plantean algunas extensiones y futuras lineas de investigacion.



Capitulo 2

Estadisticos phi-divergencia y tipo

Wald en poblaciones binomiales

El objetivo de este Capitulo es el de presentar una resoluciéon al problema de contraste
de hipotesis formulado en ([30) mediante los estadisticos ¢-divergencia. Se comenzaré con
un ejemplo con el fin de clarificar convenientemente todos los elementos del problema bajo

consideracioén.

2.1. Descripcién del problema y formulaciéon en términos de un

modelo loglineal

Se considerara un ejemplo que aparece en Silvapulle y Sen (2005). La Tabla 2] contiene
un conjunto de datos relativos a un estudio de la influencia del alcoholismo materno en las

malformaciones congénitas de los 6rganos genitales en los descendientes.

Las mujeres rellenaban previamente un cuestionario, los datos completos de este estudio,
incluyendo otros detalles, se pueden consultar en Graubard y Korn (1987). En el cuestionario
se preguntaba a las mujeres por su consumo de alcohol durante los tres primeros meses de su
embarazo y la respuesta se clasificaba en cuatro categorias: sin consumo de alcohol (i = 1),
un consumo medio entre cero y una bebida alcoholica al dia (i = 2), entre una y tres bebidas
alcoholicas diarias (i = 3) y tres o més bebidas alcoholicas al dia (i = 4). Una vez terminado el

embarazo se registraron los datos que se reflejan en la Tabla[Z1], que contiene los datos relativos
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a las malformaciones sexuales congénitas clasificadas en relacion al consumo materno de alcohol.

i (dosis de alcohol) |n; (total)
(no consumen) 17114
((0,1) en promedio )| 14502
([1,3) en promedio) 793
(> 3 en promedio) 165

ni1 (n° de malformaciones)
48
38
)
2

ni2 (n° de no malformaciones)
17066
14464
788
163

Tabla 2.1: Malformaciones congénitas de los érganos genitales en los descendientes en relacion

con el consumo materno de alcohol.

En lo sucesivo se considerard como “éxito” tener malformaciones congénitas y se denotara

por m; la probabilidad del suceso éxito asociado a la i-ésima dosis de alcohol, 1 = 1,2,3 y 4.

Ahora se plantean algunas cuestiones de inferencia estadistica que pueden surgir en este

ejemplo y en otros similares con probabilidades binomiales y que se analizardn y resolveran en

base a las familias de estadisticos phi-divergencia a lo largo de este Capitulo de la presente

memoria de investigacion.

1. ;Existe alguna evidencia de que el consumo materno de alcohol esté relacionado con

la malformacion congénita de los 6rganos genitales? Para responder a esta pregunta, la

hipotesis nula y alternativa pueden formularse como

Hy : m = w9 = w3 = my frente a Hy : 71, w9, w3, 4 NO son iguales,

respectivamente. Sin embargo, esta formulacién no es muy apropiada pues el asunto de

interés es el posible incremento en la probabilidad de malformaciéon a medida que aumenta

el consumo de alcohol.

2. jExiste alguna evidencia de que un incremento en el consumo de alcohol esté relacionado

con un incremento en la probabilidad de malformacion? Esta cuestiéon podria formularse

de la siguiente manera

Hy:m=m9g=m3=my

(2.1)

Hy:m < w9 < mg < my, al menos con una desigualdad estricta.

Para abordar este problema se introducirdn y analizaran en esta memoria dos familias de esta-

disticos de contraste para resolver contrastes de hipotesis como el que se tiene en ([2.1]). Las dos
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familias de estadisticos de contraste estan basadas en medidas de ¢-divergencia y seran sendas
generalizaciones del estadistico del cociente de verosimilitudes y del estadistico de la ji-cuadrado
de Pearson, habitualmente utilizados para abordar este problema. También se consideraran tres
estadisticos del tipo Wald, que aparecen en la resolucién de problemas generales en el libro de
Silvapulle y Sen (2005), y que se han adaptado en esta memoria para abordar el problema bajo

consideracion.
Pasemos a plantear en términos generales el modelo que se estudiara en este Capitulo.

Se considera un experimento con I dosis ordenadas de forma creciente. Se someten a estudio
n individuos, de los cuales n; son los individuos a los que se les somete al nivel i-ésimo de dosis.
Se define la variable aleatoria IV;; como el namero de éxitos (Y = 1) asociado a la dosis i-ésima
en n; ensayos independientes y N;o = n — N;1 el numero de fracasos, i = 1,...,I. Si se denota
por m; = P(Y = 1/X =) la probabilidad de éxito asociada a la dosis i-ésima, se tiene que N;;
es una variable aleatoria Binomial con pardmetros n; y m;, i = 1, ..., I, es decir, N;j; = B (n;, m;),
i =1,...,1. Las observaciones que se obtienen de N; = (N;1, Ni2)T con i = 1,...,I se pueden

representar en una tabla de contingencia de dos columnas de la siguiente manera

ny || n11 N2 =N — N1

n; 51 N2 = Ny — Nj1

nri| nmnn N2 =nr—nj

donde n1 +ng + ... + ny = n y n; es el nimero de éxitos asociados a la variable aleatoria

Binomial Nila 1= 1, ,I
El contraste de hipotesis que se plantea en este Capitulo es,
H0:7T1:---=7T[ (22)

Hy:m <--- <7y al menos con una desigualdad estricta.

Para formular este contraste de hipotesis en términos de un modelo loglineal se comenzara
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introduciendo el siguiente vector de probabilidades,

p=p(0) = (p11(0),p12(0),p21(0),p22(0), . .. ’p11(9)5p12(9))T

- (%m,%u—m),...,%m,%u—m)f (2.3)
y se supondra
log pij(0) = u + i) + Og5) + bha@jy, i=1,...,1, j=1,2 (2.4)
siendo
Uiy =0, Oy =0, o2 =0, i=1...,0—1 050 =0 j=12 (2.5)

las condiciones de identificabilidad.

La siguiente Proposicion establece que el vector de pardametros desconocidos del modelo
loglineal dado en ([2.4) es 8 = (01, 012011, - - - ,012(1,171))T7 ya que tanto u(6) como uy;)(6),

i=1,...,1 — 1 son parametros redundantes.

Proposiciéon 1 Dado el modelo loglineal (27)), con las condiciones de identificabilidad (25),

el vector de pardmetros desconocidos es

6 = (031, 012011, - - - O1or-1.1))" -

Demostracion. Si se tiene en cuenta que
ny
p11(0) + pr2(0) = o
y que uy(py = b1a11) = b12(72) = 0, se llega a

pr1(0) = exp(u + uy(p) + Oz1) + O12(11)) = exp(u + ba(1))
pr2(0) = exp(u).

Luego,
n
= exp(u) (exp(fan)) + 1)
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y en consecuencia
nr

u=u(f) =log 1+ exp(fa1))

luego u = u(@) serd un parametro redundante si se considera que 02(1) es un parametro del

modelo.

Por otro lado, al ser

pi(0) +pp(0) = —, i=1,...,1
con
pin(0) = exp(u + uy(y) + O201) + br2(i1))
Pi2(0) = exp(u + uy ;) + Oz2) + O1232))
se tiene
1
o Pi1(0) + pi2(0) = exp(uy(;)) exp(u)(exp (1) + O1231)) + 1),
luego
n;
log PO +u + log(1 + exp(f(1) + b1201))),
y por tanto
nr
ul(z)(a) = log <—) — log m —log(1 + eXP(ez(l) + ‘912@1)))
~ log (1 + exp(fa1)))
(1 + exp(faa1) + O12¢1)))
n;i(1+ exp(fa1) + O12¢:1)))
= log .
nr(1+exp(faoq) + Or2(1)))
Asi se llega a que uy ;) (0),i=1,...,I—1, son parametros redundantes y el vector de pardmetros

desconocidos del modelo loglineal bajo consideracion es

T
0 = (021, 012(11) - - - » O12(1-1.,1))
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El contraste dado en ([Z2)) se puede formular equivalentemente como

Hy:m=...=my (2.6)

i (1 —miqq)

o, i (1 — mig1)
it (1 —m;)

<1, i=1,..1-1,7y
i1 (1 — ;)

<1 paraalgini e {1,...,I —1}

ya que

T S Titl < T — TiTitl < Tipl — T4l <
S m(l—mip1) <mipr (1 —m)

;i (1 — 75 )

Ml =m) g oo

Tip1 (1 —

Si se denotan
i (1 — mig1)

9F =
Yo (1 —my)

ci=1,...,1—1, (2.7)

13 )

los “ odds ratio ” o “razon de productos cruzados” locales, el contraste dado en (2.0]) se puede

expresar mediante
Hy:9;=1,i=1,..,] —1frentea Hy : ¥; <1,i=1,..,1 -1 (2.8)
y U7 <1 paraalgin i € {1,...,1 —1}.

En consecuencia se estid expresando que bajo la hipétesis alternativa, se verifica el “orden

de razon de verosimilitudes”, considerado en (LI3]) del Capitulo [

Proposicion 2 Las hipdtesis (Z:8) las podemos formular mediante

Hy : 6’12(11) = 6’12(21) == 6712(171,1) =0, (2.9)

Hy @ 015011) < b12021) < - - < b17—1,1) al menos con una desigualdad estricta.

Demostracion. Al ser

n; Uz
i 0)=— i i 0)=—(1— i)y i=1,...,1
pi1(0) i pi2(0) n( mi), i
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13

los “ odds ratio ” locales considerados en (Z7) se pueden expresar mediante

9 — Pi1(0)pit+1,2(0)
Pi+1,1(0)pi2(0)’

y el contraste dado en (2.8]) se puede escribir en forma matricial mediante
Hy:9"=1;_q, frentea Hy : 9* <1; 1y 9" #1754
donde 1, es el vector de dimension a y cuyas componentes son 1 y 9" = (19’1‘,

Ahora bien,
Pi1(0)pit1,2(0) = pit1,1(0)pi2(0), i=1,...,1 -1

es equivalente a

log pi1(0) + log pi+1,2(0) = log pi+1,1(0) + log p; 2(0)
y por (24)

w4 uy(y + (1) + O121) T u + uryr) + 22) +01241,2) =

=u+uiyr) + 1) + 01241, + U+ ui) + o2) + O12(i2).-

Simplificando se llega a

Or2¢1) = Or2¢i41,1), t=1,..., 1 —1.

Observacion 1 El pardmetro o1y no interviene en (Z39) y ademds bajo la hipdtesis nula

T =Ty =...=T] =
se tiene

pi1(0) = exp(u) exp(uy(;)) exp(fa(1))
. % & 1+ exp(02(1))
1+ exp(fa(1y) nr 1+ exp(Oa1) + O1231)

) exp(62(1))

y como bajo Ho, 013(;1) = 0, se llega a

ng ng exp(@z(i))
—_—m = =
n n 1+ exp(fyn))

)T
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Luego
I — exp(fa(i))
1+ exp(fa1))
con lo cual
1) = log § 7_T°7TO = logit(mo) (2.10)

y contiene toda la informacion acerca del vector de probabilidad homogéneo.

Observacion 2 Con el fin de poder sequir una notacion matricial el modelo loglineal (2) se

puede expresar en la forma

logp(0) = (WO W) (Z) (2.11)

donde por logp(0) se entiende el vector

(logp11(0),log p12(0), . .. ,logpr1(0),log pr2(0))

y las matrices W y W vienen dadas mediante

1,4 I;_ 1
1 of, 1
1,4 I;_
w— [ T g 1 .
1 of, 0

Es claro que del modelo loglineal “saturado” dado en (ZI11) se tiene,
u -1
( 9> —(wo W) logp(6), (2.12)

puesto que el nimero de filas es igual al nimero de columnas en la matriz de diseno.

En (Z11) y (213) por ® se estd denotando el producto de Kronecker (ver Capitulo 16 de

Harville (2008)), 1, es la matriz identidad de orden a y 0, es el vector nulo de a componentes.
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Si se denota por Gr_1 la matriz cuadrada de orden I — 1 definida mediante

-1 0
-1
0 1
G = :
0 O 0 1 -1
0 0 1

(I-1)x(I-1)

se tiene que las hipdtesis dadas en (2.9) se pueden escribir en la forma

HO : RO = 0],1 (213)
Hy: RO<0;1 y RO#0;_q,

siendo R = (0[_1, G[_l).

En lo que hace referencia a los espacios paramétricos involucrados en el problema bajo

consideracion se tienen

Oy = {OGRI:RGZOI_l}

que es el espacio paramétrico bajo la hipotesis nula,
éZ{OGRI:ROSOI_l}
que es el espacio paramétrico restringido y finalmente el espacio paramétrico ©.

Es claro que
0 cOco=R.

2.2. Estadisticos phi-divergencia. Distribucién asintética

El siguiente resultado establece la expresion de la matriz de informacion de Fisher del modelo

loglineal (2.4)).
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Teorema 1 Si se denota por
_ ’ (nly-"vnl)
Zr(0o) = lim Zp, (60)

donde 6y € ©g, y \j = lim =1, i=1,...,1I, se tiene
n—oo

1 Al Ay oo A1
AMoAM O .- 0
IF(OO) =7T0(1—7T0) )\2 0 )\2 0
Ai-1 00 -0 A
Demostracion. Se consideran las matrices
— (1 0 ... 16+1 0 0) B <W2T1>
(A - T
o0 --- 0 0--- 0 - Wi
i=1,...,1 —1ylamatriz
w100 ()
7 -
00 --- 0 ol Wis

El modelo loglineal dado en (Z4) se puede expresar en la forma

mﬂ'i 1
lo " = (u+ uyg +W,08, i=1,....1—-1
© (%(1 —7%‘)> ( 1) <1>

n 1
log n ' =u + W ;6.
(1 —mr) 1

(2.14)

Ahora se obtendra la matriz de informacion de Fisher para el modelo loglineal dado en ([2:4]).

La matriz de informacién de Fisher seréa

n n 1
i (0) = B

dlog L(Ni1,...,Ni)\>
06 ’
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siendo

n; . n;—N;
E(NH,...,le) = H <N ) 7-(5\711 (1 _7ri) i—N; .

=1

Es claro que

EﬂogL(NH, ce ,N]l) B
E [ 00 =0,
luego
(n1,..esnr) B l 610g£(N11,...,N[1)
I (0) = - Var [ 50 .
Ahora bien,

I
n;
log L(N11,...,Nn) = Z {log <N- ) + Nitlog m; + (n; — Nil)logﬂ'i}

=3 il
1
= 4:(0).

i=1
Se sabe que

log “'mi = u+uypy + WO, i=1,..1-1
n K

n ’

log ET{'I =u+ W?lgv
n ’
log %(1 — ) = u+ Wi,
Luego,
o¢; (6
c‘;i(9 ) AW+ (ni— Ny)W,

wT
= (Ni1,ni — Nip) ( M)
wil,

=NI'w,, i=1,...,1

)
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y entonces
I
Olog L(Ni1,..., N
Sl M) S W

i=1

Asi se llega a,

n n 1
i) (g) = ~ Var

I
> N{Wi]

i=1

I
1
== > W7 Cov(NT)W;
i=1

1< m(l—m) —m(l- m))
= — VVTTLZ Wi
n; ! <_7Ti(1_7ri) 7Ti(1—7'('i)

1 I
==Y Win2, W,
n

i=1
— Wdiag {ﬁzm} w, (2.15)
n i=1,...,1
siendo W71 = (WlT, ... ,W}F) Obsérvese que la matriz W se puede escribir en la forma

171 I 1
< : O}F_l> ® <0> . (2.16)

En la expresion anterior de la matriz de informacion de Fisher se ha establecido que
Cov(NT) =n;%,..
En efecto, es claro que
Var(N;1) = Var(n; — Nij1) = nymi(1 — ;)
y por otro lado

COV(Nil, n; — Nz ) = E [Nll(nl — Nzl)] — E [Nzl] E [nz — Nzl]

= nim; — nimi(l — m;) — nin? — ngmi(ng — nim;)

7
2 2.2 _ 2 2_2
=nim —nimi (1 —m) —nimy —nim + niw;

= —nim(l - 7Ti)-
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Bajo la hipétesis nula, m; = m9 = ... = 7y = mg, se tiene
(n1,...n1) T g ng
Iy (69) = W diag o W.
n i=1,..,1

Ahora bien, haciendo uso de la forma que tiene la matriz W en (2.I6) se llega a

T T
Ni,...,n 171 I 1 . n; I 1,1 I;, 1
aieioo= (154 o o) Jam Gl (5 52) 2 3)
1 ot 0 n i=1 1 ot 0
1 I g I 1 I 1 g 1
I-1 I-1 diag {@} I-1 I-1 Eﬂo
1 of, nti=1\ 1 of, 0 0

n ny m2 - N1
n1 n1 0 0
1
n .
ni—1 0 0 - nr

En lo que sigue se denotara por 5, 0 y 0 los estimadores de maxima verosimilitud de 8,
estando @ en O, ) y © respectivamente.

Silvapulle y Sen (2005) definen una serie de estadisticos de contraste para abordar los pro-

blemas de contraste de hipotesis con restricciones.

Definicion 1 Asociados al modelo loglineal (Z11)) se definen los tres siguientes estadisticos de
contraste de tipo Wald

W (8,0) = nd' R” (RZ;'(0)R") RO (2.17)
H(6,0) =n(6—6)TZp(6)(6 — 6) 2.18)
D(6,6,0) =n(6 — 6)"Zr(6)(0 —0) — n(6 — 6)"Zr(6)(6 — 6) (2.19)

donde la matriz Zp(0) es la matriz de informacion de Fisher obtenida en el Teoremadly cuya

expresion evaluada en @ viene dada por
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~%

nr— . . A .
con A = (", ... =T G se evaliia en 0, se tiene
n n

Tp(0) = X diag{\i7;(1 — 7i) H_, X,
171 Ir_
X — I-1 I-1 )
Loof,

La siguiente proposicion presenta una manera de expresar W (6, 0) en forma mas explicita.

siendo

Proposicion 3 FEl estadistico tipo Wald, W(a, 6), definido en (ZI7), se puede expresar en la
forma

W(8.6) = n(8)TS5+8 7o (1 — 7).

con @ = (512(11), . ,512(171,1))T-

Demostracion. Al ser

~ 1 a* C*
—1 _
Ty (B* D*>'

No es necesario calcular los elementos a*,C* y B*. El elemento D* viene dado por

con X* = (/)\\1,. .. ,/):jfl)T.
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Luego,
1 1 a* C* 01_1
RI 1 0 RT —_ < < 0 — ,G —

F ( ) 7T0(1_7T0)( I-1,41 1) (B* D*) (G%’1>
_ 1 * * 01*1
71 —ﬁo)(GlilB Gr1D7) (G?_1>
o 1 * ~T
-~ To(l —%O)GFlD i

v la inversa de esta matriz toma la expresion

(RI;'(O)RT) ™! = 7p(1 — 70)G; 1, (D*) ' G,

Por otro lado
Al nr (7 27\ [ 01-1\ _ F5 7T
0 R = (92(1)5(9 ) ) (GT > =(0) G,
con § = (512(11), e a§12(1—1,1))T- Luego

~%

W(8,8) =n(8 )50 To(1 — 7o) (2.20)

Los estadisticos (2.17), (2I8) y (ZI9) tienen la misma distribucién asintotica, méas adelante
se harad referencia a ella, y jugardn un papel importante cuando se obtenga la distribuciéon

asintotica de los estadisticos phi-divergencia que se introduciran al final de esta Seccién.

Se tienen formulas explicitas para los estimadores de méxima verosimilitud de 68 y p bajo

la hipotesis nula,

~ T
~ ~ ~ ~ T
0= (92(1))‘912(11)5 e 5912(1—1,1))T = <log ﬁ, 0,... ,0>

= ( logit(7),0,...,0)".

En relacion a 8 = (92(1)7912(11)7---7912(171,1))T y 0 = (52(1)7512(11)7---7512(171,1))T7 es
més facil obtener primero los estimadores de méxima verosimilitud de & = (71, 72,...,77)7 y
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T = (W1, 72,...,771)" y luego utilizar la expresion @ = X ! logit (7) para obtener 0 y 6 . El

vector 7r tiene expresion explicita, viene dado por

(2.21)

y para calcular 7 se utilizara el algoritmo PAVA que se describe a continuacion.

Algoritmo 1 Estimacion de probabilidades con restricciones de orden

El EMV del vector ® = (71, ma,...,7)T con la restriccion m; < m < ... < 7y, es decir, el
vector 7 se calcula de la siguiente manera

ETAPA 1: Computar 7 := 7, siendo 7 el vector definido en (Z.21)).

ETAPA 2: Mientras no se verifique la condicién m; < w41, Vi=1,...,] —1 hacer
Para 1= 1,...,]— 1, Si %z ﬁ %i+1 hacer %z = %%z + .

Nit1~ ~ =
n i+l Y tomar w41 = .

El estadistico clasico del cociente de verosimilitudes para contrastar (22]), (2.0) o ([2.8) viene
dado por

1—7
_22< leog/\ + (ni — Nin) log A), (2.22)

ver por ejemplo Mancuso y otros (2001).

Dados los vectores de probabilidad p = (p11,p12, .-, pr1.pr2)” y @ = (@11, @2, - - -, qr1s qr2)*
la divergencia de Kullback-Leibler, definida en (L3I]), entre p y g viene dada por

I
drwi(p, q) = Z (pzl log ( > + piz log <q2)> .

i=1

Es un simple ejercicio comprobar que

G? = 20(dpu(®.p(9)) — drcun(B. P(9))), (2.23)
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con

~ -~ ny- nNi ~ Nno . N2 ~ nr. ny - T
p=p(0) = (;771,—(1 —Wl),zﬂz,—(l —m2),...,—nr,—(1 —7T1)>
N ~ ni. ni .\ Na. M2 ~ ny. njy ~\7
p= p(e) = (;7‘_07 _(1 - 71'0), ;7‘_07 _(1 - 7T0)7 7;71_07 _(1 - 71—0))

El estadistico clasico de la ji-cuadrado para contrastar ([2.2)), [2.6) o (2.8]), conocido en la

literatura estadistica como estadistico de Bartholomew, viene dado por

I
1
X2 — (7 )2 2.24
7?0(1 _ %O)Enz(ﬂz 7T()) ’ ( )
y no es dificil establecer que
X2 =2n dPearson (P(é)a p(b\)), (225)

donde la distancia de Pearson entre dos vectores de probabilidad p y q fue definida en (L34]).

Detalles acerca de X2 pueden verse en Fleiss y otros (2003, Secciéon 9.3).

Si en ([223]) se reemplaza la medida de divergencia de Kullback-Leibler por una medida de

phi-divergencia, definida en (L30), se tiene la familia T} de estadisticos de contraste,

T,(p.p(9). p(8)) = ¢2—Z> (44(P.(8) — dy(P. P())) (2.26)

2 d ~ . Na ~ ( Na
e { 1 " <7r0¢ (”17?0> e (mi)

Es claro que si en ([226]) se toma ¢(x) = zlogx — x + 1 se tiene el estadistico del cociente
de verosimilitudes G2 definido en (Z.23).




40 Capitulo 2. Estadisticos phi-divergencia y tipo Wald en poblaciones binomiales

Si en (223 se reemplaza la medida de divergencia de Pearson por una medida de phi-

divergencia, definida en (L30), se tiene la familia S, de estadisticos de contraste,

-~ omn ~

Se(p(6),p(0)) = W%(?WLP(@) (2.27)

{5 (e ()0 (22)

Es claro que si en (Z27) se toma ¢(z) = 5 (z — 1)% se tiene el estadistico de la ji-cuadrado,

X2, dado en (ZZ3).

El Teorema siguiente establece las distribuciones de las familias de estadisticos de contraste

~ ~

T¢(ﬁ,p(5),p(§)), S¢(p(0),p(0)) y estadisticos de contraste tipo Wald.

~ ~

Teorema 2 La distribucion asintdtica de los estadisticos phi-divergencia Ty(p,p(0),p(0)) y
S¢(p(5),p(§)) definidos en (2268) y (Z27), y los estadisticos tipo Wald W(a, 6), H(é,a) y
D(6,6,0) definidos en (ZI7) , (ZI8) y (ZI), bajo la hipétesis nula dada en (ZI3), es la

misma y coincide con la distribucion de la variable aleatoria £ que viene dada por

-1
P <a) =) wi(I—-1,V)P(x] <),
i=0
con
V = Bdiag(\) "' BT (2.28)
siendo
A=A )T =000 a)" y o B=(Groa,—er).
-1
Los pesos w;(I —1,V),i=0,...,I — 1 son no-negativos y cumplen que »  w;(I —1,V) =1.
i=0

Demostraciéon. Se considera la funcion
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El desarrollo en serie de Taylor de segundo orden en torno a 0 viene dado por

r 0

9(8) = g(0)+(0-0)" ~54(6) L
+ %( —o)T %9(0) . (0_§)+0<H9_5H2>. -
Se comprueba que
8%9(9) Lo =0
ao%ong(e) o & () ()

con I}”“""””(a) definida en (ZIH]).

Derivando

5 ! ~ pi1(6)) 9 <p21(0)>

2 (0 = i1(6 0)) 00 0

aog( ) ) Zzl [p 1(0)¢ <pﬁ( )) 90 \ p.1(8) 9:§+
Z 0 pﬂ(f)) 3 <p22(€)>
pi2(0)¢ (pﬁ(g) 00 \ pi2(8) ) |_s

pues ¢'(1) = 0.
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Derivando dos veces en la funcion g(@) se tiene

0?2 0 0
2600799 o—g 00 (879(9)> 6—2
0 |t pmm>a pmm>
= — 3 (0)e | == | = | L=
00 [;;p]( )¢ (%‘(9) 9 \pi;0)) ||,
L& ~ 0 Di (9)> 0 pi'(9)>>
= ii(0) = | ¢ | =L=5 | 25 | L=
;jzlpj( 56 <¢ (Pij((’) 90 \ p;;(6) o
I 2 2
_ 50 | ¢ pz‘j(f)) <3 <pij(€)>>
2,20 (¢ <pz-j<0> 9 \ p,, @)