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Resumen

La elastografia médica tienen como objetivo reconstruir las posibles anomalias de un tejido blan-
do del cuerpo analizando su rigidez. En este trabajo proponemos una aproximacion determinista
y otra Bayesiana que dan solucion a este tipo de problemas cuando el nimero de anomalias es
conocido: dados unos datos medidos por mecanismos de elastografia, tratamos de determinar
la elasticidad, ubicacién y forma de las anomalias que mejor se ajustan a los datos medidos
minimizando una funcién de error cuadratica. Este problema de optimizacién en su formula-
cion determinista reconstruye de forma razonable los pardmetros involucrados, sin embargo no
nos proporciona informacion estadistica de los resultados obtenidos. Es por ello que se plantea
también la formulaciéon Bayesiana del problema. Para el método Bayesiano, en primer lugar se
obtiene el maximo a posteriori minimizando una funcién de coste con términos regularizadores
y después se aproxima la distribucion a posterior: mediante la aproximacion de Laplace.
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Elastografia médica, problemas inversos, inferencia Bayesiana, optimizacion con restricciones en
ecuaciones en derivadas parciales



Abstract

Medical elastography aims to reconstruct the possible anomalies of a soft tissue of the body
by analyzing its stiffness. In this work we propose a deterministic and a Bayesian approach to
solve this type of problem when the number of anomalies is known: given the data measured by
elastography techniques, we try to determine the elasticity, location and shape of the anomalies
that best fit the measured data by minimizing a quadratic error function. This optimization
problem in its deterministic formulation reconstructs in a reasonable way the parameters invol-
ved, however it does not provide us statistical information of the results obtained. This is why
the Bayesian formulation of the problem is also proposed. For the Bayesian method, we calcu-
late the maximum a posterior: minimizing a regularized cost function and then the posterior
distribution is approximated by the Laplace approximation.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde tiempos inmemorables, la palpacion manual ha sido una técnica de diagndstico altamente
generalizada, pues permitia la deteccion de ciertas enfermedades, tales como el cancer de mama,
simplemente examinando las correspondientes partes del cuerpo con las manos.

Sin embargo, esta técnica presenta una serie de importantes limitaciones. Por ejemplo, se en-
cuentra limitada por la accesibilidad de la mano: hay tejidos blandos, como el pulmoén, que no
pueden ser explorados con la palpaciéon manual. Una prometedora alternativa a esta ancestral
forma de estudiar la robusted y elasticidad de los tejidos blandos es la elastografia.

La elastografia médica es un tipo de prueba de diagndstico por imagen, no invasiva, que mide
la rigidez o elasticidad de los tejidos blandos del cuerpo. La idea es que, dependiendo de donde
un tejido sea blando o duro, esto nos proporcionara informacion acerca de la presencia o estado
de una enfermedad, pues, por ejemplo, los tumores cancerigenos normalmente son mas duros
que el tejido que los rodea, o los higados enfermos son mas rigidos que los sanos.

La elastografia médica se puede llevar a cabo a través de diferentes técnicas. Las mas des-
tacadas son aquellas que utilizan ultrasonido o imégenes por resonancia magnética (IRM) para
crear el mapa visual de la rigidez del tejido. Aunque en cada técnica se procede de una manera
distinta, todas ellas siguen un mismo esquema: primero se crea una distorsion sobre el tejido,
la respuesta se observa y se procesa para inferir asi las propiedades mecdanicas de éste. Una vez
hecho esto, se representa el resultado, normalmente mediante una imagen (mapa de rigidez).
Cada técnica de elastografia estd caracterizada por la manera en la que hace cada uno de estos
pasos:

1. Inducir la distorsion en el tejido: para poder estudiar las propiedades mecanicas
de un tejido tenemos que ver cémo este se comporta al tratar de ser deformado, por
lo que el primer paso es provocar en ¢l una distorsion. Una manera de distorsionar un
tejido es utilizando un vibrador mecanico en la superficie del cuerpo del paciente, creando
asi ondas que viajaran hasta los tejidos méas profundos. Este mecanismo es utilizado en
elastografia por resonancia magnética, pero también se puede provocar una distorsion de
otras maneras, como, por ejemplo, utilizando ondas de ultrasonido: se hace pasar un haz
de ondas de ultrasonido por el tejido que, mediante la fuerza de radiacién acustica, es
empujado.



2. Observar la respuesta del tejido: una vez que el tejido es deformado, debemos estudiar
la manera en la que se comporta. Por ejemplo, si lo que hemos hecho ha sido deformar el
tejido utilizando un vibrador mecanico, la robustez del tejido se determinard midiendo la
velocidad de la onda mecanica tras pasar por dicho tejido. En cambio, si hemos utilizado
un haz de ultrasonido, observando la cantidad de tejido que es empujado hacia abajo segin
la direccién del eje del haz, conseguiremos determinar su rigidez.

3. Procesar y presentar la informacion: una vez que se ha observado la respuesta del
tejido ante la distorsion, esta es procesada y los resultados obtenidos se presentan como
una imagen. Para recrear la robustez del tejido se tiene en cuenta que:

= las ondas mecdanicas viajan mas rapido en tejidos duros que en tejidos blandos,

= las fuerzas aplicadas sobre un tejido deforman mas a los tejidos blandos que a los
duros.

A diferencia de otras técnicas de diagndstico por imagen, como, por ejemplo, la tomografia
computarizada o las radiografias, la elastografia no utiliza radiacién ionizante danina, lo cual
la hace especialmente interesante para el diagnéstico de enfermedades. En concreto, una de las
aplicaciones mas habituales de la elastografia es la deteccién de enfermedades del higado tales
como esteatosis o fibrosis. La fibrosis tipicamente se diagnosticaba mediante una biopsia, sin
embargo, esta forma de evaluacion puede llevar facilmente a falsos negativos: una biopsia puede
omitir la toma de muestras de tejido enfermo, dando lugar a un resultado erréneo. Ademas,
puede llevar a complicaciones tipicas de cualquier intervencién quirurgica. La elastografia tam-
bién se utiliza para la deteccion de enfermedades pulmonares, de la prostata... o para el estudio
del estado de los musculos o tendones. Incluso es capaz de evaluar la rigidez del cerebro, de
manera que presenta un amplio abanico de aplicaciones.

En este trabajo vamos a estudiar la elastografia médica desde un punto de vista matemati-
co. En concreto, vamos a proponer una formulacion Bayesiana para la resolucion de este tipo
de problemas en los que, haciendo pasar una onda por un tejido, se pretende determinar las
posibles anomalias que se encuentran en él mediante un analisis de la rigidez.

La memoria esta organizada como sigue: comenzamos planteando el modelo mateméatico que
describe un problema de elastograffa médica en su formulacién determinista (capitulo [2)) y en
su formulacién Bayesiana (capitulo [3) cuando nuestro objetivo es determinar la rigidez de las
anomalias de un tejido. A continuacién, proponemos un algoritmo para la resolucién de estos
problemas (capitulo [), seguido del cdlculo de la distribucién a posteriori de los pardmetros
involucrados (capitulo . Planteamos este mismo estudio para la obtencién de la geometria
de las anomalias (capitulo @ Finalizamos analizando los resultados obtenidos, haciendo unas
breves conclusiones del trabajo, y planteando otras posibles lineas de estudio (capitulo @



Capitulo 2

Problema de elastografia inverso

Los problemas de elastografia médica se pueden formular como problemas inversos de transmi-
sién de ecuaciones de ondas. La estructura basica de este tipo de problemas es la siguiente: se
emiten ondas desde una o varias fuentes que inciden sobre un conjunto de objetos (anomalias)
integrados en un medio (tejido). A continuacién, la onda resultante se mide en un conjunto de
receptores, véase un esquema ilustrativo en la figura 2.1} Las medidas obtenidas se utilizan para
reconstruir los objetos y sus propiedades materiales.

Figura 2.1: Ilustracién esquematica del proceso de detecciéon por elastografia. La onda sale de
una red de emisores (circulos rojos) y atraviesa el medio rebotando en los objetos (lineas verdes).
Las ondas reflejadas llegan a una red de receptores (cuadrados negros).

Supongamos que una onda sale de una fuente e incide sobre un medio, R, con L objetos,
QW QW) Este proceso estd modelado por el siguiente problema de transmisién de ondas:



( pUy — pAU = f(t)g(z), =z e R\Q, te[0,T],

pieUs — pi e AU = 0, xecQ®¥  tc[0,T]), Ve {l,.. L},

pNUT -n=p VU -n, QO te[0,T), Yeec{l,.. L},

U-=U", xcoN®, tc[0,T]), Vee{l,.. L}, 2
VU -n =0, x € OR, t € 10,7,

U(x,0) =0, Uy(x,0) =0, = €R,

\

L

donde Q@ = |J Q¥ y U = U(=,t) es la variacién o desplazamiento de la onda en la posicién
=1

@ del espacio en el tiempo t. Los simbolos ™ y = denotan el interior y el exterior de cada

QO respectivamente, y m es el vector unitario normal exterior al objeto Q) correspondiente .

Ademas, en la ecuacién anterior intervienen los siguientes parametros:

p = densidad del medio,
pix = densidad del objeto Q)
1 = mobdulo de elasticidad transversal del medio,
tie = modulo de elasticidad transversal del objeto Q.
Denotaremos p; = (fi1,-- -, fi). Por otra parte, la funcién f(t) representa la variacién tem-
poral de la onda emitida, y viene dada por la siguiente expresion:
Ft) = fo (1 =272 f31%) e it (2.2)

mientras que g(x) representa la localizacién espacial de la onda emitida, y viene dada por la

siguiente expresion:
J

g(x) = (m—l)n/g S e == (2.3)

j=1

En estas expresiones, fy; es la frecuencia media de la onda emitida, fy la amplitud de la perturba-
ci6én causada por la fuente (fuerza por unidad de volumen) y x es un pardmetro de regularizacién
de la funcién g. El indice j hace referencia a cada uno de los emisores de la onda y n es la di-
mension espacial.

En lo que sigue, vamos a asumir:

= Se trata de un problema bidimensional, es decir, n = 2.

LObsérvese un ligero abuso de notacién al prescindir de los indices ¢, pero se entiende por el contexto.



= Los parametros del medio externo y de la onda incidente son conocidos:

p = 103 kg/m3

L = 1.69-10° Pa
fo = 10° kg/m?/s®
fu = 05-10° Hz
Kk = 2

= La densidad es constante en el medio externo y en los objetos, es decir:

p=pies V0E{L . L},

Adimensionalizamos el problema tomando como longitud de referencia 1 cm = 1072 m y como
tiempo de referencia 1072 s. En lo sucesivo trabajamos con ecuaciones sin dimensiones.

Para recrear el proceso de medida, generamos un conjunto de datos, d, resolviendo el problema
(2.1)) suponiendo conocida la geometria y la elasticidad de cada uno de los objetos y evaluando
la onda resultante U(x,t) en cada uno de los K receptores, localizados en vy, k € {1,..., K}, y
en un conjunto discreto de tiempos:

t, =n7 € [0,T]

donde 7 es un incremento temporal que debemos elegir y n € {0,1,..., N} siendo N = T'/7.
En lo que sigue, vamos a usar la siguiente notaciéon para referirnos a este conjunto de datos
medidos:

dpy = Ulrp,ta), ne{0,1,.,N}, ke {l,... K}

Sin embargo, en la practica, el proceso de toma de datos suele verse afectado por diferentes
fuentes de error e incertidumbre, tales como ruido externo, o la incertidumbre inherente a un
sistema de medida. Para modelar esto, anadimos a nuestros datos d ruido gaussiano:

d'ruido =d+¢ (24)

donde la medida del ruido ¢ se distribuye como una gaussiana multivariante N (0, T',yiq0). Vamos
a suponer que tenemos el mismo nivel de ruido para cada receptor y que estos no estan correlados,
es decir, la matriz de covarianzas I',.,;4, €s una matriz diagonal:

Fruido - diag((f%, ceey O-%((N—l—l)) (25)

CoN 0 = Opyido, ¥ 1 € {1, ..., K(N +1)}.

Conocidos los pardmetros de la onda emitida y del medio externo, asi como los datos medi-
dos por los receptores d,;q0, Nuestro objetivo es reconstruir la geometria de los objetos y sus
propiedades materiales mas relevantes. En concreto, como en elastografia buscamos crear un
mapa de rigidez del tejido, ademas de la geometria de las anomalias, lo que queremos es deter-
minar p; e, ¥ ¢ € {1,...,L}. En esto precisamente consiste el problema inverso de elastografia:
dados los datos medidos por los receptores, encontrar {2 y p,; para los cuales la solucién de

10



es cercana a los datos medidos d,,;4,. En otras palabras, el problema consiste en encontrar 2 y
w; tales que: ‘
U, (ri.ty) = dis®, Vne{0,1,.,N}Vke{l,. . K}

En la igualdad anterior, Uq,,, representa solucién de ([2.1)) para los objetos €2 con pardmetros
de elasticidad p,. Sin embargo, se suele recurrir a formulaciones mas estables en términos de
problemas de optimizacién con restricciones. En realidad, nos bastaria encontrar Q y p, que
minimicen el error al comparar los datos medidos y los datos sintéticos que se generarian al
resolver el problema de ondas con objetos () y pardmetros u,;:

K N
1 .
T ) =5 DD Vo (i ta) — 5P (26)

B
Il
—
i
o

La identidad anterior define la funciéon de coste del problema de optimizacién al que nos re-
ferimos, y el sistema (2.1) proporciona las restricciones asociadas. Esta manera de abordar
el problema inverso conduce a una formulacién determinista. Si se quiere cuantificar la incer-
tidumbre por ruido, se puede optar por una formulacién Bayesiana, que veremos en el capitulo[3|

Con todo lo explicado, es claro que para resolver un problema inverso de elastografia es necesario
resolver repetidas veces el problema . Para ello, hemos elegido el software FreeFEM++-[7],
un lenguaje de programacion escrito en C++ y que estd enforcado a la resolucién de ecuacio-
nes diferenciales parciales usando el método de elementos finitos. Describimos las formulaciones
variacionales y los pardmetros de discretizaciéon que hemos usado en el Anexo [A] Las figuras
y representan la evolucion en el tiempo de las ondas emitidas desde los emisores y su
interaccion con los objetos. Las figuras y representan los datos sintéticos generados en
los receptores, obtenidos evaluando la solucién de en ellos.

El problema impone condiciones de Neumann nulas en la pared del tejido. En princi-
pio, eso tendria sentido si estuviéramos resolviendo en un érgano completo. En la practica,
truncamos la computacién a un dominio computacional de tamano reducido. Por ello, reempla-
zaremos las condiciones de Neumann nulas por condiciones no reflectantes para ecuaciones de
ondas [4], que hacen que la solucién del problema en el recinto computacional truncado no se
vea afectada apenas por rebotes en las fronteras computacionales artificiales:

1
VU -n = _EUt’ x € OR, t€][0,T], (2.7)

donde ¢ = \/% es la velocidad de onda en el medio externo R.

11



%107 U(x,y,3.5)
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Figura 2.2: Visualizacién de la solucion numérica del problema directo (2.1f) con un tinico objeto
(circulo azul) en distintos tiempos. La onda sale de una serie de 11 emisores colocados en y = 0
y atraviesa el medio R = [—10,10] x [0, 12] encontrandose con un objeto situado en el centro.
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Figura 2.3: Visualizacién de la solucién numérica del problema directo (2.1]) con varios objetos
(circulos azules) en distintos tiempos. La onda sale de una serie de 11 emisores colocados en
y = 0 y atraviesa el medio R = [—10, 10] x [0, 12] encontrédndose con los objetos.
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Figura 2.4: (a) Datos d generados en los receptores resolviendo para un solo objeto. Los
receptores se encuentran en la misma posicién que los emisores. (b) Datos corrompidos con
ruido gaussiano de magnitud € que usamos como datos medidos sintéticos. En este caso el ruido
se ha calculado como €z con ¢ = & méx(d), donde o = 5 es el nivel de porcentaje de ruido y

100
z son nimeros aleatorios pertenecientes a una distribucién N (0, 1).

0.06 0.06
k=1
k=2
0.04 k=3 0.04 -
k=4
k=5 \
= 002 P = 002/ |l
= —k=7 =
—k=8
0 ——k=9 0f
W k=10
-0.02 k=11 -0.02t
-0.04 ‘ : : -0.04 : : :
0 50 100 150 0 50 100 150
t t
(a) (b)

Figura 2.5: (a) Datos d generados en los receptores resolviendo para tres objetos. Los
receptores se encuentran en la misma posiciéon que los emisores. (b) Datos corrompidos con
ruido gaussiano de magnitud € que usamos como datos medidos sintéticos. En este caso el ruido
se ha calculado como €z con € = 155 max(d), donde o = 5 es el nivel de porcentaje de ruido y
z son nimeros aleatorios pertenecientes a una distribucién N (0, 1).
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Capitulo 3

Formulacion Bayesiana del problema
inverso

Para abordar este tipo de problemas es preciso representar los objetos de alguna forma. Hay
varias opciones, aqui vamos a optar por parametrizaciones estrelladas, esto es, la frontera de

cada Q) estd definida por rayos que emergen de un centro (ct, cf/) con radio r(t) de acuerdo a:
q't) = (c, ci) + r8(t) (cos(2nt), sin(27t)), t € [0,1], (3.1)

M M
rf(t) = af + 2 Z at cos(2mmt) + 2 Z sin(27mt), (3.2)

m=1 m=1

para cada ¢ € {1, ..., L}. De esta manera, los parametros que definen los objetos Q2 = UnglQ(é)
se pueden recoger en un vector v := (1/1, e VL) € RECM3) - donde:

v = (Ci,cfj,aé,af, Lab, bt v, =1, L. (3.3)

El nimero de modos, M, que suponemos fijado y conocido de antemano, permite controlar la
complejidad de la frontera.

En lo que sigue, vamos a suponer que queremos determinar p; y que v es conocido, es de-
cir, se conoce la geometria y posicion de los objetos y queremos determinar su elasticidad.

El problema planteado en el capitulo anterior consiste en, usando unos datos conocidos, d,;qo,
determinar unos pardmetros desconocidos, p,. Este problema se puede plantear como un proble-
ma de estadistica Bayesiana, donde los parametros p,; y los datos medidos d,;4, se consideran
variables aleatorias cuyas funciones de densidad estéan relacionadas segin el teorema de Bayes:

LT (34)

i) = ‘drui o) —
pm(l"%) p(lJ’z| d ) p(druz’do)

donde p,.(p;) es la densidad a priori, p(d, a0l ;) es la probabilidad condicionada de los datos

d,uido dadas las variables p; v py(p;) es la densidad a posteriori de los parametros dados los
datos medidos y es la solucién del problema inverso en su formulacién Bayesiana.

15
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Figura 3.1: Visualizacién de dominios formados por diferentes componentes estrelladas. (a) Un
tnico objeto, (b) tres objetos.

La caracterizacién completa de la densidad a posteritor: es un problema extremadamente com-
plicado cuando las dimensiones de los parametros implicados empiezan a ser altas. Una manera
de solucionar esto es, en lugar de buscar la distribuciéon de densidad completa, buscar el punto
maximo a posteriori (MAP), es decir, buscar los parametros que maximicen la densidad a pos-
tertori.

Lo primero que tenemos que hacer en la formulacion Bayesiana de un problema es definir la
distribucién a priori de los parametros. En este caso escogemos p,,(pt;) como una distribucién
gaussiana multivariante:

(1) = 1 1
Dpr (1 _<27T)L\/m

donde T',, es matriz de covarianzas.

exp (—gmi O (s, u?)) (3.5)

Por orta parte, la densidad de los datos d,;4, condicionada por p, toma la siguiente expre-
sion:

1 1 T
p(drm‘do’p’i> = (27T)K(N+1)/2\/mexp (_5 (UMZ - druido) Frulido (Uliz - dT“id(’))

1 1 K N )
= ex [ U, (r 7tn _ d:lmdo 2)
(27T)K(N+1)/2 V |Fruido‘ P ( 2072*uid0 lgl 7;) | “2( : ) * |

donde U, = {Uui(rk,tn)}k:L...,K;n:o,...,N-

(3.6)
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Combinando las ecuaciones (3.4)), (3.5), (3.6) y despreciando las constantes de normalizacién,
la distribucién a posteriori es de la forma:

ppt(p’i) X €xp (

ruzdo k=1 n=0

1 _
Z Z |U rkv dTUZdO - 9 (y’z - I‘L?)Trprl(l“l’i - M?)) (37)

Tomando logaritmos sobre (3.7)), es claro que el problema de maximizar la distribucién a pos-
teriori es igual a minimizar la siguiente funcion:

K N 1
DD U (e tn) = P o o (s = ) T (= ). (38)

ruzdo k=1 n=0

J (1

La formulacién Bayesiana del problema inverso, cuando queremos calcular el MAP, equivale a
un problema de optimizacién con funcién coste . El primer término de esta funcién coste
es de la misma forma que la funcién coste del problema determinista , mientras que el
segundo término asume un papel regularizador, evitando un sobreajuste de los datos.
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Capitulo 4

Calculo del maximo a posteriori

Para minimizar la funcién coste (3.8) recurrimos a un algoritmo tipo Fletcher-Levenberg-
Marquardt [T, 9], el cual, partiendo de un valor inicial p?, calcula iterativamente:

Wit =4 € (1)
siendo &’ la solucién de:
(H(i}) +w; diag(H (1)) € = —g(u))- (4.2)
donde:

» w; es un parametro de amortiguaciéon que se ajusta en cada iteraccién de acuerdo al
siguiente criterio: se comlenza con un valor inicial de w;, wy, y se resuelve con ¢l ( . Si
la solucién obtenida, /,l, ! es mejor que la que tenfamos, entonces pasamos a la siguiente
iteracién. En caso contrario, es decir, J(u!™') > J(u!), entonces incrementamos el valor
de w; y volvemos a resolver hasta que consigamos que la solucién obtenida mejore
la anterior.

] g(ug ) es el gradiente de la funcién coste 1) con respecto al vector u,, es decir:
< (0
g(p;) =VJ(pi) = <¥>
t=1,..,L

a,uz‘,z

=1,..,

donde, para cada ¢ € {1,..., L}:

oU ,
aJ(uZ = Z Z < Tka drmdo) —“i(rhtn) + [F;rl (Nf - u’?)b

8[1’15 Urmdo k=1 n=0 8#i7é
oU ;
Para aproximar 3 (ry, t,) usamos diferencias finitas. Dado un e suficientemente pe-
Hie
queno, se tiene que:
OV gty = DT tn) = Uy (i )
Opti e o €

donde §, es un vector que vale 1 en ¢ y cero en el resto de componentes.
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« H (uf ) es la matriz hessiana de la funcién coste (3.8) con respecto al vector u; evaluada
en pu, es decir:

- 0% J (1]
H(p) = 07 J(mi) (4.3)
Ot Ot m ¢=1,....Lim=1,...,L
Vamos a aproximar la matriz hessiana como sigue:
82 ( K N 3U J 8U”J
(Prs tn) = (Pp, tn) + [T} 4.4
8,ulgﬁulm amd();nz% 0,uz€ k Mz,m< ks tn) [ P j|£,m (4.4)

En cada iteracién, el sistema se resuelve utilizando el método numérico GMRES [6]. Puede
ocurrir que los dos términos de la funcién coste tengan magnitudes muy distintas y eso
puede dar lugar a que GMRES no converja en las iteraciones iniciales. Para solucionar esto,
introducirmos un parametro regularizador, A > 0, que equilibra los dos términos [1], de manera
que ahora la funcién coste pasa a ser:

K N
TUZ 0 )\ —
Ta(pes) DD WU (i t) = P + Sy — 1) T, (= ). (45)

rmdo k=1 n=0

En el algoritmo que implementamos no solo se ajusta w; en cada iteracién, sino que también se
va a ir modificando el parametro de regularizacién A: partimos de un valor inicial, \y < 1, y en
cada iteracion j lo vamos incrementando hasta llegar a un valor de A\; = 1, de manera que la
funcion de coste pasara a ser la original . En resumen, el algoritmo para la obtencién
del MAP es el siguiente:

0: Definimos el nimero mdximo de iteraciones del algoritmo, ITMAX, y un nimero maximo
de iteraciones, ITMAX2, para el ajuste del pardmetro w;. Ponemos p] = pu? y A; = Ao

1: Mientras que j < ITMAX:

2.1: Calculamos J,\].(p,{ ) de acuerdo a 1}
2.2: Fijamos w; = wy
2.3: Mientras que [ < ITMAX2:

2.3.1: Calculamos &’ de acuerdo a 1.} y p,”l de acuerdo a

2.3.2: Calculamos J,\j(p,g“) de acuerdo a

2.3.3: Calculamos:

abs (1, (1)) = I (6]"))
abs(Jx, (147))

Sidif < 0.01 hemos acabado el algoritmo

dif =

2.3.4: Si Jy,( pth) < J,\j(uf) entonces actualizamos g = p/ ™ y vamos al paso 2.4. En
caso contrario, si Jy, (u!™) > Jy, (), entonces w; = 2wj, I =1 + 1 y volvemos
al paso 2.3.1
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3
2.4: Calculamos \; = 5)\]-:
Si A; < 1 volvemos al paso 2.1

Si A; > 1 entonces ponemos A; = 1, calculamos JAj(ug ) vy salimos del bucle.
Hemos obtenido el MAP

La eleccién del pardmetro inicial p adquiere una gran importancia debido a que la funcién
coste (3.8]) puede tener varios minimos locales. Consecuentemente, es recomendable elegir un
valor del parametro inicial cercano al valor verdadero.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos tras usar este algoritmo para el calculo
de p; prap en los casos concretos de los ejemplos expuestos hasta ahora:

17 : : : : : 19

obj1

16.571

16

L1557

15

145 1 14

14 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 13

Iteracion Iteracion

(a) (b)

Figura 4.1: Gréafico que representa la evolucién de los valores de u{ en cada iteracién del al-
goritmo (lineas continuas) para (a) un solo objeto, (b) tres objetos. Las lineas discontinuas
representan los valores reales de p;. Los valores de los parametros del algoritmo son: A\g = 0.1,
Wo = 10_3; Oruido = 10_3 Y Oprior = 20.

» En el caso de tener una tdnica anomalia centrada en R (figuras y B-1(a)) con
valor real del pardmetro de elasticidad fi; reqr = 16, tras aplicar el algoritmo partiendo de
un valor inicial ) = 15, se obtiene p; ;rap = 16.0052. En la figura (a) se muestra la
evolucion de p{ en dicho algoritmo.

= En el caso de tener tres anomalfas en R (figuras [2.3] y B1)(b)) con valor real del
parametro de elasticidad p,,.,, = (16, 18, 14), tras aplicar el algoritmo partiendo de un
valor inicial p? = (15, 17, 15), se obtiene:

M arap = (16.0607497, 17.8933538, 14.20564706)

En la figura (b) se muestra la evolucién de g en dicho algoritmo.
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Podemos tratar de comparar los resultados obtenidos con el resultado de optimizar simplemente
el coste sin ruido (2.6)) (formulacién determinista) aplicando el mismo algoritmo para A = 0:

» Para el caso de un solo objeto, partiendo de Y = 15, el algoritmo solo realiza una iteracién
y se obtiene p; = 15.9581.

» Para el caso de tener tres objetos, partiendo de pY = (15, 17, 15), el algoritmo solo realiza
una iteracién y obtiene p; = (15.68202725, 17.01971357, 14.62555622).

Es claro que se alcanzan mejores resultados con la formulacién Bayesiana que con la determinista
sin regularizar. Recordemos que la formulacién Bayesiana incluye un término regularizante.
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Capitulo 5

Estimacion de incertidumbre

Una vez que hemos obtenido el MAP, vamos a tratar de aproximar la distribucién a posteriori
mediante un método conocido con el nombre de aproximacion de Laplace. La idea de este
método consiste en aproximar la distribucién a posteriori mediante distribuciones normales
multivariantes centradas en el MAP previamente estimado:

ppe (i) = N (M’i,MAP?FPt) . (5.1)

Esto requiere el calculo de I'y, = H ~! donde H es la matriz hessiana de 1D evaluada
en p; prap [1. Podemos calcular T'y, directamente evaluando (4.4) en p; pr4p y calculando la
inversa, o mediante la siguiente expresion:

I, = (F'T;,,

rutdo

F+T,1)" (5.2)

donde F' denotan las derivadas de Fréchet:hes

F = (aU“i (rk,tn)>£_1mL (5.3)

a/«Lz',e

evaluadas en p; ysp. Es preferible utilizar la expresién (5.2)), pues la ecuacion (4.4)) se trata de
una aproximaciéon de la hessiana, lo cual entorpece los resultados.

Una vez calculado T'y;, se puede muestrear la distribucién a posteriori de acuerdo a:

My = i prap + F;{Z" (5.4)

donde n es un vector de valores aleatorios, independientes e idénticamente distribuidos perte-
necientes a una N(0,1).

Las figuras N muestran los resultados obtenidos tras muestrear la distribucién a pos-
teriort del pardmetro p, para los dos casos que hemos venido estudiando.
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Histograma

200

150 |

100 |

50

Figura 5.1: Histograma de la aproximacion discreta de la distribucién a posteriori de p; para
el caso de tener una sola anomalia de las figuras y a). El valor real es p; = 16. El
nimero de muestras empleadas han sido 10°.

Histograma objeto 1 Histograma objeto 2

200 200
150 150 ¢
100 100 ¢
50 50|
0 0

Histograma objeto 3
200 : ‘

150 |

100 |

50

e

Figura 5.2: Histograma de la aproximacion discreta de la distribucion a posteriori de p,; para el
caso de tener las tres anomalfa de las figuras[2.3] 2.5y [3.1(b). El valor real es p; = (16, 18, 14).
El nimero de muestras empleadas han sido 103.
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Capitulo 6

Adaptacién al calculo de
parametrizaciones de objetos

Hasta ahora hemos supuesto conocido el vector de parametrizaciones v y desconocido p,;, pero
podemos plantear el problema complementario: conocemos la elasticidad de los objetos, p;, y
queremos determinar la posiciéon y geometria de los mismos, v. Razonando de manera analoga
a como se hizo para la determinacion del MAP de p,, se llega a que maximizar la distribucion
a posteriori de v equivale a minimizar la siguiente funcion:

N
Turao ]' —
Z > U (rsta) — difi®e + S = V)T (v —0°). (6.1)

Para el célculo de vy, 4p minimizando la ecuacion anterior utilizamos el algoritmo explicado en
el capitulo [4] pero cambiando p; por v. Se razona de manera completamente andloga. La dife-
rencia esencial se encuentra en las dimensiones del problema: con la busqueda de p; tenfamos un
problema de L dimensiones, mientras que si buscamos v el problema tiene dimensiones mucho
mayores, L(2M + 3).

Supongamos que tenemos un solo objeto en R con p; = 16 (como el de las figuras 2.2 y 3.1)(a))
del cual desconocemos su parametrizacién v. Aplicamos dicho algoritmo partiendo del punto
inicial:

v’ = (0.1, 5.5, 0.9, 0, 0)

Y se obtiene el siguiente resultado:
vyap = (0.293839778, 5.772770552, 0.9930086424, 0.0356317874, —0.1448367161)

Este resultado lo podemos comparar con la parametrizacién real, v, = (0, 6, 1, 0.125, 0.1),
observando que el valor de v);4p no aproxima correctamente el valor real de la parametrizacién
de dicho objeto.

La evolucién de v/ en cada iteracién del algoritmo se muestra en la figura y los pardmetros
empleados son los siguientes [I]:

Mo =01, wo=10"3 0,uige = 1073,
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Tnriora = 0.1, 0 0.1, 02,,5=01, o2, ,=0.0125 o2, 5=0.0125,

p prior,2 = prior,3 prior,4 prior,5
y la matriz de covarianza I'y,;, es una matriz diagonal de la forma:
ol . 0 0 0 0
prior,1l )
0 O prior2 ) 0 0 0
FPTiOT = 0 0 Oprior,3 ) 0 0
0 0 0 UpriorA 0
0 0 0 0 o-griorﬁ
6
1
5 [ Y517
Y3
4+ V|1
s
3 [
A
2 [
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
O P ————— — — — — — _—————e— e |
-1 L
2 4 6 8 10
Iteracion

Figura 6.1: Gréfico que representa la evolucién de los valores de 17 en cada iteracién del al-
goritmo (lineas continuas) cuando hay un solo objeto. Las lineas discontinuas representan los
valores reales de v.
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

A lo largo de este trabajo hemos desarrollado un marco Bayesiano para dar solucién a un pro-
blema de elastografia médica en el que se busca determinar la elasticidad de las anomalias de
un tejido blando. En él, se han supuesto conocidos el nimero de anomalias, su ubicacion y geo-
metria, y que estas estdn caracterizadas por parametrizaciones estrelladas. Si bien determinar
la distribucién a posteriori de los parametros involucrados es una tarea compleja, en ocasiones
incluso imposible, se ha recurrido a una aproximacion. Para ello, minimizando una funcién cos-
te con restricciones en forma de ecuaciones en derivadas parciales, se ha obtenido el maximo a
posteriori (MAP) de los pardmetros involucrados y se ha cuantificado la incertidumbre de este
valor generando muestras de la aproximacion de Laplace de la distribucién a posteriori. Este
método es especialmente interesante por su bajo coste computacional. En su defecto, se podria
haber recurrido a algin tipo de método de Monte Carlo basado en cadena de Markov (MCMC)
como muestreo de los parametros, sin embargo, esto supone un coste computacional bastante
elevado.

Los resultados obtenidos del MAP se han comparado con los resultados obtenidos por la for-
mulacion determinista del problema. Se ha observado que los resultados deterministicos eran
peores como consecuencia de la falta de términos regularizadores en la funcién de coste.

El esquema propuesto se ha probado en ejemplos de elastografia en los que el tejido blando
tenfa una y tres anomalias. Para pequenas magnitudes de ruido, se han inferido valores de
la elasticidad con una incertidumbre considerablemente elevada, de manera que el método de
aproximaciéon es susceptible de mejora. En particular, estamos explorando alternativas como
optimizacién MCMC o mejor calculo de las derivadas de Fréchet, pues esto ultimo se ha reali-
zado con diferencias finitas.

A su vez, se ha planteado el problema complementario: suponiendo conocido el nimero de
objetos y la elasticidad de los mismos, hemos tratado de determinar la ubicacion y geometria
de los mismos. Sin embargo, los resultados obtenidos del MAP no han sido satisfactorios. Esto
puede deberse a la presencia de minimos espuros, un problema bastante habitual en este tipo
de funcionales, y que puede requerir usar otros costes mas precisos.
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Apéndice A

Anexo: Formulacion variacional del
problema directo

Resolver un problema haciendo uso del método de elementos finitos supone plantear el problema
en su formulacion variacional. La formulacion variacional del problema de transmision de ondas
(2.1) es la siguiente:

d2

@/RﬁU(w,t)v(w)da:—i—/R/lVU(:c,t)VU(a:)d:c:f(t)/Rg(zc)v(w)dm, t >0, (A.1)

Vve HYR), U(x,0) = Uy(x,0) = 0. En la expresién anterior:

- Jp en el medio exterior
P=\ e en QO Vel L,

- en el medio exterior
H= pie en QO v ee{l .. L}

Como vemos, aparece una derivada segunda temporal. Haciendo un desarrollo de Taylor respecto
al tiempo para U(zx,t+ 1)y U(x,t — 7) tenemos:
-2 3 -4 .
Ulx,t+7)=U(x,t) + 7U(x,t) + EUtt(w,t) + EUm(a:,t) + ﬁUtttt(a},t) + o(h?),

2 3 4
Uz,t —7) = U, t) — U (2, 1) + %Utt(w, t) — %Um(w, t) + ;—4Utttt(w, £) + o(h®).

Combinando ambas tenemos, con error O(h?),

Us(,1) = — [U(a,t 4+ 7) — 2U(2,t) + Ulm, t — 7). (A.2)

2
Denotamos u" = U(x,t,) = U(x,n7). Entonces:

. un+1 — " + un—l
Upy 2 : (A.3)

72
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Por lo tanto, nuestro problema reside en encontrar u™*! tal que V v € H*(R) satisfaga:

n+1_2 n n—1
/ﬁu u2+u v+/[LVu"Vv—f(t)/gU:0 (A4)
R T R R

Por otra parte, tenemos las condiciones iniciales nulas:
{ Ux,0)=0, Ufz,0)=0.
Es claro que de U(x,0) = 0 se tiene que u® = 0.

Por otra parte, hacemos un desarrollo en serie de Taylor de U(x, ) con respecto al tiempo:
U(iB, 7') = U(a:, 0) + TUt(iB, O) + O(T2> ~ uY + Tu?,

En otras palabras:
1

ut =u +7u) =0
Con respecto a los parametros de discretizacion empleados:

= Discretizacion espacial: h = 0.05 pues debe de ser lo suficientemente fino como para
que nos sirva de mallado para los objetos.

= Discretizacion temporal: Vamos a buscar un paso temporal, 7, que nos garantice la
estabilidad de la solucién. Para ello, es necesario que se cumpla [§]:

, (h h)
T<min | —,—
Cc ¢
c:\/E:él, ci:1/&:\/1.69
P P

7 < min(0.0125, 0.0385)

donde

es decir

por lo que hemos tomado 7 = 0.01.
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