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IN T R O D U C C I O N

El t r abajo que n r e s e n t a m o s  tiene como idea p r i m o r d i a l  el es t u d i o  

de teorema de Egorov. Este  tema tiene dos m o t i v a c i o n e s . La p r i m e r a ,  

el es caso e s t u d i o  que tiene en la lit e r a t u r a ,  la segu nd a , la apa - 

r i c i ô n  de p r o p i e d a d e s  seme^an t es en t r a b a i o s  ac tua le s sobre inte- 

g r a c i ô n ,  pe r e j e m p l o  en el a r t i c u l o  de Chi (1975) "On the Ra don- 

- N i k o d y m  t h e o r e m  in l o c a l l y  c o n v e x  s p aces" | 3 | y en el de R o 

d r i g u e  z- Pal i na s (1979) " I n t e p racion de f u n c i o n e s  d e f i n i d a s  en 

e s p a c i o s  l o c a l m e n t e  c o n v e x o s "  |31 j . De hec ho es i mportante as e-  

g u r a r  la c o n v e r g e n c i a  ca si  u n i f o r m e  en una s u cesiôn de func i o n e s  

que o r i g i n a l e m t n e  tie ne la casi puntu al.

Si se p i ensa sohre el teor ema  de E g orov se o b t i e n e n  gran can- 

itdad de p o s i b l e s  vias de i n v e s t i g a c i 6 n  ya que en êl inte r v i e n e n  

m u c h o s  factor es.  P o r e j e m p l o  influ ye  el es p a c i o  de med ida, el e s 

pac i o  t o p o l ô g i c o ,  la m e d i b i l i d a d  de las f u n c i o n e s  que c o n s i d e r e m o s . 

El p a n o r a m a  se a m p l î a  aûn mSs cuan d o  se relac ionan d iversas topo- 

l o g î a s .

Por todo esto , he mos t e nido que f i j a r n o s  en una linea, y at e n d e r 

a las otr a s  c u a n d o  se c r u z a r a n  de fo rma n a t u r a l  con la inicial.

Los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  son sobre el tipo de m e d i b i l i d a d .  La 

p r e g u n t a  que r e s p o n d e m o s  es en lin eas  génér a l e s :  iSob re el e s p a c i o  

t o p o l ô g i c o  (X,T) cump l e  c i erta m e d i b i l i d a d  de f u n c i o n e s  el teo rema 

de E g o r o v ? . Mâs e x p l î c i t a m e n t e :
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" Sea ( n, E, u) un es p a c i o  de m e d i d a  fin ita  y c o m p l é t a  y (X,T) 

un e s p a c i o  to polôgico. Toda s u cesiôn de f u n c i o n e s  " m e d i b l e s "  de 

îï a X casi pu ntual mente c o n v e r g e n t e  a una fu n c i ô n  f c o n v e r g e  cas i 

uniform em ent e'  y f es me dible en el se n t i d o  p r e f i i a d o . " .

En los c a sos que siiponîamos ma s s e n c i l l o s ,  com o  los e s p a c i o s  me- 

t r i c o s  y la m e d i b i l i d a d  Borel ,o bnervamos que la p r egunta era de 

uan d i f i c u l t a d  s o r p r e n d e n t e  al e n c o n t r a r n o s  con p r o b l e m a s  aun 

a b i e r t o s  de la teoria  de con i un tos c o m o  la e x i s t e n c  ia de c a r d i 

nales m e d i b l e s  y r e a I m e d i b l e s . Una i n t r o d u c c i ô n  a d i c h o  p r o b l e m a  

la hem os r e a l i z a d o  en el cap.îtulo I por c r e e r l o  i m p r e s c i n d i b l e  para 

f a c i l i t a r  la lectu ra  de la m e m o r i a  y hace r c o p a r t i c i p e  al l e ctor 

de la r e s t r i c c i ô n  que impone a a l g u n o s  r e s u l t a d o s  la x i o m S t l c a  de 

c o n j u n t o s  que se esté d i s p u e s t o  a u t i l i z e r .

De esta forma dedicartos el c a p î t u l o  I a la e x p o s i c î ô n  ca si o r i 

entât iva de t ô picos util e s  en el d e s a r r o l l o  de las ideas de los si^ 

g u i e n t e s .  Asî tratamos de r e s u m i r  la teorîa de las f u n c i o n e s  a n a -  

l î t i c a m e n t e  r e p r e s e n t a b l e s  y los c o n j u n t o s  a b s o l u t a m ente a n a l î t i -  

cos, las f u n c i o n e s  o - d i s c r e t a s  y los c o n c e p t o s  de peso y *-peso 

de un e s p a c i o  top olôg i c o .El re s u m e n  sôlo tiene c a r a c t e r  e x p o s i t i v e  

por lo que b u s c a m o s  la fo rma mâs d i r e c t a  sin m e t e r n o s  en el desarro^ 

llo a c t u a l  de los temas. Por e j e m p l o  se podr îa echar en falta los 

e s q u e m a s  de Souslin pero es to s u p o n d r î a  una d i s p e r s i ô n  en la fin a - 

lidad que p e r s e guimos.

En n u e s t r o  e s tudio sob^e las m e d i b i l i d a d e s  o b s e r v â m e s  la exis-  

te ncia de dos ti pos clarame<nte d i s t i n t o s :  las m e d i b i l i d a d e s  que 

l l amamos de " a p r o x i m a c i ô n " c o n s i s t entes  en d é f i n i r  f unciones a
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p a r t i r  de c l a s e s  mas s e n c i l l a s  como se hace en la teorîa de la 

i n t e p r a c i o n ,  v las m e d i b i l i d a d e s  "de imapen inv e r s a "  c o m o  la Borel, 

La p r o p i e d a d e s  ma s imno rtante de las p r i m e r a s  es que son fac il es 

de m a n e j a r ,  m i e n t r a s  que las s e p, u n d a s sirv en  de forma e f i c a c i s i m a  

para la o b t e n c i ô n  de m e d i d a s  imape nes , t é c nica que por otra pa rte  

es f u n d a m e n t a l  en todo el estudi o.

Nos h e mos v i s t o  o b l i p a d o s  a r e l a c i o n a r  los tip o s  de m e d i b i l i 

dade s de a p rox ima c iôn r e c i e n t e m e n t e  e s t u d i a d o s  por el p r o f e s o r  

Pod r ip,ue z - Sa 1 ina s en | 31 | y las m e d i b i l i d a d e s  de B o rel, Ba ire y 

uni f o r m a n t e  Baire.

En el c a p î t u l o  TT las func i o n e s  p-med ibles y p-med ibles son 

c a r a c t e r i z a d a s  de forma a n alopa al t e orema de P e t t i s ,c a r a c t e r i z a - 

c iôn que ha r e s u l t a d o  s er f u n d a mental en toda la m e m o r i a .  C o n s t a 

tâmes la g e n e r a l i d a d  del c o n c e p t o  de îT-med ibil i d a d . Y u s a n d o  las 

m e d i d a s  r î p i d a s  de V a r a d a r a 1 a n  c o m p l é t â m e s  el e s t u d i o  de la rela- 

ciôn a la vez que se o b t i e n e n  r e s u l t a d o s  en ]a linea de E d g a r , c a 

pîtu l o  V, c u a n d o  es un e s p a c i o  t o p o l ô p i c o  de Bana c h  c o n  la topolo^ 

gîa débi l. El teorema de Egor o v  se d e m u e s t r a  par a la P - m e d i b i 1 idad 

en e s p a c i o s  LE y para la p - m e d i b i 1 id ad en sumas v e c t ô r i a l e s  de 

una fam i1 ia no n u m e r a b l e  de esp a c i o s  de E r e c h e t ,  el r e s u l t a d o  al 

que nos v e n i m o s  r e f i r i e n d o  es el s i guiente;

T E O R E M A  ( I I . 3) : Sea f una funci ôn de ( f! , E , p ) e s p a c i o  de m e 

dida fin ita  y c o m p l é t a  a E es p a c i o  l o c a l m e n t e  c o n v e x o , Ent o n c e s  

f es ÿ-med ible si y sôlo si

3.1 f es (iresenc ialme nte  p r e c o m p a c t a  D e f i n i c i ô n  I I . 2

3.2 Para toda semi n o r m a  c o n t i n u a  p en E y para todo x
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de E se ti ene que p(f -x ) es me dib le .

La c o n d i c i ô n  3.2. es de por sî,u nn  rel ac  ion con la m e d i b i l i d a d  

de tipo c l â s i c o  por au e pu ede  ser t r a d u c i d a  como que la fu nciôn

f : n  >E cump l a  que la ima pen  inve rsa  m e d i a n t e  f de las b o l a s  de

sean me di ble s.  Este ti po de m e d i b i l i d a d  es amp 1 iament e u s a d o  p o r  Ma 

sani en |2 6 | .

La g e n e r a l i d a d  de la clas e de las f u n c i o n e s  p-med ible se concre^ 

ta en la si gu iente:

P R O P O S I C I O N  ( I I . 5) : Sea ( Q,E ,p ) un e s p a c i o  dje m e d i d a  f i n i t a  y

c o m p l é t a  y E un e s p a c i o  l o c a l m e n t e  conv e x o .  Si f es una f u n c i ô n  de il

a E que es limite cas i p u n t u a l  de una s u c e s i ô n  (f ) de f u n c i o n e s
" n = l

W - m e d i b l e s , ent o n c e s  f es p-med ible.

A p a rtir de estos dos r e s u l t a d o s  se o b t i e n e n  los T e o r e m a s  de 

Egoro v a n t e r i o r m e n t e  citados .

F ina l i s a  el c a p î t u l o  con la o b t e n c i ô n  de las p r o p i e d a d e s  de las 

f u n c i o n e s  p-medi b l e s  en e s p a c i o s  LF. De forma d i r e c t a  se o b t i e n e  

que las funci o n e s  p - m e d i b l e s ^ P - m e d i b l e s  c o i n c i d e n  en un e s p a c i o  

LF. A p l i c a n d o  las t é c n i c a s  de m e didas r î g i d a s  (def i n i c i ô n  11.13) er^ 

to nces se d e m u e s t r a  que

P R O P O S I C I O N  (Co r o l a r i o  de la propos  i c iôn 11.15) : Sea E un e s p a c i o

LF y ( f), ^ , P ) un e s p a c i o  de medi d a  fi nita y c o mpléta. Si P^ es 

una me dida en lu O - â l g e b r a  de Bair e de E tal que es ima ge n de una

funciôn f : H  ----- > E, e n t o n c e s  P^ es rîgida si y sôlo si f es M - m e d ^

ble .

El c a p î t u l o  III se ha e m p l e a d o  en r e l a c i o n a r  la p - m e d i b i l i d a d  y 

la m e d i b i l i d a d  Borel. La p r i m e r a  parte se ded ica en c o n c r e t o  a los 

esp a c i o s  l o c a l m e n t e  c o n v e x o s  m e t r i z a h l e s .  Aquî hemos da d o  una eq uiva



l e n c i a  ai T e orema Ma r c zews k i - S i V os k i (19M8) oJîteniendo el s i g u i e n t e ,  

T e o r e m a

T E O R E M A  (II I . 5) ; Sea E un es pacio localm e n t e  c o n v e x o  m e t r i z a b l e ,

son enuiva lentes:

a) El peso de E es d e medida cero.

b) Para todo espa ci o de medida fini ta y c o m p l é t a  (0 ,F, , | J  ) se 

cumple .

’■ Bore] ( n  . r, . M ,r . C)

(de n o t a n d o  por M (F , p , E) el c o n j u n t o  de las f u n c i o n e s  P-me^ 

d ib le s de en E)

c) Para toda med ida  de Rnrel finita en E se tiene una descompos_^ 

c iôn de tipo Marc z ews k i . (Ver nota s i g u i e n t e  a la propos ic iôn 

III . 3) .

Con este Teorema c a r a c t e r i z a m o s  las f u n c i o n e s  m e dibles Bo rel me^ 

d i ante la es truc t ura mas opér ât iva de las f u n c i o n e s  )i -m edibles, 

a b r i e n d o  el c a m i n o  para api icarlas^'las té cnicas de in tegrac iôn . La 

a p arente r e s t r i c c i ô n  sobre el peso de E es mds de tipo lô gico que de 

tipo a n a l î t i c o ,  s e g u n Iiemos pr e t e n d  ido su p e r i r  en el c a p î t u l o  I. El 

p r oblema de la ex i stenc ia de los ca r d i n a l e s  de med ida  cero (y por 

c o n s i p u i e n t e  los ca r d i n a l e s  no m e dibles) d e pend e de la a x i o m d t i c a  de 

c o n j u n t o s  cm pleada. A d m i t i e n d o  la h i p ô t e s i s  del c o n t i n u e , l o s  T e o r e 

mas de Ul am  permit en ase p u r a r  que el tamaMo de ta ies c a r d i n a l e s  es 

tan gr ande que en ca sos c o n c r e t o s  no s c vera al canzado.

La segun da parte del c a p î t u l o ,  a partir de la propos ic iôn I I I . 6, 

se ded ic a a c o m p l e t a r  en un c u a d r o  y a genera  1 izar el Te o r e m a  de 

M a  r c  zo wsk i - n ’■ ! f> • ; I i para el ca so LE, obt en i end o en el T e o r e m a  I I I . 11 

el a n alogo al caso  mê t r i c o  au nque con la d i f e r e n c i a  de que las fun -
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C lo ne s m e d i b l e s  Borel c o i n c i d e n  en est e  ca s o  con una s u bclase de las 

f u n c i o n e s  |t-med ibles que llama mo s y :Vmedibles ,

En las d e m o s t r a c i o n e s  se ha usa d o  un lema sobre el peso de un es 

pa cio LF que es el siguiente

LEMA ( I I I . 10) ; S e ^  E un e s pacio LF. E ti ene peso  de m e d i d a  cero  di y 

sôlo si el peso de cada uno de los es pacios de la suce s i ô n  (E^)^_^ 

que d e f i n e n  la t o pologîa E es de m e d i d a  cero*.

Ac aba el capî t u l o  con un c o m e n t a r i o  sobre un t r a b a j o  de Fremlin 

( 1975) a p r opos it o de la s u m a b i l i d a d  de dos funci o n e s  m e d i b l e s  Bo rel  

en un e s p a c i o  métrico.

Se h a l e m o s  que el prob l e m a  del m a n t e n i m i e n t o  del c a r â c t e r  de 

Borel m e d i a n t e  la suma de fu nciones es p l a n t e a d o  por A. H. Stone 

( 13 B ! 19 73)  y que noso t r o s  o b t e n e m o s  el T e o r e m a  1 de dic h o  t r a b a 

jo co mo c o r o l a r i o  del T e orema I I I . 5, en el ca s o  ve c t o r i a l ,  y que se 

o b tiene fâcilm e n t e  del T e orema 1 1 1 .13., ta m b i ê n  co mo  c o r o l a r i o ,  un 

r e s u l t a d o  mâs ge neral en el caso L F .

A l r e d e d o r  de las ideas de A. H. Stone hay tr abajos r e l a t i v a m e n -  

te r e c i e n t e s  (1 975 -7 9) de H a usell, Pre is s, y otros. (De estos traba_ 

j os c o m e n t a r e m o s  en esta int roduce iôn y a lo la rgo de ia memoria).

En el c a p î t u l o  IV nos p l a n t e a m o s  los dos p r o b l e m a s  que sur ge n en 

l a . o b t e n c i ô n  del Teorema de E g orov para las f u n c i o n e s  med i b l e s  Borel 

de un e s p a c i o  de medi d a  finita y c o m p l é t a  ( 9, F, y) a un gru po  topo 

lôgic o conm uta  t i v o :

1. En que cond ic iones el limite casi puntual de una s u cesiôn de 

f unciones me d i b l e  Borel es med i l< le Borel.

2. En que cond ic iones la suma de dos fu nciones m e d i b l e  Borel es 

m e d i b l e  Borel.



VIT

In iciamos el c a p î t u l o  con un r e sumen de r e s u l t a d o s  en relac iôn 

con est as  dos c u c s t i o n e s .

Se han c l a s i f i c a d o  n u e s t r o s  r e s u l t a d o s  en très a p artados, El pri_

me r o  co nsta de un e s t u d i o ,sobre  e s p a c i o s  t o p o l o g i c o s , d e  la p r i mera

cu e s t i ô n .  En la d e f i n i c i ô n  I V . 3 se de f i n e n  los esp acios de cl ase F^,

q< n û m e r o  t r a n s f i n i t o ,  de forma que engl o b a n  a los es pacios LF y

a los e s p a c i o s  de Bana c h  de dual separ a b l e  con la topo l o g î a  débil.

De esta forma el r e s u l t a d o  mSs general es el s i g u i e n t e

P R O P O S I C I O N  (IV.Il) ; Sea f una func iô n de un e s p a c i o  de medi d a  comr

plet a ( n , p , ,, ) a un e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  E tal que es el limite pun^

tuai de una s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel (f ) *” Si E es den n = 1
clase E ̂  e n t o n c e s  f es m e d i b l e  Borel.

Para el es t u d i o  del problema de la suma, d e f i n i m o s  en I V . 9. una 

clase de g r upos t o p o l ô p i c o s  a b e l i a n o s  y r e s o l v e m o s  el prob l e m a  para 

la c l a s e  de f u n c i o n e s  e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e s ,  seg ûn  la p r o p o s i c i ô n  

I V . l l .

P R O P O S I C I O N  (IV.ll) : Sea E un grupo t o p o l ô g i c o  de cla se  C ̂  y sean 

f y g dos f u n c i o n e s  e s e n c i a l m e n t e  s e parables de Borel de un espacio 

de m e d i d a  finita y c o m p l é t a  a E. E n tonces f+g es m e d i b l e  Borel.

La e x i g e n c i a  de la s é p a r a b i l i d a d  e s e n c i a l  no es s u perflua p u e s t o  

que al final del c a p î t u l o  III se lia ce r e f e r e n d a  a un con t rae j cr.iplo 

de Ere m l i n ,  en el cu al se dan dos funci o n e s  f, g en un e s p a c i o  de B ^  

nach que son m e d i b l e s  Borel y su suma no es m e d i b l e  Borel.

Con estos r e s u l t a d o s  obt encmos  ri Te o r e m a  de Eg orov para la m e 

d i b i l i d a d  Borel de f u n c i o n e s  e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e s  en grup os a b e 

liano s de c l a s e  C

En el s e g u n d o  ana rt ado n u i t a m o s  la h i p ô t e s i s  de s e p a r a b i l i d a d



VIII

e s encial i n t r o d u c i e n d o  una nne v a  h i p ô t e s i s  sob r e  el c a r d i n a l  del con 

junto que sop o r  t a a la o - a 1g ebra o el --peso del espacio t o p o l ô g i 

co :

TE O R E M A  ( I V . 16) : Pea E un g r u p o  c o n m u t a  t ivo de c l a s e  j  ( ü  >11 »p )

un e s p a c i o  de m e dida finita y c o m p l é t a .  E. i eL *-peso de E o el c a rdi  

nal de 2^ es de m e d i d a  cero e n t o n c e s  la suma de dos f u n c i o n e s  m e d i 

bles Borel es m e d i b l  r Borel.

El a p a r t a d o  t e r c e r o  se ded i ca a e l i m i n a r  la h i p ô t e s i s  de card  ina 

lidad en d o s  senti dns ,el p r i n e r o  s u p o n e r  el e s pacio de  m e dida absolu^ 

ta men te  a n a l î t i c o  de forma que m e d i a n t e  la u t i l i z a c i ô n  de s e ndos Teo 

remas de P r e i s s ,  E r e m l i n ,  | 2 9 ) nos sale de forma cas i i n m e d i a t à  el 

s i g u i e n t e  T e orema:

T E O R E M A  ( I V . 19) : Eea (X , R , n ) un e s p a c i o  de m e d i d a  finita, d o n d e  

X es a b s o l u t a m e n t e  a n a l î t i c o  y R la p- ôlgebra de Bore l en X. Sea E 

un g r upo c o n m u t a  t i vo m e t r i z a b l e ,  y ( f ̂ )^  ̂ una s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  

m e d i b l e  Bor e l  de X en E , n u n t u a l m e n t e  c o n v e r g e n t e  a una funciôn f. 

Entonc es f es med ible Borel y la c o n v e r g e n c i a  es casi unifor me .

El s e g u n d o  s e n t i d o  p r e s c i n d e  de la a n a l i t i c i d a d  de X, r e s t r i n -  

gi e n d o  un po co las c l a s e s  de f u n c i o n e s ,  u s a n d o  las f u n c i o n e s  de 

Banac h a n a l î t i c a m e n t e  r e p r e s e n t a b l e s  que i n troduc imos en el c a p î t u 

lo I y que es tud ia H a n s e l 1 en 119 | y 115 J .

En el c a p î t u l o  V se a p l i c a n  los r e s u l t a d o s  del a p a r t a d o  a n t e 

ri o r  al e s t u d i o  del T e o r e m a  de E g o r o v  y sus dos cuest iones subyacen^ 

tes para f u n c i o n e s  d e f i n i d a s  de ( 9 , F,  |i ) ,i ( E , o  (E, F')) y a 

(E, bw (U)) s ie ndo E un e s p a c i o  de Bana ch.  Por la d i f i c u l t a d  de t rab^ 

jar con v a r i a s  t o p o l o g î a s  h e m o s  u s a d o  una no tac iôn un po c o  môs espe^ 

c î f ica que c o n s i s t e  m  afladir al n o m b r e  de la m e d i b i l i d a d  la to polo
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g î a ,  p o e  e j e m p l o  s i  la t u i i c i o n  e n  p - m e d  i b l e  d e  9  e n  ( L’, o ( E ' , E ) )  

l a  l l a m a r e m o n  p - a ( E ,C ' ) - m e d i b l e .

El p r i m e r  r e s u l t a d o  o h t e n i d  o e s  

I’K n  l'OE I p T 0 N ( V . l ) : S e a  E u n  e s p a c i o  d e  Itanacli c o n  E: ' s e p a r a b l e .

( 0 ,  I, p) u n  e s p a c i o  d e  m e d i d a  f i n i t a  y c o m p l é t a .  E n t o n c e s  e l  cor^

j u n t o  d e  l a s  F u n c i o n e s  m e d i b l e s  B o r e l  d e  9  e n  ( E , o ( E , E ’ )) e s  c e - 

r' r a d o  p a r a  la e o n  ve r p, e n c.'i a c a s  i p u n t u a l  y a d e m  a s c u m p l e  e l  T e o r e m a  

d e  E g o r o v .

M e j o r - a m o s  e l  r e s u l t a d o  c o n  e l  T e o r e m a  d e  S t e g a l l  3 7  ;

P P 0 P 0 S T C T 0 N ( V . 2 )  S e a  E u n  e s p a c i o  d e  B a n a c b  t a l  q u e  E ' t i e n e  

P . F . N .  E n  t o n e  f’s <> 1 <’o n j u r i 1 o  d e  l a s  Furie i o n e s  m e d i b l e s  B o r e l  d e  

( U ,  E, p) .i ( E , o  ) q u e  s o n  e s e n c i a l  c m  t e s e p a r a b l e s  e s  c e r r a d o  

p a r a  l a  a ( E  , E ' ) - c o n v e r g e n c i a  c a s i p u n t u a i  y a d e m â s  c u m p l e  e l  T e o 

r e m a  d e  E g o r o v .

El t e o r e m a  d e  m a y o r  i n t c r é s  , a n u e s t r o  j u i c i o ,  s e  o b t i e n e  

c o n  l a  t o p o l o g i a  b w ( E ) .

T E O R E M A  ( V . 5 )  : S e a  E u n  e s p a c i o  d e  B a n a c b  t a l  q u e  E ' t i e n e  P . R .

N. E n t o n c e s  e l  c o n j u n t o  d e  l a s  f u n c i o n e s  O ( E , E ' ) - m e d i b l e s  B o r e l  

e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e s  c u m p l e n  e l  t e o r e m a  d e  E g o r o v  c u a n d o  

c o n s i d e r  a in o s  la b w (  E) - c o n v e r g e n c  i a  c a s i  u n i f o r m e .

A c o n t i n u a c i ô n  v o l v e m o s  a r e l a c i o n a r  l o s  d i v e r s e s  t i p o s  d e  

m e  1 d b i 1 i d a d e s  , y o s  a q u i  d o n d o  l a s  m e d i d a s  r î g i d a s  j u e g a n  e l  p a 

p e  1 p r h i c i p . i l  al c. I l'a c l e r i-/.a r a 1 a r; I u n e  i o n e s  c s a  c a 1 a r'm e n t c m e  - 

d i b l C - s  q u e  s o n  d e b  il m e n t e  é q u i v a l e n t e s  a l a s  F u n c i o n e s  p - 11 .|(- 

- m e d  i b l e s ,  c o n  l o s  c u a l î i p a r a  la c l a s e  d e  l o s  e s p a c i o s  d e  B a n a c h  

m e d i b l e s  c o m p a c t o s  t e n e m n s  q u e  l a s  F u n c i o n e s  p - a ( E , E ' ) - m e i d b l e s



son p r e c i s a m e n t e  las f u n c i o n e s  d c b i l m e n t e  é q u i v a l e n t e s  a u n a  f u n 

ci ôn  b - I I - I I - m e d i b l e s .  Y d a m o s  una c a r a c t e r i z a c iôn de los m e d i 

bles c o m p a c t o s  u s a n d o  solo e s p a c i o s  do m e d i d a  f i n i t a  y c o m p l é t a .

O b t e n e m o s  par a f i n a l i z a r  a l g u n o s  r e s u l t a d o s  a n S l o g o s  pa ra du a- 

1 es de espacio s de B a n a c h  s e p a r a b l e s  con la t o p o l o g î a  o ( r * , E )

r.l a p e n d i c e  tie ne  un c o n t e n  ido d i s t i n t o  a los u l t i m e s  c a p i t u l e s  

pu e s t o  que en é 1 e s t u d  ia mos un ti p o  de m e d i b i l i d a d  m u y  g e n e r a l ,  la 

K  - m e d i b i l i d a d , d e  f o r m a  oue en g l o b a  a las m e d i b i l i d a d e s  e l â s i c a s .  

Las p r e p u n t a s  que r e s p o n d e m o s  son c o n c e r n i e n t e s  a la c o n v e r g e n c i a  

casi p u n t u a l  de suc es iones y casi uni f o r m e  de rede s .  No o b s t a n t e  al 

final h e m o s  o b t e n i d o  un T e o r e m a  d e F p o r o v  en co n d  ic iones ba s tan te s 

r e s t r i n p i d a s  dada la a m p l i t u d  del c o n c e p t o  de - m e d i b i l i d a d .
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C A r i T U L O  I

i’R E L l M l N A R E S

A m a n e r a  de i n t r o d u c c i ô n  a los " c a r d i n a l e s  g r andes" v a mos a dar 

las d é finie io nes  i m p r e s c i n d i b l e s  y los r e s u l t a d o s  f u n d a m e n t a l e s  p a 

ra v i s l u m b r a r  la g e n e r a l i d a d  de los teor e m a s  del c a p î t u l o  III.

Una teor îa e l e m e n t a l  pero b a s t a n t e  d e s a r r o l l a d a  se e n c u e n t r a  en los 

libros de K u r a t o w s k i  |2 1 | y de Levy |2 3 1 .Cn la no tac  ion s e g u i m o s  

a ! 23|

El c o n c e p t o  de nû mero c a r d i n a l  se e n c u e n t r a  en la obra de B o l z a 

no (1951) , p e r o  es C a n t o r  quie n en 187 B d e fine el c a r d i n a l  de un

c o n j u n t o  M c o m o  el c o n j u n t o  de to do s los c o n j u n t o s  e q u i p o t e n t e s  a M 

Es ta  d e f i n i c i ô n  r é sulta po c o  p r a c t i c e  por lo que el m i smo C a n t o r  en 

1883 la basa en otro c o n c e p t o ,  el de n û m e r o  o r dinal: " los nû m e r o s

o r d i n a l e s  son los tipos de or den de los c o n j u n t o s  bien o r d e n a d o s " ,  

e n t o n c e s  , "El c a r d i n a l  de M , si M es un c o n j u n t o  biem o r d e n a d o ,  es 

el men o r  o r d i n a l  e q u i p o t e n t e  a M".

D e f i n i c i ô n  1: El c a r d i n a l  tK. es d e b i l m e n t e  ina c c e s i b l e  si y sôlo si

i) Si '♦tt e n tonces e x i s t e  p tal que tt < y < trt .

i i ) Si la suma con îndice m e n o r  q u e W  de c o n j u n t o s  de c a r d i 

nal m e n o r  que tt\ es me nor que tH , est o  es.

Dado ^A ̂  V iç I tal que Cd ( I )<M y Cd ( A ̂  )< W  para todo i, en-
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tonces H  Cd ( A . ) < hi
I 1

D e f i n i c i ô n  2; El cardinallti es f u e r t e m e n t e  i n a c c e s i b l e  o ina c c e s i b l e  

s i
i ) es d e b i l m e n t e  ina ccesible.

ii) Si -H < -Hi e n tonces 2 < 1t1 .

La noc ion de c a r d i n a l  f u e r t e m e n t e  i n a c c e s i b l e  fue intro duc  ida • 

s i m u l t a m e a m e n t e  por T r aski y Zerme lo.

D e f i n i c i ô n  3: Un c a r d i n a l  se dice real m e d i b l e  si ^  ^ y hay una 

me d i d a  c o n t a b l e m e n t e  ad it iva en P(A) para algû n A de c a r d i n a l  

tal que se anu la  sobre  los u n i t a r i o s  y es d i s t i n t a  de la tr ivial.

Si un car d i n a l  t L  no es r e a l m e d i b l e  se di ce  que es de m e d i d a  c e 

ro .

Un cardi nal ^  se dice m e d i b l e  si bay una m e dida c o n t a b l e -

m e nte ad i t i v a  d o s - v a l u a d a  (es d e c i r , que sôlo toma v a l o r e s  0 y 1 ) 

en P(A) para algûn A de c a r d i n a l  Cu tal que se a n u l a  sobre los uni- 

tarios y es dis t i n t a  de la trivial.

De f i n i c i ô n  M; Una med ida ̂ en P(X) se di c e  Ht -aditiva si para cada 

f am ilia i ̂  p)ig i con C d ( I )< ht , de c o n j u n t o s  dis jun tos  se ti ene  

que Z. ;«i p-CAi>,

Por tant o c o n t a b l e m e n t e  ad i t i v a  es s i n ô n i m o  de ^ ^ - a d i t i v a ,

P r o p o s i c i ô n  5: Si una m e d i ë a  ^  en P (X ) se anula so br e los unita r i o s

y es t h - a d  i t iva , ent o n c e s  para todo s u b c o n j u n t o  Y de X con C d ( Y ) <  

< -ht se tiene que |^(Y) = 0.

D E H O S T R A C I O N  : Es inmed ia ta.  d.
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T e o r e m a  6: i) Si tx  es el me nor  ale ph d e  medida cero  e n t o n c e s  cada

m e d i d a  c o n t a b l e m e n t e  a d i t i v a  en P( il ) a n u l a n d o s e  sobre los u n i t a -  

r ios es u - a d i t i v a .

ii) Si tL es el me nor a l e p h  no m e d i b l e  e n t o n c e s  cada 

m e d i d a  c o n t a b l e m e n t e  a d i t i v a  dos -va l u a d a  d e f i n i d a  en P(*»- ) a n u l a n 

d o s e  so bre los u n i t a r i o s  es ft-aditiva.

D E H O S T R A C I O N : Ve r |23; IX R,2|

N u e s t r o  in te r es es ver que tan g r a n d e s  son los c a r d i n a l e s  m e d i 

bles y real m e d i b l e s .  Est e tama n o  es r e l a t i v e  a la a x i o m S t i c a  de 

c o n j u n t o s  e l e g i d a . E s  un h e cho c o n o c i d o  a u nque su d emos trac iôn no es 

t r i v i a l  la s i g u i e n t e  d emost rac iôn de Bana c h  (1 930);

P r opos i' i ôn 7; To do c a r d i n a l  r e a l m e d  ible es r e g u l a r  y es un card i-

n a 1 limi te.

DE MO  ST RACI ON : Ver 12 3 IX 9.13 y 9.19.| En la d e m o s t r a c i ô n  se usa 

el a x i o m a  de e l ecciôn.

Esta p r o p o s i c i ô n  nos perm i t e a s e g u r a r  que en ZFC no se p u e d e 

p r o b a r  la e x i s t e n c i a  de c a r d i n a l e s  r e a l m e d i b l e s  ,ya que no se puede 

p r o b a r  que ex i s t en c a r d i n a l e s  d é b i l m e n t e  i n a c c e s i b l e s  y se gûn  lo 

a n t e r i o r  todo c a r d i n a l  real m e dible es d é b i l m e n t e  i n a c c e s i b l e .

T e o r e m a  8: (U la m 1930) To do c a r d i n a l  real me d i b l e  o es m e n o r  o

igual que 4  o es m e dible.

D E M O S T R A C I O N :  Ver )23 IX 'i . 1 8 )

Por tanto s upon iendo la li i pô t o s i.r: dcT c o n t i n u o ,  todo c a r d i n a l  

r e a l m e d i b l e  es m e d i b l e  ya que 2 ' que no es un c a r d i n a l  lîmi-
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te. Por tanto en la a x i o m S t i c a  de G o d e l - V o n  N e u m a n  no e x i s t e n  c a r 

d i n a l e s  ïJealmed ibles ni medibl es .

Los s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s  que e x p o n e m o s  van e n c a m î n a d o s  a demos - 

trar que el tamafio de los c a r d i n a l e s  m e d i b l e s  es muy g r ande.

T e o r e m a  9 (Ula m 1930):  T o d o  c a r d i n a l  m e d i b l e  es i n a c c e s i b l e .  

D E M O S T R A C I O N :  V e r | 2 3  IX 9 . 1 8 |

T e o r e m a  10 (Tar sk i ) El p r imer c a r d i n a l  i n a c c e s i b l e  es no m e d i b l e  

D E M O S T R A C I O N  |Ver 21 IX 9 . 1 |

En 1971 S o l o v a y  ha p r o b a d o  un h e c h o  s o r p r e n d e n t e  en esta teorî a: 

T e o r e m a  1 1 ( S o l o v a y  ) : "ZFC + c a r d i n a l  m e d i b l e  " es e q u i c o n s i s t e n t e  

con "ZFC + c a r d i n a l  r e a l m e d  ible"

D E M O S T R A C I O N  : V e r | 21. IX|



- 5

En es te  a p a r t a d o  e s t u d i a m o s  dos c o n c e p t o s  t o p o l ô g i c o s  que han r e s u l 

tado ser u t i l e s  a lo lar g o  de la m e m o r i a . L o s  r e l a c i o n a r e m o s  con los 

r e s u l t a d o s  a n t e r i o r e s .

D e f i n i c i ô n  12 : Da do un e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  (X,T) se llama p e s o  de 

(X,T) al m e n o r  c a r d i n a l  t a 1 que exis t e  un c o n j u n t o  Y d e n s o  en X con 

d i c h o  c a r d i n a l .

El A -pe so  de (X,T) es el mds pequefio c a r d i n a l  tal que 

exis t e  una ba s e  de T con d i c h o  c a rdinal.

P r o p o s i c i ô n  13; El pe s o  de (X,T) es m e n o r  o igual que el * - p e s o  * 

de • ( X , T ) .

D E M O S T R A C I O N :  Es i n m e d i a t a  ya que dada una ba s e  de la t o p o 

lo gîa T e x i s t e  un c o n j u n t o  d e n s o  con d i c h o  c a r d i n a l .  Basta con c o g e r  

un e l e m e n t o  x^de cada B.. ^

P r o p o s i c i ô n  19: Si X es d e n s o  en (X,T), t e n e m o s  que

U n

para cada a b i e r t o U de X.

D E M O S T R A C I O N :  Para cada x de U y para cad a , el c o n j u n t o  U

es no v a c i o  y a b i e r t o  en X .  E n t o n c e s  u A X / 0 y x p e r t e n e c e

a U n  X^ .

Asî hem o s  p r o b a d o  que

U C  U O X o
y la otra i m p l i c a c i ô n  es obv ia .

P r o p o s i c i ô n  15: Dado un e s p a c i o  re g u l a r  (X,T) si el pes o  de (X,T)
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es ht , e n t o n c e s  el * -pes o de (X,T) es m e n o r  o igual que 2 ^ .  

D E M O S T R A C I O N  : Sea X^ un c o n j u n t o  de nso  en (X,T) con c a r d i n a l  -Ht.

Sea (A ̂ J  una base del espac io X y sea

B.= Int(A .OX 1.1 a o

Por la p r o p o s i c i ô n  19 , se tiene

A . C i n t  ( A . O X  ) c Â ,1 l o i
y puesto que el es p a c i o  es r e g u l a r  ( es t a m b i e n  una b a s e . P e r o

el n û m e r o  de ( no e x c e d e  P (X ^ ) , y el c a r d i n a l  de la nu eva

base es m e nor o igual que 2*^^ . ^

Esta p r o p o s i c i ô n  es s u f i c i e n t e  para nues t r o s  p r o p ô s i t o s  p o r a u e  

los espacio s en que t r a b a j a m o s  son r e g u l a r e s .

El peso de un e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  tiene una prop i e d a d  "ma la " y 

es que no tiene por que  ser m e n o r  o igual para los s u b e s p a c i o s  de un 

e s p a c i o  d a d o .

EJEMPL O:  Si en 1 t o mamos la s i g u i e n t e  topol o g î a  

Z = (A c E oeA^ ŷ̂ pi V , 
el peso de (̂1 ,X) es 1. Pero el peso de \ o) es t: .

Vario s lemas del c a p î t u l o  IV van o r i e n t a d o s  a se g u r a r  que se c o n s e r 

ve el peso.

P r o p o s i c i ô n  16: Si (X,T) es m e t r i z a b l e  en tonces el peso de (X,T) es 

igual al A-peso  de (X,T).

D E M O STRACION: Ver |25 j
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II .
Sé ria p r e t e n c i o s o  por n u estra parte p r e t e n d e r  hacer  un r e s u m e n  

a la vez c o r t o  y p r o f und o de la teo rîa  de les c o n j u n t o s  analit icos 

y de las f u n c i o n e s  tT-d i sc re t a s • Tara ello re mit imos al lect or  a los 

e x t e n s o s  t r a b a j o s  de Han s e l l  11 *» | y |15| . No o b s t a n t e  expon e m o s

unos p r e 1 imin a r e s  , omit iendo a p r o p o s  ito los r e s u l t a d o s  de Chri s -  

t e n s e m  que a p e s a r  de dar la v i s i o n  ma s m o d e r n a  de los primer os,  

h a r î a  t e d i o s a  la le ctura.

D e f i n i c i ô n  1 : Sea X un e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  y s u p o n g a m o s  que cada 

s u c e s i ô n  (n^ /"p) de nû m e r o s  n a t u r a l e s  c o r r e s p o n d e  un su b c o n -

iunto F c e r r a d o  en X.

C n t o n c e s  el c o n j u n t o

A= u  n  F
" 1 ’• • • ’"p

d o nde la u n i ô n  se toma so bre tod as  las suces iones (n ) de n û m e r o sP
n a t u r a l e s  , es l l a m a d o  un c o n j u n t o  analît i c o .

El s i g u i e n t e  lema nos m u e s t r a  que los c o n j u n t o s  a n a l ï t i c o s  son 

r e g u l a r i z a b l e s .

Lema 2: A cada c o n j u n t o  a n a l î t i c o  A en X po d e m o s  a s o c i a r  una familia

(A ) de c omn j unto s a n a l î t i c o s  en X i n d i c a d o s  por las

suc es ione s f i n i t a s  de n û m eros n a t u r a l e s  ta lwes que:

1 ) A= A 2 J

n ^ * « « * » n ^  n^ » # ,n^,l n^ , , $n^,2

A.

P E M O S T R A C I O N : Ver , lemall
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D e f i n i c i ô n  2 : Un s u b c o n j u n t b  A de un e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  (X,T) se 

dice a b s o l u t a m e n t e  a n a l î t i c o  si es h o m e o m o r f o  a un c o n j u n t o  a n a l ï -  

tico en un e s p a c i o  tnétrico co mplète,

El e s p a c i o  m e d i b l e  fo r m a d o  por un c o n j u n t o  a b s o l u t a m e n t e  a n a l î 

tico X y la <r-âlgebra de Borel de X tiene una i m p o r t a n t e  p r opiedad:

Te orema 3: S u p o n g a m o s  que f,g son dos f u n c i o n e s  de Borel de clase 

a c o t a d a  de (X ,B ) en un gr upo m é t r i c o  c o n m u t a t i v o  Y, e n f o n c e s  f+g 

es me d i b l e  Borel.

D E M O S T R A C I O N : Se d e s p r e n d e  de forma inmed i a t a  de |38 t e o r e m a S j y  

de que la suma es una a p l i c a c i ô n  cont i n u a ,  g

En la d é c a d a  de los so tenta se ban e s t u d i a d o  es ta s p r o p i e d a d e s  

de forma exh au st i v a . I r emos dan d o  c u onta de los r e s u l t a d o s  c o n f o r m e  

veng a n  sien d o  n e c e s a r i o s .

Ut ili z a n d o  el c o n c e p t o  de f u n c i ô n  (T-d iscre ta  i n t r o d u c i d o  por 

H a nsell en 1971 |1 5 | p o d r e m o s  e l i m i n a r  h i p ô t e s i s  de a n a l i t i c i d a d

en los t e r e m a s  de E g o r o v  del c a p i t u l e  IV.

Dado un e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  X, y un e s p a c i o  m ê t r i c o  Y, la cla s e  

de las f u n c i o n e s  analrfticamente r e p r e s e n t a h l e s  es la mSs pequefla 

f a m i l i a  de f u n c i o n e s  de X en Y c o n t e n i e n d o  a las f u n c i o n e s  c o n t i n u a s 

y c e r r a d a  r e s p e c t e  a los l i m ites p u n t u a l e s  de s u c e s i o n e s  de f u n c i o 

nes en ella.

C las if icamo s d i c h a fa m i l i a  en g r u p o s  cvj.) d o n d e  es el

pr imer ord i n a l  no n u m e r a b l e ,  d e f i n iendo:
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$ es la fa milia de a p l i c a c i o n e s  c o n t i n u a s  de X en Y o
^ ^ e s  la fa m i l i a  de todos los li mites de su cesiones  

p u n t u a l m e n t e  c o n v e r g e n t e s  de a p l i c a c i o n e s  de 4,% , .

A efecto s de que la clase de los c o n j u n t o s  de Borel sean tambie n 

f a c i l m e n t e  cla s i f i c a I b e s  , y c u a n d o  e s temos u s a n d o  las funcion es 

a n a l l t i c a m e n t e  r e p r e s e n t a b l e  s , ex ig iremos a los e s pacios to polô- 

gicos  que los a b i e r t o s  sean F ̂  . Los esp a c i o s  me t r  Lzables y per fee ta^ 

me nte n o r m a l e s  c u m p l e n  esta pr opiedad.

D e f i n i c i ô n  U: Sea (X,T) un es p a c i o  t o p ô l o g i c o . Una fam il ia de c o n 

juntos es d i s c r e t s  (r e l a t i v a m e n t e  a X) si X pu ede ser c u b i e r t a  por 

a b i e r t o s  cada uno t e n i e n d o  una in ter sec c ion no vacia con a lo mâs 

un m i e m b r o  de di ch a familia.

Una familia ^  de s u b c o n juntos de X es c o m p l e t a m e n t e  dis c r e t s  

si exi ste  una c o l e c c i ô n  de a b i e r t o s  en X tal que B d U g  para todo B 

de S.

Una f a milia B  de s u b c o n j u n t o s  de un esp a c i o  X es ba se de una
— 1a p l i c a c i ô n  f:X------1 Y si para ca da a b i e r t o  G C Y ,  f (G) es uni ôn

de elem e n t o s  de JB.

De f i n i c i ô n  5: Una a p l i c a c i ô n  f : X  /Y se di ce (T-j iscreta si tiene

una base donde cada es c o m p l e t a m e n t e  d iscreta .

La cl ase de las f u n c i o n e s  (T-d i sc re ta s es mu y ampl ia  ya que toda 

a p l i c a c i ô n  cu yo ran go  sea II.A.N. es ^ - d i s c r e t a ,  y tamb ie n lo es 

una a p l i c a c i ô n  continua cuyo d o m i n i o  o ra ngo es met rizable.

El tr abajo f u n d a m e n t a l  de Hans ell  es probar que toda ap l i c a c i ô n
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de Borel de un e s p a c i o  a b s o l u t a m e n t e  a n a l î t i c o  en un e s p a c i o  m é t r ^

co es ? -d i s c r e t a . (ver \1U\ ).

Pero  los t r a b a j o s  a n t e r i o r m e n t e  c i tados u t i l i z a n  una c l a s e  de ^

f u n c i o n e s  i n t r o d u c i d a  por Bana ch en 1931 
* es la fa milia de las f u n c i o n e s  de B o r e l  de c l a s e  i.

es la fa milia de las f u n c i o n e s  que son limi t e  pun- 

tual  de s u c e s i o n e s  de f u n c i o n e s  de  ̂ •

Los t e o r e m a s  so bre esta f a milia se c i t a n  i n m e d i a t a m e n t e  a n t e s  

de su u so en el c a p î t u l o  IV.

Para f i n a l i z a r  con es tos  p r e l i m i n a r e s  fijar e m o s  la n o t a c i ô n .

Dados un es p a c i o  me dible ( , %) y un e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  (X ,T )

di r e m o s  que una f u nciôn es m e d i b l e  Borel si para to do  a b i e r t o  A de 

X ,  f ^(A) p e r t e n e c e  a ^ .

Una fu n c i ô n  f: ,Q------> X  es me d i b l e  Ra ir e si su c o m p o s i c i ô n  con

toda f u n c i ô n  c o n t i n u a  de X en R es m e d i b l e  Borel.

Si (X,T) estâ d o tado de una u n i f o r m î d a d ,  se di ce que una f u n 

ciôn de n a X es m e d i b l e  u n i f o r m e m e n t e  Ba ire si la c o m p o s i c i ô n  

con toda fun ciôn u n i f o r m e m e n t e  continu.a de X en R es m e d i b l e  

Borel.

L l a m a r e m o s

^Bor ri ( ^ ^ ) = \ f ^ 3  > X , f es m e d i b l e  Bo rel )

^Ba ire ̂ ^  ̂ ------ * X ; f es m e d i b l e  Paire )•

Py paire^ H , F ) = ( f : 0 -----» X: f es m e d i b l e  unif. Ba ire
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s i f u e r a  n e c e s a r i o  p o n d r e m o s  d e t r â s  d e  la X l a  t o p o l o g î a  , p o r

e j e m p l o  f i , ( X , T ) )  . Y si s e  s o h r e e n t i e n d e n  t a n t o  e l  e s p a c i

d e  m e d i d a  c o m o  e l  t o p o l ô g i c o  se p o n d r a  ,P a i r e
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C A P I T U L O  II i

P R O P I E D A D E S  DE LAS F U N C I O N E S  M E D I B L E S  

Y LAS U - H E D I B L E S

En este c a p î t u l o  vamos a r e l a c i c n a r  las m e d i b i I i d a d e s  en el sen- 

t ido de i m âgenes i n v e r s a s  y las med ib il idades de a p r o x i m a c i ô n  en espa^ 

cios localroente c o n v e x o s . C o m e n z a r e m o s  por d é f i n i r  estes ultimes se- 

gun los trabajos del P r o f e s o r  R o d r î g u e z - Sa linas en los ouales g e n e r a -  

liza y amp 1 îa las c l asps de diclias funci o n e s  para p o s t e r i o r m e n t e  a p l ^  

carlos a una t e orîa de i n t e g r a c i ô n ,  el T e o r e m a  de R a don N i k o d y m  y las 

ma r t i n g a l e s .

D E F I N I C I O N  0 . - Sea Z una 0 - a l g e b r a  de s u b c o n j u n t o s  de un c o n j u n t o  f2 

y E un e s pacio v e c t o r i a l  t o p o l ô g i c o  local m e n t e  c o n v e x o  sobre el cuejr 

po K (K = E ô C) . Supond remos que los e s p a c i o s  t opolôgicos son ^

sie m p r e  s e p a r a d o s .
t

Una funciôn f : îî E se dice simp l e  de c l ase 0 , y lo d e n o t ^  |

mos por f 6 S ^ (E ,E ) = S^, si es una funciôn E - m e d i b l e  con un nume- i

ro finito de val o r e s ,  es decir, es !

r = r,

con y. de E y A j de E para i = l,...,n d o nde es la fun

ciôn c a r a c t e r 1 s t i c n do A . .1

Una funciôn f : îî ->■ E se dice, s i m p l e , y lo d e notamos por 

f 6 S = S(E,E) si es el limite u n i f o r m e  de una red (f ̂ ^  de fun

ciones de S .
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S u p o n g a m o s  que el e s p a c i o  m e d i b l e  (52, E) t e nemos d e f i n i d a  una 

m e d i d a  p o s i t i v a  p , y que y(5J) <

Una funciôn f : Q -»• E se dice p-med ib 1 e y se e s c r i b e  f G M =

= M ( E , y , E )  si para todo e > 0, e x i s t e  de E tal que

y (0 \ K^) < € y f e s  simple.

Una fu n c i ô n  f : 57 ->■ E se dice y -med ib 1 e si es el limi t e  u n i 

forme de una red de f u n c i o n e s  y-med i b 1 e s , es to es, si p e r t e n e c e  a la

c l a u s u r a  M = y (E ,y ,E ) de M(E , y , E )  para la t o p o l o g î a  de la c o n v e y  

g e n c i a  uniforme.

G i l l i a m  |1 1 | d e m u e s t r a  que si el e s p a c i o  es m e t r i z a b l e  M = M,  

y d a un ej e m p l o  de un e s p a c i o  no m e t r i z a b l e  en el cual M no coinci^ 

de con M.

En I3 1 I se c a r a c t e r i z a n  las f u n c i o n e s  s i m ples por su i m agen y 

por una c o n d i c i ô n  de m e d i b i l i  dad en la forma s i g u i e n t e ,  una funciôn

de 52 en E es s i m p l e  y s o l a m e n t e  si f (52) es p r e c o m p a c t o  y para

toda s e m i n o r m a  c o n t i n u a  p en E y todo x de E la fun c i ô n  esca^

la r p ® (f-x) es m e d i b l e ,  esta c o n d i c i ô n  u l t i m a  es mâs déb i l  que la

me d ib i 1 idad Borel, y nos i n d i c a que f es m e d i b l e  de la o - â l g e b r a  E

a la o - â l g e b r a  d e f i n i d a  en E, y que esta gene r ad a por los e n t o r n o s

co n v e x o s  en E, | 26 | . Este tipo de m e d i b i l i d a d  se e s t u d i a  en es t e  ar̂  

t î c u l o .

Vamos a c a r a c t e r i z a r  de forma a n â l o g a  las funci o n e s  y - m e d i b l e s  

u y - m e d i b l e s ,  para lo cual int roduc imos dos n u e v a s  d«e f i n i c i o n e s  rê  

f e r e n t e s  a las funcio n e s .

De f in ic ion 1 : 5>ea f una a p l i c a c i ô n  de (52,E,y) e s p a c i o  de m e d i d a

finita en E e.l.c. 8 e dice que f es e s c n c i a I m e n t e  w - p r e c o m p a c t a
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si para todo entorno V de cero en E, e x iste un subconj unto de ü , 

de m e d i d a  n u 1 a , y un c o n j u n t o  r o n t n b l e  M C  tal que

f (n N Z^) d  M + V

D e f i n i c i ô n  2 : En las c o n d i c i o n e s  de la d e f i n i c i ô n  1, se dice que f 

es e s e n c i a l m e n t e  O - p r e c o m p a c t o  si exis t e  un s u bcon junto Z de fi de 

m e d i d a  nu la tal que

f (O'- Z) = U P
n= 1 "

con c P 2 C ••• pr e c o m p a c t o s .

El s i g u i e n t e  t e o rema es ese n c i a l  a lo largo de toda la m e m oria 

y dâ un crit e r i o  s e n c i l l o  y sobre todo util para saber si una funciôn 

es Jj-medible.

T e o r e m a  3 : Sea f una f u nciôn de (fi,E,u) e s p a c i o  de medida finita 

y c o m p l é t a  a E e.l.c. En fonces f es y-med i b 1 e si y solo si

3.1. f es e s e n c i a l m e n t e  w - p r e c o m p a c t a

3.2. Para toda s e m i n o r m a  c o n t i n u a  en E y para todo x de E

se tiene que p (f - x ) es medible.

DEM O S T R A C I O N :

3.1. Sea f una f u nciôn y - m e d i b l e , enf o n c e s  existe una red de 

f u nciones y - m e d i b l e s   ̂ a c A  que con v e r g e  u n i f o r m e m e n t e  a f.

Si tomamos un e n t o r n o  V a b s o l u t a m e n t e  co n v e x o  de 0 en E,

existe G A tal que si et > Ot^ y para todo t G 52,

f(t) - f^(t) G ^ V. (1)

Fijemos a 2  “ o ’ P° t ser f ( t ) P - m e d i b l e  existe una sucesiôn
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de c o n j u n t o s  dis juntos ( ^ , |31 | , y m e d i b l e s  taies que

y (f2 \ y  K ) = 0, que c u m p l e

‘'1 "a "''K ' ‘a "7,

donde Z = Î 2 U K , y f y es una funciôn simple, y por tanto 
n “ n

f^(K^) es p r e c o m p a c t o ,  e n t o n c e s  e x i s t e  un c o n j u n t o  finito tal

que

* " n ' 2

Si t p e r t e n e c e  a 52n Z

f + i V.

V  ' . ' " n " : :  u  + |  v > - ( U r j  +  |  v .
el c o njunto M = U  F es c o n t a h l e  y por (1) n n

f(f2'̂  z)<C f Z) +|vc: M + 1  V +|v = M + V.

3.2. Dada una s e m i n o r m a  c o n t i n u a  p en E, y un e l e m e n t o  x 

de E, la red f^-x c o n v e r g e  u n i f o r m e m e n t e  a f - x , como toda semi^ 

norma c o n t i n u a  en E es u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  tenemos que p(f^-x) 

conv e r g e  u n i f o r m e m e n t e  a p(f-x), e n t o n c e s  p(f-x) es med i b l e .

<= I Sea f una fu n c i ô n  de 52 en E c u m p l i e n d o  3.1 y 3.2.

Sea V un e n t o r n o  de 0 a b s o l u t a m e n t e  c o nvexo y cerrado,

p su funcionnl de M i n k o w s k i ,  e n t o n c e s  e x i s t e  un conj u n t o  Z de m e 

dida nula y un c o n j u n t o  conta b le M = (x^)*^_^ tal que

F (52 Z ) C: M + V .

Existe una p a r t i c i ô n  (û^)^_j de S2'> Z en Z tal que

f(t) - X ̂  6 V para todo t de

y la funciôn
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^  '  X:

es y - m e d  i b 1e y v e r i f i c a

p(f(t) - fp(t)) < l para todo t de 52

1 uego ( f p )p es una red de f u n c i o n e s  y - m e d i b l e s  que c o nverge unif o ^  

m e m e n t e  a f, es decir, f es y - m e d  i b l e . (El orden de la red (f

es el o r den n a t u r a l  de las s e m i n o r m a s , es decir el de los entornos de

cero en E ) .

P ropos ic ion 4 : Sea f una fu n c i ô n  de (52,E,y) es p a c i o  de medida fi

nita y c o m p l é t a  a E e.l.c. E n t o n c e s  f es y - m e d i b l e  si y sôlo si

4.1. E x i s t e  un c o n j u n t o  Z en 52 tal que y (Z) = 0 y una suce^

s ion de c o n j u n t o s  p r e c o m p a c t o s  P ̂ P g C. ••• en E taies que

f (52^ Z ) C  U  P„ n "

de forma que para todo e > 0 e x i s t a  no tal que

y* (52 \ ^ E.

4.2. Para toda s e m i n o r m a  c o n t i n u a  p en E y todo x de E

la f u nciôn e s c a l a r  p (f-x) es med i b l e .

D E M O S T R A C I O N :  < = j  Sea G > 0, e n t o n c e s  existe P^ tal que

y * ( 5 2  V  f - \ p ^  ) )  <  e / 2 ,

por la d e f i n i c i ô n  de mcdiila e x t e r i o r  a soc i ada a y, existe m e 

d i b l e  tal que y ( ) < G y Z) 52 'a f \  P ) , luego
1 ° o o

52 d  f (P ) , por tanto,
"o "o

f (52'' ) d  Pn^-

Como P^ es p r e c o m p a c t o ,  f (52 \ ) es p r e c o m p a c t o  y
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U ( K ) < e .

P o r  l a  c o n d i c i ô n  4 . 2  v

f (52) C  P U  { 0 }
"n

t e n emos que f es y - m e d i b l e ,  ya que P U  {0} es p r e c o m p a c t o ."o

I 4.1. Si s u p o n e m o s  que la a p l i c a c i ô n  es y - m e d i b l e ,  e n t o n c e s  e x i ^

te una s u c e s i ô n  de c o n j u n t o s  d i s j u n t o s  de m e d i d a  p o s i t i v a  {K } , tan n= 1 —
les que f»Xv es s i m p l e  y f a d m i t e  la e x p r e s i ô n  

n
f = e ” f .X^' + f Xy, con y(Z) < 0.

Como f-Xv e s simple e n t o n c e s  f(K ) es p r e c o m p a c t o .

Sea

K ’ = U  " K.
" i = l ^

y

p = f { K * ) n n

que son p r e c o m p a c t o s  y P ̂ c  ^  2 •••*

Da d o  e > 0 e x iste n tal que y (0 K ) < e y

fi (P ) C  fi X K '

por tanto

y*(fi^ f ' ^ ( P ^ ) ) < y*(fi\ K^) = y(fiv K^) < e

4.2. Para toda s e m i n o r m a  c o n t i n u a  p en E y cada x de E, 

p o (f-x) es m e d i b l e  ya que f es el limite cas i p u n t u a l  de una suce^ 

s ion de f u n c i o n e s  simples, e n t o n c e s  f-x sera t a m b i e n  l i m i t e  ca s i  -

p u ntual de una s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  simples y por tanto p (f-x) s e 

ra el limite casi puntual de una s u c e s i ô n  de funci o n e s  m e d i b l e s  Bor e l  

de fi en K, como (fi,E ,y ) es c o m p l e t e  p (f-x) sera m e d i b l e . .



- 18 -

Un p r o b lema p l a n t e a d o  a l r e d e d o r  de las funciones y - m e d i b l e s  es

si la clase de dichas func i o n e s  era c e r r a d a  f rente al limite casi pun

tuai de s u c e s i o n e s  en la p r o p n s i c i ô n  y e n r ô l a r i o  s i g u i e n t e s  v o l v e m o s  

dicho p r o b l e m a  de forma e l e g a n t e  gracias a la a p l i c a c i ô n  del T e o r e m a

3-

P r o p o s i c i ô n  5 : Sea (fi,E ,y ) un espacio de m e d i d a  finita y c ompléta,

E un es p a c i o  l o c a l m e n t e  convexo. Si f es una funciôn de fi a E 

que es limi t e  puntual de una s u cesiôn de funciones y - m e d i b l e s  

(f^)^_j, e n t o n c e s  f es y-medible.

D E M O S TRACION: Como f ( t ) = lim f ̂  ( t ) para todo t G fi, e n t o n c e s  dai

do un e n t o r n o  U a b s o l u t a m e n t e  convexo de 0, y dado t 6 fi, e x i s 

te n^ tal que

f(t) 6 f^(t) + I U

para todo n 2  " q -

Por ser f^ una fu n c i ô n  y - m e d i b l e  tenemos que pa r a  todo U eri 

t o rno de cero existe un c o n j u n t o  med i b l e  en fi tal que y(Z ^ ) = 0

y f ̂  (fi '' Z^) es (jü-precompac t o , es decir, existe c o n t a b l e  de -

forma que

f^(fi Z ) c  + U/2

si tomamos

résulta que y (Z ) = ü y M es contable, y ademâs 

f(fivZ)ci: M + ~  U + I U (2 M + U  

luego f (fi Z) es w - p r e c o m p a c t o  y c u m p l e  la p r opiedad 3.1.
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Dada una s e m i n o r m a  p cont i n u a  en E y x e l e m e n t o  de E,

p o (f-x) es m e d i b l e  ya que

p(C-x) = lim p(f^-x) 
n

p u n t u a l m e n t e  en fi y cada p » ( f o  s m e d i b l e  en fi en E, lue 

go f t a m b i e n  c u m p l e  la p r o p i e d a d  3.2. Por tanto f es y-medible.^

C o r o l n r i o : En las coud i e i ones de la p r o p o s i c i o n ,  el limite casi p u n 

tual de una s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  y - m e d i b l e s  es y-me d i b l e s .

D E M O S T R A C I O N :  Si (f ) ,, es una s u c e s i ô n  de funciones y - m e d i b l e sn n= 1
que c o n v e r g e  a f casi p u n t u a l m e n t e ,  e x i s t e  un c o n j u n t o  Z de m e d i 

da nula en el c o m p l e m e n t a r i o  del cual la s u c e s i ô n  c o n v e r g e  a f p u n 

tualmente, por tanto f es y - m e d i b l e  de fi Z a E.

L u e g o  exis t e  una red  ̂ a C A ^ ̂  f u n c i o n e s  y - m e d i b l e s  de fi s g

a E taies que c o n v e r g e  a fj^^ u n i f o r m e m e n t e .  Si d e f i n i m o s

-
g^(t) si t G fi\ Z

f(t) si t G Z

es facil c o m p r o b a r  que es y - m e d i b l e  de f i a  E, y la red

(G^)agA c o n v e r g e  a f u n i f o r m e m e n t e ,  luego f es y - m e d i b l e

Como hemos dicho, la m e m o r i a  tiene como f i nalidad o b t e n e r  c o n d i 

ciones sobre el e s p a c i o  para que s e puedn a p l i e a r  el T e o r e m a  de E g o 

rov cl a sico.

Con esta m e d i b i l i d a d  de a p r o x i m a c i ô n  se cumple un t e orema de Eg^ 

roV en el sent ido sigui e n t e :

T eorema 6 : Sea E un e s p a c i o  lo c a l m e n t e  c o n v e x o  m e t r i z a b l e  y (fi,E ,y )

un e s pacio de m e dida finita y compléta. Sea (f ) una s u c e s i ô n  de fuii
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clones y-medibles de fi en E que con v e r g e  a f en casi todo pun^

to de fi. Entonces c o n v e r g e  casi u n i f o r m e m e n t e  a f.

DE M O S T R A C I O N :  Sin p e r d e r  g e n e r a l i d a d  podemos s u p o n e r  la c o n v e r g e n c i a  

en todo fl.

Como el espacio es m e t r i z a b l e  e x iste una f a m ilia n u m e r a b l e  de sê  

m i n o r m a s  (p^)^_^ que d e f i n e  la t o pologîa de E.

Como M(E,y,E) es un es p a c i o  vect o r i a l  es é q u i v a l e n t e  que la s^ 

cesiôn (f^) . converja a f^ p u n t u a l m e n t e  y que f f  conv e r j a  p u n 

tualm e n t e  a c e r o . Dado una s e r m i n o r m a  p^, la s u c e s i ô n  de func i o n e s  

escal a r e s  p^(f^-f) c o n v e r g e  a cero cuando n tiende a infinite, y 

por el T e orema de E g o r o v  para el caso real dado que p ^ (f f ) es una

f u n c i ô n  m e dible Borel de fi a E tenemos que para todo £ > 0 e x i ^

te un conjunto tal que y ( Z ̂  ^  e/Z*" y

lim p (f - f ) = 0  n r a n

u n i f o r m e m e n t e  sobre fis Z ^ .

Si tomamos

Z. = U
m= 1

e n t o n c e s  y (Z ) £  e.

Vamos a c o mprobar que f^ c o nverge a f u n i f o r m e m e n t e  en fi \ Z, 

y con esto quedarîa v is ta la c o n v e r g e n c i a  casi u n i f o r m e  de f^ a f.

Sea 6 > 0 y {p ,,..,p } una familia finita de s e minormas.
'"l "'k

Para cada p^ existe n^ tal que si n £  n^ tenemos que

Pm (f^(x) - f ( x ) ) < Ô
i

Si tomamos n^ = max {uj»...,n^} y.
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n > n ent o n c e s  —  o

’’m “ r (x) ) <5
i

para todo x de fi Z y todo i = l , . . . , K .  De aqui résulta el te o r e m a

trivia 1 men t e y a que la topol o g î a  en E v i e n e dada por c o n j u n t o s  fini,

tos de s e m i n o r m a s

Los lemas s i g u i e n t e s  tienen g ran i m p o r t a n c i a en cuanto que dan 

idea del comport a m iento de las f u n c i o n e s  y - m e d i b l e s  y y - m e d i b l e s  con 

r e s p e c t e  a la r e s t r i c c i o n  tanto en el c o n j u n t o  o r i g i n a l  como en la - 

imagen. Su u t i l i d a d  es g r a n d e  en las p r o p o s i c i o n e s  que les suceden. 

M e d i a n t e  las c a r a c t e r i z a c i o n  es de las f u n c i o n e s  por su imagen se p u ^  

de o b t e n e r  una demo s t r a c i ô n  râpida y sen c illa de la c o n s e r v a c i o n  del 

c a r â c t e r  de la m e d i b i l i d a d  en c o n j u n t o s  mâs p e q u e n o s  que los in i c l a 

ies .

Le m a  7 : Sea E un e s p a c i o  l o c a l m e n t e  convexo. Si E^ es un subes p_a

cio v e c t o r i a l  de E y f : fi -* E es una funciôn y - m e d i b l e  tal que

f (fi) O  E ^ , e n t o n c e s  f es y - m e d i b l e  de 52 a E^ .

D E M O S T R A C I O N :  Sea W un e n t o r n o  a b s o l u t a m e n t e  c o nvexo de cero en

E , y sea V ” un e n t o r n o  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e x o  de cero en E tal o  ̂ o
que 2V° c  w. E x i s t e  un V e n t o r n o  a b s o l u t a m e n t e  co n v e x o  de cero en

E tal que V Ê  ̂ - V" por e 1 t e o r orna i J tt**  ̂e x i s t e  un c o n j u n t o  cort

table M en E tal que

f ( fi Z ) c  M + V ,

y por tanto

f (fi ' Z) C  (H + V) (̂  E^.

Ri o r d e n a m o s M, o b t e n e m o s  la s u c e s i ô n  {x } E l e g i m o s  losn n= 1
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X  d e  m o d o  q u e  
n

(x +  V) n  E i 
y  p a r a  c a d a  u n o  d e  é s t o s  e x i s t e  x *  t a i e s  q u e

p o r  t a n t o

x ' e x + V  V  x ' g e
n  n  '  n o

X  6  X  + V  
n  n

y

f (fi Z) c2 M ’ + 2V 

donde M' = {x ^ , con lo cual queda vis to que

f (fi X Z) c  (M' + 2 V )  n  E^ = M' + 2V^<2 M' + W

Dada una s e m i n o r m a  p en E^, y para todo x de E^, es inme^

d i a to c o m p r o b a r  que p(f-x) es medible.

Por el teorema 3 se c o n c l u y e  la tesis.^^

Le m a  8 : Sea E un e s pacio l o c a l m e n t e  convexo. Si E^ es un sub e s p a 

cio v e c t o r i a l  de E y f : fi E una funciôn y - m e d i b l e  tal que

f (fi) C  E ^ , ent o n c e s  ( es y - m e d i b l e  de fi a E ^ .

D E M O S T R A C I O N :  Por ser f una funciôn y-medible, existe un c o n j u n t o  i

Z de m e d i d a  cero nula y una s u c e s i ô n  de c o njuntos p r e c o m p a c t o s

Pj^C P 2 C  ••• en E tal que

f (fix 7.) C- U P  ̂n
de forma que para todo e > 0, e x i s t e  n^ tal que y*(fix f ^(P^ ))<£• 

Como f(fi)C E^, e n t o n c e s

f (fi X Z) c, U  (p,^ n
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- 1 -1con los I' n E p r e c o m p a c t o s  on K y f ( P X E )  = f ( P ) .n o  o n o n

U a cl a una s e m i n o r m a  c o n t i n u a  p en I ^ , es inmed iato que p ( f - x )

es m e d i b l e  Borel para todo x de E^.

A p l i c a n d o  el te o r e m a  4, se c o n c l u y e  la t es i s .^

berna 9 : 8 i E e.l.c. y (52,E,y) es un «>spacio de m e d i d a  finita y

c ompléta, f : 52 -> E es S^, S, M o M, y si 52' C  52 es m e d i b l e  e n 

tonces f I , es S^, S, M, ô M r e s p c c C i v a m e n t e .

D E M O S T R A C I O N :  Sea f una f u nciôn en e n t o n c e s

e n t o n c e s

f I , - E a ̂ 52 ' n"C’ es s i m p l e  en 52'

si f es s i m p l e  e x i s t e  una red (f ^  de f u n c i o n e s  que c o n v e r 

ge u n i f o r m e m e n t e  a f, e n f o n c e s  f| es el l i mite u n i f o r m e  de

 ̂ I 52 ' ̂  a 8"^ son de luego f es de S (52 ' , , , y ) .

Si f es y - m e d i b l e  e x i s t e  una s u c e s i ô n  (K ^ ) j _ ̂ c o n j u n t o s  m e d £

bles d i s j u n t o s  y un c o n j u n t o  (Z = 52 x j  K . ) tal que y ( Z ) = 0, c u m
C=1 "

p 1 i e n d o

f = E f X + f X„
i icon cada f Xĵ  simple. E n t o n c e s

f|^, = E(f 1^, + (f Xg)I

y f os s i mple en 52*, l u ego f | ̂ , es j'-medible. Si f es

y - m e d i b l e  el r a z o n a m i e n t o  es a n â l o g o  al paso de los a los S .

T e o r e m a  10 : Sea E un e s p a c i o  LE. Sea (f ̂ ^ , una s u c e s i ô n  de

f u n c i o n e s  y - m e d  ibles de un e s p a c i o  de m e d i d a  finita y c o m p l é t a

(52,E,y) a E. S i ( f ̂   ̂ c o n v e r g e  en casi todo pun t o  a f, en ton
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ces c o n v e r g e  casi u n i f o r m e m e n t e .

D E M O S T R A C I O N :  Sea (E ^ )  ̂ la s u c e s i ô n  de e s p a c i o s  l o c a l m e n t e  c o n v e 

xos de F r e c h e t  que d e f in en a E como limite induc t ivo e s tricto. Por 

el Lema 13.1 de |4 0 | y el hecho de ser cada E^ m e t r i z a b l e  es sen c i 

llo c o m p r o b a r  que e x i s t e  una s u c e s i ô n  no c r e c l e n t e  (U )_ - de entor, in ui® 1 —

nos a b s o l u t a m e n t e  c o n v e x o s  y c e r r a d o s  de 0 en E tal que

(u 0  E . ) es una b a s e  de e n t o r n o s  de cero en E, para todo k.in K in ® 1 K

Vamos a demo s t r a r que cada s u b e s p a c i o  E^ p e r t e n e c e  a la mener

o - â l g e b r a  induc i d a en E por la familia de func i o n e s  e s c a l a r e s  u n i 

f o r m e m e n t e  conti n u a s  y d e f i n i d a s  en E.

Sea p^ el f u ncional de M i n k o w s k i  de , es decir,

p^(x) = inf {A e e '̂ : X e AU^}

y

p^(x) = inf (p^(x-y) ; y 6 Ej}.

Si X  p e r t e n e c e  a  E^ ,  e n t o n c e s  ( x ) = 0 para todo n.

Si X  p e r t e n e c e  a  E^ E ^  e n t o n c e s  e x i s t e  tal q u e

( x  +  U ^ )  n  E j  =  0

para todo n £  n ^ , y por tanto «

p  ^ ( X - y) > I 

p a r a  t o d o  n  >  n ^ ,  lo q u e  i m p l i c a  q u e

p (x) > I para todo n > n .n —  —  o

D e f i n a m o s  u n a s  n u e v a s  f u n c i o n e s ,

h^(x) = inf {1, p^(x)}

si tomamos b(x) - lim h (x)
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tonenios que y li ̂  sou un i To tiiu-nuMi L e conLinun.s p o r q u e

- Pn(y> I (x - y)

y

1 l.^(x) - h^(y) I 1  P„(x - y) .

E n t o u r e s  In fun c i ô n  li(x) es r. ero si x p e r t e n e c e  a E ̂ y 1

si X 11(1 p e r t e n e c e  n Ej, luego E es el c o n j u n t o  de ce r os del l£

mite de una s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a s .  As î queda 

v i s t o  lo que q u e r î a m o s ,  ya que a p l i c a r î a m o s  el m i smo p r o c e s o  a cual- 

quier E ^ . Este liée ho sera i m p o r t a n t e  en todo lo que q u eda del cap_î 

t u 1 o .

P a s e m o s  a ho r n a p r o b n r  el teorema de Egorov; como las f u n c i o n e s  

y - m e d i b l e s  son un e s p a c i o  v e c t o r i a l ,  p o d e m o s  t orna r la d i f e r e n c i a  de

la s u c e s i ô n  y el limi t e  y su p o n e r  s i n p e r d e r  g e n e r a  1 idad que

1 im r (t ) = n para todo t de fi
n “

ya que por ser el e s p a c i o  de m e d i d a  c o m p l e t o  t a m p o c o  resta g e n e r a  1 i-

dad el s u p o n e r  la c o n v e r g e n c i a  puntual.

Como las f u n c i o n e s  y - m e d i b l e s  son u n i f o r m e m e n t e  Baire, esto es, 

que al c o mpone r1 a s con una funciôn de E en R u n i f o r m e m e n t e  c o n t i 

nua dan una funciôn m e d i b l e ,  c n t o n c e s

f ^ (E , ) es m e d i b l e  para todo k, n k
y tambien son m e d i b l e s  los c o n j u n t o s

b ' " : . ' '

P o r la c o n v e r g e n c i a  p u ntual

a . O  "  nni = 1 m
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fi ( C. 52 2 c  • • • C  fi|n C- • • • 

Luego dado E > 0 existe p tal que

y a d emâs

y (52\fi ) < c/2 P -

F (fi ) CZ E para todo m,m p p

Es inmediato c o m p r o b a r  que f ̂  | ̂  : fi -*■ E es y - m e d i b l e , y por el
P P _

lema, como f in (52 ) C. F , f lo o s y -med ible en E , por serm 1 ^  p p m I p
Ep un espacio m e t r i z a b l e  y por la p r o p o s i c i o n  ante r i o r ,  e x iste

H C  52 m e d i b l e  tal que y (52 ^  H )  < E /  2 y f i _ c o n v e r g e  un i f o r -  o p p o m I Up
m e m e n  te en .

Entonces y (fi x 11^) < c y ( c o n v e r g e  u n i f o r m e m e n t e  a ce

ro en 11 , con lo cual (f ) , c o n v e r g e  casi u n i f o r m e m e n t e  a cero.,,c m m= 1 «

P r o pos i c ion 11 : Ri E es un e s p a c i o  T. F, c n t o n c e s  M ( E,y,E) =

= M ( E , y , f ) .

DEMOSTRACION; Sea f una funciôn y-medi b l e ,  como

E = U  E 
n "

y en cada E^ p e r t e n e c e  a la m i n i m a  o - â l g e b r a  e n g e n d r a d a  por las 

funciones uni f o r m e m e n t e  c o n t i n u a s  de E en K , e n t o n c e s  tenemos que 

los conjuntos

f“ ^(Ej) C  f ' ^ E g )  C  ----

son med i b l e s .

To mamos A, = f ^ (E ,)

Ag = f N e 2) V f S ej )
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A = f ) N ) - • {  U  F )
^ " k < n

y los A ̂  son m e d i b l e s  y disjontos. Se c u m p l e

y f . X . es una fun c i ô n  y - medible, ya que es el p r o d u c t o  de una f u ri
i _

c ion e s c a l a r  y - m e d i b l e  y una funciôn v e c t o r i a l  y- m e d i b l e .

Sea G > 0, e n t o n c e s  existe n^ tal que

y ( U  ° A.) > y(fi) g / 2 
i=l

como cada f . X : fi ->■ E es y - m e d i b l e  y se a p l i c a  en un c o n j u n t o  
i

que es m e t r i z a b l e ,  f : fi E^ es y - m e d i b l e ,  y para todo

G > 0 e x i s t e  K ^ C A ^  t a l q u e  y ( A ^ ' ' K - ) £ G / 2 ^ ^ ^
f Xg = f X^ X^ es simple de U en E^. 

i i i
Por ser

y ( U ° A . ^ U " K . ) ^ c / 2  
i=l i=l ^

B e t i e n e < | u e
11

y(fi '' U  ” K .) < G
i = l ^

^ n ^

'x C:'k , - j ”

que es suma finita de funciones s i mples, y por tanto es simple, con 

lo que queda visto que f es y - m e d i b l e . ^

P r o p o s i c i ô n 1 2 : Sea (fi,F ,y ) un e s p a c i o  de m e d i d a  finita y c o mpléta,

y u na familia de esp a c i o s  de Fr e c h e t  l o c a l m e n t e  convexos.

E n t o n c e s  las f u n c i o n e s  y - m e d i b l e s  de fi en E - ^ E. c u m p l e n  el
i e i  ^

teorema de Egorov.
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D E M O S T R A C I O N :  P r j me ro vam o s  n ver que toda funciôn y - m e d i b l e  f se

a p l i c a  en la suma il i' un con j u n L o numer a b l e  de E ̂  . En e f e c t o , e x i s 

te un c o n j u n t o  Z de m e d i d a  9 tal que

f(fi' Z) C  U

don d e  los son p r e c o m p a c t o s ,  pero por la d e f i n i c i ô n  de la t o polo-

RÎa suma v e c t o r i a l  todo c o n j u n t o  p r e c o m p a c t o  en E esta en la suma 

de un n u m é r o  finito de E ̂ , luego

f (fi X Z ) d  ^ E don d e  H c. I y H c o ntable. 
hGH

Sea f^ una s u c e s i ô n  de f u nciones y-m e d i b l e s  que c o n v e r g e  casi 

p u n t u a l m e n t e  a f, que sera y - m e d i b l e  en p r inc ip i o . Para cada n,

existe Ẑ  ̂ t a l q u e  y ( Z ^ ^ ) = 0  y C  I . ^on H con
nfari n n —

t a b l e .

Si tomamos

"  Y
t e n emos que y ( Z ) = 0 y

f (fi - 7 . )  CZ I  I  E 
n=l h6H npor tanto

f(fi" Z) (Z I I E 
n = 1 h G H

y e s t â m e s  en las c o n d i c i o n e s  de la p r o p o s i c i ô n  7, y se cump l e  la p r o 

p o s i c i ô n  .

O b s e r v e m o s  a d emâs que f es y-medible, es decir que el limite 

ca s i  p u n t u a l  de f u n c i o n e s  y - m e d i b l e s  es y-medible.

C o r o l a r i o : Sea (fi,E,y) un e s p a c i o  de medida finita y c o m p l é t a  y

{E^} una familia de e s p a c i o s  I.e. de Frerbet. Toda f u nciôn f de fi
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en F, = ^ F. . que sea e s e n c i a l m e n L e  o - p r e c o m p a c t e  se apl ica en la
iCT ^

suma de una cant idad n u m e r a b l e  de e l e m e n t o s  de la familia.

D E M O S T R A C I O N :  bas ta con la primera parte de la p r o p o s i c i ô n  9.^

F.n el c a p î t u l o  s i g u i e n t e  se r e 1 a c ion a n la (j-medibilidad y la 

y - m e d i b i l i d a d  con la m e d i b i l i d a d  B o r e l , Baire, etc..., como v e r e m o s  

bay un tipo de medid.a que est u d i a  e x t c n s a m e n t e  el a r t î c u l o  do V a r a d ^  

raj an |4 2 | que dan i m p o r t a n t e s  p r o p i e d a d e s  a las f u n c i o n e s  cuya m e 

dida imagen son de osa clase. V e a m o s  la d e f i n i c i ô n  de nuevo.

D e f i n i c i ô n  13: Una m e d i d a  y finita d e f i n i d a  en la a - â l g e b r a  de B a i 

re de un e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  (R,T) se di c e  r î g i d a  si para todo e > 0  

e x iste un K c  F. c o m pact o tal que

y * ( K ) > y (fi) - E

(Nota: rîgido es la t r a d u c c i ô n que hemos o l e g i d o  de la palabra
inglesa t igt h) .

Ya v e r e m o s  en el u l t i m o  c a p î t u l o  la i m p o r t a n c i a  de e s t a s  med idas 

en los e s p a c i o s  de Bnnacb.

P r o p o s i c i ô n  1 4 : Sea (fi,Z ,y ) un e s p a c i o  de m e d i d a  finita y compléta.

Sea f: (fi.F, ,y) -*■ E una f u nciôn y - m o d i b l e ,  d o n d e  E es un e s pacio

l o c a l m e n t e  c o n v e x o  pol a r  y s e m i r e f l e x i v o .  E n t o n c e s  f i n duce en E

una m e d i d a  de B a i r e  que es rîgida.

D E M O S T R A C I O N :  Por ser E polar s e m i r e f l e x i v o ,  f es m e d i b l e  Baire,

cn t o n c e s
yf : (E, B a i r e ) --------- *-

A -------- ► y ( f \  A ) )
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es una m e dida finita.

Pot ser r |i-medible existe Z con y ( Z ) = 0, y una sucesiôn 

no decree ien te {P ^ } de p r e c o m p a c t o s  tales que

’ r ( . f i  X  Z) C  U  P„ 
n "

por tanto

f(fiN Z) C  U  P~ 
n "

y los P^ serân c o m p a c t o s  ya que en un e s pacio polar y s emireflexivo  

los p r e c o m p a c t o s  son relat ivamente compactos.

Como •

fi ' Z C  f  ̂( U  P ) = U f“ ^(P ) C  fin n n "
tenemos que

y(fi^Z) = y (fi; £ y * ( U  f ^(P,,)) = y * (lim f " \ p ^ )  ) < y(fi).
n n

luego existe tal que

y * ( f “ ^ F ) )  >  y  ( f i )  -  L .

Pero

luego

y * ( f ' \ p  ) ) = inf {y (A) : A 6 E y A D  f " \ p  )},

(yf)*(P^) = inf {yf (R) : B 6 Baire (E) y B O  =

= inf { y ( f “ ^(B)) : B G Baire (E) y B O  P^} »

= inf ly ( f “ ‘ (B)) : B 6 Baire (E), f"^ (B) 6 E y f " ’( B ) D  

f“ ‘ (P„)} > y * ( f ‘ ^ P ~ ) ) ,

yf*(p^) 2  y(fi) - E .
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P r o p o s i c i o n  1 5 : Sea (fi,E,y) un e s p a c i o ,  de m e d i d a  finita y c o m p l é 

ta. Sea y una m e d i d a  d e f i n i d a  en E , e s p a c i o  l o c a l m e n t e  c o n v e x o  po

la r s e m i r e f l e x i v o ,  induc ida por una f u n c i ô n  de Bai r e  de fi en E. Si

y es rîgida e n t o n c e s  f es ti- m e d i b l e  .

D E M O S T R A C I O N :  Sea y una m e d i d a  en las c o n d i c i o n e s  del e n u n c i a d o ,  es

decir, tal que e x i s t e  una f u n ciôn f : fi -+ E m e d i b l e  Baire tal que

y = y f : Baire (E) i-

y yf es rîgida, e n t o n c e s  para todo e > 0 e x i s t e  K c o m p a c t e  en

E tal q u e

yf*(K) > y(fi) - E

Dado V e n t o r n o  a b i e r t o  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e x o  de ce r o  en E, e x i s t e  

{ x j , . . . ,x^} E tal que

K C  O  " (x . + V) 
i = l

y X ̂  + V  es de Baire en E y a que V = p ^ ^ ( - l , l ) .

Por tanto dado e > 0 y V se tiene que
n

f ( U  (x. + V)) > y(fi) - E
i = l ^

T o m a n d o  r. - 1/k, e x i s t e  {x. ,...,x } = M, tal que
1 n

yf ( U  (x + V)) > y (fi) - I/k
i = 1 i

e n t o n c e s

y( U  ( f 1 ( (J "(k) + V))) = y(fi)
k i=l i

Il . " (k)Z = fi\( V  (f ( V  (x + V))) )
k i=l "̂ i

t iene m e d i d a  cero.
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S i  l l a m a m o s

M . U  "  Ü  "<'■> (k . )
k = l  1=1

ent once s

f(S^NZ )<^‘ f ( U ( r “ ^{ + V ) ) ) d M  + V
1- i = l i

luego f es cscnc ia 1 men te u) - p r c c o m p a c t o  .

Per ser f m e d l b l e  Bai r e  es i n m e d i a t o  que es para Coda s e m i n o r -  

ma c o n t i n u a  p y Code x de E p(f-x) es m e d i b l e ,  por t a n t o  f 

es vi-med ible .

C o r o l a r i o : Si E c s u n e s p a c i o  LF, si f e s u n a m e d i d a  imag e n  de 

una f u n c i o n  f : Q E con (lî,Z,p) un e s p a c i o  de m e d i d a  f i n i t a  y - 

c o m p l é t a ,  e n t o n c e s  pf es r î g i d a  si y s o l a m e n t e  si f es p - m e d i b l e .

D E M O S T R A C I O N : Es inraediata a p a r t i r  de las p r o p o s i c i o n e s  11, 14 y 15.
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C A P ITULO I 11 

R E L A C I O N  ENT R E  LAS M E D I B I L I D A P E S

La rein cion e n tre las " m e d i b i l i d a d e s  de aproximacion*' y las de 

" i m a g e n e s  inve r s a "  es i m p o r t a n t e  en el s e n t i d o  de que las p r i m e r a s  son 

u s a d a s  t r ad ic io n a 1 men t e en la t e orîa de i n t e g r a c i o n  y sus d e r i v a d o s  co^ 

mo e 1 te o r e m a  de Radon N i k o d y m ,  o t e o r e m a s  de c o n v e r g e n c i a , m i e n t r a s  

que las s e g u n d a s  son u s a d a s  para o b t e n e r  t e o r e m a s  i m p o r t a n t e s  de itn^

g en e s  i n v e r s a s  de m e d i d a s  y t e o r e m a s  de 1 s o m o r f i s m o s . En esta lîn e a

se e n m a r c a  este capîtulo, es decir, en r e l a c i o n a r  p r i m e r o  para e s p a -  

cios m e t r i c o s  y luego para LF las m e d i b i l i d a d e s  c i tadas en e 1 capitij 

lo anter i o r .

Las h e r r a m i e n t a s  p r i n c i p a l e s  s e rân un teo r e m a  de M a r c z e w s k i - S ^  

koski, y c o n c e p t o s  de la teor î a  de c a r d i n a l e s  m e d i b l e s  |2 3 1 .

P r o p o s i c i o n  1 : Son E un e s p a c i o  l o c a l m e n t e  co n v e x o  m e t r i z a b l e  y se^

p a rable, (U,L,p) un e s p a c i o  de m e d i d a  finita, si f : Q -+ E es -

una a p l i c a c i ô n  m e d i b l e  Borel e n t o n c e s  f es p - m e d i b l e .  Si adem â s  

(fi,Z,p) e s c o m p l è t e  e n t o n c e s  toda f u ncion p - m e d i b l e  es m e d i b l e  Borel.

D E M O S T R A C I O N :  S e a {x ̂ ^   ̂ un s u b c o n i u n t o  n u m e r a b l e  y d e nso en E.

Si R(0,1) es una bola a b i e r t a  u n idad, es claro que,

U  ”  (x. 4- B(0, I) ) = E
11= l

T o m e m o s  a partir de eslos c o n j u n t o s lus s i g u i e n t e s  

b | = (x, + B(0,1))

b ’ = (x + B ( 0 , 1 ) ) N . | U  (x +B(0,1)) 
P P tq<p "

con p un n u m é r o  n a 
tural
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e n t o n c e s

Sean
V.= 1

n  b ! = 0 K j

estos c o n i u n t o s  seran m e d i b l e s  ya quo f es m e d i b l e  Borel y

r! G Borel (E)

Cons i d e r e m o s  la funcion

*1 *A,, + "2 X&,2 + .

esta f u n c i o n  es [i-medible y

d(f(t) , f^(t)) < 1

para to do t de 52.

H a c e m o s  la mis m a  cons truce ion con la bola B ( 0,l/n) o b t e n i e n d o  

los c o n j u n t o s

B = (x + B ( 0 , l / n ) )  P P U  (x + B(0,l/n)) 
q < p ^

para p un n G m e r o  
n a t u r a l

.p -
y la fune ion

fn = M  ^A +
n 1 + * p X A n , p

que es p - m e d i b l e  y

d ( f ( t ) , f ̂  ( t ) ) < 1/n para todo t de fi.

E n t o n c e s  f es cl i T m i t e  un i f o rme de la suc es ion por tanto f

es p - m e d i b l e  y por ser e 1 e s p a c i o  m é t r i c o  es p-m e d i b l e .

Si (n,Z,p) es de m e d i d a  finita y compléta es i n m e d i a t o  compro^ 

bar que toda funcion p - m e d i b l e  es m e d i b l e  Borel, ya que toda f u n cion

s i m p l e  es de Borel por ser E un e s p a c i o  m ê t r i c o  y las func i o n e s
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p - m e d i b l e s  son limite casi puntual de vina s u c e s i o n  de f u n c i o n e s  s i m 

ple s . y,

De finie ion 2 : Un c o n j u n t o  X tiene c a r d i n a l  de m e d i d a  cero si toda 

me d i d a  y d e f i n i d a  en P(X) t a 1 que se a nuls s o b r e  los c o n j u n t o s  

u n i t a r i o s  es la m e d i d a  identic amen t e cero.

Un con junto x tiene cardinal no m e d i b l e  si toda m e d i d a  y de^ 

finida en P(X) que toma v a l o r e m  en {0,1} (medida d o s - v a l u a d a )  y 

que se anti la sobre los c o n j u n t o s  u n i t a r i o s  es la m e d i d a  id en t i c a m e n  te 

cero .

P r o p o s i c i o n  3 : Si E es un es p a c i o  l o c a l m e n t e  c o n v e x o  y m e t r i z a b l e

con paso de m e d i d a  cero y (U,E,y) es un e s p a c i o  de m e d i d a  f i n i t a  y 

co mpléta, e n t o n c e s  las f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel y y - m e d i b l e s  c o i n c i 

des.

D E M O S T R A C I O N :  Por ser E un esp a c i o  m é t r i c o  toda f u ncion y - m e d i b l e

es m e d i b l e  Borel.

Sea f una funcion m e d i b l e  Borel a p a r t i r  de ella d e f i n i m o s  la 

m e d i d a  i m agen por

^ f : Borel ( E ) -------- >

A ----------+ y(f"^ (A)) .

Ademâs, por e 1 T e o r e m a  de M a r c z e w s k i - S i k o r s k i  |25|, la m e d i d a  y f 

d e s c o m p o n e  e 1 e s p a c i o  E en dos c o n j u n t o s  d i s j u n t o s  N y R taies 

que S es ce r r a d o  y s e p a r a b l e  y N es tal que yf(N) = 0. Como

yC(N) = y(f *(N)) = 0 

la funcion f es e s encial m e n t e  s eparable.
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Segûn el T e o r e m a  I I . 3 faltn c o m p r o b a r  que pa r a  toda s e m i n o r m a  con 

tinua en E, "y para todo x de E , p(f-x) es m e d i b l e .  Esto es i n m ^  

d i ato ya que f-x es m e d i b 1e .Borel,^

A partir de la p r o p o s i c i o n  a n t e r i o r  se o b t i e n e  como c o r o l a r i o  el 

teorema de Stone c o n c e r n ! en te a la sumab ilidad de f u n c i o n e s  m e d i b l e s  

B o r e l .

C o r o l a r i o  : En las c o n d i c i o n e s  de la p r o p o s i c i o n  3, la suma de dos f un_

ci ones m e d i b l e s  Borel es m e d i b l e  Borel.

D E M O S T R A C I O N :  Se d e d u c e  de forma i n m e d i a t a  de la p r o p o s i c i o n  3 y del 

h e c h o  de que las f u n c i o n e s  y - m e d i b l e s  forman un e s p a c i o  v e c t o r i a l . ^

El T e o r e m a  de M a r c z e w s k i - S i k o r s k i  de una c a r a c t e r i z a c i ô n  para que 

el paso de un e s p a c i o  m é t r i c o  sea de m e d i d a  ce r o  y es p r e c i s a m e n t e  que 

para toda m e d i d a  de Bor e l  finita en E se tiene una d e s c o m p o s i c i o n  

del tipo E = N U s con S un es p a c i o  cer r a d o  y separ a b l e ,  U(N) *» 0

y N n  S = 0. (Que hemos ll a m a d o  d e s c o m p o s i c i o n  del tipo M a r c z e w s k i ) .

Vamos a dar una n u e v a  c a r a c t e r i z a c i ô n  c u a n d o  el e s p acio E es 

e.l.c. y m e t r i z a b l e  m e d i a n t e  las f u nciones y - m e d i b l e s .  Para ello com- 

p r o b e m o s  que si para todo (n,E,y) espacio de m e d i d a  finita y comple^ 

ta, las f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel de H en E y el de las funci o n e s  

y - m e d i b l e s  c o i n c i d e n  e n t o n c e s  toda m e d i d a  de Borel finita en E t i e 

ne una d e s c o m p o s i c i o n  de tipo M a r c z ewski.

P r o p o s i c i o n  4 : Sea E un e.l.c. m e t r i z a b l e .  Si pa r a  todo espacio de

m e d i d a  finita y c o m p l é t a  (Q,E,y) se tiene que el c o n j u n t o  de las

f u n c i o n e s  y - m e d i b l e  de fi en E c o incide con el c o n j u n t o  de las
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f u n c i o n e s  m e d i b J e s  Borel de Si en E, e n t o n c e s  toda m e d i d a  de Borel 

en E finita tiene una d e s c o m p o s i c i o n  de tipo M a r c z e w s k i .

D E M O S T R A C I O N :  Sea y una m e d i d a  de Borel finita en E. Sea L(E) 

la c o m p l e c c i o n  de la o - â l g e b r a  de c o n j u n t o s  Borel en E, y y la ê t 

te n s i o n  de y a L(E).

Como el e s p a c i o  <E,L(E),y) es finito y c o m p l è t e  y la ap l i c a -  

cion identidad

1 : (E,L(E),y)  >■ (E, Borel (E))

es m e d i b l e  Borel, por h i p ô t e s i s  tenemos que I es y - m e d i b l e .  Segun

el teorema I I . 3, para toda bola B(0,1/n) e x i s t e  m e d i b l e  con

y(Z^) = 0  y

1( E '  Z^) = E Z ^  C  + B(0,l/n)

donde M^ es un s u b c o n junto n u m e r a b l e  de E.

E n t o n c e s  si Z = U  Z se tiene y (Z ) = 0 y

E \ Z = E - ' U  Z = VJ (E'.Z ) C  VJ (N + B(0,l/n))C=^

C  n (M + B ( 0 , 1 /n) ) = s 
n "

S es c e rrado y s e p a r a b l e  ya que

M = U  Mn n
es un c o n j u n t o  den s o  y n u m e r a b l e  en S. V e a m o s l o ,  sea s de S y 

c > 0. Como

s 6 n (M + B ( 0 , 1/ n ) ), n n
exi s t e

b o n  (M 4- 15(0, 1/n) 
n "

tal que
d ( s , b ) < c/2.
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Si tomamos k un n u m é r o  n a tural de forma que 1/k < e/2 en 

hay un m que cump l e

d(h,m) < 1/k < e/2

y por tanto

d(s,m) < d(s,h) + d(h,n) < e.

Con esto demost ramos que S es separable.

Z S y R d e s c o m p o n e n  a F. ya que son d i s j u n t o s

E = (Z •'* S) vJ S,
y dicha d e s c o m p o s  i c ion es de tipo M a r c z e w s k i  p u e s t o  que S es c e r r a 

do y separa b l e ,  7. ^ R os nb i e r t o  por ser e 1 c o m p l e m e n t a r  io de S y

ademâs

y(Z \ R) = ' 8) < y(Z) = 0.^

T e o r e m a  5 : Sea E un e s p a c i o  l o c a l m e n t e  co n v e x o  m e t r i z a b l e ,  son equi^

val en tes :

a) El peso de E es de m e d i d a  cero.

b) Para todo e s p a c i o  de m e dida finita ( 0 , Z ,y) y c o m p l è t e  se

c u mple

^ B o r e l " ) ,  E) = M(E,y,E)

c) Toda m e d i d a  de B o rel finita en E tiene una d e s c o m p o s i c i o n  

del tipo M a r c z e w s k i .

D E M O S T R A C I O N :  a) =» b ) por la p r o p o s i c i o n  3.

b) = >  c ) por la p r o p o s i c i o n  4.

c) = »  a) por el T e o r e m a  de M a r c z e w s k i  (25

Nota: S u p o n i e n d o la h i p ô t e s i s  g e n e r a l l z a d a  del cont i n u e ,  la e x isten-

cia de c a r d i n a l e s  real m e d i b l e  es indemost rable en una g ran parte de
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las a x i o m n t i c o s  de c o n j u n t o s  usuales, ( i ncluso en la de Von N e w m a n - O o

del se sabe que no exist e n ) .  El t e orema 5 da p r o p i e d a d e s  de a p r o x i m a 

cion para las f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel en un e s p a c i o  e.l.c. m é t r i c o  y 

las c a r a c t e r i z a  por su rango, con lo cual se puede e x t e n d e r  la teorîa 

de i n t e g r a c i o n  a d i e bas funciones.

P r o p o s i c i o n  6; Si E es un e s p a c i o  l o c a l m e n t e  c o n v e x o  y s e parable, 

toda f u ncion uni f o r m e m e n t e Baire es 11 - m e d i b 1e .

D E M O S T R A C I O N :  Sea f una funcion on 1 f o r m e m e n t e  Baire, e.d. si h es

una f u n cion uni f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  de E en R , e n t o n c e s  h <>f es 

m e d i b l e  Borel, y para todo x de E, b o (f-x) es medible. Veamoslo:

(h "( f - x ) )  *(c) = (f-x)  ̂b *(c) = ft G fi : f(t) - x 6 h ^(c)) =

= (t 6 fi : f ( t ) 6 x + h  ^(c)} = ft e fi : f ( t ) € g ^(c)}

donde

g = h o F

F : E - ■ ' E

y ------- >■ y-x

Como F es un i f o rmemen t e c o n t i n u a ,  b « F  es u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a

b « (f-x)~^(c) fi Z.

Ad e m â s  c u a l q u i e r  s e m i n o r m a  c o n t i n u a  en E es u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a ,  

por tanto p(f-x) es m e dible.

Solo q u e d a  c o m p r o b a r  que f es w - e s e n c i a l m e n t e  precompacta, e.d. 

para todo e n t o r n o  V de cero en R e x i s t e  Zy con y(Zy) = 0  y un 

c o n j u n t o  c o n t a b l e  M tal que
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f (n Zy) c  M + V.

Podemos tomar Z^ = 0 y M un s u b c o n j u n t o  denso y c o ntable de E, 

pues E es separable.

For tanto toda funcion u n i f o r m e m e n t e  Baire es p-medible.

C o r o l a r i o : Si E es un e s pacio loc a l m e n t e  convexo s eparable e n tonces 

el c o njunto de las f u nciones p - m e d i b l e s  coincide con el c o njunto de 

las funciones u n i f o r m e m e n t e  Baire.

DEMOSTRACION: Es i n mediato que toda funcion y - m e d i b l e  es u n i f o r m e m e n

te Baire | 3 1 j .

Podemos resumir en un e s q u e m a  los r esultados anter iores u t il izaji 

do la no t ac ion de |3 1| . (E es un espacio l o c a l m e n t e  convexo y (fi,E,y)

es un espacio de medida finita y compléta).

borel ->• Baire -5̂ 1). Baire

S
m é t r i c o s e m i r r e f l e x î v o

M
i.r
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Lena 7 : Sea E un e s p a c i o  l,F y sea (  ̂una s u cesion no d e c r ^

c ien t e  de e s p a c i o s  de F r e e h et que inducen en E su topologîa. Sea S 

un s u b c o n j u n t o  c e r r a d o  s e p a r a b l e  de E; e n t o n c e s  para todo se

c u m p l e  n  S es s e p a r a b l e  en E ^ .

D E M O S T R A C I O N :  L l a m e m o s  (U^ )™_ a una base de e n t o r n o  s a b s o l u t a m e n t e

c o n v e x e s  en E^ y (U*)^_  ̂ a una s u c e s i o n  de e n t o r n o s  a b s o l u t a m e n t e

c o n v e x o s  en E t.al que

"k - E . n

Si M = {Xp}p_j es un s u b c o n j u n t o  denso en S, fijado , eii

tone e s

S C  Ü  (x^ + U* ) .
p= I ^ o

E l i m i n â m e s  a q u e l l o s  x + U * taies que (x + U* ) Pv (S f\ E ) =0.
P o P *"o "

Para todo p tal que

(x + U * ) n ( S O E ) ^ « 0  p n

e x i s t e  a^.k^ que p e r tenece a (x^ + n.* ) H  (S H  E^), por tanto

*p.k « ^p + "k

^p G 3 p , k  + "k ' ' o o
y a que U * es a b s o l u t a m e n t e  convexo.

o
C o m p r o b e m o s  que A = {a ,k } , es denso en S A  E .p o p ,k^ n

Sea s un e l e m e n t o  de S A  E ^ . Dado U^, existe de forma

que

"b + " b C  U,

C o n s i d é r é m o s  , ent o n c e s  e x i s t e  x^ que cumple
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X 6 S +  U,
P h

y
s 6 X + U*P h

Por tanto existe o , que p e rtenece a S n  E y a x + U * • Pero p , Il n p n

s « < % . „  + r, F.„ - + 2U*) ^  E„ -

con lo que queda demos t rado que A es denso en S PV , y como A

es n u m e r a b l e  S O  es separable.

Lema 8 : Sea E un es p a c i o  LE, induc ido por la s u c e s i o n  no decreciejn 

te de e s pacios de F r e c h e t (R )  ̂  ̂. El peso de E es de m e d i d a  cero

si y solo si e 1 peso de coda F . e s  de medida cero.

DE M O S T R A C I O N :  | S u p o n g a m o s  que el peso de E es de m e d i d a  cero,

e.d. existe en E un c o n j u nIo denso A tal que el cardinal de A

es de medida cero, por tanto, para cada entorno V de cero en E, se

cumple
E - V  ( a + V ) .  

a 6 A
S i  (U ) , e s  u n a  b a s e -  d e  e n t o r n o s  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e x o s  e nn n =  l

Eĵ  y ( U * ) ̂   ̂ son entornos a b s o l u t a m e n t e  conv e x o s  en E taies que

II* A  F., = V .n k n

P a r a  t o d o

i; - VJ (a + D*), 
a C A "

eJegimos el c o njunto A' = {a C A : (a + U*) Q  E^ ^ 0}. Evidentemeji

te A ' tiene cardinal de medida cero.

Para cada a ' p e r t e n e c i e n t e  a A' tomamos x ' p e r t e n e c i e n t e  a 

E^ tal que
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X ' f i a ’ +  U *  n
L l a m a r e m o s  al c o n j u n t o  de los x'.

D e m o s t r e m o s  que U  M es denso en E, : Sea V e n t o r n o  de cen n k -
ro en E ^ . E x i s t e  a b s o l u t a m e n t e  c o n v e x o  tal que 2 U ^ O  V.

Para todo x de E ̂ . se tiene a ’ de A' de forma que

a' 6 X + U*

y
X 6 a' + U*, 

luego hay un e l e m e n t o  x ’ de , que c u m p l e

x ’ f i a ' + U * ,  X ' fi X + 2U*
y

x ’ f i x + 2 U C l x  + U. n

Para t e r m i n e r  b a s t a  tener p r é s e n t e  que el c a r d i n a l  de U  Mn n
tiene m e d i d a  cero.

< = | S u p o n g n m o s  que cada Ê  ̂ tiene peso de m e d i d a  cero, e.d. 

e x iste A^ s u b c o n j u n t o  de 1’̂  con c a r d i n a l  de m e d i d a  cero y denso 

en E . E n t o n c e s

A - U  A 
n "

tiene c a r d i n a l  de m e d i d a  cero, y es denso en E, ya que dado x de 

E y V en t o r n o  c o n v e x o  en E, x per t e nece a un cier t o  E ̂  y

(x + V) A  Eĵ  es un e n t o r n o  c o n v e x o  de x en E ^ . Por tanto e x i s t e

a de A^ que cump l e

a fi (x + V) n  E^ (_ X +

Los dos lemas a n t e r i o r e s  nos p e r m i t e n  dar la v e r s i o n  del T e o r e m a

de M a r c z e w s k i  y S i k o r s k i  para los e s p a c i o s  LF de forma a n â l o g a  a c£

como se ha dado a n t c r i o r m e n t e  para metri c o s .
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En el paso a espacios I,F la p r o p o s i c i o n  b) del T e o r e m a  5 se 

tiene que modi f ica r ya que las func i o n e s  m e d i b l e s  Borel de un e s p a c i o  

de medida finita y completo a E son todas las f u n c i o n e s  y - m e d i b l e s  

si no un s u b c o n j u n t o  de estas.

De fin icion 9: Sea E un espacio LF, (F. una s u c e s i o n  no decre

ciente de suhespaci os de F que inducen en E la topol o g î a  y

(Q,E,y) un es p a c i o  de m e dida finita. Si f es una f u ncion de Q en

E y-medible, diremos que es y * - m e d i b l e  (en a b r e v i a t u r a  

f 6 M * (Z ,y ,E ) ) si existe una s u c e s i o n  de f u n c i o n e s  y - m e d i 

bles tal que c o nverge p u n t u a l m e n t e  a f, y pa r a  cada n e x iste k(n)

de forma que

C  Ej^(n) .

En el caso m é t rico las funci o n e s  y*-med ibles y y - m e d i b l e s  c o i n c £  

den, por tanto la d é f i n i t i o n  es la natural.

En lo que sigue de c a p î t u l o  E sera un e s p a c i o  LF induc ido 

por una sucesion no d e c r e c i e n t e  de s u b e s p a c i o s  de E.

Prop o s i c i o n  1 0 : Si E es un es p a c i o  LF con peso de m e d i d a  cero y 

si (0,Z ,y ) es un espacio de m e d i d a  finita y c o mpleto, e n t o n c e s  el 

c onjunto de las funciones m e d i b l e s  Borel  ̂ B o r e l ^ ^ ’^^ c o i n c i d e  con

el c o njunto H*(Z,y,F. ).

DEMOSTRACION: Sea f una funcion y * - m e d i b l e  y ^^n^n=l s u c e s i o n

de funci o n e s  de 0 en E cuya e x i s t e n c i a  a s e g u r a  la d e f i n i c i ô n  5. 

Por el Lema 11.8 f e s  y - m e d i b l e  de il a algun s u b e s p a c i o  E^ que

d e n o t a r e m o s  Ej^(n). Como E tiene peso de m e d i d a  cero, por el lema
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2, Ej^(n) t i e n e  peso de m e d i d a  cero, y es m e d i b l e  B o rel de

en Ej^(n). A d e m a s  es m e d i b l e  Borel de il a E ya que da d o  un

a b i e r t o  A en E

f  ̂(A) = f - ^ A  O  E y ( n )  ) G Z.

Sea

Aĵ  = ft G Q : f^(t), G para todo n) =

- O  r ' a ^ )

que es m e d i b l e  por ser E^ c e r r a d o  y los f^ m e d i b l e s  Borel, y por

la c o n v e r g e n c  ia puntual de  ̂̂ n^n=l

il = U  A .
K ^

C o n s i d é r â m e s  las res t r i e c i o n e s  de y f a A^

" ^K'

es m e d i b l e  B o r e l  de A^ en Ej^, pu e s  dado V a b i e r t o  en E^

y V ' un a b i e r t o  en E tal que V = V' O  E^ se tiene

(f^la = {t G Aĵ  : 6 V} = {t G A^ : t G E^)} =

- A„ a  f ; ' ( V r i  F.|()

que p e r t e 11 c c e a Z .

Por ser Ê  ̂ m e t r i z a b l e ,  es m e d i b l e  Borel de A^ en E ^ ,

y se d e duce que f es m e d i b l e  Borel de fi en E, ya que da d o  V

a b i e r t o  en E,

f"^(V) = f“ ^ ( V ) 0  ( V  A^) = U  ( f " \ v )  n  A_) =
K K ^

= U  (t 6 A^ : E(t) 6 V) = U  ft 6 A^ : f(t) G V ' A  E_} =^ K K K ^

- 1= U IA A (f I ) ( V  A E ) 1 G Z 
K l*K



C o n s i d e r e m o s  los conjuntos

A j = f ' ( i: j ).......  A^ = £ N  ) ....

que son m e d i b l e s  por ser E^ c e rrado en E para todo n.

E n t o n c e s  la sucesion de funciones f . c o n v e r g e  a f p u n t u a ^
n

mente, y f.X^ de fi a Ê  ̂ es medible Borel, pues, dado H abi e r
n

to en E^ pueden o c urrir dos c a s os

i) si contiene a cero, e n t o n c e s  (f ) ^(H) = A^ V  (f  ̂(H) A )
^  —  1 —  1ii) H no contiene a cero, entonces (f.X, ) (H) ■= f (H) O  A
^n "

T a n t o  en i) como ii), (f ) ^(H) p e r t e n e c e  a E ya que H

es de Borel y f es m e d ible Borel.

Puesto que E^ es m e t r i z a b l e  y tiene peso de m e d i d a  cero fX^

es y - m e d i b l e  de fi a E^^. V e amos que es f y - m e d i b l e  de fi a E :

Dado e > 0 existe A^ tal que y(fin A^) ^  e /2. Como f.X^
n

es y-me d i b l e  de fi a Ê  ̂ p o d emos elegir C  A^ de forma que

y (A V K ) £  e /2 y f.X. X,, es simple de fi en E . C o n c l u i m o s
n  n  /V  K  r%n n

la demos t rac ion tcniendo en cuenta que f.X. •X„ es s i mple de fi a
n n

E, luego f es y - m e d i b l e  ya que y(fi^ (A^ f \  K^)) < e .

P r o p o s i c i o n  1 1: Sea E un e s p acio LF. Si para todo e s p a c i o  de m e d i 

da finita y compléta (fi,Z ,y ) se tiene que M * ( Z , y , E )  = »

entonces toda media de Borel finita en E tiene una d e s c o m p o s i c i o n  

de tipo Marczewski.

DEMOSTRACION: Se.i y una m e d i d a  de Borel finita en E. Sea L(E)

la c o m p l e c c i o n  de la o - â l g e b r a  en E y y la e x t e n s i o n  de y a

L(E).
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Como el e s p a c i o  (E ,L (E ),y ) es finito y completo, y la a p l i c a 

ciôn i d e n t i d a d

I : ( E , L ( E ) , y ) --------------- ( F,, Borel (E))

es m e d i b l e  Borel, por b i p ô t e s i s  t e nemos que I es y * - m e d i b l e .  Por ser 

y - m e d i b l e  e x i s t e  Z tal que y (Z ) = 0  y

1 ( E ^  Z) C  U  Pg 

con C P 2 Pj C  .... y p r e c o m p a c t o s .

E es pol a r  s e m i r e f l e x i v o , e n t o n c e s  P^ es c o m p a c t e  y s e p a r a b l e  

en algun E^(n) y lo sera e v i d e n t e m e n t e  en E.

T e n e m o s  que P^ es s e p a r a b l e  y también lo sera el c o n j u n t o

c e r r a d o  S = U P , de aquî se d e d u c e  que E ̂  S es a b i e r t o  y 
n "

y ( E ' S )  = y (E ' S) < y(Z) = 0

luego

E = (S'- S) U  S 

y esta d e s c o m p o s i c i o n  es de tipo M a r c z e w s k i  .

A p o y a n d o n o s  en el caso m é t r i c o  vamos a dar una demos t rac ion del 

teorema de M a r c z e w s k i - S i k o r s k i  en el caso LF, para o b t e n e r  un te o r e m a 

a n â l o g o  al t e o r e m a  5. Con la h i p ô t e s i s  de que no e x i s t e n  c a r d i n a l e s  

real m e d i b l e s  p o d e m o s  c a r a c t e r i z a r  las f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel mediaii 

te t ê cnicas de a p r o x i m a c i o n .

T eorema 1 2 ; Sea E un e s p a c i o  LF. F. tiene peso de m e d i d a  cero si 

y solo si para cada m e d i d a  de Borel finita y en E tiene una d e s 

c o m p o s i c i o n  de tipo M a r c z e w s k i



D E M O S T R A C I O N :  ==^ | Sea jj una m e d i d a  de Borel finita en E. En c a 

d a  E I I  i n d u c e  u n a  m e d i d a  n ■

)i : Borel ( E ^ ) -------*•

A  *■ y^(A) - y (A).

Diclia m e dida c m  f i n t I i y. esta bien d i f i n i da y a q ue por ser E^ cerra

do en E todo c o n j u n t o  de Borel en E^ lo es también en E y la t£

po l o g î a  de E^ es ia inducida por E. Por el lema 8 los E^ tienen

peso de m e d i d a  cero y son met r i z a b l e s , por tanto m e d i a n t e  el teorema 

de M a r c z e w s k i - S i k o r s k i  existe una d e s c o m p o s i c i o n  de E^ en dos c o n 

j u n t o s  a b i e r t o  de m e dida 0 y S^ c e r r a d o  s e p a r a b l e  en .

T o m a n d o

S = U \
y

N = E ^ S  = E*-
n "

tend remo s que

p(N) < p(E ' U  S^) = u( (A ( E S'̂  ) ) 1, I (N^) = 0
u n  n

S y N forman una d e s c o m p o s i c i o n  de tipo M a r c z e w s k i  ya que S

es ce r r a d o  y s e parable, N es a b i e r t o  y de m e d i d a  0.

<==| Sea A una medida de Borel finira en E^^, podemos définir 

una m e d i d a  de la s i p u i e n t e  forma

p ; Borel ( E ) ------ + R^

A   — *• A (A n E^).

Esta medida es finita, y por la b i p ô t e s i s  existe N a b ierto con 

p(N) = 0 y S ce r r a d o  s e p a r a b l e  tal que

N A  S = 0 y N VJ S = E
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Como )j(N) = 0 = X ( E ^ A  N) y E^ A N es un a b i erto en la topo

logîa de E y S A E es cerrado y s e p a r a b l e  por el Lema 7, X ad " n n —
mite una d e s c o m p o s i c i o n  de tipo M a r c z e w s k i ,  y esto c a r a c t e r i z a b a  que

el peso de t u v i e s e  m e d i d a  cero. E n t o n c e s  por el lema 8 se tiene

que E tiene peso de m e d i d a  v e r o .^

Para f i n a l i z a r  el c a p î t u l o  vam o s  a e n unciar, ya que la d emo s t r a 

tion es i n mediata, el a n â l o g o  al te o r e m a  5 para el caso LF.

T eorema 13 : Sea F. un es p a c i o  LF. E n t o n c e s  son é q u i v a l e n t e s :

a) Cada E^ ' tiene peso de m e d i d a  cero.

b) (fi,E) = M * ( Z , p , E )  para todo e s pacio de m e d i d a  finita y 

co mplet a (fi,Z ,y ).

c) Toda m e d i d a  de Borel finita en E tiene una d e s c o m p o s i c i o n  

de tipo M a r c z e w s k i .

D E M O S T R A C I O N :  a b por la p r o p o s i t i o n  8.

b = >  c por la p r o p o s i c i o n  9.

a <=*■ c por la p r o p o s i c i o n  10.

C o r o l a r i o : Sea E un e s p a c i o  LF y (fi,Z ,y ) un e s p a c i o  de m e d i d a

finita y c o mpléta. Si el peso de E es de m e d i d a  cero, e n t o n c e s  la 

suma de dos f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel de fi a E es m e d i b l e  Borel.

D E M O S T R A C I O N :  Sean f, g dos f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel de fi en E.

Como el peso de E es de m e d i d a  cero, f y g son y*-med i b l e s . Por

tanto existe una s u c e s i o n  ( f ^ ^  de funci o n e s  y - m e d i b l e s  tal que

c on v e r g e  p u n t u a l m e n t e  a f y para cada n existe k(n) n a t u r a l  tal

que f„(fi) C E , ,  I g u n l m e n t e  e x i s t e  una s u cesion (g„) _■ de fun-* n  K l n / îTim— i
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c i o n e s  y - m e d i b l e s  tal que c o n v e r g e  p u n t u a l m e n t e  a g y para cada m 

existe k'(m) tal que g^(fi) C  *^'k'(m)‘

La s u c e s i o n  c o n v e r g e  p u n t u a l m e n t e  a f + g, y p a 

ra cada n e x i s t e  k " (n ) - ma x (k(n), k ’(n)} de forma que

(f„ + R „ ) ( f l ) C

luego f+g es y * - m e d i b l e  y por tanto m e d i b l e  Borel.^

Fr e n l i m  ha demos t rado que de e x i s t i r  un c a r d i n a l  real m e d i b l e  eji 

fonces se puede c o n s t r u i r  un e s p a c i o  de Banach X y un e s pacio de mja 

dida finita y c o m p l é t a  (fi,I,y) y dos f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel taies 

que la suma no sea m e d i b l e  Borel. El e s q u e m a  de la c o n s t r u c c i ô n  es el 

siguiente: Supone que existe un c a r d i n a l  real m e d i b l e ,  y en un conjuii

to Y con dicho c a r d i n a l  toma una m e d i d a  y no tr i v i a l  sobre P(Y) 

que se anula sobre los c o n j u n t o s  u n i t a r i o s ,  y e n c u e n t r a  dos funciones 

m e d i b l e s  Borel de (Y x Y , yfl y ) ,  s i c n d o  y 0 y la c o m p l e c c i o n  de la 

medi d a  p r oduc to y @ y sobre la o - â l g e b r a  p r oducto, en el es p a c i o  de 

B a n a c b  1*(Y) taies que la sum a  no es m e d i b l e  Borel.

Por tanto el p r o b l e m s  de la e x i s t e n c i a  de dos f u n c i o n e s  m e d i b l e s  

Bor e l  cuya suma no sea m e d i b l e  Borel es é q u i v a l e n t e  al p r o b l e m s  de la 

e x i s t e n c i a  de c a r d i n a l e s  real m e d i b l e s .



C A P I T U L O IV 

T E O R E M A  DE E G O ROV PARA L A M ED I. B IL ID AD BOREL

En el e s t u d i o  de! T e o r e m a  de E g o r o v  para la m e d i b i l i d a d  Borel de 

f u n c i o n e s  de un e s p a c i o  de m e d i d a  finito y c o m p l e t o  (fi,Z ,y ) a un 

grupo t o p o l ô g i c o  con mu ta t i vo se p l a n t c a n  d o f: problemns:

1. En que c o n d i c i o n e s  el limite p u ntual de una s u c e s i o n  de f u n 

ciones m e d i b l e s  Borel es m e d i d a  Borel.

2. En que c o n d i c i o n e s  la suma de dos funci o n e s  m e d i b l e s  Borel es 

med ible Borel.

Estas c u e s t i o n e s  a p a r e c e n  por e j e m p l o  en el a r t î c u l o  de M a s a n i  

I2 6 I en r e l a c i ô n  con la m e d i b i l i d a d  y la i n t e g r a c i o n  P e ttis en e s p a 

cios de Hilbert. V a m o s  a r e s u m i r  los r e s u l t a d o s  f u n d a m e n t a l e s :

D e f i n i c i ô n : Sea T una t o p o l o g î a  en un e s p a c i o  X, y B una a - â l g £

bra sobre X. D e c i m o s  que B es T - e s t r a t i f i c a b 1 e si y solo si e x Î £

te T^ < T tal que B es la o - â l g e b r a  de Borel de T^ y

VV 6 T "3{V , C  T tal que U " v ~ = V = U ’” v
^ ° r=l " r=l ^

L e m a : Sen (i) M un c o n j u n t o  c u a l q u i e r  y X un e s pacio de H a u s s d o r f f

con la t o p o l o g î a  T. ii) U c u a l q u i e r  o - â l g e b r a  sobre M y B una 

o- â l g e b r a  T - e s t r a t i f i c a b l e  sobre X. E n t o n c e s  el c o n j u n t o  de las 

funciones m e d i b l e s  de M a X es T - s e c u e n c  i al m e n t e  cerrada, e.d. el

limite T - p u n t u a l  de una s u c e s i o n  do funci o n e s  m e d i b l e s  de M a X es

m e d i b l e .
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T eo r orna a): Dado un espacio medible (M,U) y X un e s pacio de Ba

nacb si llamamos B a la a - a l g e b r a  de Borel e n g e n d r a d a  por la t o p o 

logîa de la norma, el c o njunto de las funci o n e s  m e d i b l e s  Borel de M 

en X es s e c u e n c i a l m e n t e  cerrado.

En el c a pîtulo sigu i e n t e  es tudiaremos c o n d i c i o n e s  de este tipo 

bajo la h i p ô t e s i s  a d icional de que el espacio m e dible es de m e d i d a  f£ 

n i t a y c o m p l é t a .

La segunda cond i c i o n  aparece p l a n t e a d a  a Stone por K. Ross c u a n 

do ya se conocen re s u l t a d o s  al respecto como por ejemplo,

T o o r e mn b ) (N e d o m a ) : Rca X un espacio de Banach tal que

cd ( x)  > Z ~ 2 ^ ,  Entonces existe una O - â l g e b r a  U sobre un c o n j u n t o  

A  tal que para toda o-âJ g c b r a  B en X s a t i s f a c i e n d o  B^ C  B C. 2* 

(con B^ la o - â l g e b r a  e n gendrada por las bolas de X), las f u n c i o n e s 

m e d i b l e s  de (A,U) en (X,B) no forman un es p a c i o  v e ctorial.

En 1973 D.H. Stone obtiene un te o r e m a  |39| en el que s u p o n i e n d o  

que (fi,E ,y ) es un e s p acio de medida finita y compléta y X es un 

grupo abe l i a n o  met r i z a b l e ,  taies que el c a rdinal de fi es de medida 

cero, o el peso de X es de medida cero e n tonces la suma de dos fuji 

ciones m e d i b l e s  Borel es me d i b l e  Borel.

Este teorema lo hemos obtenido para el caso v e ctorial como c o r o 

lario de la p r o p o s i c i o n  ITI.3, y en este c a pîtulo lo a m p l i a m o s  a g r u 

po s t opolôgicos mas g énérales que los metricos.

Pf) s t e r i o r men t e nplic a m o s  los result a d o s  al teorema de Egorov.

La h i p ô t e s i s  de cardinal idad no es imp rescind ible pues usaiido 

t eoremas mu y r e c i e n t es ( 1979) f undameii ta Imcii t e del trabajo de Man se 11
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se pue<lrn o b t e n e r  los m i s m o s  r e s u l t a d o s  s i n mas que s u p o n e r  que fi 

es un c o n j u n t o  a b s o l u t a m e n t e  a n a l î t i c o ,  T, es un O - â l g e b r a  de Borel 

y y es una m e d i d a  f i nita s o b r e  Z. Ver |1 4 | y |1 5 | , o bi e n  tom a n d o  

f u n c i o n e s  a'-discretas de Borel.

Para f i n a l i z a r  el c a p î t u l o  b a c e m o s  r e f e r e n d a  a un c o n t r a e j e m p l o  

en el que el e s p a c i o  t o p o l ô g i c o  no es m é t r i c o  y no se c u mple el teore 

ma de Egorov. (Como el e s p a c i o  del c o n t r a e j e m p 1o es t o n e l a d o  y b o r n o -  

lôgi c o  no se puede e s p e r a r  d e m o s t r a r  el teorema s i n c o n d i c i o n e s  s u p l £  

m e n t a r i a s ) .
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L e ma L : Sea (fi,Z,)i) un es p a c i o  de medida c o m p l é t a ,  y E un e s p a c i o

topolôgico. Ki el es p a c i o  F. cump l e  que el limi t e  puntual de una s]i 

ccsîôn d e fiincit'iies med il) les Borel es med i hic Bore l ,  e n t o n c e s  el lîm£ 

Le casi puntual de una s u c e s i o n  de lune i ones m e d i b l e s  Borel es m e d i 

ble Borel.

DEMO S T  RACI (fN : Sea f un a suc e s i o n  de funciones m e d i b l e s  Borel de fi

en F, que c o n v e r g e  casi p u n t u a l m e n t e  a la funcion f. Por tanto

fi' = (t 6 fi ; c o n v e r g e  a f(t)}

cumple ii(fi'-fi') = n y por ser y compléta, fi* es medible.

Dado V a b i e r t o  en K, tenemos que

f“ *(V) = ft 6 Lî : f(l) fi V) - (t fi fi’ : f(t) 6 v } U

f t G fi'fi’ : f(t) G V} ,

pero { t G > fi ’ : f(t) G V} es un c o n j u n t o  de m e d i d a  nula . Comp rob£

mes que (t G fi’ : f(t) G V} es medible:

Sea (fi ' , f, I , 11) la y - a 1 geb r a en fi’ indiicida por (fi,Z,y).

La r e s c t r i c c i ô n  f ̂  | , de cada f̂  ̂ a. fi’ es m e d i b l e  Borel ya que 

dado V a b i e r t o  en E se tiene

(f„l )~^(V) = ft G fi’ : f^(t) G V} = fi’ A  ( V ) ,
Mil'

este c o n j u n t o  p e r t e n e c e  a ^|fi’ ’

Como f I ̂ , es limite p u n t u a l  en fi ’ de por h i p ô t e s i s

f|j^, es m e d i b l e  Borel, por tanto

ft 6 fi' : f(t) G V) = ft G fi’ : f | ^ ,(t ) G V} =

esta en Z|^,. P u e s t o  que fi’ p e r t e n e c e  a Z , ft 6 fi’ : f (t ) G V }
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p e r t e n e c e  ta m b i é n  a Z.

Luego la i m a g e n  inversa m e d i a n t e  f de un ab i e r t o  de E es m e 

dible y f es m e d i b l e  Borel.^

Este lema p e r m i t e  uti l i z a r  la c o n v e r g e n c i a  puntual en lugar de

la casi p u ntual f a c i l i t a n d o  la nota c i o n .

P r o p o s i c i o n  2 : .Sea f ; (fi,Z»y) --^ E una funcion del espacio de m e 

dida c o m p l e t o  (fi,Z ,y ) a E, donde E es un e s p a c i o  to p o l ô g i c o  que

se puede c u b r i r por una s u c e s i o n  (E )^  ̂ no d e c r e c i e n t e  de c o n j u n t o s  

de Borel, con E^ met r i z a b l e ,  y tal que toda s u c e s i o n  c o n v e r g e n t e  en

E esté con ten ida en algun E^ . .Si f es limite casi puntual de una

s u c e s i o n  de f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel, e n t o n c e s  f es m e d i b l e  Borel.

D E M O S T R A C I O N :  Por el lema 1 p o d e m o s  s u p o n e r  que la c o n v e r g e n c  i a es pun

tuai.

Sea ( y ) I una s u cesion de f u nciones m e d i b l e s  Borel de fi en 

E que c o n v e r g e  p u n t u a l m e n t e  a la funciôn f, y sea

fi = {t G fi : f„(t) G E para todo K} = f (E ).n IV n , K nK=1
Este c o n j u n t o  es med i b l e ,  ademas

fi = \J fi,,.
n

C o m p r o b e m o s  que

K|fi E

es m e d i b l e  Borel: Sea V un a b i e r t o  de E^, exis t e  V' ab i e r t o  en

E tal que V = V  A  E^ y (f^j^ )” ^(V) = {t 6 fî  : (t) 6 V) »

= {t 6 fî  : f,, ( O  G V) = ft G SI : f_(t) G V '-A Ë “ } =n N n i\ n
= fi„ n  I C ' c v ’A  ]T)|.



5 6

Como fi y F » ̂ (V ' A  E ) son de E , ent o n c e s  f : es m e d i b l e  BoVV jj'' i>iMi ue  , e n u u i i e e î i  i  ^  | ^

tel de fi , n E

Si t p e r t e n e c e  a fi,

1 i m r_(t) = f ( t )
K ^

rel de fî  en ya que es limite pu n t u a l  de f u n c i o n e s  m e d i b l e s

Borel y E ̂  e s m l r i z a b 1 c .

Probar emo s a c o n t i n u a c i o n  que fi_ es de Borel de fi a E;
l“ n "

Dado un a b i e r t o  V en E se tiene:

(f,n )-'(v) . (f|„ )-' (V o  r  )
' n ' n

que es medible.

Para f i n a l i z a r  veamos que f es m e d i b l e  de fi en E: Sea V 

abierto de R

f " N v )  = {t G fi : f(t) G V} = {t G V  fi : f(t) 6 V) =
n "

= 0  { t G fi : f(L) G V ]  = V  { t G fi : f(t) G V Ë ~ } =n n n " "

. V fin ''
n

que es medible.

A p l i c a n d o  una induccion transfini ta podemos d é f i n i r  e s p a c i o s  

mas g é n é r a l e s  en los cuales el resul t a d o  a n t e r i o r  es cierto,

De f i n i c i ô n  3: Sea E un es p a c i o  t o polôgico.

a) Se dice que E es de clase si E es m e t r i z a b l e .

b) Se dice que R es de clase F,^, cuando a es un n u m é r o

trosfi n i t o  de p r i m e r a  especie, e.d., con p r e c e dente, si e x i s t e  una s£

c e s i 6 n (E ) no decree i e n L e d e e s p a c i o s  de clase F , tal que n a ~  t
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i) K = Ü  K „ "

ii) Cada 11̂  es cerrado en E.

iii) Toda sucesion c o n v e rgente esta con t en ida en algun E ^ .

c) Se dice qiie E es de clase F , cuando a es tin numéro trasa —
finito de segunda especia, si es de cJase F^, para algun a' < a.

En el caso en que E sea griipo topologico (resp. e.v.t.), c a m 

bia mo s la condicion ii) por

ii') E^ siibgrupo (resp. s u hespncio vectorial) cerrado en E 

para todo n .

I’roposicion 4 : Sea f una 1 une ion de un espacio de m e dida comp l é t a

(il, E , p ) a un espacio topologico E que es limite puntual de una su

cesion de funciones med i b les Borel ^ ' E es de clase

ontoiices f es mudible RoreJ.

D F M O S T R A C 1 ON : El caso F^ es inmed ia t o . Procedamos por i n duction

trasfinitu. Supongamos que e 1 resullado es cierto para todo a* < a.

Sea a un numéro trasfinito de primera especie, si E es de clase

F , existe una sucesion no d e c r e c i e n t e  (E ) , de c e rrados de claseet n n= I
F , t a 1 que a- 1

E = V  
n

L1amamos

= {t 6 n : fj^(t) 6 E ^ , para todo K }

y estes conjuntos son medibles. Por la propiedad iii) y la co n v e r g e n - 

cia puntual tenemos que

Q = U  il .
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Si t p e r t e n e c e  a , eiitonces f(t) = lim p e r t e n e c e  a

E . Demos t remos que F , ̂  : il  >■ E es m e d i b l e  Borel. Para Kn ’ il u n' n
f i j o , l a  a p 1 i r n  r i o u

■ ^ ^ u ’ '̂liî ""nIl • Il
es m e d i b l e  Borel. Eu el'ecto, sea V ab i e r t o  en E^, entonces e x i s t e  

V ' abierto de E tal que V ' O  E = V, y

n _ 1
= (t 6 il : f„(t) G V  n  E } = il̂  A  F^ ( V ’n  E^), ' .n IV r I n  ÏN n

p ert e n e c e  a T. o ̂ .
n

Como fj^ es e 1 limite p u ntual en de la s u c e s i o n  de f u n 

ciones F^i^ , m e d i b l e s  Borel de il̂  en E^, y como E^ es de c l a 

se F , , e n t o n c e s  fi„ es m e d i b l e  Borel de il a E . La funciona-1 |il  ̂ n n
F I tambiên es m e d i b l e  Borel de il̂  a E : Sea V un ab i e r t o  en
' n

E , se c u mple que

( f I » ‘  I j i  (V n  C^).

p e r t e n e c e  a I, pues I|^ C  Z por ser il̂  medible.

F i n a l m e n t e  c o m p r o b e m o s  que F es m e d i b l e  Borel de fî en E:

Dado V a b i e r t o  en E

F~*(V) = tt G il : F(t) S V )  = U  ft G il̂  : F(t) 6 V) =

= U  ft e i?, : f I _ (t) G V} = U  (F. ) " \ v )
Il ' n n i  “ n

que p e r t e n e c e  a E.

S i a  es un numéro trrvs finito de s e g u n d a  especie e 1 r e sultado  

es innicdiato.^
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C o r o l a r i o : El limite casi pun t u a l  de una s u c e s i o n  de funci o n e s  m e d i 

bles Borel de un e s p a c i o  de m e d i d a  c o m p l é t a  (il.E.p) a E, esp a c i o  

EF, es m e d i b l e  Borel.

D F M O S T R A C 1 ON : Basta tener en ruenta que todos los e s p a c i o s  LF son

n -

P r o p os ic ion 5 : Oa d o  un e s p a c i o  metrir.able E, si S es un s u b c o n j u n

to de E s e p a r a b l e ,  todo s u b c o n j u n to de S es separable.

D E M O S T R A C 1 ON : Es conocida.

P r o p o s i c i o n  6 : Dado un g r u p o  a b e l i a n o  c o n m u t a t i v o  E, de clase ,

y S un s u b c o n j u n to s e p a r a b l e  en E, se tiene que S A  E^ es s e p a 

rable en Ep para todo E^ de la s u c e s i o n  (E ^ ) de 3-b).

D E M O S T R A C I O N : Sea una base de e n t o r n o s  s i m é t r i c o s  de 0 en E.

Si c o n s i d é r â m e s  los s u b c o n j u n t o s  f) E ^ , éstos serân una base de

la t o p o l o p î a  relat i v e ,  pero como E^ es m é t r i c o  bas t a r a con una fami^

lia n u m e r a b l e  para gene rar una base en E , que sera
,'"o o %>„.!•n

Como S es separa b l e ,  exis t e  un s u b c o n j u n t o  M = { x ^ }  ̂ d enso 

y nu m e r a b l e ,  y para todo K se cumple

= ^ SI
E l e g i m o s  los x^ + taies que

por t a n to e x i s t e

(Xn + ) n  (S A  Ep) f 0,

I _ G (x + V  ) A  (S n  E ^ ) . n , K n tt̂  P
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Comp roh enios quo ol i-o n j n u I o A - (, a ) es un s u b c o n j u n t o
n 5 K K j T1

donso on S H  E ; on o f o c i o , son s un elomonto de S O  E , dado |i P
V , 1n densidnd do M on S nsogurn In o x is tencia de x tal que
"K

s G X + V
«K

].u ego

(x 4 V ) (S n  E ) 0n P
y existe a do A do forma que

X 6 a ’ +  V , o bien, a G x 4- Vn n,K n,K n

por ser los simétricos, y

s G a „ + V 4 - Vn.K "K

Es t o d e m u e s t r a  que A es denso en S O  E^, ya que para todo en

t o r no V de cero en E existe n V t a l q u e  (V 4-V ) E (% V .
P « n  P ^

D e f i n i c i on 7: f  : ,Q  >■ E es ese n c i a l m c n t e  s e parable si existe un

lonjunto Z con )i(Z) = 0 tal que f (il x % ) esta con ten ido en un

subconjunto cerrado y s e p a r a b l e  de li. (Si E es grupo topologico, 

ponemos subgrupo cerrado y separable).

Hay que o b server que E no tiene porqué ser he red i t ar iamen te sê  

parable.

P roposicion R : Sea E grupo c o n m u t a t i v o  de clase F ^ , y f, g dos 

funciones e s e n c i a l m e n t e  se p a r a b l e s  de Borel de un espacio de medida

finita y compléta (fl,E,p) a E. Entonces f + g es m e d i b l e  Borel.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que f y g son separables.

Si E es de clase F es inmediato que f4-g es m e dible Borel.



- 61 -

Sea E de c l a s e  F^, e n t o n c e s  existe una suce s i o n  "°

decree i ente de s u b g r u p o s  cer r a d o s  de clase F^^, con las p r o p i e d a d e s  

i), ii), iii) de 3-b). Si 1 1 amamos = f ̂ (E^) se tiene que

c c ....

los ü '  son m e d i b l e s ,  y S2 = U S2 ' , por tan to dado & > 0, existe m m
tal que p (n \ P/) < e/2.'

De la mismn forma, si P ^  = g ( ) , e n t o n c e s  P ̂ c P g ....,

s on m e d i b l e s  y P = W  P , por l o q u e  dado £ > 0 ,  exis t e  P tal^ m n
que D (P X. P^) < £ / 2 .

T o m a n d o  E %) E U  E y P = P (1 P se cumplep m ^ n ^ p  m n

,1 (P X Pp) = | j ( P N ( n ^ N  p|^)) < e.

L l a m a m o s  = gj^ y = f|^ . c o m p r o b e m o s  que y g^ son

m e d i b l e s  Borel de p^ a E ^ : Dado V abierto, e 1 conj unto

f ‘ ‘ ( v n  Ep)  -  l ip O  f - p v  n  Ep)

es m e d i b l e  Borel en ( P ̂  | , p ) . De forma analoga se c o m p r u e b a  que

gp es m e d i b l e  Borel de p^ a E^.

Demost ramos que g y f son s e p a r a b l e s  en F. . H a remos la de- P P P
m o s t r a c i o n  para f ̂  pues para g ̂  se bar i a  de la misma forma.

Por ser f separ a b l e ,  e x iste un c o n jun t o  s e p a r a b l e  M tal que

f ( P ) C  M ; por la p r o p o s i c i o n  6, M A  F.̂  ̂ es s e p a r a b l e  y por la propo

sicion 5, ^p^^p^ Gs s e p a r a b l e  en E^.

Como E es m e t r i z a b l e ,  f +g es m e d i b l e  Borel de P a E , p P P P P
y también a E.

Por tanto, hemos demost rado que para todo e > 0, existe fi
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t"r
Escojainos £ - 1/n y o b t e n o m o s  una s u c e s i o n  9"^ c u m p l e

H X s J1 / )  < (

In,1 / n 
Si

fi’ -- \ J

e n t o n c e s

H (fix* Q' ) = 0

F i n a l m e n t e ,  f+g es m e d i b l e  Borel, ya que si V es un a b i e r t o

en E

(f + g)~^(V) = {t 6 Q' : (f + g) (t) G V) U  { t g fi' : (f+g) (t) 6V},

Los c o n j u n t o s  del s e g u n d o  m i e m b r o  son m e d i b l e s ,  pues

{ t 6 fi' : (f+g)(t) 6 V) = 0  n  (V)]

y el segundo c o n j u n t o  esta c o n t e n i d o  en fiX fi' que es de m e d i d a  nula^

Las p r o p o s i c i o n e s  3 y 6 ban sido f u n d a mental es a la bora de red^

cir el p r o b l e m s  de Fj a F^ . Es to s u g i e r e  dé f i n i r  cla s es de e s p a c i o

en los cuales se den d i ehas p r o p i e d a d e s .

D e f i n i cion 9 : Sea E un grupo a b e l i a n o ,

a) Se dice que E es de cla s e  C^, si E es m e t r i z a b l e .

b) Se dice que E es de c l ase C^, con a numé r o  trasfi n i t o

de p r i m e r a  especie, si es de cla s e  F^ (es dec ir cump l e  i, 

ii', iii de 3b), ademas cada es de clase ^ , y

iv) Dado un c o n j u n t o  c e r r a d o  S de E separa b l e ,  para todo 

n na t r ua I S f\ E es s e p a r a b l e  en E .
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c) Se dice que E es de clase , con a un numéro t r a s f i n i 

to de seg u n d a  especie, si es de clase C^i con a' < a.

P r o p o s i c i o n  10 : Todo grupo a b e l i a n o  de clase Fj es de clase C ̂ .

D E M O S T R A C I O N :  Es i nmediato a partir de la p r o p o s i c i o n  6.

Prop o s i c  ion 11 : Sea E un grupo c o n m u t a t i v o  de clase C^ y se an f

y g dos funci o n e s  e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e s  .de Borel de un es p a c i o  de 

m e d i d a  finita y compléta ( il, T., p ) a E . E n t o n c e s  f + g es m e d i b l e

B o r e l .

D E M O S T R A C I O N :  El caso y C  ̂ s e ha demos L rado en la p r o p o s i c i o n  8.

Como a 1 1 i po d e m o s  s u poner f y g separables.

P r o c e d a m o s  por induccion trasfinita. S u p o n g a m o s  que se c u m p l e  p^

r a todo a' < a. Si E es de c l ase C con a un numé r o  troisfini-
. a

to de p r i m e r a  especie, e n t o n c e s  e x iste una s u c e s i o n  {E ^ }  ̂ no d e 

c r e c i e n t e  de s u b g r u p o s  c e r r a d o s  de clase C^  ̂ con las p r o p i e d a d e s  

3,b - i , 3,b-i i '), 3,b-iii), q- i v ) .

Sea fi' = f ^(E ) e n t o n c e s  fi, c fil C ••• y los fi' son medim m  1 2  m —
bles, ademas

fi = U fi' .
m

Eu ego dado c > 0 e x i s t e  fiĵ  tal que p (fi x fi^) < e /2.

De la m i s m a  forma si fî  = g ^ E ^ )  se tiene que 

fi'l C  fi'2 C- - , son m e d i b l e s  y que

n - o  n" .
m

por lo que dado E > 0, existe fi tal que p (fi x fi ) < e/2.
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Si tomamos E r> E 0  E y f i  = f i '  O  f i  se c u m p l e  que p ' m u p m n

U(fi ' fip) < r

Es lac il comp roiia r qui' t - 1, ̂  y g ̂  - g , ̂  son m e d i b l e s  Borel
' P P

de fip a Ep. gp y fp son sep a r a b l e s  en E p , v e â m o s l o  para fp, la 

d e m o s t r a c i o n  para gp se baria de idéntica forma: Por h i p o t e s i s  f 

es s e p a r a b l e  en E , 1 u e g.o existe un eonjiinto M ce r r a d o  y s e p a r a b l e

tal que f (fi ) M. Por la c o n d i c i o n  9-b,i), M f\ Ep es s e p a r a b l e

en Ep para la t o p o l o g î a  relative, pero

fp(fip) = f (fip) C  EpC M n  Ep,

y por c o n s i g u i e n t e  fp es s e p a r a b l e  e s e n c i a l m e n t e  de fip a Ep, y

como E es de clase C , p a-1

'p + %  = « p  — ' S

os med i b l e  Borel de fi en E . T a m b i é n  es m e d i b l e  Borel de fi enP P P
E.

La p r o p o s i c i o n  finaliza de la misma forma que la del caso F^ 

( p r o p o s i c i o n  R).

Si E es de clase con a un numéro t r a s f i n i t o  de segunda

especie, e 1 resul t a d o  es inmediato.

Pr o p o s i c i o n  1 2 : (Teorcma de K g o r o v para la m e d i b i l i d a d  Borel en g r u 

po s métric o s ) .  Sea (fi,E,p) un es p a c i o  de m e d i d a  finita y c o m p l é t a  y 

E un grupo m e t r i z a b l e  c o n m u t a t i v o  (e.d., de clase C ^ ) . Dada una s^ 

cesion de f u nciones (f ^ ^  e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e s  de fi en E, 

que c o n v e r g e  cas i p u n t u a l m e n t e  a f, e n tonces c o n v e r g e  cas i uniforme^ 

ment e .
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D E M O S T R A C I O N :  P o d e m o s  suponer la conve rgene ia puntual.

Pro b e m o s  p r i m e r a m e n t e  que f es e s e n c i a l m e n t e  separable.

Cada f ̂  es e s e n c i a l m e n t e  se p a r a b l e ,  y existe para cada n un 

c o n j u n t o  Z^ de m e d i d a  cero tal que f^(fix.Z^) esté c o n t e n i d o  en un 

c o n j u n t o  M^ c e r r a d o  y s e p a r a b l e  en E. T o m e m o s

Z = Ü  Z 
n ”

e n t o n c e s  p (Z ) = 0 y

■ Z) c  Z „ ) C

por tanto

f ( f i x z ) c  U  y U  Z) c  U  Ï Tn " n " n n

a d emas (J M es c e r r a d o  y s e p a r a b l e  en E.

Si t p e r t e n e c e  a Z ,  f ( t ) p e r t e n e c e  a \J M^ y a que

f (t ): 1 im f ( t ) , n "
luego f es e s e n c i a l m e n t e  s eparable. (Obs e r v a r  que no se usa que E 

sea m e t r i z a b l e ) .

Sea
oo

X™ = n  11 : f.(t) - f(t) 6 11(0,l/m)}
i = n

Estos c o n j u n t o s  son m e d i b l e s  y la s u c e s i o n  para m f i j o es no d e c r e 

ciente. Como la suc ion (f ̂ )^_  ̂ c on v e r g e  a f en fi se tiene que

lim X™ = fi n "
para cada m = 1,2,... De aquî d e d u c i m o s  que

lim pCfixx"') = 0 
n "

y por tanto para cada G > 0, existe un e n t e r o  posit ivo n^ = n^(m)

tal que

(m)) '
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El c o n j u n t o

es m e d i b l e  U ' c  fi

r ' - U  " (.„)
m= 1 o

„(«■) - „ ( ü  " ( ü . x ; ;  )) < 1%., %; („,> < e
m= 1 O o

En t o n c e s  para todo
00

t G fi-fi' - n  X

se tiene

, n ( m )III =1 o

f.(t) - f(t) G B(0,l/m) si i >_ n^(m)

lo que prueba la c o n v e r ge n c i a uni forme en fi fi ' If

P r o p o s i t i o n  1 3: (l'eo r ema de Egorov para la m e d i b i l i d a d  Borel en gru-

pos a b e l i a n o s  de clase C ^ ) .

Sea (fi,r ,p ) un espacio de m e d i d a  finita y c o mpléta, y E un

grupo c o n m u t a t i v o  de clase . Dada una s u c e s i o n  de funciones

(fj^)” ^j m e d i b l e s  Borel e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e s  de fi en E, que

c o n v e r g e  c a s i p u n t u a l m e n t e  a una funcion f. E n t o n c e s  f es m e d i b l e

Borel, e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e  y la c o n v c r g c n c i a  es cas i uniforme.

D E M O S T R A C I O N :  f es me d i b l e  Borel por la p r o p o s i c i o n  4; f es e s e n 

c i a l m e n t e  s e p a r a b l e  por la p r imera p a r t e  de la d e m o ç t r a c i o n  de la pro^

p o s i t i o n  12.

V e a m o s  que la c o n v e r g e n c i a  es cas i uniforme.

El r e s u l t a d o  es c i erto cuando E es de clase C^, ya que es 

p r é c i s a  ni en te la propos iciôn 12.

P r o c e d a m o s  por i n d u c c i o n  t r asfinita. S u p o n g a m o s  que la a f i r m a c i o n

es cierta para todo a' < a. Sea E de clase C^, con a un n u m é 

ro t r a s f i n i t o  de primera especie, e n t o n c e s  exis t e  una suc e s i o n  no de-
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c r e c i e n t e  {  ̂ tie s u b g r u p o s  c e r r a d o s  de clase C^_  ̂ , que c u m p l e

E = L  E . 
n "

Sea

= {t 6 fi : r^^Ct) 6 E^ p a r a  t o d o  K }

de d o n d e

fi = U  Q ,
n "

si s u p o o e m o s  q u o  la c o n v e r g e n c i a  es p u n t u a l  ya q u e  c o m o  el e s p a c i o  es

de m e d i d a  c o m p l é t a  no  q u i t a  g e n e r a l i d a d ,  y a d e m a s

fi j (T 2 ....

P a r a  t o d o  c > 0, e x i s t e  n I a J tiiie si n > no — o

II  "  It ( f i )  -  r  / 2  .

L a s  r e s t r i c c i o n e s  de f^ y f a

^(|.Q ’ *̂ |fi : ^̂ n '̂n*' n n
son e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e  y c o n v e r g e  a f , ̂  cas i u n i f o r m e

^'■■n l"n
m e n t e  pn E ^ , e.d., para todo c > 0 e x i s t e  ^ m e d i b l e  tal

que en ^ , ^K{Q c o n v e r g e  a f u n i f o r m e m e n t e  en E^ y

p(fi fi ) < e/2, por tanto f , c o n v e r g e  u n i f o r m e m e n t e  an n J G N I St' n , c
f
l«n,e

Si E es de clase C con cx un n u m é r o  t r a s f i n i t o  de s e g u n d aa
esp e c i e  el resul t a d o  es inmediato.

A part i r  de aquî quit a remo s la h i p o t e s i s  r e f e r e n t e  a la s e p a r b i -  

lidad e s e n c i a l  a costa de la c a r d i n a l i d a d  de los e s p a c i o s  de m e d i d a  y 

topologico. La g e n e r a l i d a d  de los re s u 1 t ad os d e p e n d e r a  de la a x i o m a t ^  

ca do los c o n j u n t o s  que u l i l i c e m o s ,  segfin la d i s c u s i o n  que a este re£
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pecto 11 ici m os al r o m i e n z o  do la memoria.

Lema 14: Si E es un grupo c o n m u t a t i v o  de clase y S un subgr_u

po en E, e n t o n c e s  S es de clase F^ con la t o p o l o g î a  r elativa.

D E M O S T R A C I O N :  Para a - 0 el r e s u l t a d o  es i n m e d i a t o  ya que S es me^

trizable. P r o c e d a m o s  por induc c i o n  t r a s f i n i t a .  S u p o n g a m o s  que el r e s u ^  

lado es c i e r t o  para todo o' m e n o r que a.

Sea a un n u méro t r a s f i n i t o  de pr i m e r a  especie, si E es de c 1^

se F e n t o n c e s  F, - V  E . d o n d e cada E es un s u b g r u p o  c e rrado va n " »
de cla s e  F̂  ̂  ̂. Es évi d e n t e  que:

a ) S = U  ( R fi E ) 
n I’

b) (S fi F,^)^^_j una s u c e s i o n  de s u b g r u p o s  c e r r a d o s  en S no d e 

c r eciente.

c) Toda s u cesion c o n v e r g e n t e  en S e s t ara en a l g u n  S A  E^.

d) S E^ es un s u b g r u p o  de E^ y por la b i p ô t e s i s  de i n d u c c i o n

trcvsfinita de clase F^_  ̂ , para todo n .

Si a es un numéro t r a s f i n i t o  de se g u n d a  es p e c i e  el r e sultado 

es i n m e d i a t o  .

Lema 15 : Si E es un grupo c o n m u t a t i v o  de clase y S es un sub

g r upo en E , e n t o n c e s  S es d e c l a s e  C^ para la t o pologîa relativa.

D E M O S T R A C I O N :  Para a = 0 la d e m o s t r a c i o n  es inmediata. P r ocedamos 

por i n d u c c i o n  trasfinita. Siipongamos 1 o c i e r t o  para a' < a.

Si a es de p r imera espece, es dec.ir, tiene p r é c é d a n t e  a-1, d^ 

dos, S s u b g r u p o  de E y ( F )  ̂ la s u c e s i o n  de s u bgrupos de ,E
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de clase C ,, e n t o n c e s  a-1

S = V  ( S fi R ̂  ) .

Los S A  E son de clase C , por la induccion t r osfinita, y cum- n a-1
plen las p r o p i e d a d e s  que liacen de S un grupo de clase F^. Faite 

pues comp robar la p r o p i e d n d  9-iv). Sea M un c o n j u n t o  ce r r a d o  y s e 

parable en S, para (odo n vamos a v e r i l i c a r  que M fi (S A  E^) es 

s e p a r a b l e  en S fi F . .

Si M es s e p a r a b l e  en S, lo es en E y por ser este ultimo

de clase M fi es s e p a r a b l e  en R^, es decir, e x iste D den

s o y c o n L a b 1e e n M A  E ̂  y por tanto
—  E

M A R C  D ",

ahora bien

] uego

E A  S E
M fi E * M f i ( S f i E „ ) c D "  = D " A  (S n  E_)

M A  (S A  Ë^) es s e p a r a b l e  en S fi E^.

Si a es de s e g u n d a  especie, E es de , para a l gûn a' < a

y el resul t a d o  es i n m e d i a t o . ^

P r o p o s i c i o n  1 6 : Sea E un grupo c o n m u t a t i v o  de clase . Sean f y 

g dos func i o n e s  m e d i b l e s  Borel de un es p a c i o  de m e d i d a  finita y c o m 

pléta (fi , )], p ) a E . Si el * - p e s o de E o el cardinal de 2^ es 

de m e dida cero, e n t o n c e s  f+g es m e d i b l e  Borel.

DEMOST R A C I O N :  E s t n d i a r e m o s  pr i m e r o  el caso en que E tiene * - p e s o

de medida cero. El t e orema 1 de S t one |3 9 | resu e l v e  el caso en el cual 

E es C . P r o c e d a m o s  por i n d u c c i o n  tro s f i n i t a ,  s u p o n g a m o s  que el rê
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sultado es cierto para todo a* m e nor que a.

Sea I', un es p a c i o  do c I a s e con o un numéro t r asfinito de

primera especie. E x i s L e una suces ion nu d e c r e c i e n t e  (E ) de s u b 

grupo s de clase  ̂ taies que

E = U  ]■. .
11n

* _ 1 t f ‘ ’
Sea fi = f (F ) , e n t o n c e s  fi, c  fi •> C .... y los fi son medibles. Tîi m i  z m

Ad ornas

fi = Ü  fi' ,
m

luego dado e > 0 existe fi^ tal que p(fi s fi^) < e/2.

De la mismn forma, si fi^ = g ( E^) se tiene que fi ̂ c fî  c_ ...

y los fî  son m edibles. A d e m a s

a - o n ; ;
m

por lo que dado e > 0 exis t e  fî  tal que p(fi^ fi^) < e/2.

T o m a n d o  E o E C/ E y fi = fi A  fi se c u m p l e  quep m n p m n
p (fi \ fip) < C. 1.1 amamos gp = g | ̂  y *̂ p ^ f ̂ p r o p o s i c i o n

8 comp robamos que g^ y f ̂  son m e d i b l e s  borel de fip a E p . Como

E es de clase C , y su *-peso es de m e d i d a  cero entonces g +f p a-1 P P
es m e d ible Borel do fi a R y también a E.P P

La d e m o s t r a c i o n  finaliza de la m i s m a  forma que la p r o p o s i c i o n  8.

Si E es de clase con a un numéro trasfi n i t o  de segunda

especie el r e s u l t a d o  es inmediato.

E s t u d i e m o s  el caso para el cual 2^ tiene cardinal de m e d i d a  cê  

r o . D i s t i n g a m o s  dos s i t u a c i o n e s :

a) Cd(fi) e n t o n c e s  las funci o n e s  son e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a 

bles, y la d e m o s t r a c i o n  se reduce a la p r o p o s i c i o n  11.
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b) Cd(fi) > ^  ̂ , e n t o n c e s  el peso de f(fi) y el de g(fi) son me 

n o r e s  o ignnles que cl cardinal de fi. Si llamamos Y al s u b g r u p o  

c e r r a d o  e n g e n d r a d o po r f(fi) Vj g(fi), e n t o n c e s  el peso de Y es m e 

ner o igual que el cardinal de fi y el *-pe s o  de Y, es men o r  o igual 

que Cd(Z^). Estanios por tanto en la p r imera parte del teorema.

fiNota: Si Cd(fi) > 2 e n t o n c e s  la h i p o t e s i s  "2' tiene c a r d i n a l

de m e d i d a  cero" i* s équivalente' a "fi tiene cardinal de medi d a  cero".

P r o p o s i c i o n  1 7 : Sea E un grupo c o n m u t a t i v o  de clase y (f^)^_  ̂

una s u c e s i o n  de f u nciones m e d i b l e s  Bore] de (fi,K,p), e s p a c i o  de m e 

dida finita y c o m p l é t a  a E, tal que c o n v e r g e  c a s i p u n t u a l m e n t e  a

una f u n c i o n  f. Si el *-peso de E o el c a r d i n a l  de 2^ es de m e 

di d a  cero e n t o n c e s  la c o n v e r g e n c i a  es casi uniforme.

D E M O S T R A C I O N :  El teorema 1 de S t o n e  |1 9 | r e s u e l v e  el caso en que E

es C^, ya que en e s p a c i o s  m é t r i c o s  tener * - p e s o de m e d i d a  cero es 

é q u i v a l e n t e  a tener peso de m e d i d a  cero. (Como Cd(fi) < C d (2^) si 

te tiene m e d i d a  cero, el p r i m e r o  tendra m e d i d a  cero, b a s â n d o n o s  en el 

h e c h o  trivial de que si m < n y n es de m e d i d a  cero e n t o n c e s  n 

es de m e d i d a  cero).

Si el e s p a c i o  de clase C^ la d e m o s t r a c i o n  es an a l o g a  a la efec 
tuada en la p r o p o s i c i o n  1 3 .

Como comen t a b a m o s  al p r i n c i p i o  de 1 c a p î t n l o  la h i p o t e s i s  de car-

d i n a l i d a d  que hemos u s ado en la se g u n d a  parte no es impresc i n d i b l e

pues con las técnicas de los c o n j u n t o s  a n a l î t i c o s  r e c i e n t e m e n t e  se 

ban o b t e n i d o  t e oremas que p e r m i t e n  a s e g u r a r  que si el e s p a c i o  de m e d ^  

da es ab so 1 u t amert t e a n a l î t i c o  y e 1 espacio de l l egada es un grupo coii
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niuLativo m e  I i i z a h 1 c c n L o u c e s ia siima de do s  luncioiics m e d i b l e s  Bor e l  

es m e d i b l e  B o r e l .

V e a m o s  los resol t a d o s  n e r e s a r i o s .

2’rc^i o ̂  i r i 6 n a) (F rem lin); D a d o  un e s p a c i o  m e d i b l e  (x, B )  s o n  é q u i v a 

l e n t e s :

1 . S i e m p  r e t|ue Y sea un e s p a c i o  d i s c r e t o  y f y g s e a n  aplica^

C l o n e s  m e d i b l e s  B o r e l  de X en Y, e n t o n c e s  (f, g )  : X  ► Y x Y es

m e d i b l e  Bor e ]  r e sp e c  to a la t o p o l o g î a  d i s c r e t e  de Y x Y .

2. S i e m p r e  q u e  V, Z s e a n  e s p a c i o s  m e t r i z a b l e s  y l a s  a p l i c a c i o -  

n e s  f : X  V , y : X -r Z s e a n  m e d i b l e s  B o r e l ,  e n t o n c e s

( f , g ) ; X —  '*■ V X Z ('S m e d i b l e  B o r e l .

3. S i e m p r e  q u e  E s o n  un e s p a c i o  de B a n a c h  y f,g s e a n  a p i  i c a -

ci o n e s m e d i b l e s  B o r e l  de X en E, e n t o n c e s  f + g : X -*• E es m e d i 

ble.

D E M O S T R A C I O N :  V e r  |3 9 | .

P r o p o s i c i o n  b) (Preiss): Si X es un^ e s p a c i o  m é t r i c o  a b s o l u  t a m e n t e  a n ^

l î t i c o ,  B es su f.amilia de c o n j u n t o s  de Bor e l  y E un  e s p a c i o  de - 

B a n a c b , e n t o n c e s  tod a  f u n c i o n  B o r e l  de X en E es d e  c l a s e  a c o t a d a .

D E M O S T R A C I O N :  '<N

P r o p o s i c i o n  c ) : S e a n  f y g d o s  f u n c i o n e s  m e d i b l e s  B o r e l  d e  c l a s e  

a c o t a d a  d e  X, e s p a c i o  m é t r i c o  a b s o l u t a m e n t e  a n a l î t i c o  a u n  e s p a c i o

m é t r i c o  Y ,  e n t o n c e s  l a  a p l i c a c i o n  ( f , g ) : X ----- *■ Y x Y  e s  m e d i b l e

B o r e l .
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T e o  r e m a  18 : S i  X e s  u n  e s p a c i o  m é t r i c o  a b s o l u t a m e n t e  a n a l î t i c o ,  B

e s  l a  c l a s e  d e  l o s  c o n j u n t o s  d e  B o r e l  d e  X, e Y e s  u n  g r u p o  t o p o  

l o g i c o  c o n m u t a t i v o  m e t r i z a b l e ,  e n t o n c e s  la s n m a  d e  d o s  f u n c i o n e s  m e 

d i b l e s  B o r e l  e s  m e d i b l e  B o r e l .

D E M O S T R A C I O N :  P o r  l a  p r o p o s i c i o n  a) b a s t a r a c o m p r o b a r  q u e  d a d o  u n  e ^

P a c i o d e  B a n a c h  Y ,  l a  s u m a  d e  d o s  f u n c i o n e s  m e d i b l e s  B o r e l  e s  m e d i 

b l e  B o r e l .

S e a n  f, g d o s  f u n c i o n e s  m e d i b l e s  B o r e l  d e  ( X , B )  e n  Y ,  p o r  

la p r o p o s i c i o n  b) s o n  d e  c l a s e  a c o t a d a ,  y p o r  l a  p r o p o s i c i o n  c)

(f ,g) : ( X , B )  ... -  -r Y X Y

e s  m e d i b l e  B o r e l .  P e r o  p o r  s e r  Y u n  g r u p o  c o n m u t a t i v o  t o p o l o g i c o  eii

t o n  c e s
f +  g : X — -----r Y

e s  m e d i b l e  B o r e l . y y

T P O r e m a  1 9 : S e a  ( X , B , p )  u n  e s p a c i o  d e  m e d i d a  f i n i t a ,  71 o n d e  X  e s

u n  e s p a  c i u m é t r i c o  a b s o 1 u l a m e n t e  a n a l  il i c o .  S e a  E u n  g r u p o  c o n m u t a 

t i v o  m e t r i z a b l e ,  y ( f ^ ^  u n a  s u c e s i o n  d e  f u n c i o n e s  m e d i b l e s  B o r e l

d e  X  e n  E, p u n t u a l m e n t e  c o n v e r g e n t e  a u n a  f u n c i o n  f. E n t o n c e s  f

e s  m e d i b l e  B o r e l ,  y la c o n v e r g e n c i a  e s  u n i f o r m e .

DE M O S T R A C I O N :  T.a p r i m e r a  a f i r m a c i o n  es inmediata.

L a  d e m o s t r a c i o n  e s  i d é n t i c a  a l a  d e  l a  p r o p o s i c i o n  12 c o n  l a  saJL 

v e d a d  d e  q u e  a 1 1 î u s a b a m o s  q u e  l a s  f u n c i o n e s  f u e s e n  e s e n c i a l m e n t e  s e 

p a r a b l e s  p a r a  a s e g u r a r  q u e  l o s  c o n j u n t o s  X ^  f u e s e n  m e d i b l e s  y e n  e l  

c a s o  a c t u a l  u s a m o s  e l  t e o r e m a  1 8 . »
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R (> s t r i n g i c 11 il o la il.ise il c l a s  f u n c i o n e s  p o d o m o s  o b t c n e r  r e s u l t a -  

d o s  a i i n l o g o s  c o n s i g u i o u d o u u n  m a y o r  g e n e r a  l i d  a d  p a r a  e l  e s p a c i o  d e  m e  

d i d a .  L a s  d e f i n i l'i o n e s  s o n  l a s  i n t r o d u c i d a s  e n  el c a p i t u l e  p r i m e r o .  

E n u n c i a r e m o s  l a s  d o s  p r o p o s i o n  o s b a s  i c a s  rie II a u  s e 1 1 ut il i z a d a s e n  el  

t e o r e m a  d e  E g o r o v  q u e  a c o n t i m i a r i o n  s e  e x p o n e .

I,os e s p a c i o s  t o p o  l o g  i e o  s u t i l i z a d o s  a q u i  c u m p l c n  q u e  t o d o  a b i e r 

to e s  u n E ^ .

P r o p o s  i c i o n  d) ( H a n s e l  1): R e a n  X u n  e s p a c i o  t o p o l o g i c o ,  Y u n  e s p £

c i o  m é t r i c o ,  T. l a  fa mi lia d e  a p l i e  a c i o  n é s  o - d i s c r e t a s  d e  X  a Y.

E n t o n c e s  0  0 *  c o i n c i d e  c o n  la f a m i  l i a  d e  t o d a  s l a s  a p l i c a c i o n e sa
d e  B o r e l  d e  c l a s e  a, r e s p e c  t i v a m e n t e  a + 1 , d e  a c u e r d o  c o n  q u e  a  

s o n  f i n i r a  o i n f i n i t a , (a > I ) .

E n  p a r t i c u l a r ,  s i  X e s  u n  e s p a c i o  m é t r i c o  a b s o l u t a m e n t e  a n a l î 

t i c o ,  e n t o n c e s  el t e o r e m a  e s  c i e r t o  s i n r e f e r e n c i a  a la O - d i s c r e c c i o n ^

D E M O S T R A C I O N :  Vt/ \»î\ •

P r o p o s i c i o n  e ) ( H a u s e  1 1 ) :  S i  X e s  u n  e s p a c i o  t o p o l o g i c o ,  Y g r u p o

c o n m u t a t i v o  t o p o l o g i c o  m e t r i z a b l e  y f y g d o s  f u n c i o n e s  O - d i s c r e t a s  

d e  B o r e l  d e  c l a s e  a, e n t o n c e s  f + g  e s  d e  B o r e l  d e  c l a s e  a  y 0 - d i ^  

c r e t a .

D E M O S T R A C I O N :  |. / ^  . P r o p o s i c i o n  3, C o r o l a r i o  l|.

T e o  r e m a  2 0 : S e a  X u n  e s p a c i o  t o p o l o g i c o ,  B s u  o - a l g e b r a  d e  B o r e l  

y p u n a  m e d i d a  e n  B f i n i t a .  S e a  Y u n  g r u p o  c o n m u t a t i v o  m e t r i z a 

b l e .  D a d a  u n a  s u c e s i o n  f ^  : X ► Y d e  f u n c i o n e s  o - d i s c r e t a s  d e  B o r e l
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d o  c l a s e  a , c o n v e r g e n t e s  p u n  I n n 1 m e n t e  a n n a  f u n c i o n  f 0 - d i s c r e t a ,  

e n t o n c e s  la c o n v e r g e n c i a  e s  c a s i  u n i  f o r m e .

D E M O S T R A C I O N :  P o r  la p r o p o s i c i o n  b ) ,  f - f e s  u n a  f u n c i o n  d e  B o r e l

a - d i s c r e t  a q u e c o n v e r g e  p u n t u a l m e n t e  a c e r o ,  y e s  d e  c l a s e  a + I ,  y a 

q u e  f s e r a  d e  c l a s e  a + 1 .

L a  d e m o s t r a c i o n  e s  i d é n t i c a  a la d e m o s t r a c i o n  d e  la p r o p o s i c i o n

1 2 ,

N o t a :  El c o u t  r a e  j e m p  1 o d e  Pc r n a n d e - A s e n  j o | ! 0 | d e m u e s t r a  q u e  s i  e l

e s p a c i o  n o  e s  m é t r i c o  n o  t i e n e  p o r q u e  c u m p l i r s e  e l  T e o r e m a  d e  E g o r o v  

p u e s  t o m a n d o  E  ̂  ̂ = Y, X = [ o , l )  c o n  la o - a l g e b r a  d e  L e b e s g u e

o b t i e n e  u n a  f u n c i o n  q u e  e s  l i m i t e  p u n t u a l  d e  u n a  s u c e s i o n  d e  f u n c i o 

n e s  c o n t i n u a s  y q u e  n o  e s  l i m i t e  c a s i  u n i f o r m e .  A s  i m i s m o ,  d a d o  q u e  

^  [o * A  p g t o n e l a d o  y b o r n o l o g i c o  n o  t i e n e  p o r q u e  c u m p l i r s e  t a m p o c o  

el t e o r e m a  d e  E g o r o v  p a r a  e s t o s  c a s o s .
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C A P I T J H . O  V 

I: N E S I' A C I O S 1) E B A M A C n

V a m o s  n p s l n d i n r  cl T o o r e m n  d o  E g o r o v  y l a s  r e l a c i o n e s  e n t r e  l o s  

d i s t i n t o s  t i p  o s  d o  m o d i  b i l l  d a d  e s  d o  u n  e s p a c i o  d e  m e d i d a  f i n i t a  y c o m  

p l e t a  (fi,E,u) a E u n  e s p a c i o  d e  B a n a c h  c o n  l a  t o p o l o g î a  b w (E ).

r_ropqsicj^o_n 1 : Sc'a E u n  e s p a c i o  d o  B a n a c h ,  t a l  q u e  E' e s  s e p a r a 

b l e  y (fi,r, ,vi) u n  e s p a c i o  d e  m e d i d a  f i n i t a  y c o m p l é t a .  E n t o n c e s  e l  

c o n j u n t o  d o  l a s  f u n c i o n e s  d o  B o r e l  d o  fi o n  ( R , 0 ( E , E ' ) )  e s  c e r r a d o  

p a r a  la c o n v e r g e  nc i a c a s i  p u n t u a l  y c u m p l e  a d e m a s  el T e o r e m a  d e  E g o 

r o v .

DE.MOSTlv A E  1 O N  : I'o i s e r  E ' s e  p a  r a h  1 e , e x i s l e  u n a  t o p o l o g î a  m e t r i z a b l e

I e n  E, l a l  q tie i n d u c e  la t o p o l o g î a  d e b  il s o b r e  l o s  a c o t a d o s .  S e a

f el l i m i t e  c a s i  p u n t u a l  d e b i l  d e  u n a  s u c e s i o n  d e  f u n c i o n e s  (f ) ,n n =  i
o ( E , E ' ) - m e d i I > l e s  B o r e l ,  e n t o n c e s  f e s  c r ( E , R ' ) - m e d i b l e  B o r e l ,  y a 

q u e  ( E , a ( E , F , ' ) )  e s  d e  c l a s e  Fj ( c o m o  e s p a c i o  t o p o l o g i c o )  p u e s

E = U  B ( 0 , n ) ,
n

y l o s  B ( 0 , n )  s o n  a c o t a d o s  e n  ( E , || . || ) y p o r  t a n t o  m e t r i z a b l e s  y

c e r r a d o s  e n  ( E , 0 ( R , K ’ )).

C o n s i d c r e m o s l o s  c o n j u n t o s  m e d i b l e s

A|^ = (t G fi : f ( t ) 6 B ( 0 , k )  p a r a  t o d o  n } .

F o r  la c o n v e r g e n c i a  c a s i  p u n t u a l

fi = U  A ̂  \J Z < o n  p ( Z ) - 0

y A j (2 A 2 (_ . A ^ C -  .
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l’o r  t a n t o ,  p a r a  t o d o  C > 0 e x i s t e  ta] q u e

p ( A ) > p (fi) - C / 2
" o

L a s  f u n c i o n e s  d e  la s u c e s i o n  a p l i c a n  A e n  B ( 0 , n ^ ) ,  l u e g o

r ( A  ) C  B ( 0 , u )
o

y a  q u e  B ( D ,n ̂ ) e s  c e r r a d o  e n  l a  t o p o l o g T a  d é b i l .

r. n t o n c e s 1 a i e s 1 r i c c ion d e  f - f a Au no
( f - f ) I * : A  > B ( 0 ,  2 n  )n A n on o

s e r a  m e d i b l e  e n  o ( E , C ') p u e s  f f e s m e d i b l e  e n  la t o p o l o g î a

( q u e  e s  m e t r i z a b l e  y s e p a r a b l e )  y ( f - f ) i ̂  e s t a  a c o t a d a .

" o
C o m o  K' e s  s e p a r a b l e ,  ( 1C j| . || ) e s  s e p a r a b l e  | 22 . T e o r e m a

4 . 5 I y ( E , t ), ( E , 0 ( E , E ')) s o n  s e p a r a b l e s ,  p o r  l a  p r o p o s i c i o n  I V . 12,

f ^  c o n v e r g e  c a s i  u n i f o r m e m e n t e  e n  E ^  , c o n s i d e r a n d o  e n  E l a  t o p £

l o g î a  T .  P e r o  e n t o n c e s  t a m b i é n  e n  ( R ,a ( E , E ' ) ) . yy

El t e o r e m a  d e  S t e g a l l  | 3 7 | , q u e  c a r a c t e r i z a  a l o s  e s p a c i o s  c u -  

y o s  d u a l e s  t i e n e n  l a  p r o p i e d a d  d e  R a d ô n - N i k o d y m  c o m o  a q u e l l o s  e n  l o s  

c u a l e s  e l  d u a l  d e  c u a l q u i e r  s u b e s p a c i o  s e p a r a b l e  e s  s e p a r a b l e ,  n o s  

p e r m i t e  a m p l i a r  e l  r e s u l t a d o  a n t e r i o r .

P r o p o s i c i o n  2 : S e a  E u n  e s p a c i o  d e  B a n a c h  t a l  q u e  E ' t i e n e  P . R . N .  

y (fi, I ,p ) u n  e s p a c i o  d e  m e d i d a  f i n i t a  y c o m p l é t a .  E n t o n c e s  e l  c o n 

j u n t o  d o  f u n c i o n e s  d e  B o r e l  d o  fi a E s o n  e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e s  

e s  c e r r a d o  p a r a  l a  a ( E , E ' ) - c o n v e r g e n c i a  c a s i  p u n t u a l  d e  s u c e s i o n e s  y 

c u m p l e  e l  t e o r e m a  d e  E g o r o v .

D E M O S T R A C I O N :  S e a  (f ) , u n a  s u c e s i o n  d e  f u n c i o n e s  esencialme^^efXt^Jiç^

s e p a r a b l e s  y o ( E , E ') > c a s i  p u n t u a l m e n t e  c o n v e r g e n t e  a f. E x i g g

d i d l i o t e c a
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conjunto 7, de med i d n nu lu tal que, en fi ̂  7. , la c o n v e r g e n c i a  de 

es puntual v f (fi  ̂Z) es s e p a r a b l e  en ( l\ , || . | ) para

todo n .

Si 11amamos

X = 1 U  r^^(fi.Z) 1 " ' "

a la c l a u s u r a  e n  (F, || - II) d e l  s u b e s p a c i o  e n g e n d r a d o  p o r

y  f (fi' Z ) ,  t e n e m o s  t| u e X e s  u n  s u b e s p a c i o  c e r r a d o  e n  (E, || . | )

y p o r  t a n t o  s e r a  u n  s u b e s p u  c i o c e r r a d o e n ( E , rr ( E , F, ' ) ) .

x ' ,  d u a l  c o n t i n u o  d e  X, s e r a  s e p a r a b l e  p o r  e l  t e o r e m a  d e  S te 

g a 1 1 1 2 2 I , e n t o u r e s

j) 1 ^ , 1  : i’ '■ Z ' ( X , o ( X , X ’ )) s o n  d e  B o r e l  p o r  l a  p r o p o s i 

c i o n  1 .

i i )  c o n v e r g e  rr(X,X' ) - p u n t u a l m e n t e  a f e n  fi Z.

C o m o  p o r  la p r o p o s i c i o n  1, I ^ c o n v e r g e  (J ( X , X ' ) - c a s i u n  i f o r m e m e n  t e

a f ,

: fi ----------- > ( E , a ( E , E ' ) )

c o n v e r g e  a f a  ( E , E ' ) - c a s i u n i  F o r m  e m  e n t e . yy
E n  eJ l i b r o  d e  D a y  | 5 } s e  e s t u ' d i a n  t o p o  l o g  f a s m a s  f i n a s  q u e  l a s

d é b i l e s  q u e  e n  g e n e r a l  n o  s o n  v e c t o r i a l  e s  p e r o  q u e  c o i n c i d e n  s o b r e  

l<is a c o t a d o s  c o n  l a s  d é b i l e s ,  d e  f o r m a  r i g u r o s a :

D e f i n i c i o n  3: S e a  (E, || . || ) u n  e s p a c i o  d e  B a n a c h ,  la t o p o l o g î a  b w

e s  la m a s  f i u a q u e  c o i n c i d e  s o b r e  l o s  a c o t a d o s  c o n  o ( E , E ' ) .  ( L a  l l a 

m a  r e m  o s b 11) ( E ) ) .

T o d a  la p r o b l e m a t i r a  d e  e s t  a t o p o l o g î a  p u e d e v e r s e  e n  e l  a r t î c u -

1 o d e  W  h e 1 e r I 4 4 | . A p e s a  r d e  s u  d i f i c u 1 t a d s u .  CI - a 1 g e b r a d e  B o r e l  s e
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c o m p o r t a  tie F o r m a  miiy s c n c i l l a  c o m o  v o m  o s e n  pJ L e m a  s i g t i i e n t e :

L e m a  4 : S e a  E u n  e s p a c i o  d e  B a n a c h ,  e n t o n c e s

B o r e l  ( E , b(i) ) - B o r e l  { E , n ( E , E ' ) ) .

n E M O S T R A C T O N  ; C o m o  b w ( E )  e s  m a s  f i n a  q u e  0 ( E , E ' ) e n t o n c e s

B o r e l  { E, b w )  B o r e l  ( E , o  ( E , E ' ) )

S e a  F c e r r a d o  e n  bat ( E ) , e n t o n c e s

F = U  I F a  B ( 0  , n ) i
n

p e r o  F A  B ( n , n )  e s  c e r r a d o  e n  0 ( E , E ') d e  d o n d e  F e s  d e  B o r e l  e n

0 (E , E ’ ) c o n  1 o c u a  1

B o r e l  ( E , b w ) C  B o r e l  ( E , o ( E , E ' ) ) . yy

T e o r e m a  5 : S e a  R u n  e s p a c i o  d e  B a n a c h  t a l  q u e  E ' t i e n e  P . R . N .  y

(fi,E,p) u n  e s p a c i o  d e  m e d i d a  f i n i t a  y c o m p l é t a .  E n t o n c e s  e l  c o n j u n t o  

d e  l a s  f u n c i o n e s  0 ( E , E * ) - m e d i b 1 e s  B o r e l  e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e s  d e  

fi a R c u m p l e  e ] t e o r e m a  d e  E g o r o v  p a r a  la bo) ( F, ) - c  o n v e  r g e n c  i a c a s i

u n  i f o  r m e .

D E M O S T R A C I O N :  P o r  e l  l e m a  4 l a s  f u n c i o n e s  o ( E , E ’ ) - m e d i b l e s  B o r e l  y

l o s  b w ( E ) - m e d  i b 1 e s  B o r e l  c o i n c i d e n .  S e a  ( f ^ ) ^ _  ̂ u n a  s u c e s i o n  d e

f u n c i o n e s  e s e n c i a l m e n t e  s e p a r a b l e s  y b w  ( F. ) - m e d  i b 1 e s B o r e l  c o n v e r g e n 

te d e b i l m e n t c  c a s i  p i i u t u a l m c n l c  a la f u n c i o n  f. P o r  la p r o p o s i c i o n  2 

f e s  b w - m e d  i b 1 e y ( f ̂ ) ^ _  ̂  c o n v e r g e  o ( E , E ' ) - c a s i  u n i f o r m e m e n t e  a

f, e s  to e s ,  p a r a  t o d o  c > 0, e x i s t e  fi^ m e d i b l e  t a l  q u e  f ^  c o n 

v e r g e  0 ( E , E ' ) - u n i f o r m e m e n t e  e n  fi^ y p(fi x fi^) < e / 2 .

l’o r  o t r a p a r t e ,  p a r a  t o d o  e > 0, e x i s t e  K > 0 y fi^ m e d i b l e

t a l  q u e  p(fi X ) < e / 2  y
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, r : fi - > R ( 0 , K )
s i  t o m a m o s

fi' = fî. O

e n t o m . e s  p  (  f i ' '  f i ' )  ^  * y  f  ^  c o n v e r g e  O  (  F  ,  E ' ) - n  n  1  f  o  r m e m e n  t  e  e n  f i '

a  f ,  p e r o  s o b r e  f i '  l a s  f u n c i o n e s  f  ^  y  f  e s  t a n  a c o t a d a s  y  f ^

c o n v e r g e  b i a  ( E ) - u ni f o r m  e m e n t e a f .

!,a lie r r a m  i e n  ta b a s  ica e n  el e s l u i l i o  t|iie n o s p r o p o n e  m u  s e s  un r e 

s u l t  a d o  r e c i e n t e  d e  E d g a r a ;) a r e  c i d o e n  1 97 7 en  | 9 | .

T e o r e m a  ( a ) :  -Sea f : <a . E niiA f u n c i o n  e s c a i a r m e n t e  m e d i b l e  de u n

e s p a c i o  de p r o b a b i 1 i d a d (fi,Z,ii) a u n  e s p a c i o  d e  B a n a c h  E. E n t o n 

c e s  f es ilébi Intente er| u i v al e n t e  a u n a  f u n c i o n  m e d i b l e  B o c h n e r  si y

s o l o  si l a  m e d i d a  i m a g e n  p ̂  e s  r r g i d a e n  ( E , a ( E , E ' ) )  .

En  n u e s  t ra n o t  a c i o n  u n a  f u n c i o n  e s  m e d i b l e  B o c h n e r  s i  e s

- m o d  i i) 1 e .

I' r o p e s  i c ion 6; S e a  E u n  e s p a c i o  r e f  I e x  ivo y (fi , E , p ) u n  e s p a c i o  d e

m e d i d a  f i n i t a  y c o m p l é t a .  Si u n a  f u n c i o n  e s  o (E , E ' )- m e d i b 1 e B o r e l  d e

fi en  E, e n t o n c e s  la m e d i d a  i m a g e n  p  ̂ e s  r i g i d a y p o r  tanto f

os d é b i l m e i W e  e q u i v a I e n t e a u n a  f u n c i o n  p - || .j| - m e d i b l e .

D E M O R T R A E T O M : R e a f una funcion me d i b l e  Borel de fi en o ( E , E ’),

en t o n ces |> a r a todo t > 0 existe n ̂  tal que

P y ( B ( 0 , n ^ ) ) . > p^( E) - E

Como B(0,n^) es o (E ,E ')-c o m p a c t o , p ̂  es rîgida y por el te£

rema (a) f es d e bilmente équ i v a l e n t e  a una funcion F p- || . 11 -med

ble, es decir, para todo x ' de E', x * ° f = x ' » F en c a s i  todo fi.»
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!' r o p o -S i lion 7: SI E es un l'spario de Banach, toda Funcion d ê b i l m e n

Le é q u i v a l e n t e  a una funcion U -[ | -Il -med i b l e  es P - 0 ( E ,E ')-m e d 1b 1e.

( (fi , r , )i ) s e s u p o n e  c o m o  s i e m p r e ,  f i n i t a  y c o m p l é t a ) .

D E M O S T R A C I O N :  Sen f : ( fi, T , p ) E una funcion d é b i l e m e n t e  equivaleri

te a una funcion p - |[ . || -medible. f es e s c a i a r m e n t e  m e dible por

ser (fi,I,p) c o m p l e t o  y para toda x' de E ' y todo x de E se

tiene que <x ' , f-x> es medible. Ealta c o m p r o b a r  que f es tu-esen- 

c i a 1 m e n t e p r e c o m p a c t a .

Sea V un en t o r no de cero en (E ,O (E ,E ')) de la forma

V = ^  x'"^ (-t ,( ) ,
i=l ^

donde x ̂ p e r t e n e c e  a E'. Existe un con j u n t o  Z de m e d i d a  nul a tal

que en fi Z

< x %  f> - < x !, F> 

para todo i=l,...,n. Entonces
n ,

f (t) - F(t) e n  x ! " y o ) .
i = l ^

Como F es p - || . |j-m e d i b 1o , existe Z ' con medida nu 1 a tal que 

F (fi\ Z') es e s e n c i a l m e n t e  separable, luego podemos enco n t r a r  un c o n 

junto M c on t ah 1e tal que
n .

F (t ) 6 M  + !• XI ( - E /2, p/2) para todo t de fi\Z'.
i = l ^

Si t o m amos Z *  = Z U  Z' , y para todo t de fi' Z *

n _, n _ .
f ( t ) G F ( t ) + A  x! ( 0 ) c  M + n  x'. “ (- e / 2 , g /2) +

i=l  ̂ i=l ^

+ n  x! " y - e / 2,r./2) C  M + A  x'." (-r.,r.) = M + V.
i = 1  ̂ i= i ^

De es to se d e duce que f es p - O  ( E , E ' )-med ib 1 e , pues los ento_r
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nos V c o r r o s po 11 d i CMil o s a Lndos lus e on juntos finitos de formas en 

E' y todos los s > 0, form an iinn base de e n t o r n o s  de cero en 

( E , a ( R , F, ' ) ) .

En ri as es de espar ins île iîanncb mas general es que los W.C.G. se 

piieden obt e n e r  c a r a c t e r i z a c i o n e s  de fiinriones m e d i b l e s  Borel. Vamos a 

dar dos d e f i n i r i o m s  é q u i v a l e n t e s  de e s p a r i o  de Banach m e d i b l e s  com- 

p a r L o s .

D e f inici o n  8: a'» EJ espar i o E de Banacli se dice m e d i b l e  c o m p a c t o  si tô  

d a m e d i d a  fini ta en ( E , o ( E , E ' ) )  es t - smooth.

a') El espario de Banarh se dire m e d i b l e  c o m p a c t o  si y solo si

para todo espar io de m e d i d a  finita (S2,I,)i) se tiene que cada funciôn

esca 1 armen t e m e d i b l e  f de i l en E es d e b i l m e n t e  e q u i v a l e n c e  a una

f uncion p -  || . |{ -medible.

Esta ciase es muy amp lia pues e n globa a los e s p a c i o s  W.C.G. , r e 

flex i vos, sépara il les, ( E , a ( E., E ' ) ) El miel of, l ' ( r )  con F un con-

junto de c a rdinal de m e d i d a  cero y a los e s p a c i o s  de B a n a c h  PIP y 

PRN. La d e m o s t r a c i o n  de este h e r h o esta en un a m plio a r t i c u l e  de Ed- 

gar I 9 I .

Nota: Dado un esp a c i o  de m e d i d a  finite ( il, E , p ) , E un espacio

de Banach. Se dire que E, es )i-medible c o m p a c t o  si cada funcion e^ 

c a l a r m e n t e  m e d i b l e  f : il > E es d e b i l m e n t e  é q u i v a l e n t e  a una f u n 

cion p - 11 . Il - mpd ib 1 e .

S e g u n es to, un es p a c i o  de B a nach es m e d i b l e  c o mpacto si es p-me

dit) le c o m p a c t o  para toda (U,E,p) e s pacio de medida finita.



-  8 3

P r o p o s icion 9 : Sea E un e s p a c i o  de Banach. Si E es p - m e d i h l e  corn

pacto para todo e s p a c i o  de m e d i d a  (ti.E.p) finita y compléta, entoiî

ces

M ( E , p . ( E , O ( E . K ' ) ) ) = E(S2,E ,p , E)

do II de E ( n , Z , p , E )  es el con junto de Jas f unciones d e b i l m e n t e  é q u i v a 

lentes a una funcion P - M . ||-medible.

DEM: Sea f una f u ncion p - O (E , E ’)- m e d i b 1e , e n t o n c e s  es e s c a l a r m e n t e  

medible. P o r s e r E p - m e d i h l c  compacte, f es d e b i l m e n t e  é q u i v a l e n 

te a una f u n ciôn P-|| . 11 - m edible.

Si f es d e b i l m e n t e  é q u i v a l e n t e  a una funciôn p - || . ]|-medible, 

pot la p r o p o s i c i ô n  7, f es p -n (E ,E ')-m e d i b l e . Con es to queda demos 

trade la p r o p o s i c i ô n .

P r o p o s i c i ô n  10 : Sea E un e s p a c i o  de Banach tal que para todo e s p a 

cio de med i d a finita y c o m p l é t a  (12,5. ,vi) se tiene que 

E( n , E . p . E )  = (E.o(E.E'))

e n tonces E es m e d i b l e  comp a c t o .

D E M O S T R A C I O N :  Sea ( ü , E , p ) un es p a c i o  de medida finita. (îî,I,p) se

râ la compleciôii del e s p a c i o  de medida (Sî,Z,p).

Dada una funciôn f e s c a l a r m e n t e  me d i b l e  de (n,E,p) a E, f

es e s c a l a r m e n t e  m e d i b l e  de (Sî,?. ,p) a E. Por h i p ô t e s i s  existe una 

funciôn F : S2 — *- E p - | | .|| - m e d i b l e  tal que para todo x ' de E '

< X ' , f > = < X ' , I' > en c a s i todo il.

Por el t e o r e m a  de P e t t i s  F es p - | ( . 11 - m e d i b l e  ya que <x'F> 

es p-medihle, y F es esenc ialmente separable.
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l’or Lotilo E os 11 - iiu'tl i b 1 o c o m p a c L o  ('ara todo (S2,F,|j), lu ego

E e s med i b 1 e t-oiTi |ia c t o .

Esta |i ro|'os i i' ion en liefinitiva d a de nue v o  una equi V a l e n c i a  de

Ja d e f i n i c i o n  de e s p a c i o  m e d i b l e  c o m p a c t o  en la que i n t e r v i e n s  solo

los e s p a c i o s  de m e d i d a s finitos y complo t e s .

Propos ici_on 11: Sea E un e s p a c i o  fie Bana c h  separa b l e .  E n t o n c e s  el

con j un lo de las 1 ii n c i t'n e s m d i b I e s lîorel de Q en ( E ' , o ( E ’ ,E)) es

c e r r a d o para 1 a c onv e r g e nc i a o (E ' , E )-c a s i p u n t u a 1.

il i’.MO ET UAC N : Si t o n s i d e i a mo s en E ' las b o las c e r r a d a s  B ' ( 0 , n ) ,

de cent r o  cero y radio n n a t u r a l  tenemos

i ) E ' = U  B ' ( n , n )

ii) B'(n,n) es c e r r a d o  para la t o p o l o g î a  o(E',E)

iii) B ' ( n , n ) e s m et ri /. a b I e |>ara la t o p o l o g î a  o ( E',E)

iv) Dada {x }^  ̂ una s u c e s i ô n  c o n v e r g e n t e  en o ( E ' , E ) ,  es aco-

tada es norma y po r tanto esta en alg u n  B ’ (0,n).

Por tanto ( E ' , a (E',E)) es de cia se E ̂ como e s p a c i o  topo l ô g i -

co y el limite casi pun tual de una s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  de Borel es

de Borel segun la p r o p o s i c i ô n  T V . 4.^

Lema 1 2 : Sea (E, W < Il ) un e s p a c i o  de Bana c h  s e p a r a b l e  y 11 . 11 ^ la

suma que induce sobre cada a c o t a d o  de E ' la t o p o l o g î a  débil, e n t o n 

nes

Borel ( E ' , ü ( E ' , E ) ) = Borel ( E ' , 1 ! . Il )
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D E M O S T R A C I O N ;  Sean B ’(0,n) las bolas centraclas en cero y de radio

n en la norma 11 . j]*, es é v i d e n t e  que

E ’ = 0  B • ( 0 , n )

Sea F un c e rrado en (F', 11 . | [̂ ) , tenemos que

F = J  ( F n  R ' { 0 , n ) )

y como sobre los a c o t a d o s  de ( E ' , || . || ' ) las t o pologîas o{E*,E) y 

H'IIq c o i n c i d e s  v F B'(0,n) es ce r r a d o  en (F. ',a(K',E)) y a que 

F es c c i i '.h Io eu ( E ’ , |[ . ||̂ ) y acoLado e it (E* , || . H ' ) • De aquî F

es de Borel en ( E ’,a(E',E)) y

Borel ( E ’ , || . ||̂ )̂ Borel ( E ’ , O ( E ' , E ) ) .

De la m i s m a  forma o b t e n e m o s  la inclusion c o n t r a r i a  .

T e o r e m a  13 : Sea (E, || . ||) es un es p a c i o  de Banach s e p a r a b l e  y

(n,E,p) un e s p a c i o  de m e d i d a  limita y compléta. Si el c a rdinal de Ü

o el peso de (F*, |j . (j ' ) ■ e s d e medi d a  cero o fi es absolut amen t e 

a n a l î t i c o  e n t o n c e s  las f u n c i o n e s  m e d i b l e s  Borel de 12 en {E ' ,o(E',F.) ) 

cumplen el T e o r e m a  de E g o r o v  es decir, el limite o ( E ' , E ) - c a s i  puntual 

de una s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  es o ( E ' , E ) - c a s i  uniforme.

D E M O S T R A C I O N :  Sea ^*^n^n=l sucesiôn de funciones ci ( E * , E )-med i-

1)1 es Bore l de 12 en E que conv e r g e  o ( E ' , E ) - c a s i  p u n t u a l m e n t e  a f . 

For la p r o p o s i c i ô n  11, f es o (E ',E )- m e d i b 1e Borel.

Si el peso de (F, ||. |j’) es de m e dida cero, tanto

(E', o (E',E)) como (E, Il . 11^) tien en peso de medida cero y a que son

t o p o l ôgicos mas débiles. Como (E', || . ||^) es m ê t r i c o ,  s e gun la suma 

de dos f u n c i o n e s  |j. || - m e d i b l e s  Borel es || . || - m e d i b l e s  Borel,
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p e r o  el resiiltaclo s i g n e  s i e n d o  e i e r t o  si c nnib i aiiio s ( F ' , (| . ||^) p o r

( E ' ,O  ( E ' , E ) ) , s e g u n  el l e m a  a n t e r i o r .

S e a n

= It 6 .0. : r ^ ( l )  - r ( i )  g ïï’ ( 0 , n )  p a r a  t o d o  k}

e n  L o n e  es s e  r a n  m e d i b l e s  y

12 = U  12^ \J 7. c n n  p ( E ) = 0

l’or t a n t o ,  p a r a  t o d o  i, • 0, e x i s t e t a l  q u e  JI ( 12 ' 12^ ) < E

( f ^  -  f )  (12̂  ̂ )  C  R' ( 0 , n ^ )

p a r a  t o d o  k .

bas restricc iones de la sucesiôn a 12̂  c o n v e r g e r a  ca

si uniform ('men te a cero para la topo log Ta ( R ' , || . ||^), pero como

Il . Il ̂  c o i n c i d e  con (T ( E ’ , E ) sobre los acotados, ento n c e s  c o n v e r g e 

ra casi o ( E ' , E ) - u n i f o r m e m e n t e .  En resumen la s u c e s i ô n  ( f ̂ ) c o n v e r 

ge a ( E ' , E ) - c a s i p u n t u a l m e n t e  en 12. ,,
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APTNDl CF:

I,A H-MFiniB F I.T DAD

r>pf; 12 un con junto y ̂  u na n - a l g o b r a  on 12. Sea E un con junto cual-

quiera y H una fa m i l i a  de a p l i c a c i o n e s  de E en K.

Definition 1: Rea f una funcion de 12 en E, se dice que f es m e d i b l e

si y s c lamento si , pana todo li de If , Fto F es m e d i b l e  en el s e n t i d o 

u s u a l .

Definicion 2 : L 1 a m <i n e m o s o - a l g e b r a  a s o c i a d a a la fa m i l i a  H a la

m i nima o - â l g e b r a  en E e n g e n d r a d a  por los c o n j u n t o s  h ^ (A ) c u a n d o  

A recorre los a b i e r t o s  de il y h las f u n c i o n e s  de ff ; la d e n o t a r e m o s  

por Ty .

P r o p o siciôn 3 ; Una fu n c i ô n  f de 12 en E es H - m e d i b l e  si y sôlo si

f es medible en el s e n t i d o  c l â s i c o  de (12,Z) a ( E , ) .

D E M 0 S T F A P 1 0 N : Es i n m e d i a t a .

Rea (E.T) un e s p a c i o  topolôp.ico y H C C ( n , R )  y cons i dcr a m o s  la

topologîa inicial de U . Sa b e m o s  que es m e n o s  fina que T y que si 

a H le a n a d i m o s  c u a l q u i e r  s u b conj unto A C C ( ( E , T ^  ),E ) e n t o n c e s  

= •

P roposiciôn 9; Sea H un c o n j u n t o  de a p l i c a c i o n e s  de (E,T) en E c o n 

tinuas. Si en E cons i d e r a m o s  la t o p o l o g î a  y si H es s e c u e n c i a ^

m e n t e  tenso en C ( E , T ^  ) con la t o p o l o g î a  p u n t u a l  , e n t o n c e s  : f

es H-medible si y sôlo si f es de Baire para ( E ,T^ ).

DEMOSTFACION: = >  Sea g: ( E , T )---— > E c o n t i n u a ,  por h i p ô t e s i s
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e xis t e  una s u cesiôn { r, ̂  ^  ̂ en II tal que

1 i m g ( X ) - g ( X ) para todo x de F..n n
Sea f If-mediMe d p A  a F , e n tonces g - f c o n v e r g e  p u n t u a l m e n t e

)' \] u e g n r*f es me d i b l e  y po r t ,i n 1 ci' iiumI i F 1 (' Ma i re (C, T ̂ ) . 

j;<; iiunedi.ilo y a qui: l f C C ( ( F , T ^  ),R).

F' i ( F , T ) es c oiiqi 1 e | ,niic'n t e cegular e n t o n c e s  T ' ^ ré s u l t a  in

me d i a 1 a me n t e la s i e u i e n t e p erqior-. i c i An :

Propos i c ion 5 : Sea (F,T) c oinp ! e l a me n t e regular. Si

C(E, [0,1] ) C  H e  C(F,R)

ent o n c e s  f es H - m c d i b ] c  si y sôlo si F es de Ba ile (E,T),

DFMOSTRAi'ION ; F s î n m cd i a I a . j,

P r o p o s i c i ô n  F : Sua (A ,£ ) un esi>acio medible,If una lamilia de a p l i c a 

ciones de jA a F, H  ̂ el s u b e s p a c i o  lineal e n g e n d r a d o  por H y ff̂  la 

cla u s m ^ a  secnencial l'untual de f f  ̂ .
Dada f una aplic.iciôn de T1 en F, son é q u i v a l e n t e s :  

a ) f es H - m p cl i b 1 e .

b ) f es If̂ -mcd i b 1 e

r ) F ('S ffj - med ible.

DF'.MOSTRAF I ON : a ) = = >  b) Sea E,a, h una funciôn de H. , donde los1=1 k k 1
a ̂  son n u méros r e a 1 e s y los p e r t e n e e e n  a H ,  e n t o n c e s  Dor ser f
H - m e d i b l e  y

n n
I L  a , Il ) f = }; a ( h f )K k k k
k = 1 k = 1

f es H ^-medible.

Que b ) i m p l ica c ) y c ) i m p 1 i e a a ) r. o n î n med i a t o s . ^
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El conce]>lo d e H-mo d j M 1 i d a d on g J o b a  casos ooiiocidos como demos - 

t r a m o s  en los sign lentes ejomplos.

E.TEMPLn 1; Dado vin e s pacio inedible ( E ) y un es p a c i o  v e c t o r i a l

lo p o l o g i e o  E, una 1 une i on 1 :--Ü------->E en e s c a 1 arment e medible si

para x ' p e r t e n e c l e n t e  a E ' so tiene quo x ' f es medible.

E J E M P L O  2: Dado un e s pacio me d i b l e  ( 12, E ) y E un es p a c i o  de Bana c h

Masani en 26 d e f i n e  M( E,  ̂ f : 12----> E tales que para todo

de E I I f ( ' ) - x^ I I es me d i b l e  ^ . Por tan t o  M ( E , B ) coin c i d e  con 

las f u nciones ff-med i b l e s , s i endo .

 ̂ = I ]■

Propos iciôn 7: Sea f ; 12  --- > C , (12 , E) un e s pacio m e dible y (E,T)

un es p a c i o  t o p o l ô g i c o  . f es m e d i b l e  B o rel si y sôlo si f es M-medible 

para H =|x^: A é

DEMOST R AT T ON ; = ̂  Sea F HH'd ible Borel y de |{. Sea B un abierto

de 1 , ent o n c e s

f ^(E A) si 0 6B y 1 (ü B 

f"^(A) s i l P B y O Ç Ç  B

(f! si 1 (? B y 0(? B

si 1,0,l^C B 

por tanto f es medible.

Sea A a b i e r t o  en E , como f  ̂( A ) = ( f ) ^(1)

y f es m e d i b l e  e n t o n c e s  f es If-medible.

El c o n c e p t o  g e neral de m e d i b i l i d a d  , es decir:

"Dados dos e s p a c i o s  m e d i b l e s  ( 1 2 , E ) y ( 1 2 ' ,  E') , una funciôn
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[ de 12 a fi' se dice m e d ible s i y solo î para todo A d e l  se t i 

que f ^(A) esta en T. ", 

es t aiiib 1 e n una (( ~nu-d i b î 1 i d ad . t

T e o r e m a  8: Cn las c o n d i c i o n e s  a n t e r i o r e s  , f; (fi ,E ) --- / (fi',E '),

es m e d i b l e  sJ y sôlo si I es ((-medible para H = , : A ' G E

nbMOSTKAt'ION ; Anâ l o g a  a la de la propos i c ion 7. ^

Vamos a 1 la ma r l'jj( fi, E) a las funci o n e s  ((-medibles

Pr o p o s  iciôn 9 ; Ri una I ,i m i 1 i a I I es d e n s a on (/'para la c o n v e r g e n -

cia s e c u e n c i a l  en F ( L,R) con la c o n v e r g e n c i a  p u n t u a l  e n t o n c e s  

r^^(fi,E) C  F̂ ,̂( fi,E ). Ri ad cm as H Ç . (ver p r o p o s i c i ô n  6) e n t o n c e s

F^^{ fi, E) =.r^,( fi, E)

D E M O S T R A C I O N ;  Rea ( de fi, E ) y li ' de I I '  , e n t o n c e s  existe una

s u c e s i ô n  (H ̂ ^   ̂ en H tal que c o n v e r g e  p u n t u a l m e n t e  a h ' ,  y,

h c f ( X ) —  ^ h ' f ( X ) para todo x de A- .

Como h* f es m e d i b l e  , e n t o n c e s  h '» F es medible.

La ultima a f i r m a c i ô n  es inmediata.

Prop o s  iciôn 10: Dada dos Familias H y (('de a p l i c a c i o n e s  sobre E,

si E = E , e n t o n c e s  F ( fi,E ) = F ( fi,E ).
H  H ” "

D E M O S T R A C I O N :  Si f p e r t e n e c e  a F̂ ,̂( fi, E )\ F ̂  (fi , E ) , para todo

h ' de ((' , 1 1 '» 1 es m e d i b l e ,  pero e x iste b de H talque h®f no es

medible. Por tan t o  p o d e m o s  e n c o n t r a r  un a b i e r t o  A de E tal que

(h "f ) ^ (A ) no p e r t e n e z c a  a E .

E n t o n c e s
h  ̂( A ) (* E^^^ y b~^(A) P ,

con lo que queda demosti'ado que
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h  * ,,

El r e c î p r o c o  de esta p r o p o s i c i ô n  no es c i e r t o  como demu e s t r a  

el s i g u i e n t e  e j emplo, ahora bien si la igualdad se cumple para t o 

dos los e s p a c i o s  medib l e s ,  ent o n c e s  se c o m p r u e b a  con facilidad 

que E = E .

EJEMF’liO 3; Sea el e s p a c i o  m e dible (E, ^ , R ^ ) y E'. = I. SI con s i -

deramos H como la familia de funciones c a r a c t e r i s t i c a s  de los c o n 

juntos de Borel en 1 , y como H '  I.a familia de las funci o n e s  ca -

r a c t e r i s t  icas de los con juntos m e d i b l e s  I.eliesp.ue en 1, e n tonces

l|)= (I, j^ ,Kf ) ya que son las funci o n e s  c o n s t a n t e s

y e v i d e n t e m e n t e  las o - â l g e b r a s  a s o c i a l a s  a d i c h a s  familias no coin- 

ci d e n .

P r o p o s i c i ô n  11: Sea E un conjunto, H y H '  dos fami l i a s  de a p l i c a 

ciones de E en 1. Si para todo ( fl, E) se c u m p l e  que Ê (̂ fi , E ) =

= F̂ ,( fi, E) e n t o n c e s  E^ = E^, .

D E M O S T R A C I O N :  Sea A p e r t e n e c i e n t e  a Ê  ̂\ , e n t o n c e s  si tomamos

( fi, E)= (E ,E ^ ,) la funciôn

I :{E,Ej^, ) ----- > (E,E ^, )

es me d i b l e  , pei’o no es me d i b l e  si tomamos en c a m b i o  ( E como

e s pacio de llegada. Por tanto los c o n j u n t o s  de a p l i c a c i o n e s  (1-medi- 

bles y  H '  -  m e d i b l e s  no coin c i d e n  para todo e s p a c i o  medible. ^

P r o p o s i c i ô n  12: Sea E un c o njunto. I l y H '  f a m i l i a s  de a p l i c a c i o n e s

de E en K. Son é q u i v a l e n t e s :

a) Fj^( fi, E )= F^p(fi,E ) para todo e s p a c i o  m e d i b l e  ( fi, E )
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b) L II - r. Il,

c) Hcst/î contcnirlo rri el non j iin1 o de las a p l i c a c i o n e s  m e d i 

bles de ( F , E ̂ , ) cl K , V H ' esta coiitenido en ci con j u n t o  de las a p l i 

c a c i o n e s  med i b l e s  de (F ,E^ ) a 1.

D E M O S T R A C I O N :  a) y b) son é q u i v a l e n t e s  por las p r o p o s i c iones 10 y 

11 .
a) impi ica c). Si t o mamos (fi ,E )= ( E,Ej^/) , la a p l i c a c i ô n

I : (E,E^, ,-)----- >(E,E ^ , )

es H '-medible, y poi' t a nto (/-medible, luego para toda h de H , h •! 

es m e d i b l e  do ( F ,Eq,) a R. Ro l,, mi s ma forma  ̂ H  ' es m e d i b l e  de (E,J^)(vlîl

c) impi ica a). Sea f ]>e r l onec i on t e a F^(fi.E) y h ' de H'. Por

hi p ô t e s i s  para todo a b i e r t o  de R ,A , h ' ^ (A ) esta c o n t e n i d o  en

^  I l  y  e n t o n c e s  f %) ^(A) esta en E , 1 u ego F p e r t e n e c e  a

F i^ i ( E ). p 1 razoïKimicnto para la otra i ne 1 u s i 6n es el m i s m o . ^

Vamos a ostudiar' el c o m p o r t a m  i ento de las d i f e r e n t e s  f u n c i o n e s

re s|M'c t o a 1.1 II - medibiol id ad.

F o demos cons i d e r a r en F la t o pologîa inicial para la familia

y t a m h i e n la u n i f o rm I ctad inicial que induce en E die ha familia,

es deciï’, la u n i f o T-in i d-i d c| u e tii'rie como base 
h , h ̂  h

U g '  .....  ” = {(x.y)GFxF : ) h . ( x ) - ii . ( x ) [< e i = l ,2,. . .,n[

Observa c i ôn : Llama remos T a la t o pologîa inicial r e s p e c t e  de la

familia (Y . Una red c o n v e r g e  a un punto s 1 las imagenes de la red 

c o n v e r g e n  a la im.igen del punto.

P r o p o s i c i ô n  13: Ri f es una s u c e s i ô n  d e f u n c i o n e s  de (fi,E^ a
( F , T ^ ) con 1.1 propicfid d c ser (f-mcd t |, I es , que conv e r g e  puntual-
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m e nte a una f u ncion f e n f o n c e s  f os H-mod i b l e .

D E M O S T R A C I O N :  Sea b de H , como f^ c o n v e r g e  p u n t u a l m e n t e  a f en 

T , e n t o n c e s  h» c o n v e r g e  a b f p u n t u a l m e n t e  , luego f es 

// - mo d I b I ^

P r o p o s  iciôn ID. Si ( fi, E, )i ) es un e s p a c i o  de m e d i d a  y f ̂  es una 

s u c e s i ô n  do f u n c i o n e s  f(-mcd iblos quo c o n v e r g e  en casi todo p u n t o 

a una f u n c i o n  f, e n t o n c e s  f es .(/-inedible.

D E M O S T R A C I O N  Es i n m e d i a t a  a p a r t i r  de la prop o s  iciôn 13.

P r o p o s  iciôn 15: Sea f: ( fi,E ) -> ( E ,T^) el limite u n i f o r m e  de

una red (f ) ^ , de f u n c i o n e s  H-med ibles e n t o n c e s  f es H-medible.« (ïC A
D E M O S T R A C I O N :  Para todo e>0 y pa r a  todo (i de (( e x i s t e  un tal que 

si ^

I h « f ̂  (t) - h<-f(t)| < e

F i j a d o  h de (( p o d e m o s  e x t r a e r  una suces ion c o n v e r g e n t e  u n i -

f e r m e n t e  a h f , y por t a n t o  a s e g u r a r  la m e d i b i l i d a d  de b » f .
■Mr

C o r o l a r i o :  El c o n j u n t o  de las f u n c i o n e s  H - m e d i b l e s  es un c e r r a d o

para la c o n v e r g e n c i a  u n i f o r m e .  ^

P r o p o s i c i ô n  16: Si f:( fi, E, p ) -------- >(E, T̂  ̂ ) es limit ê '̂uli i forme

de una red de f u n c i o n e s  H-m e d  i b l e s , ento n c e s  f es H-medi b l e .

D E M O S T R A C I O N :  Rea (f ) , una red de f u n c i o n e s  H-med ibles con-a a t A
v e r g e n t e  casi uni formcnt e a f , e n tonces, para todo c>0, e x i s t e  Pg 

de X  tal que j* ( fi x ) < E y f^ c o n v e r g e  unif o r m e m e n t e  a f en

P^ , esto es.
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e s H-medi b l e .

Ri tomamos f : = 1 / n y I' = U P donde P es e 1 c o n j u n t o  m e d i b l eri 9 n
a s o c i a d o  a l/n, tenemos que t | ^ es (1 med ible . Como p (fix P ) = 0

e n t o n c e s  f es m e d i b l e  con r e s p e c t e  a la f a m ilia H . #

Si F esta d o t a d o  de una to p o l o g î a ,  es i n t e r e s a n t e  s a ber como 

se c o n s e r v a  la //-medibilidad por el paso al l i m i t e  de f u n c i o n e s  de 

( fi, E ) a ( F , T ) .

Propos iciôn 17: Rca f : ( fi, E ) ------1 (F,T) el limite p u n t u a l  de

una s u c e s i ô n  de 1 uni' i ones (1 *) , // 'med ible :: . Ri II C- C(E,1) en ton-n n = 1
ces i es medible.

D E M O S T F A C I O N  : Es inmediata.

P r o p o s i c i ô n  18: Rea ( fi, E) un es p a c i o  m e d i b l e  y ( F ,TL) u n e s p a c i o

u n iforme. Ri la familia / / C C ^ ( E , R )  ( F u n c i o n e s  un i f o r m e m e  n t e c o n t i 

nuas de F en R ) , y f : fi > F es 1 î m i t c'^dïP’ una red de f u n c i o n e s  '

//-medibles , e n t o n c e s  f es H - m e d i b l e  .

D E M O S T R A C I O N :  Sea f = lim f d o nde If ) e s  una red de f u n c i o n e so 'et'
H-med ibles que c o n v e r g e  unif o r m e m e n t e , esto es,

l'ara todo U de , e x i s t e  a>, tal que

(l(t), i ( P ) ) 6 U para tod o  t de fi

Como h 6 II es u n i f o r m c n t e  cont inua ,e n t o n c e s

para todo r >0 c x us t c 0 de IL, ta 1 que ( x , y ) G I) impi i ca 

I 11 ( X ) - h ( V ) I < C .

Si tomamos este t) , e x i s t e  tal que si O O

I h f ( t ) - b ( t) I |>ara todo t de fi ,
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l u c g o  111 c o n  vi' I g e  u n i I'o r in ciih'n t. e ,i ii ' I , c o m o  h' e s  m e d i b l e ,  h u f  

e s  m e d i b l e  y f p e r t e n e c e  a 1 c o n  j u n t o  d c  I n s  f u n c i o n e s  H - m e d  i b l e s .

T e o r e m n  19: R e n  b u n  p.rupn c o n m u t n t i v o  y s»’ II u n n  f n r n i l i n  d e

j p 1 i c a r i o n  c R taler; q u o  e x i s t a  u n a  l a m i l i a  m i m c r a n t e  H ' C- H t al q u e

l'ara t o d e  b d (' H , pai-a l o,|o al'ii'i'l" A d e  R , y pa rsi t o d o  x , y  d c  F
- 1

t a l  q u e  >: t y G h ( A )  , e x i s t r i n  b , b d e  H ' ,  d o s  a b i e r t o s  d e  E

A , A , t a i e s  q u e  x e y p e i ' t e n e z c a n  a b ' ( A  ) y h  ̂( A ) r e s i ' e c t i -ni n ' m n
V a m e n  te y h  ̂( A 1 + b  ̂( A ) h ̂ ( A )  , Ri I y g s o n H-m('d i b l e s ,

e n t o n c e s  f + g e s  H - m e d i b l e .

D E M O S T F A C I O N :  Il a y q u e  p r o b a r '  q u e  p a r a  I o d o  b d e  H  , h ( f  + g) e s  m e 

d i b l e .

R e a  A u n  a b i e r t o  e n  K

( r + p , ) ' ^ r \ A )  = U  { rhrU/i )n (a > : i r \ A > +m , n ' m m  n n m m

+ h ' ^ ( A  ) C b ” ^ ( A ) V

q u e  e s  m e d i b l e ,  y p o r  t a n t o  i + g e s  m e d i b l e .

E J E M P L O  D : S e a  ( E , T )  u n  g r u p o  t o p o l ô g i c o  c o n m u t a t i v o  m e t r i z a b l e

y s e p a r a b l e .  L a  m e d i b i l i d a d  B o r e l  c u m p l e  l a s  c o n d i c i o n e s  d e l  t e o r e ^  

m a  a n t e r i o r .

U n a  f a m i l i a  H  q u e  d e f i n e  l a  m e d i b i l i d a d  B o r e l  s o n  l a s  f u n c i o n e s

c a r  a c t e  l ' i s t i c a s  d e  l o s  a b i e r t o s  d e  T, p e r o  e s t a  l a m i l i a  n o  c u m p l e

l a s  c o n d i c i o n e s  d e l  t e o r e m a  . C o n s t r i i y a m o s  o t r a  q u e  d a n d o  la m i s m a

m e d i b i l i d a d  s i  l a s  c u m p l a .

C o m o  F e s  u n  irr: p a  c i o m e  t r i e  u y c| >a r a b I a - , e x i s t e  u n a  s u c e s i ô n

( s  ) , d e n s o e n  E y u n a  f a m i l i a  d e  e n t o r n o s  a b i e r t o s  d e l  e l e m e nn n = 1 —
t o  n e u t r o  \ X „ ( 0 )  = W  T , , e n t o n c e s  ( s 1 1/ V _ _ e s  b a s eF ' n ' n  = l I n m l  n , m G 91
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d e e n t o r n o s  de la t o p o l o g î a  T .

n a d o U de T , exîr.li’ iina r: ur e s i ôn de funciones c o n t i n u a s  p o si-

l i v a  s II l a  11's e u e  X,,= 1 i ni li = s u p  li .n II n n n
L a  ( ( - m e d i b i l i d a d  ( m e d i b i l i d a d  B o r e l )  e s  é q u i v a l a n t e  a l a  H -me^ 

d i b i l i d a d  d o n d e  II e s  el c o n j u n t o  d e  l a s  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  de 

L e n  ï .

T o m a n d o  f( l a s  l une i o n e s  n e c e s a r i a s  p a r a  q u e  t o d a  f u n c i ô n

X = s u  p hs + V  n , m n ,mn n o o o o
o b t e n e m o s  u n a  f a m î l  ia n u m e T ’a b l e  q u e  r u m p l e  l a s  c o n d i c i o n e s  d e l  

1 e o T ’c m a  19 .

R c a  h P H y A u n  a b i e r t o  de E , e n t o n c e s  h ^ ( A ) e s  un a b i e r  

t q e n  E. S i  x + y |i e r' t c n e c e a h  ̂( A ) , poi' la c o n t  i n u i d a d d e  l a  o p e 

r a  c i ô n  s u m a  e x i s t e n  s + V  y s + V, t a l c s  q u eM ni p 1

R P R ,  ' n ni

y G s + V = X  ̂ ( 0 ,1 + C )
s tV ,E  J-

y (s I V ) t t I V ) Ci II ' ( A ) , 
n m  p i

pero por la d e f i n i c i o n  dc , cxisteii' b  ̂ (0 ,1 +e) y h  ̂ , (0 ,l + e)
" o ’'"o P o ’ o

taies q u c

"  «  .m C ) , C ,  ) C  I H  )-
(' <* Il 11

y G II  ̂ ( 0 , 1 I u ) c  X  ̂ ( o , i K , )
Po ' ̂ o '’p 1

l'n t one ('
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t e o r e m a  DE E G O R O V

El o b j e t o  de los s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s  es c o m p r o b a r  que con a 1- 

guna c o n d i c i o n  es pos ible e x t e n d e r  el te o r e m a  de Egorov.

A p a r t i r  de a h o r a  ( , p) es un e s p a c i o  de m e dida finita.

P r o p o s i c i ô n  20; Sea E un c o n j u n t o  y H una familia de a p l i c a c i o n e s

n u m e r a b l e  de E en S. Sea (f ) , una suc e s i ô n  de funciones H-medin n = 1 —
de fi a E c o n v e r g e n t e  casi p u n t u a l m e n t e  a f para la topol o g î a  T^ 

e n t o n c e s  f ^ c o n v e r g e  a f casi u n i f o r m o m e n t e .

D E M O S T R A C I O N :  Como ya homos obscr-vado f c s H-med iblc.

Sea H = ^ h : niG ]N Y • E i jado m , h^' 1^ es medible, y adem a s  , 

c o n v e r g e  a h^o f casi p u n t u a l m e n t e .  A p l i c a n d o  el teroema de E g o 

rov para el ca s o  real p o demos asegiirar quo para todo e/2'" existe 

fi e / 2 ^  till 9 UC h^o f ̂  c o n v e r g e  un i lui mi'mente a h^" f en fi , y

U (fi \  ficygm ) < e/2"’.

E n t o n c e s  en ^
fi.r n  n e / 2 ' "

la s u c e s i ô n  f^ c o n v e r g e  uni f o rment e a f c u a n d o  cons ideramos en E 

la t o p o l o g î a  T^ , y ademas 

nt fi "

P r o p o s i c i ô n  21: Sea E un c o n j u n t o  y H una familia de a p l i c a c i o n e s  

de E en lî, se pa ra ble on B(r) con la t o p o l o g î a  uniforme. Ent o n c e s  

toda s u c e s i ô n  ( ^  ̂ ^ e f u n c i o n e s  de fi en E, (4- m e d i b l e  , casi p u n 

tualm e n t e  c o n v e r g e n t e  a t , conver’ge casi u n i f o r m e m e n t e  a f. 

D E M O S T R A C I O N ;  Por ser H s e p a r a b l e  , exis t e  una s u c e s i ô n  (h ^ ) ^



ni;.

t a l  qu o  p a r a  i <m 1 o p . O  y p a r . i  l o d o  li il o H , e x i s t e  h t a l  q u e
"’ o

SU]-' I b ( X ) - h ( X ) j < j)/ 3
X G F. o

R o i  f f  ) , un . i  s I I I ' ('r. i An f ie I n u f î c i n f ' s  d o fi e n  E H - m e d i b l e s
n u = I

r j ue c o n v o r f ’.o p un  l u. i  1 nie n I o on ( I ' , ) a u i m  f u n e  i o n  f  q u e  s e r a  H-mr

d i b l e .

S o n  h d e  II y £ ' ’ 0 ,  I I n m e m m ri b a l a  f  u n e  l ' o n  d e  (h j , t a l
Il  ̂ n 11 - 1

q u e

I! p I b ( X ) -  b ( X ) 1 ■' ' /  3

e n t o n c e s

1 b i ( t )  -  b f  ( t )  I < e/3 p a r a  t o d o  t  d e  fi ,
' n n II

[ b l(t) - Il f ( t ) I < G / 3 para todo t de fi .

Si tomamos fi a s o c i a d o  a la s u c e s i ô n ( h  f) tal que conver e II g n = l T
ge uni f ormeme n 1 e a b E(t) en fî  para todo k, tenemos

I h f ( t ) - b f ( t ) 1 < e' n
para n s u f i c i e n t e m e n te g r a n d e . ^

Teorema ?2; Sea (C,T) un es|iacio com p a c t o  y  H una fa m i l i a  de f u n 

ciones r e a 1 e s y conti n u a s  d e f i n i d a s en E, tal que exis t e  una sub-

f a mil i a H ’ do H con table <] u e cuinplo ;

il) U ’ sépara |i unies de E.

b) Dado X de E , existe h ' de f / '  tal que Iitx)/0.

En tonces d'ail o un espacio d o rncdida finita (fi , 1, y ) y una

sucesiôn do furie iones ^ c (fi. , E , y ) a E que scan H-medibles

y c o n v e r g e n t e  pun tua Inicnte a f para la topologîa T de E, dicha

sucesiôn con v e r g e  a f casi u n i f o r m e m e n t e  en ( E , T .
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D E M O S T R A C I O N :  V a m o s  .1 d e m o s  I r a r  u t i lizriiidp el t e o r e m a  d e  S t o n e  q u e

H  o s  s e p a r a b l e  c o n  l a  t o p o l o g î a  u n i f o r m e  e n  D ( E ) .

C o m o  { F, , T ) e s  r o m  p a  r t o y T^^< T, ( E , T e s  c o m p a c t o .

S e a  i’(F,Tj^) cl c o n j u n t o  d (' l a s  tiinr i o n e s  r e a l e s  y c o n t i n u a s  d e

( E , l'̂  ) . S e  c uiiip lo ,

H C  C ( E , T | j )  d. C ( E , T )  . 

si <l(l> e s  l a  m o n  ni' a 1 g e b r a  q u e  c o n t  i e u e  a H' , e s  t a r a  f o r m a d o  

por' fil ne f o u r s  d c  la f o r m a ,  

m
5. 1. . • . 1 1 .  . . . . b .

j = l 1 ’ 2 ’ -----  n ' ' 1 Si

con X. . , . u n  n u m e  ro r-ea 1 y b . h . . . . . h . lu n e  iones en H'
2 ' n

A d e m â s  , H' t i e n e  u n  s u b c o n j u n t o  H "  n u m e r a b l e  f o r m a d o  p o r  l a s  

f u n c i o n e s  d e  la f o r m a  a n t e r i o r  y c o n  c o c f i c i  e n t e s  r a c i o n a l e s  q u e  

e s  d e n s o  p a r a  l a  t o p o l o g î a  d e  la c o n v c i ' g c n c  i a u n i f o r m e .  P o r  e l  

t e o r e m a  d e  S t o n e - W e i e r t r a s s

Ï F  : Ô T V  -- F.,Tj,) .

E i n a l m e n t c ,  f e s  H " - m e d i b l e .  E n  c f c c ’t o ,  si b y h ' s o n  f u n c i o n e s

d e  H  e n t o n c e s

(h h') » f  es m e dible y (Xh)'-f es medible.

A p l i c a n d o  l a  p r o p o s i c i ô n  a n t e r i o r  t e n e m o s  q u e  f^ c o n v e r g e  a f 

c a s i  u n i f o r m e m e n t e  e n  ( E , T ^ j ^ y  ) , y t a m b i c n  e n  (E,Tj^). ^

R r o p o s i c i ô n  2 3 : R c a  E u n  c o n j u n t o  y H u n a  F a m i l i a  d e  f u n c i o n e s  d e  

E e n  F  t a l  q u e  s é p a r a  p u n t o s  . E n t o n c e s  ( E ,  T^^) e s  c o m p a c t o  s i  y 

s ô l o  s i  p a r a  t o d a  h d e  // , h ( E )  e s  c o m p a c t o  e n  F .



100-

D F i M O R T R A C l O N :  S i  h p e r t e n e c e  a H  , e n t o n c e s  e s  c o n t i n u a  d e  ( E ,  T ^ )

a F  , p o r  t a n t o  li ( i; ) e s  c o m p a c t o  e n  F  .

C o m o  II scpari p u n t o s  r - n t o n c c s  (E, Tj^) s e  p u e d e  s u m e r -  

doiide = TR ,

{E,T )  --- " ---- i>ri]K,

g i r  e n   ̂̂  F  d o n d e  F  = TR , m e d i a u l c  l a  a p l i c a c i ô n  
heH

b
X  -------------------------------------- V  (  ] i  (  X  )  )  ^

s i e n d o  H  u n  h o m e o m o r  f i siiio d e  E e n  H ( E ) ,  l u e g o  H( E ) e s  c e r r a d o  

e n  ri b ( E )  c o m p a c t o ,  l u e g o  e s  c o m p a c t o .  P o r  t a n t o  ( E ,  T ^ )  e s  c o m 

p a c t  o . it

P r o p o s i c i ô n  2't : St'a E u n  c o n j u n t o  y H  u n a  f a m i l i a  d e  f u n c i o n e s  d e

E e n  IR t a l  q u e  h ( E )  e s  u n  c o m p a c t o  c n  , F  p a r a  t o d a  h d e  H  .

S i  H t i e n e  u n a  s u b f a m i l i a  H* n u m e r a b l e  q u e  c u m p l e :

a )  I I ’ s c pa r a p u n t o s  d e  E.

b )  ü a J o X d e  E e x i s t e  b d c I I ’ t a l  q u e  b ( x ) / 0.

E n t o n c e s ,  ( E , T ) e s  c o m p a c t o  y d a d a  u n  c s a c i o  d e  m e d i d a  f i n i t a

( fi, E ,  p) y u n a  s u c e s i ô n  d e  f u n c i o n e s  ( f ) _ ̂  d e  fi a E H - m e d  i -

h l e s t a l  q u e  c o n v c T - g c  c a s i l'unt url m e n  t c a u n a  f u n c i ô n  F d e  fi e n  F, ,

e n t o n c e s  convcr-g.e a t e. a s i u n  i 1 ormciiK'n t c .

D E M O R T P A i "  T O N  : E s  <'o n  s c c u e n ■’ i a d e l  t e n  r'cm a ? ?  y d e  l a  p r o p o s  i c i ô n

23. ,
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