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Heterogeneidad espacial en un modelo tridimensional minimo de nutrientes
y cianobacterias

Resumen:

Siendo el agua dulce un bien escaso e imprescindible para el consumo humano, las afloraciones
masivas de cianobacterias, que pueden producir metabolitos toxicos para numerosas especies, se
convierten en un problema de la salud ptblica relevante. Para poder anticipar sus efectos nocivos,
es conveniente predecir su evolucién y monitorizar su estado. Con el primer propdsito en mente,
en este Trabajo Fin de Grado simularemos su comportamiento en embalses y presas, tomando
como punto de partida de un modelo periédico bidimensional para fitoplancton. Se ha ampliado
su funcionalidad para el caso tridimensional, incluyendo la existencia de la superficie y el fondo
del embalses. También se ha incluido en el modelo el desplazamiento vertical que realizan las
cianobacterias a lo largo del dia, debido a los cambios de densidad que sufren en funcién de la luz
recibida. Los resultados de la extensién tridimensional, con los limites en el eje vertical, funciona
de forma adecuada para embalses de grandes dimensiones, la extensién al desplazamiento vertical
debe ser perfeccionada para su correcta interaccion con el resto del modelo.

Abstract:

As freshwater is a scarce and essential resource for human consumption, massive blooms of
cyanobacteria, which can produce metabolites that are toxic to numerous species, have become a
major public health problem. In order to anticipate their harmful effects, it is advisable to predict
their evolution and monitor their status. With the first purpose in mind, in this Final Degree Project
we will simulate their behavior in reservoirs and dams, taking as a starting point a two-dimensional
periodic model for phytoplankton. Its functionality has been extended to the three-dimensional
case, including the existence of the surface and bottom of the reservoir. The vertical displacement
of cyanobacteria throughout the day, due to their density changes and dependent on their incident
light, has also been included in the model. The results of the three-dimensional extension, with the
limits on the vertical axis, works adequately for reservoirs of large size; the extension to the vertical
displacement must be perfected for its correct interaction with the rest of the model.
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1. Introduccion

El agua dulce es un bien natural muy preciado e imprescindible en nuestro en dia a dia (p.e.
para producir energia, hidratarnos, cocinar, mantener la higiene...). Por lo que es importante su
almacenaje y tener un buen control de su calidad.

Este trabajo se centra en la simulacién, dentro del agua, de la distribucién espacio-temporal de
unos micro-organismos llamados cianobacterias. Estas bacterias son muy convenientes para la vida
en la tierra, ya que al igual que otros seres vivos como plantas y algas, realizan la fotosintesis para
generar sus propios nutrientes a partir de materia inorganica y producir oxigeno, que es liberado
a la atmosfera y permite la vida en la tierra tal y como la conocemos actualmente. El problema
es que las cianobacterias también producen compuestos téxicos para los seres humanos y para
otros seres vivos, convirtiendo el agua en la que habitan en no potable. Es por tanto importante el
monitorizar su localizacién y anticipar sus afloramientos masivos en embalses y presas [1], por lo
que este Trabajo de Fin de Grado (TFG) contribuiria a este segundo objetivo.

2. Objetivos

El objetivo global de este TFG es obtener, a partir de un modelo dindmico de la distribucion
bidimensional (en superficie) de fitoplancton, un modelo dindmico de la distribucién tridimensional
(en toda la masa de agua) adaptado al comportamiento de cianobacterias.

Para alcanzarlo, es necesario alcanzar los siguientes objetivos secundarios:

» Estudiar la fisica que rige la evolucién de los modelos.
= Extender un modelo 2D periddico existente en la literatura al caso 3D periédico.

= Anadir al modelo anterior condiciones contorno que permitan simular la superficie y fondo
de un embalse.

= Incluir al modelo fisico-matemaético el desplazamiento vertical de las cianobacterias.

= Simular los diferentes modelos propuestos y evaluar su funcionamiento.

3. Estudio Preliminar

Las simulacién realizadas en este trabajo tienen como base el modelo 2D de tipo Euleriano para
fitoplancton presentado en [2], que trabaja con concentraciones en vez del niimero de organismos y
un dominio soportado por un mallado bidimensional. El c6digo en MATLAB de la simulacién y el
modelo de dicho articulo fue facilitado por los tutores del TFG y traducido a Python como primera
aproximacion al trabajo. Este modelo 2D replica las interacciones entre nutrientes y fitoplancton
(cianobacterias en nuestro caso) a través de una funcién de respuesta Holling de tipo II [3], usadas
en ecologia para describir el comportamiento de las interacciones entre cazadores y presas. Las
funciones de tipo II se caracterizan por limitar la cantidad de alimento (nutrientes, N) que es
capaz de procesar el cazador (cianobacterias, P) en un periodo de tiempo determinado. También
incluye otra funcién Holling tipo II que tiene en cuenta como el zooplancton, también presente
en el agua, se alimentan a su vez de las cianobacterias, actuando como un sumidero a un ritmo
constante. Estas interacciones vienen descritas en las siguientes ecuaciones diferenciales,
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donde T representa el tiempo, Iy el ritmo de generacién de nutrientes (que nunca se acaban para
que las cianobacterias no mueran), k la cantidad de nutrientes en las cianobacterias, p el ritmo
maximo de crecimiento de las cianobacterias, Hy y Hp las constantes de semisaturacion de los
nutrientes y de las cianobacterias, my es el ritmo natural de desaparicién de nutrientes, y fp el
ritmo maximo de depredacion de las cianobacterias por parte del zooplancton a las cianobacterias.
Por tanto, las Ecuaciones (1) y (2) nos da la evolucién temporal de la cantidad de nutrientes y
cianobacterias.

Las unidades de las variables y pardametros involucrados en las ecuaciones anteriores se resumen
en la Tabla 1. Manipuldndolas conveniente, podemos simplificarlas y reescribirlas utilizando las
siguientes dos expresiones adimensionales,
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Por otra parte, la evolucién espacial de una concentracién ¢ se puede definir, de forma general
[4], mediante la siguiente expresién,

p - fpﬁ, (4)

%

5 = V(-Vyp+ DVy)=—-V(Vp)+V(DVy), (5)

Adveccién Difusién

donde D es el coeficiente de difusién (km?/dfa), el término de adveccién es causado por el campo
de velocidades V' del fluido en km/dia en el que se encuentra la concentracién, y el término de

difusién esta asociado al gradiente V = (%, 8%), en km™!, de la concentracién.

En [2], la adveccidn es producida por L remolinos, que generan un campo de velocidades adi-
mensional, en km (solo pudiendo adimensionalizar el tiempo), del fluido calculable como

0 0
0= () = (5= 50) (6)
Variable | Significado Unidades
T Tiempo dia
N Concentracién de nutrientes g/m?
P Concentracién de cianobacterias g/m?
T,y Posiciones en cartesianas en el mallado km
Parametro | Significado Unidades
Iy Ritmo de entrada de nutrientes g-m~2.dfa~!
7 Ritmo méximo de crecimiento de las cianobacterias dia~!
k Nutrientes en cianobacterias —
my Ritmo de desaparicién de nutrientes dia=!
fp Ritmo méaximo de alimentacién del zooplancton g-m~2.dfa"!
Hy Constante de semisaturacién de nutrientes g/m?
Hp Constante de semisaturacion de cianobacterias g/m?

Tabla 1: Variables y parametros de la reaccién



a partir de la ecuacién de flujo en
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donde 0 = +1 o — 1 es el sentido, horario y antihorario, de rotacién del remolino; (x;1,v1,1),
en km, su localizacién dentro del dominio; 7, en km, su alcance; y (x1;,v1,;), con j = 2 : 9, las
8 direcciones (N, S, E, O, NE, SE, NO, SO) en las que se replica cada remolino para lograr un
comportamiento periédico del dominio. Cabe indicar que 9 (z, y) esta en km?, hecho que se deduce
de la referencia [5], citada en [2].

Conviene resaltar que el calculo de las velocidades del fluido a partir del campo escalar ¥ (z, y)
puede realizarse también con una transformacién ¢’ (x,y) = —(x,y), siempre y cuando se cumpla
que su divergencia es nula, ya que en un fluido incompresible la densidad p es constante en el tiempo
t, por lo que por la ecuacién de continuidad (que aparece en las paginas 4 y 5 de [6]) implica que

gf—i—V(pv)—O = Vv=0 (8)

Se puede comprobar que la Ecuacién (6) cumple esta condicién, gracias a la periodicidad espacial
tanto en el eje x como en el y. Ademds, la comprobacién de esta condicién durante la simulacién
(que hard uso de primeras y segundas derivadas centrales periédicas de primer orden tal y como
se indica en las paginas 45 y 52 de [6]) nos permitira saber si el campo de velocidades generado es
correcto. Los valores numéricos obtenidos seran reescalados con un parametro v,,q,; en km, para
poder controlar la velocidad méxima del flujo, siendo también necesario multiplicar por p para
obtener las velocidades en km/dia.

El término de difusién se simplifica haciendo que el coeficiente de difusién D sea una matriz dia-
gonal diag(D,., D,), donde D, es un valor constante en km?/dfa, tras suponer la misma difusividad
para las direcciones laterales = e y. Su valor adimensional serd d, = p D, en km?.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, se obtienen las ecuaciones de Adveccién-Difusion-Reaccion
(ADR) adimensionalizadas, que definen la evolucién de las concentraciones adimensionales de nu-
trientes n y cianobacterias p en el tiempo adimensional ¢,
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donde los primeros términos del paréntesis deberdn tender a 0, debido a la Ecuacién (8), y V2 =
2 2 .
% + (%2 en km~2.
Para realizar las simulaciones se utiliza el método de Runge-Kutta de orden 4 (ver pdgina 165
de [6]), y se multiplican las concentraciones adimensionales de los nutrientes y las cianobacterias

por Hy v Hp, revirtiendo la adimensionalizacién realizadas, para interpretar mejor los resultados.

Ademads, antes de iniciar la simulacién tendremos que asegurarnos de que las condiciones iniciales
son adecuadas para que se produzcan oscilaciones en las concentraciones en torno a un punto de



equilibrio estable. Suponiendo derivadas temporales nulas en las Ecuaciones (3) y (4), se tiene que
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Resolviendo el sistema de Ecuaciones (11) y (12) obtenemos tres posibles soluciones o puntos
de equilibrio F; = (n;, p;). El primero (Fj en Ecuacién (13)) es trivial Fy. Los dos restantes, (F; en
Ecuacién (14) y F» en Ecuacién (15)) vienen de solucionar una ecuacién cuadratica.

in
Fp=(—2.0 13
0 (mn, ) ( )
n2+afp—2n—a+mnn+afp—zn =0 Flz(nla&"‘fp_l) (14)
p=lrip 1 Fy=(m, 2 f,—1)  (15)
n n2

En nuestro caso, usaremos el punto de equilibrio F} para ajustar las simulaciones de este TFG.
Un estudio mas profundo sobre los puntos de equilibrio y el por qué se toma este puede encontrarse
en [2].

En los siguientes apartados se explicaran los pasos seguidos durante la elaboracion de este
trabajo, los modelos fisico-matematicos utilizados y las modificaciones que se han ido haciendo,
para finalmente exponer el resultado obtenido y la conclusion final.

4. Desarrollos Realizados

Partiendo del modelo 2D explicado en la secciéon anterior, en esta seccién se desarrolla un
modelo 3D, se introducen unas condiciones de contorno en el eje z para eliminar su periodicidad
espacial (y de esta forma simular correctamente un embalse teniendo topes en su fondo y superficie),
se dota a las cianobacterias de densidad (para reproducir, debido a los cambios de densidad, los
desplazamientos verticales que realizan de forma independiente del flujo del fluido), y variaremos
estas densidades a lo largo del tiempo en funcién de la luminosidad del fluido [1].

4.1. Desarrollo del Modelo 3D

La mayoria de los pasos necesarios para convertir el modelo 2D de la seccién anterior en un
modelo 3D son triviales. Los pardmetros que antes usabamos por unidad de superficie pasan ahora a
definirse por unidad de volumen, y mantienen su valor. El mallado bidimensional usado en la simu-
lacién se convierte en un mallado tridimensional. El coeficiente de difusion sigue siendo constante
en todas las direcciones, siendo necesario anadir el valor de la direccién z D = diag(D,., D,, D,).
Las conversiones necesarias para el modelo completo (ADR) se pueden ver en la Tabla 2. Los pasos
para adimensionalizar las variables y parametros siguen siendo los mismos que para el modelo 2D.

La mayor dificultad se encuentra en la generaciéon del campo de velocidades tridimensional
v = (vg,vy,v;), pues la 9(x,y) propuesta en [2] solo esta definida para planos. Aunque existe
en la literatura una forma diferente de generar velocidades del fluido en 3D (véase la funcién de
flujo de Stokes [7]), no querfamos alejarnos de nuestro modelo inicial, que requiere de un medio
con agitacién turbulenta [5]. Con el objetivo de mantener esta condicién, se ha optado por usar 3
funciones de flujo. Para ello, observamos que la 1 (z,y) definida en (7) se puede interpretar como
una rotacién en torno al eje z. De forma forma analoga, podemos redefinir sendas funciones para las



Variable | Significado Unidades
T Tiempo dia
N Concentracién de nutrientes g/m?
P Concentracién de cianobacterias g/m?
T,Y,2 Posiciones en cartesianas en el mallado km
Parametro | Significado Unidades
In Ritmo de entrada de nutrientes g-m3-dia™!
7 Ritmo méaximo de crecimiento de las cianobacterias dia=!
k Nutrientes en cianobacterias —
my Ritmo de desaparicién de nutrientes dfa~!
fp Ritmo méximo de alimentacién del zooplancton g-m™3.dfa?
Hy Constante de semisaturacién de nutrientes g/m3
Hp Constante de semisaturacion de cianobacterias g/m?
Vmaz Velocidad méxima de reescalado adimensional km
D Coeficiente de difusién km?/dia

Tabla 2: Variables y pardmetros en tres dimensiones

rotaciones en torno a cada uno de los dos ejes restantes. De esta forma, podemos definir ¥ (x, y, 2),
vo(x,y, 2) y P¥3(x,y, z) como las siguientes funciones de flujo que rotan en torno a los ejes z, y y .

L 27 _ N2 . N2
¢1($,y,z)=ZZJlexp(—(x 1) —;(y ) ):'vlz <6w1 —%, 0) Rota eje z

=1 j=1 T Oy’ Oz
(16)
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Y3(x,y,2) = lz;;al exp< 7"12 — w3 = |0, 95 3y Rota ejex
(18)

Esta opcién no es totalmente novedosa, ya que existen publicaciones en las que se genera un
campo de velocidades a partir de dos funciones de flujo bidimensionales [8]. Las definiciones para el
calculo de los campos de velocidad v1, v2 y vs, al igual que para (6), son arbitrarias, pudiendo variar
en el signo siempre y cuando cumplan de forma independiente la condicién de divergencia nula (8),.
Finalmente, se puede calcular como campo de velocidades del fluido como v = vy + v2 + v3, ya que
también cumple, tal y como se muestra en la siguiente expresién, que su divergencia es nula.

Vv =0,Vvy=0,Vvs=0 — Vv=V(v;+ve+wv3)=Vv;+Vue+Vuz=0. (19)

Ademsds, la suma de los campos de velocidades asociados a cada funcién de flujo hace los L
remolinos contribuyan en todas las direcciones. En este caso y para lograr la periodicidad del mo-
delo en las 3 direcciones, es necesario extender de forma periédica el punto original del remolino
en las 27 direcciones posibles. Con todo lo anterior finalmente podemos obtener una version tridi-
mensional para las ecuaciones de ADR para las concentraciones adimensionales de nutrientes (20)
y cianobacterias (21).
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4.2. Condiciones de contorno espaciales

Para conseguir unas condiciones no periédicas en el eje z, y poder simular asi el fondo y la
superficie del embalse, sustituimos el calculo de las derivadas con respecto a la posicion z, pre-
viamente realizadas mediante una derivada central periédica, por una expresién alternativa que
permite imponer la condicién de Neumann en las fronteras (i.e. d¢/dn = 0, donde ¢ es una funcién
cualquiera y n el vector normal en la frontera).

Para ello aplicamos las denominadas celdas fantasma (ghost cells o ghost point, ver paginas
57-58 [6]), de forma que la derivada central en los bordes se calcula como si hubiera una celda mas
fuera de la frontera con el mismo valor que la adyacente a esta, como si se tratase de un reflejo (i.e.
haciendo ¢[min — 1] = ¢[min + 1] y ¢[mazx + 1] = ¢[maz — 1], de forma que se obtenga el valor 0
en la variable ¢ bajo estudio, debido a la definicién de la primera derivada central definicién (pég.
45 [6]). En el caso que nos ocupa, esto se traduce en hacer

op
0z

op
0z

on
" 0z

on
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=0, (22

Zmax

=0, v,

Zmin

Vy =0, =0,

Zmax Zmin Zmax Zmin

donde z € [zZmin, Zmaz) €n km, siendo el fondo zpim < 0y Zmar > 0 la superficie en nuestro
modelo. Las segundas derivadas (pag. 52 [6]) también deben tener esta celda extra en su calculo

para mantener la coherencia. Aqui nos surge otro problema, porque el aplicar esta derivada a la
hora obtener v no es valido, ya que las terceras componentes de las velocidades no son obtenidas
mediante la derivada en z en las Ecuaciones (17) y (18). Por lo que para obtener velocidades nulas
en la frontera del eje z, hemos invertido las posiciones en z y las rotaciones del eje x e y de los
remolinos que se encuentran en los dominios superiores e inferiores, produciendo asi el mismo efecto
del reflejo de las celdas fantasma, evitando saltos bruscos de velocidad, y manteniendo a su vez
todas las condiciones anteriores.

Plano xzeny =-12.29 km
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(a) Rotaciones en el eje y (b) Valores de v, en y =-12.29 km

Figura 1: Aplicacién de las condiciones de contorno.



En la Figura 1a podemos observar las posiciones de los remolinos para el plano x — z, utilizando
un color diferente para representar cada sentido de rotacién en el eje y. En ella se puede apreciar
el reflejo con respecto a las lineas horizontales, siendo el dominio original el que se encuentra en
el centro de la figura. La figura 1b nos muestra los valores dimensionales de la velocidad en la
componente z (v;) en y =-12.29 km, donde podemos apreciar los valores cercanos a 0 en para la
superficie en zyq; = 25 km y 2, = -25 km, viendo como ademas se mantiene la periodicidad para
v, en el eje z.

4.3. Densidad de las Cianobacterias en Funcién de la Irradiancia

Las densidades son anadidas como una dimensién extra en la simulacién, por lo que habra que
modificar las Ecuaciones ADR (20) y (21) para incorporarla, solo siendo necesario adimensionalizar
algunas definiciones del desarrollo de este apartado. En esta caso se encuentra la densidad celular

Peell €n kg/ m?, siendo su adimensionalizacién p?ﬁﬁm = Peell * 1(1)01{0; . H%:' De la misma forma se debe

adim

Sl paso importante para el clculo de las integraciones y derivadas centrales

adimensionalizar d p

de la densidad.

Por una parte, las cianobacterias en la naturaleza se agrupan formando colonias, por lo que se
ha de distinguir entre las densidades celulares pecn y las densidades de las colonias pcolony. Ambas
densidades se encuentran relacionados por la siguiente expresién,

Pcolony = Pcell Mcell (1 - ngas) + Pmuc (1 - ncell)a (23)

donde ngepl y ngas son las proporciones de la colonia formada por células y gas respectivamente, y
Pmuc la densidad del mucilago, otra sustancia que compone las colonias [1].

La densidad de la colonia peolony € la que usamos para calcular la flotabilidad. Considerando
nuestra colonia esférica, por el principio de Archimedes (ver paginas 394-396 de [9]), el empuje E
que sufre nuestra colonia al estar dentro del fluido es

4
B = o371 0 24)

donde pp,0 es la densidad del agua, R el radio de la colonia, y g = (0,0, —g) la aceleracién de la
gravedad. El empuje E es contrarrestado (ver paginas 102-103 de [9])) por el peso W de la colonia

4
W = Mcollony * 9 = Pcolony <37TR3) - g9, (25)

donde Mmeoliony €s la masa de la colonia. La misma, durante su desplazamiento vertical sufrird una
fuerza de rozamiento debido a la viscosidad dindmica n del agua, que segin la ley de Stokes (pdginas
60-61 [10]), se puede definir con

F.=6mnR Vcolony (26)

donde Veolony = (0,0, v, colony) €s la velocidad de desplazamiento de la colonia, que tratdndose de
un movimiento vertical tendra solo componente z. Al usar la ley de Stokes estamos suponiendo un
nimero de Reynolds (pagina 98 [10]) bajo, y por lo tanto un flujo laminar, hecho que comprobaremos
mas adelante. Finalmente, la colonia esta sometida a la fuerza neta

4 dv 1
Fneta = Mcolony * Qcolony = W —-FE— Fr = Pcolony <37TR3> : % (27)



dv . s . .
donde acoliony = % es la aceleracion que sufre la colonia. Los signos de las fuerzas se han

tomado de forma que la aceleracién sea positiva hacia la superficie, en el sentido positivo del eje z.

En la situacién de equilibrio en la que la Ecuacién (27) se iguale a cero, la velocidad de la
colonia veiony €8 constante y su valor

. Rz(pcolony - PHQO)Q
n

Nl )

(28)

Vlim = Ucolony

equilibrio

El resultado anterior se le conoce como velocidad limite de Stokes vy, (pdginas 60-61 [10]).
Integrando las dos ultimas igualdades de la Ecuacién (27), obtenemos que la velocidad de la colonia
en funcién del tiempo t se puede obtener con

9
'Ucolony(t) = Vlim (1 - exp(_mpnlt)> = Vlim (1 - eXp(_
colony

). (29)

Tcolony

donde Tcolony = 2R2pcolony /9n es el tiempo de relajacién o respuesta, que da cuenta de cuanto
tarda colonia en volver al estado de equilibrio tras una perturbacién, en nuestro caso las fuerzas
que actian sobre ella. Sustituyendo en esta ultima expresién los valores de la Tabla 3 (usando
Peolony = P mean colony COMO aproximacion), se obtiene que Tojony €s del orden de 10~* s, pudiéndose,
por lo tanto, aproximar Veelony(t) = Viim en la Ecuacién (29). Tomando como vmax = 0.3 km [2],
se puede calcular la velocidad maxima del fluido Vijaxy = Vmax - 1(1)(11(3nm . 36%)8[.{;43 - i en unidades del

Sistema Internacional, y determinar que el niimero de Stokes [11] es

Vinaz _ R Pcolony Vinaz
R 9n

, (30)

St = Teollony

es del orden de 1072. Este valor de St implica que las cianobacterias seguiran las lineas del flujo
rodeando posibles obstaculos, por lo que sus colonias no tienen inercia. Volviendo al comentario
anterior sobre el nimero de Reynolds Re (pagina 98 [10], modificado para nuestro caso), este se
puede relacionar con el de Stokes de la Ecuacién (30) de la siguiente forma,

— 2P0 Vmax ]t Re = 15010 g, (31)
n Pcolony

Re

obteniéndose que Re ~ 0.17 < 1, lo que justifica el uso de la ley de Stokes para obtener la velocidad
limite de la colonia mediante la Ecuacién (26). Analizando dicha expresién y teniendo en cuenta
que g = (0,0, —g), se obtiene la siguiente expresién para la velocidad limite en la direccion z.

2 RQ(pHQO - pcolony)g
Vlim,z = 9 : n (32)

Simbolo | Nombre Valor (SI) Referencia
n Viscosidad dindmica del fluido (20°C, 1 atm) | 0.0010016 Pa - s [12]
R Radio de la colonia (10xRadio cianobacteria) | 10 - 5 x 107¢ m [13]
Pmean colony | Densidad de la colonia (media) 997.5kg/m3 1]
PH0 Densidad del agua (20°C, latm) 998.21 kg/m3 [12]
g Aceleracién gravitatoria 9.8 m/s? -
Vinaz Velocidad maxima del flujo 1.73x107% m/s 2]

Tabla 3: Valores de la variables de las Ecuaciones (28)-(31) en el Sistema Internacional



Gracias a ella, se puede comprobar que si pg,0 — Peolony > 0 entonces vy , > 0, y la colonia de
cianobacterias ascendera.

La ecuacién (32) es la que hay que adimensionalizar, pasando primero de m/s a km/dia, y
multiplicando a continuacién el tiempo multiplicando por u. Por lo tanto, denotaremos la velocidad
limite adimensional como
lkm 3600-24s 1

adim
Wim . . 33
Ylim,z = Ylimoz " 300070 1dia (33)

Por otra parte, la densidad celular evolucionaran en funcién de la irradiancia solar que reciba.
Para simular esta evolucién, obtendremos la irradiancia en la superficie de nuestro fluido Ig en
funcién del tiempo T en dias, con la siguiente expresion, cuyos parametros se encuentran en la

Tabla 4.
T - Tnoon

Is(T) = max (O y (Imax — Loffset) + Sin (271' + 7r/2) + Ioﬁrset> (34)

Durante la simulacion se introducen en la funcién tiempos adimensionales ¢, por lo que tanto
Tgay como Thoon deberdn adimensionalizarse (tqay = it Tdays tnoon = £t Thoon) Para obtener el valor
de la irradiancia en superficie en W m™2. Su valor decae a medida que se profundiza en fluido segtin
la ley de Beer—Lambert [1],

Td ay

I(2,1) = Is(t) - exp (Ki (2 — @) : 1000), (35)

donde ¢ ya es el tiempo adimensional, Ki el coeficiente de atenuacion de luz (que depende de la
longitud de onda y de la composicion del material que atraviesa, y cuyo valor, para nuestro caso, se
presenta en la Tabla 4), ziax — Zmin 1a longitud vertical, zpax > 0 el valor de la superficie y zpin < 0
el valor del fondo. La forma del exponente se debe a que introducimos los valores de distancias del
eje z en kilémetros.

Con lo anteriormente expuesto, la densidad celular en funcién de la irradiancia varia segin las
dos expresiones siguientes,

ag;f“ (2,8) =B I(z,t) - exp(—I(z,1)/Io) + v siI(z,t) > Iim, (36)
a,Ocell _ A A .
5T (z,t) =—a-A,-H(A)) si I(z,t), < Diim (37)
Parametro | Descripcién Valor
Tnax Irradiancia maxima 800 Wm—2
Iofset Desfase de irradiancia 200 Wm™2
Tgay Duracion del dia 1 dia
Thoon Hora del mediodfa (irradiancia méxima) 0.5 dia
Ki Coeficiente de atenuacion de luz 0.5m™!
15} Factor de normalizacién 1.5x1073 ¢2m—3
Iy Irradiancia limite de foto-inhibicién 146.43 Wm—2
Lim Irradiancia limite o umbral 5.57 Wm—2
¥ Tasa media de cambio en condiciones oscuras | -8.3x1073 kgm™3s7!
« Tasa de decaimiento de densidad celular 4.7x107* 7!
C, Densidad minima de la célula 1010 kgm™3

Tabla 4: Parametros del modelo de irradiancia
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donde A, = pcen — C,, C, la densidad minima de una cianobacteria y H la funcién escalén de
Heaviside, que devuelve el valor 1 en el caso de A, > 1y 0 en caso contrario. Ademds, para un
tiempo adimensional ¢ y una altura z en km obtenemos un valor para la irradiancia I en Wm™2,
y si esta supera el valor umbral [, tendremos que la variacién de densidad dependera de la
irradiancia, y en caso contrario, que decrece con el tiempo en funciéon del valor de la densidad
celular peo que se trate. Estos dos escenarios nos devuelven % en unidades de kg /(m?- s),
siendo este un valor que se ha de adimensionalizar también para poder usarlo en la simulacion,

: PRI Opeen  1000g 3600245 1
mediante =g = 5 - T2 g am

Tras haber desarrollado y adimensionalizado el modelo de la referencia [1], vamos a modificar
las ecuaciones de ADR para tener en cuenta las densidades.

Los nutrientes sélo se ven afectados en el término de la reaccién,

on n
L2t —nVv—vV d, V? i — 0 ————— Dint — 38
at(myz )= nVv—ovVn + d.Vn + i, a(1+n)pmt My N (38)
Adveccién Difusién
Reaccion

ya que ahora tenemos cianobacterias con distintos valores de densidades. Por tanto necesitamos
contabilizar que todas a la hora de consumir nutrientes integrando con respecto a la densidad

dim

adim adim adim

_ pcell max di . .
pint(T,y, 2,1) = fpigﬁmmm p(x,y, 2, t, pos 9) d Pl siendo pigi™ 5 Y Phell max las densidades celu-

lares adimensionales con menor y mayor valor para nuestra simulacién, considerando asi que las
cianobacterias absorben nutrientes a un mismo ritmo, independientemente de la densidad celular.

Para el caso de las cianobacterias, tendremos que pasar de una simulacién tridimensional (en
la que se tienen en cuenta las velocidades en el espacio tridimensional) a una cuatridimensional
(anadiendo la densidad celular). Por lo tanto, en el campo de velocidades de la adveccién, tendremos
que anadir el movimiento vertical que proporcione la velocidad limite de Stokes adimensionalizada
para la componente z calculada con la Ecuacién (33), y anadir la velocidad con la que cambia la
densidad celular adimensional como cuarta componente.

adi dim  OP2™
(x Y,z pcelllm t) ('UI y Uy Uz + ’Uﬁnin; ’ 5? ) (39)

También hay que definir una nueva divergencia V = (9/9z,9/0y,d/0z,0/0p>3m), siendo tini-
camente la parte espacial la que tiene unidades (km~1).

Adicionalmente, para el término de la difusién incluimos la difusividad de la densidad D,
n (kg - m3)? . dfa”!, también constante, siendo el coeficiente de difusién una matriz D =
diag(D,, Dy, D,,D,), que adimensionalizado queda como d = diag(d,,d,,d,,d,) siendo d, =
D . 100g% 10°¢%  10°m? 1

P 1kg? 1kg? 1km? pHZ®

Tras los cambios anteriormente mencionados, se obtiene la siguiente expresion para la evolucion

de la concentracion de cianobacterias

0
8;: (22,2 pal", 1) = =PV — v Vp Adveccion
82 (92 2 82
dy, AT g 9 Difusic
+ (8 2" 92 + 622)p + ap (apggl,lm)Q D ifusién
n Dint P »
n . Pt \ P \
+ < (1+mn) Pint = Jp 1+ pmt> Dint Reaccién (40)

Al igual que la divergencia, el laplaciano que aparece en el desarrollo de la difusién se ve

. e ez 2 _ 5?2 52 —92 , . .
modificado, convirtiéndose en V 7zt 6y2 922 1 g(udrmye > €N km™* para los términos espaciales.

cell
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La parte de la reaccién también tendra que integrar las concentraciones de cianobacterias respecto
a la densidad para el buen funcionamiento de las funciones tipo Holling [3], siendo necesario en
este caso anadir un término para la proporcionalidad p/pin: ya que si la concentracién es superior
a un valor dado, esta contribuird en mayor medida a la absorcién total de nutrientes y tendra
mas probabilidades de ser presa del zooplancton. Finalmente, hay que comentar que la condicién
de divergencia nula (ver Ecuacién (19)) solo se debe cumplir para el fluido, no considerando en

adim

i 0 P . . L.
adim o, %. Ademds, a la hora de establecer las condiciones iniciales de las

lim,z
concentraciones, conviene acercar sus valores a los del punto de equilibrio (Ecuacién (14)), teniendo

en cuenta para ello el valor de p corresponderd al de todas las densidades (i.e. pint).

ella los términos de v

5. Resultados

En la seccion de los resultados distinguiremos dos partes. En la primera se exponen los resultados
del modelo tridimensional sin las densidades, en la que nos centraremos principalmente en la versién
con condiciones de contorno aplicadas. Esta decisién se toma porque visualmente son muy similares
y la aplicacién de las condiciones de contorno tiene mayor interés. La otra parte serda del modelo
que incorpora las densidades, para el que se presentan pequenas simulaciones que prueban su
compatibilidad con el primer modelo [2], y en el que se usan solo algunas partes de las ecuaciones
de ADR en cada prueba. Se realizard también una discusion general de los resultados. Material
adicional en GitHub: https://github.com/DanielGC99-hub/TFG

5.1. Modelo 3D Sin Densidades

Tanto para la simulacién periédica como en la que aplicamos condiciones de contorno en z, se
utilizan los los valores de los pardmetros de la Tabla 5 que provienen de [2]. Los correspondientes
valores de los parametros adimensionalizados se recogen en la Tabla 6.

Ademss, el dominio espacial de la simulacién serd un cubo cuyas dimensiones irdn de xymin =
Ymin = Zmin = -25 & Tmax = Ymax = Zmax = 20 km en todos los ejes (z,y, z), cada eje estard dividido

Parametro | Significado Valor

In Ritmo de entrada de nutrientes 0.00225 g-m~3-dia~!
I Ritmo méximo de crecimiento de las cianobacterias 0.5 dia=!
k Nutrientes en cianobacterias 0.01

my Ritmo de desaparicién de nutrientes 0.015 dia=!

fp Ritmo maximo de alimentacion del zooplancton 1.8 g¢m~3.dfa~!

Hy Constante de semisaturaciéon de nutrientes 0.005 g/m?

Hp Constante de semisaturacion de cianobacterias 4.0 g/m?

D, Coeficiente de difusion 0.045 km? /dia

Tabla 5: Parametros 3D de la simulacién

Parametro | Conversién o Significado Valor adimensional
in In/(pHp) 0.9
a kHp/HN 8.0
My, my/p 0.03
o fr/(uHp) 0.9
dy Dy/u 0.09
Umagz Velocidad méxima adimensional 0.3 km

Tabla 6: Parametros adimensionales
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Plano xy en z = -25.00 km Plano xy en z = 25.00 km
para T = Dia 28.00 para T = Dia 28.00

Plano xy en z = -25.00 km
050 para T = Dia 28.00

Plano xy en z = 25.00 km

para T = Dia 28.00

(g/m?)

y (km)
y (km)

030

o
x (km)

o
x (km)

(a) Periédico (b) No periddico

Figura 2: Comparativa Fondo (z = - 25 km) - Superficie (z = 25 km) de las concentraciones de los
dos modelos sin densidades

en 60 celdas, constituyéndose un mallado de 60x60x 60 cubos de 0,833 x0,833 % 0,833 km? cada uno.
Por lo tanto, se usard de = dy = dz = 0,833 km para el célculo de las derivadas centrales. El campo
de velocidad v lo generan L = 100 remolinos. Sus posiciones dentro del dominio (271,411, 2,1), sus
sentidos de rotacién oy y sis alcances r; seran generados de forma aleatoria (pero con una semilla
seed fija) siguiendo una distribucién uniforme dentro del dominio para las posiciones, equiprobable
para los sentidos y en el rango [5,20] km para el alcance. Esta semilla serd la misma tanto para la
simulacién periddica como para la no peridédica en z, usando ademas para esta tultima la generacién
del campo de velocidades y las derivadas centrales comentadas en el apartado 4.2.

Las condiciones iniciales para las concentraciones usadas en ambos casos han sido

Pz, y, z,T:O):2+A<sin <2”> + sin (2”» (41)

Tmax — Lmin Zmax — Zmin

N (z, v, z,T:O):2+A<sin (2”) + sin (%Z)) (42)

Ymax — Ymin Zmax — “min

en unidades de g/m?, siendo la amplitud A =0.5. Las condiciones iniciales son adimensionalizadas
con la conversién descrita en el modelo 2D, para posteriormente acercar su valor a el punto de
equilibrio (14) antes de iniciar la simulacién. La simulacién que se expone ha sido realizada para un
periodo de tiempo de 120 dias, con intervalos de tiempo de dT" = 0.1 dia, con valor adimensional
dt = pu-dT = 0.05 para la integracién por Runge-Kutta de cuarto orden de las ecuaciones ADR
adimensionales de las Ecuaciones (20) y (21).

En la Figura 2, se muestran las concentraciones de cianobacterias en los fondos y superficies
(planos zy en zmin ¥ Zmax) del modelo periédico y no periddico, se puede apreciar como para el
mismo instante de tiempo (dia 28) de las simulaciones ya hay diferencias en los resultados de ambos
modelos (ambos con misma semilla y pardmetros). La Figura 1 del apartado 4.2 también pertenece
a la simulacién del modelo no periédico. El campo de velocidades para el modelo no periédico tiene
un valor maximo (valores absolutos) divergencia la divergencia de Vv = 0.013 km en unidades
adimensionales, notoriamente superior a la del modelo periédico (Vv = 7.4x10717 km), pero no
tanto si la comparamos la velocidad maxima del flujo vyax = 0.3 km, y por tanto dando por
cumplida la condicién de la divergencia nula de la Ecuacién 19 en ambos modelos.

En la evolucién de la simulacién que aparecen de la Figuras 3 y 4, se puede apreciar patrones
esféricos que se van repitiendo en posiciones diferentes, observando como las cianobacterias rodean
a los nutrientes y se van alimentando de estos hasta que no quedan, quedandose aisladas de los
nutrientes que se han ido generando en las otras zonas del dominio donde habia menos cianobac-
terias, para finalmente desaparecer por la falta de nutrientes, que vuelven a aparecer en el hueco
dejado, repitiendo el ciclo (oscilacién entorno al punto de equilibrio de la Ecuacién (14)).
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(b) Concentracién de Nutrientes

Figura 3: Concentraciones dia 20, 30, 40, 50. Modelo No Periédico.

Dia 60.00 Dia 70.00 Dia 80.00 Dia 90.00

2z (km)
2z (km)
z (km)

Concentracién (g/m?)

o
* (k) 10 2 -20

(a) Concentracién de Cianobacterias

Dia 60.00 Dia 70.00 Dia 80.00 Dia 90.00
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7 (km)
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Z (km)

003
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Concentracién (g/m?)

001

0
Xlkmy P 2

(b) Concentracién de Nutrientes

Figura 4: Concentraciones dia 60, 70, 80, 90. Modelo No Perédico. Corte en plano y — z = 0.

5.2. Modelo 3D Con Densidades

Se ha usado como base el modelo 3D periédico, con un campo de velocidad generado por L =
20 remolinos, con lo parametros adimensionales de la Tabla 6 y como coeficiente adimensional de
la difusién de la densidad d,, de forma arbitraria ya que no se usa bibliografia para este parametro,
usamos el mismo valor que para d,.. El dominio es un cubo, con dimensiones entre i, = Ymin =
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Zmin = -D & Tmax = Ymax = Zmax = D Km en todos los ejes (z,v, z), 20 celdas por eje, y un mallado
de 20x 20x 20, donde cada pequeiio cubo mide 0.5x 0.5x 0.5 km? (dz, dy, dz).

La dimensién que tendra en cuenta la densidad estard comprendido entre los valores pceirmin =
1025 kg/m3 y peettmaz 1065 kg/m3 (de acuerdo con los valores sugeridos en [1]), estando dividida
en 20 celdas, cada valor separado por d p.; = 2 kg/m3. Estos valores se adimensionalizan segiin las
conversiones comentadas en el apartado 4.3. La diferencia para las distintas pruebas que se realizan
en este apartado radica en las condiciones iniciales.

Para probar el comportamiento de la difusién se ha usado una concentracién inicial de cianobac-
terias con la distribucién gaussiana esférica de la siguiente expresion (paginas 24-25 [14], eliminando
la normalizacion)

P(xz,y,2, T=0)= Bexp <— (43)

(z —20)* + (y — y0)* + (2 — 20)2>

202 ’
centrada en (2o, Yo, 2z0)=(0,0,0), con una amplitud B = 1.5 g/m? y una desviacién estdndar o =
2 km. Ademaés, se trunca su valor a cero cuando el radio de la estera muestreado es superior a
3 km. Como se puede observar la Ecuacién (43) no depende de pcep, esto es intencional. Con el
objetivo de facilitar el estudio de la difusién en la densidad pce, hacemos que solo las celdas pares
de densidad tomen este valor, no teniendo ninguna concentracién en las impares (la posicién ¢ que
ocupa el valor dentro de la dimensién discretizada, peen[g] siendo ¢ = 0, 1, ..., celdas — 1 en Pyhton).
Ademss, la concentracién inicial de nutrientes es

1 sixe|-2,37,42,37] km
N (o9, 2 T =0) = AT 2T
2 resto
Finalmente, durante la simulacion, se utiliza la correspondiente adimensionalizacion, sin ajustar
para el punto de estabilidad (14), pasos de tiempo dT = 0.1 dia y una duracién de T" = 80 dias.

En las Figuras 5a y 5b (hay dos figuras para T' = 0 dias, debido a que el visualizador fallaba en
representar dos imégenes con concentracién 0), se puede observar que para la celda ¢ = 1 (peen[1]
o [pos.1] encima de la figura) para T' = 0 dias no hay concentracién, y en la Figura 5¢ que para
T = 15 dias, en las mismas posiciones aparece concentracién, teniendo més concentraciéon para y =
0.26 km al ser el punto més cercano al centro del dominio, y por tanto, donde mayor concentracion
hay debido a las condiciones iniciales impuestas en la Ecuaciéon 43 . También obtenemos un buen
comportamiento de las concentraciones de los nutrientes (Figura 6) difundiéndose y manteniendo
la periodicidad en z, y de las cianobacterias con peen[l] (Figura 7), con celda impar, que inicial-
mente tenia una densidad que se ha ido difundiendo tanto espacialmente como a otras densidades
adyacentes (como es el caso de peen[0]).

y =0.26 km T = Dia 15.00,
Densidad 1027.11 kg/m® [pos.1]

1+

2z (km)
n (g/m?)

,,,,,

y =-3.42 km T = Dia 0.00, 0100 y =0.26 km T = Dia 0.00, 0100 y =-3.42 km T = Dia 15.00,
Densidad 1027.11 kg/m? [pos.1] Densidad 1027.11 kg/m? [pos.1] Densidad 1027.11 kg/m? [pos.1]
0075
~0075
< tem)

Concentr (g/m?)
2 (km)
. .
| .
Concentracién (g/m?)
(km)

nnnnn

-4 -2 o 2 4
x (km) 1km)

) Condiciones (b) Condiciones
1n1c1ales Peen[1] iniciales peen[1] (¢) Concentracién en T = 25 dia de peen[1]

Figura 5: Evoluciéon Concentracién P.Densidad impar peepi[1] =1027.11 kg/m? (Prueba Difusién)
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Plano xz paray = -3.42 km Plano xz paray = 0.26 km Plano xz paray = -3.42 km
T = Dia 0.00 T = Dia

Plano xz paray = 0.26 km
0.00 2o T = Dia 15.00 Dia 15

T = D 00
2 2 :E 2 2
- x an) ! ‘ x [:m} ‘ ‘ x [:m} : ‘ - : x (zm’ ’ ‘
(a) Condiciones iniciales N (b) Concentracién en T' =25 dia de N

Figura 6: Evolucién Concentracién N (Prueba Difusion)

y =-3.42km T = Dia 0.00,

y =0.26 km T = Dia 0.00, y =-3.42 km T = Dia 15.00,
Densidad 1025.00 kg/m? [pos.0]

Densidad 1025.00 kg/m? [pos.0] Densidad 1025.00 kg/m? [pos.0]
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y =0.26 km T = Dia 15.00,
Densidad 1025.00 kg/m? [pos.0]
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MR o 2 4
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z (km)
Concentracién (g/m?)
2 (km)
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Concentracién (g/m?)

-4 -2 0 2 4
x (km) x (km) x (km)

(a) Concentracién inicial de peen[0] (b) Concentracién en T' = 25 dia de peen[0]

Figura 7: Evolucién Concentracién P. Densidad impar peen[0] =1025.0 kg/m? (Prueba Difusién)

Para las pruebas de la reaccién, se han usado las mismas condiciones iniciales para las cianobac-
terias (Ecuacién 43), esta vez sin dejar densidades sin concentracién. Las concentraciones iniciales
de nutrientes son 1 g/m? para todo el espacio, esta vez ajustando al punto de estabilidad. Al ser
la reaccion lo que estamos evaluando es importante ajustar las condiciones iniciales al punto de
equilibrio de la Ecuacién (14), teniendo en cuenta que para el modelo con densidades se utiliza la
integracion p;nt, como se comenté al final del apartado 4.3. Para el aspecto temporal, se utilizando
las mismas condiciones anteriores.

Plano xz paray = -3.42 km Plano xz paray = 0.26 km Plano X_eralr;y 5 6%42 km Plano xz paray = 0.26 km
; y = Dia 2.

T = Dia 0.00 T = Dia 0.00 = T = Dia 2.00 0o
.
- oo - - -10
- x (km) B ’ x (km) B - x (km) h - x (km)
(a) Condiciones iniciales N (b) Concentracién en T' =2 dfa de N

Figura 8: Evoluciéon de las Concentraciones de Nutrientes(Prueba Reaccién)
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y =-3.42 km T = Dia 0.00,
Densidad 1035.53 kg/m? [pos.5]

y =0.26 km T = Dia 0.00,
Densidad 1035.53 kg/m? [pos.5]

y =-3.42km T = Dia 2.00, y =0.26 km T = Dia 2.00,
Densidad 1035.53 kg/m? [pos.5] Densidad 1035.53 kg/m? [pos.5]
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(a) Condiciones iniciales (b) Concentracién en T' =2 dia
peeit]5]=1035.53 kg /m? peent]5]=1035.53 kg/m?

Figura 9: Evolucién de las Concentraciones de Cianobacterias (Prueba Reaccién)

Como se puede observar para las concentraciones de nutrientes de la Figura 8b, en un corto
periodo de tiempo (7" = 2 dias) aparecen concentraciones negativas. Las concentraciones cianobac-
terias cercanas al centro del dominio que aparecen en la Figura 9a consumen los nutrientes presentes
en ese volumen, y acaban apareciendo concentraciones de cianobacterias altas en el centro (Figura
9b), que no hacen més que aumentar con el tiempo (7' > 2 dia), al igual que siguen disminuyendo
las de nutrientes.

Para la adveccién se han usado las mismas condiciones que para reaccién, quitando el ajuste al
punto de equilibrio, en este caso se han probado varios escenarios que se discutirdn mas adelante,
no habiendo obtenido resultados satisfactorios para la incorporacion de las densidades. Si que se
ha podido apreciar el movimiento vertical debido a la velocidad limite (Figura 10), siendo la tnica
contribucién al campo de velocidades, tras impedir la aparicion de concentraciones negativas, que
ocupaban el espacio tras el desplazamiento.

=0.26 km T = Dia 40.00, y = 0.26 km T = Dfa 40.00, 0.15
Den5|dad 1025.00 kg/m? [pos.0] Densidad 1065.00 kg/m> [pos.19]
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°
o
&

(c) Velocidad limite adimensional
(a) Movimiento peen[0] (b) Movimiento peen[19] en funcién de peey

Figura 10: Movimiento vertical de las Cianobacterias (Prueba Adveccién)

La Figura 10c nos muestra una grafica que representa la velocidad limite adimensional vﬁfﬁ’g
en funcién de la densidad celular peen (Ecuacién (32) con el paso de la Ecuacién (23) y con la
adimensionalizacién de la Ecuacién (33)). Teniendo la grafica como referencia, podemos observar
como para un tiempo 7' = 40 dfas, para la menor densidad peell,min = peei[0] (Figura 10a) se ha
producido un desplazamiento hacia el sentido positivo del eje z de las concentraciones de cianobac-
terias, y para el caso de mayor densidad peell max = Peenl[19] (Figura 10b) tenemos el caso contrario
de desplazamiento, habiéndose recorrido una distancia menor con respecto a su posicién inicial en
el centro del dominio para el mismo tiempo 71" = 40 dias. La concentracién que aparece en la parte

inferior de la Figura 10a se debe a la periodicidad del modelo.
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5.3. Discusion General

Tras un andlisis detallado, se ha llegado a la conclusién de que el principal problema para
al anadir densidades se debe incompatibilidad con las unidades de los dos modelos usados. Las
distancias del modelo 2D [2] estdn en km, mientras que las del modelo que estamos usando para
anadir las densidades [1] estdn en metros, lo que supone un problema a la hora de aplicar la ley de
Beer-Lambert (Ecuacién (35)) para la atenuacién de la irradiancia, ya que solo llega a la primera
capa del mallado. Si se reducen las dimensiones espaciales y se aumenta el nimero de cubos en el
mallado del modelo base, reduciendo (dz, dy, dz), las derivadas espaciales dan nimeros demasiado
altos debido a su definicién (pédginas 45 y 52 de [6]). Pasar los pardmetros que dependen de la
distancia (Umax y dr) también genera problemas, esta vez en las ecuaciones de ADR. Probando con
las simulaciones pequenas expuestas en el apartado 5.2, podemos ver que hay partes funcionales.
La difusién espacial (Figura 6 y 7) tanto de nutrientes como de cianobacterias se desarrolla ade-
cuadamente al igual que en el modelo 3D sin densidades, y la incorporacién de la difusion de la
densidad (Figura 5) es también satisfactoria, apareciendo concentracién de densidades que no habia
en las condiciones iniciales. La reaccién (Figura 8 y 9) por el contrario, aunque las cianobacterias
si se alimentan de los nutrientes que se encuentran en su posicién en las condiciones iniciales, no
se produce una evolucion con patrones como la que se puede apreciar en el modelo sin densidades.
Esto puede ocurrir por varias razones, siendo la més posible por una incorrecta escritura del cédigo
de la simulacién, o porque el modelo 2D [2] del que parte todo trabajo requiere de un medio con
agitacién turbulenta [5] que no se estaba proporcionando en la prueba, o porque se haya pasado
por alto algin factor de relevancia en el desarrollo de la reacciéon con densidades del apartado
4.3. El movimiento vertical (Figura 10) producido por la velocidad limite de Stokes (32) es relati-
vamente satisfactorio, ya que aun produciéndose el desplazamiento esperado en el eje z, positivo
para aquellas densidades celulares pe.; que tienen una densidad de colonia peolony (calculada con
la Ecuacién (23)) menor densidad con el agua pm,o (y viceversa en el caso contrario), se ha tenido
que poner un tope por la aparicion de concentraciones negativas en el espacio que antes ocupaban
las cianobacterias.

Si se intenta usar el coeficiente de atenuacién de la luz Ki en km (olviddndonos de hacer un mode-
lo realista) y cambiamos la forma del exponente de la Ecuacién (35), eliminando el factor 1000, aun-
que la irradiancia se calcula como si el dominio estuviera en metros, seguimos teniendo problemas
con las unidades temporales. En todas las simulaciones se ha usado el nimero de Courant-Friedrichs-
Levy C [15], que permite comprobar (cuando C < 1) si la relacién entre los intervalos temporales y

el mallado del dominio es adecuada para las velocidades. Para el modelo con densidades, la expre-
sién toma la forma C = dT-vyax (% + %) +dT - méax (| vmax + vlim7z|)-é+dT-méx (‘% )'dpieu‘
Usando un intervalo temporal d1" en dias (como requiere el modelo [2]), C' toma un valor superior
a 300, ya que % tiene valores adimensionales del orden de 10®, muy grande en comparacion a las
velocidades espaciales (el valor vﬁfﬁ‘g alcanza los 0.15 km y v, = 0,3 km). Si se trabaja en segun-
dos durante la simulacién, el tiemi)o de computo seria enorme, necesitando realizar simulaciones

de un dnico dia durante horas.

6. Conclusion

Para el modelo 3D sin densidades podemos concluir que, aunque satisfactorio, los medios gene-
rados tienen profundidades excesivas para las dimensiones de lagos y embalses que existen, habiendo
probado que fallaba para profundidades del orden de metros. No obstante, se han llevado ha cabo
simulaciones funcionales y que cumplen con las condiciones matematicas esperadas.

Por el contrario no se ha conseguido la implementacién de densidades a estos modelos. La
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simulacién completa fallaba, dando valores negativos en las concentraciones, e incluso impidiéndolo
de forma forzaba no se ha conseguido obtener buenos resultados, aunque si algunos avances en
apartados como la advecciéon y la difusion.

Con lo anteriormente expuesto, a priori, no parece sencillo compatibilizar los dos modelos ([1]
y [2]) de forma realista debido a la diferencia de unidades. Se podria explorar el uso de Ki en km,
buscando que las partes del modelo con densidades funcionen por separado. Existiendo también la
posibilidad de revertir las adimensionalizaciones del primer modelo, para un mejor entendimiento
de la fisica del problema y una menor fuente de errores al anadir las densidades, y con ello poder
llegar a obtener un modelo completo satisfactorio.
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