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Capitulo 1

Introduccion

La naturaleza ha dotado a los seres vivos de un conjunto de capacidades
cognitivas que les permite percibir el mundo externo de manera subjetiva,
con el propdsito de construir determinados comportamientos y sobrevivir en
entornos especificos. Un ejemplo clasico es la destreza motora desarrollada
por un agente mévil (ser humano, animal) para alcanzar un objetivo con-
creto en un entorno dindmico. Dicha destreza requiere la generacion rapida
y fiable de una decisién flexible que tenga en cuenta no sélo el estado actual
del entorno y del agente, sino que también infiera sobre sus estados futuros
[1].

Las habilidades cognitivas requeridas para la navegacion en entornos
dindmicos son muy basicas y han sido observadas incluso en animales de
naturaleza muy simple [2]. Sin embargo, su descripcién matemética e im-
plementacién en agentes artificiales (robots) continda siendo un desafio. Un
robot que haga frente de manera auténoma a este problema debe, por un
lado, comprender el entorno en términos de “lo que puede pasar” y “cémo
puedo afrontarlo”; y por otro, aprender de experiencias exitosas para hacer
uso de ellas posteriormente de manera automética (“subconsciente”).

En las ultimas décadas el estudio del fenémeno de la cognicién se ha
abordado desde multiples disciplinas. La biologia, la neurociencia, la robéti-
ca o la psicologia han proporcionado perspectivas complementarias a este
problema. Sin embargo, el conocimiento que se tiene acerca de los mecanis-
mos implicados en los procesos cognitivos relacionados con los movimientos
versatiles y eficaces que se observan en los seres vivos es muy limitado.
Segun la paradoja de Moravec, descubierta en los anos 80 del siglo XX, el
pensamiento razonado de alto nivel requiere de poca computacién, mientras
que las habilidades sensoriales y motoras de bajo nivel requieren de grandes
esfuerzos computacionales.

En un estudio previo, [3], hemos propuesto abordar el problema de la
navegacion en entornos dindmicos mediante un modelo de red neuronal que
simula las posibles interacciones entre un agente cognitivo y el entorno social



(en presencia de otros seres cognitivos) en que navega. El uso emergente
de mapas cognitivos, en los que se compactifica la dimensiéon temporal de
la situacién dindmica afrontada, permite la planificacién sencilla de rutas
factibles que conducen al agente hasta su destino [4].

El trabajo mencionado proporciona un abordamiento global (tanto en
espacio como en tiempo) del problema de la navegacién cognitiva. La so-
lucién propuesta presenta considerables avances y multiples ventajas; sin
embargo, el sistema dinamico empleado para la generacién de trayectorias
es sumamente complejo.

En este trabajo se desarrollard el estudio de un modelo alternativo de
navegacion cognitiva, introducido por Moussaid, Helbing y Theraulaz [5].
Dicho modelo se basa en dos heuristicas extraidas directamente del compor-
tamiento humano. Las ecuaciones implicadas, pese a su relativa sencillez,
permiten implementar, bajo reglas locales en tiempo, un sistema de navega-
cién capaz de reproducir fendmenos de autoorganizaciéon en muchedumbres
[6], como puede ser la formacién espontdnea de carriles bidireccionales en
espacios en los que conviven individuos que desean desplazarse en sentidos
opuestos [7].

El modelo mateméatico de navegacion serd implementado en Matlab y
se analizaran de manera empirica y analitica los beneficios e inconvenientes
de su uso. Ademads, se demostrard analiticamente que la localidad intrinseca
del modelo limita significativamente su capacidad cognitiva.



Capitulo 2

Algoritmo de navegacién
Simple Rules (SR)

A lo largo de este capitulo se desarrollard una modelizacién matemética
del sistema de navegacién cognitiva propuesto por Moussaid, Helbing y The-
raulaz [5]. El articulo citado propone el uso de dos sencillas reglas (Simple
Rules, en inglés) a la hora de determinar las trayectorias que los peatones
siguen cuando navegan entre muchedumbres. De aqui en adelante, se haréd
referencia a este modelo mediante sus siglas SR (Simple Rules).

2.1. Heuristicas del modelo

El modelo SR esta basado en dos heuristicas del comportamiento hu-
mano. Considérense los movimientos de los peatones en un plano, tal y como
muestra la Figura 2.1. Guiados por la informacién visual de su entorno, en
concreto las distancias a los obstaculos que se interponen en cada una de
las direcciones abarcables, los individuos emplean dos procedimientos cog-
nitivos para adaptar a cada escenario concreto sus velocidades y direcciones
de la manera més adecuada.

En el modelo SR, cada peatén i € I = {1,2,..., N} queda caracterizado
por su posicién espacial en cada paso p = 0, 1,2, ..., que denotaremos & €
R2. Por simplicidad, se asumird que todos los individuos recalculan sus
rutas en los mismos instantes, ¢ = 7p, donde 7 es el tiempo entre dos pasos
consecutivos; ademas, se considerara que todos ellos tienen un mismo campo
de visién, el cual abarca un dngulo ¢ a izquierda y a derecha de su direccién
visual en cada paso, H f . Asimismo, se asociard a cada uno un destino O},
una masa m; y una velocidad confortable para sus aptitudes motoras, v;.

El drea personal ocupada por cada individuo serd modelizada como una
circunferencia de radio r;, proporcional a su masa, y en cada paso se tendra
en cuenta el angulo aﬁi formado por la direcciéon de destino O; — #yla
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Figura 2.1: El agente cognitivo tiene que elegir una trayectoria esquivando los obstaculos
que se encuentran al alcance de su vista. Se modelizardn escenarios como éste proyectando
las localizaciones de agentes y obstéaculos en el plano del suelo.

visual H P
El algoritmo local propuesto responde esencialmente a dos heuristicas.
La primera de ellas establece:

H;: Los peatones eligen la direccion & que les permite llegar de la ma-
nera mds directa posible a su destino, teniendo en cuenta la presencia de
obstaculos.

Matematicamente, definida una distancia D, que llamaremos distancia
del horizonte (més alld de esta distancia el agente no alcanza a ver nada), se
considerard, en cada paso p y para cada par de individuos 4, j € I, la funcién

ip;' : [_¢a¢] — [OvD]v

que asigna a cada valor a € [—¢,¢| el minimo entre D y la distancia al
choque con j previsto por i cuando considera tomar la direccion a.

Del mismo modo se define en cada paso p, para cada individuo i € I y
cada pared w € W, la funcién

tw  [=6,0] — [0, D],

que de manera andloga, asocia a cada valor a el minimo entre D y la dis-
tancia al choque con w previsto por ¢ cuando considera tomar la direccién
Q.

A partir de estas funciones auxiliares, se definen, para cada peatén i € [
y en cada paso p, las funciones f¥ : [—¢,¢] — [0, D] (ver Figura 2.2) y



Figura 2.2: (A) Situacién particular en la que el peatén pi, en interaccién con otros
tres individuos, desea alcanzar el punto O; (senalado en rojo); la recta discontinua azul
representa su direccién visual, H,. El 4rea sombreada representa el campo visual de p;.
(B) Visién que tiene p; de la situacién anterior. (C) Abstraccién de la situacién dindmica
afrontada; se ha empleado para ello un degradado visual en blanco y negro: las zonas
mds oscuras representan los choques més inminentes. (D) Gréfica de la funcién f(«),
que representa la distancia a la que se produciria una colisiéon en la direccién «; el lado
izquierdo del campo de visién estd limitado por una pared; ps no influye en la definicién
de f(a), por encontrarse oculto tras ps; el individuo ps se encuentra en movimiento, por
lo que el choque contra él se prevé en la direccién p4. Figura adaptada de [5].

d? : [—¢,¢] — [0, +00) como sigue:
fi (@) =min({ff(e) : j € T ={i}} U{ff,(e) : w € W})

2 2
i () = D* + (f{ ()" = 2D f{(a) cos(ag ; — a)
La eleccion @; a la que se refiere la primera heuristica se realiza minimi-
zando esta dltima funcién. En cada paso p:

ab = arg ml’n{dlp(a) T c [_d)a d)]}

;=

La segunda heuristica establece:

Hs: Los peatones mantienen en su camino una distancia prudente al
primer obstdculo aparente en la direccion elegida; esta distancia al menos
ha de asequrarle un tiempo de reaccion cuanto menos igual al tiempo entre
pasos, T.

Esto implica la eleccién de una velocidad adecuada bajo este criterio,
que denotaremos v.



Por tanto, si se considera en cada paso p la distancia hf existente entre
i y el obstaculo mas cercano a su ubicacién, habra de adaptar:

& = min{vf, W /7}

2.2. Efecto de posibles colisiones

Hasta ahora se ha establecido el modo en el que cada individuo 7 € [
escoge, en cada paso, la direccién y la rapidez méas convenientes en el camino
a su punto de destino. Queda de este modo determinado su vector velocidad
en cada paso p, o, como aquél de médulo @¥ y direccién & Resta tan sélo
considerar el efecto de posibles colisiones entre elementos del sistema, que
afectarfan de manera sustancial a su dinamica.

Sea g : R — [0, +-00), definida como

9(u) = uH(u),
donde H : R — {0,1} representa la funcién Heaviside. Llamando d?j a
la distancia en el paso p entre los individuos i y 7, i.e. d‘fj = ||& — a‘c’?H, y

1
considerando el vector unitario 7}; = 7 (:E'f — >, la fuerza ejercida sobre
4]

i por el efecto de una posible colisiéon con j viene dada por la expresién
o =P
fij = Kg(ri + ry — dij)”ij?

donde K > 0 es una constante y g es la funcién real auxiliar arriba definida.

Andlogamente, considerando la minima distancia d?, desde la ubicacién
del agente i a la pared w € W y definiendo 7}, como el vector unitario en
la direccién perpendicular a dicha pared (apuntando hacia el interior del
habitdculo), la fuerza ejercida sobre i por el efecto de una posible colisién
con w viene dada por la expresién

o, = Kg(r — di)itl,.

Basta entonces integrar el problema de valor inicial

L 1
(7 —ui(2)) + — Z fl}; + Z f;?’w z € [pr, (p+1)7]

m; \ .
jel—{i} weW

para obtener la posicion de cada peatén ¢ € I en el paso p + 1:

=2 ((p+ D).



Capitulo 3

Navegacion en entornos
soclales

Pese a tratarse de un modelo mas simple que otros muchos del estado del
arte, SR es capaz de predecir trayectorias individuales y patrones colectivos
de movimiento coherentes con gran variedad de observaciones empiricas y
experimentales. Para poder realizar experimentos numéricos se ha progra-
mado en Matlab el modelo SR descrito en el Capitulo 2 y se han simulado los
movimientos de peatones en diferentes entornos. Se han empleado, en todos
los casos, los siguientes pardmetros: ¢ = 75°; 7 = 0.5; D = 10; K = 5000.

3.1. Ejemplos de navegaciéon usando SR

Para probar la eficacia del modelo SR a la hora de generar trayectorias
en diferentes situaciones reales vamos a considerar tres escenarios distintos.

Escenario 3.1 (Figura 3.1.A). Un dnico agente interviene en este caso,
pretendiendo alcanzar un objetivo estdtico mientras se desplaza entre cuatro
bloques rectangulares que obstruyen su camino.

La Figura 3.1.B representa la trayectoria del agente (se han sobrepuesto
fotogramas para poder visualizar el movimiento descrito). Puede contem-
plarse que, en efecto, la situacion es resuelta de manera exitosa y el agente
consigue alcanzar su destino sin experimentar colisién alguna.

En el segundo escenario propuesto desaparecen los obstaculos estéaticos.
A cambio, el nimero de individuos que intervienen asciende a cuatro.

Escenario 3.2 (Figura 3.2.A). Cuatro peatones navegan en una arena
comun. La complicacion de esta situacion particular radica en que la de-
cision que cada uno de ellos desearia tomar en caso de encontrarse aislados
implicaria pasar por una zona comun: el centro de la escena.
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Figura 3.1: Navegacién SR en un entorno estatico (Escenario 3.1). (A) Situacién inicial.
El agente (su 4rea personal) es representado mediante una circunferencia gris. La flecha
indica su direccién visual inicial. El tridngulo seniala el destino que desea alcanzar. Los
bloques rojos representan muros sélidos. (B) Solucién proporcionada por el sistema de
navegacién SR. Los tres paneles se corresponden con tres instantes de tiempo consecutivos.
El incremento de intensidad en la escala de grises empleada corresponde con las posiciones
progresivas del agente en los sucesivos pasos.
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Figura 3.2: Navegacién SR en un entorno social: cuatro agentes han de cooperar para
alcanzar sus metas (Escenario 3.2).(A) Situacién inicial. Los agentes (sus dreas personales)
son representados mediante circunferencias de diferentes colores. Las flechas indican sus
respectivas direcciones visuales iniciales. Cada agente desea alcanzar el tridngulo del color
asociado. (B) Solucién proporcionada por el sistema de navegacién SR. El incremento
de intensidad en la escala de colores empleada para cada individuo corresponde con sus
posiciones progresivas en los sucesivos pasos.
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Al igual que en la situacién estatica, el modelo SR es capaz de solventar
de nuevo con éxito la situacién descrita, tal y como se observa en la Figura
3.2.B.

El tercer escenario propuesto pretende mostrar que el modelo es capaz
también de predecir un patrén de movimiento colectivo habitual como es
la organizacién de una multitud en carriles unidireccionales cuando, en un
pasillo alargado, individuos que desean alcanzar un extremo se encuentran
con individuos que desean alcanzar el otro.

Escenario 3.3 (Figura 3.3, panel ty). Se han distribuido de manera alea-
toria un total de sesenta agentes a lo largo de un pasillo alargado, treinta
de ellos pretendiendo desplazarse en un sentido y treinta pretendiendo des-
plazarse en el otro.

La Figura 3.3 (paneles t1, ty y t3) muestra la distribucién de los peato-
nes en tres instantes consecutivos. Se puede observar cémo, pasado cierto
tiempo, los agentes de uno y otro tipo deciden separar sus trayectorias y
caminar de manera organizada, en dos filas.

3.2. Analisis cuantitativo del modelo SR

Una consecuencia natural de navegar en contextos de aglomeracion es
la necesidad casi permanente de alterar las rutas. Cuando se navega en
entornos con una elevada concentracién de individuos, mantener trayectorias
de minimo recorrido resulta inviable. En consecuencia, el coste de alcanzar
un determinado objetivo (en términos de energia consumida) puede crecer
de manera sustancial.

Planteemos una situacién en la que un agente desea cruzar una sala
en presencia de individuos que se oponen en su camino. Parece razonable
pensar que el trayecto recorrido por el agente hasta alcanzar su destino
sera mas largo cuanto mayor sea la densidad de individuos que caminen
en sentido contrario. Es este hecho el que se propone demostrar de manera
cuantitativa en esta seccién.

Escenario 3.4 (Figura 3.4). Considérese un agente inmerso en una escena
coordenada: el espacio rectangular de expresion (0,5) x (0,2). Teniendo en
cuenta que existen muros solidos que delimitan este recinto a lo largo pero no
a lo ancho, un agente desea desplazarse desde la posicion inicial Zo = (0,1)
hasta el destino O = (5,1), mientras que de frente caminan otros agentes
en sentido contrario.

12



Figura 3.3: Formaciéon emergente de dos filas de peatones que se cruzan en un pasillo
siguiendo sentidos opuestos (Escenario 3.3). Solucién proporcionada por el sistema de
navegacién SR. Panel to: distribucién inicial aleatoria. Los agentes representados en color
verde desean dirigirse hacia la derecha de la imagen y los representados en magenta hacia
la izquierda, tal y como indican los sentidos de las flechas. La figura muestra un segmento
central del pasillo. Paneles t1-t3: distribucién de la muchedumbre en los instantes t; = 10,
to = 20 y ts = 30. En las dos ultimas capturas se observa una clara tendencia a distribuir
las dos clases de trayectoria en dos carriles.
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Cuando en la escena interviene sélo el citado agente, la solucién propor-
cionada por el sistema de navegaciéon SR es obviamente la trayectoria recta,
de longitud minima Ly = 5, que resulta al unir mediante un segmento estos
dos puntos.

Ahora bien, si se introducen en escena un total de IV individuos, todos
ellos caminando en oposicién a la trayectoria obvia del agente anterior, la
solucién que proporcionara el algoritmo asociado al modelo SR incluird muy
posiblemente rodeos o incluso choques de unos individuos con otros, lo que
podra inducir un aumento considerable en la longitud de la trayectoria que
finalmente guiard al agente inicial hasta su destino. La figura 3.4 muestra
tres posibles disposiciones iniciales para una eleccién creciente de IN.

Con el propésito de corroborar que el algoritmo es coherente con el hecho
que se desea probar, se ha realizado, de acuerdo a las condiciones estable-
cidas en el Escenario 3.4, el siguiente experimento: para cada posible valor
del pardmetro N € {1,2,...,10} se han extendido inicialmente y de manera
aleatoria un total de N individuos sobre el ala derecha del recinto estudia-
do, todos ellos con intencion de alcanzar un punto lejano a la izquierda del
pasillo constituido entre los dos muros, en oposicién al camino que desearia
tomar el agente de posicién inicial Zp = (0, 1).

Las 15 simulaciones que se han realizado para cada posible valor de N
han devuelto diferentes soluciones, habilitando en todos los casos al agente
para que alcanzase su destino: 0= (5,1). La longitud L de cada una de
estas trayectorias se ha comparado con la longitud base Lg, correspondiente
a la trayectoria trivial que se genera al fijar N = 0.

La Tabla 3.1 recoge, para cada repeticién del experimento descrito, el
cociente L/Lg obtenido en funcién de la densidad de oponentes en el ha-
bitadculo, asi como el valor medio y la desviacién tipica de dicho cociente
para cada nivel de aglomeracién. Es resenable que, para altas concentracio-
nes, se han generado ciertas disposiciones cuya solucién ha llegado incluso
a duplicar la longitud recorrida por el agente en su viaje hasta el objetivo.

La Figura 3.5 muestra de manera grafica cémo el valor medio de la
razén L/Ly aumenta a medida que lo hace la cantidad de individuos que
se oponen al agente principal. La variabilidad de esta razén también tiene
tendencia creciente: a medida que se reducen los espacios entre los que
el agente puede abrirse camino, las colisiones entre elementos del sistema
aumentan y la aleatoriedad de las soluciones obtenidas induce resultados
cada vez mas variables.
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Figura 3.4: Tres posibles disposiciones iniciales recogidas en el Escenario 3.4. En todos los
casos el agente principal, representado mediante una circunferencia de color gris, parte de
la posicién Zy = (0, 1), con intencién de alcanzar el objetivo 0= (5,1), marcado con un
tridngulo del mismo color. Las posiciones iniciales de los oponentes, representados en tono
dorado, se han dispuesto de manera aleatoria, siguiendo una distribuciéon uniforme sobre el
subespacio rectangular (2.5, 5) x (0.5, 1.5). Cada flecha esté dirigida en la direccién visual
inicial de cada individuo; ademads, su longitud es proporcional a la rapidez confortable v°
de cada uno de ellos, que en todos los casos se ha escogido de manera aleatoria siguiendo
una distribucién uniforme sobre el intervalo (0.83,1.17). Se ha fijado la misma masa
para todos los individuos que intervienen en la escena, de modo que las dreas personales
abarcadas sean también las mismas en todos los casos. (A) N = 2. (B) N =5. (C) N =8.

15



Oponentes por unidad cuadrada de espacio
01,0203 |04)] 05|06 ] 07 ] 08]09]10
1.00 | 1.18 | 1.04 | 1.14 | 1.21 | 1.89 | 1.38 | 1.62 | 1.46 | 1.70
1.00 | 0.97 | 1.06 | 1.18 | 1.39 | 1.26 | 1.87 | 1.94 | 2.02 | 1.80
1.00 | 1.00 | 1.16 | 1.07 | 1.16 | 1.21 | 1.05 | 1.20 | 1.48 | 1.62
1.00 | 1.25 | 1.13 | 1.56 | 1.39 | 1.08 | 1.07 | 1.25 | 1.25 | 1.51
1.00 | 099 | 1.19 | 1.07 | 1.14 | 1.22 | 1.19 | 1.44 | 1.37 | 1.49
1.00 | 0.98 | 1.16 | 1.61 | 1.26 | 1.22 | 1.53 | 1.43 | 2.18 | 1.27
1.00 | 1.07 | 1.00 | 1.17 | 1.14 | 1.30 | 1.30 | 1.88 | 1.64 | 2.11
1.00 | 0.99 | 1.07 | 1.18 | 1.65 | 1.25 | 1.22 | 1.62 | 1.73 | 2.07
1.00 | 1.07 | 1.05 | 1.13 | 1.15 | 1.13 | 1.58 | 1.11 | 1.47 | 1.88
10 | 1.00 | 1.00 | 1.51 | 1.23 | 1.29 | 1.59 | 1.18 | 1.06 | 1.37 | 1.61
11 | 1.00 | 1.15 | 1.08 | 0.98 | 1.04 | 1.16 | 1.35 | 1.29 | 1.65 | 1.47
12 11.00 | 1.21 | 1.24 | 1.23 | 1.14 | 1.30 | 1.19 | 1.61 | 1.26 | 2.30
13| 1.00 | 099 | 1.42 | 1.08 | 1.11 | 1.29 | 1.32 | 1.57 | 1.08 | 1.21
14 | 1.00 | 1.09 | 1.13 | 1.07 | 1.12 | 1.02 | 1.30 | 1.40 | 1.50 | 1.31
151 1.00 | 1.08 | 1.14 | 1.26 | 1.18 | 1.05 | 1.47 | 1.46 | 1.70 | 2.36
Media | 1.00 | 1.07 | 1.16 | 1.20 | 1.22 | 1.26 | 1.33 | 1.46 | 1.54 | 1.71
SDT | 0.00 | 0.09 | 0.14 | 0.17 | 0.15 | 0.21 | 0.21 | 0.25 | 0.28 | 0.35

O 3 O Ui W N =

©

Repeticiones

Tabla 3.1: Valores del cociente L/Lo obtenidos para cada nivel de aglomeracién, en cada
una de las 15 repeticiones simuladas bajo las condiciones expuestas en el Escenario 3.4.
Las dos tultimas filas recogen la media y desviacién tipica obtenidas para cada nivel, cuya
representaciéon grafica puede observarse en la Figura 3.5.

I |

1
0 0.2

04 0‘.6 0‘.8 1
Densidad de individuos desplazandose en sentido opuesto
Figura 3.5: Rendimiento del modelo SR en entornos sociales con distinta densidad de
peatones. La gréfica representa los valores medios y desviaciones tipicas del cociente L/Lg
obtenido bajo las condiciones del Escenario 3.4, en funcién de la densidad de individuos
que se oponen al trayecto del agente principal. Se han realizado 15 simulaciones para cada
nivel de aglomeracién. Los valores numéricos de las muestras obtenidas pueden observarse
en la Tabla 3.1.
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Capitulo 4

Limitaciones cognitivas del
modelo SR

Tal y como se ha probado en la seccién anterior, el modelo SR se com-
porta de manera razonable ante diversidad de situaciones planteadas, en
coherencia ademads con estudios empiricos y experimentales en el campo de
la psicologia del comportamiento humano.

Sin embargo, la estructura del algoritmo es local en el tiempo; es decir,
el algoritmo debe recalcular completamente las trayectorias cada paso p. El
modelo SR, como ya se ha visto, se fundamenta en permanentes tomas de
decisién que satisfacen dos heuristicas conductuales basicas. Pero estos dos
criterios se satisfacen a muy corto plazo, y por tanto la solucién final no tiene
por qué corresponderse con una decisién global deseable. En cambio, los
algoritmos globales generan trayectorias sélo una vez, lo que puede suponer
un gran beneficio [2], [4].

4.1. Ejemplo de bajo nivel cognitivo del modelo

SR

Para demostrar posibles problemas del modelo SR, derivados de su
caracter local, consideremos la siguiente situacion:

Escenario 4.1 (Figura 4.1.A). Un individuo quiere alcanzar un objetivo
que se encuentra tras un muro infinito que se extiende a lo largo de toda
una semirrecta.

17



En esta ocasién el &ngulo de vision se ha fijado en ¢ = 90° y se ha tomado
un valor D = 10 para la distancia al horizonte. El muro se extiende hacia
la izquierda de la imagen, més alla de los limites visuales del agente. En
condiciones de normalidad, cualquiera capaz de comprender esta sencilla
situacién estatica deberia dirigir sus pasos hacia el borde inmediato del
muro, a sabiendas de que su destino se encuentra tras él. Sin embargo, en
esta ocasién el modelo denota un nivel cognitivo bajo y no encuentra via
libre, optando por lanzar al agente contra la pared (Figura 4.1.B).

Con el prop6sito de dar una explicacién a este tipo de fallos en el mo-
delo, a continuacién se analizara una familia de escenarios para los que
siempre es posible encontrar una condicién inicial dada la cual el algoritmo
de resolucién expuesto devuelve un comportamiento absurdo del sistema.

4.2. Limitaciones dependientes de la distancia del
horizonte fijada

Con el fin de demostrar analiticamente el resultado numérico presentado
en la Seccién 4.1, consideremos el siguiente escenario:

Escenario 4.2. Un agente de masa m, radio r, amplitud visual ¢ y dis-
tancia del horizonte D > 0 desea alcanzar un target puntual estdtico de
coordenadas (z,yr) € (—D,0) x (0, D), evitando chocar con la pared se-
mirrectilinea de grosor despreciable w = (—oo, —1) x {0}. Establecida en
cualquier caso su direccion visual inicial en la direccion H= (0,1), se desea
conocer la direccion inicial & proporcionada por el modelo SR cuando el
agente ocupa una posicion inicial (x,y) € R x (—00,0) desde la cual es
capaz de observar via libre para alcanzar el otro lado de la pared w, i.e.

(z,y) € Ap = {(u,v) € R x (—00,0) : ||(u,v)|| < D,v < cot(p)u} C R
Por comodidad, se reducira el agente a un punto, extendiendo los limi-
tes del obstdculo en la misma proporcién: W = (—o00,0) x {0} (seguird
despreciandose su grosor). Y por simplicidad, se fijard una amplitud visual

¢ = 90°, de modo que

Ap = {(u,v) € R x (=00,0) : ||(u,v)|| < D} C R%

18
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Figura 4.1: Ejemplo que demuestra un bajo nivel cognitivo del modelo SR (Escenario
4.1). (A) Situacién inicial. La posicién inicial del agente ha sido representada mediante
una circunferencia gris de centro (za,ya) = (—1,—2) y radio » = 0.2. La flecha indica su
direccién visual inicial, H = (0,1). El tridngulo senala el destino que desea alcanzar, de
coordenadas (z7,yr) = (—2,1). El bloque rojo representa un muro sélido de grosor des-
preciable: w = (—o0, —r) x {0}. (B) Solucién proporcionada por el sistema de navegacién
SR. El incremento de intensidad en la escala de grises empleada corresponde con las posi-
ciones progresivas del agente en los sucesivos pasos. El agente no es capaz de comprender
el escenario y no llega a alcanzar su meta. Se han empleado los siguientes parametros:
¢ =90°, 7 = 0.5, D =10, K = 5000.
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Figura 4.2: Representacién de las direcciones +¢, v, ap y 8 para una localizacién inicial
del agente (z4,ya), una distancia del horizonte D y una posicién del target (zr,yr).

Una vez considerados todos estos supuestos, introducimos:

Definicién 4.1. Para cada posible posicion inicial del agente (z,y) se de-
finen los siguientes dngulos (ver Figura 4.2), medidos con respecto a la di-

reccion visual H :

T — T
= = arctan <
Yy—yr

>: representa la direccion al target.

= 3 = arctan <x> : representa la direccion al borde de la pared W.
Y

= —mecos ()
= yv=—arccos | ——=

: representa la direccion al punto mds lejano de

W alcanzable por la vision limitada del agente.

Es obvio que, en Ap, la direccién v al punto més lejano de W estd
univocamente determinada y que v < 3.

Los angulos ag, 8 y v serdan de gran utilidad en el estudio analitico de la
primera fase del algoritmo de resolucion del modelo SR. Para ellos, se tiene:

cosag = yur—y
ez — 2,y —y)l
Y
cosff = ————
Iz, )
2
siny = —4/1— (%)

rr — X
(@ — =, yr — y)||

sin ag =

T

1z, )

()
tany = — -1
Y

sinf = —



4.2.1. Resultado principal

Analizando el Escenario 4.2 podemos formular el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Bajo las condiciones del Escenario 4.2, para cualquier valor
D > 0, existe una region abierta no vacia Gp C Ap tal que, si (x,y) € Gp,
entonces el primer paso del modelo SR devuelve un valor & < .

Segun el teorema, cualquier agente que parta de la regién Gp sera diri-
gido inicialmente contra el muro w. El modelo SR es entonces sub6ptimo; es
decir, su capacidad cognitiva esta por debajo de muchos seres vivos y, por
lo tanto, el algoritmo no es capaz de describir el comportamiento humano,
al menos en ciertas situaciones relativamente simples.

Para la demostracién del teorema se procedera de manera segmentada,
probando por partes una serie de lemas y proposiciones cuyas afirmaciones
conduciran a la prueba del resultado global enunciado.

4.2.2. Posibles direcciones iniciales del agente

Una primera aproximacion consiste en discernir los posibles valores &
que el modelo SR puede proporcionar como direcciéon éptima del agente a
la hora de calcular el primer paso que éste ha de dar:

Lema 4.1 (Posibles valores de &). Bajo las condiciones del Escenario 4.2,
el modelo SR dirigird inicialmente al agente situado en (x,y) € Ap hacia
una direccion & tal que

Q€ {ao, arctan (—5 sen(ao)) ,B} i

Demostracion. Fijada una ubicacién inicial del agente (x,y) € Ap, las fun-
ciones f : [¢,¢] — [0,D] y d : [¢,p] — [0, +00) (usadas por el algoritmo
para la determinacién de la direccién del primer paso) quedan, para esta
situacién particular:

fla) = ) cosa si a € (v, B)
D st € [—¢,7]U[B, ]

2
Y cos(a — ) .
D>+ 2 4+oyDp—— 2/
d(a) = + cos? o oy oS v sta€ (.8

2D% (1 — cos(a — ap)) sia€[—¢,7]U[B,¢]

Tanto f como d son funciones continuas en [—¢, ¢] — {5} no derivables
en . La eleccién de & se lleva a cabo encontrando el minimo global de la
funcién d en [—¢, ¢|. Este minimo global podra alcanzarse bien en alguno
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de sus minimos locales, bien en alguno de los puntos extremos —¢, v, 3, ¢,
o incluso podria no alcanzarse, dada la discontinuidad de d en 3. Para que
esto no ocurra, redefiniremos el valor de d en 8 como

d(B) == min{d(8),d(8")},

siendo
d(f7) = D?* + 2 + y? + 2D(x sen oy + y cos o),

d(BT) = 2D? <1 + H(a:,ly)H(x sen g + ycosa0)> .

Comencemos analizando los posibles minimos locales de la funcion d, a
partir de la expresién analitica de su derivada:

" D i o€ (v,
(a) c032a(y ana+ Dsenag) sia€(v,[)

2D%sin(a — aq) si o € [~9,7]U 18, 6]
= my = qg es minimo local de d si m; < vy osi 8 < my. En caso de serlo,

d(ml) =0.

D
= M9 = arctan (— sen ag) es minimo local de d si v < mo < . En

caso de serlo,
d(mg) = (D cos ag + y)2.

Obsérvese que si m; es minimo local entonces también es minimo global,
pues d tomaria en mq el minimo valor alcanzable por la funcién.

En cuanto a la posibilidad de que el minimo global de d se alcance en
uno de los extremos, por un lado, teniendo en cuenta que d[_y ju(3,4] €5
funcién convexa, —¢ y ¢ quedan descartados. Por otro lado, supongamos
que v fuera minimo global; entonces, por ser d continua en -y, tendrian que
darse simultdneamente las condiciones d'(y~) < 0y d'(y") > 0. Pero

D3
d'(y") = —2—(senap —seny) >0 <= senqg < seny <= ag < 7.

|y

Luego si d'(y*) > 0, entonces d|[—¢,]> que es funcién convexa, alcanza
un minimo local (luego global) en m; = oy < . Por tanto, d'(y~) > 0y en
consecuencia vy también queda descartado como candidato a minimo global
de d. Queda entonces un tnico candidato por anadir a la lista de posibles
minimos globales:
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= m3 = [ es minimo global cuando d no tiene minimos locales o bien
cuando, siendo ms su tinico minimo local, d(m3) = min{d(87),d(31)} <
d(mz2). Si esto ocurriese,

d(ms) = d(B1) = 2D? (1 + (xsen o + y cos a0)>.

b
Iz, )l

4.2.3. Discusion de los minimos locales de la funcion d

Una vez acotado el conjunto de posibles valores de &, interesa cono-
cer para qué casos el algoritmo se comporta de manera razonable, esto es,
devolviendo una direccion inicial & para dar el primer paso que verifique
& > . Como se ha comentado en la demostracion del Lema 4.1, la funcién
d asociada podria tener uno o dos minimos locales, o incluso podria carecer
de ellos. Los dos siguientes lemas tendrédn como propésito delimitar aquellas
regiones de partida que induzcan uno u otro caso.

Lema 4.2 (Regién donde m; es minimo local de d). En las condiciones da-
das para el Escenario 4.2, m1 = ag serd minimo local de d cuando el agente
parta de una posicion inicial (x,y) que verifique una de las siguientes
condiciones:

. a:>xT+<1—yT> Vv D? — y?
Y

T
ey> 2y
T
Demostracion. Como se ha comentado en la demostracién del Lema 4.1, my
es minimo local si ag < vy 0 si 8 < ap:

- 1
= g <7 <= arctan (x mT) < arctan <\/l?27—,y2> —
Y —yr y

= m>xT+<1—yT) D? — 2
Yy

x Ty —x
» f<ay = arctan() <arctan< L > = y>y—T:L‘
Y yr —y

Ambos casos han sido razonados teniendo en cuenta que la funcién
arctan es creciente en todo su dominio.

d
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Lema 4.3 (Regién donde mg es minimo local de d). En las condiciones
D

dadas para el Escenario 4.2, my = arctan (— sen(ao)) serd minimo local
Yy

de d cuando el agente parta de una posicion inicial (x,y) que verifique
conjuntamente las condiciones siguientes:

. a:<xT+<1—yT) Vv D? — y?

Yy
. Si:L‘<:L"T,y<yT—|—($?T—1)\/D2—:n2
. Six>0,y>yT+<xl—1)\/D2—x2

X

Demostracion. Como se ha comentado en la demostracién del Lema 4.1, mo
es minimo local si v < mg < B:

1 D
= v = arctan <—\/D2 - y2> < arctan < sen(a0)> =

|| [l
< —/D? —y? < Dsen(w).

Llegados a este punto, debemos distinguir dos casos:

e Six < z7p, la dltima desigualdad se verifica trivialmente, pues el
término de la izquierda es negativo y el de la derecha es positivo.

e Siz > x7, los dos términos de la ultima desigualdad son negati-
vos; ésta se verificard entonces si y sélo si:

D? —y% > D?sen®(ag) <= D?cos?(ap) > y? <—
Y
<= Dcos(ap) > —y <= —ap < arccos (—5> <~ ap > 7.

Ahora, de manera analoga al primer punto de la demostracién
del Lema 4.2, esto es equivalente a:

x<xT+<1—yT> vV D2 — 92,
Y

D T
= arctan <— sen(a0)> < arctan <) = <= z < —Dsen(ayp).
Yy Yy
Llegados a este punto, debemos distinguir tres casos:

e Six < z7p, los dos términos de la tltima desigualdad son negati-
vos, luego la desigualdad se verificard si y sélo si:

(zr — x)°
(7 —2)* + (yr — y)?

— y<yT+(:%T—1) Vv D? — 22,

22 > D%sen®(og) < 2% > D?
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o Sixy <z <0,laultima desigualdad se verifica de manera trivial,
bien por ser el término de la izquierda estrictamente negativo y el
de la derecha nulo, bien por ser el término de la izquierda negativo
y el de la derecha positivo, bien por ser el de la izquierda nulo y
el de la derecha estrictamente positivo.

e Si z > 0, ambos términos son positivos, luego la desigualdad se
verificard si y sélo si:

22 < D%sen?(ag) <= y > yr+ (x—T - 1) D2 — 22,
x

En ambos casos nos hemos apoyado en el hecho de que la funcién arctan
es estrictamente creciente en todo su dominio; para el primer caso, ademés,
hemos utilizado que la funcién arccos es estrictamente decreciente si se
considera su imagen dentro del rango no negativo [0°, 180°].

O

A partir de los resultados obtenidos en los Lemas 4.2 y 4.3 es posible
realizar una particién de la region de alcance Ap, distinguiendo aquellas
posiciones iniciales del agente que induzcan en el primer paso del algoritmo
una funcién d con dos, uno o ningin minimo local.

Notacién 4.1. En las condiciones enunciadas en el Escenario 4.2, fijado
D >0, para cada k € {1,2} denotaremos

Q. ={(z,y) € Ap : my es minimo local de d si el agente parte de (z,y)},
. D
siendo m1 = ap, mg = arctan [ —— sen(wy) | .
Y

Los Lemas 4.2 y 4.3 establecen las ecuaciones de €y y (5. La Figura 4.3
muestra una representacién visual de estos conjuntos para el caso particular
D= 10, (xT,yT) = (—2, 1).

Notacién 4.2. Bajo los supuestos considerados en el Escenario 4.2, fijado
D >0, para cada par (z,y) € R? denotaremos:

do := do(z,y) = [|(z, y)|l;

or == dr(z,y) = ||(x — 21,y — y1)||.

Obsérvese que dg y O representan, respectivamente, las distancias al origen
y al target. También se usard, de aqui en adelante, la reduccion:

2
po(z,y) =267 [z(z—2r) +y(y—yr)] +do <[ <(E — 1> y+ yT] - 25%) .
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=D -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10
Figura 4.3: Discriminacién de las zonas de Ap en las que existen dos, uno o ningtin minimo
local para la funcién d, fijados D = 10 y (z7,yr) = (—2,1). En bloques de color cian, la
representacion del obstaculo extendido W. El circulo magenta indica la posicién del target.
La curva de color azul oscuro delimita la regién de alcance Ap. La curva amarilla tiene

por ecuacién y = yr + (x—T — 1) v/ D2 — z2, la negra, x = z7 + (1 — yl) D2 —y?y
T Y

la recta cian, y = YT . Siel agente parte inicialmente de la regién coloreada de negro, la
x

funcién d definida e?l el primer paso del algoritmo de resolucién del modelo SR carece de
minimos locales; si parte de la regién coloreada de cian, d tendrd un tnico minimo local
en m1; si parte de la region coloreada de rojo, d tendra un tnico minimo local en ms; si
parte de la regién coloreada de magenta, d tendrd dos minimos locales: uno en m; y otro
€en ma.
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4.2.4. Discriminacién de las zonas de fallo y acierto

En base a todo lo estudiado hasta ahora y de acuerdo a las notaciones
establecidas, se puede concluir el siguiente resultado:

Proposicién 4.1 (Valor de & en funcién de la posicién inicial del agente).
Bajo las condiciones dadas en el Escenario 4.2, la primera direccion & en
la que el modelo SR dirigird al agente si su ubicacion inicial es (x,y) serd:

ao si (z,y) €
&= a(x,y) = { arctan (—% sen(ao)> si (x,y) € Q2 — U y up(x,y) <0.

I54 en otro caso

En consecuencia, el algoritmo fallard en su primer paso si y solo si el
agente ocupa una posicion inicial (x,y) € Ap que verifica una de las
stguientes condiciones:
yr

x

w (zyy) EM ANy < =
T

w (2,y) € Q2 — U App(z,y) <0

Demostracion. La direccion inicial del agente serd aquélla que haga mini-
mo el valor de la funcién d definida para el primer paso del algoritmo de
resolucion del modelo SR.

Por un lado, como ya se comenté en la demostracién del Lema 4.1, el
hecho de que d tenga un minimo local en m; implica que d alcance también
aqui su minimo global, puesto que d(m;) = 0. Luego cuando el agente
parta inicialmente de cualquier punto de la region 21, el minimo global de
la funcién d definida para el primer paso del algoritmo de resolucién del
modelo SR se alcanzaria en mq = ag.

Por otra parte, si restringimos el estudio a la region €29 — 21 caben
dos posibilidades: que el minimo global se alcance en el minimo local mg
(obsérvese que aqui mg < () o que, pese a la existencia de este minimo
local, el salto de d en 3 sea tal que d(/3) < d(ma2):

1
d(mg) < d(f) < (Dcosag+y)? < 2D? <1 + —(zsenag + y cos a0)> —

do
<« 2D?*(xzsenag + ycosag) > by [(D cosag + )% — 2D2] —
2D? Dy — 2

< 2D%r[z(z —z7) + y(y — yr)] + b ([(5T — D)y + Dyr]” - 2D25%) <0
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Se tiene entonces que el minimo global de d serd mo = arctan (—% sen(ao))

si up(x,y) < 0y B en caso contrario.

Queda por ltimo analizar la regiéon Ap — (€21 U2). En ella no existen
minimos locales, luego apoyandonos en los tres lemas previos, en caso de que
el agente parta desde ella, el minimo global de d se alcanzara necesariamente
en f3.

Habiendo obtenido la expresién de la direccion inicial & en funcion de la
posicién inicial del agente, estamos en condiciones de discriminar aquellas
regiones para las que el modelo va a ser capaz de proporcionar una solucién
inicial razonable de aquéllas en las que no.

Atendiendo al primer posible valor de &, surge ya una primera region
de fallo: aquélla en la que el minimo global de d es «p, pero ap < ( (en
nuestro ejemplo concreto, la regién cian de la Figura 4.3 situada por debajo
de la recta amarilla). No obstante, este fallo es justificable atendiendo a la
distancia del horizonte D fijada. Debido a dicha limitacién, en esta regién
el agente no es capaz de alcanzar a ver ningun obsticulo que obstruya la
trayectoria recta que lo conduciria a su destino, por lo que es justificable
que dirija su primer paso en esa direccién (i.e. & = ag < 3).

Ademas, el algoritmo fallara (ahora si, de manera no justificada) siempre
que el agente parta de una posicion inicial (z,y) € Q2 — Q) que verifique la
inecuacion pp(x,y) < 0: en este caso & = mg y, por encontrarse el agente
en 9, mo < LS.

O

Volviendo a nuestro ejemplo particular, la Figura 4.3 es insuficiente para
discriminar esta nueva region de fallo. Por ello, en la Figura 4.4 se ha aniadido
la curva separatriz de ecuacién implicita up(z,y) = 0, de modo que se
establezca una particién sobre la zona coloreada de rojo y asi se puedan
distinguir de manera visual aquellas zonas para las que el algoritmo SR
va a saber encontrar una soluciéon razonable de aquéllas para las que no.
Para saber cudal de las regiones separadas por esta curva corresponde con
un comportamiento (up(x,y) > 0) u otro (up(x,y) < 0) basta observar
que para cualquier valor de D y para cualquier posicién (xp,yr) del target,
(x7,0) € 0Ap y

pp(zr,0) =0 — 27 (y7 — 2y7) = xry7 <0,

luego ambas zonas quedan univocamente determinadas.

Obsérvese que la Figura 4.4 explica el comportamiento del agente al
que en el Escenario 4.1 se le habia implementado el algoritmo SR (véase
la Figura 4.1). Otras disposiciones recogidas en el Escenario General 4.2
pueden observarse en la Figura 4.5.
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Figura 4.4: (A) Se ha anadido a la Figura 4.3, en gris, la curva de ecuacién implicita
up(z,y) = 0. (B) Separacién de las zonas en las que el algoritmo falla o acierta en su
primer paso: cuando el agente parte de cualquier punto coloreado de verde, el algoritmo
se comporta inicialmente de manera razonable; cuando parte de una posicién roja, el
algoritmo lo lanza de inicio contra el muro, en vez de dirigirlo hacia la zona abierta. Para
la representacién de las curvas delimitantes se ha empleado el mismo cédigo de color que
en la Figura 4.3.
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Figura 4.5: En verde, las posiciones iniciales del agente que son resueltas de manera
razonable por el primer paso del modelo SR; en rojo, las posiciones iniciales para las que
el modelo sugiere dirigir al agente contra el muro w. Para las curvas que delimitan estas
regiones se ha mantenido el mismo cédigo de color que se us6 previamente en las Figuras
43y 4.4. (A) D=10, (zr,yr) = (-2,4). (B) D =15, (zr,yr) = (—4,1).
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4.2.5. Demostracion del resultado principal

Con todo lo visto hasta ahora, demostrar el Teorema 4.1 se reduce a la
siguiente prueba:

Demostracion del Teorema 4.1. Por un lado, todo punto en Ap de abscisa
xp pertenece a la regién 29 — €21, por no verificar ninguna de las condiciones
impuestas en el Lema 4.2 pero si todas las impuestas en el Lema 4.3:

y<0<yT:>—y;>0:>xT<xT—|—<1—y;>\/D2—y2

yr
Yy<yr=—y< _—Ir

T

Por otro lado, como ya se ha comentado anteriormente, (z7,0) es punto
del abierto {(z,y) € R? : up(z,y) < 0} C R2, pero ademas (z7,0) € 0Ap.
Entonces, sean cuales sean la disposicién del target (z7,yr) y la “distancia
de horizonte” D del agente, siempre existird un entorno abierto Be(x,0) C
{(z,y) € R? : up(x,y) < 0} tal que Gp := Be(xr,0)N Ap # 0.

En otras palabras, siempre va a existir una region, por pequena que sea,
para la cual el algoritmo se comporte de manera absurda a la hora de elegir
el primer paso que debe dar el agente para alcanzar su destino.

O

4.3. Limitaciones no dependientes de la distancia
del horizonte fijada

Obsérvese que en los ejemplos analizados siempre surge una region de
fallo. Podria pensarse que aumentando el parametro libre D > 0 esta regién
tenderia a desaparecer. Sin embargo puede mostrarse que esto no es asi.

4.3.1. Resultado principal

El ultimo propdsito de este apartado serd demostrar la existencia de
zonas desde las cuales cualquier agente en el que se haya implementado el
modelo SR va a dirigir inicialmente sus pasos hacia el muro w, independien-
temente de su alcance de vision, esto es, del valor de D.

Teorema 4.2. Considérese el Escenario 4.2 con posibilidad de aumentar
libremente la distancia del horizonte del agente implicado a cualquier valor
D’ > D. Existe una region abierta F C Ap, independiente del valor de D',
tal que, si (xz,y) € F, entonces el primer paso del modelo SR devuelve un
valor & < 3.
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4.3.2. Construccion analitica de una subregién de fallo de-
pendiente de la distancia del horizonte

Como en el subapartado anterior, procederemos de manera segmentada,
probando una serie de resultados previos que conduciran a la demostracion
de este teorema.

Notacién 4.3. Sean D > 0, (x7,yr) € (—D,0)x (0, D). Para cada (x,y) €
[(—D, D) — {0}] x R denotaremos:

Ao(w,y) =y —yr+ (1—- =) VD? a2,

De manera andloga, para cada (x,y) € R x [(=D, D) — {0}] denotaremos:
ép(a.y) =z —ar + <ny - 1> VD=

Por dltimo, para cada (z,y) € R? denotaremos:

w(x,y) == yrr — T7Y.

Las curvas {(‘T7y) € R? : )‘D(xvy) = 0}7 {(337y) € R? : fD(l‘ay) = O} y
{(z,y) € R? : w(x,y) = 0} han sido representadas con lineas amarilla, negra
y cian, respectivamente, en las Figuras 4.3, 4.4 y 4.5.

Lema 4.4. Sean D > 0, (xp,yr) € (—D,0) x (0,D). Si D' > D y (z,y) €
R? es punto de la curva {\p/(z,y) = 0}, entonces:

s pr < <0=y2>yr
D|zr|

[ - y S _ D2 _ .ZU2
(@7, yr)||

n O<z <

Demostracion.

Dirl _ 1 dveh_ [P [

0<z <
| (zr,yr)| 2 D%?f z? L

D? x
= |z7| ﬁ—1>yT:>yT+?T\/D2—x2<0:>

—yr+ (-1 VD < VD —
:>y:yT+(%T—1) VD2 — 2 < —\/D? _ 22,
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Lema 4.5. Sean D > 0, (zp,yr) € (—D,0) x (0,D). Si D' > D y (x,y) €
R? es punto de la curva {¢p(z,y) = 0}, entonces

y<0= 27+ /D2~ (y—yr)? <z
Demostracion.
0<—y<yr—y= y’D?*< (yr —y)’D*> =
— y*D? = (yr —y)* < (yr —v)’D* = y*(yr —y)* =
= VD% = (yr —y)> < (yr —y)VD? —? =

:>$T—|-\/D2—(yT—y)2<xT+<1—ny> D? —y? =

:>$T+\/D2—(yT—y)2<JU=93T+(1—ny> \/D’Z—y2.

O

Definicion 4.2. Bajo los supuestos establecidos en el Escenario 4.2, defi-
nimos la region correspondiente a aquellos puntos de Ap cuya distancia al
target es inferior a D:

Cp :={(z,y) € Ap : o7 < D} C Ap.

Dentro de ella se define, para cada D' > D, la subregion Fpr C Cp como
aquélla delimitada por las curvas {up (z,y) = 0}, {Ap/(z,y) =0 Az < 27}
y {w(z,y) = 0}:

FD’ = {(xay) € C1D : ND’(x7y) < OA()\D/(ZE,Z/) <0Vzx> $T)AW($,y) < 0}
Asimismo, definiremos el conjunto-limite F' C Cp:

F:= lim Fp.
D’'— 400
Proposicién 4.2. Considérese la situacion descrita en el Escenario 4.2. Si
el agente implicado se sitia inicialmente en (x,y) € Cp C Ap y se amplia
su distancia del horizonte a D' > D, el algoritmo del modelo SR fallard
iicialmente si y solo si

(«T,y) E-FD’-

Demostracion. De lo estudiado en la Proposicién 4.1 se desprende que, para
que el algoritmo falle en su primer paso, necesariamente el agente ha de
situarse inicialmente en una posicién (x,y) tal que w(z,y) < 0: si no hay
obstaculo alguno que se interponga en la direccién al target, el algoritmo
sabra escoger como Optima la trayectoria recta hasta el objetivo.
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Por otro lado, teniendo en cuenta que {w(x,y) = 0} corta a la frontera de

D D
Ap en (0,0) y (— T e
@yl [(@r, yr)ll
se puede extraer del Lema 4.4 es que la curva {Ap/(z,y) = 0} es exterior

a Ap N{w(z,y) < 0} cuando z > xp: si zp < x < 0, todos los puntos de
Ap quedan por debajo de ella, mientras que si 0 < z, todos los puntos de
Ap N{w(z,y) < 0} quedan por encima.

Finalmente, del Lema 4.5 puede concluirse que los puntos de la curva
{&p/(z,y) = 0} son exteriores a la circunferencia de centro (z7,yr) y radio
D cuando y < 0; en definitiva, esta curva queda fuera de la regién a la que
hemos restringido el estudio, Cp.

Asi pues, de las dos alternativas que la Proposicién 4.1 establecia para
describir las zonas de fallo del algoritmo SR aplicado al Escenario 4.2 (con
el valor D aumentado a D'), la primera de ellas no tiene cabida si nos
restringimos a la subregiéon Cp, y la segunda de ellas puede expresarse
analiticamente de manera mas sencilla, evitando redundancias propias de
Cp: en esta subregion, para que (x,y) sea punto de la regién Qs — Q; basta
con que se verifique bien z > xp, bien Ap/(z,y) < 0. Queda de este modo
probado que, de las dos condiciones de fallo excluyentes definidas en la
Proposicion 4.1, el conjunto de puntos que verifican en Cp la primera de
ellas es vacio, mientras que el conjunto de puntos que verifican la segunda
es exactamente Fpyr. O

, la conclusién geométrica que

4.3.3. Evolucién de la subregion de fallo a medida que au-
menta la distancia del horizonte

Estudiaremos cémo varfa la familia de conjuntos {Fp/}p>p a medida
que aumenta el pardmetro libre D’. Como puede recogerse del resultado ex-
puesto en la Proposicion 4.2, Fp, corresponde a una subregion de fallo del
algoritmo cuando se fija D’ como distancia del horizonte del agente impli-
cado. El conjunto-limite F' representard entonces ciertas zonas en las que el
algoritmo continuaria fallando por mucho que se aumente este parametro.

Lema 4.6. Bajo las condiciones establecidas en el Escenario 4.2, fijado
cualquier par (z,y) € Cp, definase la funcion escalar p : (D,4+00) — R
como aquélla que asigna a cada valor s > D la evaluacion de ps en (x,y),
i.e. u(s) := ps(z,y). Andlogamente, y obviando los casos en los que © > xp,
definase la funcion escalar A : (D,+00) — R como A(s) := Ag(x,y). Se
verifica que p y A son funciones crecientes en todo su dominio.
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Demostracion. Para probar que la funcion escalar u es creciente, teniendo
en cuenta que, por pertenecer (z,y) a Cp, op < s € (D, +0o0):

d 2 0
W 26057 (Y2 41 -2 >0, Vs € (D, +00).
ds s2 \ |y s

Andlogamente:

dA T s )
%— (1—?>ﬂ>O,V8€(D,+OO),SIZL‘<$T.

O]

Lema 4.7. Bajo las condiciones descritas en el Escenario 4.2, para cuales-
quiera D1,Dy € (D, +00):

D1 < Do :>FD2 CFDl-

Demostracion. Témense dos valores cualesquiera Dy, Dy € (D, 400), D1 <
Ds, y distinganse dos familias de casos, que comprenden la totalidad de
ellos; en ambas se aplicara el resultado obtenido en el Lema 4.6:

» Si(z,y) e Cpniz<ar}:
(z,y) € Fp, = up,(z,y) <0y Ap,(z,y) <0 =
po, (2,y) <0y Ap,(2,y) <0 = (z,y) € Fp,
» Si(z,y) e Cpn{x>ar}:
(x,y) € Fp, = pp,(x,y) <0 =

HD1(:E7y) <0= (ﬂf,y) GFDl-

4.3.4. Demostracion del resultado principal

Interesa, al menos, verificar que F' # (). El Teorema 4.1 probd que pa-
ra cualquier situacién recogida en el Escenario General 4.2 existe siempre
posibilidad de disponer inicialmente al agente de manera que el modelo
SR decida dirigirlo de inicio contra el obstaculo w. Ahora bien, muchos de
estos fallos del modelo podrian evitarse sin mas que ampliar la distancia
del horizonte D del agente implicado; sin embargo, la prueba del Teorema
4.2 supondra que otros tantos fallos seguirdn dandose por mucho que se
aumente este parametro:
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Demostracion del Teorema 4.2. Tal y como se ha construido el conjunto-
limite F' introducido la Definicién 4.2, una consecuencia inmediata que se
puede extraer del Lema 4.7 es que { Fp } pr>p es una familia de subconjuntos
anidados, F' = m Fpr y, por tanto, se verifica

D'>D

FCFD/,VD/ > D.

El conjunto-limite F' verificard entonces la implicacién impuesta en el
enunciado de este teorema. Queda tnicamente pendiente la demostracion
de la existencia de puntos contenidos en F'. En concreto, probaremos que el

segmento no vacio
1
xr}t X | —x7,0 NCp
esta contenido en F.
Comenzaremos estudiando las curvas-limite que delimitan F', al que po-

demos referirnos, de acuerdo a las conclusiones del Lema 4.7, como region
de fallo comin a cualquier valor del pardmetro D. Por un lado:

D2_ 2 _
Ap(z,y) =0 <= y—yr = —(at—a:T)TbT — x:xT—x%.

Haciendo D — +00, esta primera curva tendera a la asintota vertical de
ecuacion
T =x7.

Del mismo modo, nos interesard también analizar el limite de la curva
{pp(z,y) = 0}. Denotando

_ . 2
le,y) = lim_pp(e,y) = 267 [o(e—wr)+y(y—yr)] +50 [y — yr]” - 203)
D—+4o00
podemos expresar analiticamente F' como:
F={(z,y) € Cp :x > a1 A (z,y) <0}

Nos proponemos en primer lugar encontrar el corte de la curva-limite
{f(z,y) = 0} con la asintota {xr = z7}:

fi(zr,y) = 2(yr — y)(w(y —yr)) + 6 ([yr — v* —2(yr —y)?) =

= —u+0)yr —y)? =0 <= y=yrV —2y = d.
La primera de las soluciones corresponde al target, que es punto comun a
toda la familia de curvas {up(z,y) = 0}, luego también lo es de la curva

limite {a(x,y) = 0}; pero (zr,yr) queda fuera de la regién de estudio.
La otra solucién, sin embargo, si puede pertenecer a Cp y, por tanto, ser
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un punto de la adherencia de F' (que es un cerrado de la topologia usual
inducida en Cp):
1
2y=0) <= y=—a7p <0

V3

1
Luego concluimos que el corte de las dos curvas-limite se da en (xT, \/ng> .
Ahora bien, dada la continuidad de fi(zr,y) respecto de su segunda
variable, podemos afirmar que f(x7,y) no cambia de signo cuando y toma

1
valores en el intervalo | —x7p,yr | 2 0. Y como j(xp,0) = :va% < 0, en

V3

@75 ({xT} X [\}ng7o>> NCp C F,

tal y como se queria demostrar.

efecto,

O]

En definitiva: para cualquiera que sea la situacién del target (z7,yr),
si el agente se sitda inicialmente en un punto de abscisa xp y ordenada

1
y € [\/ngﬂ), y > méx{—1 /D? — 22, yp — D}, el algoritmo de resolu-

cién del modelo SR fallard en su primer paso, lanzando al agente contra el
muro w, independientemente del parametro D escogido.

La Figura 4.6 muestra la evolucién de la regién de fallo de una situacion
concreta a medida que se aumenta la distancia del horizonte D del agente.
La imagen apoya de manera grafica el hecho que prueba el Teorema 4.2. Las
subregiones de fallo Fps tienden a un conjunto-limite F' que, en este caso
particular, parece abarcar una zona abierta del plano (un drea no nula); en
ella el algoritmo falla irremediablemente, sea cual sea el alcance visual del
agente.
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Figura 4.6: Evolucién de las regiones de fallo y acierto del algoritmo a medida que se
aumenta la distancia del horizonte del agente. En verde, las posiciones iniciales que son
resueltas de manera razonable por el primer paso del modelo SR; en rojo, las posiciones
para las que el modelo sugiere dirigir al agente contra el muro w. Para las curvas que
delimitan estas regiones se ha mantenido el mismo cédigo de color que se usé previamente
en las Figuras 4.3, 4.4 y 4.5, afiadiéndose en esta ocasidén la representacién de la frontera
de Cp, en trazos azules discontinuos. Los conjuntos Fps, para cada D’ seleccionado, se
corresponden con las zonas rojas situadas por encima de esta linea discontinua. El pequeno
segmento color purpura representa el conjunto de puntos incluidos en F' e identificados
en la demostracién del Teorema 4.2. Se ha partido de la situacién recogida en la Figura
4.4: D =10, (zr,yr) = (—2,1). (A) D' =10. (B) D' =20. (C) D' = 30.
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Capitulo 5

Conclusiones

El estudio del comportamiento humano y, en concreto, de la navegacién
cognitiva en entornos sociales nos permite entender los mecanismos biofisi-
cos y sociales subyacentes a la toma inteligente de decisiones. Los avances en
la modelizacién matematica de estos mecanismos pueden suponer grandes
beneficios en dreas de salud, transporte, asi como en el desarrollo de diferen-
tes tecnologias, en general. Una de las aplicaciones més prometedoras hoy
en dia es la robética cognitiva; nuevos algoritmos y modelos podran facilitar
la navegacion “humana” y, como consecuencia, habilitaran la incorporacién
de robots a la sociedad.

En este trabajo se ha desarrollado el estudio del algoritmo local de nave-
gacién Simple Rules (SR, por sus siglas en inglés), propuesto por Moussaid,
Helbing y Theraulaz [5]. La filosofia de este modelo responde, esencialmente,
a dos heuristicas conductuales bésicas, que dotan a los individuos involu-
crados de autonomia para decidir en cada paso la direccién y velocidad mas
adecuadas al contexto en que se desenvuelven.

La modelizacién matematica de este sistema de navegacion, descrita con
detalle en el segundo capitulo, es relativamente sencilla: para cada agente se
obtienen las coordenadas de sus estados sucesivos (posicién, velocidad, di-
reccién visual, etc.) resolviendo en cada paso de tiempo un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias acopladas. Una vez expuesta la matemética
del modelo se ha procedido a su implementaciéon en Matlab, con el fin de
poder analizar de manera empirica los beneficios e inconvenientes de su uso.

Como se ha recogido en el tercer capitulo, SR es capaz de predecir tra-
yectorias individuales y patrones colectivos de movimiento coherentes con
estudios experimentales en el campo de la psicologia del comportamiento. Su
simpleza con respecto a otros modelos de navegacién existentes no le resta
efectividad a la hora de resolver gran variedad de situaciones dindmicas de
relativa complejidad. Se han analizado dos escenarios en los que el modelo
ha sido capaz de encontrar rutas factibles para cada uno de los individuos
implicados, evitando las colisiones que irremediablemente habrian tenido
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lugar en caso de que las situaciones hubiesen sido afrontadas por agentes no
cognitivos.

En otros dos escenarios se ha querido comparar el efecto que tiene la
implementacién de este algoritmo en contextos de aglomeracion. Una deci-
sién espontdnea emergente que sabe reflejar fielmente el modelo SR es la
generacién de carriles bidireccionales cuando en una muchedumbre coexis-
ten individuos que desean desplazarse en direcciones opuestas. Otro hecho
con el que el algoritmo también es coherente es la influencia que la elevada
ocupacion de una sala tiene sobre la longitud del viaje que ha de emprender-
se para cruzarla. Para probar esto dltimo se han analizado datos numéricos
recogidos de simulaciones realizadas para distintos niveles de aglomeracién,
obteniéndose resultados concordantes con la naturaleza del experimento.

Las ventajas de este algoritmo son evidentes. Sin embargo, la localidad
temporal en que se fundamenta, basada en permanentes tomas de decisién,
propician la aparicion de diversos problemas que desembocan en una nave-
gacion deficiente o subéptima. Estos problemas intrinsecos son comunes a
todos los métodos locales que persiguen la bisqueda de un 6ptimo global;
en este caso concreto pueden llegar a corromper el buen funcionamiento del
algoritmo, devolviendo como 6ptimas trayectorias que sdlo inducen un com-
portamiento absurdo del sistema, incluso llegando a tratar como imposibles
situaciones que tienen féacil solucién. Con la finalidad de dar una explica-
cion a este tipo de fallos, en el cuarto capitulo se ha propuesto una familia
de escenarios para los que se ha demostrado analiticamente que siempre es
posible inducir una solucién del algoritmo para nada deseable: algunos de es-
tos fallos pueden evitarse ajustando ciertos parametros propios del modelo,
pero otros tantos se mantienen de manera irremediable.

En concreto, se han enunciado y demostrado dos teoremas. El primero de
ellos prueba que, fijado el limite visual del agente implicado (dinico pardme-
tro libre que interviene en la toma de decisién del modelo), es posible acotar
un area no vacia que encierre exclusivamente localizaciones desde las cuales
el algoritmo SR devuelve una decisién de navegacién equivocada. El segundo
resultado es mas fuerte; demuestra la existencia de una regién no vacia con-
formada en su totalidad por localizaciones que inducen un comportamiento
absurdo del modelo, para cualquier eleccién del pardmetro senalado.

En definitiva, habiendo motivado este trabajo la bisqueda de un mode-
lo alternativo a otro de caracter global mucho méas complejo, de naturaleza
cognitiva y desarrollado en un estudio previo, una buena linea de investi-
gacion seria considerar la posibilidad de incluir los beneficios a corto plazo
proporcionados por uno como complemento a la potencia y versatilidad del
otro; de este modo naceria un nuevo sistema de navegacion inteligente, capaz
de afrontar mediante un enfoque mucho mas completo las barreras impues-
tas por situaciones dindmicas cotidianas, dificultades que se desearia supiese
abordar con éxito cualquier agente cognitivo en un futuro no muy lejano.
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