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ABSTRACT

We derive exact expressions for the conditional mean and variance of the initial state
of a state space system with stochastic inputs, under stationarity or nonstationarity. These
results generalize those of De Jong and Chu-Chun-Lin (1994) and provide a useful
initialization method to obtain maximum likelihood estimates of the model parameters. As
final estimates are sensitive to initial conditions, the presence of stochastic inputs -a frequent
situation in Econometrics- should be considered when computing the mean and variance of
the initial state. The results obtained with this method compare favourably with those
obtained by standard procedures.

RESUMEN

En este trabajo se derivan las expresiones exactas de la media y varianza condicional
del estado inicial de un modelo en espacio de los estados con inputs estocisticos,
generalizando fos resultados tedricos obtenidos por De Jong y Chu-Chun-Lin (1994). Se
muestra que las condiciones iniciales exactas dependen del caricter estacionario o no
estacionario del modelo y que las estimaciones finales de los pardmetros son sensibles a la
presencia de inputs estocdsticos, siendo ésta una situacién frecuente en Econometria. Los
resultados obtenidos con datos simulados muestran el favorable funcionamiento del
procedimiento desarrollado frente a otros mds cldsicos,
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1. Introduccién.

Es conocido que la estimacién por mixima verosimititud exacta (MVE) de un modelo
en espacio de los estados (EE) puede abordarse utilizando alguna técnica de filtrado, que
habitualmente es ¢l filtro de Kalman (FK), o bien, el filtro de Chandrasekhar (FCH) (ver,
entre otros, Shea, 1987; Gardner ef al., 1980; Terceiro, 1990; Sotoca, 1994). Puesto que la
mayor parie de las especificaciones econométricas dindmicas (como por gjemplo, modelos
ARMA, ARMAX, VAR, VARMA, modelos de componentes no observables) tienen una
representacién en EE, todo resultado vélido para un modelo en EE es aplicable a cualquier

representacién convencional expresado en esta forma.

Se desarrolla, a partir de los trabajos de De Jong (1988} ¥ De Jong y Chu-Chun-Lin
(1994}, un procedimiento de inicializacion del filiro usado en la estimacién por MVE de un

modele en EE con inputs estocdsticos. En concreto, se obtiencn expresiones exactas para

inicializar un sistema estacionario o no estacionatio, generalizando los resultados tedricos
obtenidos por De Jong y Chu-Chun-Lin (1994) que s6lo consideran la presencia de inputs
deterministas. En la préctica, el uso de esta inicializacion requiere conocer o analizar la
estructura estocéstica de los ipputs presentes en el modelo. No obstante, en este trabajo

también se deriva una forma aproximada para inicializar el filtrado que no exige llevar a cabo

ese andlisis previo. Es importante disponer de estos criterios de inicializacidn, al menos, por
dos razones: 1) porque en Fconometria los regresores de un modelo suelen ser estocésticos

y 2) porque las estimaciones finales de los parimetros son sensibles a las condiciones

iniciales del filtro de Kalman, sensibilidad tanto mayor cuanto menor sea el tamafio de la

muestra disponible.

Se han usado distintas aproximaciones para tratar las dificultades de inicializar un
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& £ estado inicial tiene una varianza "suficientemente” grande (ver Burridge y Wallis, 1985); i)
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vector de estado inicial es fijo pero desconocido, obteniendo el estimador méximo-verosimil
de dicho vector (ver Rosepberg, 1973). No obstante, y olvidando los problemas de estos

criterios de inicializacién, no se ha tratado explicitamente el problema de inicializar ¢} FK




aplicado a un modelo en EE con variables exdgenas estocésticas. Aungue éste es un caso

frecuente en la modelizacitn econométrica de relaciones econémicas, autores como De Jong
(1988), De Jong y Chu-Char-Lin (1994) o Danyang y Xuanhuzng (1994), 5610 consideran

la existencia de efectos fijos.
El trabajo se estructura de la siguiente forma.

En ef apartado 2 se introduce la notacion usada en el resto y se detalla el problema
de inicializar el FK para evaluar la FVE de modelos en EE estacionarios ¥ no estacionarios.
En el apartado 3 se deriva la expresién de la FVE de un modelo con inputs estocisticos,
siguiendo a Marshall (1992) en la prueba del resuftado. En el apartado 4 se ofrecen las
expresiones exactas de Ja media y varianza del estado inicial de un modele con inputs
estocasticos, presenténdose la prueba del resultade en el Apéndice 1. En el apartado 5 se
derivan condiciones iniciales “aproximadas® para el estado de un sisterna con inputs
estocdsticos cuando es desconocida Ja estructura de autocorrelacién de los mismos. Fn el
apariado 6 se presentan resultados usando datos simulados que muestran cémo las
estimaciones finales de los pardmetros son sensibles a las condiciones iniciales del filtro si
no se tiene en cuenta el cardcter estocdstico de las variables explicativas. Por dltimo, en el

apartado 7 se resumen las conclusiones mds importantes del trabajo.
2. Modelizacién en EE y la inicializacidn del filtrado.

Es sabido que un modelo en forma de EE puede escribirse como:
n
7, = H*x « Doy, + Copf
e
EIER SR LT LT 2
en donde x,” i
X, es ungcctor {nx 1} de variables de estado, z, un vector (m>J) de variables
obse 5 i 0 st
tvables, u, ungjvector (rxI) de variables exdgenas estocasticas y wS° y v son
perturbaciones aleatorias con esperanza nula, matrices de covarianzas 27y R®
:
Tespectivamente, y una matriz de covarianzas contempordnea denotada por §*. También es
conocido gue la mayor parte de las especificaciones econométricas dindmicas tienen una
representacién en EE en donde los elementos de H®, D2, C*, . T, E* @°, R y8

2 ¥

son funciones de los pardmetros desconocidos que incluimos en un vector .

A partir de (1)-(2), el propésito es estimat &} vector ¢ por MVE sobre la base de los
datos Z = [Zys Tz -oor Zd ¥ U = [8;, Wy .., @3], usando &l FX ¢ el FCH. La funcién de

densidad conjunta de la muestra puede escribirse como:
N
fZ10y = T] fz/ 2. 0) G
=1

donde Z+ es el conjunte de informacién disponible sobre las variables z, hasta ¢l instante #-1
y flz/Z", UY ¢s la funcidén de densidad condicionada por Z¥ y U. Bajo la hipdtesis de
normalidad de w,", ¥ v del estado inicial x;', la distribucién de z, condicionada también serd
normal y esto permite caracterizar analiticamente fz,/Z17,U). La evaluacién de {3) puede
llevarse a cabo utilizando el FK, cuyas condiciones iniciales se corresponden con los dos
primeros momentos de f(z,/T). Es decir, tomando esperanzas condicionadas en (1) cuando
t = 1, se obtiene que:
E(z,1U}y = Hx, + D"n, 4
cov(z,/ U) = H'P(H*T + C*R(C*Y (5)
donde X, = E(x,; /Uy y P, = El(x! - X,/ UXx - x,/U)}. La utilizacin det FK para
evaluar fa FVE exige especificar los valores de X, y P,. Estas condiciones iniciales
dependerin fundamentalmente de si et modelo (1)-(2) es estacionario o ne, en ¢l sentido de
que las raices de la matriz ®° sean, en médulo, mayores, iguales o menores que la unidad.
Un resultade conocido es que si el modelo es estacionario ¥ no existen variables exdgenas,
1a inicializaci6n adecuada del filtro es X, = 0 y F; la solucidn a la ecuacion de Lyapunov
P, = &P (3 + E"QYE ayT (yer, por ej., Anderson y Moore, 1979, cap. 4; Terceiro,
1990, cap. 4).

Bajo estacionariedad y si las variables exdgenas son efectos fijos, las expresiones
exactas para la media y la varianza condicional del estado inicial del sistema fueron dadas
por De fong y Chu-Chun-Lin (1994). El problema de inicializacién cuande aparecen
variables exdgenas estacdsticas en (1)-(2) es resuelto en este trabajo, tanto en el caso

estacionario como no estacionario, mostrindose gue las soluciones habituales son incorrectas.




En el caso de modelos no estacionarios {es decir, todos los autovalores de la matriz,
#° son en médulo mayores o iguales a la unidad), es natural suponer una gran incertidumbre
asociada al estado inicial, es decir, P, = &I con k— +oo, que equivale a establecer Pl =0.
El problema de este tipo de inicializacién es que si €1 FK comienza con una mairiz P,
arbitrariamente grande, puede degradarse numéricamente en pocas propagaciones. Una
solucién, consistente en usar el filtro de informacién, tampoco estd exenta de problemas,
dado que el uso de este filtro requiere que ®° tenga rango completo ¥ esto no siempre es
cierto. En concreto, en este trabajo se utiliza la formulacién en EE propuesta en Terceiro

(1990, cap. 2), donde $°, en general, no tiene inversa.

El caso de que algunos antovalores de $° sean en médulo mayores o iguales a la
unidad y otros menores que la unidad, también ha sido estudiado por De Jong y Chu-Chun-
Lin (1994). La idea fundamental es que ia matriz de covarianzas P, tiende a infinito, pero P,
es una matriz 0o nula y deficiente en rango. En esta simacién, dichos autores derivan la

s -1 p
expresion exacta de P, aunque s6lo para modelos con inputs deterministas.

Por dltimo, diversos autores {ver, por ejemplo, Rosenberg, 1973; Terceiro, 1990),
consideran que ¢l estado inicial del sisterna puede tratarse como un vector de pardmetros
constantes pero desconocidos, que pueden estimnarse por méxima verosimilitud, tanto en
modelos estacionarios como no estacionarios. Sin embargo, en el apartado 6 se muestra con
datos simulados que estas condiciones iniciales generan sesgos en la estimacién por MVE de

modelos gue incerporan componentes de medias méviles.
3. La fancitn de verosimilitad de un medelo en EE con inputs estocdsticos,

Usando la regla de Bayes, es ficil mostrar que la verosimilitud de la muestra ea
logaritmos puede escribirse como:

i

]

g C(ZITU.0) = 0(x1U) + ((Z/U,x0) - U(x}Z,T) (6)
donde el primer sumando de (6} representa la verosimilitud del estado inicial condicionada
por los inputs, el segundo término es la amada verosimilinud de la descomposicin de las
innovaciones y el ltimo término det lado derecho de (6) representa la verosimilitud del
estado inicial condicionada por z ¥ #,. Bajo normalidad de x, w,° y v, el primer sumando

'
¥
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de (6), sin tener en cuenta el término constante, tiene la expresitn;
PeiIUY = tog| Pyl o+ (xf - X)) P - X)) (M
donde X, y P, denotan la media y varianza condicional de x,', cuyas expresiones exactas se

derivan en el apartado 4. El segundo sumando de (6) es:
N N
0(Z/U, x5 = Y logiB| + ¥ 2 (DB 4 (x") (8
t=1 =i

donde £, es un vector de innovaciones definido como £, = z, - E(z,/ ZU)B, = E(th,r)
¥ Z{x/') denota que estas innovaciones estdn condicionadas por x,, mientras que B, stlo
depende de P,. La evaluacién de (8) exige el cileulo de Z, y B, variables que pueden

obtenerse mediante la propagacion del FK.

Por tltimo, ¢l término £(x/Z, U} estard caracterizado por la E(x/I1Z,TH yla
cov(xy! Z, U}, momentos que a skt VEZ dependen de X, ¥ P,. Siguiendo a Marshall (1992),
es Fcil derivar la expresién de esta verosimiliud. Se puede comprobar que Ius matrices
& .T°, H°, D* y K, (ganancia del FK) no dependen de x; y que (ver Terceiro, 1990):

5= HE % + ©
donde Z° son las innovaciones resultantes del FK fijando condiciones iniciales miias para el
estado inicial y su covarianza (a partir de ahora FR(0,0)), Z, las innovaciones obtenidas si
el proceso realmente hubiese sido generado con condiciones iniciales nulas ¥
‘i, = (P - K,H)@H comenzando con 51 = I. 8i denotamos por Z al vector (n XN) X1 de
innovaciones Z,, X a la matriz con blogues-fila H 5,_1 y B a una matriz diagonal por bloques
que contiene las correspondientes matrices de covarianzas de cada vector de N innovaciones,
es posible escribir conjuntarmente el sistema:

X Io0}ix' (10

z X1Ijiz
y la distribucién conputa de [(x) (€ T es también normal con media y matriz de
covarianzas, respectivamente:
X, . P, PXT an
Xx, XP, XP X"+ B

»

A partir de (11) se puede obtener la esperanza condicional del estado inicial x;' y su matriz




de covarianzas como:

E(x175,U) =%, + P,XT[XP, X7 + B[ (* - Xx,) (12)
cov(x1Z°,U) = P, - P,X7[XP, X" + B]I"'XP, (13)
o bien, aplicando el lema de inversidn de matrices:
E(x1Z°,U) = [P + WIT[P'X, + w] {14)
cov(xf1ze, Uy = [P+ WY (15)

donde W = XTB-'Xyw = XTB"°, Por tanto, la expresién de la funcién de verosimilitud
exacta del modelo (1)-(2) es:
N N
L(Z/U,8) = log|P,| + ¥'P'x, + Y tog|B] + Y. (Z VB 'E +
= =1 (16)
v log]P + W] - (PR + TIPS+ WIPLP'R, + W)
que coincide con la ofrecida por De Jong (1988) {ver Teorema, pig. 66), aunque la prueba
€s mucho mds inmediata y directa. Por tanto, la FVE puede evaluarse usando un FK(0,0) y
después del filirado, se corrige el efecto de esta inicializacién arbitraria. Con esta estrategia
se consigue modelizar las condiciones iniciales sin ninguna implicacién en el filtrado. Para
modelos ARMA vectoriales, es ficil demostrar que (16) coincide con la ofrecida por

Mauricio {1995) en un contexto diferente a la modelizacién en EE.

Derivando (16) con respecto a X, , el estimador maximo-verosimil de x;" es W™w,
independtientemente de P,. Eligiendo P, = 0 junto con ‘)El = Ww (eleccién que coincide

con el algoritmo de Rosenberg (1973)), (16) se convierte en:
N N
HZIU,0) = Elog|B‘| + E (EYBE - wiWlw (17)
r=1 =1

donde el dhimo término de! lado derecho de (17) es el factor de correcciéon en la
verosimilitud de la descomposicién de las innovaciones obtenidas con un FK(0,0).

‘ :

i

s
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4. Media y varianza del estado inicial de un modelo en EE con inputs estocssticos.

En este apartado se derivan las expresiones exactas de la media ¥ varianza condicional

de x;" de un modelo en EE con inputs estocésticos. Para ello, s¢ parie d'e"(l')—(Z), es decir,

o

6

e

del modelo que establece la relacién entre las endbgenas y las exdgenas, donde sin pérdida
de generalidad, se supone que €, = W, = ¥ es un vecior de perturbaciones aleatorias con
esperanza nula y matriz de covarianzas I, = @° = R® = §°. Ademis, la estructura

estocdstica seguida por las variables exdgenas puede representarse en EE como:
xh = Px} + Eta, (18)
u, = H'x + Cla, (19)
donde a, es un vector de perturbaciones con esperanza nula y matriz de covarianzas I ¥ los
elementos de &, Y H* v C* son constantes en el tiempo, aungue pueden ser desconocidos.

Siguiendo a Terceiro (1999, cap.3) es posible escribir 1) ia relacién entre las endogenas y

las exdgenas {ecuaciones (1}-(2)) y 2) el modelo de las exdgenas (ecuaciones (18)-(19)

conjuntamente de la forma:

X, = ®x, + Ew, (20}
¥, = Hx, + Cw, 21)
donde:

_|® ™H? _|B* rct _H* beH? @2

0 & 0 E* ¢ Ht
ce Dec? of % | 23)

C = . W= R P S A

0 C a( X ul

Puesto que & es cuadrada, existe una matriz U tal que: ® = Udiag (¥, $FIU L, o biem:

0| | TY 4
& =[U" U”][O @E] L“J e

donde ®¥ y ®° son formas de Jordan que contienen las raices no estacionarias y
estacionarias de &, respectivamente (ver Petkov et al., 1991, cap. 1). A partir de (24), es

facil descomponer el modelo (20)-(21) en dos subsistenas:

x2 = &N + TVEw, 25)
xo = ¥5xF + TEEwW, (26)

donde (25) es el subsistema no estacionaric y (26) €l subsistema estacionario. Bajo estas




condiciones, se cumple el siguiente resultado.

Teorema: Las expresiones exactas de la media y varianza condicional del estado inicial del

modelo (1)-(2) vienen dadas por:
E(x/8°) = PS[PL]"S® + Py | 1s? 27
cov(x{1i°) = Py - PLS*[8% + Py 1P Py, (28)
siendo P;; el blogue (i,/) de la matriz de covarianzas P, definida por:

. k Uﬂ,a( UN,n )T 4 UE,a P[E( UE,u)T & UN,a( UN,!;)T_'_ UE‘“PIE( Uglb)T (29)

P’ =
k UN,b( UN.R)T+ UE,:;PIE( UE,a)T k U.N,b( UN.D)T + UE,,yPlE( UE,.&)T

La matriz P de (29) es la solucién a la ecuacion de Lyapunov del subsistema (26) (ver
Anderson ef al., 1979). Las matrices UM, UM /%« [EY son particiones de [/¥ y UE
Es decir, (U = (U™ (U%yT y (U = [(UBey" (U5, Ademss, k es una
constante arbitrariamente grande; $* es una matriz definida por §¢ = X7(B* Y*X dondeX
es una matriz con bloques-fila H®, | y & = ($* - KH")®!  comenzando cond’ = I
¥ K, es la ganancia del FK(0,0). Denotamos por #° al vector (rxN) %I de innovaciones i’
resultantes de aplicar el FK(0,0) al modelo (21)-(22). La matriz B® es diagenal por bloques
y contiene las matrices que devuelve el FK(0,0) come covarianzas de cada vector de r
inmovaciones, suponiendo que esa inicializacién es correcta. Por dltimo, §* es un vector

definide como 5% = XT(BH 5.
La prueba del Teorema se ofrece en el Apéndice 1.

Las expresiones (27) y (28) son aplicables al caso estacionario ¥ no estacionario. No
obstante, es ficil derivar las expresiones de )a media y varianza condicional de x en

cualquiera de estas simaciones:
g
i
%

{i) En el caso estacionario, puesto gue todas las raices de & son, en modulo, menores que
fa unidad, se cumple que U¥=0 y U%=]. Por tanto, P = PF y (27)(28) pasan a ser:

E(x1d°) = P,P;'[8% + P} s® 30)

cov(x21@®) = P, - P, S'[S* + PR 1P Py (31)

donde P, P,,, P, ¥ P, son los blogues que forman la mairiz Pf. Se observa que Ia
media y variarnza condicionat de x;' dependen de la estructura de autocorrelacién de los
inputs. Si los inputs siguen un proceso de mido blanco, entonces Py, = 0,E(x; /) =0
y cov(x{/G°) = P, donde P, = &P, (8) + E*E (E*Y + T9CPE(CH(I)". El
ltimo término de P,, es habimalmente ignorado si se desconoce gue la estructura de los

inputs es de ruido blanco.

(if) En el caso no estacionario, fodas las raices de & son, en médulo, mayores o ignales a
la unidad y se cumple que U*¥=0, U¥=Iy P, = kI. Por tanto, (27)-(28) se reducen a

E(x//G°) = 8y cov(xy'/@°) = kI con k—>+0o.

iii) Si algunas rafces de ¥ son, en médulo, mayores o iguales a la unidad ¥ otras menores
que la unidad, se demuestra que la E{x /@) es una expresion finita y lacov(x, /")
arhitrariamente grande, pero su inversa es una matriz no nula y finita. Este resuftado coincide

con el obtenido por De Jong y Chu-Chun-Lin (1994) para modelos con inputs deterministas

v la prueba se ofrece en el Apéndice 2.
5. Condiciones iniciales aproximadas del estado de un modele con inputs estocasticos.

En este apartado se derivan condiciones inicales *aproximadas” cuando en 1a practica
se desconozea el modelo seguido por las ex6genas y el objetivo dltimo sea estimar por MYE
et modelo de relacién. Para ello, se parte de la siguiente descomposicion de (2) en su parte

estacionaria y no estacionaria:

xif = N 4 T+ TOVE W (32)

x0F = $AExPE o TETow, + TFE W, (33)

Sabiendo que existe una matriz V tal que: & = Vdiag(®*Y , #2F) ¥, o biem

P = [Va,N Vu,E} (I)R’N 0 TE‘N (34)
0 q,a,E Tu,E




¥ siguiendo a De Jong ¥ Chu-Chun-Lin (1994), la distribucién del estado inicial del sistema

completo  es normal con media V%Y + VeExf y mamtiz de covarianzas
a,N \ EpE s, H

kVa¥(VoryT + VoERS(VSE), donde Py’ es la solucion a la ecuacién de Lyapunov de (33).

A partir de aqui, veremos cémo inicializar el sistema analizando separadamente ¢l caso

estacionario y no estacionario.

(i) Bn e} caso estacionario, se cumple que V¥ = 0, VoF = ToF = J y 348 = g2 A g
vez, la formulacion en EE permite descomponer el sistema estacicnario en otros dos
subsistemas distintos; el que llamamos determinista:

i = x4 I,

z' = Hx/ + Dy, Y

y el estocistico:

ay:
1y = ¥ o+ Eow,

. (36)
= an‘a,s + C“v,“
o R a,5 5
donde es ficil comprobar que x5 = xi) + X2 ¥ z, = '+ 7 Suponiende que no existe
correlacién entre x;” y los inputs ¥ que E(xy",x™) = 0, puede obtenerse que:
E(x/1U) = E(xP 1) + E(x) (37
P =P+ P (38
y las condiciones iniciales del subsistema estocistico son  E(x) = 0
5 _ 5 ar)a
Py = 3P {®) + E*Q*(E")". En cuanto al subsistema determinista, si las variables «
- A . '
son estocdsticas, la E(x"/ U) es desconocida y puede estimarse por méxima verosimilimd
a.d — - : .
Entonces, E(x;/U) = W-w junto con P = 0. Por tanto, la inicializacién del sistema
completo viene dada por:

E(x/U)

Wilw (39)

;?ﬂ P, = ®P; (8% + E*QE") 40)
La inicializacidn dad%. por (39)-(40}, resultante de la descomposicién (35) y (36), tiene otra
Justificacién nsando ¢l argumento de tiempo inmemorial (ver De Jong y Chu-Chun-Lin,
1994, pdg. 154; Anderson y Moore, 1979, cap. 4), que supone que el proceso se ha iniciado

antes de su observacion, en un instante lejano en el tiempo y por tanto, la ecuacién (2}

10

se cumple ¥7=0,-1, -2,... . Es decir, las condiciones iniciales def FK se corresponden ahora
con los dos primeros momentos de flz,/ Uy, T, o) donde U,y = L, iy,
Uy p = [Hg e 4., u_;] y s6lo observamos los inputs desde el instante £ = 1 hasta N, pero
1o desde ¢ = O hasta t = -T. Entonces, E[x /U, . U, ;] = S Exg /T, Uy 1 + T,
es una expresién desconocida y distinta de cero, aunque E (xg /Uy Uy p} = 0 siguiendo

el argumento de tiempo inmemorial. Sin embargo, bajo estacionariedad, se sigue compliendo

que P, = 4P (&7 + E*QU(E*)".

(i) Si el modelo de relacion es 1o estacionario, se tenc que VoE = g, Vol o PN = Jyde = §4F
y el estado inicial tiene media %" v matriz de covarianzas kI con k—+co . Nétese que laFVE
dada en (16), depende de la matriz de informacion inicial y no de la matriz de covarianzas,
salvo el primer término de la misma que es log | P, | . No tiene sentico calcular éste cuando
se reduce a log|kJ] con k->+co . Sin embargo, el limite de la distancia entre la funcién de

verosimilitud y ese término es:

N N

Yoiog|B] + Y, (ZBE + log|W| - wiWw Y
=1 =1

donde Wy w vienen definidas como en (16} ¥ en este caso, 1O afecta a la evaluacitn de la

funcién de verosimilitud el que la media del estado inicia! sea nula o no.

(ifi} La eleccién de condiciones iniciales si el modelo es parcialmente no estacionario exige
trabajar tanto con el subsistema estacionario como con el no estacionario (ver ecuaciones (32}
¥(33)). La matriz de informaci6n inicial es P = ;Tffc Ver(veNT + VAR (Ve que
es finita e igual a Py’ = (T*BT(PEy T donde Py satisface la ecuacion de Lyapunov
PE = ¢ EPE(@EY + T E°Q°E s*(T=E)T  Esta expresion se corresponde conla ofrecida
en el Teorema 3 por De Jong ¥y Chu-Chun-Lin (1994), siendo éste uno de los resultados

fundamentales del citado trabajo.

En ceanto a la media del estade inicial, si el modelo presenta inputs estocisticos
habrfa que estimarla. No obstante, puede aplicarse el mismo procedimiento desarrollado para
el caso estacionario, es decir, descomponer el subsistema estacionario (32) en su parte
determinista y en su parte estocéstica. El estado micial del subsistemna no estacionario tiene

wna media condicional distinta de cero, pero como la incertidumbre asociada al misno es
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infinita, los términos de la funcién de verosimilitud no se ven afectados sea cual sea el valor

elegido de esta media.
6. Resultados con datos simulados.

En este apartade se ilustra el funcionamiento de los criterios de inicializacién
propuestos, usando datos simulados. En las Tablas 1 y 2 se resumen los resultados de la
estimacién por MVE de modelos estacionarios que relacionan una variable endogena con una
exGgena, considerando distintos tamafios muestrales. Se ha generado una variable exégena
con estructuya AR(1} regular (Tabla 1) o AR(1) estacional (Tabla 2). Se presenta la media
de las estimaciones obtenidas con 1000 realizaciones, asi como las desviaciones tipicas
muestrales, usando tres criterios de iniciakizacién del FK: (1) las condiciones iniciales exactas
[ecuaciones (30) y (31)]; (2) la inicializacién habitual que supone ignorar el cardcter
estocdstico de la exdgena, x, = 0y P, = P ($*)F + E*Q=(E*)" y (3) Ia inicializacién
"aproximada" desarrollada en el apartado 4 donde e] estado inicial se estima por mdxima
verosimilitud con P, = P (#°) + E*Q°(E°)". Ademis, se ofrece el error cuadritico
medio (ECM) de la estimacién de cada coeficiente del modelo de relacidn. A la vista de los

resultados ofrecidos en las Tablas 1 y 2, se pueden extraer las siguientes conclusiones.

Para tamafios muestrales cortos (30 ¥ 50 observaciones), el uso de las condiciones
iniciales exactas genera menos sesgo en la estimacion puntual de los pardmetros del modelo
de relacion y la precision de la estimacidn es siempre mayor que con los otros dos juegos de
condiciones iniciales. A medida que awmenta el tamaiio de la muestra, son menos sensibles
las estimaciones finales de los pardmetros a las condiciones iniciales del filiro. Se observa
¢l buen funcienamiento de las condiciones iniciales aproximadas, independientemente del
tamafio muestral, generando resultados muy similares a los obtenidos con las expresiones
f:x.ac.ta.s, Ifor ‘ﬁltimc:%, al incorporar estructura estacional al modelo, los efectos de una
inicializacidon mccrr?ta sobre las estimaciones finales son mds importantes que los resultantes

de un modelo sin estacionalidad, sobre todo para muestras cortas (ver Tabla 2).

El segundo modelo simulado es un proceso univariante MA(1)xMA(1), en €1 que se
han considerado distintos valores de los pardmetros y muestras de 100 observaciones. En este

'
¥
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caso, el FK se ha inicializade de dos formas: (1) X, = Wlw y P, = 0 y () ¥ =0y
Pl = (PE)! siendo P 1a solucién a la ecuacion de Lyapunov PE = E*QYE"). Los
resultados de la estimacion se presentan en la Tabla 3 y se ofrece la media de 1a estimacion
por MVE con 500 realizaciones, la desviacion tipica muestral y el ECM de la estimacion de
cada parimetro. Los resultados muestran que, en general, el juego de condiciones iniciales
masximo-verosimiles sesga al alza la estimacion de los pardmetros media movil, llegando a

generar una estimacién no invertible st los pardmetros estdn cerca de la no invertibilidad.

Fl ditimo modelo simulado corresponde a una especificacién de componentes
no observables utilizada por Young (1988), Garefa-Ferrer et al. (1996}, entre otros, enla que
se descompone una variable (y) en una tendencia () mds un componente irregular (eJ.
Ademids, se supone que la primera diferencia de la fendencia es otro componente no

observable (s) que sigue un pasec aleatorio. La formulacién en EE de este modelo es:

T 11 |% 0 42)
= + a
5 0 10 }s, 1
»= rr t & (43)

donde las perturbaciones a4, y ¢, tienen esperanza nula, varianzas o y o, respectivamente
y estan incorreladas entre si. El sistema (42)-(43) es no estacionario, ya que las dos raices
de la matriz & son unitarias. Una vez obtenida la estimacion por MVE de los dos pardmetros
desconocidos (o> ¥ o7), se puede extraer eficientemente la tendencia de la serie aplicando
un smoothing de intervalo fijo (ver Anderson y Moore, 1979). La prictica habitual consiste
en fijar ad hoc un ratio de varianzas uﬁ/crf {por ejemplo, igual a 0.1} y posteriormente,
extraer el componente tendencial condicionado a ese valor del ratio. Los resultados de la
estimacién de (42)-(43) usando datos simulados se presentan en la Tabla 4. La clave para la
correcta estimacién por MVE de este modelo no estacionario, es la eleccidon adecuada de
condiciones iniciales del FK que son x, = 0 y Pt = 0, El oro juego de condiciones
iniciales usado es el méximo verosimil, que en este caso funciona de forma parecida a las
exactas ya que no aparecen pardmetros de medias moviles y tampoco inputs estocdsticos. En
general, los resultados de la Tabla 4 muestran que la media de la estimacién por MVE de
1os dos parimetros estd muy préxima a los valores tedricos de los mismos, para los dos

criterios de inicializacién usados.
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7. Conclusiones.

En este trabajo se generalizan los resultados tedricos obtenidos en De Jong y Chu-
Chun-Lin (1994), derivindose la inicializacién exacta del estado de un modelo que incorpora
inputs estocdsticos. Dado que Jas cstimaciones finales de Ios pardmetros son sensibles a las
condiciones iniciales del filtro, es importante tener en cuenta el carcter estocdstico de los
inputs, situacion frecuente en Econometria, al calcular la media y la varianza condicional del
estado inicial. Estas expresiones dependen bésicamente de dos aspectos: 1) la estructura de
autocorretacién de los inpuls que se suponga y 2) el cardcter estacionario o no estacionario
del modelo de relacién entre las endégenas y los inputs, cuestién también tratada en De Jong

¥ Chu-Chun-Lin (1994), si bien estos autores sélo suponen la existencia de efectos fijos.

Ademis, en el caso de que €l ohjetivo tltimo del andlisis sea estimar los parimetros
del modelo de relacién y no se conozea la estructura estocdstica de los inputs, se deriva un
juego de condiciones iniciales "aproximadas”, que tienen en cuenta la naturaleza aleatoria de
dichas variables. La idea clave para derivar estas condiciones iniciales consiste precisamente
en la flexibilidad de la representacion en espacio de los estados, que permite descomponer
ficilmente el sistema en lo que llamamos subsistema determinista y estocdstico. Una
inicializacién adecuada de cada uno de estos dos subsistemas proporciona las condiciones

iniciales apropiadas para el sistema completo.

Los métodos de inicializacién propuestos han sido aplicados a la estimacién de
distintos modelos usando datos simulados y distintos tamafios ruestrales. Los resultados
obtenidos muestran la importancia de la inicializacion del filtrado en la estimacion final de
los pardmetros de modelos muy sencillos, tanto estacionarios como no estacionarios. En
concreto, los resultados sugleren gue: i) ignorar el cardcter estocdstico de los inputs genera
estimaciones menoaiéﬁciemes {en términos del errer cuadritice medio) de los pardmetros del
modelo de relaciénggii) criterios de inicializacién cldsicos, como el algoritmo de Rosenberg
(1973) o ¢l de Terceiro {1990}, sesgan al alza la estimaciér final de pardmetros de medias
moviles, siendo estas estructuras frecuentes en la medelizacién univariante de series
econdmicas y ili) la correcta estimacién por mdxima verosimilitud exacta de modelos no

estacionarios, requiere elegir adecuadamente las condiciones iniciales del filtro de Kalman.

¥
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Apéndice 1. A partir de (25} y (26}, De Jong y Chu-Chun-Lin (1994) demuestran quex{g
y x" siguen una distribucién conjunta:

. xlN N 0 kI 0 (L.
X = x:g -~ 0 H 0 PIE

y por tanto, el estado inicial del sistena completo Ux, ~ N(0,P,"), donde
P = kUN(UYY + UPPE(UEY. Sabiendo que UV UE se bhan patticionado en
R [comayr (urey |y (BT = J(US)T (UFY], Py puede escribirse como en
(29). A partir de (21), es ficil demostrar que (ver Terceiro, 1990):
o (1.2)
i =0 x| | &
X

siendo #,° las innovaciones resultantes de un FK(O,()): fi,_las imovqciones que se obtendrian
si el proceso bubicse sido generado con un es_tfdo ll‘itf,lai y matriz de covarianzas, nulos.

) . - b -
Ademas, X es una matriz con bloques-fila H*®, vy &, = (#* - KH ¥ cond =Ty
K, es la ganancia del FK(0,0). Si denotamos por i al vector (:t’XN)Xl de innovaciones i,
y B® a upa matriz diagonal por blogues que conticne las matrices de covarianzas de cada
vector de estas innovaciones, es posible escribir:

_x,’ - I 0] xi (1.3)
e T a

T »
siendo X* = [0 X]. Por tanto, Ia distribucién de [(xl ¥ °)T] es normal con media nufa
y matriz de covarianzas:

P (BOXY (1.4)
| X*P' X P (XY + B

y las expresiones de la media y varianza condicional de x, som:
Elx /6°) = (P Y(X*Y[B® + X* P (X" )] ae (1.5)

covlx 1G] = Py ~ P7(X*Y[B? « X P (X)X P/ (1.6)

En el caso de que s6lo se conozca la relacién entre las variables endogenas y l_as exégena§,
la esperanza ¥ variqflza condicionales relevantes son la E(xy /<) y cov(x;/#°)}. A partir
de (1.5) v (1.6) susi-ﬁexpresiones exactas son: ;
Elxfldc] = PLXT[B? «+ XPLXT]"ac (1.7

covxiic] = Py - PLXT[B? « XPoL X7 XPy, (1.8

y aplicando el lema de inversién de matrices a (1.7)-(1.8), sc obtienen {27)-(28),
respectivamente. |
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Apéndice 2. Para demostrar que la esperanza y la inversa de la matriz de covarianzas del
estado inicial de (20)-(21) son expresiones finitas, es necesario conocer 1a forma concreta de
la matriz U que se aplica a la matriz de transicion & (ver (24)).

En este apéndice se demuestra que puede obtenerse ¥ como I7 = VSI* W donde
® = VSI* Wdiag[®",$"1(VSI* W)"'. &V s6lo contiene autovalores mayores o iguales a
Ia unidad de ® y &° los antovalores menores 2 la unidad, siendo posible que 3° y$*
compartan autovalores comunes. La estructura de las matrices que definen U se ofrece a
continuacion. Usando la factorizacién (24) para #° y &°:

= [VNa VEﬂ] 0 [VNn Vzu]“ S = [VNb Vsa] L ] [VNb yEb]“
0 B5 ’ N 0 &5
2.1)
s¢ puede construir V de forma gque ® = V& ¥, siendo:
= ) x x
V - Y¥e yhe g 0 g . 0 P x  x 2.2)
0 O yvr yEE ¢ 0 ¥ 0
6 0 0 2%

donde e} simbolo (X) en (2.2) denota elementos no nulos y &* puede diagonalizarse por
bloques mediante dos transformaciones: 1) Haciendo $* = $4** S donde la estructura
deSyde $°* es:

1005 (g% o0 x o
E,a
A L N K S 2.3)
00 1 0 0 0 v 9
00 0 I [0 0 0 8

2) Reordenando los términos de € * mediante la transformacion #** = I*&***(I*Y;

1000 S S |
b
FE L IO B S @4
0100}’ 0 0 ¥ x
00017 0 0 9 &

Nitese que existe una solucidn tnica para S; y S, ya que los bloques [ &5F] y
[$¥* $5] no contienen autovalores comunes. Por dltimo, se obtiene la descomposicion de
Jordan de cada bloque de la matriz &**~:

21




-t

“’ll 0 Wll 0
w, 0 0 w, 0
g - | " * - Wdisg(a#¥ 351w &Y
0 Wyl o &0 W,
0w, " oW,

donde " sélo recoge autovalores mayores o iguales a la unidad de ® y &% los menotes que
la unidad, siendo ambas matrices formas de Jordan. Usando (1.1) es facil mostrar gue los
blogues (1,2) y (2,2} de la mateiz de covarianzas del estado inicial de (20)-(21) tieren la
forma:

Py = KVRRW, WHVT + KVESS, W, WLV + (2.6

+ VNS W, PE Wy (VBN + VEW, Py W, (Ve
Py = KVEO W, WL (VM) + VESW, PEWL(VERY @7

y aplicando el Teorema 3 de De Jong y Chu-FhumLin (1994, pp. 155), PZ,‘; s una matriz
finita y ortogonal a2 V*®_ Por tanto, P3Py, v la E(x{/#°) son expresiones finitas.

Con respecio a la cov{x{/#°), que puede tender a infinito, es ficil demostrar que
[cov(xliB)] = V) - V), (Vy, + §¥)'V,, es una matriz finita y no pula, donde:
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