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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se exponen los objetivos de este trabajo de investigacion enmarcandolos dentro
del contexto de los procesos de disefio, fabricacion y control de lentes oftdlmicas y se presenta el
plan de trabajo que pensamos seguir para la consecucion de dichos objetivos. Para ello presen-
tamos en primer lugar una serie de nociones generales sobre los procesos de disefio, fabricacion
y control de lentes oftdlmicas. A continuacicn, se enumeran los objetivos de este trabajo de in-
vestigacion y se describe el plan de trabajo propuesto para la consecucién de los mismos.

1.1 Generalidades acerca de las lentes oftidlmicas

Las lentes oftdlmicas son lentes disefiadas para compensar una serie de deficiencias que puede presentar
el sistema visual humano. Entre las deficiencias que pueden compensarse con el uso de lentes oftdlmicas
se encuentran las llamadas ametropias (miopia e hipermetropia), el astigmatismo ocular, la presbicia y
ciertos tipos de estrabismos. Las lentes oftdlmicas estan compuestas por dos superficies refractoras que
son responsables en su mayor parte de las propiedades Gpticas de la lente Para que una lente oftdlmica
pueda cumplir su papel de elemento compensador ofreciendo el mayor grado posible de comfort visual
al usuario es necesario recurrir a un proceso de diseifio en el cual se determina la forma Sptima de las su-
perfices refractoras. Una vez disefiada la lente debe ser fabricada en un proceso industrial y tras pasar los
prgceptivos controles de calidad debe ser montada en la gafa y adaptada al usuario. El disefio, fabricacion
y éontrol de lentes oftdlmicas es pues una rama de la Tecnologia Optica que se encarga del disefio de for-
matos 6ptimos para las lentes oftdlmicas, de la fabricaci6én de los mismos y del control de calidad tras el
proceso de fabricacién. Los procesos de disefio, fabricacién y control de lentes oftdlmicas utilizan resul-
tados de ramas fundamentales de la Optica como la Optica Geométrica y la Optica Fisioldgica y de otras
ramas de la ciencia como la Quimica Orgénica y la Ciencia de Materiales y de'la Ingenieria Industrial.
Citando datos del American Council of Vision, 161 millones de ciudadanos de los EEUU utilizan
algun tipo de elemento compensador de deficits visuales. De estos 161 millones de personas, el 81 %
de ellos usan lentes oftdlmicas mientras que un 3 % utilizan lentes de contacto ¥ un 16 % alternan el
uso de lentes oftdlmicas y lentes de contacto. En 1996 el gasto anual de los ciudadanos de los EEUU en

productos oftdlmicos ascendio a 14.600 millones de $ USA, en 1997 el gasto se incremento en un 5.5
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% ilegando a los 15.400 millones de $ USA. En 1998 se prevee un gasto de 16.300 millones de $ USA.
De este gasto en productos oftdlmicos aproximadamente 1a mitad (un 49.5 %) se corresponde a lentes de
contacto y lentes oftdlmicas. Estos datos indican la importancia de la industria oftdimica en la sociedad
actual.

Existen varios criterios para la clasificacién de lentes oftdlmicas siendo el mis extendido la clasifi-
cacion de lentes oftdlmicas atendiendo a la forma de la superficie refractora. De acuerdo con este criterio
se tienen las siguientes clases de lentes oftdlmicas

» Lentes esféricas: Son aquellas lentes cuyas las dos superficies refractoras son esféricas. Se utilizan
para la compensacitn de ametropias esféricas (miopia y hipermetropia).

® Lentes esferotéricas: Son aquellas que cumplen que al menos una de las dos superficies refractoras
de la lente es un toro. Se utilizan para la compensaci6n del astigmatismo ocular.

o Lentes asféricas: Son aquellas que cumplen que al menos una de las dos supe'rf";cies de la lente es
una superficie no esférica con simetria de revolucién. Se utilizan para la compensacién de ametropias

esféricas en lugar de tas lentes esféricas debido a su mejor calidad 6ptica y aspecto estético.

® Lentes bifocales : Son aquellas lentes que presentan dos zonas de distinta potencia bien definidas. Se
utilizan para la compensacitn de la presbicia, generalmente en présbitas jovenes o aquellos que no

pueden adaptarse satisfactoriamente a lentes progresivas

® Lentes progresivas: Son aquellas lentes multifocales que presentan un aumento progresivo de la po-
tencia desde la zona de lejos hasta la zona de cerca. Se utilizan para la compensacién de la présbicia
Cada tipo de lente presenta un proceso de disefio y fabricacidn diferente, aunque con ciertos aspectos
comunes. En el caso del disefio de lentes monofocales y bifocales [1] , [4] [3]1.[7], el criterio utilizado
atiende fundamentalmente a la minimacién de las aberraciones que aparecen cuando el ojo rota para
ver objetos situados fuera del gje visual. Asi pues el disefio de lentes oftdlmicas monofocales tiene que
considerar el sistemna dptico formado por la lente oftdlmica y el ojo mévil. Dada la extrema compie)jidad
del ojo humano, se realiza una simplificaci6n en este esquema de modo que el sistema Sptico lente-ojo
se sustituye por otro mds sencillo formado por la lente oftdlmica y una pupila situada en la posicién que
ocupa el centro de rotacién ocular.
En estas condiciones, se calculan las aberraciones que presenta el sistema lente-pupila en el centro de
rotacion ocular para un pincel de luz cuyo didmetro no supera al de la pupila del ojo humano (de 2 a 8
mm) que incide sobre el sistema con distintos dngulos de inclinacién de manera que el rayo central del

haz pase por el centro de la pupila situada en ¢l centro de rotacién [1], [4], [3], [7]. A este rayo se
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le denomina raye principal. De las aberraciones monocromiticas de tercer orden, solo contribuyen de
manera significativa a una perdida de la calidad de la imagen tres aberraciones: el astigmatismo oblicuo,
1a curvatura de campo (comno error de potencia) y {a distorsién. En principio no es posible conseguir
anular todas las aberraciones para el rango habitual de gngulos de inclinacién (de 0 a 30°), de modo que
el disefio de la lente trata de conseguir la forma optima de la lente que permita minimizar una determinada
funcion de forma. Tambi€n es importante conseguir optimizar otros factores, por ejemplo, es deseable
que la curvatura de las superficies de 1a lente sea lo menor posible y para ello se utiliza bien un material
de alto indice o bien una superficie refractora asférica.

El caso de lentes progresivas [3], [51 , [6] es més complejo ya que el proceso de disefio debe de
atender a un mayor niimero de factores. Una lente progresiva debe proporcionar al usuario una zona de
~ potencia constante para vision lejana, una zona de potencia constante para visién cercana y una zona de
progresién entre ambas. Debido a las caracteristicas de las superficies progresivas [7} , no es posible
conseguir una superficie progresiva que proporcione al usuario una visién nitida en toda la extensién de
su superficie. De hecho en toda lente progresiva existen unas zonas laterales de la superficie a través de
las cuales no es posible observar un objeto con nitidez. En el disefio de lentes progresivas intervienen’
ademds otros factores, de modo que en general el disefio de una superficie progresiva es mas complicado
que el disefio de una superficie esférica, aunque también se conserva la idea general de minimizar una
cierta funcién de forma.

Una vez disefiada una lcnte?, tiene lugar el proceso de fabricaci6n de la lente [31, [8] . El proceso de
fabricacion depende tanto de la naturaleza del material empleado para la lente como del tipo de lente que
se desea fabricar. Partiendo de un bloque de material se produce el llamado semiterminado, de manera
que se talla y pule una de las superficies de la lente en una de las caras del bloque de material y se deja
sin terminar la otra superficie. La superficie que se talla es la denominada curva base o superficie base,
de modo que ¢l semiterminado puede utilizarse para un cierto rango de potencias. En el caso de lentes
asféricas y progresivas, la superficie base es 1a superficie asférica o progresiva, ya que estas superficies
requieren un proceso de fabricacién especial. El semiterminado se almacena y posteriormente se talla y
se pule la superficie inacabada de la lente que es aquella que determinard las propiedades Gpticas de la
misma.

El proceso de tallado de superficies esferotéricas se lleva a cabo mediante un generador de toricos
o una méquina de control numérico, siendo este tltimo método el mis moderno y avanzado tecnolégi-

camente. Tras el proceso de tallado, se lleva a cabo el pulido de las superficies por medio de friccién
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mecdnica. La generacion de superficies asféricas y progresivas es un proceso especial, existiendo varios
métodos para la fabricacién de las mismas. En el caso de lentes orgdnicas se suele recurrir a la inyeccién
del material en un molde generado por una maquina de control numérico. En el caso de lentes minerales
existen dos métodos principales: 1) Un ciclo térmico en el cual que se talla y pule la superficie esférica
mds aproximada a la superficie progresiva que se quiere fabricar, se deposita la lente sobre un molde
ceramico tallado con la forma de la superficie progresiva, se calienta la lente hasta una temperatura de
600 °C y se deja enfriar lentamente, de manera que 1a lente adquiere la forma deseada sin perder el pulido
6éptico, 2) Tallado y pulido de la lente por una maquina de control numérico.

Una vez que se ha fabricado la lente, tiene lugar el proceso de control de calidad para asegurar que
la lente cumple 1as especificaciones necesarias para cumplir con eficacia su papel de elemento compen-
sador. El proceso de control de calidad atiende tanto al control del acabado mecanico de las superficies
refractoras de la lente como al control de las caracteristicas 6pticas de la misma. En este segundo caso
hay que comprobar que los valores de una serie de magnitudes épticas se hallen bajo tolerancia. Estas
magnitudes son las potencias esférica y cilindrica (en el caso de lentes monofocales) , Ia adicién (en el
caso de lentes multifocales) y et efecto prismético que introduzca ia lente.

En el caso de lentes esféricas, se controlan una Gnica médgnitud 6ptica: la potencia de la lente me-
dida desde el vértice de la segunda superficie de la misma. En el caso de lentes esferocilindricas, se
tiene una potencia para cada meridiano de la lente, sin embargo, la lente se comporta, en primera aproxi-
macion, como la superposicién de dos lentes delgadas: una lente esférica y una fente cilindrica. En estas
condicidnes se caracteriza la lente por las potencias de las lentes esférica (potencia esférica) y cilindrica
(potencia cilindrica) equivalentes. En ¢l caso de lentes bifocales, tenemos que considerar la potencia en
la zona de lejos y la potencia en la zona de cerca, de modo que la lente se caracteriza por la potencia en
la zona de lejos y la diferencia entre las potencias de la zona de lejos y de cerca, magnitud que se denom-
ina adicidn. En el caso de lentes progresivas, la potencia varia a lo largo de la superficie de la lente, de
modo que se tiene una distribucién de potencia esférica y cilindrica a lo largo de la superficie de la lente.
Ademds las lentes progresivas a diferencia del resto de las icntés presentan un efecto prismdtico en el
centro geométrico de la lente, esto es que un haz de rayos se deflecta al atravesar el centro geométrico de
la lente. Este efecto se caracteriza por medio de la llamada potencia prismdtica que da cuenta del dngulo
de desviacion que sufre un rayo al atravesar la lente. La medida de estas magnitudes se realiza habitual-
mente con un frontofocémetro {9] , aunque es posible utilizar otros métodos de medida [107, [11], [11]

(metodos Moiré, interferométricos, etc...).
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Los pardmetros 6pticos que caracterizan una lente oftdlmica esferotérica, en concreto, las potencias
de la lente pueden relacionarse de un modo simple con pardmetros geométricos de las lentes como la
curvatura de las superficies refractoras empleando las expresiones de la Optica Geométrica. Sin embargo,
hasta el momento no se ha encontrado en la literatura una relacién sencilla que permita caracterizar el
comportamiento Gptico de una lente que presente superficies refractoras de forma arbitraria, tal y como

es el caso de una superficie progresiva.

1.2 Objetivos

El objetivo general que persigue este trabajo de investigacion es la obtencion de un formalismo matematico
que permita caracterizar de un modo simple el comportamiento 6ptico de una lente oftdlmica formada
por supetficies refractoras de forma arbitraria. Para la consecuci6n de este objetivo general se pretende
el cumplimiento de los siguientes objetivos parciales.
o Encontrar una relacién sencilla que permita caracterizar el comportamiento 6ptico de una lente com-
puesta por superficies refractoras arbitrarias a partir de los pardmetros geomeétricos de las superficies

de dichas lentes.

o Particularizar la expresién anterior para los casos particulares en que las superficies refractoras de las
lentes sean superficies esféricas, téricas o asféricas.

o Comprobar experimentalmente la relacién anterior mediante la deduccién de los pardmetros 6pticos
de una lente a partir de la medida directa de las superficies de varias lentes oftdlmicas utilizando
las relacién derivada anteriormente. El método de medida debe ser preferentemente un método au-
tomdtico para conseguir una caracterizacion répida de un conjunto de lentes. Igualmente es deseable

llevar a cabo una caracterizarién de los errores experimentales del método de medida desarrollado.

o Comparar el método de medida expuesto en el punto anterior con un método de medida directa de los

: parfmetros 6pticos de una lente.

e Desarrollar aplicaciones practicas del algoritmo matemdtico de caracterizaci6n de tentes oftdlmicas
en Optica Oftalmica

1.3 Plan de trabajo de esta memoria

En el capitulo 2 se muestra fa apiicacién de los métodos matriciales para la caracterizacién de lentes

esferotéricas. La aplicacién de estos métodos permite la caracterizacién de lentes oftilmicas esferotéricas
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por medio de una matriz 2 x 2 denominada matriz de potencia didptrica. El resto del capitulo est4 dedicado
a la descripcién de las propiedades de la matriz de potencia diéptrica y de sus principales aplicaciones en
el dmbito de la tecnologia oftdlmica.

En el capitulo 3 se introduce la matriz de potencia diéptrica local como una generalizacion de lamatriz
de potencia didptrica para el caso de lentes oftdlmicas compuestas de superficies refractoras de forma
arbitraria. La matriz de potencia didptrica local se deduce a partir de la expresién generalizada de la ley
de Prentice obtenida por nosotros. La matriz de potencia didptrica local permite caracterizar dpticamente
una lente oftdlmica con superficies refractoras arbitrarias a partir de los pardmetros geométricos de dichas
superficies. Al final del capitulo presentamos las expresiones de la matriz de potencia didptrica local para
lentes asféricas y asferotdricas, que incluyen como casos particulares las lentes esféricas y esferotoricas,

En el capitulo 4 se describe el dispositivo experimental empleado para la medida indirecta de la
matriz de potencia didptrica local de una lente oftdlmica a partir de la medida directa de la forma de
las superficies refractoras de la lente y se muestran los resultados obtenidos al medir una serie de lentes
oftdlmicas. As{ mismo, mostramos la estimacién del error cometido en la medida de la matriz de potencia
didptica local. Finalmente comparamos los resultados obtenidos por nosotros con otros que se obtienen
a partir de la medida de la matriz de potencia di6ptrica local a partir de la medida de Ia deflexién directa
de un haz l4ser en cada punto de la superficie de la lente.

Por dltimo, en el capitulo 5 se muestran dos aplicaciones del algoritmo de caracterizacién de lentes
oftdlmicas por medio de la matriz de potencia didptrica local en Optica Oftdlmica como son la repre-
sentacién de lentes oftdlmicas en un espacio euclideo tridimensional y ¢l cdlculo de efectos prismdticos
diferenciales en lentes progresivas.

En los Apéndices que aparecen al final de la memoria se recogen una serie de resultados adicionales
que aunque necesarios para un correcto seguimiento del trabajo realizado, harfan més tediosa la lectura

del texto.
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Capitulo 2

Caracterizacion matricial de lentes oftalmicas es-
ferotoricas.

En este capitulo se introduce el formalismo de la matriz de potencia didptrica para la carac-

terizacién de lentes oftdlmicas. Para ello, utilizando la formulacién matricial de la Optica Ge-

ométrica, se deriva la matriz de potencia didptrica como la caja C de lamatriz ABC D que repre-

senta a una lente astigmdtica delgada. A partir de aqui se resumen las cardcteristicas principales

de la matriz de potencia didptrica y sus principales aplicaciones que se recogen en la literatura.

En particular se muestran diversas aplicaciones del formalismo de la potencia didptrica, como

son el cdlculo de descentramientos en lentes oftdlmicas monofocales e incluso bifocales, la ob-

tencion de una férmula sencitla para el cdlculo del espesor de borde de una lente asferotérica y:
por dltimo, la utilizacién de la matriz de potencia didptrica para la descripcion estadistica de un

conjunto de estados refractivos.

21 Resumén de la formulacién matricial de la éptica geométrica
paraxial '

Es bien conocida la aplicacién de métodos matriciales al estudio de la 6ptica geométrica, en particular,
para el célculo de trayectorias de rayos en sistemnas centrados teniendo encuentala aproximacion paraxiai
[11,[2], (3] . Esta formulacién matricial se basa en la descripcion de la trayectoria del rayo que pasa por
un punto P por un vector de dos! componentes, la altura y del rayo sobre el eje Sptico en P, y el indice
de refraccién n del medio donde se encuentra el punto P multiplicado por la pendiente que forma la recta
que describe la trayectoria del rayo con el eje 6ptico, que denotaremos por o, dado que en aproximacién

paraxial la tangente y el 4ngulo se confunden. En estas condiciones, el vector vp que define el rayo en

Vp=( ;’a ) . 2.1

Supongamos que el rayo, definido en el punto P por medio del vector vp, se propaga por un medio

el punto P, viene dado por

homogéneo e isétropo, hasta alcanzar el punto @, situado a la derecha del punto P, teniendo en cuenta el

sentido usual de propagacion de la luz de izquierda a derecha, tal y como se puede ver en la Fig. 2.7.

Vamos a limitarhos de momento a considerar propagacitn de rayos en ¢l plano meridiano del sistema. En el caso general de un
rayo cruzado, que trataremos mds adelante, utilizaremos un vector de cuatro COmponentes para representar al mismo.

i1
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Es inmediato comprobar que el vector que describe el rayo en el punto @ se puede escribir como:
_fy—ol
VQ = ( na ) f (22)

en esta ecuacion, ! representa la distancia a lo largo del eje Gptico entre los puntos Py Q. A partir de las

ecuaciones (2.1) y (2.2), podemos encontrar facilmente la siguiente relacién entre vp y Vg

!
vg = ( 1 -2 )vP. 2.3)
0 1

Asi pues, la propagacién rectilinea de un rayo a través de un medio homogeneo viene representada, en la

formulacién matricial de la ptica geométrica por medio de la matriz

!
9:(1 - ) (2.4)
0 1

la matriz < se denomina matriz de paso u operador de paso y representa como hemos dicho la propa-
gaci6n rectilinea de un rayo en un medio homogéneo e isétropo, entre dos puntos cuya distancia a lo largo
del eje optico es [. La cantidad % se conoce como espesor reducido.

A continuacion, vamos a estudiar el caso en el que un rayo incide sobre una superficie esférica que separa
dos medios de diferente indice de refraccién. Tal y como se puede ver en la Fig, 2.2, el rayo incide en el
punto P situado sobre la superficie esférica I, refractandose a continuacién. Si el vector que describe al
rayo incidente viene dado por la ecuacién (2.1), el vector v'P que describe al rayo refractado vendrd dado

por la ecuacién;

vp= ( e ) : @5

donde se puede apreciar que el efecto de la refraccién ha consistido en un cambio en la direccién del -
rayo, pasando la direccidn del rayo a formar un 4ngulo o’ con el eje Gptico. De acuerdo con la expresién

clésica para Ia refraccién en un didptrio esférico de radio R, la relacién entre o y ¢ viene dada por:

—{ne=n) (2.6)

’
no = T—y 4 no.
B Y

La ecuacidn (2.6), no es mds que la expresic’);l de la férmula de Lange [3] en aproximacién paraxial. De

acuerdo con esta ecuacion, y teniendo en cuenta que la aftura del punto P sobre el eje 6ptico no varia
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tras la refraccién, podemos escribir la siguiente ley matricial para la refraccién en un di6ptrio esférico en

1 0
pr = ( _(n’ —n) 1 ) vp. 2.7
R

aproximacion paraxial:

Podemos pues definir la siguiente matriz de refraccién u operador de refraccion como:

1 0
?R:(_(n’—n,) 1). (2.8)
R

Definidos los operadores de refraccién y de paso es posible trazar un rayo por cualquier sisterna di6pirico
centrado (la extension a sistemas que contengan elementos reflectores es inmediata, sustituyendo en la
ecuaci6n (2.7) n' por —n). Supongamos, tal y como muestra la figura (Fig. 2.3), que nuestro sisterna esta

formado por k superficies esféricas 21,52, s Zi, vy T, que tienen asociadas las correspondientes
matrices de refraccién Ry, Ra, ..., Ri, ..., Rk y de paso entre superficies D1, T, ey Fiy ooy S, Sea
pues un rayo que pasa por el punto objeto O, caracterizado por un vector Vo, en estas condiciones, el

vector v p, del rayo en el punto de incidencia en la primera superficie, P1, vendrd dado por
vp, = oV, (2.9)

siendo S la matriz de paso entre el punto objeto y el punto de incidencia en la primera superficie. Tras

refractarse el rayo en la primera superficie podemos escribir el vector vp, como
prl = gRPx Sovo, (2.10)

operando iterativamente, podemos encontrar el vector del rayo tras refractarse en la i-€sima superficie,

v'p,, de modo que:

V};‘- = §RP-‘ %‘Pi-—l “'mPQS‘PL §RP1 Jovo. 2.1

A partir de esta ecuacién, encontraremos la expresion final que relaciona los vectores del rayo en el punto

objeto O e imagen O, expresion que adopta la signiente forma:

1 .
vor = Sor (H SRP‘S}H_,) Sovo. (212

i=k

De acuerdo con esta ecuaci6n, podemos caracterizar la actuacién de un sistema 6ptico centrado sobre un
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Figura 2.1.Propagacidn de un rayo de luz a través de un medio homogéneo ¢ isétropo

P
,/f I B P,
y‘y!fg,—" e ”N&m
o . | ; " ~
L
~ | Ny
O | o' %“"’*x-ﬂ

Figura 2.2. Refraccion en una superficie esférica
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rayo por medio de la matriz
1
N = (H mp_sp‘._l), (2.13)
i=k
que suele denominarse Matriz del sistema dptico u Operador del sistema dptico. Debe hacerse notar

la importancia que tiene el orden de multiplicacién de las matrices de refracci6n y de paso del sistema,

debido a la ausencia de propiedad conmutativa en el producto de matrices. Las ecuaciones (2.4), (2.8) y

El 22 23 24 Z5 z“6 ET 28 29 Z1(.}

Figura 2.3.Ejemplo de sistema dptico compuesto por miltiples superficies refractoras: Objetivo fotogrdfico Biotar (Zeiss)

{2.13), caracterizan completamente la accién de un sistema Gptico centrado sobre un rayo cualquiera que
esté contenido en el plano meridiano. Con la ayuda de estas ecuaciones se puede caracterizar cualquier
sistema 6ptico (en aproximacién paraxial), encontrando los elementos cardcteristicos del mismo: puntos
y planos focales, puntos y planos nodales y puntos y planos principales, tal y como viene explicado en

los textos de ptica matricial [1], [3] . En particular, una lente gruesa viene representada por el siguiente

operador matricial
1+ en-1) _£
Lg = gz _ n_ : (2.14)
—(n~1) 11 en=1 1_3(”_1)
R1 R2 anRz Rz'n

haciendo e = 0 en la expresién anterior, encontramos que una lente delgada viene representada por la
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matriz
1 0
Lp= 1 1 : (2.15)
—n=-1)|=-=1 1
-0 7 - 7]
Que podemos escribir
1 0
LD—( S 1 ), (2.16)
siendo S la potencia de la lente delgada, definida a través de la ecuacion del constructor de lentes [3]
como
1 1
=n—1)|= - — 2.17
§=(n-1) [ + RQ] @17

de este modo se puede estudiar cualquier sistema éptico como combinacién de lentes delgadas.
Hasta el momento, hemos limitado nuestra atencién a aquellos rayos que estdn contenidos en el plano
que define el eje 6ptico y una seccién del sistema. sin embargo, la formulacién matricial de la dptica

geométrica también es capaz de estudiar a propagacion de rayos oblicuos. Para ello, se debe redefinir

Y

o
,,,,,
-
s

Figura 2.4.Cosenos directores de un rayo que se propaga oblicuarnente respecto al sistema de referencia OX, OY OZ

el vector de rayo de la siguiente forma:

o2

vp= (2.18)

no
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donde (x, y) son las coordenadas del punto del plano perpendicular al eje 6ptico por donde pasa el rayo,
y (8, 0) son los cosenos directores® de la direcci6n del rayo, respecto a los ejes OX y OY, (Fig. 2.10).
De acuerdo con la definicién de vector de rayo oblicuo dada en la ecuacién (2.18), se puede comprobar

que el operador de paso adopta la siguiente expresién

I~

1 0 - 0
o
g*=101 0 = | {2.19)
00 1 0
00 0 1
y que ¢l operador de refraccién puede escribirse como:
1 0 00
0 1 0 0
!
gt = _(® I;“) 0 1 0 (2.20)
(n'=n)
- 61"
0 R

Con la ayuda de los operadores definidos en (2.19) y en (2.20), se puede establecer la trayectoria en
aproximacién paraxial de cualquier rayo oblicuo que atraviese un sistema 6ptico centrado compuesto por

superficies esféricas. En particular el operador que representa a una lente esférica, viene dado por

1 0 00
|l o 1 00

Le=| s o0 1 0 (2.21)
0 -5 01

2.2 Estudio de lentes esferotéricas por medio de la formulacién
matricial de la optica geométrica.

iJna vez estudiados en el apartado precedente un resumén de la formulacién matricial de la dptica ge-
ométrica, en aproximacién paraxial, vamos a aplicar estos métodos matriciales al estudio de sisternas
astigmdticos. En particular, vamos a centrar nuestro estudio en lentes cilindricas y lentes téricas del-
gadas, como las empleadas en la préctica optométrica para la compensacién del astigmatismo ocular.

En la figura (Fig. 2.5), podemos ver la refraccién de un haz de rayos a traves de una lente plano-cilindrica

En aproximacién paraxial, que ¢s el marco en ¢l que nos estamos moviendo, dichos cosenos directores se confunden con los dngulos
que forma la direccién del rayo en el punto P con los ejes de coordenadas O.X y OY', respectivamente.
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en los dos meridianos principales de la lente, esto es, aquel definido por el eje del cilindro y su perpen-
dicular, que denotaremos (Fig. 2.10) por tos ejes de coordenadas OY y OX, respectivamente. Nuestro
objetivo es encontrar el operador matricial que representa a esta lente cilindrica. De acuerdo con lo visto

en la seccién anterior, podriamos escribir dicho operador como:

/

(2.22)

n 8 O =

0
0
1
0

a0 = O
-0 0 o

Donde @, b, ¢ y d son constantes a determinar empleando las propiedades de las lentes cilindricas. Sabe-
mos que, para una lente cilindrica, los rayos contenidos en el plano que definen el eje éptico OZ y el

meridiano OY -que coincide con el eje del cilindro-, no se desvian, y por tanto se cumple que?

Figura 2.5 Refraccidn de un haz de rayos a través de una lente plano cilindrica. Notese que la seccidn de haz contenida en el plano
definido por OZ y OY no se desvia.

o =a, (2.23)

si aplicamos el operador L, definido en (2.22), encontramos que

o =cx+dy+a, (2.24)

En esta discusi6n, vamos a trabajar con lentes delgadas en aire, de modo que vamos a considerar que ne = @, en todos los vectores
de rayo que empleemos.
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obviamente (2.23) y (2.24) coinciden dnicamente si ¢ = d = 0. Por otro lado, todo rayo contenido en el
plano formado por una secci6n perpendicuiar al eje del cilindro, es refractado por la lente cilindrica, tal
y como lo haria una lente con la superficie anterior esférica y la posterior plana, coincidiendo el radio de
curvatura de su primera superficie, con el radio del cilindro. Dicho de otro modo, '

§ = —%)'5‘4?‘5.— (2.25)

La ap!icﬁcién del operador L¢, nos da la siguiente expresion:

& =ar+by+8, (2.26)

igualando (2.25) y (2.26), encontramos que a = -—%} = —C donde C es la potencia cilindrica de

la lente, y que b = 0. De este modo, el operador que representa a una lente cilindrica, cuyos meridianos

principales coincidan con los ejes OX, y OY de nuestro sistema de referencia, esta dado por:

1
0
= 5
0

0
[1] 2.27)
0

o O
— OO0 o

En la préctica optométrica habitual, es comtin encontrarse con lentes cilindricas para las cuales, los merid-
ianos principales no coinciden con los ejes QX y OY', sino que se encuentran girados un dngulo o con
respecto de dichos ejes. En este caso, debemos escribir el operador L, que representa una lente cilindrica

como
Le=R'LLR, (2.28)
en esta expresion, Ly, es operador lente cilindrica en el sistema de coordenadas definido por los meridi-

anos principales(2.27), mientras que R es un operador que representa la rotacién de los ejes de coorde-

hadas. Puede demostrarse {5], [6] que dicho operador viene dado por una matriz de la forma

cosa —sina 0 0
sine cosa 0 0
R= 0 0 cosa —sina |’ (2.29)
0 1] sine cose

siendo su inversa R~'igual a su transpuesta, dado que R es un operador ortogonal. Sustituyendo R, R™!
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y L en la ecuacién (2.28), se obtiene la siguiente expresidn para el operador lente cilindrica,

1 0 0 0
0 1 0 0

Lo = —Ccos®a —Csinacosa 1 0 (2.30)
—Csinacosa —Csina 01

Consideremos el caso mds general de una lente esferotdrica, de mayor importancia en la practica op-
tométrica que las lentes cilindricas. Es bien conocido [4] , que dichas lentes pueden considerarse como
la superposicién de una lente puramente esférica y una lente cilindrica. De este modo podemos hallar el
operador que representa a una lente esferotérica L g, sin mis que multiplicar el operador de leate cilin-
drica L, dado por la ecuacién (2.30) y el operador de una lente esférica Lg, de acuerdo con (2.13).

Obteniendo que L gy viene dado por la expresién

1 0 0 0
0 1 0 0

Ler=| _ (54 Ccos?a) —Csinacosa 1 0 231)
~Csinacosay  — (S+Csin2a) 0 1

Utilizando estd expresitn, podemos hallar el cambio que sufren los cosenos directores de un rayo oblicuo

tras atravesar una lente esferotérica. De tal manera que

61‘

= (S+Ccos’a)z — (Csinacosa)y +§, (2.32)

a,.l'

—(Csinacosa)z — (S + Csin’a)y + 0. (2.33)

De acuerdo con [16] , las componentes del efecto prismdtico vienen dadas por

P\ _[6-6
(7)-(+2%) @

de modo que podemos escribir la siguiente expresion para encontrar el efecto prismatico producido por

una lente esferotdrica, en cualquier punto de la superficie de la misma
P.\_ [ S+Ccos?a Csinacosa T 535
P, ] Csinacosa S+ Csin’a v /) (2.35)
esta cs la formulacién matemdtica de la ley de Prentice aplicada a lentes esferot6ricas, para las cuales el

eje del cilindro se halla orientado de un modo arbitrario respecto del sistema de coordenadas utilizado.
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2.3 La matriz de potencia didptrica: definicion y propiedades

2.3.1 Definicion y caracteristicas principales de la matriz de potencia dioptrica

La expresi6n (2.35)} nos permite caracterizar a una lente oftdlmica esferotérica, por medio de un operador
matricial

(2.36)

F= S+ Ccos?a Csinacosa
T\ Csinacosa S+ Csin’a /°

que denominaremos Matriz de Potencia Didptrica. Este operador fue introducido por primera vez para
el estudio de lentes oftdlmicas esferotéricas por Long [8] , para resolver problemas de descentramiento
de cilindros cruzados. Sin embargo, la derivacién formal de 1a matriz de potencia dioptrica a partir del
formalismo matricial de la éptica geométrica se debe a Keating [3] , [10] , mientras que un extenso
estudio de las propiedades de la matriz de potencia di6pirica es debido a Harris ([15] a[19] ). Vamos a
continuacién a ver las propiedades fundamentales de dicha matriz de potencia.

En primer lugar, vamos a estudiar la relacién entre las componentes f;; de la matriz de potencia diéptrica
y la potencia esférica, cilindrica y el eje del cilindro de la lente, [S C x a]. De acueljdo con (2.36),

tenemos las relaciones de Long

fez = S+Ccos?a, (2.37)
fzy = Csinacosa, . (2.38)
fiw = S+Csin’a. . (2.39)

Por otro lado, conociendo la matriz de potencia didptrica F' que caracteriza a una lente oftdlmica, podemos
hallar la potencia esférica, cilindrica y el eje del cilindro de dicha matriz, de acuerdo con las siguientes

relaciones [11] :

5§ = (F-0)/2, (2.40)

C = (frF—4detF), (2.41)

tana = M. (2.42)
fxy

La importancia de estas expresiones en 6ptica oftdlmica es que permiten resolver ficilmente el estudio

del problema de cruce de lentes esferocilindricas, método iitilizado en optometria para la determinacion
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del estado refractivo de pacientes astigmaticos. Puede demostrarse que, segiin las leyes de la formulacion
matricial de ta dptica geométrica [8] , la matriz F, que caracteriza a un sistema compuesto por dos lentes

esferotdricas cruzadas , dadas por las matrices F; y Fo, es
F=F,+Fs (2.43)

De este modo, la resolucién del problema del cruce de lentes esferotéricas se simplifica considerable-
mente con la ayuda de las relaciones (2.40), (2.41), (2.42) y (2.43).

Pbr dltimo, debemos constar otras dos caracteristicas de la matriz de potencia didptrica: La matriz de
potencia didptrica es simétrica para una lente deig-ada, o para un sistema de lentes delgadas pegadas y la

matriz de potencia didptrica es invariante respecto al signo del cilindro.

2.4 Aplicaciones de la matriz de potencia didptrica en dptica
oftalmica

Vamos a ver a continuacién las principales aplicaciones de la matriz de potencia didptrica que se recogen
en la literatura. La utilizacién del formalismo de la matriz de potencia didptrica permite resolver cierto
nimero de problemas habituales en 6ptica oftdlmica de un modo mds rapido, sencillo y elegante. La
mayoria de estas aplicaciones ha sido desarrollada por Harris, especialmente aquellas referentes a la
utilizacién del formalismo de la matriz de potencia didptrica para establecer una estadistica completa de

estados refractivos.

2.4.1 Ley de Prentice para lentes esferotoricas: descentramientos en lentes
monofocales y bifocales,

La ecuacidn (2.35) constituye la expresion de la ley de Prentice para una tente esferotérica, aunque un

modo mds general de escribir dicha ley es

P _( P\ _{(S8+Ccos?a Csinacosa z (2.44)
I R o Csinacosa S+ Csin’a y J’ '
donde se ha tenido en cuenta la posibilidad de que el centro geométrico de la lente montada no coincida

con el centro 6ptico de la misma, procedimiento utilizado en optometria para la compensacién de forias.

En este caso, las coordenadas del centro dptico de la lente, referente al sistema de coordenadas centrado
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en el centro geométrico de la lente, viene dado por la ecuacién

T\ _ 1 —(S+Csin2a) C'sin o cos v P? 545
ve /] (82+5C)\ Csinacosa - (S + Ccos?a) P J (2.43)

De este modo podemos encontrar el descentramiento de la lente térica. Este formalismo puede extenderse
para el estudio de lentes menos simples como las lentes bifocales [15] .

En efecto, supongamos una lente bifocal, tal y como se muestra en la figura Fig. 2.6. Podemos ver
que la lente presenta una zona para vision lejana, que consideraremos como una lente 6rica con centro
éptico en O (Fig. 2.6) y caracterizada por una matriz de potencia diGptrica F. Por otro lado, tenemos la
lentilla que se afiade para permitir la utilizacién de la lente en visidn de cerca. Considerada dicha lentilla
como una lente independiente, esta presenta un centro dptico en J¢ y una matriz de potencia didptrica
"adicién” A. Cuando se unen la lente para vision de lejos y la lentilla de visién préxima forman Ia lente

bifocal. La zona de visién de cerca puede considerarse como una lente esferotdrica obtenida por la

Figura 2.6.Representacion esquemdtica de un bifocal y localizacion de los centros dpticos de la lente y de la lentilla de vision de
cerca

i

superposicion de dos lentes delgadas, caracterizadas por matrices de potencia F'y A, con centros Gpticos
situados en O y en O, respectivamente. Por consiguiente, tal y como hemos visto, la zona de visién
de cerca det bifocal se comportard como una lente esferotérica caracterizada por una matriz de potencia
diéptrica Fy = F + A, y cuyo centro 6ptico estard situado en el punto On. Nuestro objetivo es hallar
la posici6n de dicho centro Gptico de la zona de visién préxima, On.

Para ello, procederemos del siguiente modo. Dado un punto P, situado en la zona de visién cercana (Fig.
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2.6), podemos calcular el efecto prismatico en dicho punto segiin la expresi6én siguiente [15]
Pp = —F‘I‘—A(l‘—rc), (2.46)

que indica simplemente, que el efecto prismdtico total resulta de la superposicidn de los efectos prismati-
cos causados por la lente de lejos y la lentilla, referidos a distintos centros épticos, como era de esperar.

La ecuacidn (2.46), puede escribirse como
Pp=-Fyr+Arc. (2.47)
La condicién matemdtica que debe cumplirse para encontrar el centro dptico de la porcidn cercana del
bifocal es
Py =0, (2.48)
donde el subindice N, indica que nos hallamos en la posicién del centro 6ptico. Sustituyendo en la
ecuacion (2.47), encontramos que
Fyvry=Arg, (2.49)
cl problema se reduce, por tanto a resolver esta ecuacién. Llegados a este punto, podemos encontrar dos

casos: en el caso mds comuin, ¢l rango de la matriz de potencia Fy es dos, y por tanto, es invertible, de

modo que [15]

rv=F3 (Arc), : (2.50)
siendo F;-l la inversa de la matriz F p;, de acuerdo con la definicidn cldsica de inversa de matriz, esto es
Fi'Fy =1, (2.51)

donde I es la matriz identidad 2 x 2. La otra posibilidad es que la matriz F 5 tenga un rango inferior a
dos, en este caso, no existe una matriz inversa que cumpla la ecuacién (2.51). Aun asi, es posible resolver
[15] la ecuaci6n (2.47), haciendo uso de la inversa generalizada de Moore-Penrose de una matriz [16]
. Dada una matriz W, se define su matriz inversa generalizada, W, como aquella que satisface las

siguientes igualdades {16)

WW-W = W, (2.52)
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W WW~ = W7, : (2.53)
ww- = (WwW)', (2.54)
W-wW = (W-W), (2.55)

donde el simbolo ’ indica la operacién de transposicién. En el caso particular en qgue la matriz W
es cuadrada, de dimensién n x 7, no singular y el rango de W coincide con n, entonces la matriz
pseudoinversa W™ coincide con la inversa ordinaria ‘W1, definida a través de Jaecuacién (2.51). Puede

demostrarse [15] , que existe solucién para la ecuacién (2.49) si y solo si, se cumple que
FyFyArc=Arce, (2.56)
ecuacién que puede reescribirse como
(I-F ~nFy) Arg=0, 2.57)

siendo 0 la matriz nula. Si estas condiciones de existencia se satisfacen, la solucién general de la ecuacién

(2.49) viene dada por la siguiente expresion
rn=FyArc+ (I-FyFy)g (2.58)

Siendo g un vector cualquiera. En el caso particular en que (I -F NF;,) = 0, se tiene que el centro .
dptico en la zona de cerca es dnico, y que la matriz inversa generalizada F, coincide con la inversa

ordinaria F!, siendo la solucién buscada
ry =Fy' Arc: (2.59)

En caso contrario, la ecuacién (2.58) representa las infinitas soluciones que aparecen {una por cada valor
de g) para la ecuacidn (2.49).

En resumidas cuentas, al tratar de encontrar el centro Gptico en la zona de visién cercana de una lente
bifocal, nos podemos encontrar con tres casos: 1) la existencia de un tinico centro 6ptico en la zona de
visién préxima, ecuaciones (2.51), (2.59), 2) la aparici6n de infinitos centros épticos locales que pueden
hallarse por medio de la ecuacién (2.58) y 3) 1a no existencia de prisma local, cuando las condiciones

{2.56) 0 (2.57) no se satisfacen.
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2.4.2 Obtencién del espesor en borde para lentes esferotéricas

Otra aplicacidn interesante de la matriz de potencia didptrica esta relacionada con la obtencién del espesor
en borde de una lente esferotorica. Esta aplicacion estd basada en la forma aproximada de la sagita de
una superficie térica. Es bien conocida [12] la forma exacta de la sagita de una superfice toroidal, que

viene dada por una expresion del tipo

z=R1—\/(R1-—R2+\1R§—y2—22), (2.60)

donde Ri, R son los radios de curvatura de la superficie en los meridianos principales (que coinciden

con las direcciones de los ejes de coordenadas OX y OV, respectivamente). Si suponernos que los radios
de curvatura de ambos meridianos del toro son mayores que el didmetro del circulo que define el borde de
la lente, podemos aplicar la lamada aproximacién de Rayleigh [12] , obteniendose la siguiente expresién

para la sagita

22 y?
= — — . 1
‘T 3R, TR, (261
Utilizando las curvaturas en lugar de los radios, podemos escribir la ecuacion anterior como
z= % (Cra® + Coy?), (2.62)

sabemos que €'} < C3, yaque R, > Ry, de modo que podemos escribir C; = Cs + Co y €y = Cs, de

modo que la ecuacién (2.62), queda de la siguiente forma

Z =

(Cs2® + (Cs +Co)v?) . ©(2.63)

b -

Hasta ahora, hemos considerado que nuestros ejes de coordenadas O.X, OY son paralelos a las direc-
ciénes de los meridianos principales en la superficie, sin embargo, en general esto no es cierto, existiendo
una relacién entre las coordenadas (z, ) de un punto P de la supérficie en la base definida por los merid-
ianos principales y las coordenadas (z’,y') del punto P en una base arbitraria. Dicha relacién viene dada

a través de la matriz de rotacidn

z cosa  sino z
(y):(—sina cosa)(y’)' (260

Sustituyendo las coordenadas (i, y) dadas por la ecuacién (2.64) en (2.63), obtenemos la siguiente ex-
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presi6n para la sagita de la superficie

z==[(Cs +Cc cos? a) (z')? + 2C¢ cosasinaz'y’ + (Cs + Cc sin? ) (y')2] , (2.65)

8O-

que permite escribir la siguiente forma cuddratica para la sagita de una superfice téroidal, expresién

debida a Harris [12]

2 OS i !
S+Ccos?a Ccosasina ) ( z ), (2.66)

__ 1 '
2_2(1@’—1%)(:17 Y )(Ccosasinoz S + Csin’ o ¥

de modo que la sagita de la superficie queda como funcién de los poderes refractores Sy C' de la superfi-
cie, o més especificamente, de la matriz de potencia didptrica de 1a misma. Haciendo uso de la ecuacién

(2.66) y sabiendo que el espesor ¢ en cualquier punto de una lente viene dado por [4]
t=t,— 21 + 29, (2.67)

podemos escribir el espesor de una lente esferotérica (situada en aire) como

1

i TN

‘Fr, : (2.68)

siendo ¢, el espesor central de la lente, r el vector de posicién (coordenadas (', ¥')) en la superficie de
la lente y F la matriz de potencia di6ptrica de la lente. Esta importante relacién, que permite calcular
el espesor en cualquier punto de una lente esferot6rica con gran generalidad, admite la siguiente gener-
alizacién [13] para poder considerar el caso particular de lentes que tengan un prisma P, en su centro
geométrico -

1 1

— ! _ ; ’
=t + e 1)rPC 2(n—1)r Fr. (2.69)

t

Queremos sefialar, por dltimo, que la ecuacién anterior permite, entre otras cosas, calcular el espesor
fnaximo y el mfnimo a lo largo de cualquier meridiano de una lente esferotorica utilizando una técnica
de multiplicadores de Lagrange [14] .

2.4.3 Utilizacién de la matriz de potencia diéptrica para el estudio estadistico
de lentes esferotéricas

En éptica oftdlmica resulta de considerable interés el establecimiento de una estadistica completa de esta-

dos refractivos. La utilizaci6n del formalismo de la matriz de potencia didptrica ha permitido establecer
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de un modo simple una estadistica completa de estados refractivos. El trabajo de desarrolio de dicha es-

tadfstica es debido a Harris [17], [18] y [19] con contribuciones de otros autores [91, [10], [21] vy [22]

En general, dado un estado refractivo, este puede ser caracterizado por un trio de ndmeros reales. En
notacién tradicional [S C' x ¢]se usa el valor de la potencia esférica, la potencia cilindrica y el dngulo
formado por el eje del cilindro de la lente oftdlmica utilizada para compensar dicho estado refractivo.
De modo alternativo, si se utiliza el formalismo de la matriz de potencia didptrica, un estado refractivo
viene dado por los tres valores ( fzz, fzy, fyy)de las componentes de la matriz de potencia didptrica de la
lente oftdlmica utilizada para compensar dicho estado refractivo. La ventaja de esta tltima representacion
es la posibilidad de establecer una correspondencia entre el conjunto de posibles estados refractivos y el
espacio vectorial R3 {18]. Siguiendo a Harris {17] y {19], es posible representar un estado refractivo por
un vector £ =(fzr, fry, fyy) cuyas componentes son los elementos de la matriz de potencia diptrica
correspondiente a dicho estado refractivo.
En estas condiciones, dada una serie de estados refractivos fi, f3, f3... f,; resulta factible definir las mag-
nitudes estadisticas mds habituales [20] , como la media aritmética

-1

f==>"f, (2.70)

111
i=1

la varianza

o? == , (2.71)

o la desviacidn tipica

Jg(f—fi)-(?—ff)

n

2.72)

La utilizacién de las ecuaciones anteriores permite la caracterizacién estadistica de estados refractivos
utilizando los elementos de la matriz de potencia diéptrica como variables estadfsticas independientes,

en lugar de la notacién tradicional de esfera, cilindro v gje.
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Capitulo 3

La matriz de potencia dioptrica local de una lente
oftalmica.

En este capitulo se introduce el concepto de Matriz de Potencia Didptrica Local (MPDL) en
lentes oftdimicas que presenten superfices refractoras de forma arbitraria, tal y como ocurre en
el caso de las lentes de adicidn progresiva. Para introducir el concepto de MPDL se ha derivado
en primer lugar una generalizacidn de la ley de Prentice, esta generalizacion permite caracteri-
zar el efecto prismdtico que presenta una lente oftdlmica compuesta de superficies refractoras
arbitrarias. A partir de la expresion generalizada de la ley de Prentice, se ha encontrado una
relacién matricial entre el efecto prismdtico y el punto de la superficie de la lente en el cual se
quiere calcular dicho efecto prismdtico. Esta relacidn matricial viene dada por la MPDL, que
permite caracterizar dpticamente lentes oftdimicas con superficies refractoras arbitrarias. Para
finalizar se muestran las expresiones analiticas de la MPDL en lentes oftdlmicas con superficies
refractoras asféricas y asferotdricas.

3.1 Matriz de potencia di6ptrica local: Definicién y propiedades

Como se ha visto en el capitulo 2, la aplicacién de técnicas matriciales permite la caracterizacién de los
efectos prisméticos presentados por lentes oftdlmicas esferocilindricas por medio de la ley de Prentice.
A continuaci6én, vamos a estudiar una generalizacién de la ley de Prentice con ¢l objeto de encontrar los
efectos prisméticos en lentes oftdlmicas compuestas de superficies refractoras arbitrarias. En particular,
nuestro objetivo es la obtencién de una ley sencilla que permita caracterizar las desviaciones prismaticas
en lentes progresivas. Para ello es necesario tener en cuenta las siguientes hipGtesis:

1/ Aceptaremos como 'vé]ida la aproximacidn paraxial. Esta hipitesis es cierta en primera aproxi-
macién para lentes oftdlmicas debido al efecto de la rotacién ocular, que permite variar la direccién de
mirada del ojo para observar objetos situados lateralmente respecto a la cabeza.

2/ Vamos a considerar que las superficies son suficientemente "planas”. Este concepto serd explicado
con detafle mds adelante.

3/ Por ltimo, vamos a suponer correcta la aproximacion de lente delgada ya que los espesores de las
lentes oftdlmicas m4s cominmente utilizadas en la préctica optometrica, tienen valores numéricos cer-
canos a 5 mm, inferiores a las dimensiones de los radios de curvatura y didmetros de las lentes. Puede

demostrarse {1] , que el efecto del espesor en los pardmetros de disefio de una lente oftdlmica es general-
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Figura 3.1.Geometria de la refraccion de un raye a través de una superficie de forma arbitraria.

mente pequeiio.

Con la ayuda de estas hipétesis vamos a establecer una expresion para la desviacién que sufre un
rayo tras refractarse en una superficie arbitraria, tras lo cual estaremos en condiciones de considerar la
desviacién de un rayo que se refracta dos veces, en dos superficies refractoras arbitrarias. El andlisis de
los resuitados que obtendremos nos llevard a caracterizar las lentes oftdlmicas (y entre ellas las lentes
progresivas) con superficies refractoras arbitrarias, por medio de una matriz de potencia di6ptrica cuyos
elementos son funcién de la posici6n en la superficie de la lente. Dicha matriz serd denominada Matriz
de Potencia Didptrica Local (MPDL).

3.1.1 Refraccién de un rayo en una superficie de forma arbitraria

Consideremos una superficie £y de forma arbitraria, definida por medio de una carta de Monge (z, y, z(x, ),
que limita dos médios de indice de refracci6n n y n’ respectivamente. El sisterna de coordenadas se ha
escogido de modo que el punto (0,0, 0}, sea el vértice de la superficie (Fig. 3.1), y por tanto, la direc-
cién del eje Sptico de la supeficie viene dada por el vector OZ. De los textos de Geometrfa Diferencial

[81,[9] se puede obtener facilmente la siguiente expresi6n para su vector normal

1

N =
V1+(8:2) +(3,2)

=(322, 02, —1). (3.1)

La aproximaci6n de considerar nuestra superficie como suficientemente “plana”, a la que hemos
hecho referencia en el apartado anterior, consiste en suponer que la direccién del vector normal no va

a diferir excesivamente de la direccion del eje OZ. Matemdticamente, esto equivale considerar que la
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funcién z(z, ), tiene una variacién suave a lo largo de la superficie, lo cual puede expresarse como

(8:2)° <« 1, (3.2)
(8,2 < 1, (3.3

quedando el vector normal como
N = (8;2,0,z,—1). (3.4)

En estas condiciones, supongamos que un rayo incide sobre la superficie, de modo tal que su direcci6n
viene dada por el vector k' = (ki, k%, k%). Teniendo en cuenta que consideramos por hip6tesis que la
aproximacion paraxial es valida, y por tanto, la direccién del rayo incidente no esta muy alejada de la
direcci6n del eje 6ptico, (que en este caso coincide con el eje OZ) podemos escribir el vector kidela
siguiente forma .

k' =~ (ki K}, 1), (3.5)

con la siguientes condiciones de normalizacién, andlogas a (3.2) y (3.3}

3.6)

(k) <« 1
&

-

@D

Si consideramos cierta la aproximacién paraxial, podemos admitir que el vector director del rayo

refractado tendrd una forma similar a la del rayo incidente, de modo que
k" ~ (kZ, Kk}, 1). (3.8)

En estas condiciones, podemos pasar a relacionar los vectores k™ y k* por medio de la formulacién

vectorial de la ley de Sneli {2]

n(k* x N) = n'(k" x N), ' (3.9)
lo cual conduce automdticamente a las siguentes relaciones

n'k? nkl + (n = n')0,z, (3.10)

n'k] = nkj+(n-n')dz (3.11)
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n'kp0,z — kB2 = nk.oyz — nk:,a,,.z. (3.12)

Vamos a aplicar las ecuaciones (3.10) y (3.11) al caso particular de una superficie esférica. En este
caso podemos encontrar la siguiente expresion aproximada [4] para la sagita de la supeficie

xz 2
Az,y) = o5 + g—R, (.13)

de moedo que, para este caso particular, podemos escribir

rpr
n'k

i nx
—n')—= 3.14
nkl + (n n)R, (3.14)

Hr
W,ktr

Il

nk) + (n - ). (3.15)

Que constituye la conocida expresién de las ecuaciones de Lange para una superficie esférica, tal
y como fue definido en la ecuacién ??. Utilizando las expresiones (3.10), (3.11), (3.14) y (3.15), se
puede encontrar la desviacién que sufre un rayo al atravesar una lente oftdlmica cuya primera superficie
tiene forma arbitraria (con las restricciones enumeradas al inicio de esta seccién), como vamos a ver a

continuacion.

3.1.2  Refraccion en una lente oftdlmica con superficies refractoras arbitrarias.

De acuerdo con los resultados expuestos en el apartado anterior, podemos considerar la refraccién de un
rayo a través de una lente oftalmica delgada, cuya primera superficie presente una forma arbitraria, pero
cuya segunda superficie es una esfera. La aplicacion directa de las ecuaciones (3.10) y (3.11), nos permite
escribir la siguiente expresion para la refraccién en la primera superficie, ténjendo €n cuenta que, al estar

la lente en aire, n = 1, n’ = n, siendo n el indice de refraccién de la lente. Asi pues tenemos que

nkl' = K4 (1-n)8.z, (3.16)
nkl' = k' +(1-n)dya, (3.17)

andlogamente, tenemos para la segunda superficie que

k;z = nk;? + (n — 1)3,:22, (3.18)
ki = nki*+(n—1)8,2. (3.19)

Siendo 21(z,y) y z2(x, y) las sagitas de la primera y segunda superficie. En aproximacion de lente
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delgada, tenemos que k7! = ki y que kJ! = ki2, de modo que tras sustituir (3.16) y (3.17) en (3.18) y
(3.19), llegamos a que

B2 = k' —(n-1)8; (21— 22), (3.20)
K2 = kl-(n—1)8 (21 — 22), (3.21)

si definimos las compontentes del efecto prismético P, y B, como:

P, = kP -k, (3.22)
Py = k-k}, (3.23)

encontramos la siguiente expresi6n para la ley de Prentice [11], aplicada a una lente cuyas superficies

refractoras presenten una forma arbitraria

1l

P, —(n~1)0; (21 — 23), (3.24)

¥ —(n—-1)3y (21 — 22): (3.2%)

Podemos apreciar que, en este caso, la dependencia del efecto prismético con las coordenadas de
posicién del punto P de la superficie de la lente, coordenadas (x, ), es no lineal, y la no linealidad viene

dada por las derivadas parciales de la sagita de las dos superficies z;, 22, evaluadas en el punto P.

3.1.3 Matriz de Potencia Di6ptrica Local (MPDL)

De acuerdo con las expresiones (3.24) y (3.25), el efecto prismadtico resultante de la refraccién de un
rayo en una lente oftdlmica compuesta por una superficie de forma arbitraria tiene una dependencia no
lineal con las coordenadas de posicién del punto en el que estemos calculando dicho efecto prismético.
Sin embargo, a nosotros nos interesarfa encontrar una expresién matricial similar a la que tenemos en el
éaso de una lente esferotérica, ecuaciones ?? ¢ ??. Para ello, consideremos un punto P, de la primera
superficie de la lente oftdlmica, cuyas coordenadas son (z°, ¢°, z°). Obviamente, en las proximidades de
dicho punto podemos encontrar la siguiente expresién aproximada para la sagita z(z, y) de la superficie

2(z,9) = 20+ 0a2° (2 — 2°) + 8,2 (y = 1°) + $0%,2° (0 — 2°)?

+82,2° (z — 2°) (y — y°) + $02,2° (v — v°)°. (3.26)

Esta ecuacién nos dice que, en las préximidades del punto P, podemos considerar que la superficie

viene descrita por un paraboloide (ya que la superficie es convexa en P, y por tanto 82,2°92,2° —
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82,2°92,2° > 0, de acuerdo con la Geometria Diferencial [?}, {9] ). Esta propiedad comiin a todas
las superficies, nos va a permitir caracterizar la superficie por medio de una matriz de potencia diéptrica
local [10] .

De acuerdo con (3.24), (3.25) y (3.260), el efecto prismatico que experimenta un rayo tras refractarse

en un Q situado en las proximidades de P, viene dado por

C P = —(n—1) (Be(2] — 28) + 82,(2} — ) (x = 2°) + B3 (2F - 25) (y —v%)) ., (3.27)
Py = —(n—1)(8(ef — 2§) + 0% (af — ) (& —2) + (2] - ) (w—v°)) . (3.28)
De acuerdo con estas ecuaciones, podemos encontrar un punto en las proximidades de P, para el cual

el rayo no sufre desviacion. Las coordenadas (z', y') de dicho punto, que denominaremos centro dptico

local [10], satisfacen las ecuacines

8:62° + 32 62° (z' —2°) + 3ﬁxéz° (' —%°) = 0, {3.29)
8,62° + 33262" (z! —z°) + 531,62" (¥'-v°) = 0, (3.30)
donde §2° = 27 — 23 que podemos escribir como
8:62° = —82,62°(z! —2°) — Bgzé'z° (v' —v°), (3.31)
8y62° = -Bf':yéz" (z' -2°) —- Bgyb‘z" (z! — z°). (3.32)

Sustituyendo (3.31) y (3.32) en las ecuacidnes {(3.24) y (3.25), encontraremos la siguiente expresién
de la ley de Prentice

P l_ 02 62° 02.62° xt - z°)
[ Py ] = —(n. - 1) [ 352620 agyéza ‘yl _ yo) . (333)
Esta ecuacién, nos indica que podemos caracterizar el comportamiento de una Iente oftilmica, que
presente superficies refractoras arbitrarias, por medio de una matriz de potencia didptrica local [10] ,

definida como funcidn de la posicién en la superficie de la lente, segiin la siguiente expresion:

Fea) == F5 0 |

que corresponde a la matriz de potencia di6ptrica de una lente oftdlmica cuya primera superficie viene

(3.34)

dada por el paraboloide osculador que define la segunda forma fundamental de la superficie alrededor del
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punto P, y cuya segunda superficie esta dada por el paraboloide osculador correspondiente de la segunda
superfice. En estas condiciones, el efecto prismético en P puede hallarse de acuerdo con la expresién
matricial (3.33), expresién formalmente andloga a ??, aunque con dos diferencias fundamentales. En
primer lugar, la matriz de potencia di6ptrica local es funcién de la posicion en la superficie de la lente, ¥
por ofra parte, en la ecuacién (3.33), aparecen las coordenadas del centro 6ptico local (z1, y1), mientras
que en la ecuacién ??, se ha escogido el sistema de coordenadas de modo que el centro éptico de la lente
coincida con el origen de coordenadas. Ademids, de acuerdo con las ecuaciones (3.29), (3.30), se tiene
que las coordenadas del centro 6ptico local son funcién de la posicién en la superficie de la lente, mientras
que en una lente esferotérica normal, dichas coordenadas son fijas.
Resulta interesante definir la siguiente magnitud vectorial

[ 7] -[ 2823 Bt~ e - Bt~ e | 335
P | = | 8408 — 28— B (et — a0 - 03, (e - B | |

que denominaremos prisma local, y que permite escribir la ecuacién (3.33), de una forma anédloga a ??,

Pe| _V Per | _ 33,(21 zg yzzg_zg)][xa]
[Pu]"[PyL] (m 1)[ -2 | v ] (3.36)

yz ¥

esto €8

estando relacionado el prisma local y las coordenadas del centro dptico local, por medio de la ecuaci6n
62 (zlo 2‘2’) azz(zg - Zg) z! P
= . 3.37
[ o (st~ ) (8- ) ] [ y! ] [va G0
Otra propiedad interesante de la matriz de potencia diéptrica local es que sus elementos pueden obten-

erse de la derivando las componentes del efecto prismdtico. En efecto, de acuerdo con las ecuaciones

(3.24) y (3.25), puede comprobarse que

fez = —0:F;, (3.38)
a fﬂl = _amPy = _asza (3.39)
fw = -0F,. (3.40)

En resumén, dada una lente oftdlmica, cuyas superficies refractoras presenten forma arbitraria, es
posible una caracterizacién matricial de dicha lente por medio de la matriz de potencia didptrica local.
La matriz de potencia local puede definirse para cada punto P de la superficie de la lente, como la matriz

de potencia que presenta la lente esferotérica equivalente formada por los paraboloides osculatrices de la
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primera y segunda superficie de la lente en el punto P, definidos a través de la segunda forma fundamental
de dichas superficies . De este modo el efecto prismético que aparece en el punto P, puede ser calculado
mediante la aplicacién de la ley de Prentice usando la matriz de potencia diéptrica local (3.33), teniendo
en cuenta el centro 6ptico de la lente esferotSrica equivalente, que hemos denominado centro dptico local.
De un modo equivalente, podemos hallar el efecto prismdtico en P como la suma del efecto prismdtico
resultante de la aplicaci6n directa de la ley de Prentice usando la matriz de potencia didptrica local més un
prisma local, ecuacién (3.36). Dicho prisma local esta relacionado con la orientacion de los paraboloides
osculatrices respecto a la direccién del eje de coordenadas OZ. La aplicacién de estas ecuaciones a una
lente progresiva es inmediata habida cuenta de que dicha lente estd formada por una superficie refractora

arbitraria (superficie progresiva) y por una superficie esferotérica corriente.

3.1.4 Potencia local de una lente con superficies refractoras arbitrarias

El conocimiento del efecto prismdtico producido en un punto cualquiera de la superficie de una lente
oftdlmica compuesta por superficies arbitrarias permite estudiar la refraccién de un haz de rayos proce-
dentes de un punto objeto sobre la superficie de la lente. Es bien conocido [4] que, en vision foveal, el
0jo humano no utiliza simultdneamente toda la superficie de una lente oftdliica para observar un objeto
determinado, debido al efecto de rotacién ocular que permite cambiar continuamente la direccién de mi-
rada. Este hecho ha sido ampliamente utilizado en el disefio de lentes oftdlmicas y constituye ¢l principio
en el que descansa el funcionamiento de las lentes multifocales.

Para caracterizar el &fecto de la rotacién ocular se utiliza el esquema ya comentado en el capitulo
anterior, de modo que se situa trds la lente oftdlmica una pupila situada en la posicién ocupada por el
centro de rotacién del ojo (aproximadamente de 25 a 27 mm por detrds del vértice de la segunda cara de
la lente}. En el disefio de lentes oftdlmicas {7] este esquema es utilizado para estudiar la refraccién de
un haz de rayos que parte del punto objeto y pasa a través de dicha pupila, que actua come diafragma de
apertura del sistema, lo cual permite ¢l cdlculo de aberraciones y el consiguiente proceso de optimizacién
del factor de forma de la lente oftdlmica.

Como herﬁos visto, las ecuaciones (3.24) y (3.25) permiten el cdlculo de la trayectoria de un rayo
tras refractarse en una lente oftdlmica formada por superficies refractoras arbitrarias, dentro del grado
de aproximacién adoptado. Existe por tanto la posibilidad de estudiar la refraccién de un haz de rayos
estrecho procedente de un mismo punto objeto en diversas zonas de la superficie de una lente oftdlmica.
Para ello consideremos la situacién de 1a Fig. 3.2, en la cual tenemos un punto objeto O del cual parte

un haz de rayos. Uno de estos rayos se refracta en un punto P sobre la primera superficie de la lente. En
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general, vamos a considerar que este rayo tras refractarse va a atravesar la pupila situada en el centro de
rotacién del ojo. Por consiguiente, el rayo que pasa por P le denominaremos rayo principal. También
consideraremos que la extensién espacial del haz va a ser limitada por dicha pupila y por tanto el haz
incidente sobre el sistema va a estar limitado espacialmente, lo cual nos permite hablar de potencia local.
La situacién es completamente andloga a la que se tiene al estudiar aberraciones en lentes oftlmicas para

distintos dngulos de visién.

Rayo
principal

Figura 3.2.Trazado grdfico de un conjunto de rayos que, partiendo de un punto objeto O, llegan a un punto imagen O’ tras
atravesar el sistema dptico compuesto por una lente oftdimica y una pupila situada en la posicion del centro de rotacion del ojo.

Si las coordenadas de O son (u, w, 2) y las de P (zo, yo, 27 ), tenemos que el vector de direccién del

rayo principal incidente sobre la lente viene dado por la expresitn

~ (2o — u,y0 — w, 2} — 20

k;= , (3.41)

2 2
v (@0 —u)* + (o — w)* + (2 — 20)
donde el signo Ak. indica el vector director del rayo principal incidente. Para ser consistentes con las
hipétesis realizadas en el desarrollo de la ley de Prentice generalizada, vamos a suponer un punto objeto

O situado a una distancia de la lente tal que 20 > 2 y que 22 > (zo — u)? + (yo — w)? de modo que

podemos escribir el vector del rayo principal incidente como

ko (Rl

r [ R %)
2 X /

Supongamos a continuacién un punto P* situado en la superficie de la primera cara de la lente no



40 Matriz de potencia didptrica local: Definicion y propiedades

muy alejado del punto P. Si las coordenadas de P* son (x,y, 2; ) las coordenadas del vector director del

rayo que partiendo de O incide en la lente en el punto P* vienen dadas por la expresion

K; =~ (""“,3_—“’,1), (3.43)
Z0 F] .

de modo que podemos escribir (3.43) de la siguiente forma

ki = & ﬂ,y_y",o). (3.44)
z9 20

Por otra parte, de acuerdo con la ley de Prentice generalizada, tenemos gque

- r—Xp

kez = kiz+ + (1 —n)d:bz, (3.4523)
key = B+ - Y + (1 -n)a,62, (3.45b)
0

siendo 6z = 21 — za.
De acuerdo con {?], si W(z,y, o, %0) es la funcién que describe al frente de onda refractado a
la salida de la lente (teniendo en cuenta las aproximaciones efectuadas para derivar la ley de Prentice

generalizada), puede comprobarse que

ke = —8:W, (3.46)
key = —O,W, (3.47)

(donde se ha tenido en cuenta que consideramos el indice de refraccion del medio a la salida de 1a lente
como 1) de modo que, integrando las ecuaciones (3.45a) y (3.45b), obtenemos la siguiente exprexién

para el frente de onda refractade

‘ 12 2
=0, _ ('yTyD')'

22’0 Zp

w (l‘,y, g, yO) = Wo - Ei::z - kl’yy - + (n - 1) 62? (348)

siendo W, una constante de integracién.

En el marco de aproximacién en que nos encontramos la ecuacién (3.48) va a representar e frente
de onda asociado con un pincel de rayos astigmadtico, con las correspondientes focales de Sturm. La
distancia entre el punto de incidencia del rayo principal, P, y ambas focales de Sturm va a venir dada por
la inversa de las curvaturas principales x; y k3 de W (z, y, zo, yo) en el punto P. De este modo, cuando

consideremos un punto objeto situado en el infinito, podemos caracterizar cada punto de la superficie
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de la lente por las curvaturas principales del frente de onda refractado W (z,y, Zo, ¥0)| ;oD dicho
punto, o lo que es equivalente, podemos caracterizar cada punio de la lente por una potencia esférica

local S (z,y)y una potencia cilindrica local C (z,y) dadas por las expresiones

Sz, y) = Kelyyreo: (3.49a)

Clz,y) = K1~ K (3.49b)

Zo=—00 ?

donde supondremos que k) > kg, esto es tomaremos el convenio de dar al cilindro el signo positivo.
De acuerdo con la Geometria Diferencial [?] , [9] , la expresi6n de los coeficientes de la primera

forma fundamental de la superficie definida por la funcién W (z, ¥, %o, Yo} viene dada por

E = 1+p% (3.50a)
F = pg, . (3.50b)
G = 1+4¢% (3.50¢)

donde p = 8. W y ¢ = 8,W. Andlogamente, puede demostrarse que los coeficientes de la segunda

forma fundamental vienen dados por el conjunto de ecuaciones

r
L = — )
gl (3.51a)
3
M = — _ 51
iy (3.51b)
t
N = — — , '
‘ TR (3.51c)

donder =02, W,s =82, Wyt=082W. Sustituyendo los valores de W en las ecuaciones anteriores,

obtenemos las siguientes expresiones para los coeficientes de la primera

2
, E = 1+ (k,-, + P+ %) : (3.52a)

F = (E + P+ E——"’”)) (E,-y +P,+ M) , (3.52b)
Zg Zp

2
G = 1+(k.-,+P,,+£2--yi)) , (3.52c)

20
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y de la segunda forma fundamental

1
L = fz:‘—;‘; ,
2 @-20)\* | (= ¥ -0\’
1+(k,z+Px+—) +(k,-,,+P,,+—)
'\ 2p Zg
M — fz:y
= z—20\*, (3 (v~ w))”
\ e (R 520 o (Bue e 21
1
N o= fw—z—o |
~ (z-z\> (o . (y—yo))2
\(I—F(km-i-Pz-i- o } "'\"'WT‘IJ"'

(3.53a)

{3.53b)

(3.53¢)

Por otro lado, las curvaturas gaussiana y media pueden encontrarse a partir de los coeficientes de la

primera y segunda forma fundamentales de acuerdo con las siguientes ecuaciones (?], [9]

LN - M?

EG—F2'

EN+ GL-2FM
EG-F? '

de modo que tenemos que, en nuestro caso

. (fem) (t0-%) -2

2 2\’
(1+(k;,+P,+("’ 20) 4 (& + B, + £ }
rd AY hd 7

2,
“r

(1 + (Tclz + P%%L)Q) (fw - l)

Zp

(z=20)\* (= w-w)\?)"’
2(1+(k¢x+Px+—-——°) +(k.-,,+Py+ 4 y“))
20 Zp

(1 + (E,-,, + P, + %)2) (fz:c ~ zlo)

2 2
2(1+(k,-x+pz+(x_""°).) +(kiv+Px+(y20y0)) )
<

2

3/2

(3.54a)

(3.54b)

(3.55a)
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2fey (E,-_.c + P+ Eoz (f, 1 p s YoV
/A )

2 2
2(1+ (k,-:+P,,+(i_;$_°)_) + (k,-y+Py+(y yo)) )
0

Zg

una vez conocidas las expresiones para H y K es posible encontrar las curvaturas principales a partir de

las ecuaciones

K = rikz, (3.56a)
H = "‘:”“’ (3.56b)

de manera que

kg = H++VH*-K, (3.57a)

ke = H—-—+H?-K, (3.57b)

con lo cual encontramos que

S(z,y) = H-VH:-K , (3.58a)
Clzy) = 2VHI-K (3.58b)

Sustituyendo (3.55a) y (3.55b) en las ecuaciones anteriores, encontramos las siguientes expresiones para

la potencia esférica y cilindrica local

~ 2 -~ 32 -~ -~
fzz (1 + (kru) \ + fuy (1 + (krz) \ = 2fzykrykrs
5 = A AT -C, (3.59a)
2 (1 +E2, + kfy)
C = Jf:z(1+(‘Erv)n)+fvy(l+(‘5f‘1)2) —2f=v§rvif=12 _ 4(fzzfvy_f:,,)

(R, (R 45,)

{(3.59b)

donde ?c‘,z = E,-m +Fry Ery = fc},, + P, son las coordenadas del vector director del rayo principal refrac-

tado, de acuerdo con la ley de Prentice generalizada. Sin embargo, de acuerdo con las aproximaciones
o~y 2 -~ 32

efectuadas al principio del capitulo, tenemos que (km) < lyque (k,y) % 1 de modo que podemos

escribir las ecuaciones anteriores de a siguiente forma aproximada

§ = — (3.60a)
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C = VtrF?-4detF, (3.60b)

donde tr F = for + fyy ydet F = for fyy — f2,.

Las ecuaciones anteriores son formalmente andlogas a las ecuaciones de transformacién de Long
presentadas en el capitulo anterior, con la diferencia de que, en este caso, fzz, fyy ¥ fzy son funcidn de
la posicidn sobre la superficie de la lente oftdlmica. Con lo cual podemos decir que en nuestro grado de
aproximacién los elementos de la matriz de potencia didptrica estdn relacionados con la potencia local a

lo largo de la superficie de una lente oftdlmica compuesta por superficies refractoras arbitrarias.

3.1.5 Expresion tensorial para la ley de Prentice generalizada

Las expresiones (3.24) y (3.25) permiten el cdlculo de los efectos prismdticos de una lente oftdlmica con
superficies refractoras arbitrarias dadas por las correspondientes sagitas z;(x,y) y 22(z,y). Por otro
lado, dada una funcidén real f (zy, ) de dos variables reales 1 y x2, podemos expandir dicha funcién

en serie de Taylor (5] alrededor de un punto (z{, 5}, de modo que

2 2 2 2
f=x"+) xt+ .Zqut b+ I.ZZquktt itk + .. (3.61)

=1 2 i=1 j=1 3! i=1 j=1 k=1

Donde x® = f (2§, 2§}, t: = &y — 20, y X}, conn > 1, vienen dados por

Xirigoin = 030y 0i, f(25,23), (3.62)

representan las coordenadas de un tensor covariante [6} de orden n. Aplicando el desarrollo de Taylor
(3.61) alrededor del punto (0, 0) a las sagitas 21, 2o, y sustituyendo dichas expresidnes en las ecuaciones

(3.24) y (3.25), es inmediato obtener la siguiente expresion tensorial para la ley de Prentice generalizada

2 2 2 2 2
(Al + ZA i+ -él-i ZZA?:J:IJI': + % ZZ Z Al kmTiThTm + ) . (3.63)

=1 k=1 =l k=1m=1

donde los términos AT,  ,  estdn relacionados con las funci6nes z; y zo de acuerdo con la expresién:

A:m bn = (1 - ’n)a,'la,',...a;n (21 — 22) |(0,0) . (3.64)
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Un anlisis de la ecuacién (3.63), nos muestra que dicha ecuacién puede dividirse en dos partes.
Una parte lineal, que formarfan los dos primeros términos de la ecuaci6n {3.63), y a continuacién una
parte no-lineal, formada por el resto de los términos de la ecuacidn. Podriamos considerar por tanto, que
el efecto prismético que nos encontramos en un punto de la superficie de una lente oftdlmica formada
por superficies refractoras arbitrarias como el que produciria una lente esferotérica cuyas superficies
refractoras son los paraboloides osculadores de las ségitas z1, 22 en el punto (0,0} de acuerdo con la

expresion:

' 2
PE = (1-n)(@ (21 — 22} lo0) + D805 (21 — 22) |0y %5 (3.65)

i=1

més una serie de términos correctores no lineales, cuya importancia aumenta conforme nos acercamos al

extremo de la lente.

3.2 Matriz de potencia diéptrica local en lentes asféricas

Como un primer ejemplo prictico, vamos a aplicar los conceptos estudiados en las secciones anteri-
ores a lentes oftdlmicas con superficies refractoras asféricas. La utilizacién de tales lentes en la practica
oftdlmica se ha incrementado considerablemente en los dltimos tiempos, debido a la mejora en las téc-
nicas de fabricacién de las mismas. El uso de una lente asférica, presenta dos ventajas respecto a la
utilizacién de una lente convencional, en primer lugar permite la compensacion de las aberraciones mas
importantes de las lentes oftdlmicas, el astigmatismo oblicuo y el error de potencia para un rango de po-
tencias superior al que permiten las lentes esféricas. En segundo lugar, para una potencia determinada,
es posible encontrar una lente asférica que compense el astigmatismo con superficies més planas que la
lente esférica correspondiente, lo cual se traduce en una ganancia estética asf como en una reduccitn de
peso, que en algunos casos [7] , puede llegar al 25 %. Aunque en general, s denomina lente asférica a
toda lente monofocal con una superficie refractora asférica, en la préctica, las superficies utilizadas son
conicoides, esto es superficies generadas por rotacidn de una curva cénica. En este epigrafe, vamos a
limitar nuestro estudio a lentes asféricas con superficies cnicas.
En general [4] , podemos describir una superficie asférica por medio de una cartade Monge, (z,¥, z(z,¥)),

de modo que la sagita de la superficie viene dada por la expresién
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Tabla 3.1 Tipos de superficies asféricas segun el valor del coeficiente de asfericidad.

Valordep | Tipo de superficie
—co<p< Hipérboloide

p=10 Paraboloide
O<p«i Elipsoide oblato
p=1 Esfera

1 < p < +oo | Elipsoide prolato

_ JRZ _ 2 2
z(:c,y)=R R PP(I +y), (3.66)

en esta expresion, R representa el radio de la superficie, mientras que p es el denominado coeficiente
de asfericidad del conicoide y nos indica el tipo de curva cénica que estamos utilizando segun indica
la Tabla 3.I. Cuanto mds se aleje el valor de p de 1, tanto mds asférica es la curva de la supeficie, de
modo que las curvas mds planas son aquellas con menor valor de p y las més curvas son aquellas que
tienen valores de p més elevados, Una interesante propiedad de las lentes asféricas puede derivarse del

desarrollo en serie de Taylor de la ecuacion (3.66)

122 +42 4 1',')(:52\-{-3,:2)2
2 R 8 R3

2(z,y) = +0 ((:r2 + y2)2) . (3.67)

Donde se puede ver que, en primera aproximacién todas las supeficies conicas pueden aproximarse
a un paraboloide, con independencia del valor del coeficiente de asfericidad. M4s adelante haremos uso
de esta conocida propiedad de las superfices conicas.

A continuacién, vamos a utilizar la expresi6n (3.66) para derivar la expresin generalizada de la ley de
Prentice para lentes asféricas, haciendo uso de las ecuaciones (3.24) y (3.25). Vamos a considerar lentes
biasféricas, esto es, lentes cuyas dos superficies son asféricas con dos coeficientes de asfericidad distintos
para cada cara de la lente, aunque més tarde al analizar casos concretos nos limitemos a considerar lentes
con una vnica superficie asférica, de acuerdo con lo que ocurre en la préctica. En estas condiciones, la

sustitucion de 1a funci6n (3.66) en las ecuaciones (3.24) y (3.25) conduce a las siguientes expresiones:

P, =(1-n) ( 1 - ! z, (3.68)

\/R% —-n (1:2 + y2) 2 2
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1 1 )
P, =(1- ——— 3 3.69
v = n)(\/Rf—p1($2+y"’) R ~pa(z?+y i 69

A partir de las cuales puede calcularse el mddulo del efecto prismdtico, obteniendose que

P= (l-n)( L - ) vzt +?, (3.70)

VE-n@+9) VR -p (1)
puede deducirse de esta expresién que el médulo del efecto prismético en lentes asféricas presenta sime-
tria rotacional en la superficie de la misma. Para estudiar como se comporta esta funcioén, hemos rep-
resentado (Fig. 3.3) el modulo del efecto prismdtico en funcién de la distancia al centro de la lente
r = m para varios valores del coeficiente de asféricidad en lentes de potencia +7D, +5D,
—5D, y —7 D, respectivamente. En todos los casos, la superficie asférica de la lente es la supeficie mds

curvada correspondiente a la primera cara en la lente positiva y a la segunda en la negativa), mientras

Polancis prismiltica {3}
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Figura 3.3, Modulo del efecto prismdtico presentado por diversas lentes oftdlmicas asféricas de potencia +7D, +5D, -5Dy -7
D para distintos valores del coeficiente de asfericidad,
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que ia otra superﬁcie se ha mantenido esférica (p = 1). En ambas figuras, podemos ver comeo existen dis-
crepancias entre la ley de Prentice (que predice una relaci6n lineal entre el valor del efecto prismdtico y
la distancia al centro de la lente) y los resultados obtenidos por medio de ¢3.70). Como puede apreciarse
en estas graficas Fig. 3.3, la ley de Prentice solo se cumple en el caso de que el coeficiente de asfericidad
sea igual a cero, lo cual se corresponderia con una pardbola. Esto es asi debido a que la otra superficie de
la lente aunque es esférica, tiene un radio de curvatura suficientemente grande como para que la sagita de
la superficie se corresponda con el primer término del desarrollo en serie que aparece en la parte derecha
de la ecuacion (3.67), comportandose a efectos practicos como una superficie parab6lica.

Ya hemos visto que los elementos de la matriz de potencia diéptrica local se corresponden con las
derivadas parciales de las componentes del efecto prismético. De este modo, podemos calcular las com-
ponentes de la matriz de potencia di6ptrica de una lente asférica derivando las ecuaciones (3.68) y (3.69),

de manera que

1 1 b4 m) 2
Tz = -1 —_—— -1 - P 3.71
S R o) ER

, )
fxy = (ﬂ - 1) (?; - %g) Ty, (3.72)
fw=tn=1 (5= )+ (-0 (G -B) v 6.73)
A1 P2 -
siendo

p;: = \/R,? — p; (2 +y2). =12 (3.74)

A partir de las ecuaciones anteriores, podemos encontrar la distribuci6n de 1a potencia esférica S (z, y),
cilindrica C (x, y) y el eje del cilindro a (z, y), utilizando las ecuaciones de Long (citar ecuaciones capi-

tulo 1), de manera que llegamos a las siguientes expresiones

11
S(z,y)=(n-1)(——-—1}, 3.75
(z,9) =(n-1) (P1 p2) (3.75)
—m-1(PL_P2),2 76

af(z,y) = tan™! (%) , 3.
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las cuales nos indican, que para una lente oftdlmica asférica, la distribucidn de potencias esférica y cilin-
drica presenta simetrfa de revolucién, orientdndose ¢l eje del cilindro en la direccién radial. Para ilustrar
este hecho, hemos representado la distribuci6n de potencias esférica y cilindrica para una lentes oftdlmica
asférica de potencia +5 D con diferentes coeficientes de asfericidad para la superficie mds curva de la

lente.

3.3 Matriz de potencia didptrica local en lentes asferotéricas

En dptica oftdlmica, la correcci6n del astigmatismo ocular, se lleva a cabo utilizando lentes con superficies
téricas, de modo que la potencia de la lente sea diferente en cada una de las direcciones radiales que unen
el centro de la lente con la periferia de la misma, compensando de este modo el astigmatismo ocular.
Debido a las mejoras en las técnicas de fabricacion de superfices dpticas empleadas por la industria de
lentes oftdimicas, actualmente es posible encontrar lentes correctoras del astigmatismo con superficies
asferotéricas.

Al igual que en el apartado anterior, nosotros vamos a centrar el estudio de lentes asferotéricas por
medio de la matriz de potencia didptrica local a aquellas lentes cuyas secciones principales son curvas

cénicas.

3.3.1 Descripcién de una superficie asferotérica cénica

Para obtener la ecuacién de una superficie asferotérica cénica, partimos de la ecuacién de una curva

asférica ¢onica

R—-/RZ—pz2
2(z) = #, (3.78)
que puede escribirse como
. | R R\? z2
: 2(r)=—— =) ——= 3.79
@=3-V(5) -3 am

de modo que podemos realizar el cambio de variable a = R /p y u = z / /P obteniendose que

z2(z) =a —va? —u?, (3.80)

que se corresponde con la ecuacién de una circunferencia.
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Figura 3.4.Representacion de la distribucion de la potencia esférica, a), ¢) y d) y cilindrica b), d) y f) en una lente asférica de +5
D de potencia para distintos valores del coeficiente de asfericidad (—2, 0.5y 1).
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Por otro lado, la ecuacién del toro en coordenadas cartesianas viene dada por la siguiente ecuacién

2
z(u,v)=a1—ﬂal—a2+1/a%—u2) —v?, (3.81)

deshaciendo el cambio de variables a; = Ry /p1,a2 = Rz /pa,u =y / /P2y v = =/ \/P1, se obtiene

la siguiente expresidn

Hz,y) = 2 (3.82)
h
ecuacién que puede escribirse de un modo mds simple como
=\ \ 2
(R plfRzﬂng—pzy 1) pra2
i b2
z(x,y) = \ )} . (3.83)

Esta es la ecuacién propuesta para una superficie atérica. Puede comprobarse que, si z = 0, (3.83),

queda como

20,y) = , (3.84)

P2
mientras que si ¥ = 0, entonces tenemos que

_ _ 2
2(z,0) = A= VF “pa® ' (3.85)

n

siendo por tanto las secciones principales de la curva ((3.83)), sendas curvas asféricas con radios y coe-
ficientes de asfericidad distintos.
A continuacién vamos a estudiar algunos casos particulares de la ecuacién ((3.83)). En primer lugar,

puede comprobarse trivialmente que si p; = py = 1, tenemos que

2
z(z,y) = Ry ~ \/(Rl — Ry + /R - yﬁ) — x2, (3.86)

que se corresponde con la ecuacién normal de una superficie térica.

Por otro lado, podemos realizar el siguiente desarrollo en serie en ¢l segundo termino de la ecuaci6n
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(3.83)

e o G B
) o

z{z,y
( P

b

de modo que si pp = 0, tenemos que

2

Rl—1/(R1 =D (,.y—;’\\ — pyz?

(z,y) = ¥ < \2Rz2/7
b4

que puede escribirse como

2 2

-4 nr
m-(mon (i) |- Y
(Rl s (232))

z(z,y) =
(z,v) o ,

ecuacién que también admite un desarrollo en serie de potencias, de modo que

2
I
Y_+ + P1Z

Z(I‘l y) =5 3
2R2 y2 2 3
2 (R1 -D (E)) 8 (Rl - (2!’72))

con lo cual, si p; = (), se tiene finalmente que

2 4

2 2

~d_ T
2(z,y) ~ 57, + SRy

que se corresponde con un paraboloide tdrico.

3.3.2 Efectos prismiticos en lentes asferotéricas cénicas

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

Partiendo de 1a expresin generalizada de 1a ley de Prentice es posible calcular los efectos prismaticos para

una lente asferotérica cénica. Como un caso particular, vamos a suponer una lente positiva, compuesta

por una primera superficie atérica de radios de curvatura R4, Ry ¥ con coeficientes de asfericidad p,

Y s, ¥ cuya segunda superficie es una superficie asférica con radio de curvatura R; y coeficiente de
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asfericidad p;. En este caso,

- ). (3.92)

de modo que, aplicando la expresidn generalizada de la ley de Prentice, se encuentran la siguientes ex-

presiones para la componente horizontal y vertical del efecto prismitico

P, = (1-n) ad -
\/ (Rla - %3 (Ru. — VR, - pbyﬁ)) — Paz?
r
- . (3.93)
\/Rﬁ—pz(xzﬂﬂ)} .

] { Bls g+ NI —pay2)
P, = (1-n) Pa

F — 2
\] (be —~ ppy?) l(Rla - E’ (Rlb -V Rf - pbyz)) "puxz]

Yy
T Bon@ ) } (334

Para ilustrar €l compbrtamiento de los efectos prismiticos en una lente asferotérica cénica, hemos

representado el médulo del efecto prismético para una lente asferotérica con curvaturas principales €, =
85D, Cyy = 9D y C; = —4.5D, esto es, una lente con potencia esférica § = 4 D y cilindrica
= 0.5 D, estando el eje del cilindro orientado a 0°. Como puede apreciarse claramente en la figura (Fig.
3.5), la simetria rotacional que presentaban las lentes asféricas normales desaparece, y la distribucién
del médulo de la potencia prismética sobre la superficie de la lente se orienta segtin los meridianos

principales, que en este caso coinciden con los ejes de coordenadas al ser una lente orientada a (°.

3.3.3 La matriz de potencia diéptrica local en lentes asferotéricas conicas

Una vez conocidos las funciones P, (z,y) y P, (z,y) que nos dan las componentes horizontal y vertical
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de la potencia prismédtica a lo largo de la superficie de la lente, es posible encontrar los elementos de

la matriz de potencia diéptrica local haciendo uso de las expresiones (3.38), (3.39) y(3.40). Asi pues,

volviendo al ejemplo utitizado en el apartado anterior, si derivamos las ecuaciones (3.93) y (3.94) se

llega a las siguientes expresiones para los elementos de la matriz de potencia diptrica local

fIJ‘.‘

f:cy

fLW

siendo

2
Pla = J ((Rla - i—: (Rlb - (R%b - Pb?f"))) - pax2),

(n—l)(pih—;%)ﬂn—l)(fi_%)xz,

a + cl-']'-"2 i)
=i =5 | =y,
VR, — 20, P

(n—1) L _ szyz
p1aV (B2 — Poy?)  Pra (Rg — po¥?)

Proy® (pbp“{a + pa/(RE — pov?) (05, + par2))

(Pla\/ (A3 _Pb_yz))a

_l_i’-’ﬂf)
Pz P

b = %Rla — Ris + / (R%, — po1s?)

p2 = /(B — p2z? — pay?).

(3.95a)

(3.95b)

(3.95¢)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

De nuevo vamos a ilustrar con un ejemplo los resultados obtenidos. En este caso, vamos a representar

ia distribucién de los valores de la esfera y el cilindro (que pueden obtenerse inmediatamente a partir de

los elementos de la matriz de potencia dioptrica local) para la lente asferotérica descrita en el apartado

anterior. Se han escogido los coeficientes de asfericidad de modo que p, = py ¥ que pz = 1, siendo, por

tanto, la segunda superficie de la lente esférica. Los resultados obtenidos se recogen en la figura (ver 2?).
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Capitulo 4

Medida de la matriz de potencia diéptrica local de
una lente oftilmica

En este capitulo se estudia un procedimiento de medida indirecta de la matriz de potencia
didptrica local utilizando las propiedades de la misma descritas en el capitulo anterior El pro-
cedimiento adoptado en nuestro caso ha sido derivar los valores experimentales de la matriz de
potencia didptrica local a partir de la medida directa de la forma de las dos superficies refrac-
toras de la lente. La forma de la lente se ha medido mediante un sistema automdtico de medida de
la topografia superfical basado en un palpador mecdnico y un sistema motorizado de desplaza-
miento de la lente. De este modo se ha obtenido la distribucion superficial de potencia prismdtica
y de los elementos de la matriz de potencia didptrica local de varias lentes oftdlmicas. También
se lleva a cabo la comparacion de este método de medida de la matriz de potencia didptrica lo-
cal con otro método distinto basado en la obtencidn de los efectos prismdticos locales a partir de
la medida directa de la deflexion de un haz ldser en cada punto de la superficie de la lente,

4.1 Medida de la MPDL a partir de la topografia superficial de una
lente oftdlmica.

De acuerdo con los resultados obtenidos en el capitulo anterior, es posible describir el comportamiento
dptico de una lente oftdlmica compuesta por superficies refractoras arbitrarias a partir de la expresién
generalizada de la ley de Prentice por medio de la matriz de potencia didptrica local. En efecto, dada una
lente oftdlmica de superficies refractoras definidas por sendas cartas de Monge [z, y, 2 (z, y)},-=1,2 y de
{ndice de refracci6n n, es posible obtener la siguiente relacidn entre las sdgitas z; y z2 de las superficies

de la lente y los elementos de 1a matriz de potencia didptrica local de acuerdo a las expresiones

foaz(2y) = (n—1)e (21 — 22‘) , (4.1a)
fuw@y) = (-1)9, (2 — ), (4.1b)
f::y (I:y) = (n - l) 3=y (21 - 22) . (4.1c)

Asf pues podriamos plantear como método de medida indirecta de los elementos de la matriz de
potencia diéptrica local de una lente oftdlmica de indice de refraccién conocido n, el medir la forma

de las ségitas z, (z,y) y 22 (z,y) de las dos superficies refractoras de la leate y utilizar las expresiones
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anteriores para obtener la matriz de potencia didptrica local. Este ha sido el método de medida de la
matriz de potencia didptrica local adoptado en este trabajo de investigacién. A continuaci6n vamos a
describir en profundidad el dispositivo experimental de medida de !a matriz de potencia di6ptrica local a

partir de la topografia de las superficies refractoras, asi como el proceso de medida.

4.1.1 Descripcion del dispositivo experimental

Para la medida de la forma de una superficie existen numérosos métodos descritos en la literatura [1],
2], [31, [4] y [5] . Tales métodos pueden clasificarse atendiendo a criterios tales como naturaleza del
meétodo de medida (métodos Spticos, mecdnicos, electromagnélicos, etc...), su caracter global (medida de
la superficie en su conjunto) o local (medida de la superficie “punto a punto™), etc.... En nuestro caso,
hemos optado por un método mecdnico y local consistente en la utilizacién de un palpador para medir
directamente en cada punto de la superficie la sdgita z (z,y), desplazando la superficie de la lente de
un punto de medida a otro por medio de unos desplazadores lineales motorizados, dotados con motores

eléctricos de paso fijo. Tanto el palpador como los desplazadores lineales se controlan por medio de un

RS 232

a)

Control de d
los motores ]

Figura 4.1.Esquema del dispositivo experimental empleado para la medida de superficies de lentes oftdlmicas. Elementos: aj
Palpador mecdnico, b) y c) motores pase a paso, d) unidad de control y alimentacicn de los motores y e) computadora.

ordenador utilizando un programa escrito en MATLAB, de modo que el proceso de medida y adquisicién
de datos es automitico.

En la Fig. 4.1 podemos ver un esquema del dispositivo experimental y en la Fig. 4.2 se puede apreciar
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Figura 4.2 Fotografia del dispositivo mecdnico de medida de superficies de lentes oftdimicas

una imagen del mismo. El sistema consta de los siguientes elementos:

» Dos desplazadores lineales motorizados de paso fijo de 1a firma Parker, modelo 102004BN. Estos
desplazadores tienen un recorrido de 100 mm con una repetibilidad en el posicionamiento de £2 um
a lo largo de todo el recorrido. Cada paso de motor corresponde a un desplazamiento de 0.25 pm.

¢ Un palpador mecdnico digital de la firma Mitutoyo, modelo IDC 543-142, con capacidad para medir
longitudes inferiores ;12.99 mim con una precisién en la medida de &1 pm. El palpador digital puede
controlarse por medio de un ordenador a través det puerto de comunicaciones RS-232.

¢ Un soporte de lentes, con capacidad para lentes oftilmicas de 60, 65 y 70 mm de didmetro.

e Un ordenador personal para el control del sistema.

Como puede verse en la Fig. 4.1 tanto el palpador mecanico como [a unidad de control estdn conec-
tados a dos puertos R8-232 del ordenador, de modo que el control de ambos aparatos se realiza enviando
una serie de caracteres al puerto RS-232 correspondiente. Por ejemplo, para indicar al motor 1 que
deberd moverse una longitud de 200 pasos en la direccién negativa, hay que enviar la siguiente cadena
de cardcteres al puerto RS-232: “1D-200\r 1G\r”, donde el simbolo ”\r” representa un retorno de carro.

En el apéndice Al se recogen las instrucciones utilizadas para el control de los motores y del palpador
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mecdnico. Las instrucciones de movimiento de los motores han sido programadas en MATLAB como
funciones independientes, de modo que es posible controlar los motores de modo manual en la ventana
de comandos del entorno MATLAB o implementar estas funciones en una aplicacién m4s general.

El funcionamiento del sistema de medida es sencillo. Por medio de los desplazadores motorizados
se mueve la lente de manera que la punta del palpador mecénico recorra la superficie de la misma. La
posicion de la punta del palpador es siempre perpendicular al plano definido por el soporte de la lente
Fig.'4.2. Al llegar al punto donde se quiere realizar la medida, los motores del des;}]azador se detienen y
el ordenador toma en ese momento la lectura del palpador (que indica el valor de la s4gita del punto de

la lente) y asi sucesivamente hasta medir un nimero de puntos significativos en la superficie de la lente.

101

Eie Y (mm)

30 ’ ‘ : * -
3 20 10 0 10 2 30

Eje X (mm)

Figura 4.3. Trayectoria de la punta del palpador mecdnico sobre la sﬁpedicie de la lente oftdimica a medir

La figura (Fig. 4.4) representa el camino que recorre la punta del perfilometro sobre la superficie de
la lente. Este camino se ha escogido porque permite recorrer toda la superficie de la lente sin pasar dos
veces por ¢l mismo punto de medida, salvo el centro geométrico de la lente que es el punto inicial y final
del recorrido. En estas condiciones, el proceso de medida que lteva a cabo el perfilémetro consta de los

siguientes pasos;
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o Sesitua la lente a medir en el soporte

e Se llevan los motores a la posicién inicial que se define como aguella en la que ambos motores se

encuentran situados justamente a la mitad de su recorrido.

e Se situa la punta del comparador en el centro geométrico de la lente y se fija la altura cero como la

altura del centro geométrico de la lente.

o Se mueve la lente con los motores, de modo que la punta del comparador siga el camino representado

en la Fig. 4.3 sobre la superfice de la lente.
e 3e guardan los datos en un fichero.

¢ Se repite el proceso para la cara posterior de la lente.

De esta forma, al acabar la medida, se tiene un conjunto discreto de puntos (x;, ¥4, ;) que describen la
superficie de la lente. Es evidente que cuanto méds grande sea el niimero de puntos, mejor descrita estara
la superficie ¥ cuanto menor sea el mimero de puntos menor serd el tiempo de medida. Es por tanto,
necesario encontrar un compromiso entre el ndmero de puntos y el tiempo de media. Por ello, hemos
elegido el conjunto de puntos de modo que la distancia entre dos puntos a lo largo de los ejes OX y OY

(segun el sistema de referencia de la Fig. 4.3) sea de 1.5 mm. De este modo, se miden un total de 1009

puntos a lo largo de la superficie de la lente, con un tiempo de medida de unos 30 minutos.

Punta

Figura 4.4.Recorrido de la punta del paipador sobre la superficie de la lente.

Como el palpador mecdnico acaba en una punta esférica, los puntos que nosotros medimos correspon-
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den realmente con las sucesivas posiciones del centro de curvatura de la punta esférica. Como puede verse
en la figura (Fig. 4.4), ¢l punto de contacto de la punta esférica del palpador y la superficie de la lente
es aquel en el que coincide la direccién del vector normal de la superficie a medir, N; y el vector que
une el centro de curvatura de la punta con el punto de contacto rp. Si consideramos ademds la superficie
Z' descrita por las distintas posiciones del centro de curvatura de la bola, puede demostrarse en primera
aproximacion (apéndice A2) que, de acuerdo con la hipétesis realizada en el capitulo 3 acerca de la nat-
uraleza de las superficies de las lentes oftdlmicas, la direccién del vector normal a dicha superficie en
el punto considerado, N2 también coincide con la direccién de los vectores anteriores. En estas condi-
ciones, tenemos que se puede establecer la siguiente relacién entre el vector de posicién r de la superficie

.y ¢l vector de posici6n r’ de a superficie T’
r =r+alNs, 4.2)

como ademds tenemos que

r=r—ry, (4.3)

podemos concluir, por tanto, que ry = aN2. Pero adem4s debemos de tener en cuenta que |r| = a,

donde a es el radio de 1a punta del palpador, de manera que &« = —a y por tanto
r =r' +alNs. _ (4.4)

Esta es la relacién que se ha empleado para encontrar los valores de los puntos (z;, ¥, 2;) sobre la su-

!
i

perficie de la lente a partir de los puntos medidos (zf, !, z

1

) que nos dan las posiciones sucesivas del
centro de la punta esférica del palpador, ya que el vector N, puede obtenerse por cdlculo numérico a partir
del conjunte de puntos (z;, ¥/, 2{). Esta operaci6n se ha implementado en los programas de tratamiento
de datos experimentales de modo que antes de procesar los datos se parte ya de los puntos corregidos

(I,-,y.-,z,-).

4.1.2 Tratamiento de datos. Obtencién de la MPDL

A continuacién vamos a describir el proceso de tratamiento de datos que se sigue para obtener la MPDL.
De acuerdo con las expresiones (4.1a), (4.1b) y (4.1c), para obtener los elementos de la MPDL es nece-
sario calcular las derivadas de las ségitas de las superficies. En nuestro caso, nosotros tenemos un con-

junto discreto de datos (z;, ¥, 2;) de manera que debemos emplear métodos de c4lculo numérico para el
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calculo de las derivadas parciales 82z, 82, z y 822. De acuerdo con Press et al. (7], una buena estimacién
de la primera derivada parcial en la direccién OX de la sagita viene dada por

2k — Z5

(4.5)

donde (x;,¥;,2;)} ¥ (€&, Yk, z&) son los dos puntos mas préximos al punto (z;,y;, z;) en la direccién
del eje OX, esto es y; = y; = yr. El problema que presenta esta estimacién discreta de la derivada
es su comportamiento poco robusto frente a los etrores. Si denominamos &z al error cometido en la
determinacion de z; y zx (suponiendo que dicho error no depende del punto de la lente en el que estemos
midiendo) y 8z es el error cometido en la determinacién de z; y zx, podemos escibir la ecuacién (4.5)

como
Y (zk;z,.)d-_Zﬁ.z

(Bez) = o =) 2z’ “.6)

desarrollando en serie €] denominador (teniendo en cuenta que estamos trabajando con errores), tenemos
que

—2z;)+ 26z 2(z — 2;) bz

Az-':(zk %) — } ——.2 y

B S G n

4.7

donde se han eliminado los términos que van con las potencias cuadréticas de los errores &z y fx y
superiores. Comparando las expresiones (4.6) y {4.7), podemos ver que una estimacién del error cometido
en la determinacién de la primera derivada parcial en la direccién O X de la sdgita esta dada por

§(Dazi) = —22_  Hze=z)0z (4.8)

(e —73) * (zp—z;)°

y el error relativo viene dado por

Dazi) 20z 26z

Ge—2) )@ %) | r -z

(4.9)

las expresiones anteriores pueden ser utilizadas para calcular el error cometido en la segunda derivada,
definida a partir de la expresién

Dpze — Dozi |

A2z = . (4.10)
(2 — z5)
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de modo que el error cometido puede estimarse como

5(&22-)~ 26 (Dz2) +2(A:zk—Amzj)6:r. @.1)
T (e — ) (zx — 23)°

Como ejemplo, consideraremos una superficie parab6licade R = 200 mm de radio y vamos a estudiar
¢l error cometido en la segunda derivada de un punto situado a z; = 10 mm del centro, suponiendo que
Tk —z; = 1.5 mmy que §z = £1 pmy Sz = £10 um (esto es, los datos correspondientes a la precisién

de nuestro aparato de medida). Tenemos pues que

20z (zktz5)dT

§{Apzy) ~ . ) (4.12)
(Bez) (zx —z;)  Rizx — ;)
operando,
§(Npz) ~ +8-1074,
de manera que, para la segunda derivada
5 (Agz,-) L2 (Azz) 26z @.13)

T =) R(z=gp)

sutituyendo los datos numéricos encontramos que
§(A22) ~ 22107  mm™!,

si expresamos el error en dioptrias tenemos que § (Agzi) ~ £0.2 D, teniendo en cuenta que, en este

caso la seguna derivada numérica viene dada por

Nly=feB Oy 1 _gp
? (#e—-z;) R ’

tenemos que en valor relativo el error cometido es en este caso de un 4 %. Sin embargo, ¢l error relativo
en la medida de 1a posicién z es de un 0.1 % y el de 1a medida de z es de un 0.4 %. Esto implica que
el error relativo se multiplica en un factor 10 teniendo en cuenta ﬁnicamehtc los errores de precisidn del
aparato.

Para evitar este factor de error debido al cdlculo discreto de las derivadas parciales, se ha optado
por ajustar las funciones z; (z,y) ¥ z2 (x,¥y) a un desarrollo en serie de polinomios. Como estamos
trabajando con superficies definidas en un dominio circular, hemos elegido el conjunto de polinomios

de Zernike, al ser este conjunto una base natural para toda superficie definida en un dominio circular
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debido a sus propiedades de ortogonalidad sobre el circulo de radio unidad, asf como ciertas propiedades

de invariancia [8] , de modo que podemos escribir

N

a(zy) = 3 aVi(zy), (4.14)
=1
N

22 (Isy) = Z G-?IG (I,y), (4.15)
3=1

siendo V; (z,y) el j-ésimo polinomio de Zernike. Como estamos trabajando sobre un dominio discreto
de puntos, siguiendo a [9] escogeremos los coeficientes de los polinomios de Zernike que minimizen la

diferencia cuadrdtica
2

M N
de=Y|z—Y_ aVi ] , (4.16)

i=1 i=1
donde z; es valor de la sdgita en el i-€simo punto de la superficie, M ¢s ¢l nimero de puntos medidos
sobre !a superficie, V;; es el valor del j-ésimo polinomio de Zernike en el punto i-ésimo y N es el nimero

de polinomios de Zernike empleados. Si consideramos que los polinomios de Zernike son ortonormales

en el conjunto discreto de datos considerado, esto es si
M
Z VieVi; = baj, 4.17)
i==1
la minimizacién de (4.16) nos lleva a la siguiente expresién para los coeficientes de los polinomios
M
a; =y zVy. (4.18)
i=1

Si denominamos Sa; al error cometido en la determinaci6n del coeficiente del j-¢simo polinomio de

Zernike, tenemos que nuestra estimacion de la sédgita, se halla afectada de un error

N
bz =y _ ba; Vi, (4.19)
=1

considerando ademds que el error relativo en la determinacion de los coeficientes de los polinomios de
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Zemike es el mismo, esto es st da; = £a;, tenemos que
N
bn=c) a;V, (4.20)
=t

es decir, que el error relativo que cometemos en la estimacién de la sdgita es del mismo orden que el error
relativo en los coeficientes del desarrollo en serie de polinomios. Por otro lado, la derivada de la sgita

puede expresarse como

N
82 =) a;0.Vyj, (4.21)
=1
stendo el error de la derivada
N
8§(8s2:) =) _ ba;0:Vy;. (4.22)
=1

Como puede apreciarse, el error en la derivada de la sagita es funcién del error en los coeficientes, y
de acuerdo a la expresion (4.20), el error relativo que se comete es del orden del error relativo cometido
en la determinacion de los coeficientes de los polinomios de Zeﬁﬁke. Esto quiere decir que el proceso de
derivacién no aumenta en este caso el error. Es por ello por lo que hemos decidido expresar las ségitas
de las superficies refractoras a partir del desarrollo en serie de polinomios de Zernike.

A continuacién vamos a describir el proceso de obtencién de la MPDL a partir de las medidas de la
sdgita. Nuestro objetivo es encontrar los coeficientes de los polinomios de Zernike a‘partir del conjunto
discreto de puntos (x;, ¥;, 2;)de la superficie que hemos medido. Los coeficientes de los polinomios se
hallan minim_izando la distancia cuadritica dada por la ecuacién (4.16). Como en nuestro caso tenemos
un conjunto discreto de datos, hemos empleado el algoritmo descrito por Fischer et al. [10] que utiliza
un proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt para encontrar un conjunto de polinomios ortogonales
en ¢l dominio discreto de puntos (z;, ¥;) que estamos manejando a partir de los valores de los polinomios
de Zernike. De este modo somos capaces de encontrar la expansion de la superficie medida en serie de
polinomios de Zernike. El ajuste ha sido realizado empleando los 45 primeros polinomios de Zernike ya
que con un nimero superior de polinomios no mejora significativamente el ajuste entre los polinomios y
los datos experimentales.

El paso final es calcular los valores de las primeras y segundas derivadas parciales de los polinomios
de Zernike en los puntos (x;, ;). Si los valores de los diferentes polinomios de Zernike en cada uno de

los puntos de medida vienen dados por una matriz V cuyos elementos son V;; = V; (z;, 1), esto es el
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valor del j-ésimo polinomio de Zernike en el punto (;, y;); sus derivadas sucesivas vendran dadas por
las matrices 8; Vs, 8y Vii, 82, Vi, 02, V;i y 82, V;4 . Por otro lado, tenemos dos conjuntos de coeficientes
de ajuste de las dos sdgitas a nuestro conjunto de polinomios de Zemike, de manera que podemos obtener
los valores de las componentes de la potencia prismdtica Py {:, 1), Py {21, ¥:) y de la matriz de potencia

didptrica fzz (i, Yi), foy (Zi, i) ¥ fyy (24, ¥i) a partir de las expresiones siguientes

N

Pr(ziy) = (1-n)) (o} —a?)8:Vyi,  wn=ss (4.23a)
J=1
N

Py(zyy) = (1-n) Z (a} —a?) 8,Vj, N=45 {4.23b)
J=1

y

N

fez(Tiyyi) = (n-1) Z (ﬂ} - 0-32-) 33,‘/};, N=45 {4.24a)
J=1
N

foy (i,34) = (n-1) Z (aj ~a) B2, Vi,  N=ss (4.24b)
i=1
N

fop (@0 ) = (n-1) Z (a6 —a) 2 Vi,  N=ss (4.24¢)

wu,
|
-

siendo {a}} los coeficientes de ajuste de la sdgita de la primera superfcie y {a2} los coeficientes de
ajuste de la sdgita de la segunda superficie.

Si la forma de [a superficie es conocida, tal y comoe ocurre en el caso de lentes esféricas, es posible
utilizar otro procedimiento para la obtencién de las potencias prisméticas y los elementos de la MPDL.,
Este procedimiento serfa ajustar directamente los puntos experimentales a una superficie esférica, Para
ello, dado un conjunto de puntos (z;, ¥;, z;) correspondientes a una superfcie de la cual sabemos a priori

que es esférica, definimos la siguiente magnitud

N 2
DC:Z (z;—R-{—\/Rz—zf—yf—az,-—by,-) , (4.25)

f=1
y calculamos los valores del radio R y de los coeficientes de inclinacién @ y & que minimizan esta ex-
presion. La minimizacion de (4.25) puede realizarse utilizando técnicas de cdlculo numérico como el
algoritmo llamado “simplex” [7] . El algoritmo de minimizacién “simplex” figura como una de las fun-

ciones de Matlab, siendo esta funcidn la que hemos empleado para minimizar la distancia cuadrética
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(4.25). Una vez que se determina el valor del radio R que proporciona el mejor ajuste a los datos exper-
imentales, el calculo de los elementos de la MPDL. y de la distribucién de potencias esférica y cilindrica

se lleva a cabo utilizando las expresiones del capitulo 3.

4.2 Resultados experimentales

Vamos a presentar a continuacion los resultados obtenidos al medir la MPDL de varias lentes oftalmicas
comerciales con ¢! método de medida descrito anteriormente. Las caracteristicas de las lentes medidas
se muestran en ta tabla L

En el caso de lentes esféricas, se realiza el ajuste de los puntos medidos a una superficie esférica
obteniendo el valor del radio R y de los coeficientes de inclinacién a y b. Para estimar el error cometido,
hemos medido 8 veces cada superficie de la lente y hemos determinado el valor medio y la desviacién
media de los coeficientes {a, b, R}. Una vez determinado el valor de R hemos hallado los elemtos de
la MPDL y las potencias esférica y cilindrica siguiendo el método expuesto en el apartado anterior. Los
valores obtenidos de la MPDL y de la esfera y cilindro se muestran en las figuras: Fig. 4.7, Fig. 4.8,
Fig. 4.9 y Fig. 4.10 mientras que el valor medio del radio R y su desviacién media AR se muestran en
el apéndice A3. En el caso de las lentes positivas, se puede observar cierta discrepancia entre la potencia
medida en el centro de la lente y la potencia nominal de la lente. Creemos que dichas discrepancias son
debidas al efecto del espesor ceniral.

El proceso de medida de las lentes asféricas y progresivas consiste en la medida de la superficie ante-
rior y posterior de la lente, el ajuste de las mismas a polinomios de Zemike y la obtencion a partir de las
derivadas numéricas de los polinomios de los valores de las componentes de la matriz de potencia diép-
trica focal y de 1a distribucién de potencias esféricas y cilindricas a lo largo de la superficie de las lentes
estudiadas. Para poder realizar una estadistica de errores, s¢ han llevado a cabo un nimero estadfstica-
mente significativo de medidas de cada superficie de la lente que queremos medir, en nuestro caso se
llevan a cabo 10 medidas de cada superficie de ia lente. De este modo obtenemos 10 conjuntos diferentes
de elementos de la MPDL y por consiguiente, es posible encontrar la MPDL media y el error cometido
en la medida de la MPDL en cada punto de la superficie de la lente. En la Fig. 4.5 se muestra una imagen
tridimensional de las dos superficies de la lente progresiva Pl tal y como han sido medidas por nuestro
sistema de perfilometria automdtica, mientras que en la Fig. 4.6 es posible ver los residuos gue resultan
de ajustar las superficies anteriores a un conjunto de polinomios de Zernike. En el apéndice A3 se mues-

tran los valores de los coeficientes de Zernike obtenidos para cada una de 1a medidas efectuadas sobre



Medida de la matriz de potencia didptrica local de una lente oftdlmica 71

Tabla 4.1 Propiedades de las lentes medidas con el perfilometro automdtico. Py es la potencia de lejos
de la lente, A es la adicion, n es el indice de refraccion y t. es el espesor central

Tente [ Tipo [ P.D) [AMD) [_n [t (mm)|
El Esférica | —4.00 | NA | 1.500 2.00
E2 Esférica | —2.00 | NA | 1.500 0.90
E3 Esférica | +2.00 | NA | 1.500 3.80
E4 Esférica | +4.00 | NA | 1.500 5.30
Al Asférica | +2.00 NA | 1.604 2.50
A2 Asférica | +2.50 NA | 1.604 2.90
P1 Progresiva | 0.00 | +2.00 | 1.604 1.85
P2 | Progresiva | 0.00 | +2.00 | 1.604 1.90
P3 Progresiva | 0.00 | +2.00 | 1.604 2.40

las lentes asféricas y progresivas de la Tabla 4.1

En las figuras: Fig. 4.11, Fig. 4.13, Fig. 4.15, Fig. 4.17 y Fig. 4.19 se muestran los valores de: el-
ementos de 1a MPDL foz, fzy ¥ fyy ¥ distribucién de potencias esférica E y cilindrica C, tal y como
vienen dadas por las ecuaciones de Long de las lentes Al, A2, P1, P2y P3. En las figuras Fig. 4.12, Fig.
4.14, Fig. 4.16, Fig. 4.18 y Fig. 4.20 tenemos los valores de los errores cometidos en la determinacion de
las magnitudes anteriores. Como puede apreciarse en estas figuras, cada grupo de lentes estudiado pre-
senta una distribucién superficial caracteristica de los elementos de 'a MPDL y de las potencias esférica
y cilindrica. Esta distribuci6n superficial viene dada por la naturaleza de las superficies refractoras de las
lentes estudiadas.

En el caso de lentes con la primera superficie asférica, lentes Aly A2 (Fig. 4.11y Fig. 4.13), las dis-
tribuciones de los elementos de 1a MPDL y de las potencias esférica y cilindrica de dichas lentes presentan
un aspecto “ruidoso” (mds acusado en la lente de +2.00 D que en la lente de +2.50 D). Sin embargo,
al menos en teorfa, al estar estas lentes compuestas por dos superficies de revolucion, las distribuciones
de potencia esférica y cilindrica deberian presentar una distribucién con simetria rotacional. La causa de
que no aparezca dicha simetria se encuentra en el hecho de gue la primera superficie (superficie asférica)
(ie 1a lente no presenta simetria de revoluci6n debido, en nuestra opinidn, a un proceso de fabricacion de-
fectuoso. Conviene tener en cuenta que las lentes medidas son lentes orgdnicas de CR39 y se fabrican
por inyeccién del material sobre un molde [17] , de modo que al enfriarse la lente, pueden aparecer pe-
quefias deformaciones que, si bien no tienen un efecto muy grande sobre la calidad éptica de la lente, y
por tanto, son indetectadas por un frontofocémetro, si pueden dar lugar a cambios en la estructura de la
superficie. Nuevamente, los valores de potencia encontrados se corresponden con los valores esperados,

al menos en la zona paraxial de ambas lentes.
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Figura 4.5.Representacion tridimensional de la superficies a) anterior y b) posterior de la lente Pl medidas con el perfilémetro
automdtico. Nétese la ligera asimetria de la superficie anterior que indica su caracter de superficie progresiva.
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Figura 4.6.Residuos resultantes de ajustar las superficies a) anterior y b) posterior de la lente P1 a un conjunto de polinomios de
Zernike. Puede comprobarse que la diferencia entre la superficie medida y ajustada nunca es mayor que 10 pm.
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Figura 4.7 Disiribucicdn de los elementos de la MPDL, a} frz, b} fxy ¢} fyz. d} fyy ¥y de las potencias e) esférica y f cilindrica
sobre la superficie de la lente E1.
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sobre la superficie de la lente E2.
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Figura 4.9.Distribucion de los elementos de la MPDL, a) fxs, b) foy ¢} fyz, d) fyy ¥ de las potencias e} esférica v b) cilindrica
sobre la superficie de la lente E3.
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La estimacién del error cometido en la determinacién de la MPDL y las potencias esférica y cilindrica
de las lentes Al y A2 se muestran en las Fig. 4.12 y Fig. 4.14. Tal y como puede verse en dichas graficas,
los errores de los elementos de la MPDL y de las correspondientes potencias esférica y cilindrica son
pequeiios, ya que en el caso de la lente Al no superan las 0.08 D y en el caso de la lente A2 no superan las
.25 D (aunque los errores medios de la lente A2 son bastante inferiores a esta cota de error). Tal y como
ocurre con la distribucién de los elementos de la MPDL y de las potencias esféricas y cilindricas, la lente
Al presenta una distribucién de errores “aleatoria” o cuanto menos una apariencia “rugosa”, mientras
qué la lente A2 presenta una cierta estructura en la distribucién de los errores sobre su superficie.

Las lentes P1, P2 y P3, mostradas en las Fig. 4.15, Fig. 4.17 y Fig. 4.19, son lentes progresivas y
dicho comportamiento queda correctamente reflejado en las correspondientes distribuciones de potencia
esférica y cilindrica. Asi puede verse una zona de visién de lejos que ocupa aproximadamente la mitad
superior de las tres lentes, donde la variacidn de potencia es pequefia (y como son lentes neutras de lejos
sus valores son cercanos a cero), mientras que en la parte inferior de estas lentes, la potencia aumenta de
modo progresiva hasta encontramos una zona de potencia constante en la paﬂe inferior derecha o nasal
de las lentes (ya que son lentes construidas para un ojo derecho) siendo el valor de la potencia en esa zona
el correspondiente a la suma del valor de la potencia de lejos mas la adici6n, lo cual en nuestro caso nos
da unas lentes de +2.00 D, ya que las lentes son neutras de lejos y su adicién es justamente +2.00 D. La
distribucidén de potencia cilindrica sobre la superficie de la lente tambien presenta un comportamiento de
acuerdo con lo descrito en la literatura [18] , [19] y [20] . De modo que, podemos encontrar una zona
de visién de lejos y otra zona (més pequefia) de visién de cerca, libres de cilindro untidas por medio de
un estrecho pasillo (el pasillo progresive ), encontrandose una distribucién de potencia cilindrica en am-
bos laterales del pasillo progresivo de manera que la potencia cilindrica crece conforme nos alejamos
del pasillo progresivo. Las figuras muestran asimismo una ligera diferencia en el disefic de las lentes,
diferencia esperable si consideramos que P1, P2 y P3 son lentes pertenecientes a tres marcas comerciales
diferentes. Asi mismo, es de hacer constar que la lente P3 presenta una ligera rotacién del pasillo progre-
sivo hacia la zona nasal, en comparacién con las lentes P1 y P2. Esta rotacién puede deberse a una ligera
imprecision cometida en ¢l posicionamiento de dicha lente respecto a los ejes del perfilémetro.

La estimacién del error cometido en la medida de la MPDL y de las correspondientes potencias es-
féricas y cilindricas se muestra en la Fig. 4.16, Fig. 4.18 y Fig. 4.20. En la lente P1 se observa que
los mayores errores en la MPDL se concentran en la parte inferior de la lente a ambos lados del pasillo

progresivo (para la componente fz:) o en las zonas laterales (componentes fgz,, v fi,). El valor mdx-
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imo del error cometido no supera en todo caso el cuarto de dioptria y en general el valor medio del error
cometido es del orden de 0.1 D, valor en consonancia con la precisién de otros métodos experimentales
como la media de potencias por medio de un frontofocémetro automdtico. El comportamiento de los
errores cometidos en la determinacién de la esfera y el cilindro es muy similar.

En el caso de la lente P2, las zonas con altos valores (del orden de 0.25 D) de error tanto en los ele-
mentos de la MPDL como en las potencias esférica y cilindrica son mds reducidas, aunque st localizacion
sobre la superficie de la lente es muy parecida a la que presentaba la lente P1, esto es, en las zonas in-
feriores y laterales de la lente. En este caso tambien encontramos valores mdximos cercanos al cuarto
de dioptria (excepto en la componente fz, de la MPDL., donde no se sobrepasan las 0.08 D) y un valor
medio del orden de 0.1 D.

Sin embargo, para la lente P3, el mayor valor del error cometido en la determinacién de los elementos
de la MPDL no sobrepasa las 0.16 D, siendo el valor medio del orden de 0.08 D. De modo que, en
este caso la precisién del método es mayor que la proporcionada por el empleo de un frontofocometro
automdtico. En este caso puede comprobarse la existencia de cierta estructura en la distribucién de los
errores, sobre todo en las componentes frz ¥ fyy de la MPDL. Como ocurre con las lentes P1 y P2, el
comportamiento de los errores cometidos en la determinacién de la esfera y el cilindro es similar al que

presentan los errores en los elementos de la MPDL.

4.3 Medida de la MPDL a partir de la deflexion de los rayos sobre
una lente oftilmica.

4.3.1 Descripcion del dispesitivo experimental para la medida de la MPDL a
partir de la deflexion de rayos

En esta seccién, vamos a comparar los resultados de dos métodos para la medida de la MPDL.. Por un
lado, Ja medida de la MPDL a partir de las derivadas segundas de las ségitas y por otro la medida de
la MPDL a partir de las derivadas del efecto prismético. De acuerdo con los resultados del capitulo 3,
tenemos la siguiente expresién que relaciona los elementos frz, fry ¥ fyy dela MPDL y las componentes

P, y P, de la potencia prismatica

f:z::r - - (426)

fye = —% = — By , 4.2
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5P,
fo = _a_;;' (4.28)

De modo que, si conocemos la distribucion de las componentes P y P, del efecto prismdtico a lo
largo de la superficie de la lente, es posible obtener los valores de los elementos de la MPDL a partir de

las derivadas parciales de las anteriores cambiadas de signo.

b)

Control de
los motores

Figura 4.21 Esquema del dispositivo experimental empleado para la medida directa de la deflexidn de rayos en lentes oftdimicas.
Elementos: a} Ondenador b) unidad de control de los motores, c} ldser d) filiro espacial, polarizador y lente colimadura, e) motores
paso d paso y f) camara CCD desnuda.

La medida de la deflexi6n (o efecto prismético) que experimenta un rayo al refractarse en cada punto
de una superficie puede realizarse de varias maneras. Se puede ¢ncontrar una abundante literatura sobre
métodos basados en deflectometria Moiré con mayor o menor grado de automatismo [11], [12), [13],
[14] ¥ [15] . Aunque también es posible encontrar otros métodos, como la medida directa de la deflexidn
de un rayo [9] y [16]. En el Departamento de Optica, UCM [21] se ha desarrollado un dispositivo para
la medida directa de la deflexién de un haz l4ser en la superficie de una lente oftdimica. Tal y como
puede apreciarse en [a Fig. 4.21 este dispositivo de medida consta de un haz ldser, que tras ser atenuado
por un filtro neutro y un polarizador lineal incide sobre una lente colimadora de alta focal, de modo que
el haz ldser es colimado, pero el didmetro de la mancha que produce en una pantalla suficientemente

alejada de la lente colimadora es pequeiia. Tras ser colimado, el haz l4ser incide sobre una camara CCD
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desnuda. La lente que se quiere estudiar se coloca a poca distancia de la cdmara CCD sobre un soporte
que puede moverse en el plano perpendicular al haz (Fig. 4.21) por medio de unos desplazadores lineales
motorizados. En estas condiciones, la medida de los efectos prismaticos que se producen en un punto
de la superficie de la lente se realiza del siguiente modo: se mueve la lente hasta que el haz laser incida
sobre la misma en el punto donde se desean medir los efectos prismdticos y se calcula la posicion del
centro de masas de la imagen del haz laser que recoge la CCD. La posicion del centro de masas del haz

viene dada por las ecuaciones

Ny-l':z!

2 =l
= (4.29)

Npl'zel

> L

i=1

|
I

Npi::el
> wuili
i=1

7 = N‘—-— (4.30)

I;
i=1
Donde (z;,y;) son las coordenadas de posicién del i-ésimo pixel de la CCD (suponiendo que el centro
’ de coordenadas se halia en el centro geométrico del “chip” CCD) y donde I; es la intensidad recogida
por la CCD para este pixel y Npize: €s el mimero de pixels de la CCD. En primera aproximacién puede
considerarse que la posici6n del centro del haz viene dada por la posicién del centro de masas de 1a imagen

del haz recogida por la CCD. En estas condiciones si conocemos la distancia z entre el soporte de la lente

y la cdmara CCD, las componentes del efecto prismtico vendrdn dadas por |

p = % (4.31)
r4
P, = 2 (4.32)
Z
suponiendo que
2 >> T +7°, (4.33)

lo cual es cierto para lentes de baja potencia {< 2 D). En estas condiciones, es posible calcular los ele-

mentos de la MPDL a partir de las expresiones (4.26), (4.27) y (4.28).

4.3.2 Comparacion de los dos métodos de medida de los elementos de ia MPDL

En esta subseccién vamos a mostrar en primer lugar los resultados experimentales obtenidos al medir las
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lentes A2, P1 y P2. En la Fig. 4.22, Fig. 4.23 y Fig. 4.24 se muestran los resultados experimentales
obtenidos por el método de medida de la deflexidn directa de los rayos.

Cualitativamente, se encuentra un buen acuerdo! entre los resultados de las medidas de la MPDL
a partir de la medida de la superficie de la lente (Fig. 4.13, Fig. 4.15 y Fig. 4.17) vy los resultados
proporcionados por el método de la deflexidn directa de rayos. Para poder realizar una comparacion
cualitativa, vamos a representar una serie de  perfiles longitudinales de potencia esférica y cilindrica
obtenidas por ambos métodos de medida. Asi pues hemos tomardo los perfiles de potencia esférica y
cilindrica a lo largo de las lineas horizontales dadas por las ecuaciones (y = —15 mm, y = —10 mm,
y=—5mm,y =0mm, ¥y =5mmey = 10 mm), tal y como puede verse en la Fig. 4.25, Fig. 4.26,
Fig. 427, Fig. 4.28, Fig. 4.29 y Fig. 4.30. Para poder cuantificar la diferencia entre ambos métodos de
medida hemos calculado la media de los valores absolutos de la diferencia entre los perfiles de potencia
correspondientes a la medida de la MPDL a partir de las medidas superficiales con aquellos resultantes
de medir la MPDL a partir de la deflexion de los rayos en la lente. Matemdticamente, se define dicha

magnitud como

N
1
d=ﬁ;1Xf—X?|, @.34)

siendo X7 el valor de la potencia calculado a partir de las medidas superficiales en el punto i-esimo del
perfil de potencia, X/ el valor de la potencia medido a partir de la deflexién directa del rayo en el mismo
punto del perfil de potencia y /¥ el niimero de puntos a lo largo de dicho perfil. Las Tablas 4.IT y 4.111
nos muestran los valores de d para las potencias esféricas y cilindricas de lentes comparadas en cada uno

de los meridianos (numérados del 1 al 6 segiin el orden decreciente de valores de y).

En el caso de la lente asférica A2, encontramos que, aunque cuantitativamente, las diferencias enire
los perfiles de potencia esférica y cilindrica no son muy grandes (del orden de la décima de diéptria, esto
¢s del orden del error cometidoe en la determinacién de las potencias), la forma de los perfiles de potencia
es diferente seguin el método de medida. Esta diferencia en la forma de los perfiles de potencia estd de
acuerdo con las diferencias que se aparecen en las distribuciones de los elementos de la MPDL y de la
potencia esférica y cilindrica. En efecto, de acuerdo con la Fig. 4.22 la distribucidn de los elementos de
la MPDL y potencias esférica y cilindrica dados por la deflexién de rayos presenta un aspecto “ruidoso”,
mieniras que la distribucion de elementos de la MPDL vy potencias esférica y cilindrica dados por la

medida de las superficies refractoras presenta una cierta estructura. En el primer caso, creemos que el

Excepto en el caso de Ia lente asférica A2 que serd comentando mds adelante.
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y=3mmcjy=0mmd)y=~5mm e)y=—10mmyfly = —15 mm de la lente A2. La linea continua se corresponde con
el método perfiloméirico, mientras que la linea continua con puntos gruesos corresponde al método deflectométrico.
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Tabla 4.111 \alor de la distancia media entre los valores de la potencia esférica obtenidos por perfilometria
[frente aquellos obtenidos por deflexion directa

[ Perfil | Lente A2 I Lente P1 I Lente P2 ]
1 005D 014D 017D
2 10.07TD 0.14D 031D
3 007D 0.15D 030D
1 007D 0.20 D 0.22D
5 0.08D 0.25D 020D
6 0.04D 0.26 D 0.26 D

aspecto ruidoso de las distribuciones de los elementos de 1a MPDL y de las potencias esférica y cilindrica
son debidos a que las pequefias variaciones que aparecen en el efecto prismatico (debidas a su vez a que
la mayour variacién de potencia observada es de 0.5 D en el borde de la lente) a lo largo de la superficie
son amplificadas por el proceso de derivacién discreta. En el caso del método de medida de la MPDL a
partir de medidas superficiales, la estructura que aparece es debida a que la superficie de la lente conserva
en gran medida su simetria de revolucién.

En el caso de las lentes progresivas P1 y P2, podemos observar ciertas diferencias entre los perfiles
correspondientes al método de medida de la MPDL por perfilometria y aquellos correspondientes al
método deflectométrico con valores del orden de las dos décimas de dioptria (esto es dos veces el error
estimado que se comete en la medida de los elementos de la MPDL por perfilometria). Estas diferencias
se deben a nuestro parecer a dos causas: 1) en primer lugar, al no disponer de la posiblidad de realizar
un ajuste exacto de la posicion de la lente frente al sistena de medida, tenemos una pequefia rotacién
entre las dos imagenes, de modo que aparece un error debido al centrado y posicionamiento de la lente:
2) en segundo lugar tenemos las diferencias intrinsecas de ambos métodos. Aunque hemos tratado de
corregir de modo manual el efecto de la rotacién a la hora de obtener los perfiles de potencia, existen
todavia diferencias entre los perfiles de potencia debido a la rotacion relativa existente de los sisternas de
referencia. Este efecto es mas acusado en la lente P2, que presenta mayor grado de rotacién (Fig. 4.17
y Fig. 4.24). De todos modos, tal y como puede verse en las figuras el acuerdo entre ambos métodos es
culitativarnente aceptable. Cuantitativamente (Tablas 4.1 y 4.111) se encuentran diferencias en potencia
del orden de las dos décimas de dioptria como termino medio, lo cual prueba un buen acuerdo entre ambos
métodos en el caso de medida de lentes progresivas, dado que estos valores son del mismo orden que los
valores numéricos del error cometido en la determinacién de la MPDL.

Tambien puede apreciarse que, en general el método de medida de potencias por deflectometria pre-

senta en las zonas de vision lejanas perfiles de potencia ruidosos. Esto es debido a que en las zonas



(1]
(2]

(3]
(4]
(5]
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Tabla 4.111 Valor de la distancia media entre los valores de la potencia cilindrica obtenidos por per-
filometria frente aquellos obtenidos por deflexion directa

[ Perfil [ Lente A2 | Lente P1 | Lente P2 |

1 0.06 D 020D 016D
0.06 D 022D 013D
0.08D 020D 017D
0.12D 021D 025D
0.10D 022D 023D
0.14D 025D 024D

S Ot ] Q2| B

de vision lejana al ser ambas lentes P1 y P2 neutras, los efectos prismaticos son aproximadamente con-
stantes, porque el efecto prismético debido a potencia no se manifiesta y solo se manifiesta en esa zona
una deflexidn constante resultante del llamado prisma de adelgazamiento, que no es més que un descen-
tramiento entre las dos superficies refractoras introducido por el fabricante de la lente para obtener valores
mds reducidos de los espesores en la periferia de la lente. Al ser el efecto prismadtico casi constante con
una pequefia variacién debido a la amplificacidn del ruido introducida por el proceso de derivacion disc-
reta, dicha variacién se amplifica resultando unos perfiles de potencia ruidosos en la zona de lejos. Por
otro lado, en el caso de medida de potencias por perfilometria automética nos encontramos, en ocasiones,
con comportamientos errdticos en los bordes de la lente debidos fundamentalmente a las caracteristicas de
los polinomios de Zernike, que suelen presentar dicho comportamiento en la frontera del circulo unidad

donde estdn definidos [8] .
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Capitulo 5

Algunas aplicaciones del formalismo de la MPDL
en Optica Oftalmica

En este capitulo se muestran dos aplicacidnes del formalismo de la MPDL desarrollado en
capitulos anteriores a la Optica Oftdimica. La primera aplicacion estd relacionada con la repre-
sentacién de la MPDL como una funcion vectorial del espacio de las matrices reales simétricas
de dimension 2 x 2. La representacién vectorial de la MPDL permite la representacion grdfica
de una lente oftdlmica como una nube de puntos en un espacio euclideo tridimensional. De esta
manera se han representado las lentes medidas en el capitulo anterior y se ha analizado la forma
que presenta la nube de puntos que representa la MPDL en el espacio euclideo tridimensional
para los casos particulares de lentes esféricas, asféricas y progresivas. La segunda aplicacion del
formalismo de la MPDL consiste en el cdlculo de las diferencias existentes en potencia prismdtica
y potencia refractora entre dos puntos correspondientes cualesguiera de una pareja de lentes pro-
gresivas montadas en la misma montura. De este modo se han determinado las zonas de una lente
progresiva que resultan menos aptas para la vision binocular

5.1 Representacion en el espacio de potencia didptrica.

5.1.1 El espacio de potencia diéptrica.

Tal y como vimos en el capitulo 2, de la aplicacién de los métodos de la Optica matricial al estudio de
lentes oftélmgicas resulta la caracterizacion de una lente oftdlmica esferotérica por medio de una matriz
simétrica de dimensiones 2 x 2 cuyos elementos son nimeros reales. Puede demostrarse que tales matrices
forman un espacio de Hilbert [1] que denominaremos Ms,. Una base ortonormal de este espacio, que

resulta conveniente para el estudio de estados refractivos [2] y [3] esta formada por las matrices

e = [ (1} 8 ] ) (5.1a)

ey = [ g 1 ] . {(5.1b)
1 (01 .

e = —ﬁ [ 1 0 ] . (5.1¢)

De manera que cualquier matriz simétrica perteneciente a Mso puede escribirse como una combinacion



108 Representacion en el espacio de potencia didptrica.

Figura 5.1.Representacidn en el espacio de potencias de 25 medidas del estado refractive de un sujeto obtenidas a partir de un
refractémerro automdtico.

lineal de las matrices e;, e y e3 de modo que

|: fez f:y :| = frz€1 + fyye2 + \/Ef:rye?n (5.2
-fry fyy

con lo cual, un estado refractivo cualquiera puede representarse como un vector ( fzz, Fyy. V2 fw) del
espacio de Hilbert Mss. De este modo es posible representar un estado refractivo éualquiera €Omo un
punto en un espacio euclideo tridimensional, esta representaci6n es til en dptica oftdlmica para repre-
sentar, por ejemplo, la dispersion que presentan medidas sucesivas del estado refractivo de un observador
utilizando un refractémetro automdtico {4] , [5] y [6] . En la Fig. 5.1 puede verse el aspecto de 1a nube
de puntos que representan los estados refractivos del mencionado observador [6] .

La representacion de la matriz de potencia di6ptrica como un vector del espacio Ms; permite la
realizacién de una estadistica completa de estados refractivos, asi como la visualizacién de los mismos
en un espacio euclideo tridimensional [2], [3] .

En el capitulo 3, hemos caracterizado el comportamiento de una lente oftdlmica compuesta por su-
perficies refractoras arbitrarias por medio de una matriz de potencia di6ptrica ocal. Aunque la matriz de
potencia didptrica local es una funcién de la posicion sobre la superficie de la lente, en la prictica, para

lentes cuyas superficies refractoras no puedan ser descritas mediante una funcién analitica, tenemos un
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conjunto discreto de matrices para un conjunto discreto de puntos sobre la superficie de la lente, tal y
como ccurre en el caso de una lente progresiva (ver capitulo 4). Podriamos, por tanto, utilizar la repre-
sentacién tridimensional de la matriz de potencia didptrica para representar la MPDL de una lente como
un conjunto de puntos (o vectores) del espacio vectorial Mss. En las siguientes secciones mostramos la
representacién de la MPDL de las lentes medidas en el capitulo anterior como un conjunto de vectores

del espacio Mss.

5.1.2 Representacién tridimensional de lentes esféricas y asféricas

En el caso de una lente asférica tenemos las siguientes expresiones analiticas (capitulo 3) para los ele-

mentos de la MPDL

1 2 (P pz)]
- — -1 e —_ e — , 53
¢ (=D [pl o (pi‘ o3 63
1 1 P P2
= -1 _ + 2(___)}) 53b
Tuw o ) [Pl Pa Y P'} Pg ( )
foy = m~nw(%—§), (5.3c)
1 2

donde p, = \/RE1 -ty py =+ Rg — por2. Silos radios de curvatura R, y B3 son suficientemente
grandes, es posible encontrar desarrollar en serie las funciones pl_l y pz ! de manera que tenemos que

-;1-1- o %1 + %;-;-, (5.4a)
;lz o~ -1';—2 + zl—}g, (5.4b)
de modo que podemos escribir los elementos de la LPDM como
R Nl x e B
fzyg = (n-—1) (%-1:13 - %) zy. (5.5¢)

Si denominamos F, a la potencia paraxial de la lente, dada por el primer término de las ecuaciones

(5.5a) y (5.5¢), y denominamos A a la expresion

A=(n—1) (213_}%_2%3)’ (5.6)
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tenemos que las ecuaciones (5.5a), (5.5b} y (5.5¢) pueden escribirse como

fez = Po+A(32% +47), (5.7)
fow = P+ A(z?+37), - (5.8)
fry = 2Axy, (5.9)
operando se tiene que
fos = £3/Fox — v~ 2P) (3Fuy — fon ~2P0), (5.10)

de manera que en el caso de una lente asférica, los elementos de la MPDL forman una superficie dada
por la ecuacién (5.10) en el espacio euclideo Mss.

En Ia Fig. 5.2 podemos ver la representacién tridimensional de los elementos de la MPDL para una
lente de +2.00 D cuya primera superficie es asférica y la segunda superficie esférica, para distintos
valores del coeficiente de asfericidad. Como puede comprobarse en dicha gréfica, la dispersién de los
puntos alrededor del punto correspondiente a la potencia paraxial, punto { B, F,, (), es mayor cuanto mas
grande es el valor absoluto del coeficiente de asfericidad. Tambien puede comprobarse que la orientacién
de la nube de puntos cambia al cambiar el signo dei coeficiente de asfericidad de la primera superficie.
1.2 forma cénica de la nube viene dada por la ecuacién (5.10).

La representacion en el espacio de potencias Msy de las MPDL de las lentes asféricas Al y A2 de
potencia +2.00 D y +2.50 D, respectivamente, medidas en el capitulo anterior (ver capituio 4) puede
verse en la Fig. 5.3. Tal y como se aprecia en dicha figura, existen importantes diferencias entre la
distribucion de los elementos de la MPDL obtenidos experimentalmente, y aquellos que vienen dados
por la expresion (5.10). En concreto, los puntos del espacio Ms; correspondientes a los elementos de
la MPDL obtenida experimentalmente no forman una superficie del espacio Ms; sino que forman una
nube de puntos més o menos irreguiar (aunque la nube de puntos correspondiente a la lente A2 presenta
una orientaci6n espacial predominante parecida a la que presenta una lente hiperbélica). A nuestro juicio
estas diferencias entre los puntos tedricos y experimentales se deben a dos causas principales: 1) Es bien
conacido [7] que Ia superficie asférica que presenta una lente comercial, viene descrita por una ecuacién

del tipo

z(z,y):

\/ﬁ-z_ k n
R pp(‘”' +y)+ZA2n(z2+y’-’) . (5.11)

n=2
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Figura 5.2.Representacion en el espacio euclideo Msz de una lente asférica de potencia +2.00 D con la segunda superficie
esférica y la primera superficie esférica, siendo los valores del coeficiente de asfericidad a)p1 = 1.5, b)p1 =1, ¢) p1 = 0.5, d}
pL=-05¢p =—lyfi;p=-15
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25
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£, D) 5 2 f (D)

Figura 5.3 Representacidn tridimensional de los elementos de la MPDL correspondientes a las lentes asféricas Al y A2 medidas
en el capitulo anterior
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Donde el primer término de la ecuacién describe un conicoide y el segundo términoc es una suma de
polinomios pares. Este segundo término es introducido en el proceso de disefio de la fente par:; la com-
pensacion de aberraciones fuera de eje, como el astigmatismo oblicuo y la curvatura de campo. 2) Tal y
como se pudo comprobar en el capitulo anterior, los elementos de la MPDL de las lentes asféricas medidas
se hallan afectados de ruido. El cambio en la MPDL introducido por el cambio en la forma de la superfi-
cie debido a la introduccién de los términos polinomicos de la ecuacién (5.11), unido al efecto del ruido
en la medida de la MPDL, provocan, a nuestro juicio las diferencias que se observan en la distribucion

de puntos en el espacio Ms; entre los resultados tedricos y experimentales.

5.1.3 Representacién tridimensional de lentes progresivas

En una lente progresiva, una de las superficies de la lente, llamada superficie de progresion, es una
superficie altamente asférica disefiada para conseguir la variacién de potencia deseada. Esta superficie
no viene descrita por una expresién matemdtica explicita, de manera que no resulta posible obtener una
expresién matemitica explicita del elemento torsional de la MPDL, £z, como funcién de los elementos
de la diagonal principal fyz ¥ fyy- De modo que, en este caso, nos limitaremos a representar en el espacio
euclideo tridimensional Mss los elementos de la MPDL de las lentes progresivas P1 y P2 obtenidos
experimentalmente (capitulo 4). .

Larepresentacion tridimensional de la lente P1 puede verse en laFig. 5.4. Podemos encontrar notables
diferencias entre la lente progresiva y las lentes asféricas y esféricas representadas enlaFig. 5.3y Fig. 5.2,
En la grafica que representa una lente progresiva, pueden distinguirse varias zonas de interes. En primer
lugar, puede observarse una acumulacién de puntos alrededor del punto (2,2,0) que corresponderia con
el centro de la zona de visién cercana del progresivo (recordando que estamos trabajando con una lente
progresiva neutra de lejos y con adicién de +2.00 D), por tanto, esa acumulaci6n de puntos alrededor
del punto (2, 2,0) representaria la distribucién de potencias en la zona de visién ccrca;1a. De manera
ansloga se observa una acumulacién de puntos alrededor de la potencia (0,0,0) que representa el valor
de la potencia en la zona de vision lejana. Podemos ver como ambas zonas estan unidas por una linea en
el plano £, = 0, esta linea representa los puntos del meridiano umbilical. Ademis de las acumulaciones
de puntos en las zonas de visién proxima y lejana y de la linea que representa el meridiano umbilical,
puede observarse en la Fig. 5.4 dos Iébulos situados a ambos lados del plano fzy = 0. Estos 1dbulos
representan las zonas laterales en las cuales se tienen valores apreciables del cilindro y corresponden a
las zonas laferales en la grafica bidimensional correspondiente a la torsién. La diferencia de orientacion

de estos I6bulos da cuenta del cambio en 1a orientacién del eje del cilindro y la diferencia de tamafio entre
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Figura 5.4.Representacion tridimensional de In lente progresiva Pl medida en el capitulo 4.

ambos indica el disefio asimétrico del progresivo.

En la Fig. 5.5 podemos ver la representacién tridimensional de la lente P2. Como puede verse, la
forma de la nube de puntos obtenida es muy similar a Ia nube obtenida para la lente P1. Las principales
cardcteristicas de la nube de puntos (concentracién de puntos alrededor (ie las potencias cercana y lejana,
linea de puntos correspondiente al meridiano umbilical y 16bulos laterales correspondientes a las zonas
de torsién de la lente) permanecen inalteradas, existiendo pequeiias diferencias en la forma de la nube

que se corresponden con el disefio diferente que presentan las lentes P1 y P2,

5.2 Aplicacion de la MPDL al cilculo de efectos prismaticos y
potencia local diferenciales.

5.2.1  Definicién de puntos equivalentes de una pareja de lentes compensadoras.

En Optica Fisiol6gica se definen los puntos correspondientes como aquella pareja de puntos, uno situado

en laretina del ojo derecho y otro situado en la retina del ojo izquierdo que producen una dnica sensacién
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Figura 5.5.Representacion tridimensional de la lente P2 en el espacio de potencia Msg. -

visual al ser excitados simulaneamente por una fuente exterior [8] , [9], [10], [11] . Matemiticamente,
es posible localizar los puntos correspondientes como aquellos que resultan de la interseccién con ambas
retinas de las rectas que unen un punio objeto y los centros de rotacién del ojo derecho e izquierdo,
respectivamente ({12] y [13] ). Esta localizacién matemdtica de los puntos correspondientes carece de
validez si el sujeto estd dotado de lentes compensadoras de ametropias. En este caso, ‘los rayos que
partiendo del punto objeto O, pasan por los centros de rotaci6n, no ltegan al ojo siguiendo la trayectoria
marcada por la recta que une €l objeto con el centro de rotacién del ojo, debido a la desviacién (efecto
prismético) introducida por las lentes compensadoras. De acuerdo con la Fig. 5.6, para obtener una (nica
sensacién visual al observar el punto objeto O los ojos derecho e izquierdo deben orientarse segun las
rectas marcadas por los vectores DLp e IL; (Fig. 5.6). De este modo tenemos dos puntos, LpyL;
hacia los que deben orientarse el ojo derecho e izquierdo, respectivamente, para que la imagen del punto
objeto O caiga sobre una pareja puntos correspondientes. Por analogia, diremos que los puntos Lp y Ly
son puntos equivalentes.

Como los puntos equivalentes estdn situados en dos lentes oftdlmicas diferentes, es muy probable
que, en la mayorfa de los casos, la potencia local y el efecto prismdtico que presentan las lentes en

esos puntos sean distintos. Esta diferencias entre potencia local v efecto prismdtico pueden provocar
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Figura 5.6.Definicidn de puntos equivalentes. O es el punto objeto, D es el centro de rotacidn del gje derecho, I es el del ojo
izquierdo y L1, Lp son los punios equivalentes.

alteraciones en la visi6n binocular [14] , especialmente en lentes progresivas [15] , de modo que el cdlculo
de las mismas es de interés en Optica Oftdlmica. Como el formalismo de la MPDL permite obtener los
valores locales de efecto prismético y de potencia en cualquier punto de una lente progresiva, una posible
aplicacion del formalismo de la MPDL seria el cdlculo de las diferencias locales de efecto prismatico y
potencia que tienen lugar al observar un objeto a través de un par de lentes progresivas. Para ello habria
que desarrollar en primer lugar un algoritmo de cdlculo de puntos equivalentes para, a continuacin,
calcular las diferencias de efecto prismdtico y potencia local en esos puntos. A continuacién se dara
cuenta del procedimiento de cdlculo de diferencias de efecto prismético y potencia local en un par de

lentes progresivas.

5.2.2 Algoritmo de calculo de puntos equivalentes

Sea el sistema de referencia expuesto en la Fig. 5.6, De acuerdo con dicho sistema de referencia, la
posici6n del objeto O va a venir dada por las coordenadas (z,y, 2}, la posicién de I por las coorde-
nadas (DN P,0,0), siendo DN P la distancia naso-pupilar, la posicién de I vendrd dada por las coor-
denadas (—DN P, 0,0} y la posici6n de los puntos Lp y L vendra dada por (DN P + £€p:np. DCR)
Yy (=DNP +£;,7;, DCR), respectivamente, siendo DRC la distancia al centro de rotacién. En estas

condiciones, los vectores unitarios que definen al rayo incidente y refractado en la lente derecha vendran
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dados por las ecuaciones siguientes

K = DNP+Ep—x 7np—y _1
D 2— DCR 'z— DCR’ '

r _ éD nD _
kp = (DCR DCR’ 1)’

andlogamente tenemos para la lente izquierda que

K = "DNP+&—z m—y
z—DCR 'z-—DCR’ !

o _EI — _
ki = (DCR’DCR’1 ‘
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(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15}

De acuerdo con la definicién de potencia prismatica dada en el capitulo 3, se tienen los siguientes sisternas

de ecuaciones:

1 1 z— DNP
D —
R=@Dm9y+(z—DCR*fDCR)&’ Z—DCR

1 1 y
D -
Py (€pinp) + (z_DCR+ DC‘R) "D T -DCR

I

I
%““m+(—mm DWJ TTFCR

(5.16}

(5.17}

{5.18)

(5.19

De este modo, tenemos dos sistemas de ecuaciones no lineales descritos por las expresiones anteriores.

De acuerdo con Press ef at. [16] , la forma genérica de un sistema de ecuaciones no lineal de varias

variables, viene dada por la expresién

F(x) =0,

donde F(x) es una funcidn vectorial de variable vectorial. En nuestro caso tenemos que

1 1

PP (¢p,np) + +
= - D D
F?(¢p,mp) = ¢ 1CR ?R

§p —

(5.20)

, (58.21a)
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1 1 e DNP
P:g(f.[:nf)+ + gf_
Fl (¢ = FTPeR PORCT s-DCR (5.21b)

i _——_—
PiCnm)+\s—per * Do )™ " 7= DcE

Para resolver numéricamente un sistema de ecuaciones no lineales dado por la ecuacion (5.20), es
necesario [16] partir de una solucién semilla x,, y calcular el incremento éx que debe afiadirse a la
solucién semilla para aproximarse al minimo de la ecuacién (5.20). Tal incremento se obtiene al resolver

la ecuacién lineal

J (%) 6x = -F (x,), (5.22)

siendo J 1a matriz jacobiana de F, cuyos elementos vienen dados por

(5.23)

Una vez modificada la solucién semilla, se vuelve a calcular un nuevo incremento, aplicando las ecua-
ciones (5.22) y (5.23), sustituyendo en este caso x,, por la primera aproximacion de la solucidn, x, + §x.
El proceso se repite el niimero necesario de veces hasta conseguir que los valores de F(x) sean inferiores
a un vector de tolerancias t.

En el caso que nos ocupa, las matrices jacobianas asociadas a los sistemnas de ecuaciones (5.16),(5.17M

y (5.18), {5.19) pueden escribirse como

_ D ' 1 1 _+D
JD _ fac.z (ED!”D)"‘ (Z—DCR + DCR) fzy (‘ED:T]D)
= 1 1 !
'_f:cy (£D: nD) —%D;Wﬁ'i‘ D_-CE)
(5.24)
1 1
JI _fiz(gf?nf)+(Z_DCR+DCR) _f:z{y(gf1nf)
= 1 1 ’
~fay €pnr) ~fe (€mn) + (z —“DCR " DCR)
(5.25)

de esta manera es posible encontrar tras sucesivas iteraciones las coordenadas de los puntos equivalentes
(€psnp) ¥ (€4,7;). El célculo de puntos equivalentes ha sido programado en MatLab, siguiendo el
siguiente procedimiento:
L-  Célculo de fos puntos semilla (£, %%) ¥ (£7,7%) que se obtienen haciendo p2 (¢ 5, 7 pt =0,
py (€p,np) =0y pi (Ep.p) = 0, P4 (€7,m;) = 0, en las ecuaciones (5.16), (5.17) y (5.18),
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(5.19).
2.- Calculo de los valores de potencia prismatica y MPDL en los puntos (§5,7mp) ¥ (§7,7/)-
3.  Célculo de las matrices jacobianas J2, JT y de los valores de FP (¢p.mp) y B (&,m))
(ecuaciones (5.16), (5.17) y (5.18}, (5.19)).
4.- Obtencién de los incrementos (58 5, énp) y (6€;,67;), resolviendo la ecuacion lineal (5.22).
5.-  Repetici6n del paso 2 si los valores de F? (¢5,mp) y FI(&;,m;) no se encuentran bajo
tolerancia.
De este modo se calculan las coordenadas de las dos parejas de puntos equivalentes (£, + DN P, np, DCR)
y (¢; — DNP,n;, DCR) que resultan para una determinada posicién (x, y, z) del punto objeto O. De
este modo es posible calcular los efectos prisméticos difenciales, asi como la diferencia de potencias
esférica y cilindrica en una pareja cualesquiera de lentes oftdlmicas.

5.2.3 Cilculo de potencias prismaticas y refractoras diferenciales en una
pareja de lentes progresivas

Para ilustrar con un ejemplo el algoritmo de célculo de puntos equivalentes, vamos a utilizar dicho algo-
ritmo para calcular las potencias prisméticas y refractoras diferenciales para una pareja de lentes progre-
sivas comerciales. Para tal fin, hemos seleccionado una pareja de lentes progresivas del mismo modeio,
siendo ambas neutras de lejos y presentando una adicién de +2.00 D. Una de estas lentes esta disefiada
para la compensacién del ojo derecho y la otra para la compensacion del ojo izquierdo. Ambas lentes
han sido medidas por medio del procedimiento expuesto en el capitulo 4. De este mado se obtuvieron las

distribuciones de potencia prismatica y los elementos de la MPDL para cada una de las lentes.

. ¥ @
. o & = =
- s 8 @

X Malla
de Puntos

Figura 5.7.Malla de puntos objeto empleada para el cdlculo de diferencias prismdticas.
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Una vez medidas las lentes, se definieron tres mallas de puntos objeto equidistantes sobre tres planos
perpendiculares al eje OZ y situados a 30 cm, 50 cmy 200 cm respecto del origen del sistera de referencia
(Fig. 5.7). De este modo, una de las mallas corresponderia con objetps situados en el campo de visién
cercano, otra con objetos situados en el campo de visién intermedia y otra con objetos situados en el
campo de visién lejano. La posicién de los puntos objetos se ha elegido de acuerdo con la distancia entre
el plano objeto y el origen de coordenadas. Asi, los puntos situados en el campo de visién cercano se
han seleccionado de modo que el dngulo w, esté comprendido entre —20° y 20° y el dngulo w,, esté
comprendido entre —31.3° y —18.16°. Estos dngulos se han seleccionado para que la malla de puntos
seleccionada esté situada realmente en el campo de visién cercano del usuario, respentandose de esta
manera los pardmetros ergondmicos y visuales que intervienen en el disefio de la iente progresiva. Para
el caso de los puntos del campo de visién intermedia, los valores de w,. oscilan entre —30° y 30° y los de
w,y entre —14.537 y —10.3°, mientras que los puntos correspondientes al campo de visi6n lejana tienen
valores de w, comprendidos entre —30° y 30° y de w, comprendidos entre 0° y 30°. En conclusién, la
disposicién de la malia de puntos objetos se ha clegido de tal manera que sean observados a través de la
zona de visién de la lente progresiva que se corresponda con su distancia al origen de coordenadas. Asi,
los puntos situados a 30 cm de la lente son observados a través de la zona de visién cercana mientras
que los puntos situados a 50 cm y 200 cm de la lente son observados a través de las zonas de vision
intermedia y lejana, respectivamente. Una vez definidas las mallas de puntos objeto, se ha empleado el
algoritmo desarrollado en el apartado anterior para el clculo de los puntos equivalentes correspondientes
a cada punto objeto de la malla. De ello resultan a su vez dos mallas de puntos equivalentes, una sobre
la superficie de la lente derecha y otra sobre la superficie de la lente izquierda tal y como se muestra en
la Fig. 5.8 para el caso de los puntos situados en el campo visual cercano.

Una vez calculados las mallas de puntos equivalentes a lo largo de la superfices de las lentes pro-
gresivas, es posible obtener el valor de las potencias prisméticas horizontal y vertical y de las potencias
esférica y cilindrica en dichos puntos. De este modo podemos calcular las diferencias de potencia a lo
largo de la superficie de cada una de las lentes que componen la pareja. Los resultados obtenidos pueden
observarse en las figuras (#FIGURAS#) donde se representan las diferencias de a) potencia prismatica
horizontal, b) potencia prismitica vertical, ¢) potencia esférica y d) potencia cilindrica en funcién de los
dngulos de visién wz y wy, para las mallas de puntos descritas anteriormente.

En la Fig. 5.9 puede verse la diferencia de potencias para puntos objeto situados en la zona de visién

cercana. Las distribuciénes que aparencen son simétricas con respecto al dngulo w, de modo que las
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Figura 5.8.Mailas de puntos equivalentes en la pareja de lente progresivas. Los puntos equivalentes se agrupan como los dos
puntos marcados con un circulo. Las circunferencias indican los limites de las lentes sin biselar

diferencias de potencia prismédtica y de potencia esférica y cilindrica son nulas (excepto en el caso de la
diferencia de potencia prismética horizontal) para un 4ngulo de w; = 0° y aumentan en valor absouto
con el giro lateral de los ojos. Los valores numéricos encontrados son pequefios, especialmente en el
caso de la diferencia de potencia prismadtica vertical (0.1 A de diferencia maxima), lo cual garantiza
que el umbrai de agudeza esteredscopica no aumenta bruscamente [15] y que la visién binocular del
usuario de las lentes no se ve significativamente afectada por ello. Las diferencias de potencia esférica y
cilindrica también son pequefias ¢n valor absoluto (0.6 D en e caso de potencia esférica y 1 D en el caso
de potencia cilindrica) y pueden ser compensadas facilmente por el sistema visual humano. La tendencia
que muestran las distribuciones de diferencia de potencia de la Fig. 3.9 nos indican gue a mayor giro
horizontal de los ojos mayores diferencias de potencia. De este modo podria explicarse la tendencia de
los usuarios de lentes progresivas a girar la cabeza para mirar objetos laterales cuando para un individuo '
;1ue no presentara compensacion con lentes progresivas un giro lateral del ojo le permitiria visualizar
dichos cbjetos.

En el caso de las diferencias de potencia encontradas para el campo de visién lejano Fig. 5.10, las
figuras muestran un comportamiento simnilar al presentado en el caso de la malla de puntos objetos situadas

en la zona de visién cercana aunque con algunas diferencias como son: 1) Los valores numéricos de la
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Figura 5.9.Diferencias de a) potencia prismética horizontal, b) potencia prismdtica vertical, ¢) potencia esférica ¥ d} potencia
cilindrica encontrados para los puntos equivalentes correspondientes a la maila de puntos situada en el campo de vision cercana.
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Figura 5.10.Diferencias de a) potencia prismdtica horizontal, b) potencia prismdiica vertical, c} potencia esférica y d) potencia
cilindrica encontrados para los puntos equivalentes correspondientes a la malla de puntos situada en el campo de vision lejana.
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Figura 5.11.Diferencias de a) potencia prismdtica horizontal, b) potencia prismdiica vertical, ¢} potencia esférica y d) potencia
cilindrica encontrados para los puntos equivalentes correspondientes a la malla de puntos situada en el campo de vision intermedia.
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diferencia de potencias esférica y cilindrica son menores (0.4 D de diferencia mdxima de potencia esférica
y 0.3 D de diferencia de potencia cilindrica), lo cual puede deberse a la menor variacién de potencia en
la zona de visién de lejos de una lente progresiva. 2) Los valores numéricos de la diferencia de potencia
prismdtica vertical son mayores, llegandose a alcanzar las 0.3 A de diferencia méxima en valor absoluto.
Este aumento del valor mdximo de la diferencia de potencia prismdtica vertical puede ser debido a que,
en visién lejana, el campo visual es mayor.

La distribucion de las diferencias de potencia mostradas en las figuras Fig. 5.9, Fig. 5.10 y Fig. 5.11
muestran que, en general, el disefio asimétrico que presentan las lentes progresivas modernas mantiene
en valores numéricos bajos las diferencias de potencia en puntos equivalentes. El comportamiento de las
diferencias prismaticas es similar con independencia de la posicién de la malla de puntos objetos, esto es,
valores reducidos cuando el objeto esta situado en posicidn central respecto del observador y un aumento
de la diferencia de potencia entre ambos ojos conforme aumenta el giro lateral de los ojos. Los valores
numéricos encontrados de diferencia de potencia prismitica vertical son pequefios, de manera que, ¢l

usuario no encuentra una disminucién significativa en su capacidad de observar el relieve de los objetos.
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Conclusiones

A continuacién se exponen las conclusiones del trabajo presentado en esta Memoria de Tesis Doctoral
que trata sobre la Caracterizacidn de Lentes Oftdimicas por medio de la Matriz de Potencia Dioptrica

Local :

1. Se ha llevado a cabo una extensién del formalismo de la Optica Geométrica Matricial para lentes
oftalmicas compuestas por dos superficies refractoras de forma arbitraria. De acuerdo con esta extension
de la teorfa matricial, ¢s posible caracterizar una lente oftdlmica por una matriz cuyos elementos depen-
den de la posicion sobre la superficie de la lente. Esta funcién matricial ha sido denominada Matriz de
Potencia Dioptrica Local (MPDL).

2. Se han obtenido las expresiones analiticas de la MPDL para lentes oftdlmicas compuestas por super-
ficies asfericas cénicas toroidales. Como caso particular, se han derivado las expresiones de la MPDL
para lentes oftélmicas esféricas (las mds utilizadas para la compensacion visual} y téricas.

3. Se ha desarrollade un método indirecto de medida de los elementos de la MPDL de una lente oftdlmica
a partir de la medida de la geometria de sus superficies refractoras. Para tal fin, se ha implementado
un dispositivo perfilométrico automético para la medida de superficies refractoras de lentes oftdlmicas,
llevandose a cabo el montaje del mismo, asi como la elaboracidn del software de control y medida.
Posteriormente se han medido los elementos de la MPDL de una serie de lentes oftdlmicas comerciales
utilizando este dispositivo perfilométrico. '

4. Con el obieto de testar los resultados obtenidos, se han comparado estos con los ofrecidos por un
método ptico equivalente de medida de potencia local en lentes oftdlmicas, encontrdndose un buen
acuerdo cualitativo y cuantitativo entre ambos métodos de medida.

5, Finalmente, se han desarrollado dos aplicaciones del formalismo de 1a MPDL en Optica Ofté.lnﬁca, la
primera aplicacién hace uso de las propiedades de la MPDL para representar una lente oftdlmica como
un conjunto de puntos en un espacio euclideo tridimensional. Se han representado de este modo lentes
oftdlmicas esféricas, asféricas y progresivas. Se ha demostrado que las lentes asféricas y esféricas se
representan como superficies en dicho espacio tridimensional, derivandose las expresiones analiticas de
dichas superficies. La segunda aplicaci6n del formalismo de la MPDL consiste en el célculo de las difer-
encias de potencia prismética y esferocilindrica que aparecen entre los dos ojos de un usuario de lentes

oftalmicas progresivas al mirar hacia un objeto a través de dichas lentes. Para tal fin, se ha desarrollado
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un algoritmo de cdlculo de puntos equivalentes en la superficie de una lente oftdlmica y se ha empleado
dicho algoritmo para calcular las diferencias de potencia que presenta una pareja de lentes progresivas

comerciajes para una malla de puntos objeto en funcidn de la distancia al observador.
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Al Instrucciones de movimiento de los motores

En la siguiente tabla se recogen las instrucciones de movimiento de los motores paso a paso empleados

para la obtencién de la MPDL a partir de la medida de las superficies refractoras de la lente .

Tabla A1l Instrucciones de movimiento de los motores paso a paso

Sintaxis | Unidades Rango [ Orden |
<a>An | ciclos-s~% [ n = 0.001 — 999 fija la aceleracién del motor <a>
<a>Dn steps n = £400000 fija el recorrido del motor <a>
<a>G N/A N/A ordena moverse al motor <a>
<a>GH N/A N/A ordena al motor <a> moverse hacia el origen
<a>PR N/A N/A devuelve la posicién absoluta del motor <a>
<a>R N/A N/A devuelve el estado del motor <a>
<a>S$ N/A N/A ordena detenerse al motor <a>
<a>Vn | ciclos-s71 | n=0.01—-54 fija la aceleracién del motor <a>

En este conjunto de instrucciones que se deben enviar a la tarjeta de control de los motores a través del
puerto de comunicaciones RS$232, <a> indica el nimero del motor que queremos mover, si esta instruc-
¢i6n se omite, la tarjeta aplica la orden a todos los motores que controla, asi por ejemplo la instruccién
1G indicaria a la tarjeta que mueva el motor 1, mientras que la instruccién G indicaria a la tarjeta que

mueva todos los motores. Para la ejecucién de cualquier instruccién, todas las ordenes deben ir seguidas

de un retorno de carro "\1r”,
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A2 Influencia de la punta del palpador
en la medida de la superficie de la lente

De acuerdo con la Fig. 4.4, cuando el palpador mecénico recorre la superficie de la lente, obtenemos
realmente las coordenadas del posicidn del centro de curvatura de la punta (r' en la Fig. 4.4) en lugar
del vector de posicién r del punto P donde estdn en contacto la superficie de la lente y la punta del
comparador. Sean pues (z’,v, z’) las coordenadas de C' y (z,y, 2} las coordenadas de P respecto al
sisterna de referencia de la Fig. 4.4. Como C es el centro de la punta esférica y P es un punto de la

superficie de dicha punta esférica, se tiene que
(@-2) +y-¥)+ (- =a, (A2

siendo a el radio de la punta del palpador. Derivando la ecuaci6n , respecto de x’ y de y' se tiene que

z-2 = —(z-2)0p7, (A2.2a)
y—y = —(z2-207. (A2.2b)

Por otra parte, tenemos que
(z-2) = \/a2 —-@-z)+ -’ _ (A2.3)

si el radio de 1a punta del palpador es pequefio, podemos suponer que

(z—2)? < <a? (A2.42)

w-vy) < <ad? (A2.4b)
con lo cual podemos escribir las ecuaciones y como

wady 2, (A2.5a)

3]
t
®
]

y—y = —ady?, (A2.5b)

cumpliéndose ademds que z = 2’ +a. Por otra parte, de acuerdo con las hipdtesis realizadas en el capitulo

4 para deducir el formalismo de la MPDL, tenemos que para la superficie &’ (ver Fig. 4.4.) se cumple
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que

Ny = (=82, -0,2',1), (A2.6)
siendo V; la normal de la superficie X', de manera que tenemos finalmente que
r' =r + aNy, (A2.7)

ecuacion que nos relaciona las coordenadas de los puntos C'y P y nos permite encontrar las coordenadas
del punto de contacto entre la punta del palpador y la superficie de la lente a partir de las coordenadas del

ceniro de curvatura de la punta del palpador.
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A3 Parametros de las lentes medidas

A continuaci6n (Tabla A3.I) mostramos los valores del radio medio R y de su etror AR resultantes de
ajustar las superficies refractoras de las lentes E1, E2, E3 y E4 medidas por medio de un perfilémetro

automético a una superficie esférica.Las superficies refractoras de las lentes asféricas (Al y A2) y progre-

Tabla A3.1 Pardmetros de las lentes esféricas El, E2, E3 y E4

{ Tente E1 | Lente E2 | Lente E3 [ Lente E4 |
Ri(mm) | 17745 | 117.70 83.73 | 65.761

AR, (mm) | 0.02 5.01 0.02 0.002
R, (mm) | 74123 | 79.54 1203 | 122.35
AR, (mm) | 0.004 0.05 0.1 0.02

sivas (P1, P2 y P3) fueron ajustadas a una combinaci6n lineal de los 45 primeros polinomios de Zernike.
Una lista de dichos polinomios puede encontrarse en la referencia [8] del capitulo 4. Las tablas A3.ITy
A3.III muestran los valores numéricos medios (en mm) de dichos coeficientes de ajuste para las superfi-

cies anterior y posterior de las lentes Al, A2, P1, P2y P3.
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Tabla A3.1I Coeficientes del ajuste a polinomios de Zernike de la superficie anterior de las lentes Al, A2,
Pi, P2yP3

[ Coeficiente | Lente AT | Lente A2 | Lente P1 | Lente PZ | Lente P3 |
1 1.5259 1.5153 1.6882 | 1.6654 1.6915
2 0.1595 0.1902 | 0.0722 | 0.1147 |7 02124
3 0.1857 02662 | 01423 05559 | 0.5990
4| —00020 | -0.0021 | —0.1277 | —0.1041 | —0.1524
5 1.5205 1.5164 1.7010 1.6965 1.6996
6 —0.0261 [ —0.0225 | 0.0425 | 0.0220 | —0.0504
7 0.0084 0.0011 00448 |7 0.0412 | 0.0499
8 0.0058 00055 | 0.0083 [ 0.0052 | 0.0368
9 0.0000 0.0004 | —0.1297 | —0.1272 | —0.1201
10 | —0.0043 0.0031 | —0.0715 | —0.0447 | —0.0218
11 | —0.0008 { —0.0015 | —0.0658 | —0.0619 | —0.0205
12 0.0014 | —0.0008 | —0.0128 | —0.0150 | —0.0050
i3 0.0038 | —0.0018 | 0.0105 |~ 0.0161 0.0093
14 0.0009 0.0006 | —0.0200 | —0.0117 | —0.0203
15 0.0003 | —0.0013 | —0.0176 | —0.0145 | —0.0534
16 | —0.0008 | —0.0022 | —0.0098 | —0.0080 | —0.0245
17 | —0.0006 | —0.0006 | —0.0150 | —0.0138 | —0.0230
18 0.0006 0.0002 | 00029 | =0.0020 | —0.0055
19 0.0008 0.0025 |~ 0.0181 00143 |~ 0.0195
20 | ~0.0017 | —0.001Z |~ 0.0138 |~ 0.0137 |_ 0.0081
21 00022 [ —0.0005 | 0.0024 | 00274 | 0.0048
22 0.0006 | ~0.0005 | —0.0061 | —-0.0056 | —0.025
23| -0.0011] -0.0019 | 0.0034 [~ 00017 | 0.0011
24 0.0006 | —0.0004 | 0.0038 | 0.0046 | 0.0050
75 0.0009 | —0.0006 | 00172 |~ 0.0134 | 0.0056
26 0.0004 | -0.0002 | 00057 | 0.0085 | 0.0177
27 0.0001 | —0.0008 | —0.0119 | —0.0028 | —0.0008
28 | —0.0016 | —0.0003 |~ 0.0010 |~ 0.0025 | 0.0012
29 |~ —0.0008 0.0022 | -0.0013 |~ 0.0001 0.0003
30 |~ —0.0008 0.0001 | —0.0044 | —0.0016 | —0.0055
31 | —0.0012 0.0011 0.0079 | 0.0042 [ 0.0048
32 0.0000 0.0006 | —0.0028 | —0.0036 | 0.0021
33 | =0.0004 0.00i4 |~ 00030 | 0.0026 | 0.0050
34 0.0012 0.0004 | —0.0020 | —0.0057 | 0.0010
35 0.0007 [ 0.0017 | —0.0027 | —0.0014 | —0.0009
36 { —0.0004 | —0.0001 | —0.0013 0.0063 0.0027
37| —0.0004 | —0.0013 |~ 0.0007 |_ 0.0025 | —0.0001
38 0.0004 0.0019 | =0.0011 0.0023 0.009
39 0.0001 | —0.0003 | —0.0023 | —0.0006 | —0.0015
40 | —0.0017 { —0.0007 | —0.0048 | —0.0024 | —0.0001
41 0.0000 | —0.0003 | —0.0042 | —0.0026 | —0.0052
42 0.0002 | —0.0019 [~ 0.0041 0.0017 |~ 0.0006
43 0.0001 | —0.0006 |~ 0.0004 | —0.0006 |~ 0.0003
44 | "=0.0004 0.0017 | —0.0004 | 0.0018 |~ 0.0009 |
45 | —0.0001 | —0.0002 | 0.0022 [ 0.0007 | —0.003%
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Tabla A3.1l Coeficientes del ajuste a polinomios de Zernike de la suﬁerﬁcie posterior de las lentes Al
A2, PI, P2yP3

[ Coeficiente I Lente A1 | Lente A2 | Lente P1 | Lente P2 | Lente P3

1 (.9322 0.7849 1.5419 1.5293 1.5793
2 0.0858 0.0829 0.1134 0.1231 0.2922
3 0.1305 0.1350 -0.1184 0.2124 0.1561
4 0.0109 0.0053 0.0399 0.0171 0.0371
5 0.9273 0.7908 1.5412 1.5278 | 1.5750
6
7
8

200201 | -0.0161 | -0.0248 | -0.0315{ -0.0278
-0.0027 0.0003 | 0.0038 | -0.0014 | -0.0022
20.0006 | -0.0003 | 00002 | -0.0014 ] -0.0010
9 0.0000 0.0005 | -0.0077 | 0.0011 0.0024
10 [~ -0.0009 0.0014 |~ 0.0029 [~ 0.0007 ] -0.0069
i1 [~ -0.0005 0.0002 | 0.0006 | 0.0000{ -0.0010
12 |~ -0.0011 0.0001 | -0.0039 [ -0.0010 | -0.0037
13 0.0016 0.0024 | 0.0089 [ 0.0078 | 0.0082
14 0.0011 -0.0005 0.0005 0.0010 -0.0002
15 | -0.0006 0.0000 | -0.0024 | -0.0021 ] -0.0028
16 0.0006 |~ -0.0007 | 0.0010 | -0.0013 | 0.0005
17|~ -0.0002 0.0016 [~ 0.0020 | -0.0017 | -0.0001
18 0.0001 | -0.0010 | 0.0017 [~ -0.0014 |~ 0.0008
19 [~ 0.0003 |~ -0.0004 | 00019 | 00012 | -0.0013
20 0.0002 |~ -0.0001 | -0.0017 | -0.0018 |~ 0.0021
21 |~ -0.0001 0.0003 |~ 0.0015| 0.0009] -0.0007
22 0.0002 | -0.0010 | -0.0010 | 0.0008 ] 0.0002
23 0.0003 0.0001 | -0.0014 [ 0.0018 | 0.0011
24 0.0009 |~ -0.0009 | -0.0008 | 0.0004 |~ -0.0003
25 [~ -0.0012 0.0007 | 0.0016 [ -0.0010] 0.0012
26 0.0007 | -0.0005 | 0.0003 | 00005] 0.0012
27 0.0008 | -0.0008 | 0.0017 | -0.0003] 0.0013
28 |~ -0.0004 0.0004 |~ 0.0006 [ -0.0012{ -0.0001
20 0.0001 | -0.0002 | -0.0009 | 0.0000 | 0.0003
30 |~ -0.0002 0.0004 |~ -0.0005 0.000 | -0.0013
31 0.0001 0.0009 |~ 0.0000 [ -0.0003 |~ -0.0004
32 0.0004 0.0000 |~ 0.0002 [ -0.0018 [ 0.0007
33 0.0003 |~ -0.0002 | 00017 | -0.0014 | -0.0024
34 |~ -0.0011 | -0.0002 | -0.0008 { 0.0024 0.0011
35 |~ -0.0007 | -0.0001 | 00003 | 00009 | 00023
36 |~ -0.0002 0.0002 |~ 0.0001 0.0005 |~ 0.0003
37 |~ -0.0010 0.0012 | -0.0012 | -0.0008 | -0.0008
38 |~ -0.0008 | -0.0003 | 00012 | 0.0012| 0.0023
39 0.0018 | -0.0010 | -0.0009 | 0.0005 | -0.0008
40 |~ -0.0002 0.0003 | -0.0020 | 0.0000 | 0.0017
41 0.0000 | -0.0007 | -0.0015 | 0.0010 | -0.0029
42 |~ -0.0002 0.0006 | 00016 | -0.0004 | 0.0016
43 |~ -0.0013 0.0003 |~ -0.0001 | 0.0009 | 0.0006
44 |~ -0.0001 | -0.0001 0.0007 | -0.0006 | -0.0007
45 00014 | _-00017 | -0.0007 | 0.0007 | -0.0001
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