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Introduccion General

Esta memoria esta distribuida en tres capitulos. En los dos primeros se
estudia el siguiente modelo de reaccién difusiéon espacialmente heterogéneo
originado por la teoria de reactores nucleares, introducido en W. E. Kastenberg
and P. L. Chambré [23],

a—’t‘ — Au = \u — b(x)uv

i e, t>0,
57 — Av = c(z)u — d(x)uv — e(x)v (0.1)
(u,v) = (0,0) x e o), t>0, '
u(z,0) =up >0, v(z,0) =v9 >0 € Q,

cuyos estados estacionarios son las soluciones no negativas del problema elipti-
co semilineal

—Au = Au — b(z)uv

—Av = ¢(x)u — d(z)uv — e(z)v
(u,v) = (0,0) en 0.

en £, (0.2)

En ambos problemas se supone que € es un dominio acotado de RN, N > 1,
con frontera 9Q de clase C*t" para algtin v € (0,1) y A € R se considera
como un pardmetro de bifurcacién. Por lo tanto, las soluciones de (0.2) serdn
interpretadas como ternas (\, u,v). Ademés, las funciones b, ¢, d, e € C(2) se
supone que cumplen

b(z) >0, c(x)>0, d(z)>0, e(z)>0 paratodo z€Q  (0.3)

a lo largo de toda la memoria. En caso contrario, los resultados podrian variar
substancialmente.
El problema (0.2) admite dos tipos de soluciones no negativas:

= (0,0), denominado estado trivial y

s las de la forma (u,v) con u > 0y v > 0, conocidos como estados de
coexistencia.

En esta memoria, dada w € C*(Q), diremos que w > 0 cuando w(x) > 0 para
todo z € Q y Ow/dn,(z) < 0 para todo z € w1(0) NN, siendo n, la normal
exterior unitaria a 2 en x.

Uno de los objetivos de la presente memoria es demostrar que la dindmica
del problema parabdlico estd determinada en muchas ocasiones por sus es-
tados estacionarios y, en particular, por los estados de coexistencia, cuando

XI



XII Introduccion General

existen. Por ello, para estudiarla en profundidad es necesario estudiar la exis-
tencia y unicidad de los estados de coexistencia del problema eliptico. Algunos
resultados previos fueron obtenidos por G. Arioli [4].

El resultado principal de existencia del Capitulo 1 establece la existencia
de una componente € de estados de coexistencia de (0.2) que emana desde
(A, u,v) = (X, 0,0) en su tnico punto de bifurcacién a estados de coexistencia,
(01,0,0), donde o7 es el autovalor principal de —A bajo condiciones nulas en
la frontera. Ademds, se demuestra que € estd no acotada, debiendo perder
las cotas en el valor

Aoo = 01[—A + be/d).

Este resultado general proporciona el conocido para el caso especial en que
b, ¢, d y e son constantes positivas, obtenido por J. Lépez-Gémez [30], que
establece que el problema posee un estado de coexistencia si y sélo si

o1 < A <oy +be/d.
Nuestro resultado principal de existencia también demuestra que la condicién
o1 <A< o[=A+|c/d|b] (0.4)

es necesaria para la existencia de un estado de coexistencia. Ademas, desig-
nando por Py al operador proyeccién sobre el pardmetro A de la terna (A, u, v),
se debe cumplir que, o bien

PrCi = (01, A0), ) PrCy = (01, A7)

para algin
Aoo SN < o[—A+ |le/d]| sob].

Aunque la ultima situacién no puede presentarse si todos los coeficientes son
constantes, no puede descartarse en el caso general de coeficientes variables. La
principal técnica utilizada para la obtencion del resultado global de existencia
es bifurcaciéon local combinada con bifurcacién unilateral global, como en el
Capitulo 6 de J. Lépez-Gémez [31].

Como nuestro sistema, es, en general, no cooperativo, como los de tipo
presa y depredador con difusién analizados a principios de los noventa por J.
Lépez-Gémez y R. M. Pardo [35], [36], el estudio de la unicidad de sus estados
de coexistencia es muy arduo desde el punto de vista matematico, salvo que
en algunas circunstancias especiales, como las estudiadas en el Capitulo 2,
se pueda efectuar un cambio de variable que permita reducir el estudio del
sistema al de uno de tipo cooperativo, donde las técnicas de comparacién
basadas en el principio del méximo, como el teorema de caracterizaciéon de
J. Lépez-Gémez y M. Molina-Meyer [32], pueden aplicarse al estudio de la
unicidad de estados de coexistencia.

Entre los principales resultados de unicidad multidimensionales, en el
Capitulo 1 se demuestra la unicidad del estado de coexistencia para valo-
res de A préximos a o1, 0 a be/d — e cuando, ademads, todos los coeficientes son
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constantes. Una vez estudiados tales resultados, un andlisis detallado de (0.2)
cuando e 1 oo revelara que el sistema subyacente limite posee un tinico estado
de coexistencia. Por ello, es natural conjeturar que nuestro modelo va a exhibir
un tnico estado de coexistencia cuando e(x) sea suficientemente grande. Tal
circunstancia esté corroborada por el principal resultado unidimensional de
unicidad de estados de coexistencia obtenido en el Capitulo 1, que establece
que, cuando N = 1, L > 0, 2 = (0,L) y ¢/d € C?0, L], bajo la siguiente
condicién
c\" c
- (g> (x) + e(x)g(x) >0 para todo z € (0, L),

la componente €, es una curva analitica parametrizada por A, que conec-
ta (A, u,v) = (01,0,0) con (A u,v) = (Ao, 0, ¢/d). Aunque este resultado
proporcione la unicidad del estado de coexistencia en el caso de coeficientes
constantes, en el caso general en que los coeficientes sean variables el proble-
ma de la unicidad todavia permanece abierto. Evidentemente, la condicion
se cumple si e(x) es suficientemente grande. Para concluir la unicidad glo-
bal demostramos que es suficiente asegurarse que todo estado de coexistencia
cumple v(z) < ¢(x)/d(x) para cada = € [0, L], hecho que no se puede garan-
tizar en el caso general en que los coeficientes sean variables. La herramienta
bésica utilizada para obtener este teorema reposa en las ideas y técnicas de J.
Lépez-Gémez y R. Pardo [35], [36], y consisten en combinar la no degeneracién
del estado de coexistencia con un argumento de continuacién global.

El Capitulo 2 esencialmente analiza el comportamiento dindmico del pro-
blema parabdlico. En primer lugar, se demuestra la existencia global de una
unica solucién del problema para todo ug,vg € L°(2) con ug > 0, vg > 0.
Posteriormente, se generalizan algunos resultados ya conocidos para el pro-
blema con coeficientes constantes.

Para A < o1, cuando (0,0) es asint6ticamente estable, demostramos que
es un atractor global en L?(Q) x L?(2). El mismo resultado es cierto incluso
cuando A = o7 siempre que ¢ y e sean constantes positivas. En general, en
A =01, (0,0) es un atractor global en L?(Q) x L*(Q).

Ademsds, como (0,0) es estable para A < o1 e inestable para A > o1, el
principio de intercambio de estabilidad de M. G. Crandall y P. H. Rabinowitz
[11] establece la estabilidad lineal asintética del dnico estado de coexistencia
para A > o7 suficientemente préximo a o1. Por ser no cooperativo el sistema, ni
tan siquiera bajo tales circunstancias se puede asegurar la atractividad global
del estado de coexistencia. No podemos excluir que el modelo de evolucién
admita alguna solucién, por ejemplo, periddica, para tal rango de valores del
parametero \.

En el Capitulo 2, también demostramos la conjetura efectuada en el
Capitulo 1 relativa a la unicidad para e(z) suficientemente grande en el caso
especial en que b(x) y d(x) son miltiplos, cuantificando el tamano que debe
tener e(x) por intermedio de la estimacién

A+e—be/d>0 en (). (0.5)
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De hecho, bajo la condicién A + e — be/d > 0, el estado de coexistencia
es un atractor global para el problema parabdlico (0.1). Posteriormente se
demuestra que, incluso aunque no se verifique la desigualdad A +e—be/d > 0,
si b(x)/d(x) y ¢ se mantienen constantes, también se tiene la unicidad del
estado de coexistencia para A < Ao suficientemente proximo a Ay

Finalmente, en el dltimo capitulo se obtienen diversas caracterizaciones
del principio del maximo para sistemas cooperativos periddico-parabdlicos del
tipo

Pruk = Y cejui(z,t)+ . en Qr=0Qx[0,T],

J=1 (0.6)
ug(z,t) =0 (x,t) € 99 x [0,T],
uk(z70):u(x7T)7 JJEQ,

obteniéndose a partir de ellas la existencia y unicidad del autovalor principal
asociado. En (0.6), hemos denotado

Py = % + Ag(z,t; D), k=1,..n, (0.7)
donde
N
Ap(z,t; D) Z (x,t)D; D, —I—Za (z,)D;,  k=1,...n, (0.8)
j=1 =1

son operadores de segundo orden uniformemente elipticos en {2 para cada
t > 0, cuyos coeficientes

af., ok, i,7€{1,...,N}, ke{l,..,n},

Zj7
son funciones Holder continuas que se encuentran en el espacio de Banach
F:={weC"?QxR;R): w(x,t+T)=w(z,t) paratodo (z,t) € QxR},

para algunos T >0y 0 <v < 1.
La matriz de coeficientes

C(x7t) = (cij(xvt))l',j:17___,n
con ¢;; € F para todo 4,j € {1,...,n}, se supone que es de tipo cooperativo,
cij(z,t) >0 paratodo i,j=1,..,n, i#j, (z,t)€Qx][0,T].

El principal resultado del Capitulo 3 extiende a sistemas periédico-parabdli-
cos el teorema principal de Lépez-Gémez y Molina-Meyer [32], obtenido para
problemas elipticos. Esencialmente, establece que las siguientes afirmaciones
son equivalentes

= Existe U € int Py tal que P¥ > CV.
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» El operador (P — C)~! estd bien definido, es compacto y fuertemente
positivo.

= El problema (0.6) cumple el principio del méximo fuerte.
= El problema (0.6) cumple el principio del maximo.

= El problema periédico de autovalores
Pu=Cu+ Au (0.9)

admite un autovalor positivo, (P — C), asociado a una autofuncién @
fuertemente positiva, tnica salvo constantes multiplicativas.

Si se cumple alguna de estas condiciones, el autovalor o(P — C) es simple y
no existe ningun otro autovalor de (0.9) con una autofuncién positiva.

Cada uno de los tres capitulos esta encabezado por una introduccién donde
se pormenoriza su contenido. El lector deberia ir a tales secciones para conocer
con todo detalle los resultados y logros alcanzados en esta Tesis Doctoral.






RESUMEN EN ESPANOL

Esta memoria esta distribuida en tres capitulos. En los dos primeros se analiza un modelo parabdlico de
Ingenieria Nuclear y en el Ultimo se establece un teorema de positividad para un modelo lineal periédico-
parabdlico de tipo cooperativo. El modelo de Ingenieria Nuclear es una version espacialmente heterogénea del
propuesto por Chambré y Kastemberg para describir el comportamiento de un Reactor Nuclear. El objetivo
de la Tesis es analizar la dinamica de este problema parabdlico.

En el Capitulo 2 se prueba que para cada par de valores iniciales, (ug, Vo), funciones positivas y acotadas,
el modelo parabdlico tiene una Unica solucién bien definida para todo tiempo, t, positivo. Una de las
finalidades de esta memoria es demostrar que la dindmica del problema parabdlico estd determinada en
muchas ocasiones por sus estados estacionarios, que son las soluciones no negativas del problema eliptico
asociado. Tales soluciones pueden ser de dos tipos: la solucion trivial, (0,0), y los denominados estados de
coexistencia, que son las soluciones (u,v) con u y v positivas. El objetivo del Capitulo 1 es obtener resultados
de existencia y unicidad de estados de coexistencia. En él se establece la existencia de una componente no
acotada de estados de coexistencia que emana desde la solucién trivial en el Unico punto de bifurcacion
posible a soluciones positivas, determinado por el autovalor principal del operador de Laplace bajo
condiciones nulas en la frontera. Ademas, se demuestra que esta componente pierde las cotas a priori en un
Unico punto, Unico valor de bifurcacion desde el infinito. La principal técnica utilizada para la obtencion de este
resultado global de existencia es una combinacién de teoria de bifurcacidn local con teoria de bifurcacién
unilateral global.

Como el sistema es, en general, no cooperativo, de tipo presa y depredador, el estudio de la unicidad de
sus estados de coexistencia resulta muy ardua desde el punto de vista matematico, salvo en algunas
circunstancias especiales, en las que se puede efectuar un cambio de variable que permite reducir el estudio
del sistema eliptico inicial a otro de tipo cooperativo, donde las técnicas de comparacién basadas en el
principio del maximo se pueden aplicar proporcionando la unicidad y atractividad global del estado de
coexistencia, que constituye el principal resultado del Capitulo 2.

Entre los principales resultados de unicidad multidimensionales, se demuestra la unicidad del estado de
coexistencia cerca de los puntos de bifurcacidon desde (0,0) y desde infinito, asi como para un determinado
rango de valores intermedios de los pardmetros. Finalmente se extienden todos los resultados de unicidad
unidimensional existentes.

El Capitulo 2 analiza esencialmente el comportamiento dinamico del problema parabédlico. En particular,
se demuestra que por debajo del valor critico de bifurcacidn a estados de coexistencia, la solucidn (0,0) es un
atractor global, cuya estabilidad se pierde cuando el pardametro de bifurcacidn supera dicho umbral critico. El
principio de intercambio de estabilidad de Crandall y Rabinowitz establece entonces la estabilidad lineal
asintética del unico estado de coexistencia. Pero, por no ser cooperativo el sistema, no se puede asegurar su
atractividad global. En efecto, no podemos excluir la posibilidad de que el modelo de evolucién admita alguna
solucidn, por ejemplo periddica, para tal rango de valores del parametro de bifurcacion.

Finalmente en el ultimo capitulo se obtienen diversas caracterizaciones del principio del maximo para
sistemas lineales cooperativos de tipo periddico-parabdlico.



English Summary

This Thesis is distributed in three chapters. In the first two we study the
following spatially heterogeneous reaction diffusion model originated by the
theory of nuclear reactors

a—’t‘ — Au = Au — b(x)uv

v z e, t>0,
S — Av = c(z)u — d(x)uv — e(x)v (0.1)
(u,v) = (0,0) z e, t>0, '
u(z,0) =up >0, v(z,0) =v9 >0 x € Q.

whose steady states are the non negative solutions of the semilinear elliptic
problem
—Au = Au — b(z)uv 0
—Av = ¢(x)u — d(x)uv — e(x)v o
(u,v) = (0,0) en Of).

(0.2)

In both problems we suppose that € is a bounded domain of RV, N > 1, with
boundary 99 of class C>*” for some v € (0,1) and A € R* is regarded as a
bifurcation parameter. The functions b, ¢, d, e € C(Q)) satisfy

b(z) >0, c(x)>0, d(z)>0, e(x)>0 foral ze&l. (0.3)
The problem (0.2) admits two types of non negatives solutions :
= (0,0), referred to as the trivial state and

= those of the form (u,v) with u > 0 and v > 0, known as coezistence
states. It is said that w > 0, if w € C1(Q) with w(z) > 0 for every z €
and Ow/dn,(z) < 0 for all z € w™1(0) N O, where n, stands for the
outward unit normal to  in z.

Throughout this dissertation, the solutions will be regarded as terns (A, u, v).

In many circumstances, the dynamics of the parabolic problem is going to
be regulated by the non-negative steady states. To carry out a deep analysis
of the dynamics, it is imperative to study the existence and uniqueness of the
coexistence states of the elliptic problem.

Chapter 1 establishes the existence of a component € of the set of co-
existence states of (0.2) emanating from (A, u,v) = (A,0,0) at the unique
bifurcation value, A = 0.

XVII
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It is already known, that the elliptic problem (0.2) possess a coexistence
state if and only if
o1 <A< o +b0/d,

provided b, ¢, d y e are positive constants. Chapter 1 deals with the general
case when all these coefficients are spatially heterogeneous. In this general
case, we prove that if the problem (0.2) admits a coexiste state, then

o1 <A< o[—A+|e/d|oob]. (0.4)
Moreover, denoting by P, the A-projection of (A, u,v), we also deduce that
PrCi = (01, 00) or PrCy = (01, A

for some Ao < A* < 0[—A + ||¢/d||0ob]. The second situation cannot occur
when the coefficients are constant.

The mathematical relevance of our analysis relies on the fact that the pre-
vious systems are of non cooperative type and, consequently, the comparison
techniques available for cooperative systems are not valid in our context to
study the uniqueness of the solution.

When N > 1 we prove the existence and uniqueness of the coexistence state
for values of X sufficiently closed to A = o7 in the general case. Moreover, we
establish, in the case of constant coefficients, the existence and uniqueness of
the coexistence state for the values of A sufficiently close to be/d— e in the case
of constant coefficients, improving all the results results. The analysis of the
behavior of the elliptic problem provides us with some additional uniqueness
results for sufficiently large e.

In the one-dimensional model, considering the additional condition

- (§>N (z) + e(x)g(x) >0 forall z€(0,L),

we also prove that the component of coexistence states €, is a real analy-
tic curve, parameterized by A, linking (A, u,v) = (01,0,0) with (\,u,v) =
(Ao, 00, ¢/d). Obviously, the condition holds for sufficiently large e(z). Un-
fortunately, except when 7 > 0 is constant, we cannot guarantee global
uniqueness. Although every coexistence states of the component €, keep
v(z) < e(x)/d(z) for all z € [0, L], if this last inequality fails the existen-
ce of some coexistence states outside the component cannot be excluded.

Chapter 2 analyzes the dynamics of the associated parabolic problem. First
of all, we establish the global existence of a unique solution for the parabolic
problem for all ug, vy € L (2) with ug > 0, vy > 0, generalizing some previous
results found for the with constant coefficients.

In the case A < o7, the trivial solution (0,0) is linearly asymptotically
stable and actually it is a global attractor in L?(€) x L?(£2), until A = o;. For
general ¢ and e, in A = 1, (0,0) is a global attractor in L?(Q) x L'(Q).

Moreover, we use the exchange stability principle of M. G. Crandall and
P. H. Rabinowitz [11] to show that (0,0) is linearly asymptotically stable as
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a steady state of the problem (0.1) if and only A < o1, while it is unstable if
and only if A > o;.

Consequently, for A > o1 close to o1, the unique coexistence state of the
elliptic problem is linearly asymptotically stable and, therefore, it is asympto-
tically stable as a steady state of the parabolic problem.

In Chapter 2 we also obtain some new uniqueness results. If the elliptic
problem (0.2) admits a coexistence state, b(x)/d(z) is a constant and e(z) is
sufficiently large so that

A+e(z) —c(x)b/d >0 in Q, (0.5)

then the coexistence state is unique and linearly asymptotically stable as a
steady state of (0.1). If, in addition, A+e—bc/d > 0, then the coexistence state
is a global attractor for the parabolic problem (0.1). Even if A +e —bc/d > 0
does not hold, if one further assumes that b(z)/d(z) and ¢ are constant, then,
uniqueness for A > o7 sufficiently close to o1 and A < A sufficiently close to
Ao also holds.

Finally, in the last chapter we give a number of characterizations of the
maximum principle for a class of cooperative periodic-parabolic systems. Ba-
sed on them, we also get some results concerning the existence and uniqueness
of the principal eigenvalue of the problem

Pruk =Y crjui(e,t)+ fr in Qr=9Qx[0,T],

j=1 (0.6)
ug(z,t) =0 (x,t) € 02 x [0,T],
ug(z,0) = u(z,T), x € .

where Q is a bounded domain of R, N > 1, with a regular boundary 99 and

0
Pr = &+Ak(m,t;D), k=1,..,n, (07)
where
Ag(x,t; D) == — Z ozfj(x,t)DiDj + Zaf(z,t)Di, k=1,..,n, (0.8)
i,j=1 i=1

are second order uniformly elliptic operators in 2 for all ¢ > 0, whose coeffi-
cients
ozfj, af, i, 5,k € {1,..,n},

are assumed to be Hoélder continues functions laying in the Banach space
F={weC"?QxRR): wlx,t+T)=wt) foral (z,t) € Q xR},

for some T'>0and 0 < v < 1.
Lastly, we suppose that the coefficient matrix

Clz,t) = (cij(, t))i7j:1,...,n
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with ¢;; € F for all 4,j € {1,...,n}, is of cooperative type,
cij(z,t) >0 paratodo i,j=1,...,n, i#j, (x,t)€Qx][0,T).

The principal result of Chapter 3 is an extension to periodic-parabolic systems
of the main theorem of Lépez-Gémez y Molina-Meyer [32], obtained for the
elliptic counterpart. Essentially, it establishes that the following conditions
are equivalent

. There exists ¥ € int Py such that P¥ > CW.

. The operator (P — C)~! is well defined, compact and strongly positive.
. The problem (0.6) satisfies the strong maximum principle.

. The problem (0.6) satisfies the maximum principle.

. The periodic eigenvalue problem
Pu=Cu+ \u (0.9)

admits a positive eigenvalue, o(P — C), associated to a strongly positive
eigenfunction ®, unique up to a multiplicative constant.

If one of these conditions holds, then the eigenvalue o(P — C) is algebraically
simple and no other eigenvalue of (0.9) admits a positive eigenfunction.

Each of the chapters is headed by a complete self-summary of their con-
tents, where the reader will find a complete account of their respective main
findings.
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1.1. Introduccién

En este capitulo estudiamos las soluciones no negativas del problema eliptico
no lineal

—Au = Au — b(x)uv 0
—Av = ¢(x)u — d(z)uv — e(x)v on 25
(u,v) = (0,0) en 02,
donde € es un dominio acotado de RY, N > 1, con frontera 9 de clase C*¥

para algin v € (0,1), A € R, A > 0, es interpretado como un pardmetro de
bifurcacién, y las funciones b, ¢, d, e € C(Q2) cumplen

(1.1)

b(x) >0, c(z)>0, d(z)>0, e(z)>0, para todo z € Q. (1.2)

El problema (1.1) es una versién espacialmente heterogénea del modelo ho-
mogéneo estudiado por W. Zhou [48], R. Peng, D. Wei y G. Yang [43], y J.
Lépez-Gémez [30], donde se analizé el caso muy especial en que b, ¢, d y e son
constantes positivas.

Las soluciones no negativas de (1.1) proporcionan los estados estacionarios
de un problema parabdlico propuesto por W. E. Kastenberg y P. L. Chambré
[23] en el contexto de la Ingenieria Nuclear, donde u mide la densidad de los
neutrones rapidos y v es la temperatura del reactor. Algunos estudios pioneros
sobre la dindmica de estos modelos fueron llevados a cabo por P. de Mottoni
y A. Tesei [41], F. Rothe [45] y, mds recientemente, por G. Arioli [4].
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El problema (1.1) admite dos tipos de soluciones no negativas: (0,0), al
que se denomina estado trivial, por conocido, y las de la forma (u,v) con
u > 0y v >0, frecuentemente conocidos como estados de coezistencia (ver
el Teorema 1.1). A lo largo de esta memoria, para cualquier w € C*(Q),
diremos que w > 0 si w(z) > 0 para todo z € Q y dw/dn,(x) < 0 para todo
x € w™1(0) N 0N, donde n, representa la normal unitaria exterior a { en .

Desde el punto de vista de las aplicaciones, con el fin de analizar ma-
temticamente la dindmica del reactor, es necesario estudiar la existencia y
multiplicidad de los estados de coexistencia de (1.1). Como (1.1) es de tipo no
cooperativo, este problema supone un desafio desde el punto de vista matema-
tematico, por las escasas técnicas de comparacion disponibles para sistemas
no cooperativos (ver, por ejemplo, J. Lépez-Gémez y M. Molina-Meyer [32]).

Con objeto de presentar los principales resultados de este capitulo y de la
memoria, se necesita introducir alguna notacién. Dado un subdominio D C
y una funcién medible V' en D, denotaremos por

o[-A+V,D] =0[-A+V]

al autovalor principal de —A 4+ V en D bajo condiciones de frontera tipo
Dirichlet homogéneas en dD. Para abreviar la notacién, denotaremos

o1:=0[—A, Q.

Si no existe ambigiiedad, la dependencia de ¢ sobre el dominio no se enfati-
zard. Las principales propiedades de los autovalores principales utilizadas en
estd memoria estdn recogidas, por ejemplo, en J. Lépez-Gémez [28] y S. Cano-
Casanova y J. Lopez-Gémez [9], donde se envia al lector para su consulta, si
fuese necesario.

De acuerdo con los resultados de J. Lépez-Gémez [30], W. Zhou [48], y R.
Peng, D. Weiy G. Yang [43], se sabe que (1.1) posee un estado de coexistencia
si y sélo si

o1 <A< O'1+bC/d

siempre que b, ¢, d y e sean constantes positivas. Ademads, el estado de coexis-
tencia bifurca desde (u,v) = (0,0) cuando A | o1, y desde (o0,¢/d) cuando
A1 o1+ be/d, y ademds, es tinico si N = 1 (ver el Teorema 5.1 de J. Lépez-
Gémez [30]), o bien N > 2y

o1 <A <be/d—ce, A — (be/d —e)A+2e* >0 (1.3)

(ver el Teorema 1.4 de R. Peng, D. Wei de G. Yang [43]). Debe sefialarse que
obtener unicidad en el contexto de sistemas no cooperativos es una tarea muy
ardua (J. Lépez-Gémez y R. Pardo [35], [36], A. Casal et al. [8], E. N. Dancer,
J. Lépez-Gémez y R. Ortega [14], J. Lépez-Gémez [29]).

En este capitulo extenderemos considerablemente los resultados ya cono-
cidos y estudiados en las anteriores referencias obteniendo algunos resultados
que son novedosos incluso en el caso de coeficientes constantes. A lo largo
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de toda la memoria, las soluciones de (1.1) son interpretadas como ternas
(N u,v).

En lo que se refiere a la existencia de estados de coexistencia, se establece
la existencia de una componente ¢, del conjunto de estados de coexistencia
de (1.1) que bifurca desde (u,v) = (0,0) en A = o1 y desde (00, c¢/d) en

A= Ao :=0[—A 4+ be/d]. (1.4)

Aun maés, A es el inico valor de A desde donde €, bifurca desde el infinito
y, denotando por P, al operador proyeccién sobre el parametro A de la terna
(A, u,v), se cumple que o bien PA€; = (01, A\x), 0 PA€4 = (01, A*] para algin
Ao < A* < 00. La segunda situacién no puede ocurrir cuando los coeficientes
son constantes.

En lo que se refiere a la unicidad, en este capitulo se establecen los siguien-
tes resultados:

1. Existe ¢ > 0 tal que (1.1) posee un tnico estado de coexistencia para
cada X € (01,01 + €.

2. Supongamos que b, ¢, d y e son constantes y denotemos
Ao :=be/d —e. (1.5)

Entonces, existe € > 0 tal que el problema (1.1) tiene un tnico estado
de coexistencia para cada A € [A\g — €, A\g + €].

El primer resultado de unicidad es nuevo. El segundo completa el Teorema 1.4
de R. Peng, D. Wei y G. Yang [43]. Adem4ds, también se demostrard que, para
cada A\ € (01, Aso), cualquier familia de estados de coexistencia (A, u(e), v(e)),
e > 0, de (1.1) cumple la siguiente propiedad

. u(e) -1 ’ c Uo
lim —= =d 1 == 1.
Mo = ) = gy (16)
donde Uy es la tnica solucién del problema
—AU = AU — b U en Q
d U+1 ’ 1.7
{ U=0 en Of. (L.7)

Como (1.7) tiene una tnica solucién positiva, es bastante natural conjeturar la
unicidad del estado de coexistencia para e suficientemente grande. Matemati-
camente hablando, la prueba rigurosa de este hecho es un reto ya que conlleva
el andlisis de un problema de perturbacién singular para un sistema de tipo
no cooperativo. Por ello, este problema permanece abierto en general.

Aunque en el prototipo del modelo unidimensional (N = 1) se pobard que
la componente € consiste en una curva analitica globalmente parametrizada
por A si e(z) es suficientemente grande, esto no implica necesariamente la
unicidad del estado de coexistencia de (1.1), porque el modelo podria poseer
algin otro estado de coexistencia fuera de €.
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La distribucién de este capitulo es la siguiente. La Seccién 2 contiene los
resultados de existencia, la Seccién 3 incluye los resultados de unicidad, la
Seccién 4 analiza (1.1) cuando e 1 oo y, finalmente, la Seccién 5 estudia el
prototipo unidimensional.

A través de toda esta memoria, utilizaremos los espacios de Banach

E:=CHQ) xCLQ), F:=Cl"(Q)xC" ().

1.2. Existencia de estados de coexistencia

El principal resultado de esta seccion es el siguiente teorema. Se entenderd por
una componente un subconjunto cerrado y conexo que es maximal para la
inclusién.
Teorema 1.1 Se cumplen las siquientes afirmaciones:
i) Supongamos que (1.1) posee una solucién (u,v) > (0,0) con (u,v) #
(0,0). Entonces, (u,v) es un estado de coexistencia, i.e., u>> 0 yv > 0.

Ademds,
A=o[-A+bv], ]l <ll¢/d]loo- (1.8)

Consecuentemente,
o1 <A< o[—A+|lc/d| o] (1.9)
st (1.1) admite un estado de coexistencia.

i1) Existe una componente no acotada €, C R x E del conjunto de estados
de coezistencia de (1.1) tal que

()\,U,’U) = (0—13030) € é:-i-'

En otras palabras, € emana desde (u,v) = (0,0) en A = 1. Ademds,
A = o1 es el unico valor de bifurcacion a estados de coexistencia desde

(u,v) = (0,0).

i11) Sea Py el operador proyeccion sobre la componente A de (\,u,v). En-
tonces, o bien

PrCy = (01, 0), Aoo = 0[—A + be/d],

PrCy = (01, 7]

para algun
Aoo SN < o[—A + |le/d]| o]

Ademds, Ao es el unico valor de \ para el cual €y bifurca desde el
infinito.
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iv) Para todo X\ € PyCy, sea (A, ux,vy) un estado de coexistencia de (1.1)
tal que
lim  [Jur]|eo = 0.
A= Ao

FEntonces,

)\HI}\l uy = oo uniformemente en subconjuntos compactos de 2
— oo

lim vy =c¢/d débilmente en LP(9Q)
A= Ao

para todo p > 1.

Demostracién: Probaremos cada apartado por separado.

Demostracién de la Parte i): Sea (u,v) > (0,0), (u,v) # (0,0), una so-

lucién positiva de (1.1). Supongamos que u = 0. Entonces, se deduce de la
ecuacién de v que

(-A4+ev=0 en Q, v|aa = 0.
Por tanto, v = 0, ya que
U[—A+€] > o1 > 0.

Anslogamente, si v = 0, entonces, a partir de la ecuacién satisfecha por la
v, se desprende que cu = 0 y, consecuentemente, © = 0, por (1.2). Luego,
cualquier solucién no trivial no negativa de (1.1) debe satisfacer

u >0 y v > 0.
Por otra parte, como la ecuacion satisfecha por u puede expresarse como
(—A + bv)u = A,

gracias, ademds, a la unicidad del autovalor principal y a la positividad fuerte
de su autofuncién asociada, se desprende que necesariamente u > 0. Adems4s,
se debe cumplir la primera identidad de (1.8).

Cosideremos ahora un xg € €2 tal que

v(zg) = ||v]|eo > 0.
Entonces, —Av(zg) > 0 y se deduce de la ecuacién satisfecha por v que (1.1)
0 < e(xo)v(zo) < [e(xo) — d(zo)v(z0)]ulxo)
y, consecuentemente,

v(zo) = [[vlleo < clwo)/d(wo) < [le/d]|co,
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lo que concluye la prueba de (1.8). Por (1.8) y la monotonia del autovalor
principal con respecto al potencial, también se obtiene que

o1 =0[-A] <o[-A+ W] =X <o[-A+ |l¢/d||ob]

siempre que (1.1) admita un estado de coexistencia. Por tanto, (1.9) es una
condicién necesaria para la existencia.

Para concluir la demostracién de la Parte i), nos queda por comprobar que
v > 0. Supongamos v(z1) = 0 para algin z; € . Entonces, como v > 0, x;
debe ser un minimo local de v y, por tanto,

Vo(zy) =0, Av(zy) > 0.
Como, a partir de la ecuacion satisfecha por v, se deduce que
—Av(z1) = c(z1)u(z1) > 0,
lo que es imposible. Luego,
v(xz) >0 para todo x € Q.
Finalmente, gracias a (1.2), existe € > 0 tal que ¢ —dv > 0 en
D:={zeQ : dist(z,00) < e}

porque v = 0 sobre 9 y ¢(z) > 0 para todo z € Q. Por consiguiente, teniendo
en cuenta que
(-A+e)v=(c—dv)u>0 en D
y que vjgp >0y
o[-A+e,D] >0,

se desprende del principio del maximo fuerte que v > 0 en D. Consecuente-
mente, v > 0 en 2. Esto concluye la demostracién de la Parte i).

Demostraciéon de la Parte ii): Esencialmente, hemos de comprobar que
A = o1 es un valor de bifurcacién desde la solucidn trivial (u,v) = (0,0) a una
componente de estados de coexistencia de (1.1). Para ello, en primer lugar, se
introduce el operator § : R x F — E definido por

SO, v) = ( v > (A)l( Au = buv > (1.10)

cu — duv — ev

para todo (A, u,v) € R x E. Como § es de tipo polinomial, es analitico real.
Ademis,
F(A,0,0) =0 para todo X € R,

y, por regularidad eliptica,

SN\ u,v) =0 <= (u,v) € F resuelve (1.1).
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A continuacién, para cada (u,v) € E, denotaremos

Entonces, para cada A € R,

E(/\) = D(u,v){g()‘v Oa 0)

S u,v) = £(N)(u,v) + R(u,v), (u,v) € E.

Ademis, gracias a las estimaciones de Schauder y al teorema de Ascoli-Arzeld,
el operador lineal

son ()= (2 0 () wwen

es compacto y se cumple que
LA =1Ig — R(N) para todo A € R.

Consecuentemente, £(\) es un operador de Fredholm de indice cero (ver, si
es necesario, Brézis [6, Th. VL.6]).

A continuacién, denominaremos

ag

L= L), 8= (o) = —(-4) ( (1) 8 )

Por célculo directo,

N[Lo] = span [(¢, (-A +¢) 7 (cp))]

donde ¢ > 0 es la autofuncién principal asociada con o1, normalizada para
que ||¢|loc = 1. Ademads,

£ ( (7A+f),l(w) ) = —(=A)"! ( *g ) ¢ R[S). (1.11)

Para asegurarnos de (1.11), procederemos por contradiccién. Supongamos, por
el contrario, que

ot (4 ) e risal
Entonces, existe u € C3(Q) tal que

u—(=A)"ow) = (-A)""e.



8 Soluciones Periddicas Positivas para Sistemas RD Periddicos.
Por regularidad eliptica, u € Cg™” () y
—Au=oc1u+ p.

Multiplicando esta ecuacién por ¢ e integrando por partes en €2, se desprende
que fﬂ ¢©% =0, lo que es imposible y demuestra (1.11). De hecho, como £ es
Fredholm de indice cero, se obtiene que

£ (N[,So]) D R[SO] =F, (1.12)

que es la condicién de transversalidad de M. G. Crandall y P. H. Rabinowitz
[10]. Como se tiene

>0y (=A+e) tep) >0,

debido al principal teorema de M. G. Crandall y P. H. Rabinowitz [10] (para
més detalles ir a [27, Chapter 2]), A = o7 es un valor de bifurcacién a una
unica curva de estados de coexistencia de (1.1).

Se probara ahora que o7 es el inico valor de A para el cual los estados de
coexistencia pueden bifurcar desde (u,v) = (0,0). En efecto, supongamos que
existe una sucesiéon (A, un, vy,), n > 1, de estados de coexistencia de (1.1) tal
que

m (Ap, i, vp) = (A,0,0) ER x E

n— oo

para algin A € R. Entonces, a partir de la ecuacién satisfecha por las u,,
podemos deducir que, para cada n > 1,

Unp Un, Un,

b
[[tn |l oo

—-A =M

= —bv
lltn |l o "

lltn |l o

0, equivalentemente,

|l - l[tn |l oo [l oo [[tn |l oo

Unp

Por la compacidad de (—=A)™! : E — E, se deduce que a lo largo de alguna
subsucesién, etiquetada de nuevo por n, se cumple

m — — 4 >0,

n—00 |[tp || o

para alguna funcién 1 € C}(Q2) con ||¢)||o = 1. Luego, haciendo n — oo en la
anterior identidad, obtenemos que

b= A=8) M.

Equivalentemente, por regularidad eliptica, —Aw = Ay. Por lo tanto, gracias
a la unicidad del autovalor principal, A = o1, lo que demuestra la anterior
afirmacién.
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La condicién (1.12) establece que el concepto de multiplicidad algebraica
x[£; -] introducida por J. Esquinas y J. Lopez-Gdémez [17] y posteriormente
refinada en [27] y en J. Lépez-Gémez y C. Mora-Corral [34], satisface

X[S()\), 0'1] =1.

Consecuentemente, debido a los Teoremas 6.0.1, 8.1.1 y la Proposicién 12.3.1
de [34], el indice local topolégico Ind(£(A),0) cambia cuando A cruza o;. Por
tanto, por los Teoremas 6.2.1 y 6.3.1 de [27], existe una componente €,, del
conjunto de soluciones no triviales de (1.1) con (01,0,0) € €,, que satisface
la alternativa global de P. H. Rabinowitz [44]. Adem4ds, de acuerdo con el
teorema local de M. G. Crandall y P. H. Rabinowitz [10], €,, debe ser una
curva real analitica en un entorno de (01,0, 0).

En la discusién anterior, el cambio de indice local topolégico de £(\) no
puede inferirse directamente de [10] sin utilizar la teorfa abstracta espectral
de [17], [27], v [34].

De acuerdo con la teorfa unilateral de P. H. Rabinowitz [44], en un entorno
de (01,0,0), la componente €,, consta de dos subcomponentes. La subcom-
ponente, Q(fl, formada por estados de coexistencia, y la subcomponente €,
formada por pares de soluciones negativas. Desafortunadamente, por las razo-
nes ya explicadas en [27, Cap. 6], en E. N. Dancer [13], y en J. Lépez-Gémez
y M. Molina-Meyer [33], tal circunstancia no implica que necesariamente la
subcomponente €} cumpla la alternativa global of P. H. Rabinowitz [44], tal
y como lo hace la componente €,,. Es decir, la subcomponente no tiene, en
principio, por qué cumplir la alternativa global.

La existencia de una subcomponente no acotada €, de estados de coexis-
tencia con (01,0,0) € ¢, ; es decir, la no acotacién de €, se obtiene adaptando
la prueba de [33, Teorema 1.1], tal y como se hizo en la demostracién de [30,
Teorema 1.1]. Esto finaliza la prueba del Apartado ii).

Demostraciéon de la Parte iii): Por (1.9), P,€, estd acotada. Luego, como
¢, es no acotada en R x F, utilizando (1.8), se desprende la existencia de una
sucesion (An, un,v,) € R x E, n > 1, tal que

Hm ||t |loo = 00.
n—oo

Debido a (1.9), se puede extraer una subsucesién, etiquetada de nuevo por n,
tal que
lim A, = A, € [o1,0[—A + ||¢/d||0b]]- (1.13)

n—oo
Definiendo las funciones
Unp ~ Un

) Up : ’ n=

> 1, (1.14)

Uy =

y dividiendo por ||u, || las ecuaciones diferenciales del sistema, obtenemos

— Ay, = Ml — b(2) VT,
{ —A’ljn = C(.Z')’l]n — d(:];)vnan — e(.’I,‘)’ﬁn (115)
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Gracias a (1.8), (1.13) y (1.14), el segundo miembro de la primera ecuacién
de (1.15) estd acotado en L*°(2). Por ello, gracias a las estimaciones LP de S.
Agmon, A. Douglis y L. Nirenberg [1], la sucesién i, n > 1, estd acotada en
WO2 P(Q) para todo p > 1. Consecuentemente, por el teorema de F. Rellich y
V. 1. Kondrachov, existe @ € C}(Q) tal que, a lo largo de alguna subsucesién,
etiquetada de nuevo por n, se tiene

lim @, =4  en C3(Q). (1.16)

n—oQ

Como, debido a (1.8), v,, n > 1, estd acotado en L>°(Q), para cada p > 1, se
puede extraer una subsucesion, etiquetada por n, tal que

lim v, =v débilmente en LP(Q) (1.17)

n—roo

para algin v € LP(Q2) (ver Teorema II.16 de H. Brézis [6]).

Sea ¢ € C5°(£2) una funcién test. Entonces, multiplicando la primera ecua-
cién de (1.15) por ¢, integrando en € y aplicando la férmula de integracién
por partes, se obtiene que, para cada n > 1,

/Q<V¢, Vi) :An/squan—/gzbvnﬂn(ﬁ

:)\n/ﬂ¢an—/vana¢—/ﬂbvn(an—a)qb.

Pasando al limite cuando n — oo en esta identidad, se deduce, a partir de
(1.16) y (1.17), que

[wovi = [ oi- [ wio

Luego, u es una solucién débil de

—AT = AT — bva. (1.18)
Ademss, ||ille = 1 y @ > 0. Por regularidad eliptica, & € W?2P(Q) re-
suelve (1.18) en sentido cldsico y v es independiente de p > 1. Por tanto,

€Ny W?2P(Q) es una solucién fuerte de (1.18) con @|gn = 0. Consecuen-
temente, por la unicidad del autovalor principal,

Ao =0[-A+b] y a>0. (1.19)

Andlogamente, a partir de la segunda ecuacién de (1.15) se deduce que

_ /Q G AG = /Q it — /Q A iin — /Q edin,
:/chﬁﬁn—/ﬂdgﬁvnﬂ—/ﬂdqbvn(ﬂn—ft)—/Qeéb?jn
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y, tomado limites cuando n — oo, nos conduce a
[ #@)ota@)let@) — d@yu(@)] dz =0

para todo ¢ € C5°(f2), ya que lim,, o 0, = 0 uniformemente en €. Por lo
tanto,
v=-c¢/d  en casitodo punto de €. (1.20)

Naturalmente, gracias a (1.20), se obtiene de (1.19) que
Ao = [-A+b(z)c(z)/d(2)] = Aeo-

Consecuentemente, Ao, es el inico valor de A donde las soluciones pierden las
cotas.

Como Py, es continua y € es conexo, Pr€, es conexo y, por ello, debe ser
un intervalo. Aun més, €, bifurca desde (0,0) en A = o1, y desde el infinito
en A = Ao, ¥, debido a (1.9), (1.1) no admite un estado de coexistencia si
A< o1 0A>0[—A+ |c/d]|b]. Consecuentemente, existe

A" € [Aoos 0[—A + |le/d|| s b]]

tal que
/P)\Q:Jr S {(0'1,)\*), (0’17)\*]}.

Para completar la prueba de la Parte iii) se comprobard que Py€ = (o1, A*]
si A* > Ay; en cualquier caso \* < o[—A + ||¢/d||sob]. Se argumentara por
contradiccién. Supongamos que PrC€i = (01,A*) con A* > Ay, y sea
(An, un,vp) € €4, n > 1, tal que

lim A, = \* > M.

n—oo
Por (1.8), v,, n > 1, estd acotada. Ademads, A es el tnico valor de bifur-
cacion desde el infinito. Luego, la sucesion u,, n > 1, estd también acotada.
Consecuentemente, como

( tn ) = (-A)! ( . Antin = binn ) n>1, (1.21)

Up, Uy, — AUy Uy — €Uy,

y (=A)~! es un operador compacto, se puede extraer una subsucesién de
(An, un, vy), etiquetada igual, tal que

lim (up,v,) = (u*,0*) € E

n—roo
en el espacio de Banach E. Multiplicando las ecuaciones diferenciales subya-
centes por una funcién test ¢ € C5°(£2), integrando por partes en Q y haciendo
n — 0o, se observa facilmente que (A\*, u*,v*) debe ser una solucién débil de
(1.1). Por regularidad eliptica, debe ser una solucién fuerte. Por la Parte i),
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o bien (u*,v*) = (0,0), o es un estado de coexistencia. En el primer caso,
(A*,0,0) deberifa ser un punto de bifurcacién a estados de coexistencia desde
(A, 0,0), de donde se deduciria que A* = o1, lo que es imposible. Por lo tan-
to debe ser un estado de coexistencia. Como € es cerrado, necesariamente
(A, u*,v*) € €1 y, de aqui se desprende que \* € P €, = (01,)*), lo que
es una contradiccién. Se observa que en ese caso \* < o[—A + ||¢/d||b] por
(1.9). Esto completa la prueba de la Parte iii).

Demostracién de la Parte iv): Sea (A, un,v,) € €4, n > 1, una sucesién
de estados de coexistencia tal que

lim A\, = A, lim ||up /e = 00.
n—oo n— oo

Entonces, considerando (1.14) y repitiendo el mismo argumento de compaci-
dad de la Parte iii), puede encontrarse una subsucesién, etiquetada igual, tal
que

lfim =a>0 en C)(Q),

n
n—00 [|tp || o

donde @ es la autofuncién asociada a A, normalizada por [|@]lec =1, y

lim v, =¢/d  débilmente en LP(Q)

n— oo

para todo p > 1. Como se cumple lo mismo a lo largo de cualquier sucesion,
bajo las hipdtesis de la Parte iv), se obtiene que
(I3 - 1/8
o Toallm — 01 en Cy(£2) (1.22)
y que
lim vy =¢/d  débilmente en LP(Q)
A= Ao

para todo p > 1. Sea K un subconjunto compacto de 2. Como @ > 0 en €,
existe € > 0 tal que

en K. Luego, de acuerdo con (1.22),

uy > (m}inﬁ—e)”u)\ﬂoo en K
para A suficientemente préximo a A.. Esto concluye la demostracién. g

Como consecuencia inmediata del Teorema 1.1, se cumple el siguiente re-
sultado, que mejora el Teorema 1.1 de J. Lépez-Gdémez [30].

Corolario 1.2 Supongamos que b(x), c(x) y d(z) son constantes positivas.
Entonces, (1.1) admite un estado de coexistencia si y sdlo si

01 <A< Ao =01 + be/d. (1.23)

Ademds,
[vlleo <¢/d, Pr€y = (01, Ax). (1.24)
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Demostracién: De acuerdo con el Teorema 1.1 (i), (1.23) es necesaria
para la existencia de estados de coexistencia. Por el Teorema 1.1 (iii),
(01, 00) C Pr€y y, por ello, (1.1) admite un estado de coexistencia para
cada A € (01, A). Por tanto, (1.23) no es sélo necesaria sino también sufi-
ciente para la existencia. El hecho de que ||v]« < ¢/d es una consecuencia
inmediata del Teorema 1.1 (i). g

En el contexto de [30], la componente € tiene la forma que muestra la
Figura 1 de [30]. Pero, para el problema general espacialmente heterogéneo
(1.1) la componente €, puede tener alguna de las formas mostradas en la
Figura 1.1. El primer dibujo de la Figura 1.1 muestra una componente admi-
sible con Aoe = A* v PA(€4) = (01, A*]. El segundo ilustra un caso en que
A* > Ay. Tales situaciones no pueden suceder con coeficientes constantes,
pero, de acuerdo con el Teorema 1.1, ambas son admisibles. Queda abierto el
problema de decidir si realmente cada una de estas situaciones puede ocurrir.

1.3. Resultados de unicidad multidimensionales

Esta seccién da una serie de resultados generales de unicidad de estados de
coexistencia cuando N > 1. En primer lugar se demostrard que (1.1) tiene un

Figura 1.1: Dos posibles diagramas de bifurcacién.
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unico estado de coexistencia si A > o7 estd suficientemente proximo a o;. Mas
tarde se probard que, cuando los coeficientes son constantes, (1.1) tiene un
unico estado de coexistencia si A es suficientemente préximo a be/d — e. Este
resultado mejora el Teorema 1.4 de R. Peng, D. Wei y G. Yang [43], donde se
estudia el caso A < be/d — e.

1.3.1. Unicidad para A ~ o; en el caso general

El siguiente teorema es el principal resultado de esta seccién.

Teorema 1.3 Existe ¢ > 0 tal que (1.1) posee un tinico estado de coexistencia
para cada A € (01,01 + €.

Demostracién: La unidad local en un entorno de (01,0, 0) es una consecuen-
cia del teorema de bifurcacién de M. G. Crandall y P. H. Rabinowitz [10] ya
aplicado en la prueba del Teorema 1.1 (ii). Por tanto, se utilizard la misma
notacién introducida en él. Sea Y cualquier subespacio cerrado de E tal que

N[&] @Y =E.

Por (1.12), de acuerdo con el teorema principal de [10], existen € > 0 y dos
funciones analiticas reales

Ai(—66) =R, y=(y1,92): (—€,¢) 2 Y,
tales que:
i) A(0) =01 e y(0) = (0,0);
ii) F(A(s),u(s),v(s)) = 0 para todo s € (—¢, ), donde

(u(s),v(s)) = s (¢, (A +e) T ew)) + (yi(s),y2(5)) , |s| < e (1.25)
iii) Existe pg > 0 tal que, para cada p < po,
8_1(0)ﬂBp(01, 0, O) = { ()" 0, 0)7 A~ oy }U{ ()\(S)7U(S)7U(S)), |5| < 77}

para todo n = n(p) € (0,¢), donde B,(01,0,0) designa la bola de radio p
centrada en (01,0,0) y contenida en R x E. Ademds, n(p) — 0si p — 0.

Como los ceros de § en R x E proporcionan soluciones clésicas de (1.1),
sustituyendo (1.25) en la primera ecuacién de (1.1) y dividiendo por s, se
obtiene
—Alp+yi(s)) = [o1 + XN (0)s + O(s*
—b(z)s ((—A + ) (cp) +y2(s))] (¢ +1(s))
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para todo s € (—¢,¢€). Luego, teniendo en cuenta que —Ap = o1¢ e identifi-
cando los términos de primer orden, encontramos que

—Ay1(0) = 0135(0) + [N'(0) = b(=A + &) (cp)] -

Consecuentemente, multiplicando por ¢ e integrando por partes en €2,

)\’(0):/ngog(—A—ke)’l(ap)//ngz > 0. (1.26)

Ademas, la bifurcacién es trans-critica. Como consecuencia, existe § > 0 tal
que X (s) > 0 para todo s € (—¢,0). Eligiendo p < pg tal que n(p) < 4, (1.25)
implica que §~1(0) N B,(01,0,0) consta de las soluciones triviales (), 0,0),
o] < A< of,cono; <oy <o, méds un arco creciente de soluciones,
(A(s),u(s),v(s)), |s| < n(p) < J. Consecuentemente, existe € > 0, con o1 <
o1+€ < oy, tal que (1.1) tiene un tinico estado de coexistencia en B, (o7, 0,0)
para todo A € (01,01 + €]. Esto concluye la prueba de la unicidad local de los
estados de coexistencia.

La prueba de unicidad global procede por contradicciéon. Supongamos que
existe una sucesién de estados de coexistencia (A, un, vy), n > 1, tal que

ny Un, Un o1,VU, C X L, m A, =o0;1. .
A B, 0,0 Rx FE lim A 1.27

n—oo

Entonces, gracias al Teorema 1.1, existe una constante C' > 0 tal que

max{|[un [|oo; |vnllec} < C.
n>1

Como (A, Un,v,), n > 1, satisface (1.21), y (—A)~! es compacto, se puede
extraer una subsucesién de (A, un, vy, ), etiquetada por n, tal que

lim (up,v,) = (u*,v*) € E

n—oo
en E. Naturalmente, (o7, u*, v*) proporciona una solucién no negativa de (1.1).
Ademds, por (1.27),
||(01a U*7 ’U*) - (017 03 0) H]RXE > p-

Consecuentemente, (u*,v*) # (0,0). Por lo tanto, gracias al Teorema 1.1 (i),
(01,u*,v*) debe ser un estado de coexistencia de (1.1). Pero eso es imposible,
ya que (1.1) no admite estados de coexistencia para A = o1 por el Teoremal.l
(i). Esto finaliza la prueba. g

1.3.2. Unicidad para A\ ~ bc/d — e con coeficientes constantes

El siguiente teorema recoge el principal resultado de esta seccién.
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Teorema 1.4 Supongamos que

be
A i=——e>oy.
0 P 1
Entonces, existe n > 0 tal que (1.1) tiene un dnico estado de coexistencia para
cada

Xe L, = (Ao —n Ao +1).

Demostracién: Introduciendo la variable auxiliar

w=1u— =0,

d

el problema (1.1) puede escribirse bajo la forma equivalente

—Au = M — du? + dwu, on O
(—A+e)w = (A+e—bc/d)u, mos
(u,w) = (0,0) sobre  99).

(1.28)

Para A = Ao, la segunda ecuacién de (1.28) se reduce a
(-A+e)w=0

de donde se desprende que w = 0. Luego, sustituyendo en la primera ecuacion,
se obtiene
—Au = \u — du® (1.29)

y, consecuentemente, v es la tinica solucién de la ecuacion logistica (1.29) bajo
condiciones de frontera tipo Dirichlet. Denominemos por 6, a esta solucién.
Entonces, para A = g, el par

(u7 v) - (17 d/b)GA

proporciona el tnico estado de coexistencia de (1.1). El teorema establece
que, también para A suficientemente préximo a Ao, (1.1) exhibe unicidad. Este
resultado se obtendra como consecuencia del teorema de la funcién implicita.

En efecto, consideremos el operador integral § : R x £ — E introducido
en (1.10), cuyos ceros son las soluciones de (1.1). Se cumple que

T (Ao, 0xy,d0x, /) =0

y, denotanto
£o 1= D(u)T (Ao, Ory, dOx, /b) € L(E, E),

se tiene que

So(u,v):( u— (—A) " (Aou — by — dfx,w) )

v— (=A)"Yeu — diy,v — %29)\011 — ev)



FEstados estacionarios 17

para todo (u,v) € E. Como £y es una perturbacién compacta de la identidad,
es Fredholm de indice cero y, por lo tanto, £y € Iso(FE) si es inyectivo. Supon-
gamos £o(u,v) = 0 para algin (u,v) € E. Entonces, por regularidad eliptica
w,v el (Q) y

—Au = (Ao — dby,)u — b0y, v,
{ (Ao — dbx,) A (1.30)

—Av = (c - %20)\0) u— (e+dby,)v.

Veamos que (u,v) = (0,0) es la tinica solucién de (1.30). Mediante algunos
célculos directos, se comprueba que cualquier solucién de (1.30) satisface

(—A+e) (u - 21}) = (Ao — dOy,)u — bly,v + eu — bev/d

- KC_ fe%) " (e+d9AU)v]

= <>\0—d9)\0+6—lzlc+d9)\o)u=0

y, por ello,
b

u = —=.

d

Sustituyendo esta identidad en la primera ecuacién de (1.30), se sigue que
(—A+2dfy, — Xo)u =0. (1.31)

Por otra parte, por la monotonia del autovalor principal respecto del potencial,
se obtiene que

o[—A +2d0y, — Xo] > o[—A +dfy, — Xo] =0,
pues
(—A+dby, — Xo)by, = 0.

Luego, (1.31) implica u = 0 y, consecuentemente, v = du/b = 0, lo que implica
que £y € Iso(E).
Por el teorema de la funcién implicita, existe € > 0 y un curva real y
analitica
(u,v): (Ao —€,X\o+€) = E

tal que
(w(X0),v(Ao)) = (Bry, d0r, /D),

S\, u(A),v(A) =0 para todo A€ (Ag—€, g +e),
y existe un entorno B de (Ao, u(Ag),v(Ag)) en R x E tal que

peF HO)NB = p=(\u(N),v()) paraalgin A € (Ao — ¢, Ao + ).
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En particular, (1.1) admite un dnico estado de coexistencia en B para cada
A E ()\0 76,)\04’6).

Para completar la prueba del teorema, razonaremos por reducciéon al ab-
surdo. Supongamos que existe una sucesion (A, un, vy ), n > 1, de estados de
coexistencia de (1.1) tal que

lim A\, =X v (An,up,vn) ¢ B Vn>1 (1.32)
n—oo
Por (1.8), ||vn]lee < ¢/d para todo n > 1. Veamos que existe una constante
C > 0 tal que
lunlo €C ¥ n>1, (1.33)

Supongamos por el contrario, que existe alguna subsucesién, etiquetada de
nuevo por n, que cumple

lm ||t oo = 0.

n—oo

Entonces, razonando como en la prueba del Teorema 1.1 iii), utilizando (1.14),
y dividiendo por ||uy||c con n > 1, de las dos ecuaciones de (1.1) se deduce

— Ay, = Myly — blnvy,
— AV, = cliy, — dlUnyv, — €Uy,

(tn, 0n) = (0,0) sobre 9f.

en &, (1.34)

Como [|tn e = 1, [[vnlleo < ¢/d para todon > 1,y A, — Ao, cuando n — oo,
se desprende de la primera ecuacién de (1.34) que existe @ € C3(Q) y una
subsucesion de (A, un, vy,), etiquetada igual, tal que

nli)n;o ||’lln - ﬂ'HCé(Q) =0. (135)
Sea p > 1. Como v,, < ¢/d para todo n > 1, se puede suponer que

lim v, =v € LP(Q) débilmente en LP(Q).

n—oo

Elfjase ¢ € C§°(2). Entonces, multiplicando la primera ecuacién de (1.34) por
¢ e integrando por partes en () se obtiene

/Q (Vo Viin) = A /Q biiy — b /Q Bl
:)\n/ﬂqbﬁn—b/ﬂqbavn—b/ﬂqb(ﬁn—ﬁ)vn

para todo n > 1y, haciendo n — oo, se deduce

[v6.90) <20 [ n-b [ ouw

para cualquier ¢ € C§°(Q2). Luego, @ es una solucién débil de

— Al = Aol — biw (1.36)
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tal que
li|loo = 1, > 0.

Por regularidad eliptica, @ € W2P(Q) debe resolver (1.36) en sentido cldsico
y, por tanto, v es independiente de p > 1. Luego, u € ﬂp>1 W2P(Q) es una
solucién fuerte de (1.36) con |pn = 0.

Andlogamente, multiplicando la segunda ecuacién de (1.34) por ¢ e inte-
grando por partes en (2, se llega a la identidad

_/Q{;nAgi):c/Qqﬁﬂn—d/ﬂ(bﬂnvn—e/gaﬁn

para todo n > 1 y, consecuentemente, pasando al limite n — oo, se obtiene

/Q(c— dv)tugp =0

para todo ¢ € C§°(2). Por lo tanto, v = ¢/d en casi todo punto de 2. Por ello,
(1.36) implica que

)\0 = U[*A + b’U] =01 +bC/d = )\007
lo que es imposible, pues

be be
)\o—g—6<g+01—>\oo'
Esta contradiccién concluye la prueba de (1.33).

Volviendo al sistema original, se cumple que

—Auy, = A\uy — buyv, 0
—Av, = cu,, — du,v, — ev, en ’ (1.37)
(tn,vy) = (0,0) sobre 09,

para todon > 1. Gracias a (1.8), (1.32) y (1.33), el segundo miembro de ambas
ecuaciones estan acotados en L™ y, por ello, se puede extraer una subsucesion
de (An, un,vy,), etiquetada por n, tal que

Jim s — ey =0, m o — vl =0, (L38)
para ciertas u,v € Cs(Q). Multiplicando por ¢ € C5°(€2) las dos ecuaciones de

(1.37), integrando por partes en €, y haciendo n — oo, se deduce de (1.38)
2,V (A .
que u,v € Cy¥(£2) y satisfacen

—Au = Agu — buv
—Av = cu — duv — ev
(u,v) = (0,0) sobre 09,

en &, (1.39)

Observemos que u > 0, v > 0. Como, debido a (1.32), (Ag,u,v) ¢ int B, en
particular

(u7 ’U) 7é (9/\07 de)\o /b) :
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Luego, por ser (6y,,d0),/b) el inico estado de coexistencia de (1.39), se deduce
del Teorema 1.1 i) que u = v = 0. Consecuentemente, de acuerdo con (1.38),

Jim lunlleye) =0, lm flvalicy @) = 0.

Utilizando (1.14) y volviendo a la primera ecuacién de (1.34), debe existir una
subsucesién de (A, @y, Un), n > 1, etiquetada igual, tal que

i~ iy = 0 (140
para algtin @ € C}(£2) con
li]| o = 1, u > 0.

Multiplicando la primera ecuacién de (1.34) por una funcién test ¢ € C5°(2),
integrando por partes en (), haciendo n — oo, y utilizando la regularidad
eliptica se obtiene facilmente que u > 0 debe ser solucién clésica de

—Ad = M.

Por tanto, Ay = o1, lo que es imposible, por hipdtesis. Lo que concluye la
demostracién. g

1.4. Comportamiento de los estados de coexistencia para
e T oco. Unicidad para el problema limite asociado

En esta seccién se analiza el comportamiento de (1.1) con e 1 oo en el caso
particular en que todos los coeficientes de (1.1) son constantes. En tal caso,
tras algunas manipulaciones simples, se observa con facilidad que el cambio
de variable

u = &U, V= €:=¢e -, (1.41)
transforma (1.1) en

—AU =XU -UV en O

—eAV =%U-UV -V ’ (1.42)

(U, V) =(0,0) sobre 0,
lo que revela que los pardmetros més significativos son €, A y be/d, en lugar
de b, c,dye.
Como para e 1T 0o, se tiene que € | 0, el problema eliptico

—AU =)\U-UV 0O
0=tey—yy-v
(U,V)=1(0,0) sobre 91,

(1.43)
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es el problema limite de (1.42) cuando e 1 co. Las soluciones (1.43) satisfacen

= —— 1.44
v dU+1’ (1.44)
donde U resuelve
—AU = \U — %UU—; en
’ 1.45
{ U=0 sobre 0). ( )

El principal resultado de esta seccion es el siguiente.

Teorema 1.5 El problema (1.45) posee una solucion si y solo si X € (01, Aso),
Y es unica si existe.
Supongamos X € (01, A00) y sea (A, u(e),v(e)), e >0, una familia arbitra-
ria de estados de coexistencia de (1.1). Entonces,
& Uo

P u(e) 1 P
1 = 1 = — 1.4
m =~ =d" o, lmo(e) = 57—, (1.46)

donde Uy es la dnica solucion de (1.45).
Demostracién: En primer lugar, se probard que (1.45) admite una solucién

positiva si y s6lo si A € (01, ) ¥ que es Unica si existe. Supongamos que
(1.45) tiene una solucién U. Entonces,

y, por la unicidad del autovalor principal,

bc U
=o-A+———]. 1.4
A=At T (1.47)
Luego, por la monotonia respecto del potencial, la condiciéon
bc U
= g[=A + = = Ao 1.4
o1 <A=0] +dU+1]<Ul+bC/d A (1.48)

es necesaria para la existencia de una solucién positiva de (1.45). Para probar
la suficiencia de (1.48), supongamos que o1 < A < Ay. Entonces, es ficil
comprobar que U := M > 0, donde M es una constante suficientemente
grande, proporciona una supersolucién de (1.45). Ademds, U := dp, donde
@ > 0 es cualquier autofuncion asociada a o1, proporciona una subsoluciéon
positiva de (1.45) para ¢ > 0 suficientemente pequeno. También, aumentando
M, si es necesario, se tiene que U < U. Consecuentemente, de acuerdo con
el teorema principal de H. Amann [2], (1.45) admite una solucién positiva U

tal que U < U < U. Luego, (1.45) tiene una solucién positiva si y sélo si
01 <A< Ao



22 Soluciones Periddicas Positivas para Sistemas RD Periddicos.

Para probar la unicidad, se supondra que U; # Us son dos soluciones de
(1.45). Entonces, substrayendo y reagrupando términos, se obtiene
< A be U1+U2+U1U2

s ) (GBI

con (U; — Us)|aq = 0. Por tanto, por la dominancia del autovalor principal y
(1.47), se deduce de la ecuacién previa que

bec Uy + Us + U Uy bc U,
__ > _A _
A L R LAY

A>o[-A+ =

lo que es imposible. Esta contradiccién completa la prueba de la unicidad.
Denominaremos por Uy a la tnica solucién positiva de (1.45). Observemos
que

UV) = (Uo Vo), Vo= 210

== 1.49
dUy+1’ (1.49)

es la tnica solucién de (1.42) con € = 0.

Por el Corolario 1.2, para cada € > 0, (1.42) posee, al menos, un estado
de coexistencia. Sea (e,U(€),V(€)), € > 0, una familia arbitraria de estados
de coexistencia de (1.42). Para completar la prueba del Teorema, es suficiente
demostrar que

lim (U (), V(€)) = (Uo, Vo). (1.50)

el0

Sea €,, n > 1, una sucesién arbitraria tal que lim,,_, €, = 0 y fijemos
U, :=Ul(en), Vi :i=V(en), n>1.
Como consecuencia de (1.8) y (1.41), se tiene
(IValloo < be/d, n > 1. (1.51)
Se afirma que existe una constante C' > 0 tal que
[Unllo <C, n>1 (1.52)

Para demostrarlo, razonaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que a
lo largo de alguna sucesién, etiquetada por n, se tiene que

nl;rr;o |Un oo = o0. (1.53)

Entonces, llamando

Up = Un/||Unll oo Vi = Vo /lUnll 0o n>1,
se llega a

—AU, =AU, = U,V i
—en AV, = BU, — UV, — Vy
(Un, Vi) = (0,0) sobre 99.

en § (1.54)
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Como ||Up|lee = 1 para todo n > 1, se obtiene de (1.51) y la primera ecuacién
de (1.54) que existe U € CL(Q) y una subsucesién (e,,U,, V,,), etiquetada
igual, tal que R ~

n—0o0

Sea p > 1. Por (1.51), podemos suponer que

lim V,, =V, € I?(Q)  débilente en LP(Q). (1.56)

n—oo

Elijamos ¢ € C§°(€?). Entonces, multiplicando la primera ecuacién de (1.54)
por ¢ e integrando por partes en {2 se prueba que

o5t = [ o0, ~ [ o0.v,

para todo n > 1y, haciendo n — oo, se deduce

/Q<V¢7VU>:)\/Q¢U—/Q¢UVw

para todo ¢ € C§°(92). Luego, U es una solucién débil de
—AU =\U - UV, (1.57)

Observemos que ~ R
U =1, U > 0.

Por regularidad elipica, U € W?2? (©2) debe resolver (1.57) y, de aqui, V,, es
independiente de p > 1. Por tanto, U € 1,5, W?2P(Q) es una solucién de

(1.57) con Ulapq = 0.
Multiplicando ahora la segunda ecuacién de (1.54) por ¢ e integrando por
partes en (), se obtiene

e /Q Vabo= 2 /Q 60 - /Q UV, — /Q o7,

para todo n > 1 y, consecuentemente, haciendo n — oo, se desprende
/(bc/d —V,)Up=0
Q
para todo ¢ € C§°(Q2). Luego, V,, = be/d y (1.57) implica

A=0c[-A+V,] =01 +bc/d = Ao,

lo que es imposible, ya que hemos supuesto 01 < A < A. Esta contradiccién
concluye la prueba de (1.52).
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Por tanto, teniendo en cuenta que

—AU, = \U, —U,V, o O
—e, AV, = 2U, — UV, — V, ’
(U, Vi) = (0,0) sobre 99,

(1.58)

para todo n > 1. Como, debido a (1.51) y (1.52), el segundo miembro de la
primera ecuacién de (1.58) estd acotado en L™, se puede extraer una sucesién
de (en,Un, Vi), etiquetada por n, tal que

nlggc 1Un — Uw”cg((z) =0
para algin U, € C}(£2). Ademds, sin pérdida de generalidad, se puede suponer

que se cumple (1.56). Argumentando como se hizo anteriormente, es ficil
observar que V,, es independiente de p > 1 y que U, > 0 es una solucién de

{ -AU, = \U, — U,V, en (), (1.59)

U,=0 sobre Of).

Se afirma que U,, > 0. Razonando por reduccién al absurdo, se supondra U,, =
0. Entonces, multiplicando la segunda ecuacién de (1.58) por ¢ € C3°(Q2) e
integrando por partes en €2, se deduce que

—en/QVnAqS:%/ﬂUngbf/QUnanﬁf/QVngb

para todon > 1, y, consecuentemente, haciendo n — oo, se tiene que fﬂ oV, =
0 para cualquier funcién test ¢. Luego, V,, = 0. Por otra parte, llamando

y dividiendo la primera ecuacién de (1.58) por |U, ||« se obtiene

—AU,, = \U,, — U,V,,. n> 1. (1.60)

Como el segundo miembro de (1.60) estd acotado en L*°, se puede extraer
una subsucesion tal que

Jim [|Up = Ullez(e) = 0
para algin U € CL(Q). Necesariamente,
1T]leo =1, U>0.

Multiplicando ahora (1.60) por una funcién test ¢ e integrando por partes en
Q) se tiene

/Q<v0n,v¢>:A/QUn¢—/QVnUn¢, n>1.
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Luego, tomado limites, es facil observar que U > 0 debe verificar
—AU = \U

en Qy U|gm = 0, pues V,, = 0. Consecuentemente, A = o1, lo que nos lleva a
contradiccién. Por consiguiente, U, > 0.

Sea ¢ € C§°(Q) arbitraria. Multiplicando las segunda ecuacién de (1.58)
por ¢ e integrando por partes en (2, se deduce

e / VoA — 2 / Uty — / UV — / Vi (1.61)
Q d Q Q Q

para todo n > 1. Luego, haciendo n — oo en (1.61), se obtiene

/(bCUwaVwVw)¢>—O
o\ d

para toda funcién test ¢. Por tanto,

%Uw -U,V,—V,=0
d
y, de ahi podemos deducir que
_be UL
YT dU,+ 17

Finalmente, sustituyendo V,, en (1.59) se concluye por unicidad que U,, = Uy.
Naturalmente, esto implica V,, = V{) y finaliza la prueba.

El Teorema 1.5, nos conduce de forma natural a conjeturar que, para todo
A € (01,A0), €l Problema (1.1) tiene un unico estado de coexistencia para
e suficientemente grande. La siguiente discusién evidencia que resolver esta
conjetura no parece una tarea facil.

A continuacion, consideraremos el operador

G:RxZ—2Z  Z:=C"Q) xCyQ),
definido por

(U= (=AU -0V
& U,V) = ( &V — (~A) T (U — UV - V) )

para todo (¢,U, V) € Rx Z. Por regularidad eliptica, los ceros de & proporcio-
nan las soluciones de (1.42). & es un polinomio y, por tanto, es real y analitico
en (e,U, V). Ademads,

&(0,Up, Vo) =0

y el operador linealizado

My = D(U7V)®(07 Uo, Vo) € L(2)
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viene dado por

Emo(U,V):< U~ (=2)"'(\U = UV = VpU) )

—(=A)"H(EU - UgV — VU - V)

para todo (U,V) € Z. Evidentemente, aunque el rango de & es Z si € # 0,
en el caso limite en que € = 0 el rango de & es el espacio de Banach F' =
C3V(Q) x €Y (), que es un subespacio propio de Z. De hecho, como

My € Iso(Z; F), (1.62)

el operador 9y no puede ser un isomorfismo de Z. Por ello, no se puede
aplicar el teorema de la funcién implicita para construir una curva solucién
parametrizada por € > 0 en un entorno de (¢,U, V) = (0,Uy, Vo). De hecho,
las consecuencias del teorema de la funcién implicita no son ciertas en este
contexto, como comprobaremos a continuacién. Y esta es la razén por la que
nuestra conjetura anterior permanece abierta.

Para comprobar (1.62), sea (f,g) € F. Afirmamos que existe un tnico
(U,V) € X tal que

S):)TO(U; V) = (fa g)a

0, equivalentemente,

U—(—A)"Y\U =TV = WoU) = f,
—(=A)"(%U ~ UV - VU - V) =g,

que puede expresarse bajo la forma

(—A+Vo—NU + UV = -Af, (1.63)
(U + 1)V — (& -V, U = —Ag. '
De la segunda ecuacién de (1.63), se infiere
be/d —Vj Ag
= — . 1.64
Up+1 Up+1 (1.64)

Luego, sustituyendo (1.64) en la primera ecuacién de (1.17), nos conduce a
resolver

(A + Vo + (be/d — vo)UOUjr = )\> U=—-Af+ UOUJOF SAg. (1.65)
Como Uy es la tnica solucién de (1.45), se obtiene
bc U
A=A T T Jor il
Por tanto, fijando
5 = o= A + Vo + (be/d — Vo) —20— — A,

Ug+1
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Se observa que

U() UO
> o[—A + Vo2 + (be/d — V) —2— — A
>o[=Ad Vo= + (be/d = Vo) pmrg = A
be UO
= —A — — = U.
ol +d%+ﬂ A=0

De donde se desprende

B Uo - U
U_(—A+Wﬁ+wdd—%h%+l—A> <—Af+ch+1A@

nos proporciona la tinica solucién de (1.65). Consecuentemente, por el teorema
de la funcién abierta se concluye que My € Iso(Z; F).

Como F' es un subespacio cerrado de Z, no se puede aplicar el teorema de
la funcién implicita a & en (0, Uy, V) para deducir la existencia de una curva
regular (e, U(e), V(€)), € ~ 0, de estados de coexistencia de (1.42) perturbando
desde (0,Up, Vo). De hecho, tal curva no existe. En efecto, supongamos que
tal curva existe y que posee el siguiente desarrollo en € =0

Ule) = Uy + €Uy + O(€), V(e) = Vo + €Vi + O(e?), e— 0.

Entonces, sustituyendo estos desarrollos en (1.42) e identificando términos con
el mismo orden en ¢, obtenemos que

be/d—Vy AV

= U
A s A |

con U; € Cg’V(Q) y, consecuentemente, Vi # 0 en 012, lo que es una contradic-
cién. Por tanto, con este sencillo ejemplo, se observa que no se puede aplicar el
teorema de la funcién implicita para obtener la unicidad de estados de coexis-
tencia de (1.42) para € > 0 suficientemente pequetio. Este hecho contrasta con
los resultados obtenidos por L. Li y A. G. Ramm [26], que deberian revisarse
y actualizarse.

1.5. Estructura global de ¢, en el modelo unidimensio-
nal

El principal resultado de esta secciéon queda recogido en el siguiente teorema.
Teorema 1.6 Supongamos que N =1, L >0, Q= (0,L), ¢/d € C2[0, L], y

_ (g)// (x) + 6(:1:)2(@ >0 para todo x € (0,L). (1.66)
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Entonces, la componente de estados de coexistencia € construida en el
Teorema 1.1 es una curva analitica real, parametrizada por \, que conecta
(A u,v) = (01,0,0) con (A u,v) = (Ao, 00,¢/d).

Ademds, v(z) < c(z)/d(z) para todo x € [0, L] si (A, u,v) € €1, mientras
que si v — c¢/d cambia de signo, (A, u,v) es un estado de coexistencia tal que
N u,v) ¢ €.

La condicién (1.66) se verifica para e(z) suficientemente grande. Como
consecuencia del Teorema 1.6, el Problema (1.1) admite un tnico estado de
coexistencia si y sélo si, v(z) < c(z)/d(x) para todo = € [0, L] y cualquier
estado de coexistencia (A, u,v) de (1.1). Desafortunadamente, excepto en el
caso en que c¢/d es constante, se desconoce si esa estimacion se cumple o no. En
el caso de coeficientes constantes siempre se cumple que v < ¢/d y se verifica
(1.66). Consecuentemente, en tal caso, el estado de coexistencia es tnico si
existe. Desde esta perspectiva, el Teorema 1.6 es una mejora substancial de
[30, Th. 5.1].

El resto de esta seccién se dedica a la prueba del Teorema 1.6. Consta de
dos resultados de invertibilidad, de gran interés intrinseco, que se estudiaran
en las dos primeras subsecciones. Finalmente, la tercera seccién concluye la
prueba de Teorema.

1.5.1. Un resultado de invertibilidad

Teorema 1.7 Supongamos que N =1, L >0, Q@ = (0,L), y o, 8 € C[0, L]
cumplen
afz) >0 y B(x) >0 para todo x € (0,L). (1.67)

Sea (ug,vg) un estado de coexistencia de (1.1). Entonces, (u,v) = (0,0) es la
tnica solucion de

—u" 4+ (bvg — N)u = —aw
—v" + (dug + e)v = Bu
u(0) = u(L) = v(0) = v(L) =

en (0,L), (1.68)

Demostracion: Se razonard por reducciéon al absurdo. Supongamos que
(1.68) admite una solucién (u,v) # (0,0). Entonces, necesariamente, u # 0 y
v # 0, por (1.67). Ademds, multiplicando la primera ecuacién de (1.68) por
ug e integrando en (0, L), se obtiene

L L d2 L d2
7/0 owuoz/o uo(deervg)\)u/o U<de+b’Uo)\>U00

y, consecuentemente, v debe cambiar de signo en (0,L). Andlogamente, u
cambia de signo en (0,L). En realidad, si w > 0 (resp. v < 0) en (0, L),
entonces

—v" + (dug + €)v = fu >0 (resp. < 0)  en (0, L),
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y, de aqui se desprende, por el principio del méximo fuerte, v > 0 (resp.
v < 0) en (0, L), lo que es imposible.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u > 0 en (0,z) para
algtin & > 0, porque (1.68) es lineal. Se afirma que existe p € N y p puntos

T € (O7L)7 1 S] Spa X < Tj41,
tales que, para todo 1 < j <p+1,
(—1)7"tu >0 en (xj_1,%;), (1.69)

donde hemos llamado
zo := 0, Tpy1 = L.

Para demostrarlo, razonaremos por reduccién al absurdo, suponiendo que al-
guna familia infinita de subintervalos disjuntos de [0, L], donde u cambia de
signo alternativamente, se acumula hacia algin punto yo € [0, L]. Entonces,

u(yo) = u'(yo) = 0 (1.70)

y, como las soluciones de (1.68) estdn en correspondencia uno a uno con las
soluciones del problema de Cauchy

U 0 1 0 0 U

a |l @ | | bvo—XA O a 0 U

e |y | 0 0 0 1 v (1.71)
D -8 0 dug+e O D

(u(yo), @(yo), v(yo), ¥(yo)) = (uo, o, vo, Vo),

por la unicidad de la solucién de (1.71), (1.70) implica
(v(y0), v (y0)) # (0,0).

Luego, existe € > 0 tal que v(x) tiene signo constante en (yo—e¢,y0)N[0, L] y en
(Yo, Yo +€) N[0, L]. Sea z,, n > 1, una sucesién creciente con lim, o 2, = Yo
y, para cada n > 1, u(z,) = 0y (=1)""'u > 0 en (2, 2, 41). Eligiendo un
n suficientemente grande para que z, > yo — € y considerando el intervalo
Z, := (2zn,Y0), como v tiene signo constante en Z,, y u(z,) = u(yo) = 0, se
deduce a partir de

—u" 4+ (bvg — Nu = —pv in 7,

que, o bien v > 0 0o v < 0 in Z,, lo que es imposible. En efecto, se trata de
una consecuencia directa del principio del méaximo fuerte pues

0=0 [—d/dz® +bvg — X, (0,L)] < o [—d/dz* +bvg — )\, T,,] . (1.72)
Observemos que la igualdad en (1.72) viene de

(—d/dz? + bvg — N)ug = 0.
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Anélogamente, se puede afirmar que no existe una sucesiéon z,, n > 1, tal que
1im,, 00 2n = Yo, ¥, Para cadan > 1, u(2,) =0y (=1)" " tu > 0 en (241, 2n)-
Por tanto, los puntos donde u cambia de signo no pueden acumularse en [0, L].
Consecuentemente, existe p € Ny p puntos z; € (0,L),1<j<p, Tj < Xjy1,
que cumplen (1.69) para todo 1 <j <p+1.

Para completar la prueba del teorema, es suficiente comprobar que

(=1 o(z;) <0 paratodo 1<j<p+1, (1.73)

ya que esto implicarfa v(z,1+1) = v(L) # 0, lo que contradice v(L) = 0y
concluye la prueba del teorema.

Supongamos v(z1) > 0. Entonces, aplicando el principio del maximo a la
segunda ecuacién de (1.68) se comprueba ficilmente que en ese caso v > 0
en (0,z1). Luego, —av < 0 en (0,z1), y aplicando el principio del miximo a
la primera ecuacién se llega a que u < 0 en (0,21), lo que es imposible, por
(1.69). Por tanto,

v(z1) < 0.

Deberia observarse que
0=0[—d/dz® +bvg — A, (0,L)] < o [=d/dz® +bvg — A, (0,21)] ,

porque (0, 1) es un subintervalo propio (0, L).

Supongamos que v(z2) < 0. Entonces, ya que v(z1) < 0y u < 0 en
(21,22), se tiene fu < 0 en (x1,z2). Luego, por el principio del méximo,
v < 0 en (x1,z2). Por ello, a partir de la primera ecuacién, se desprende que
u > 0en (x1,z2), llegando a una contradiccién. Consecuentemente, v(xs) > 0.
Un elemental argumento inductivo muestra (1.73). Esto finaliza la prueba. g

1.5.2. Un resultado auxiliar
Proposicién 1.8 Sea (Mg, uo,vo) un estado de coexistencia de €1 tal que

vo(z) < c(x)/d(x) para todo x € [0, L]. (1.74)

Entonces, en un entorno de (Ao, uo,v0), €4 consiste en un arco de curva
analitica parametrizado por \.

Demostracién: Deberfamos recordar que los estados de coexistencia de (1.1)
son los ceros del operador no lineal § : R x E — E definido en (1.10). Como
(Mo, up, vg) € €4, se tiene que

§ (Ao, uo, vo) = 0.
Ademas, § es real analitica y la linealizacién

Lo = D(u,v)%’(AOvuOvUO) € 'C(E)v
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viene dada a través de

() = ( u = (=)™ (hou — buigv — buyu) >

v—(=A)" (cu — dugv — dvgu — ev)

para todo (u,v) € E. Por ser una perturbacion compacta de la identidad,
es Fredholm de indice cero. Luego, para probar que es un isomorfismo, es
suficiente comprobar que es inyectivo. En efecto, supongamos que

Lo(u,v) =0
para algin (u,v) € E. Entonces, por regularidad eliptica, (u,v) € F y resuelve
—u"" + (bvg — Ao)u = —bugv

—v" + (dug + €)v = (¢ — dvp)u
u(0) = wu(L) =v(0) =v(L) =0.

en (0,L),

Por (1.2) y el Teorema 1.1 i), se obtiene b(z)ug(x) > 0 para todo = € (0, L).
Ademés, gracias a (1.74), se conoce que c(z) — d(z)vo(z) > 0 para todo
x € [0,L]. Por tanto, el Theorem 1.7 nos conduce a que (u,v) = (0,0) y,
consecuentemente £y € Iso(F). Finalmente, una aplicacién estdndar del teo-
rema de la funcién implicita concluye la prueba. g

1.5.3. Demostracion del Teorema 1.6

La prueba esta basada en el hecho de que bajo la condicién (1.66), cualquier
estado de coexistencia (A, u,v) € € satisface

v(z) < c(z)/d(z) para todo z € [0, L]. (1.75)

Observemos que (1.75) se mantiene en un entorno de 0 y L, por (1.2), ya que
v(0) = v(L) = 0. Es obvio que (1.75) se cumple cuando A es suficientemente
préximo a o1, pues en ese caso, de acuerdo con el Teorema 1.3, la solucién
de €, proporciona la unica solucién de (1.1) y €4 bifurca desde (A, u,v) =
(01,0,0). Consecuentemente, v ~ 0 y, por tanto, se verifica (1.75).

De acuerdo con la Proposicién 1.8, siempre que (1.75) se cumpla, €, debe
ser un arco de curva analitica parametrizado por A. O bien (1.75) se verifi-
ca para todos los valores de A en el intervalo (o1, ), 0 existe un primer
valor de A, denominado A1, donde la condicién (1.75) falla a lo largo de la
curva analitica construida. Se denominard por (A, uyx,vy), 01 < A < Aq, a la
parametrizacién de €. Entonces,

ua(z) < c(x)/d(x) paratodo z€[0,L] vy A€ (o1,\1),
mientras que existe z1 € (0, L) tal que

on (1) = (1) /d(z1) ¥ vy, < c/d.
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A partir de la segunda ecuacién de (1.1), se obtiene
(A + e(z1))or, (21) = (e(x1) — d(z1)va, (21)) ur, (71) = 0.

Ademas, por (1.66),
(—A +e(z1)) (g(xl) . (a:l)) > 0.
Luego, por continuidad, existe ¢ > 0 tal que
(—A + e(z)) (g(z) - %(x)) >0 if Jr—ai|<e
y, consecuentemente, por el principio del méximo fuerte, se concluye

2 —vy, >0
en un entorno de x1, lo que es imposible. Esta contradiccién finaliza la prueba
de la primera parte del teorema.

Sabemos que (1.75) se verifica si (\,u,v) € €,. Ademds, adaptando el
argumento utilizado en la prueba, v — ¢/d cambia de signo si (1.75) deja
de cumplirse. Para completar la prueba del teorema, todavia es necesario
demostrar que v — ¢/d cambia de signo si (A, u,v) es un estado de coexistencia
de (1.1) tal que (A, u,v) ¢ €. Razonando de nuevo por reduccién al absurdo,
supongamos que existe (Ag, ug,vg) ¢ €4 tal que

vo(z) < c(x)/d(x) para todo z € [0, L].

Entonces, combinando el argumento local de la Proposicién 1.8 junto con un
argumento de continuidad global en el pardmetro A, se puede construir un
arco de curva analitica maximal de estados de coexistencia de (1.1) pasando
por (Ao, ug, vg), denominado por (A, u(\),v(N)), donde

(u(Xo),v(Ao)) = (uo, vo)-

Este arco maximal nos proporciona otra componente de estados de coexisten-
cia, &r # €. De acuerdo con el Teorema 1.1, &r estallaen A = A\, y estd defi-
nido para todo A € [01, As). Como no puede bifurcarse desde (01,0, 0), ya que
en tal caso se llegaria a una contradiccion con la unicidad dada por el Teorema
de M. G. Crandall y P. H. Rabinowitz [10], necesariamente (o1, u(o1),v(01))
debe ser un estado de coexistencia, lo que es imposible, pues sabemos que
A > 07 es condicién necesaria para la existencia de estados de coexistencia.
Esto finaliza la prueba del Teorema 1.6.
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2.1. Introduccion

El objetivo de este segundo capitulo es el estudio de la dindmica del problema
parabdlico

o)
S — Au = Au — b(z)uv

v re, t>0,
S — Av = c(z)u — d(x)uv — e(x)v (2.1)
(u,v) = (0,0) xr €N, t>0,
u(z,0) =uo >0, v(z,0) =v9 >0 T € Q,

donde Q es un dominio acotado de RY, N > 1, con frontera 99 de clase C>V
para algin v € (0,1), A € R, A > 0, es considerado como un pardmetro de
bifurcacién y las funciones b, ¢, d, e € C(2) satisfacen

b(z) >0, c(x)>0, d(z)>0, e(x)>0, para todo z € Q. (2.2)

En muchos casos, la dindmica de (2.1) estd regulada por sus estados estacio-
narios no negativos, que son las soluciones no negativas del problema eliptico.

—Au = Au — b(x)uv

—Av = ¢(x)u — d(z)uv — e(x)v
(u,v) = (0,0) en ON.

en £, (2.3)

33
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El problema (2.3) admite dos tipos de soluciones no negativas: (0,0), deno-
minado estado trivial, y aquellas de la forma (u,v), con u > 0y v > 0,
frecuentemente conocidas como estados de coexistencia y que ya han sido
estudiados en el Capitulo 1.

El problema general espacialmente heterogéneo (2.1) es una contrapartida
del estudiado por W. Zhou [48], R. Peng, D. Wei y G. Yang [43], J. Zhou y
J. Shi [47] y J. Lépez-Goémez [30], donde b, ¢, d y e eran constantes positivas.
El modelo estudiado en este capitulo es un refinamiento del propuesto por W.
E. Kastenberg y P. L. Chambré [23] en Ingenierfa Nuclear, donde u mide la
densidad de los neutrones rapidos y v es la temperatura del reactor. Algunos
estudios pioneros acerca de la dindmica de estos modelos fueron realizados por
P. Mottoni y A. Tesei [41], F. Rothe [45] y, recientemente, por G. Arioli [4].

En el Capitulo 1 hemos demostrado que, en el caso general en que b, ¢, d 'y
e son funciones positivas y continuas, el problema (2.3) posee una componente
de soluciones positivas, €, tal que (a1,0,0), (As, 00, c/d) € €, , donde

Ao 1= 0[—A + be/d], (2.4)

y que existe ¢ > 0 tal que (2.3) tiene un unico estado de coexistencia si
A€ (01,01 + €.

En muchos rangos de valores de los parametros que aparecen en la for-
mulacién del problema (2.1), el sistema asociado es no cooperativo, y obtener
unicidad puede ser una tarea muy dificil (ver, por ejemplo, J. Lépez-Gémez
y R. Pardo [35, 36], A. Casal et al. [§8], E. N. Dancer, J. Lépez-Gémez y R.
Ortega [14], J. Lépez-Goémez [29]).

Los tnicos resultados conocidos sobre la dindmica de (2.1) son los de G.
Arioli [4], donde se estudia el problema en el caso especial en que b, ¢, d, y
e son constantes positivas. Arioli demostré que (0,0) es un atractor global
de (2.1) en L3(Q2) x L?(Q) si A < o1, mientras que (2.1) posee un atractor
compacto si o1 < A < o1 + be/d, y la solucién de (2.1) crece a infinito en
L2() x L?(Q) si A > o1 + be/d cuando t 1 oo.

El objetivo fundamental de este capitulo es el anélisis del comportamiento
dindmico fino de (2.1) en el caso general en que b, ¢, d y e son funciones po-
sitivas. Los principales resultados obtenidos se pueden resumir de la siguiente
forma:

(a) Si A < o1, entonces (0,0) es linealmente asintGticamente estable y, de
hecho, es un atractor global de (2.1) en L?(2) x L?(€).

(b) Si A = o1, entonces (0,0) es linealmente neutralmente estable, pero
sigue siendo un atractor global de (2.1) en L?(Q2) x L*(9). Si, ademés,
¢ y e son constantes positivas, entonces (0,0) es un atractor global en
L?(Q) x L*(Q).

(c¢) (0,0) es linealmente inestable si A > 1. Ademds, existe € > 0 tal que el
unico estado estacionario de (2.1) para cada A € (01,01 + €], es lineal-
mente asintéticamente estable.
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(d) Sib(z)/d(x) es constante y Ad-e—be/d > 0 en €, entonces (2.3) admite, a
lo sumo, un nico estado de coexistencia. Ademads, es un atractor global
de (2.1) siempre que exista.

(e) Sib/d es constante y o1 +e —bc/d > 0 en Q, entonces (2.3) admite un
estado de coexistencia si y s6lo si 07 < A < Ao.

(f) Si b/d y ¢ son constantes positivas, entonces (2.3) posee un estado de
coexistencia si y sélo si 07 < A < A. Ademsds, existen € > 0y n > 0
tales que (2.3) admite un dnico estado de coexistencia para cada

A€ (01,01 + €U A — 1, Aso)-

M4s aun, el estado de coexistencia es un atractor global si A € [As —
7 Aco)-

(g) Supongamos que b/d y ¢ son constantes y A > Ao Entonces,

lim u = oo
t—o00

en L?(Q2), mientras que v permanece acotado en L>((2).

Como, en general, cuando
A+ e(x) = b(z)e(z)/d(x)

cambia de signo en €, no se puede excluir la existencia de soluciones periddicas
no triviales de (2.1), estos resultados son bastantes satisfactorios cuando b(x)
y d(z) son multiplos. La atractividad global del tinico estado de coexistencia
cuando A + e — be/d > 0 es un resultado absolutamente novedoso, incluso en
el caso particular de coeficientes constantes.

La distribucién del capitulo es la siguiente. La Seccion 2 establece la uni-
cidad y existencia global de las soluciones de (2.1). La Seccién 3 demuestra la
extincién de (u,v) cuando A < o7. Estas dos secciones extienden y completan
substancialmente los resultados obtenidos por G. Arioli [4] para coeficientes
constantes. En general, probar que (0,0) es un atractor global de (2.1) en
L2(Q) x LY(Q) si A = o7 es complicado y el argumento que vamos a pro-
porcionar es original. La Seccién 4 analiza la estabilidad linealizada de (0, 0)
recurriendo al principio de intercambio de estabilidad de M. G. Crandall y P.
H. Rabinowitz [11] con objeto de demostrar el resultado del apartado (c).

La Seccién 5 demuestra la unicidad del estado de coexistencia de (2.3)
cuando b/d es constante y A + e — be/d > 0 en . Este resultado generaliza
el Teorema 1.2 de J. Zhou y J. Shi [47]. Nuestra demostracién es mucho més
directa que la utilizada en [47] para coeficientes constantes, pues, en lugar
de utilizar el argumento de continuacién global de [47], nuestro resultado es
una consecuencia inmediata del Teorema 2.1 de J. Lépez-Gdémez y M. Molina-
Meyer [32]. La Seccién 6 completa la demostracién de los apartados (d)-(f).



36 Soluciones Periddicas Positivas para Sistemas RD Periddicos.

La prueba del caracter atractivo global del tinico estado de coexistencia de
(2.3) bajo la condicién A + e — be/d > 0 en £ es una consecuencia directa
de la teorfa abstracta desarrollada por M. Molina-Meyer en [38, 39, 40] para
sistemas cooperativos irreducibles. La Seccién 7 demuestra el apartado (g).

El resultado del apartado (e) establece que (2.3) admite un tnico estado
de coexistencia cuando e es suficientemente grande, en el caso especial en que
b/d es constante. Por tanto, resuelve parcialmente la conjetura del Capitulo
1, que permanece abierta en el caso general en que b y d son arbitrarias.

A lo largo de este capitulo, para cualquier a € C(f), se denotara

ar, := mina, ap = maxa.
Q Q

Observemos que ay = ||all = [|lallc(q) sia > 0.

2.2. Existencia global

El principal resultado de esta seccion establece la existencia global de una
unica solucién de (2.1) para todo ug,vg € L>(2) con ug > 0y vg > 0.

Teorema 2.1 Para todo ug,vg € L=(Q) existe § > 0 tal que (2.1) tiene una
dnica solucidn (local) en [0,48]. Ademds, para cualquier T > 0 si el problema
admite una solucion en [0,T], la solucion debe ser unica en [0,T]. Aun mds,
siug >0, v9 >0, y (u(z,t),v(x,t)) es la solucion de (2.1) en [0,T], entonces

u(-,t) >0, 0 < v(-t) <M =max {]|vo|loos ll¢/d||oo } s (2.5)

para todo t € [0, T]. Por tanto, la solucidn de (2.1) esta globalmente definida
ent>0.

A lo largo de todo el capitulo, la tnica solucién global de (2.1) se deno-
tara por

(u,v) == (u(-,t),v(-, 1)) = (u(z,t),v(z,t)) = (u(z,t; up, vo), v(x, t;ug, vo)) -

Demostracion: La existencia y unicidad de una tnica solucién clédsica se
deduce de resultados bien conocidos de la teoria de ecuaciones parabdlicas y
sistemas (ver, por ejemplo, Daners y Koch [15], Henry [20] y Lunardi [37]).

Dado T > 0 es conocido que, si (2.1) tiene una solucién en [0, T'], esta debe
ser necesariamente nica, pues la cinética del sistema es localmente Lipschitz
en L () x L*(£2). Dicha solucién se denotara por (u,v). Probaremos en pri-
mer lugar que u > 0. Sea v~ := min{0, u}. Multiplicando la primera ecuacién
de (2.1) por u~ se obtiene

/u—@_/u—Au:)\/u_u—/bu_uv. (2.6)
Q ot 0 Q Q
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Ademis,

[t f ]
o Ot w-=0 Ot  Ju-<q O
_/ u—@_/ w2 _}E/ (u™)?
w-<0p Ot Ju<q 00 2dt Jq '
Por ser u~ = 0 sobre 9 para todo t € [0, 7] conocemos también,
—/ quu:/<Vu7,Vu> :/ (VuiVu)—l—/ (Vu~,Vu)
Q Q [u—=0] [u— <0]
:/ <Vu_,Vu>:/ V- |2,
[u—<0] Q

Luego, al sustituir estas identidades en (2.6), obtenemos

1d 2 _1d
- U ) < ——

Jo=m @) <k [ @)

K = A+ D]l ool so.,62 0,77

Consecuentemente, definiendo

o) = [ @),

teniendo en cuenta que up > 0 y que por tanto u; = 0, se desprende que

(u7)2 + [ Vu P=X[ v u— [ bumww
Q Q Q

siendo

:r,(O):/Q(ua)zzo, o' (t) < 2Kz(t) Ytel0,T). (2.7)

Como el cambio de variable z(t) = e2£ty(t) transforma (2.7) en
y(0)=0, Yy <0,  yt)=0,

se tiene que y = 0, y, por tanto, z = 0. En consecuencia, u~ = 0 y de ahi,
u > 0. Por ser ug > 0, el principio del méximo parabélico de Nirenberg [42],
nos asegura que u(-,t) > 0 para todo 0 < t < T. Asf concluye la primera
afirmacién de (2.5).
Probaremos ahora que v(z,t) > 0. De (2.2), se deduce
Ov

i Av = c(z)u — d(z)uv — e(z)v > (—d(x)u(z, t) — e(z))v,

pues u > 0. Gracias al principio del méximo parabdlico,

v(z,t) > z(x,t),
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siendo z la tnica solucién del problema

—Az=(—du—e)z z€Q,t>0,
z=0 x eI, t>0,
z(z,0) = v x € Q.

Como z >0, es v > 0 en 2 para todo ¢ € (0, 7.
A continuacién, se probard la estimacién superior de v en (2.5). Sea

0 :=méx{0,v — M}.

Entonces, multiplicando la segunda ecuacién de (2.1) por ¢ se obtiene

U@ _/ﬁAv:/(c—dv)u@—/eﬁU (2.8)
ot Q Q Q
Observemos que

5@_/68(U—M)_/ @G(U—M)_'_/ ﬁa(v—M)

3t Q 8t [U>M] 8t [USM] 325
_/ 58(U_M)_/ 5@_ @@_12/52
[1)>M] 8t [1}>M] 8t Q 3t 2 dt [9) ’

vy que, ademas,
—/ am:/w@,vm :/ <w,w>+/ (i, Vo)
Q Q [v<M] [v>M]
:/1 <V@Vw:7/ (V5. (0 — M)
[v>M] [v>M]

= [ vir = [ vaP
[v>M] Q

por ser © = 0 cuando v < M. Andlogamente,

/ (c — dv)uv = / (¢ — dv)ud + / (¢ — dv)uv
Q [v<M] [v>M]
:/ (c—dv)uf):/ (¢ —dv)u(v—M) <0
[v>M] [v>M]

va que ¢ — dv < 0, pues v > M > ||¢/d|| -
Consecuentemente, sustituyendo todas estas estimaciones en (2.8) se de-

duce
1d
2dt QUQ—Qd /~2 /|VU|2 /C—dU)UfJ—/QeUTJgO

y por tanto, para todo t € (0,T], se obtiene

0</Q (:ct)dx</9 2(z,0) da.
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Por otra parte, gracias a (2.5), sabemos que
0(x,0) = max{0,v9 — M} =0,

por ser M > vy. En consecuencia, o = 0y, por definicién de M, v < M. Queda
asf finalizada la prueba de (2.5).

Falta por 1dltimo, demostrar la existencia global en tiempo. Para ello, razo-
naremos por reduccién al absurdo. Supongamos que [0, Thax), con Tipax < 00,
es el intervalo maximal de existencia de la solucién de (2.1). Como se ha
comprobado ya que v < M en [0, Tihax ), necesariamente

limsup [[u(, )|l =00 si Tmax < o0

T max

Ademsds, por ser u(-,t) > 0y v(-,t) > 0 para todo 0 < t < Tiax, se deduce
de (2.1) y (2.2) que

%:Au+)\u—buv<Au+)\u en QX (0, Tmax)-

Luego, de acuerdo con el principio del maximo parabdlico, se cumple que u < u
en X (0, Tinax), donde @ es la tnica solucién del problema lineal parabdlico

94— Nii+Ma, x€EQ t>0,
u(z,t) =0, €00, t>0, (2.9)
a(x,0) = ug, x € Q,

que viene dada por a(-,t) = et(A“‘)uo. Consecuentemente,
u(-,t) < ANy, en ) paratodo 0<t< Thax.

Pero, en ese caso, existirfa una constante C' > 0 tal que |[u(:,?)||¢(q) < C para
todo t < Tiax llegando a una contradiccion. Por tanto, Thax = 00. O

2.3. Extincion en 2 para A < oy

El principal resultado de esta seccion establece que

lim (u,v) = (0,0) si A <o

t—o00
en el sentido precisado por el siguiente teorema.
Teorema 2.2 Se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Supongamos que A < o1 y sea (u,v) la unica solucion de (2.1). Entonces,

lim [ w?(z,t)dz =0 Yy lim [ v?(z,t)dz = 0. (2.10)

t—o0 Q t—o0 Q
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(i) Supongamos X\ = o1 y sea (u,v) la dnica solucion de (2.1). Entonces,

lim [ w*(z,t)dz =0 Yy lim [ v(z,t)dz =0. (2.11)

t—o00 Q t—o00 Q

(iii) Supongamos que N = o1 y que, ademds, c(x) y e(x) sean constantes
positivas. Entonces, también se cumple (2.10).

Toda la seccién se dedica a la demostracién de este teorema. En la primera
subseccion se establecen algunos resultados técnicos auxiliares. En el resto de
las subsecciones se probaré cada uno de los apartados del teorema. Las pruebas
constituyen una adaptacién de las de G. Arioli [4], que originalmente fueron
dadas para el caso particular de coeficientes constantes.

2.3.1. Algunos resultados auxiliares de naturaleza técnica

Esta seccién nos proporciona dos resultados de naturaleza técnica que son
necesarios en la demostracién del Teorema 2.2.

Lema 2.3 Supongamos que w es una constante positiva, f € L*[0,00), f >0,
zo >0 y x € Cl0,00) satisfacen

/
o' (t) +wz(t) < f(t) para todo t >0, (2.12)
x(0) = xp.
Entonces,
lim z(t) = 0.
t—o00

Demostracién: El cambio de variable z(t) = e “!y(t), t > 0, transforma
(2.12) en

y(t) <e'f(t), t=0,  y(0)=u2(0) =0,
y nos conduce a la desigualdad

t
z(t) < e “g +/ e (=9 f(s)ds, t>0.
0

Luego, para demostrar el lema es suficiente comprobar que se cumple

t
lim e (=9 f(s)ds = 0. (2.13)

t—oo 0

Para probar (2.13) se argumentard de la siguiente forma. Dado un € > 0, como
f>0y fe LY0,00), existe T = T(e) > 0 tal que f;o f < ey, por tanto,
para todo t > T', se deduce

t T t
/0 e I f(s) ds = /0 e 79 f(s) ds + / e 7 f(s) ds

T
T t T
Sew(Tft)/ f+/ f Sew(Tft)/ f+€
0 T 0
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Por consiguiente,

¢
0< limsup/ e_“’(t_s)f(s) ds <e
0

t—o0

para cualquier € > 0, lo que concluye la prueba. g

Lema 2.4 Supongamos que w es una constante positiva, f € L*[0,00), f >0,
zo >0 yx € C0,00) satisface

' (t) + wz(t) = h(t) + f(t) para todo t >0,
(2.14)
x(0) = zo,
para alguna funcién mondtona h € C1[0,00) tal que
heo := lim h(t) € R.
t—o0
FEntonces,
Jim o(t) =
Ademds, si, en lugar de (2.14), se cumple la siguiente desigualdad
2'(t) + wz(t) < h(t)+ f(t) para todo t >0,
(2.15)
SIJ(O) = Zo,
entonces
) hoo
limsup z(t) < —.
t—o0 w
Andlogamente,
liminf (t) > hoe
t—o0 w
i
' (t) + wx(t) > h(t) + f(t) para todo t >0,
(2.16)
z(0) = xo.

Demostracién: Supongamos que z satisface (2.14) para todo ¢ > 0. Entonces,

¢ ¢
z(t) = e “ng +/ e“C D n(s)ds + / e“57t) f(s) ds
0

0
para todo ¢t > 0. Ademads, por ser w > 0, se cumple

lim e=“*¢

o = O,
t—o0

y por ser f € L'0,00) con f > 0 se satisface (2.13). Luego, es suficiente
probar que
‘ h
lim [ e Dh(s)ds =

)
t—o00 0 w
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En efecto, integrando por partes en [0, t] se obtiene

t d ew(s t)
w=tp(s)d :/ h d
[ e onsas = [ hio 5 —as

tq h w(s t) d h/ w(s t)d
e

:@_ /h/ w(s t) ds.

Como

lfm <h(t) - h(())ewt) _ I

t—o00 w w w
para terminar la demostracién es suficiente comprobar que
t w(s—t)

lim [ W(s)S

t—o0 0

ds =0.

Como .
/ h' = h(t) — h(0) = hoo — h(0)  cuando t 1 oo
0

y h' tiene signo constante, esta identidad se deduce aplicando (2.13) a la
funcién f := |W/|/w.
Supongamos ahora que z(t) satisface (2.15) en lugar de (2.14). Entonces,

t t
z(t) < e “ag+ / e“=n(s)ds + / e“(5=t) f(s5) ds
0 0

para todo t > 0 y, por lo tanto, tomando ¢ — oo en esta desigualdad, se

deduce
, hoo
limsupz(t) < —
t—o00 w

Finalmente, cuando se cumple (2.16),

t t
z(t) > e g —|—/ e“=n(s) ds —|—/ e“(57t) f(s) ds
0 0
y, consecuentemente,
hoo
liminf 2(t) > —,
t—oo w

lo que concluye la demostracién del lema.

2.3.2. Demostracién del Teorema 2.2(i)

Supongamos que A < o1. Entonces, multiplicando la primera ecuacién de
(2.1) por u, se obtiene

u@—/uAu:)\/ug—/buQU.
ot Q Q Q
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Como u >0, v >0y b> 0, se deduce

/ / |Vul?* < /\/ u? para todo ¢ > 0. (2.17)
th Q ) Q

Adems4s, considerando que

Jo V&2

[
ceHl(Q) [ &2

)

se desprende de (2.17) que

1d 2 2 _1d 2 / 2 /2
- + < -— + \Y A
s v 01/u 2t/u [Vul® < U

d
u +2(o1 — )\)/ uw? <0 para todo t > 0.
dt Q

y de ahi

Luego, como A < o1, se deduce del Lema 2.3 que

lim [ w?(z,t)dz = 0.

t—o0 Q

Por integracion directa, es sencillo comprobar que
/ u?(z,t)dr < e2(’\7"1)t/ ud(z) de. (2.18)
Q Q

Andlogamente, multiplicando la segunda ecuacién de (2.1) por v se obtiene

v@—/vAU:/(c—dv)uv—/evz.
o Ot Jg Q Q

Integrando ahora por partes y reorganizando términos, se deduce

2 —
2dt/v+/|Vv| /ev—/c dv)u

v 2 2
oontd= e Ve +2fﬂe§
€EHL(Q) Ja€

se desprende de la desigualdad anterior que

1d/v —1—0[—A+e]/v2§/(0—dv)uv§/cuvch/uv
2dt Q Q Q Q

Por tanto, definiendo

Luego, como

)

2 _
o e 7 51:0[ A—&—e]’
o[—A+ €] M
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se deduce
Ld

% QUZ—l—U[—A—Fe}/vQScM uvzoz/ﬂu(,@v)z%/ﬂZu(ﬁv)

Q Q

<g</Qu2+52/ﬂv2>—;/ﬂu2+g[_é+e]/ﬂv2.

Consecuentemente, multiplicando por 2 y reorganizando términos, a partir de
(2.18) se obtiene

d
— v2+a[—A+e]/ v? ga/ u? gaeQ()‘_"l)t/ u.
dt Jgo Q Q Q

Como o[—A+e] > o1 > 0y el ultimo término de la desigualdad es no negativo
y ademds pertenece a L'[0,00) por ser A < o1, el Lema 2.4 garantiza que

lim [ v?(z,t)dz = 0.

t—o0 Q

Queda asf concluida la demostracién del Teorema 2.2(i).

2.3.3. Demostracién del Teorema 2.2(ii)

Supongamos que A = o7. Entonces, multiplicando el primer término de
(2.1) por u se obtiene

it fy o+ el <o [t [ o
—— | u+ Vul* <oy | v — | bu“v.
2dt Jq Q| | Q Q

Luego, reorganizando términos y considerando que oy fQ u? < fQ |Vul?, se

deduce
d

u? < —2/ bu2v,

lo que implica

t
/uz(x,t) dx—/u%(a:) dz < —2/ /buzv para todo ¢ > 0.
Q Q 0 Jo

Por lo tanto,
oo
2/ bulv < / ug,
o Ja Q

/ buv € L'0,00) vy lim [ b(x)u?(z,t)v(z,y)ds = 0. (2.19)
Q

t—o0 Q

y consecuentemente,

Denotemos ahora por ¢1 > 0 a la Unica autofuncién principal asociada a oy
tal que [, 7 =1y consideremos las proyecciones en L?

U = / u(z, )1 (x) dz, Uy = U— UL
Q
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/uLsm:/wm—ul:O,
Q Q

la funcién u, es ortogonal a ¢; en L2(2). Diferenciando respecto de t y
considerando la primera ecuacién de (2.1), se obtiene

Como

uy(t) = / a@t (x,t)p1(x)dz = / (Au + o1u — buv) 1 (z) dz

:/golAu—l—al/ugol /buvgol /uAcpl—i—al/ugol—/ buvpy
Q Q Q

y de ahi,
ui(t) = 7/ buvp; <0  para todo ¢ > 0. (2.20)
Q

Luego, u1(t) es decreciente y, como us(t) > 0 para todo ¢ > 0, se deduce que
Ul o0 1= tlgglo ui(t) >0 (2.21)

estd bien definida.
Ademaés, integrar (2.20) sobre [0, ¢] nos conduce a la desigualdad

—u1(0) <up(t) —ui(0) < —/Ot/ﬂbuvgol.

Por lo tanto, tomando limites t — oo, se obtiene

/ /buvwl <up(0) = /UOWI

/ buvp, € L0, 00). (2.22)
Q

y, consecuentemente,

Multiplicando la primera ecuacién de (2.1) por u, se obtiene

/ul@f/ulAu—al/ulu:f/buvul.
o Ot Jg Q Q
Luego,

/Qm < 1)1 + 3;;) *Aul(ul(t)A@l + Auy)
_al/QuL(uﬂm—i—uL):_/Qbuv(u_ul(pl)

y de ahi

/“L‘*‘/ [V |? —01/ iz—/bu%—i—ul(t)/buvgpl, (2.23)
th o .
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pues fQ uyip1 =0y —Apy = o1p1. Por otra parte, como

V 2
bu*v > 0, oo = inf f9|7§|, ui(t) <wui(0) Vt>0,
Q ceHl (@) Jo €
Jo Ep1=0

donde o2 > 07 denota al segundo autovalor de —A en 2 bajo condiciones de
frontera tipo Dirichlet, se desprende de (2.23) que

4 ul +2(09 — 01)/ ul < 2u (0)/ buveps. (2.24)
dt Jg Q Q

Como, debido a (2.22), el segundo miembro de (2.24) estd en L'[0,00) y
ademds oy > 07, se deduce del Lema 2.3 que

lim [ w? =0. (2.25)

t—o0 Q

Consecuentemente, como

/u? - u?(t)/ 7 +/ a2 +2u1<t>/ w1 = ud(t) +/ "3
Q Q Q Q Q

haciendo tender ¢ — oo en esta igualdad, de (2.21) y (2.25) se infiere

Jim i =i . (2.26)

Consideremos ahora las proyecciones de v(z,t), definidas por
vy = / v(z, )1 (z) dz, V) =0 — v11.
Q

donde [, vip1 = 0.
Multiplicando la segunda ecuacién de (2.1) por ¢i(z) e integrando por
partes en €2 se obtiene

vy (t) + orv1(t) = /

cup f/duvcplf/ evp. (2.27)
Q Q Q

Supongamos que ¢ y e son constantes positivas. Entonces, (2.27) se transforma
en

vi(t) + (o1 + e)vi(t) = cup (t) — /Qduvgol. (2.28)

Por (2.2) y (2.22) es evidente que

/ duvpr >0y / duvey € L'[0,00). (2.29)
Q Q
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Ademsds, por (2.21), limy oo fcui(t)] = cuioo. Por tanto, del Lema 2.4, se
deduce u

It t) = —22

t;rgc vl( ) o1+ e

Observamos que, en el caso general cuando ¢(z) y e(x) son funciones positivas
que satisfacen (2.2), se desprende de (2.27) que

cLul—/ duvpy < vy + (o1 +epr)vr, v+ (o1 +ep)vy < cMul—/ duvep,
Q Q

en [0,00) y, por tanto, el Lema 2.4 nos conduce a las desigualdades

Lo < liminfwv (¢t) < lmsupwvy(t) < EMU,00

o1 +en t—o0 t—o00 01+ eL

(2.30)

Combinando ahora (2.5) con (2.30), es facil observar que existe una constante
N >M >0 tal que 0 <wv; < N para todo t > 0. Ademss,

/UU% :/(U1901 +uyr)(vipr +vi)er
Q Q

= uy ()1 (t) /Q ©F + uy(t) /Q v o]+ v(t) /

uﬂP%Jr/uwﬂm.
Q Q

Por verificarse (2.25) y (2.30), de la desigualdad de Hélder se deduce

lim {vl(t)/ uLgoer/ UL”L@l} =0,
t—o0 Q Q

pues v; < N. Luego, como fQ uvpy € L]0, 00), tomando limites t — oo en la
igualdad anterior se obtiene de (2.21) que

U1, 00 th (/ vﬂp%—i—vl(t)/ w‘i’) =0. (2.31)

Demostraremos ahora razonando por reduccién al absurdo que, v, =0y
como consecuencia, debido a (2.26), que u(-,t) — 0 en L?(Q) cuando t — oco.
Supongamos que u1 o > 0. Entonces, (2.31) implica

, 2 3\ _
tE}HOlO (/Q V17 +U1(t)/Q<P1) =0,

lm [ vp? =0. (2.32)

t—o0 Q

0, equivalentemente,

Como 1 (z) > 0 para todo z € €, se deduce de (2.32) que v — 0 en L] ()
cuando t — oo. Ademads definiendo

Qe :={xeQ : dist(x,00) > €}, e>0, e~0,
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se obtiene para un € > 0 suficientemente pequeno y para un ¢ suficientemente
grande que

/le < lelloo/g o+ Mg ocl 21\ 24,

donde M es la constante definida en (2.5). Luego,

0 < timsup [ vp1 < Mgl 2,
Q

t—o0
y, por tanto,
tlglolo vi(t) = tlglolo 5 vpr = 0. (2.33)

Debido a (2.30), esto implica que u1 o, = 0 llegando asi a una contradiccién.
Por tanto, u1 . = 0. Queda demostrado asi, por (2.26), que u — 0 en L?(12)
cuando t — oo. Ademds, por (2.30), se cumple (2.32) y, por ello, v — 0 en
L} () siempre que ¢t — co. De hecho, v — 0 en L'(£2) cuando ¢ — oo, pues
v esta acotada por M en () para t suficientemente grande lo que concluye la
prueba del Apartado (ii).

2.3.4. Demostracién Teorema 2.2(iii)

En términos de las proyecciones de u y v sobre i, la segunda ecuacién
diferencial de (2.1) puede expresarse en la forma

(1 +01) ~ Awr (e +01) = el (O +us) —eoa (O +01) — duv

0, equivalentemente en,

ov
vy (t)er + 67; + o1 (t)pr — Avy = ur(t)epr — vi(t)epr + cur —evy — duw.
(2.34)

Luego, por ser [, v1 ¢ = 0, multiplicando (2.34) por v, e integrando en  se
obtiene

1d
f—/vf_—i—/ |VUJ_|2—|—/evi :Ujl(t)/CQO1UJ_—’U1(t)/€§01UJ_
2dt Jg Q ) Q Q

(2.35)
+/cuLvL— duvv | .
Q Q

Supongamos que A = 01 y que ¢ y e son constantes positivas. Entonces, como

/ cp1vy = C/ prvy =0, / ep1vy = 6/ p1vL =0,
Q Q Q Q

la igualdad (2.35) se transforma en

1d
f—/vf_—i—(ag—i—e)/vﬁ_:c/uj_vj_—/dumu_. (2.36)
2dt Jg Q Q Q
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Por verificarse

/duvvl—/duv v—u1(t)p1) /duv —vq(t /duvcpl > —u(t /duvgpl,

de (2.36) se infiere

1d
—— Ui—&-(ag—i—e)/vi §c/ UJ_'UJ_‘FU]_(t)/dUU@]. (2.37)
2dt Jq Q Q Q

Por otra parte, el Teorema 2.1, asegura la existencia de una constante N > M
tal que v < N para todo t > 0 y de ahi, por la desigualdad de Holder se
obtiene

amw=4wmmmwms(A&ym(éﬁfmswwﬂ

para todo t > 0, pues [, ©? = 1. Luego, por (2.22) sabemos que

feL'0,00), con f(t):= 2v1(t)/ d(z)u(z, t)v(z,t)er(z)de, (2.38)

Q

/duvcpl < (d/b)M/ buvps.
Q Q

c o9+ €
, B :=
o2+ € C

por ser

Ademsés, definiendo

)

se observa que

A A
c/uLvL:AB/uLULSQ(/ui+B2/vf_>:2/u3_—|—022+€/vﬁ_.
Q Q Q Q Q Q

Consecuentemente, (2.37) y (2.38) nos conducen a la desigualdad

d
mﬂw@+>/ﬁiSA 2 () (2.30)
dt Q Q

para todo t > 0. Luego, gracias a (2.25), aplicando el Lema 2.4 a (2.39), se
deduce
lim [ v =0. (2.40)

t—o0 Q

Por ser

[ [ [ o s [t [
Q Q Q Q

de (2.33) y (2.40) se concluye que v — 0 en L?(£)) terminando asi la demos-
tracién del Teorema 2.2(iii).
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2.4. Caracter local de los estados de coexistencia de pe-
quena amplitud

Esta seccién analiza la estabilidad linealizada de (0,0) como estado estacio-
nario de (2.1) e invoca al principio de intercambio de estabilidad de Crandall
y Rabinowitz [11] para obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.5 La solucion (0,0) es linealmente asintéticamente estable como
estado de coexistencia de (2.1) si y sdélo si A < o1, y linealmente inesta-
ble si y solo si A > o1. Por lo tanto, para € > 0 suficientemente pequeno
y A € (01,01 + €], el unico estado de coexistencia de (2.3) es linealmente
asintoticamente estable, y consecuentemente, es asintoticamente estable como
estado estacionario de (2.1).

Demostracién: De acuerdo con el Teorema 1.3, existe € > 0 tal que el pro-
blema (2.3) posee un tnico estado de coexistencia para cada A € (01,01 + €.
Ademss, por la prueba del Teorema 1.1, el conjunto de estados de coexisten-
cia para ese rango de valores del parametro A es una curva real analitica que
bifurca desde (0,0) en A = o1 como consecuencia del teorema de bifuracién
local de Crandall y Rabinowitz [10]. Luego, por el principio de intercambio
de estabilidad de Crandall y Rabinowitz [11], la estabilidad linealizada de es-
tos estados de coexistencia se obtiene a partir de la estabilidad linealizada de
(0,0) como estado estacionario de (2.1) (ver Capitulo 2 de [27]). La estabilidad
linealizada de (0,0) como estado estacionario de (2.1) estd determinada por
las partes reales de los autovalores del problema lineal de autovalores

—Au= A u+Tu
—Av=cu—ev+TV
u=v=20 sobre 0f).

en &, (2.41)

De hecho, (0,0) es linealmente asintGticamente estable si Re 7 > 0 para cual-
quier autovalor 7 de (2.41), mientras que es linealmente inestable si admite
un autovalor 7 con Re7 < 0.

Sea S(—A) el espectro de —A en  bajo condiciones de frontera ho-
mogéneas tipo Dirichlet. Entonces,
S(-A)={o, :n>1}, o1 <0< <op,<0op41 <+, lim o, =00.

n—oo

Supongamos que 7 es un autovalor de (2.41) asociado a una autofuncién (u,v)
con u # 0. Entonces, 7 = g, — A para algin n > 1. Por tanto, 7 > 0 si A < o07.
Supongamos ahora que 7 es un autovalor de (2.41) asociado a una autofuncién
(u,v) con u = 0. Entonces, v # 0 satisface

(A +e)v=r1v en §,
v=20 sobre 0f),
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y, por lo tanto, 7 > o[—A + €] > o1 > 0. Consecuentemente, (0,0) es lineal-
mente asintoticamente estable si A < . El principio de estabilidad linea-
lizada asegura que (0,0) es (localmente) asintéticamente estable. De hecho,
por el Teorema 2.2(i), (0,0) es un atractor exponencial global de (2.1) en
L2(Q) x L?(Q).

Supongamos que A > o;. Entonces, 7 := 07 — A < 0 es un autovalor
negativo de (2.41) con una autofuncién asociada

u=p; >0, v=(-A+e+A—01) epr) >0,

donde @1 > 0 es una autofuncién principal de —A asociada a ;. Por lo tanto,
(0,0) es linealmente asintGticamente inestable si A > o1. Como consecuencia
del principio de intercambio de estabilidad de Crandall y Rabinowitz [11]
(ver [27, Theorem 2.4.2]), el unico estado de coexistencia de (2.3) debe ser
linealmente asintéticamente estable para cada A € (01,01 + €], si € > 0 es
suficientemente pequeno. Por el principio de estabilidad linealizada, el estado
de coexistencia es (localmente) asintéticamente exponencialmente estable.

Aunque es un atractor local, el tinico estado de coexistencia de (2.3) para
01 < A < 01 + € podria no ser un atractor global, pues (2.1) podria poseer
una solucién periddica no trivial para tales valores de A.

2.5. Unicidad del estado de coexistencia para e(x) sufi-
cientemente grande cuando b(z) y d(z) son miltiplos

El siguiente teorema nos proporciona el principal resultado de esta seccién.

Teorema 2.6 Supongamos que b/d es una constante positiva y que e(x) es
suficientemente grande para que

A+e—be/d>0 en Q. (2.42)

Entonces, si (2.3) admite un estado de coexistencia, este es dnico. Ademds,
el estado de coexistencia es no degenerado. De hecho, es linealmente asintoti-
camente estable como estado estacionario de (2.1).

El Teorema 2.6 es una extensién substancial del Teorema 1.2 de Zhou y
Shi [47] que cubre el caso general de coeficientes variables. Se deduce como
consecuencia directa del Teorema 2.1 de Lépez-Gémez y Molina-Meyer [32],
posteriormente refinado por Amann [3]. El hecho de que (2.3) admita un tnico
estado de coexistencia para e(x) suficientemente grande resuelve afirmativa-
mente la conjetura planteada en el Capitulo 1.
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Demostracion: Introduciendo la siguiente variable auxiliar

wi=u— 21)7 (2.43)

y teniendo en cuenta que b/d es una constante positiva, es sencillo comprobar
que (u,v) resuelve (2.3) si y solo si (u,w) satisface

—Au = \u — du? + duw en Q
(—A+e)w=A+e—be/d)u noss
(u,w) = (0,0) en JN.

(2.44)

El Teorema 1.1 del Capitulo 1, asegura que cualquier solucién no negativa
(u,v) # (0,0) cumple también u > 0y v > 0, es decir, es un estado de
coexistencia de (2.3). Luego, por haber supuesto (2.42), de la segunda ecuacién
de (2.44) se obtiene que w > 0, pues o[—A +¢] > o1 > 0 (ver [31, Th. 7.10]).
Consecuentemente, cualquier estado de coexistencia de (2.3) nos proporciona
un estado de coexistencia de (2.44).

Para demostrar la primera afirmacion del teorema se razonard por re-
duccién al absurdo suponiendo que (2.3) admite dos estados de coexistencia
(u1,v1) # (u2,v2). Entonces, denotando por

b
PRE ie€{1,2},

Wi = U; —

los pares (u1,w;) y (u2,ws) nos proporcionan dos estados de coexistencia de
(2.44). Por tanto,

—A(uy —ug) = Aug — du% + dugwy — (Aug — du% + dusws)
= [)\ — d(u1 -+ Ug — wg)](ul — UQ) -+ dul(wl — ’U.)Q),

(A +e)(wy —ws) = (A+e—bc/d) (ug — us),

0, equivalentemente,
U1 — U2 _ O
2B ) (D) a5

. —-A + d(u1 —+ Ug — ’UJQ) - A —du1
T —(A+e—be/d) —A+te )°

donde
(2.46)

Como duy > 0, gracias a (2.42), £ es un operador cooperativo, que ya fueron
analizados por Lépez-Gémez y Molina-Meyer en [32]. Por (2.45), 0 es un
autovalor de £ pues (uy,w;) # (ug2,ws2). Ademés, debido al Teorema 2.1 de
[32], £ admite un unico autovalor principal o[£] cuya autofuncién asociada,
(¢1,%1), puede ser elegida de forma que ¢1 > 0y ¥ > 0. Como, de acuerdo
con el Teorema 12 de Amann [3], o[£] es dominante, se obtiene de (2.45) que
olg] <o.
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Por otra parte,

¢ u _ —A’LLQ + d(u1 —+ U — ’lUQ)’LLQ — )\UQ — d’LLl’lUQ
way —(Ate—be/d)ugs + (—A+ e)ws

_ ( g — du3 + dugws + d(ug + ug — wa)ugs — Aug — dujws )
- 0

() () ()

Consecuentemente, (ug,ws) es una supersolucién positive estricta de £ en
bajo condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet y, por lo tanto, del
Teorema 2.1 de Lépez-Gémez y Molina-Meyer [32] se deduce que o[£] > 0, en
contradiccién con lo obtenido anteriormente, o[£] < 0. Asi concluye la prueba
de la unicidad.

Supongamos que (2.3) admite un estado de coexistencia y denotemos por
(U, V) a este tinico estado de coexistencia. Entonces, el problema de autova-
lores linealizado de (2.3) en (U,V) es

—Au=Mu—bVu—bUv + Tu

—Av=cu—dVu—dUv—ev+70 " 2, (2.47)
(u,v) = (0,0) en 09,
y, a través de algunos calculos directos, el cambio de variable
w'—ufév W'—UféV (2.48)
= 70 = 77 .
transforma (2.47) en
—Au = u—2dUu + dWu + dUw + Tu Q
(—A+e)w=(\+e—be/d)u+Tw o is (2.49)
(u,w) = (0,0) en 01,

que es el problema lineal de autovalores asociado a la ecuacién linealizada de
(2.44). Observemos que, denotando por

o ( “A+dQU-W) =X —dU ) (250)

—(A+e—be/d) -A+e
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los autovalores de (2.47) o (2.49), son los autovalores de 9t en Q bajo condi-
ciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet. Como

m( g )= (SR R )

B ( )\U—dU2+dUW+d(2U—W)U—>\U—dUW)
- 0

[ dUU-W)\ [ bUV o 0

o 0 o 0 0 )’
se obtiene que o[M] > 0 por [32, Theorem 2.1]. Obsérvese que W > 0 porque
(U, W) satisface (2.44). Luego, de acuerdo con Amann [3, Th. 12],

Rer > o] >0 (2.51)

para cualquier autovalor de (2.47). Consecuentemente, (U, V) es asintética-
mente linealmente estable como estado de coexistencia de (2.1) y, en particu-
lar, es no degenerado.

Como consecuencia inmediata del Teorema 2.6, se obtiene el siguiente

Teorema 2.7 Supongamos que b/d es una constante y que e es suficiente-
mente grande para que

o1+e—be/d>0 en Q. (2.52)
Entonces, (2.1) posee un estado de coexistencia si y sdlo si
01 < A < Ao := 0[—A + be/d], (2.53)

que es unico, si existe. Ademds, el conjunto de estados de coexistencia consiste
en una curva real analitica (U(N),V(X),A) tal que

lim (U(N), V(M) = (0,0) uniformemente en  (,

A—}Ul

)\h’r/{l U(N\) = oo uniformemente en subconjuntos compactos de € (2.54)
—Xoo

Y
lim V(A) =c¢/d débilmente en LP(Q) (2.55)

A= Ao
para todo p > 1, tal como se describio en el Capitulo 1.
Demostracién: Bajo la condicién (2.52), los Teoremas 1.1 y 2.6 garantizan

la unicidad de cualquier estado de coexistencia de (2.3) siendo ademés lineal-
mente asintéticamente estable. En particular, no degenerado. Por lo tanto,
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debido al teorema de la funcién implicita, la estructura del conjunto de so-
luciones a través de cualquier estado de coexistencia consiste en un arco de
curva real analitica formado por estados de coexistencia.

El hecho de que (2.3) no admita un estado de coexistencia si A > A se
deduce facilmente teniendo en cuenta que, de acuerdo con el Teorema 1.1(iii)
del Capitulo 1, Ay, es el unico valor de A donde los estados de coexistencia
bifurcan desde el infinito. En efecto, si (2.3) tuviese un estado de coexistencia
en algin A > A\, por continuaciéon global a la derecha, tendriamos estados
de coexistencia para valores de A por encima de o[—A + ||¢/d||x0b], lo que
contradice el Teorema 1.1. El resto de las afirmaciones se deducen de forma
sencilla del andlisis matemaético realizado en el capitulo anterior. Omitimos
aqui los detalles técnicos.

Estos resultados mejoran substancialmente los obtenidos por Zhou y Shi
en [47], donde la no degeneracién de los estados de coexistencia de (2.3) para
coeficientes constantes bajo la condicién (2.42), se obtuvo aplicando el si-
guiente lema, que es el Theorem 2.4 de Cui et al. [12]. Ese resultado es una
consecuencia trivial de Lépez-Gémez y Molina-Meyer en [32, Th. 2.1].

Lema 2.8 Supongamos que f,g :[0,00) X [0,00) = R son funciones de clase
C y (U,V) es un estado de coezistencia de

~Au= f(u,v)
—Av = g(u,v) en £, (2.56)
u=v=20 en 011,
tal que
Ouf(U, V) >0, f(UV) 20, f(UVIU+ 8, f(U V)V, o (2.57)
dug(U,V) >0,  g(U V)= 0ug(U,V)U + 0,g(U, V)V, T

con alguna desigualdad estricta en la segunda columna. Entonces, los autova-
lores del problema linealizado

—Au =0y f(U,V)u+ 0 f(U,V)v+ Tu 0
—Av = 0,g9(U, V)u+ 0,9(U,V)v + v s
u=v=20 en 6(2,

(2.58)

tienen partes reales positivas.

Demostracién: Como 9, f(U,V) > 0y 0,9(U,V) > 0, (2.58) es un sistema
cooperativo irreducible, ya estudiado y discutido en [32]. Ademds, debido a
(2.57), se cumple que

=AU = f(U,V) 2 0, f(U,V)U + 0, f(U, V)V,
—AV =g(U,V) 2 0,9(U,V)U + 9,9(U, V)V,
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con alguna desigualdad estricta. Por lo tanto, (U,V) nos proporciona una
supersolucién estricta positive de (2.58) con 7 = 0. Consecuentemente, por el
Teorema 2.1 de [32], el principal autovalor de (2.58) debe ser positivo. Como
debido al Teorema 12 de Amann [3] el autovalor principal es dominante, queda
concluida la demostracién del teorema. g

Cuando falla la condicién (2.52), se verifica el siguiente resultado.

Teorema 2.9 Supongamos que b/d y ¢ son constantes positivas. Entonces,
(2.3) posee un estado de coexistencia si y sdlo si se satisface (2.53). Ademds,
si no se verifica (2.52), entonces existe € >0 yn > 0 tal que (2.3) admite un
unico estado de coexistencia para cada

A€ (01301 + 6] U [)‘OO - 777>\OO)
Tal estado de coezistencia también cumple (2.54) y (2.55).

Demostracion: De acuerdo con el Teorema 2.7, se satisface el resultado bajo
la condicién (2.52), donde siempre hay unicidad. Por tanto, suponiendo que
(2.52) falla y que ademds b/d y ¢ son constante positivas se deduce

Aoo = 01[—A + be/d] = o1 + be/d

y, COmMo
Ao +e€—bc/d=01+€>0,

resulta sencillo observar que la condicién (2.42) se verifica para A suficiente-
mente préoximo a \,,. Por consiguiente, la unicidad en este caso es consecuencia
directa del Teorema 2.6. La unicidad para A\ ~ o ya fue establecida por el
Teorema 1.3.

2.6. Atractividad global del inico estado de coexistencia

El principal resultado de esta seccion es el siguiente teorema

Teorema 2.10 Supongamos que b/d es constante, que A\+e—bc/d > 0 y que
(2.3) admite un estado de coexistencia. Entonces, el estado de coerxistencia es
dnico y es un atractor global para el problema parabdlico (2.1). Concretamente,
st denotamos por (U, V') a dicho estado de coezistencia, se cumple que

A flu(,t) = Ulleq) = 0, A {o(2) = Ve = 0, (2.59)

donde (u,v) representa a la dnica solucion de (2.1).
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Demostracién: Este teorema se fundamenta en los resultados de Amann [2]
y Sattinger [46] para una tnica ecuacidn, y en sus posteriores extensiones para
sistemas cooperativos obtenidas por Molina-Meyer [38, 39, 40] y Amann [3],
donde el cambio de variable (2.48) transforma el problema de evolucién (2.1)
en el siguiente

9u _ Ay = \u — du? + duw

ot
reQ, t>0,
% 4 (~A+e)w=(A+e—bc/d)u
(2.60)
(u,w) = (0,0) x €, t>0,

u(z,0) =ug >0, w(z,0) =wy:=ug — %vo, x € Q,

que es la contrapartida parabdlica de (2.44). Como U > 0, se deduce de (2.42)
y de la segunda ecuacién de (2.44) que W > 0y, como consecuencia, (U, W) es
un estado de coexistencia de (2.44), que, ademds, de acuerdo con el Teorema
2.6, es unico. Probaremos ahora que es un atractor global para (2.60).

Como (2.3) admite un estado de coexistencia, el Teorema 1.1 garantiza
A > o1. Por otra parte, como duv > 0, se obtiene de la primera ecuacién de
(2.60) que

%—Au>/\ufdu2 en ) para todo t >0,

y, por ello,
u(z,t) > u(x,t), e, t>0, (2.61)

donde u designa a la unica solucién de

9L _ANi=\i—di* z€Q, t>0,
=0 x €, t>0,
(z,0) =uy >0, x € .

Como A > o1, es bien conocido que
J [[a(,t) = Oxleiq) = 0 (2.62)
donde 6y > 0 designa a la tinica solucién positiva de

{ —AT=\i—di® en Q,

=0 en 0.
Luego, de (2.61) y (2.62), se deduce
- N>
htrgggfu( 1) > 0. (2.63)

Por otra parte, aplicando la férmula de variacion de las constantes a la segunda
ecuacién de (2.60), se obtiene

t
w(-,t) = B + / (=)A= (X + e — be/d)u(-, s)) ds. (2.64)
0
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Como o[—A +¢] >0,

t(A—e) O

lim e wg = 0 uniformemente en €.

t—o00
Por tanto, por la positividad del semigrupo del calor, (2.63) y (2.64) nos
conducen a la siguiente desigualdad

t

liminf w(-,t) > lim [ e®=)A=) (X4 e —be/d)by) ds. (2.65)

t—o00 t—o0 0

Por otra parte, como A+ e —bc/d > 0y 6 > 0, observamos que existe w > 0
tal que
(A e—bc/d)0x > wyp, en €,

donde ¢, > 0 es una autofuncién asociada a o[—A + ¢]. Consecuentemente,
a partir de (2.65) se deduce

¢
liminfw(-,t) > lim (=98~ (e, ds

t—o00 t—o00 0
— " omtol-Ate — w
z s—t)o|—A+e
= thm ; e (wpe)ds = i p De-

Luego, independientemente del signo de wy, existe tg > 0 tal que w(-,t) >0
para todo t > ty3. Ademds, como ug > 0, se deduce del principio del méximo
parabdlico que u(+,t) > 0 para todo ¢t > 0. Como consecuencia,

u(-,t) >0 y w(,t)>0 paratodo t > to. (2.66)

Consideremos ahora el problema de autovalores asociado a la linealizacion de
(2.44) en (0,0),

—Au= A u+Tu
(wA+e)w=AN+e—be/d)u+Tw
u=w=>0 sobre Of).

en &, (2.67)

Como, por hipétesis, estamos suponiendo que (2.3) admite un estado de co-
existencia, por el Teorema 1.1 del Capitulo 1, necesariamente A > o;. Por
tanto, 71 := 01 — A < 0. Sea 1 > 0 cualquier autofuncién principal asociada
a0y

1= (A +e—1) (A +e—be/d)p1] > 0. (2.68)

A continuacién, demostraremos que €(1, ¥1) es una subsolucién de (2.44) para
e > 0 suficientemente pequeno. Como €(p1, 1) = (0,0) en 02, inicamente se
necesita comprobar que para € > 0 suficientemente pequenio se satisfacen las
siguientes desigualdades en )

—A(epr) < Mewr) — €dei + dp1in,
(—A+e)(etpr) < (A+e—be/d)epr,
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0, equivalentemente,

{ o1 <\ —edpy + edipr,

(—A+e)Y1 < (A +e—bc/d)pr. (2.69)

Como A > o1, es evidente que para € > 0 suficientemente pequefio se cumple
la primera desigualdad de (2.69). Ademads, de (2.68) se deduce

(A +e)pr =A+e—be/d)p1 +T1p1 < (A+e—be/d)pr,

y, por lo tanto, se satisface (2.69). Luego, efectivamente, €(y1,11) es una
subsolucién de (2.44) para € > 0 suficientemente pequetio.

De forma andloga, comprobaremos que (U, W) es una supersolucién de
(2.44) para todo k > 1. En efecto, por ser (U, W) = (0,0) sobre O£, es
suficiente comprobar que

—A(kU) > M(U) = £2dU? + k2dUW,
{ (=A+e) (kW) > (A +e—be/d) kU,

en (), o equivalentemente, que para todo k > 1

{ —AU > \U — kdU? + kdUW,

(At )W > (A e—be/d) U, (2.70)

Como (U, W) resuelve (2.44), se cumple la segunda igualdad de (2.70) y la
primera se transforma en

b
AU — dU? + dUW > \U — kdU? + kdUW <= UzW=U-_V.

que, evidentemente, se cumple. Consecuentemente, por ser W > 0, y ya que,
gracias a (2.66), u(-,t0) > 0y v(-,tp) > 0, existen ¢ > 0y x > 1 tales que

ep1 Sulto) KUy ehr Sw(to) < kW.
Por tanto, del principio del méximo parabdlico para sistemas de tipo coope-

rativo, se desprende

u('at;t07€@176¢1) < u(',t;to,u(',to),UJ(' to)) < U(',t;to,HU, K:W)a (2 71)
< .

w(-, t;to, o1, €1) < w(-, tto, u(s, to), w(-, to)) < w(-, t;to, kU, kW),
para todo t > to, donde, dado (£,n) € R? arbitrario,
(u(-t),v(- ) := (u(- t;to, &), w(- t;to, §5m))
designa a la tnica solucién de

Ou — Au = \u — du? + duw

ow+ (—A+e)w=(A+e—be/d)u
(u, w) = (0,0) x €090, t>t,
u(z, tg) =&, w(x,tg) =n, x € Q.

r €, t>tg,
(2.72)
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Disminuyendo €, si es necesario, se puede suponer que €(p1,1) es una subso-
lucién estricta de (2.44). En ese caso, la funcién

t— (u<'7t;t076@1)ewl)aw('at;t076@136wl))7 t> t07

es creciente. Andlogamente, como (kU, kW) es una supersolucién estricta para
K > 1, la aplicacion

t = (u(-, t;to, U, kW), w(-, t; to, kU, kW)), t > to,
es decreciente. Se deduce por tanto

lim (U(',t; tOv €P1, 61/}1),’(1)(',t; tO; 6‘;01761101)) = (Umin, Wmin),

t—o0

tlim (u(-, t;to, kU, kW), w(-, t;to, kU, KW)) = (Umax, Wimax),

—> 00
donde (Umin, Wiin) ¥ (Umax, Wmax) designan a los estados de coexistencia
minimal y maximal de(2.44) en el intervalo [(ep1, €1), (kU, KW)], respectiva-
mente. Como, debido al Teorema 2.5, (2.44) posee un tnico estado de coexis-
tencia, necesariamente se satisface

(U7 W) = (Umin> Wmin) = (UmaX7 Wmax)

y tomando limites ¢ — oo en (2.71) queda demostrada la atractividad global
de (U, W). Resulta sencillo, mediante céculos directos, establecer la atrac-
tividad global de (U, V) como estado estacionario de (2.1). Concluye asi la
demostracion del teorema.

2.7. Comportamiento asintético para A > A\

El siguiente resultado proporciona una extensién substancial de la tltima
afirmacién del Teorema 2.1 de Arioli [4], de acuerdo con la cual la norma L2
de la solucién (u(-,t),v(-,t)) diverge hacia infinito cuandot — co y b, ¢, d y e
son constantes positivas que cumplen A > oy + be/d.

Teorema 2.11 Supongamos que b/d y ¢ son constantes y
A > Ao i= 01 + be/d.
Entonces

th’m u(-,t) =00 uniformemente en subconjuntos compactos de €, (2.73)
—00

mientras que, de acuerdo con el Teorema 2.1, se satisface

limsup v(-, t) < M := méx{]|vo||co; ll¢/d|| 00 }- (2.74)

t—o0
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Demostracién: De acuerdo con el Teorema 2.9, (2.3) posee un tnico estado
de coexistencia, denotado por (Uy, V) ), para cada A € [Aoo — 1), Ao ). Andlo-
gamente, para cada A € R, denotaremos por (uy,vy) a la dnica solucién del
problema parabdlico (2.1) y por (ux,w)) a la tnica solucién del problema
parabdlico (2.60). Obérvese que wy = uy — %v,\.

Supongamos que A > \,. Entonces, del principio del maximo parabdlico
para sistemas cooperativos, se deduce

(uk("t)vwk(W t)) 2 (u/\oo—e('7t)a w)\oo—e("t))
para todo t > 0 y € > 0. Por tanto, debido al Teorema 2.10, se obtiene
ll’minfu)\(~,t) 2 lim ’u,)\oo_e(‘,t) = U)\OO_E
t—o0 t—o0

para todo € € (0,7). Luego, de acuerdo con el Teorema 1.1(iv), se desprende
que

liminfuy(-,t) > Im Uy _. = oo,

t—o0 e—0

terminando asf la prueba de (2.73). El hecho de que vy permanece acotada es
una consecuencia directa de (2.5). g
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3.1. Introduccién

Sea  un dominio acotado de RN, N > 1, con frontera 9 suficientemente
regular, y consideremos los siguientes operadores parabdlicos

0
Py = a—&—Ak(a:,t;D), k=1,..,n, (3.1)
donde
N N
Ai(z, ;D) = = > afy(x,t)D;D; + > af (@, )Di,  k=1,..,n, (3.2)
i,j=1 i=1

son operadores de segundo orden uniformemente elipticos en ) cada t > 0.
En este capitulo supondremos que todos los coeficientes

akf. b ke{l,..,n}, i,j€{l,...N},

ij) i
viven en el espacio de Banach de las funciones Holder continuas
F:={wel"?QxR;R): w(x,t+7T)=w(x,t) para todo (z,t) € QxR},

para algunos T'> 0y 0 < v < 1. A lo largo del capitulo también considerare-
mos una matriz de coeficientes

Clz,t) = (cij(, t))i,j:L...,n

de orden n con ¢;; € F para todo ¢,j € {1,...,n} y de tipo cooperativo; i.e.,
tal que

cij(z,t) >0 paratodo i,j=1,...n, i#j, (x,t)€Qx[0,T]. (3.3)

63
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El objetivo de este capitulo es caracterizar las condiciones bajo las que el
siguiente problema de contorno peridédico parabdlico cumple el principio del
méximo fuerte

Prug = Z criui(z,t) + fr en Qr=Qx[0,T],

j=1 (3.4)
ug(x,t) =0 (x,t) € 02 x [0,T7,
) =wu(z,T), x €,

donde fr € F, k = 1,...,n, son funciones dadas, datos del problema. Bajo
las hipdtesis anteriores, se demuestra en el libro de Hess [22] que cualquier
solucién u = (uy, ..., u,) de (3.4) pertenece al espacio de Banach E™, donde

E:={ue C2+”’1+”/2(Q xR;R) 1 upoxr =0, u es T-periodica en t}.
Considerando los espacios de Banach U := E™, V := '™ y el operador
P:=(P1,....Pn): U=V

definido por
Pu= (Prug,... Paun) ™, ueUl,

el problema (3.4) puede expresarse en forma compacta como
Pu=C(x,t)u+ f(z,t), uelU (3.5)

donde
f=f1, o fa)™™ eV

A continuacién, denotaremos por Pgr y Pr a los conos de funciones posi-
tivas de E y F', respectivamente. Los espacios de Banach E, F, U y V
son considerados como espacios de Banach ordenados por los conos Pg, Pp,
Py = P§ y Py = Pj, respectivamente. Observemos que el interior del cono
Pg, que denotaremos por int Pg, esta constituido por el conjunto de funciones
u € E tales que u(x,t) > 0 para todo (z,t) € Qr y %(x,t) < 0 para todo
(x,t) € 0Q x [0,T], donde n es el campo normal exterior unitario a  a lo
largo de su frontera. Obérvese que

int PU = (int PE)n .
El siguiente concepto es fundamental.

Definicién 3.1 (a) Se dice que (3.4) (o (3.5)) satisface el principio del
mazimo (PM) cuando cualquier solucion de (3.5) cumple u € Py siem-
pre que f € Py.

(b) Andlogamente, se dice que (3.5) satisface el principio del mdzimo fuerte
(PMF) cuando cualquier solucion de (3.5) cumple u € int Py siempre
que f € Py \ {0}.
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Debe observarse que, cuando el problema cumple el principio del maximo,
u = 0 es la tnica solucion de Pu = Cu. En efecto, dado que v y —u son
soluciones de esa ecuaciéon y u > 0, —u > 0, se desprende que u = 0.

El resultado principal de este capitulo generaliza el teorema principal de
Lépez-Gémez y Molina-Meyer [32], obtenido para la contrapartida eliptica de
(3.4), estableciendo la equivalencia entre las siguientes afirmaciones:

(a) El problema (3.5) admite una supersolucién positiva estricta ¥ € int Py,
en el sentido de que
PY >C¥ in Qr.

Es decir, P¥ > CV¥ en Qr, pero PV # CW.
(b) El problema (3.5) satisface el principio del maximo fuerte.
(c) El problema (3.5) satisface el principio del méximo.

(d) Existen ¢ > 0y ® € int Py tales que

PP =CP + 0. (3.6)

Ademsds, cuando se cumple alguna de estas condiciones, o nos proporciona el
tnico autovalor A del problema periédico de autovalores

Pu = Cu+ Au, u e U, (3.7)

asociado con el cual existe alguna autofuncién positiva. Ademds, o es un
autovalor simple. A ¢ le denominaremos autovalor principal del problema
(3.7) y sera denotado por

o:=0c(P-C).

A las autofunciones positivas asociadas, ® € Py \ {0}, las denominaremos
autofunciones principales. Deben estar en el interior del cono positivo.

En la Secciéon 2 enunciaremos el teorema principal del capitulo. En la
Seccién 3 demostraremos la existencia y la unicidad del autovalor principal
de (3.7) asi como algunas de sus propiedades mds importantes. Entre ellas, la
siguiente propiedad de monotonia

CT(’P*Cl) < O'(IP*CQ)
siempre que
C1= (Cllj)i’j >Cy = (C?j)i,j’
en el sentido en que

c}j > c?j para todo 4,5 =1,...,n,

C'}j (‘TO, to) > szj (IOa tO)
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para algin ¢,j € {1,...,n} y (zo,tp) € Q x R. Esta comparacién es de gran
utilidad pues proporciona estimaciones para el autovalor principal de (3.7) en
términos de los autovalores principales de determinados problemas subyacen-
tes cuya matriz cooperativa asociada es independiente de la variable espacial
x.

Cuando todos los operadores parabdlicos involucrados en la formulacién
de (3.4) coinciden, es decir,

P = =P,

y la matriz C es independiente de x, es decir, inicamente depende de t, puede
aplicarse la teoria abstracta de Krasnoselskij [24] para caracterizar las condi-
ciones bajo las que (3.4) cumple el principio del mdximo. En tal caso, nuestra
caracterizacién viene dada en términos del autovalor principal del operador
de monodromia del sistema cooperativo de ecuaciones diferenciales ordinarias

a'(t) = C(t)a(t). (3.8)

Obsérvese que si se cumple

C(t)/OtC(s)ds:/OtC'(s)dsC(t) para todo t € R,

entonces .
W(t):exp/ C, t>0,
0

es el operador traslacidn a lo largo de las trayectorias de (3.8), o aplicacidn
de Poincaré en tiempo t. Por tanto, bajo tales condiciones, el operador de
monodromia viene determinado por la matriz

T
W(T) :exp/O C.

Bajo estas condiciones, demostramos que (3.5), o, equivalentemente, (3.4),
cumple el principio del méximo si y sélo si los n primeros menores de la
matriz

T
M (P T — %/O C(s) ds

tienen determinantes positivos, donde estamos denotando por A1(P;) el auto-
valor principal de este operador parabdlico. Evidentemente, tales resultados
generalizan al caso periddico-parabdlico los anteriores de [18] y [32].

Finalmente, cuando todos los autovalores principales de los operadores pa-
rabdlicos involucrados en la formulacién de (3.4) sean positivos, aplicaremos la
anterior teoria general a la bisqueda de resultados de existencia de autovalores
principales del problema con peso

PO = uC(z,t)®, &€ Py \ {0},
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a través del andlisis de los ceros de la funcién
uw—o(P—uC).

Nuestros resultados proporcionan una version muy general para sistemas de
un resultado clésico de Beltramo y Hess [2] para una tnica ecuacién.

En lineas generales, la metodologia adoptada en este capitulo sigue las
pautas, ya clésicas, de Krasnoselskij [24] y Lépez-Gdémez y Molina-Meyer [32].

3.2. Caracterizacion del principio del maximo
El principal resultado de esta seccion es el siguiente.

Teorema 3.2 Las siguientes condiciones son equivalentes:

(C1) Eziste ¥ € int Py tal que PY > CW.

(C2) El operador (P —C)™' : V. — V estd bien definido, es compacto y
fuertemente positivo.

(C3) El problema (3.5) cumple el principio del mdzimo fuerte.
(C4) El problema (3.5) cumple el principio del mdzimo.

(C5) El problema de autovalores (3.6) admite un autovalor positivo, o(P—C),
asociado a una autofuncion ® € int Py, unica salvo constantes multipli-
cativas.

Ademds, si se cumple alguna de estas condiciones, el autovalor o(P — C) es
stmple y no existe ningin otro autovalor de (3.6) con una autofuncidn positiva.
Finalmente, para cada p € Py \ {0}, la ecuacidn

Mu— (P —C) tu=p, (3.9)

. s . ., .. . . 1 .
tiene una unica solucion positiva u € int Py si A > “(P=0)’ mientras que

. . 1
carece de soluciones si A < SP=0)

La demostracién de este teorema se basa en la siguiente versiéon generali-
zada del célebre teorema de Krein y Rutman [25], debido a Lépez-Gdémesz [31,
Theorem 6.3].

Teorema 3.3 (Generalizado de Krein-Rutman) Sea (E, || . ||, P) un es-
pacio de Banach ordenado con int P # {0} y T € K(E) un operador compacto
fuertemente positivo,es decir, tal que

T (P\ {0}) C int P. (3.10)

Se cumplen las siguientes propiedades:
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(i) sprT > 0 es un autovalor de T algebraicamente simple con
Kernel [sprT I — T = span [z]
para algun xg € int P.

(i) sprT es el dnico autovalor real de T con un autovector asociado en

P\ {0}.
(iii) sprT es el unico autovalor de T en el circulo espectral
I¢| = sprT.
En otras palabras,

[A| < sprT para todo X € o(T) \ {sprT}.

(iv) Para todo nimero real A > spr'T, el operador resolvente
RNT) := (M -T) " € L(E)
es fuertemente positivo, en el siguiente sentido

R\T)(P\{0}) Cint P.
(v) Ezisten € >0 y x > 0 tales que
RN T)x <0 para todo X € (sprT — e, sprT).

(vi) Supongamos ademds, que P es un cono normal. Entonces:

(a) Eziste x, € P*\ {0} tal que

zy(z0) >0 y Kernel [sprT I — T*] = span [z] .
(b) Para todo x € P\ {0}, se cumple que z((x) > 0 y la ecuacion
sprlu —Tu==x

carece de soluciones positivas. Por lo tanto, para cada A < sprT y
x>0, la ecuacion
Au—Tu==x

también carece de soluciones positivas.

Demostracion del Teorema 3.2: En primer lugar demostraremos que
(C1) = (C2). Sea
U = (¢1,...,%y) € int Py
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tal que
PU >CW.

Entonces,

n
Pihi > Z cij; > ¢y paratodo i€ {l,..,n}.

j=1

Del teorema de caracterizacién para una tnica ecuacion, se desprende que el
autovalor principal de P; — ¢;;, denotado por A\;(P; — ¢;;), cumple

M(P; —c¢ii) >0, 1<i1<n.

Ademas,
(Pi — Cii)il = F

es compacto y fuertemente positivo para cada i € {1,...,n}.
A continuacion, consideraremos la funcién

fi=PU—CU.

Por hipétesis, tenemos que f > 0. Ademas,

n

di= (Pi— ca) Mewyy) + (Pi— ea) ' fi, 1<i<n  (3.11)
—
i
Como f > 0, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

fn>0.

En caso contrario, podemos renombrar todas las variables con objeto de que
ocurra asi. Sustituyendo la dltima ecuacién de (3.11) en las anteriores y reor-
ganizando términos se obtiene

n—1
Yi = Tty +Klifi + Klofo,  1<i<n—1, (3.12)

j=1
para unos ciertos operadores compactos y fuertemente positivos,
1. 1.
Tj: F—F, Kij+ F = F,

determinados por P y C, cuya expresién explicita es irrelevante en la demos-
tracién del teorema.
Observemos que (3.12) puede reescribirse bajo la forma

n—1
Ui =T+ Tty + Kbifi + Kl for 1<i<n—1.  (3.13)
j=1

i
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Como f; >0y ¢; >0paracadal <i<n,y f, >0, (3.13) tiene la forma
by = Ti + i

para algin p} € int Pg, i € {1,...,n — 1}. Luego, como v; € int Pg, gracias al
Teorema 3.3 (vi)(b),

sprT; < 1, 1<i<n-1
Por consiguiente, por el Teorema 3.3 (iv), obtenemos
(Ir —T;)"':F—F, ie{l,...,n—1}

son operadores compactos fuertemente positivos, donde Ir designa a la iden-
tidad de F'. Por lo tanto, de (3.13) se deduce

b= =T | ST KK | 1<iga-1 Gy
7
Supongamos que n = 2. Entonces, de la segunda ecuacién de (3.11), se infiere
P = (P2 — c22) Hentn) + (P2 — c22)” ' fo. (3.15)
Por lo tanto, sustituyendo en la primera ecuacién de (3.11), se obtiene
1= (P1—en) ' (crz¢hn + f1)

=Py —cn1)t (612(772 — 622)_1(C2l¢1)) (3.16)
+ (P1—c11) ! (c12(Pa— c22) ' fo) + (P1— 1) '

Con las notaciones utilizadas en (3.12),
Tii = (P1—c11) " Herz(P2 — c22) ™ (e )
Kip=(Pr—ci)™!
Kiy = (P1—c11)"" (c12(P2— c22)7")

la primera ecuacién de (3.14) queda escrita en la forma

-1

1= (Ir = Th) Kifi+ (Ir— 7'111)71 K1sfas (3.17)

que nos determina univocamente 1 en términos de f = (/f1, f2). Sustituyendo
(3.17) en (3.15), obtenemos 15 en funcién de f; y fo. En resumen, existen
cuatro operadores K;; : ' — F compactos y fuertemente positivos tales que

1 =K fi1 + Kz fo,
o = Ko f1 + Kaa fo.
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De hecho, como en dimensién n = 2

up = K fi1 + K2 fo
uz = Ka1 f1 + Koz fo

nos proporciona la tnica solucién de Pu = Cu + f en U para cada f € Vel
resultado queda demostrado en este caso.

Supongamos ahora que n > 2y fijemos r € {1,2,...,n—1}. Demostraremos
que existen n operadores compactos fuertemente positivos

Kej: F—F, je{l, .., n}
tales que

T 3.15)
j=1
Para ello, consideremos un r, € {1,...,n — 1} \ {r} arbitrario y definimos

L:={1,..,n—1}\{r}.

Entonces, sustituyendo la r1-ésima ecuacién de (3.14) en las restantes y reor-
ganizando términos se obtiene

vi= ) Towy K fi A K fo + K S i€ DL, (319)
j€h
para algunos operadores compactos fuertemente positivos

T3, Ki + F—F,

35
determinados por P y C. Todas las ecuaciones de (3.19) pueden expresarse

bajo la forma
Vi = Tavi+p;, i€l

para algtin p? € int Pg, i € I;. Como v; € int Pg, el Teorema 3.3 (vi)(b) nos
asegura que
spr7; < 1, 1€ I1.

Por ello, gracias al Teorema 3.3 (iv), se obtiene
Zp—T3)': F»F, i€l

son operadores compactos fuertemente positivos. Por tanto, de (3.19) se de-
duce que, para cada i € I,

n—1
bi=Tr —T2) | Y T+ K2 fi+ K2 fr + K2 S0 | (3:20)
j=1

J#4,T1



72 Soluciones Periddicas Positivas para Sistemas RD Periddicos.

Si I; tiene un tnico elemento, la prueba ha terminado. Supongamos que tiene
al menos dos y elijamos ro € I \ {r} arbitrario. Sea I := I \ {r2}. Sustitu-
yendo la ro-ésima ecuacién de (3.20) en las restantes y reorganizando términos
se obtiene

Vi =) Ty + K fi A K o A K fry + K i€, (321)
j€El2
para algunos operadores compactos fuertemente positivos

TS, K, « F—F,

K
determinados por Py C, cuya expresién explicita es irrelevante para la prueba.
Este argumento recursivo nos conduce a (3.18) en un nimero finito de pasos.
Finalmente, sustituyendo (3.18), para 1 <r < n—1, en la dltima ecuacién
de (3.11) se comprueba facilmente que (3.18) también se cumple para r = n.
Resumiendo, existen n? operadores compactos y fuertemente positivos Kij -
F — F tales que

P = Z’Cijfj’ 1€ {1, ,n} (322)
j=1

Como todos los operadores involucrados en el proceso anterior estan bien
definidos, el esquema anterior, simultneamente, también nos demuestra que

u:=Kf, K:= (Kij)lgi,jgn’
de hecho proporciona la tinica solucion de
Pu=Cu+ f.

Concluye asf la demostracién de la implicacién (C1) = (C2).
Obviamente, (C2) = (C3) = (C4). La implicacién (C3) = (C5) se obtiene
facilmente aplicando el Teorema 3.3 al operador compacto

(P-C)t: V=V,
que nos asegura la existencia del autovalor

1

UZ:U(P—C):W.

Comprobemos ahora que (C5) = (C1). Sean o > 0y ® € int Py tales que
PO =CP+ 0.

Entonces, P® > CP y se cumple (C1).

Para concluir la demostracién del teorema probaremos que (C4) = (C1).
Por suponer que el problema (3.5) cumple el principio del méximo, u = 0 es
la tnica solucién de

Pu = Cu.
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Por lo tanto, el teorema de Banach de la aplicacion abierta nos asegura que
P-C:U—->YV

es un isomorfismo topolédgico, por ser un operador de Fredholm de indice cero.
Fijemos p € int Py. Por cumplirse el principio del méximo para (3.5), se
observa que

UePy\{0} donde W:=(P-C)"'p

Sea A > 0 suficientemente grande para que los operadores Py — cpr + A cum-
plan el principio del méximo fuerte para cada k € {1,...,n}. Sabemos que es
suficiente considerar

A= méx{l, 1+ 11%1132( {—O’(Pk — Ckk)}} > —O'(Pk — Ckk), 1<k<n.

Por construccion,
(Pk = col + Mol = Mo +pk, 1<k <n.
De donde se deduce que
¢k=(7)k—ckk+)\)_l()\¢k + Pi), 1<k<n.

y, por tanto,
P € int Pr, 1<k<n.

Como, por construccién, se cumple
PU =C¥ +p>CVY,

esta funciéon ¥ nos proporciona la supersoluciéon buscada. Queda asi concluida
la demostracién del teorema.

La condicién ¢;; > 0 para cada ¢ # j y (x,t) € Qr no es imprescindible
para que se cumpla el Teorema 3.2. Alguna de las funciones coeficiente no
diagonales de la matriz de acople C pueden anularse y, sin embargo, mantenerse
la validez del Teorema 3.2.

3.3. Propiedades fundamentales del autovalor principal

El siguiente resultado demuestra la existencia y unicidad del autovalor
principal para el siguiente problema de autovalores
{ PO =CP+ N\,

o € int Py. (3.23)
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Teorema 3.4 (Autovalor y autofuncién principales) El problema de au-
tovalores (3.23) admite un unico autovalor real asociado a una autofuncion
positiva, denotado por A\ (P —C) y denominado autovalor principal del proble-
ma. Es un autovalor algebraicamente simple. Ademds, cualquier autofuncion
positiva asociada a él, @, debe cumplir ® € int Py .

Demostracion: Sea ();,1);) un par spectral principal asociado al operador
parabdlico P; para cada i € {1,...,n}, y consideremos A € R suficientemente
grande para que

(Pi+ Mo = (i + s > > eijihy, 1<i<n.
j=1
Sea ¥ = (1, ..., ¥y ). Entonces
U € int Py y (P+A)¥ >CU.
El Teorema 3.2 asegura que
(P+r-0C)t

es compacto y fuertemente positivo. Finalmente, el Teorema 3.3 concluye la
prueba.

Teorema 3.5 (Monotonia respecto de C) Sean
G = (Czlj)m:l,_,,,na C2 = (C?j)i,jzl,,wn»
dos matrices cooperativas de orden n que cumplen C; > Co en el sentido que
c}j > c?j para todo i,j € {1,...,n}
yci; # c?j para algin (i,7) € {1, ...,n}z. Entonces
M(P—=C1) < M (P —Ca). (3.24)

Demostracién: Sea ¢, € int Py una autofuncién principal asociada al auto-
valor A1 (P — C1). Entonces

(P—=Co— M (P—-C)I,)®1=(P—Ci— M(P—C1)I,) P1+ (C1 — C2) D4,
donde I, es la matriz identidad de orden n. Por lo tanto,
(P=Co— M (P—=C1)I,) Py =(CL —Cq) Py > 0.
Luego, ®; es una supersolucién estricta positiva del operador

P —Cy— M (P —Ci)I,.
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Consecuentemente, gracias al Teorema 3.2, se desprende que
AM(P—=Co— M (P —Cy)I,) > 0.
Ya que
M(P =Co— M (P—=C)I) = (P —Cy) — M (P—0Cy),
la edemostraciéon queda completa. g

A continuacién, dada una funcién f : Qr — R se define
fM(t) = Sl}pf('vt)a fL(t) = l’gff(vt)
Q

Andlogamente, para cualquier matriz C = (Cij)ij de coeficientes continuos,
;
escribiremos

Crn(t) == ((cij)na(t))igs Cr(t) = ((ci)L (), -

El siguiente resultado se deduce de los Teoremas 3.2, 3.4 y 3.5.

Corolario 3.6 Supongamos que
M (P —Cp(t)) > 0. (3.25)

Entonces el problema (3.4) cumple el principio del mdzimo fuerte. Mientras
que, cuando
M(P—Cr(t)) <0, (3.26)

el problema (3.4) no satisface el principio del mdzimo.
Demostracion: A partir del Teorema 3.5 se desprende que
AM(P =Cu(t)) < M(P —C(x,1)) < A (P —Cr(t)).
Por tanto, (3.25) implica
M(P —C(z,t)) >0
y, por el Teorema 3.2, se satisface el principio del méaximo fuerte.

Anélogamente, cuando A (P — Cr(t)) < 0, entonces A (P —C(x,t)) <0y
no se puede cumplir el principio del méaximo.
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3.4. El caso Pi(z,t; D) = = Py(x,t; D)

A lo largo de esta seccién supondremos

El siguiente resultado caracteriza la validez del principio del méaximo fuerte
para el problema (3.4) en el caso especial en que la matriz de acople, C, sea
independiente de la variable espacial, z. Cuando esto no ocurra, habrd que
recurrir al Corolario 3.6 para obtener algunas condiciones necesarias y/o sufi-
cientes.

Teorema 3.7 Supongamos que C(z,t) = C(t). Entonces el problema (3.4)
satisface el principio del mdzimo fuerte si y sélo si

1
A1(P1) > T log 111(C) (3.27)
donde A\ (P1) designa al autovalor principal del operador parabdlico

Pr=- =P,

T es el periodo y u1(C) es el autovalor principal del operador de monodromia
del sistema

a'(t) =C(t)a(t), (3.28)

cuya existencia estd garantizada por el Teorema 4.7 de Krasnoselskij [24].

Demostracion: Sea

AL = M (P —C(t))

el autovalor principal de (3.23). Gracias al Teorema 3.2, es suficiente compro-
bar que se cumple la identidad

A=A (P1) - %log 11 (C). (3.29)

Sea ¢ € int Pg una autofuncién principal asociada al autovalor A1 (P;); es Gni-
ca salvo constantes multiplicativas. Con el fin de demostrar (3.29), buscaremos
valores de A e Ry

a(t) = (a1(t), .., an(t)), a;(t) >0, at+T)=at), teR, i=1,..,n,
tales que la n-upla

O(z,t) == (a1 (t)p(, 1), ..., an(t)p(x, 1)) (3.30)
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verifique
PO =C(t)D + \D. (3.31)
La funcién ®(z,t) resuelve (3.31) si y sdlo si, para cada t € R,
oz, t)a/ (t) + M (Pr)e(z, ta(t) = oz, t)C(H)a(t) + Ap(z, t)a(t),
que puede re-escribirse equivalentemente en la forma
o/ (t) = (C(t) + X = M (P1)) aft). (3.32)

Sea W (t) el operador que envia cada punto € RY en el valor, al cabo de
tiempo ¢, de la tnica solucién, a(t;x), de (3.28) tal que «(0) = z; es decir,
W (t)z = a(t; z). En la literatura especializada (ver, por ejemplo, Krasnoselskij
[24]), W (¢) también recibe la denominacién de operador traslacion a lo largo
de las trayectorias de (3.28), o aplicacidn de Poincaré del sistema (3.28);
es el operador solucion. Evidentemente, W (t) es una matriz fundamental de
soluciones del sistema (3.28) con W(0) = I, y la matriz

V(t) := e POy (1)
es el operador solucién de (3.32). Por consiguiente,
V(T) := XM POTyy () (3.33)

es el operador de monodromia de (3.32).

El sistema (3.32) admite alguna solucién positiva y T-periddica si y sélo si
existe algin = > 0 tal que V(T)z = z. Gracias a (3.33), V(T')x = z equivale
a la identidad

W (T)x = e~ A2 (PITy,

Consecuentemente, por la unicidad del autovalor principal,  debe ser el au-
tovector principal de W (T). Es decir,

pa(€) = e MO,

de donde se infiere )
)\1 = )\1(P1) — T logul(C)

es el autovalor principal de (3.23), lo que concluye la demostracién.

Estimar el autovalor principal del operador de monodromia de (3.28) no
es, en general, una tarea facil. Sin embargo, en el caso especial en que

C(t) /OtC(s) ds = /OtC(s) ds C(t) paratodo t € R, (3.34)

es conocido que
t
W(t) = exp ( / c) . teR, (3.35)
0

de donde se deduce facilmente el siguiente resultado.
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Teorema 3.8 Supongamos que se cumple (3.34) y que C(x,t) = C(t). Sea

A1(P1) el autovalor principal del operador parabdlico Py y consideremos la
matriz M definida por

M= M ()T — ;/OTC. (3.36)

Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) El problema (3.4) satisface el principio del mdximo fuerte.

T
A1(P1) > spr (71,/0 C)

donde sprA denota el radio espectral de una matriz A.

(ii) Se cumple que

(iii) La matriz M~ define un endomorfismo fuertemente positivo de R™.
(iv) Los menores principales de la matriz M tienen determinante positivo.

(v) Los n primeros menores de M tienen determinante positivo.

Un menor principal es aquel obtenido eliminando filas y columnas con el mismo
orden de la matriz original. Los n primeros menores de M son

1 (T
Ml = )\1(731) - */ C11
T Jo
y, para cada 2 < j < n,
M (Py) — %foTCll _% foTClj
M; = : - :

T T

—zloen o POy o

Demostracion: Las matrices cuyos coeficientes no diagonales son no positivos
suelen denominarse M-matrices. La matriz M definida en (3.36) lo es. En
el texto cldsico de Gantmacher [19] se encuentran recogidas algunas de las
principales propiedades de las M-matrices. De ellas se deducen facilmente
la equivalencia entre (ii), (iv) y (v). Las implicaciones (iii) = (iv) y (iv) =
(iii) fueran demostradas por D. G. Figueidiero y E. Mittidieri en [18] y por
J. Lépez-Gémez y M. Molina-Meyer en [32], respectivamente. Por tanto, es
suficiente demostrar que (i) < (ii).

Por suponer (3.34), el operador traslacién a lo largo de las trayectorias de
(3.28) viene dado por (3.35). Por tanto, gracias al teorema de la aplicacién
espectral (cf. Teorema 2.4.2 de [34]),

11(C) = spr <W<T>>:exp(spr / c)
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y, por ello, (3.29) nos proporciona la identidad

1 T
/\1=/\1(791)—Tspr / C.
0

El Teorema 3.2 asegura que el problema (3.36) satisface el principio del méxi-
mo fuerte si y sélo si A\; > 0, quedando concluida la prueba.

3.5. Un problema de autovalores con peso

En esta seccién estudiaremos la existencia de ntimeros reales p > 0 para
los que el problema de valores de frontera con matriz peso C,

PP =puCe, & €intPy, (3.37)

tiene alguna solucién. A tales valores de p se los denomina auvalores princi-
pales de (3.37). A las autofunciones asociadas se las califica de principales.
El tnico resultado conocido acerca de la existencia de autovalores principales
en el contexto del problema periédico parabdlico es el teorema principal de
A. Beltramo y P. Hess en [5] obtenido para el caso de una tdnica ecuacién.
El siguiente teorema proporciona una generalizacién del de A. Beltramo y P.
Hess.

Teorema 3.9 Cualquier autovalor principal p del problema (3.37) es alge-
braicamente simple, en el sentido que

N[(P—puC)*) = N[P - uC]

es unidimensional y la autofuncion positiva asociada se encuentra en el inte-
rior del cono positivo Py. Ademds, los autovalores principales son aislados.
Si, ademds, se supone que

Pr=-=P, (3.38)
con

n T
A1 (Py) >0, Z/O (cii)r > 0, (3.39)
i=1

entonces el problema (3.37) tiene al menos un autovalor principal.

Demostracion: Para cada pu > 0 sea A1 (u) el autovalor principal de

PO =pCod+ M (1)@, @ e€intPy,
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cuya existencia y unicidad estdn garantizadas por el Teorema 3.4. Como u es
autovalor principal de (3.37) si y sélo si, A1(u) = 0y, gracias, por ejemplo, al
Lema 2.1.1 de [27], la aplicacién

= A1 (p)

es analitica, el conjunto de autovalores principales del problema (3.37) es efec-
tivamente discreto, a menos que Ay (p) = 0.

Supongamos que se cumplen (3.38) y (3.39) y denotemos por ¢ a la auto-
funcién principal de P;. Entonces, llamando,

U= (p,...,9),

se cumple
PY = )\1(731)\11 > W C(a:,t)\IJ,

para p suficientemente pequetio. Luego, por el Teorema 3.2, A1(u) > 0 para
tales valores de p. Ademads, del Teorema 3.5 se infiere que, para cada ¢ € [0, 7],

AM(P = pC(1) < Ar(P — pCr(t)).
Por tanto, demostrando que
(P = 5CL(£) =0

para algin g > 0, un argumento de continuidad concluye la prueba del teore-
ma, puesto que A (P) > 0. En efecto, gracias a (3.29), sabemos que

1
M(P = pCr) = M(Pr) = 5 log pu(uCe),

siendo p1 := p1(uCr) el autovalor principal del operador de monodromia del
sistema

o (t) = pCr(t) aft).
De acuerdo con M. A. Krasnoselskij [24, Theorem 4.7], los restantes autova-
lores u;, i = 1,...,n, satisfacen

il < pa-
Consecuentemente, la formula de Liouville nos conduce a la desigualdad
det W (T) = efo tramaluCe) — en " Sjma ) < [y (uCp )"
Por ello, gracias a (3.39) se obtiene
M p1(uCr) = oo.

Luego
lim A\ (P — uCr) = —o0,
H—>00

concluyendo asi la demostracion del teorema.
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