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SUMMARY

The goal of this Thesis is to study several questions related to the symmetric crosscap
number of finite groups. This number is defined in terms of non-orientable, unbordered,
Klein surfaces. Such a surface is a compact non-orientable unborderd surface endowed
with a dianalytic atlas. Throughout the thesis we only deal with this kind of surfaces,
and so we call them simply surfaces. These surfaces are determined topologically by their
topological genus g. If the genus of a surfaces it at least 3, its automorphism group is
finite, and its order is at most 84(g — 2). On the other hand, every finite group acts as
an automorphism group of some surface. The least among the topological genera of the
surfaces on which the group G acts is called the symmetric crosscap number of G, as
was defined by Coy L. May, although there exist earlier results on this parameter.

A wealth of results is presently known about the symmetric crosscap number, alt-
hough the knowledge on parameters as the symmetric genus, or the real genus, is deeper.
For instance, the symmetric crosscap number of some infinite families of groups is known,
as well as the one of the groups of order lesser than 32. Also, all groups with symmetric
crosscap number lesser than 10 have been obtained. All these results are described in
terms of the algebraic structure of the finite group. Besides, by using the automatized
libraries of GAP and MAGMA, Marston Conderhas obtaines the symmetric crosscap
number of all groups of order up to 127, and the groups whose symmetric crosscap num-
ber is minor than 66. These results are given in terms of the label of the finite group G
in the library of GAP, and so they do not allow to know directly the algebraic structure
of the group.

Probably, the most important problem on the symmetric crosscap number is presently
to determine its spectrum, that is to say, to know which integers are the symmetric cross-
cap number of some group. It is already known that 3 is not the symmetric crosscap
number of any group, and all numbers which are not of the form 12k + 3 belong to the
spectrum.

The procedure followed in our work is the following. The surfaces are uniformized
by means of non-Euclidean crystallographic (in short, NEC) groups. These groups have
a presentation by generators and relations, which is expressed in the so-called signature
of the group, which determines the area of its fundamental region. The surface is the
quotient of the hyperbolic plane by a surface (that is to say, without torsion elements)
NEC group I', and its automorphism group is then a quotient A/T", where A is another
NEC group containing I" as a normal subgroup. Then, the symmetric crosscap number
of a group G is obtained by obtaining an NEC group A whose fundamental region has
minimal area, such that there exists an epimorphism from A onto G with kernel I', such
that G is obtained by images of orientation-preserving elements of I'.

The lists of Marston Conder identify each finite group by its label in the GAP li-



brary. For each group they give its symmetric crosscap number and the signature of
the NEC group A. In the first two chapters of the thesis we have identified all groups
with symmetric crosscap number between 10 and 17, as well as the symmetric crosscap
number of all groups with order between 32 and 63. In order to solve both problems,
the first step has been to determine the algebraic structure of the group G, and then,
for the corresponding NEC group A, to obtain an epimorphism from A onto G with
kernel I'. In some cases, for a given group G there exist several groups A, and then the
epimorphisms corresponding to each of them have been obtained. This work has been
especially difficult when the group G has a big order, since then it has been necessary
to determine its algebraic structure, and in some cases also a presentation by generators
and relations allowing to define the suitable epimorphism.

The results of this thesis are the following. Firstly, all groups with symmetric cross-
cap number between 10 and 17 have been identified. Secondly, the symmetric crosscap
number of all groups of order between 32 and 63. In both cases, we give the algebraic
structure of the finite group, as well as a presentation by generators and relations, and
the corresponding epimorphism. Finally, we study the spectrum. Since the relevant num-
bers are those of the form 12k + 3, we study carefully the groups of symmetric crosscap
number 27, 39, 51 and 63. There appear groups of very high order, whose algebraic
structure has been deduced case by case, and the result has been very fruitful: form that
study we have got information enough to obtain five infinite families of groups whose
symmetric crosscap numbers are of the form 12k+ 3. Those numbers were already known
to be in the spectrum, but the study of a group of symmetric crosscap number 27 has
allowed to define a new family of groups which are candidates to cover all numbers of
the form 60k + 27. These integers, which evidently belong to the set of multiples of 12
plus 3, are the majority among those which is still unknown whether they belong to the
spectrum. In the last Section of the thesis it is proven that the first groups in the family
have symmetric crosscap number 207 and 267, which were the first two numbers whose
belonging to the spectrum was undecided.

This result enforces the idea that the symmetric crosscap number of each group in the
family, say Gy, is just 60k + 27. Hence all these numbers should belong to the spectrum
of the symmetric crosscap number. If this is really so, 495 becomes the first number of
which it is not known whether it belongs to the spectrum. It looks like the conclusion
should be that 3 is actually the unique integer outside the spectrum. However, we have
no idea by now about how to find a group of symmetric crosscap number, for instance,
495.
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PRELIMINARES

Superficies de Klein y grupos NEC

Una superficie de Klein S es una superficie compacta dotada de una estructura
dianalitica [1]. Las superficies de Klein pueden ser vistas como una generalizacién de su-
perficies de Riemann incluyendo las superficies con borde y no orientables. Una superficie
de Klein orientable sin borde es una superficie de Riemann. Dada una superficie de Klein
X de género topoldgico g con k componentes en el borde, el nimero p = ng + k — 1 se
llama género algebraico de X, donde = 2 si X es una superficie orientable y n = 1 si no.

En el estudio de superficies de Klein y sus grupos de automorfismos los grupos crista-
logréficos no euclideos (Grupos NEC, en inglés) juegan un papel esencial. Un grupo NEC
I" es un subgrupo discreto de G (el grupo completo de isometrias del plano hiperbdlico
H) con cociente compacto H/I". Para cada superficie de Klein X con p > 2 existe un
grupo NEC T, tal que X = #H/T".

Un grupo finito G de orden N es un grupo de automorfismos de una superficie de
Klein X = #H /T si y solo si existe un grupo NEC A tal que I' es un subgrupo normal de
A con indice N y G = A/T". Cada grupo finito G actiia como grupo de automorfismos
de una superficie de Klein no orientable sin borde. Al minimo género de estas superficies
lo llamaremos género imaginario de G y se denota por 6(G). Una superficie de género
topolégico g > 3 tiene a lo més 84(¢g — 2) automorfismos. Asi que para cada g hay un
numero finito de grupos actuando en una superficie de género g.

Un grupo NEC T' es un subgrupo discreto de isometrias del plano hiperbdlico H,
incluyendo elementos que inviertan la orientacién, con cociente compacto X = H/T.
Cada grupo NEC T tiene asociada una signatura [18]:

o) = (9, %, [m1,....ms], {(ni1, ..., nis;) i =1, ..., k}), (1)

donde g, k, r, m;,n; ; son enteros que satisfacen g, k,r > 0, m; > 2,n; ; > 2. Los nimeros
m; son los periodos propios. Los paréntesis (n;1,...,nis,) son los ciclo-periodos. Los
nimeros n; ; son los periodos del ciclo-periodo (n; 1, ..., ni,). Denotaremos por [-], (-) y
{-} los casos en los que r =0, s; = 0 y k = 0, respectivamente.

La signatura determina una presentacién [30] de I'" por los generadores z; (i =
Lioor); e (1=1,.,k); cij (1 =1,..,kj =0,..,8); aj,b; (1 =1,...,9) si o tiene
signo '+’ y d; (i = 1,...,g) si o tiene signo -’.



Estos generadores satisfacen las siguientes relaciones:

.2 — 2 (. A\ — 1. ol o
=10 =c = (cij—1cig)" =15 e; "cipeicis; =1

r k g —1p-1 P .
[l @i [Ty ei [ 17 (asbsa; "b; 7)) =1 si o tiene signo '+’
r ) k ) g 2 . . . )y
[zl e [I]-, df =1 si o tiene signo -

Las isometrias x; son elipticas, e;, a;, b; son hiperbdlicas, ¢; j son reflexiones y d; son
reflexiones sesgadas.

Cada grupo NEC T" con signatura (1) tiene asociada una regién fundamental cuya
area p(I"), llamada el area del grupo, es:
)) )

con n =2 o 1 dependiendo del signo '+’ o -’ en la signatura. Un grupo NEC con sig-
natura (1) existe si y solo si el lado derecho de (2) es mayor que 0. Denotamos por |T|
la expresién u(I')/27 y se llama el drea reducida de T'.

ks

M(F)=2ﬂ<ng+k—2+i(1—T;)%—;ZZ(l—

i=1 i=1 j=1

1
Nij

.

Si I' es un subgrupo de un grupo NEC A de indice finito NV, entonces I' también es
un grupo NEC y por la férmula de Riemann-Hurwitz, |I'| = N|A].

Sea X una superficie de Klein no orientable de género topolégico g > 3 sin borde.
Entonces por [24] existe un grupo NEC T con signatura:

U(F) = (97_7[_]ﬂ{_}>7 (3)
tal que X = H/T.

Grupos de automorfismos de las superficies

Cada grupo finito G actia como un grupo de automorfismos de alguna superficie de
Klein no orientable y sin borde, lo cual fue estudiado y demostrado por Bujalance en
[3]. El minimo género de estas superficies lo llamaremos género imaginario de G, y se
denota por 6(G). Sea X = H /T una superficie no orientable y sin borde en la cual G
actia como un grupo de automorfismos. Entonces existe otro grupo NEC de superficie
A tal que G = A/T'. De la férmula de Riemann-Hurwitz tenemos que g — 2 = o(G)|A|,
donde o(G) denota el orden de G. Entonces

5(G) < g =2+ o(G)A,



y asi obtener el género imaginario es equivalente a encontrar un grupo A y un epimor-
fismo 6 : A — G tal que T' = ker 6 es un grupo NEC de superficie (esto es, sin elementos
de orden finito) y G = 6(A™), donde AT es el subgrupo formado por los elementos de A
que preservan la orientacién, ver [25], y con minima |A|.

Datos conocidos sobre el género imaginario

Los grupos que tienen género imaginario 1 y 2 han sido clasificados por T.W. Tucker
[29]. Los grupos de género 1 son Cy,, D,,, A4, Sy y As. Tenemos dos familias de grupos de
género 2, Cy x Cy,, n > 2 par, y Cy x D,, n par. Se sabe que no existe grupo con género
imaginario 3, [19].

El género imaginario de los grupos que pertenecen a varias familias infinitas también
se ha obtenido. Para los grupos Abelianos de orden impar ha sido calculado en [8] y
este resultado fue extendido a todos los grupos Abelianos en [15]. May obtuvo en [19]
el género imaginario de los grupos diciclicos y grupos Hamiltonianos sin parte de orden
impar.

Ademis se sabe el género imaginario de los grupos C,, x D, [9], de los grupos D,,, X D,,
[10] y de los grupos DC3 x C,, y A4 x C), [11]. También se ha obtenido ya el género imag-
inario de todos los grupos de orden menor que 32, [12].

A continuacién exponemos el género imaginario de los grupos de orden menor que
32 cuando no es 1 ni 2, para éstos, véase arriba:



G o(G) | 6(G) Referencia
Q ~ DCy 8 6 May [19]
C3 x Cs 9 5 Etayo [8]
DCs 12 | 7 May/[19]
Cy x Cy 16 10 Gromadzki [15]
Cy x Oy x Oy 16 10 Gromadzki [15]
CoyxCyxCyxCy| 16 6 Gromadzki [15]
CyxQ 16 14 May [19]
DCy 16 | 10 May [19]
Ly 16 6 Etayo y Martinez [12]
(4,4 2,2) 16 6 | Etayo y Martinez [12]
QA4 16 6 Etayo y Martinez [12]
(2,22 )9 16 6 | Etayo y Martinez [12]
(2,2]4;2) 16 10 | Etayo y Martinez [12]
C3 x Cg 18 11 Gromadzki [15]
C3 x D3 18 5 Etayo y Martinez [9]
(3,3 ] 3;2) 18 5 Etayo y Martinez [12]
DCs 20 | 12 May [19]
(5,4,2) 20 5 | Etayo y Martinez [12]
Ga1 21 9 Etayo y Martinez [12]
Cy x Oy x Cg 24 14 Gromadzki [15]
Cy X D3 24 8 Etayo y Martinez [9]
DC35 x Coy 24 14 | Etayo y Martinez [11]
Ay x Cy 24 4 | Etayo y Martinez [11]
C3 x Dy 24 8 Etayo y Martinez [9]
Cs xQ 24 18 | Etayo y Martinez [12]
(4,6 | 2,2) 24 7 | Etayo y Martinez [12]
(2,3,3) 24 10 | Etayo y Martinez [12]
(-2,2,3) 24 15 | Etayo y Martinez [12]
DCs 24 14 May [19]
C5 X 05 25 17 Etayo [8]
Cg X Cg 27 17 Etayo [8]
03 X Cg X 03 27 29 Etayo [8]
(3,3 1]3,3) 27 11 | Etayo y Martinez [12]
Co x C 27 17 | Etayo y Martinez [12]
DCy 28 | 16 May [19]
C3 x Ds 30 9 Etayo y Martinez [9]
C5 x D3 30 9 Etayo y Martinez [9]

Tabla 1. Grupos de orden menor que 32 con género imaginario mayor que 2




Ademsds, se conocen todos los grupos que hay con género imaginario menor o igual
que 9:

Género imaginario 1: Tucker [29]

G | o(G)
Cy n
D, 2n
Ay 12
Sy 24
As | 120

Género imaginario 2: Tucker [29]

G o(Q)
CoyxCp,m>2par | 2n
Cy x D, n par 4dn

Género imaginario 3: No hay, May [19]

Género imaginario 4: Bujalance, Etayo y Martinez [4]

G o(G) Referencia
Cyx Ay | 24 | Etayo y Martinez [11]
Cyx Sy | 48 | Etayo y Martinez [9]

Género imaginario 5: Bujalance, Etayo y Martinez [4]

G o(G) Referencia
Cg X Cg 9 Etayo [8]
(3,3,3;2) 18 Etayo y Martinez [12]
C3 x Ds 18 Etayo y Martinez [9]
<542>1| 20 Etayo y Martinez [12]
D3 x D3 | 36 Etayo y Martinez [10]
(4,412,3) | 36 | Bujalance, Etayo y Martinez [4]
(2,4,6;2) 72 | Bujalance, Etayo y Martinez [4]
Ss 120 May y Zimmerman [23]




Género imaginario 6:

G o(G) Referencia
Q =~ DCy 8 May [19] y A. Bacelo [2]
(4,4122) 16 | A. Bacelo [2] y Etayo, Martinez [12]
QA4 16 Etayo, Martinez [12]
Ly 16 | A. Bacelo [2] y Etayo, Martinez [12]
(2,2,2 )9 16 Etayo, Martinez [12]
CQ X Cg X 02 X CQ 16 Gromadzki [15]
Iyaq 32 A. Bacelo [2]
say 32 A. Bacelo [2]
(2,5,5;2) 80 A. Bacelo [2]
Cy x As 120 A. Bacelo [2]
((02 X 02 X 02 X 02) b 05) X 02 160 A. Bacelo {2]
Género imaginario 7:
G o(G) Referencia
DCs 12 | May [19] y A. Bacelo [2]
(4,6 | 2,2) 24 Etayo, Martinez [12]
(CQ X CQ) X Cg 36 A. Bacelo [2]
((CQ X CQ) A Cg) A CQ 72 A. Bacelo [2]
Género imaginario 8:
G o(G) Referencia
Cy x D3 24 | A. Bacelo [2] y Etayo, Martinez [9]
C3 x Dy 24 Etayo, Martinez [9]
D3 x Dy 24 Etayo, Martinez [10]
(Ca x Cyx Cay)xCr | 56 A. Bacelo [2]
PSL(2,8) 504 A. Bacelo [2] y Hall [16]
Género imaginario 9:
G o(G) Referencia
Ga1 21 | Etayo, Martinez [12]
C5 x Ds 30 | Etayo, Martinez [9]
C3 x D3 30 | Etayo, Martinez [9]
<765 > 42 A. Bacelo [2]
D3 x Ds 60 | Etayo, Martinez [10]
PSL(2,7) 168 A. Bacelo [2]
PSL(2,7) x Cy | 336 A. Bacelo [2]

M.D.E. Conder en una conferencia en Castro-Urdiales en 2010 anuncié que usando
software informético, habia obtenido los grupos de género imaginario hasta 65, en térmi-
nos de su descripcién en la ”SmallGroupLibrary”de MAGMA. El resultado de esta in-
vestigacién estd disponible en su pagina web http://www.math.auckland.ac.nz/~conder/.



La lista contiene la referencia GAP del grupo, su género imaginario y el grupo NEC cor-
respondiente. Sin embargo, esta lista no da informacién ni sobre la estructura algebraica
de los grupos ni sobre los epimorfismos 6 que determinan la acciéon del grupo NEC A
sobre el grupo G.

En el presente trabajo vamos a estudiar tres tipos de problemas sobre el género
imaginario. Por un lado, describir la estructura algebraica, y los respectivos epimorfis-
mos para todos los grupos con género imaginario desde 10 hasta 17. Por otro, continuar
la determinacién del género imaginario de los grupos de orden pequeno, obteniendo el
de todos los grupos desde orden 32 hasta orden 63.

Finalmente el tercer capitulo presta especial atencién a grupos que tienen género
imaginario de la forma 12k + 3. Ello se debe a que son los tnicos nimeros que no
estd garantizados que pertenezcan al espectro del género imaginario, véase [14].

Utilizando los resultados sobre grupos concretos, obtenidos en los Capitulos 1y 2, y
en las dos primeras secciones del Capitulo 3, se da un gran avance en la determinacién de
dicho espectro. En efecto, la mayoria de los nimeros (siempre de la forma 12k + 3) de los
que se ignora si son género imaginario de algin grupo, son congruentes con 27 mddulo
60. Pues bien, la Seccién tercera y ultima del capitulo 3 estd dedicada a construir una
familia infinita de grupos, cada una de los cuales tiene género imaginario menor igual que
60k + 27 para cada k, y en concreto, para k = 3,4, el género imaginario es precisamente
ese. De este modo se obtiene ya sendos grupos de género imaginario 207 y 267, con lo
cual estan cubiertos todos los niimeros hasta 387. Estos resultados concretos dan pistas
firmes para probar que efectivamente todos los niimeros de la forma 60k + 27 pertenecen
al espectro.



CAPITULO 1

En este primer capitulo vamos a estudiar los grupos con género imaginario entre
10 y 17, ambos inclusive. En cada género, estudiaremos todos los grupos que aparecen
en la lista de Conder, estableciendo su estructura algebraica y el epimorfismo explicito
asociado al grupo NEC. Ademss se detalla en cada uno de ellos por qué el morfismo que
se indica es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.

Como se ha indicado en los preliminares, los grupos de género imaginario menor o
igual que 5 habian sido ya obtenidos, y en [2] describi los que tienen género imaginario
entre 6 y 9. Aqui se continiia este proceso hasta género 17 inclusive.

Para cada grupo G describiremos su estructura algebraica, y para cada una de las
signaturas del grupo NEC A que correspondan a G definiremos el epimorfismo de A en
G cuyo ntcleo sea el grupo NEC que determine la superficie no orientable sin borde del
género del que se trate. En las ocasiones en las que esto ya haya sido hecho, indicaremos
el trabajo en que se hizo por primera vez.



Grupos de género imaginario 10

Segun la lista de Conder, tendriamos 30 grupos de género imaginario 10, que serfan:

Grupo | o(GQ) A

[16,2] 16 (0; +; [44]; {()})

[16,4] 16 (0; +; [44]; {(-)})

[16,9] 16 (05 +; [4.4 {()})

[16,10] | 16 | (05 +; [4]; {(2:2,2)}) 6 (05+; []; {(2,2), ()}) 6 (05 +; [2]; {(-), ()})
[24,3] 24 (0; +5 [3,3]; {(-)})

32,5] 32 (0; +; [ {(-), (2)})

32,6 32 (05 45 [4]; {(2,2)}) 6 (05 +5 [2,4); {(-)}) 6 (05 +5 [-]; {(), (2)})
32,7] 32 (0; +; [ {(-), (2}

32,9] 32 (0; +; [4]; {(2,2)}) 6 (05 +5 [24]; {(-)})
[32,11] | 32 (05 +; [4]; {(2,2)}) 6 (05 +5 [2,4]; {(-)})
32,17] | 32 (0; 45 [ {(-), (2)})

[32,19] | 32 (05 +5 [4]; {(2,2)}) 6 (05 +5 [2,4]; {(-)})
[32,28] | 32 (0; +5 [-]; {(2,2,4,4)})

[32,34] | 32 (0; +5 [ {(22,4,4)})

[32,42] | 32 (05 +5 []; {(2,2,4,4)})

[32,46] 32 (0; =+ H; {(2a2>272a2)})

[32,49] | 32 (0; +5 []; {(2,2,2,2,2)})

[48,29] | 48 (05 45 [; {(2,2,3,3)}) 6 (05 +; [3]; {(2,2)}) 6 (05 +; [2,3]; {(-)})
[48,31] | 48 (0; +; [12; {(2)})

[48,33] | 48 (0; +; [3]; {(2,2)}) 6 (05 +; [2,3]; {(-)})
[48,50] | 48 (0; +; [3: {(2,2)})

[64,128} 64 (05 =+ H; {(272’274)})

[64,134] | 64 (0; +5 [ {(22,24)})

(64,138] | 64 05 +; [ {(2,2,24)})

[64,190] | 64 (0; +5 [ {(22,24)})

96,70] | 96 (0; 45 [6]; {(2)})

96,187] | 96 (0; +5 []; {(2,4,12)})

[96,193] | 96 (0; +5 [-]; {(2,2,2,3)})

[967227} 96 (O; +; H; {(3>474)}) 6 (0; =+ H; {(2727273)})
[192,955] | 192 (0; + [; {(2:4,6)})

= El primer grupo que tenemos es el [16,2] que tiene estructura algebraica Cy x Cy.
Este grupo ha sido estudiado explicitamente en [15]. Consideremos a y b los generadores
de cada Cj respectivamente. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el
epimorfismo asociado 0 : A — G es:

0(z1) = a, O(z2)=0b, O(e1) =b%a> 6O(c1p)=a®



Si tomamos los elementos z1 y 2 vemos que tienen como imagen los generadores a
y b respectivamente y son elementos que preservan la orientacién, luego es epimorfismo
que actua sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

= El segundo grupo es el [16,4] cuya estructura algebraica es Cy x Cy. Este grupo ha
sido estudiado explicitamente en [12]. Consideremos S, T generadores tales que cumplen
St =T% =1y T71ST = S7L. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el
epimorfismo asociado 6 : A — G es:

O(x1) = S, O(x2) = ST, O(er) =T3S? 0(c10) =S?

Si tomamos el elemento x1, su imagen es el generador S, y la imagen del elemen-
to (z1)3z2 es el generador T. Ambos son elementos que preservan la orientacién, luego
tenemos el grupo generador como imagenes de elementos que conservan la orientacién y
hemos comprobado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.
El 4rea reducida del grupo NEC es %

= El siguiente grupo que tenemos es [16,9] que tiene estructura algebraica Q6. Este
grupo ha sido estudiado por May en [19] dando su género imaginario, pero no el epi-
morfismo explicito. Asi, consideremos X,Y generadores tales que cumplen las relaciones
X8 =1,X*=Y? Y 'XY = X~ Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que
el epimorfismo asociado 0 : A — G es:

0(x1) =Y, 0(z2) = XY, O(e1) = X", O(c1p) =Y
Si tomamos el elemento 1 y el elemento z2(x1)? vemos que tienen como imagen los
generadores Y y X respectivamente y son elementos que preservan la orientacién, luego
es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo
NEC es %

= Ahora estudiamos el grupo [16,10], cuya estructura algebraica es Cy x Ca x C. Este
grupo ha sido estudiado explicitamente en [15]. Consideremos a,b y ¢ los generadores de
cada (5, Cy v C4 respectivamente. En este caso tenemos 3 grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2,2 tenemos que el epimorfismo asociado
) grup ;45 4] (2,2, q p
0: A — G es:

O(x1) =c, O(er) = ch 0(c10) =ab, b(c11) = be?, O(c12) = 2, 6(c1,3) = ab

Tenemos por una parte que la imagen del elemento x; es el generador c. Por
otro lado, si tomamos los elementos 01,001,196% y c1,1¢1,2 tienen como imagen los
generadores a y b respectivamente. Asi tenemos el grupo generado como imagenes
de elementos que preservan la orientacién, luego tenemos un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

10



ii) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado
0:A— Ges:

O(e1) = ¢, O(e2) = L 0(c10) =ab, O(c11) =a, 6(c12) =ab, 6(cz0) =0

Tenemos por una parte que la imagen del elemento e; es el generador c¢. Por otro
lado, si tomamos los elementos c1,0c2,0 ¥ ¢1,0c1,1 tienen como imagen los generadores
a'y b respectivamente. Asi tenemos el grupo generado como imégenes de elementos
que preservan la orientacién, luego tenemos un epimorfismo que actia sobre una
superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

iii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado
0:A— Ges:

O(x1) =a, O(e1) =c, O(e2) = ¢ la, 0(c10) = a, 0(c2,0) =D

Claramente es epimorfismo ya que todos los generadores estan en la imagen. Ahora,
si tomamos el elemento x (61)26170 vemos que tiene como imagen el elemento neutro
y es un elemento que invierte la orientacion, luego es epimorfismo que actiia sobre
una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

= El siguiente grupo es el [24,3] con estructura algebraica < 2,3,3 >. Este grupo
se estudia con profundidad en [12]. Dada una presentacién del grupo con generadores
A, B tales que cumplen A% =1y ABA = BAB. Para el grupo NEC (0; +; [3,3]; {(-)})
tenemos que el epimorfismo asociado 8 : A — G es:

0(z1) = A, O(z2) = B, 0(e1) = (AB)™, 6(c10) = (AB™1)?

Es claro que es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable ya que la
imagen de x1 y de xo son los generadores A y B respectivamente y ambos son elementos

que preservan la orientacion. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente en la lista que tenemos es [32,5]. Para los grupos de orden 32 seguire-
mos la notacion utilizada en [17]. En este caso se corresponde con I'yj1 y su estructura
algebraica es (Cg x Cg) x Cy. Atendiendo a [26], este grupo tiene una presentacién da-
da por los generadores a, b, ¢ tales que cumplen a? = b® = ¢ = 1,ab = ba,ac = ca y
bc = cab. Asi para el grupo NEC dado (0;+; [—]; {(—), (2)}) tenemos que el epimorfismo
asociado 0 : A — G es:

O(e1) =b, O(cip)=a, O(e2) =b"", O(cop) =c, O(ca1)=ac

Veamos pues que es epimorfismo que acttia sobre una superficie no orientable. Clara-
mente los generadores a,b,c estdn en la imagen, y ademéas tenemos que el elemento
€2¢1,0C2,0€1C2,0 tiene como imagen el elemento neutro, y ademds es un elemento que in-
vierte la orientacién. Asi tenemos lo que buscdbamos. El area del grupo NEC asociado
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= Ahora nos toca analizar el siguiente grupo que es [32,6], que tiene estructura
algebraica ((Cy x C3) x C3) x Cy y que se corresponde con I'ya; segin la notacién
previamente indicada. En [26] encontramos la presentacién de este grupo dada por gen-
eradores a, b, ¢, d tales que cumplen a? = b? = ¢ = d* = 1,bd = dab, cd = dabc y el resto
conmutan entre ellos. En este caso tenemos 3 grupos NEC, luego:

i)

ii)

iii)

Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo correspondiente
es 0 : A — G dado por

0(z1) =d, O(er)=d ', O(cip) =¢, 0(c11)=0b, O(ci2)=bc

Los generadores estan en la imagen, pues b, ¢, d son imagenes directas de elemen-
tos, y para conseguir a solo hace falta la imagen del elemento x?CLOZUlCLQ. Es un
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable ya que la imagen del ele-
mento ¢y gc1,1¢1,2 es el elemento neutro y es un elemento que invierte la orientacién.
El drea reducida del grupo NEC es i.

Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}) el epimorfismo asociado a él es 0 : A — G
dado por
0(z1) =c, O(xz)=dec, H(e1) =cd le, O(cip) =a

Los generadores estan en la imagen porque las imagenes de x1, ¢1,0 y 2221 son los
generadores ¢, a y d respectivamente. Ademds tenemos que la imagen del elemento
1,0 (.1)2$1)3$11'2 es el generador b. Es epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable, ya que el elemento (cl7g(a:2x1)3x1:c2)x2:c1(0170(:1;23:1)33511'2)0170(:52:01)3
tiene como imagen el neutro y es un elemento que invierte la orientacién. El 4rea
reducida del grupo NEC es %.

Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(-), (2)}) el epimorfismo asociado a éles 0 : A — G
dado por

O(e1) =dec, O(es) = ed™ 1, O(c10) =a, O(c20) =c, O(c21) = ded™!

Tenemos que los generadores estdn en la imagen, ya que la imagen de ¢ es el
generador a, la imagen de co g es el generador ¢, la imagen de ejco es el generador
d y la imagen de 6170(610270)3027061 es el generador b. Ahora, es un epimorfismo
que actua sobre una superficie no orientable ya que tenemos que la imagen del
elemento 61’0(610270)302706161627061’0(610270)30270610170(610270)3 es el neutro y es un

elemento que invierte la orientacién. El area reducida de este grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [32,7] que tiene estructura algebraica
(Cg x C2) x Cy. En la referencia que utilizamos se corresponde con I'zas. Segun [26]
este grupo tiene una presentacién dada por los generadores a,b, c tales que cumplen

12



a® =b%>=c?=1,ab = ba’,ac = cba y bc = cb. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(-), (2)})
tenemos que el epimorfimo asociado a él es 0 : A — G:

0(e1) =a, O(ex) =a"', O(cio) =a*, 0(ca0) =c, O(cay1)=aca™?

Los generadores estdn en la imagen porque las imédgenes de e1,co0 ¥ c2,0c2,1 van a
los generadores a, ¢ y b respectivamente. Claramente es epimorfismo que actia sobre una
superficie no orientable, ya que el elemento (61)461,0 tiene como imagen el neutro y es
un elemento que invierte la orientacion. El area reducida del grupo NEC es %.

= Ahora analizamos el grupo [32,9], cuya notacién es I'sc; y tiene estructura alge-
braica (Cg x C) x Cy. Tenemos en [26] una presentacién dada por los generadores a, b, ¢
que cumplen a? = b® = ¢ = 1,ab = ba,ac = ca y bc = cab™'. En este caso tenemos 2
grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo correspondiente
es 0 : A — G dado por

O(x1) =be, O(e1) = eb L, O(c10) =c¢, O(c11)=a, O(ci2) = beb ™!

Tenemos los generadores ¢, a y b como imagenes de los elementos c1,c1,1 ¥ Z1¢1,0-
Es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable ya que la imagen del
elemento x%cm es el elemento neutro y es un elemento que invierte la orientacion.
El drea reducida del grupo NEC es %.
ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}) el epimorfismo asociado a él es 0 : A — G
dado por
O(z1) =c, O(x2) =be, O(e1) = cble, O(c10) =a

Tenemos los generadores a,b y ¢ como imagenes de los elementos c1 9, z2x1 y 1.
Claramente es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable, ya que
el elemento m%cl,o tiene como imagen el neutro y es un elemento que invierte la
orientacion. Kl area reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos que estudiar es el [32,11] cuya estructura algebraica
es (Cy x Cy) x Cy y que en la referencia que utilizamos se corresponde con I'se. La
presentaciéon de este grupo, segin [26], estd dada por los generadores a, b, ¢ que cumplen
que a* =b* = =1,ab=ba,ac = ca y bc = cab~'. Aqui tenemos 2 grupos NEC, asf:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado es
0 : A — G dado por

0(z1) =b, O(e1) =b"", 0(cio) =c, O(c11)=a? 0O(ci2)=bch!

Los generadores a,b y ¢ los tenemos como imégenes de los elementos (clyoxl)Q, 1
y €10 respectivamente. Claramente es epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable, ya que el elemento 6171(6170331)4 tiene como imagen el neutro y es un
elemento que invierte la orientacién. El drea reducida del grupo NEC es i.
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i) Para el grupo NEC (0; +; [2.,4]; {(- el epimorfismo asociado a éles § : A — G
) grup (0; +5 [2,4]; {(-)}) el ep
dado por
O(z1) =c, O(xz2) =0, O(er) = b le, 8(c10) = a’

Si tomamos los elementos (z122)?, 22 y o1, sus imagenes son los generadores a, b

y c. Claramente es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable, ya

que los elementos antes mencionados preservan la orientacion. El area reducida del
1

grupo NEC es ;.

= Ahora estudiamos el siguiente grupo [32,17]. Tomamos I'sk con estructura alge-
braica Cg x Co. La presentacién de este grupo, que encontramos en [26], viene dada por
los generadores a.b tales que cumplen las relaciones a'® = 12 = 1 y ab = ba®. Para el
grupo NEC (0; +; [-]; {(-), (2)}), tenemos el epimorfismo 6 : A — G asociado que es

O(e1) =a, O(e2) = al, 0(c10) = ad, O(c20) =0, 6(c21) = ba®

Tenemos los generadores del grupo como imdagenes de los elementos e1 y c20. Es un
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable ya que la imagen del elemento
c1,0€} es el elemento neutro y es un elemento que invierte la orientacién. El drea reducida

1
del grupo NEC es 3.

= El siguiente grupo que tenemos es el [32,19], de estructura algebraica QQDsy. En
la referencia que utilizamos se corresponde con I'gas. Este grupo tiene una presentacion
con generadores a,b tales que a'® = b?> = 1 y ab = ba’, segtin [26]. Aqui tenemos dos
grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado es
0 : A — G dado por

0(z1) = ba, O(e1) =a'b, O(cio)=0b, O(c11)=a® 0(c12)=ba'”

Tenemos los generadores a y b como imdgenes de los elementos ci g1 y 1,0 respec-
tivamente. Claramente es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable,
ya que el elemento (6101,0)80171 tiene como imagen el neutro y es un elemento que
invierte la orientacién. El area reducida del grupo NEC es i.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}) el epimorfismo asociado a él es 0 : A — G
dado por
0(x1) =b, O(x2) =ba, O(e;)=a""', 0(c1o) = a®

Claramente es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable, ya que
los elementos z1x2 y 1 tienen como imagen los generadores a y b y ambos son
elementos que conservan la orientacion. El area reducida del grupo NEC es %.
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= El siguiente grupo que tenemos es [32,28], que en la referencia que utilizamos es
I'yby y cuya estructura algebraica es (Cy x Cy x Co) x Cy. Segun [26], este grupo tiene una
presentacién dada por a,b, ¢, d que cumplen a® = b? = ¢* = d? = 1,bd = dab, cd = dc™!
y el resto conmutan. Para el grupo NEC dado (0; +; [-]; {(2,2,4,4)}) tenemos que el
epimorfismo asociado es 8 : A — G:

O(c1,0) =dc, b(c1,1) =a, O(c12)=0b, O(ci3)=d, 6(c14)=dc

Los generadores a, b, c y d estan en la imagen ya que son imagenes de los elementos
€1,1,€1,2,C1,3C1,4 y €13 respectivamente. Es epimorfismo que actiia sobre una superficie
no orientable, ya que el elemento c; 2¢1 3¢1,2¢1,1¢1,3 tiene como imagen el neutro y es un
elemento que invierte la orientacién. El drea reducida del grupo NEC es %.

= Ahora analizamos el grupo [32,34] que tiene estructura algebraica (Cy x Cy) x Co
y en la referencia que utilizamos se corresponde con I'yas. Tenemos que este grupo tiene
una presentacién dada por a,b, ¢ que cumplen a* = bv* = ¢ = 1,ab = ba,ac = ca™!
y be = cb™!, ver [26]. Para el grupo NEC dado (0; +; [-]; {(2,2,4,4)}) tenemos que el
epimorfismo asociado es 6 : A — G:

0(c10) =c¢, O(c11)= a?, 0(c12) =bc, O(c13) =ca, O(c14)=c

Los generadores a, b, ¢ son imagenes de los elementos ¢y 4¢1 3, ¢1,2¢1 4, 1,4 Tespectiva-
mente. Es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable, ya que el elemento
(01’40173)201,1 tiene como imagen el neutro y es un elemento que invierte la orientacion.
El area reducida del grupo NEC es i.

= El siguiente grupo de la lista es [32,42] cuya estructura algebraica es (Cg x Cy) x Cy
y en la referencia que utilizamos se corresponde con I'sb. Tenemos que este grupo tiene
una presentacién dada por a,b,c que cumplen a® = b = ¢ = 1,ab = ba,ac = ca™"
y be = ca'*b, ver [26]. Para el grupo NEC dado (0; +; [-]; {(2,2,4,4)}) tenemos que el
epimorfismo asociado es 0 : A — G:

O(c10) =c¢, b(c11) = a4, O(c12) =ac, 6(ci3)=0b, O(c14)=c

Tenemos los generadores a,b,c como imagenes de los elementos ci2¢14,¢13 Y €14
respectivamente. Es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable, ya que
el elemento 61’1(617261,4)4 tiene como imagen el neutro y es un elemento que invierte la
orientacion. El drea reducida del grupo NEC es %.

= Ahora tenemos el grupo [32,46]. Tomamos I'sa;, que tiene estructura algebraica
Cy x Cy X Dy = Dy x Dy, por lo que este grupo es estudiado en [10]. Tomemos como
presentacién de este grupo la que esta dada por generadores A, B, C, D tales que A? =
B?=C0?=D?=(AB)2=(CD)*=1y Ay B conmutan con C'y D. Asf para el grupo
NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado es 6 : A — G:

9(6170) = A, 9(6171) = C, 9(0172) = B, (9(61’3) = D, 9(0174) = AD, 0(0175) = A

15



Es claro que los elementos ci 3¢1 4, €1,5C1,4C1,3¢1,2, C1,5C1,4C1,3C1,1, C1,0C1 4 tienen como
imagen los generadores A, B, C, D respectivamente. Es epimorfismo que actia sobre una
superficie no orientable, ya que tenemos los generadores como iméagenes de elementos
que preservan la orientacion. El drea reducida del grupo NEC es i.

= El ultimo grupo de orden 32 es [32,49], cuya estructura algebraica es (Ca x D) xCo
y en la referencia que utilizamos se corresponde con I'say. La presentacién de este grupo,
segun [26], estd dada por generadores a, b, ¢, d tales que cumplen las siguientes relaciones
=1, =2 =d?>=a%ab=ba"',cd = dc ! y el resto conmutan. Asf para el grupo
NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado es § : A — G:

6(01,0) = ac, 9(0171) - dCba2, 6(61’2) = Cab
0(c1,3) = db, 0(c14) = adcba?, 0(c15) = ac

Es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable, ya que los elementos
€1,0C1,2, C1,2€1 4, C1,4C1,1, C1,1C1,3 tienen como imagen los generadores b,d, a, c respectiva-
mente. El area reducida del grupo NEC es i.

= Ahora analizamos el grupo [48,29], que tiene estructura algebraica GL(2,3). Pode-
mos encontrar dos presentaciones de este grupo en [21], una dada por generadores T', X, Y’
tales que 72 = X3 = Y3 = (XY)* = (TX)? = (TY)? = 1y [X,Y] = (XY)? y otra
dada por generadores R, S tales que R® = S3 = (RS)?2 =1y R*S = SR*. En este caso
tenemos 3 grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,3,3)}), utilizamos la primera presentacion, y
tenemos que el epimorfismo correspondiente es 6 : A — G dado por

9(6170) = TY, 9(0171) = (XY)Q, 9(0172) = XT, 9(61,3) = T, 9(0174) =TY

Es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable ya que la imagen del
elemento c1 2¢1 3 es el generador X, la imagen del elemento c; 3¢1 4 es el generador YV
y la imagen del elemento 017301,1(01720174)2 es el generador 7', luego los tres generan
el grupo y son elementos que preservan la orientacion. El drea reducida del grupo
NEC es %.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [3]; {(2,2)}), utilizamos la segunda presentacién, y el
epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) =S, O(er) =S, 0(cio) = RS, 6(ci1)=R* 0(ci2)=SR

Es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable ya que tenemos que
las imagenes de los elementos (0171017061)5 v x1 son los generadores R y S respecti-
vamente y ambos son elementos que preservan la orientacién. El area reducida de
este grupo NEC es %.

16



iii) Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)}), utilizamos la segunda presentacién, y el
epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(x1) = RS, O(x2) =S, 0(er) = SR, O(c10) = R

Es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable ya que tenemos que
las imédgenes de los elementos 2123 y x5 son los generadores Ry S respectivamente
y ambos son elementos que preservan la orientacién. El area reducida de este grupo
NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el [48,31], cuya estructura algebraica es Cy X Ay4.
Este grupo es estudiado en profundidad en [11]. Tomaremos como X el generador del
grupo Cy y las permutaciones (1 4)(3 2) y (1 2 3) como generadores de Ay4. Asi, para el
grupo NEC (0; +; [12]; {(2)}) el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

O(z1) = (123)X, O(er) = (132)X3, O(ci0) =(12)(34), O(ci1q)=(13)(24)

Tenemos que la imagen del elemento (x1)? es el generador X. Por otra parte tenemos
que la imagen de (z1)* es el elemento (1 2 3) y que la imagen del elemento c1 gc1,1 es
(1 4)(2 3). Estos dos elementos generan todo A4. Asi tenemos nuestro grupo generado
como imagenes de elementos que preservan la orientacién y el epimorfismo actiia sobre
una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %.

= Ahora analizamos el grupo [48,33] que tiene estructura algebraica SL(2,3) x Cs.
Podemos encontrar una presentacion de este grupo en [21], dada por generadores S, X, Y
tales que S = X3 =Y3 = (XY)'=1,8XS =Y 1y [X,Y]? = (XY)2 Para este grupo
tenemos dos grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [3]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es : A — G dado por

9(1’1) =X, (9(61) = X_l, 9(61,0) =5, 9(61’1) = (XY)2, 9(6172) = XSX !

Por una parte tenemos que la imagen de z1 es el generador X, por otra parte
tenemos que la imagen de ¢y gcy1 221 es el generador Y L. Por tltimo tenemos que
la imagen de 61’00171(61’061,2)2 es el generador S. Asi tenemos que las imdgenes
de estos elementos generan el grupo G que tenfamos, y ademds son imdagenes de
elementos que preservan la orientacion, luego es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(z1) =S, O(xz2) = X', O(e1) = XS, 0(cip) = (XY)?
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Tenemos que la imagen de x; es el generador S, que la imagen de z2 es el generador
X~y que la imagen de x;xox; tiene como imagen el generador Y ~'; luego ten-
emos el grupo generado como imagenes de elementos que preservan la orientacién.
Asi tenemos que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.
El drea reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,50], cuya estructura algebraica es
(Cyx Cy x Oy x Cy) x C3. Este grupo tiene una presentacién dada por generadores A, B, C
tal que A2 = B3 = C3 = (CB)? = (AB™Y)? = C"'B7'ABCA = CBAB~'C~ 1A =1,
véase [13]. Asi para el grupo NEC (0; +; [3]; {(2,2) }) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesf: AN — G dado por

0(z1) = C, 0(er) =C7", Ocro) = A, 0(c11) = CB, 0(c12) = CAC?

Es claro que los elementos ¢y g, x%cm y x1 tienen como imagen los generadores A, B
y C respectivamente. Tenemos que el elemento (01,0(610171)2)3 tiene como imagen el
neutro, y ademads es un elemento que invierte la orientaciéon. Asi es un epimorfismo que
actla sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= Ahora pasamos a analizar el siguiente grupo [64,128] cuya estructura algebraica
es (Cy x Cy x Dy) x Cy. Usaremos para los grupos de orden 64 la notacién de [17]. Segin
esta notacién este grupo se denomina I';5a;. Una presentacion de este grupo viene dada
por generadores a1, as, as, a4, as, ag tales que cumplen las relaciones:

2 2 2 2 2 2
a] =a3=a3=as=ag=1,a; = ag,

[ala a2] = G406, [ala CLB] = as, [al’ CL4] = Gg, [a25 (14] = Gg

y el resto conmutan. Asi para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,4)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(c10) = a2, 6(c11) =as, 6(ci12) =as, 6(c13) =a1, 0(c1a)=as

Tenemos los generadores a1, as, as, as, as, ag del grupo como imégenes de los elemen-
tos c1,3,¢€1.4,€1,1,€1,3€1,4C1,3€C1,4C1,2, C1,3C1,1€C1,3C1,1, C1,2 respectivamente. Para ver que es
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable, vemos que la imagen del el-
emento c; 4(c13¢1.4¢1,3¢1 4¢1,2)3¢1 201 4(c1 301 401 3¢1 401 2) es el elemento neutro, y es un
elemento que invierte la orientacién. Asi queda probado lo que queriamos. El area re-
ducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo a estudiar es el grupo [64,134] que tiene estructura algebraica
((Cyx Cyq) xCq) xCy. Segun [17], este grupo se denomina I'sai. Una presentacion de este
grupo viene dada por generadores a1, as,as, a4, as, ag tales que cumplen las siguientes
relaciones:
% =1, ai = ag,

SN
I
S

a%:a%:agza

la1, a2) = auas, [a1,a3] = as, [a1, as] = as, [a2, as] = ag, [a2, as] = ag, (a3, as4] = ag
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y el resto conmutan. Asi para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,4)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

0(c10) = a2, O(c11) =as, O(ci2) =as, O(c13) =a1, O(c1a) =as

Tenemos los generadores a1, as, as, aq, as, ag del grupo como imégenes de los elemen-
tos €1,3,C1,4,C1,1,C1,3C1,4C1,3C1,4C1,2, C1,3C1,1€1,3C1,1, C1,2 respectivamente. Para ver que es
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable, vemos que la imagen del el-
emento (c1,3€1,4€1,3€1,4€1,2)C1,3C1,4C1,3C1,4 €S €l elemento neutro, y es un elemento que
invierte la orientacion. Asi queda probado lo que querfamos. El drea reducida del grupo
NEC es %.

= Ahora a continuacién analizamos el grupo [64,138] cuya estructura algebraica es
(((Cy x C9) xC3) x Cy) x Cy. Segun [17], este grupo se denomina I'y5a1. Una presentacién
de este grupo viene dada por generadores a1, a9, as, a4, as, ag tales que:

a?=ai=d2=al=d2=da’=1,

la1,a2] = a4, [a1,a3] = as, (a2, as] = ag, (a3, as] = ag

y el resto conmutan. Asi para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,4)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

0(c10) = a2, O(c11) =as, O(ci2) =as, O(c13)=a1, 0(c14)= a2

Tenemos los generadores ai,ao,as, aq,as,ag del grupo como imagenes de los ele-
mentos ¢ 3,14, C1,1,C1,3C1,4C1,3C1 4, C1,3C1,1C1,3C1,1, C1,2 respectivamente. Para ver que es
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable, vemos que la imagen del ele-
mento ¢ 4(c1,3¢1,1¢1,3¢1,1)C1,4(c13¢1,1¢1,3¢1,1)¢12 es el elemento neutro, y es un elemento
que invierte la orientacion. Asi queda probado lo que queriamos. El drea reducida del
grupo NEC es %.

= El dltimo grupo de orden 64 es el grupo [64,190], que tiene estructura algebraica
(Cy x Dg) x Ca. Segin [17], este grupo se denomina I'jga;. Una presentacién de este
grupo viene dada por generadores a1, a9, as, a4, as, ag tales que cumplen:

2 2 2 2 2 2
a] = ay = a3 = ag = 1,a; = asae, a5 = as,

[a1,az] = aaas, [a1,a3] = as, [a1, a4] = asae, [a1, a5] = as, (a2, as] = asae, [a2, a5] = ap

y el resto conmutan. Asi para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,4)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

0(c10) = a3, O(c11)=az2, 6(c12) =as, 6(c13) =a1, 0(c14)=as3

Tenemos los generadores a1, aso,as, aq,as,ag del grupo como imagenes de los ele-

3 9
mentos 01,3,01,1,61,0,(C1,361,161,301,161,2) ,(61,301,161,361,161,2) €1,3€1,1€1,3C1,1,C1,2 Tespec-
tivamente. Para ver que es epimorfismo que acttia sobre una superficie no orientable,
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vemos que la imagen del elemento ¢ 3¢y 4c1,3¢1,4¢12 es el elemento neutro, y es un ele-
mento que invierte la orientacion. Asi queda probado lo que queriamos. El area reducida
del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos que estudiar es el [96,70], que tiene estructura
algebraica ((Cy x Co x Cy x Cy) x C3) x Cy. Segtin GAP, este grupo tiene una presentacién
dada por generadores x =(1 2)(3 4)(5 8)(6 7), y =(1 5)(2 8 3 6 4 7) que cumplen las
relaciones 72 = y% = (yzy~'2)? = (y~22)% = 1. Para el grupo NEC (0; +; [6]; {(2)}) el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

(1) =y, Oler) =y~ B(cro) ==, O(cr1) =yay"

Tenemos que la imagen del elemento 1 es el generador y y el elemento ¢ tiene
como imagen el generador x. Por otra parte tenemos que el elemento (6%01,0)3 tiene
como imagen el elemento neutro y es no orientable. Asi hemos demostrado que el epi-
morfismo actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

= Ahora estudiamos el grupo [96,187] cuya estructura algebraica es (Ca x Sy) x Co.
Tenemos que segun [5] este grupo tiene una presentacién dada por los generadores R, S, T'
tales que R* = S12 = T2 = (RS)? = (TS)?> = (RT)?> = TS™'RS™'R™2 = 1. Para el
grupo NEC (0; +; [-]; {(2,4,12)}) tenemos que el epimorfismo asociado a éles § : A — G
dado por
9(61’0) = TS, (9(61’1) = RT, 9(61’2) = T, 9(0173) =T858

Ahora, vemos que la imagen de ¢ 2¢;1 3 es el generador S, la imagen de c11¢12 es el
generador R y por ultimo, usando la relacién de la presentacion tenemos que la imagen de
(01,10172)201720173(0171c172)3017201,3 es el generador T'. Luego tenemos los generadores del
grupo G como imdagenes de elementos que preservan la orientacién, y asi es un epimor-
fismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es 1—12

= Ahora estudiamos el grupo [96,193] que tiene estructura algebraica GL(2,3) x Cs.
Encontramos este grupo en [28] con la denominacién C. Ademdas podemos encontrar
una presentacion de este grupo en [21], denominado como Gjg. Debemos hacer notar
que falta una relacion en la presentacién que en este articulo viene dada, pues sin ella el
grupo es infinito. Asi tenemos una presentacion del grupo dada por generadores W, R, S
tales que W2 = R® = 83 = (RS)? = (WR)? = (WS)? =1y RS = SR*. Para el grupo
NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado
por

9(01,0) = VV, 9(61’1) = R4, 9(0172) = RVV, (9(01’3) = WS, 9(61’4) =W

Tenemos que la imagen de cj4c13 es el generador S, la imagen de ciac14 es el
generador R y la imagen de (01,20174)301710172 es el generador W. Asi tenemos el grupo
generador como imégenes de elementos que preservan la orientaciéon y por tanto es un
epimorfismo que actda sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo
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NEC es %

= El siguiente grupo que tenemos es el [96,227], que tiene estructura algebraica
((Cy x Oy x Oy x C3) x C3) x Cy. Tenemos una presentacién de este grupo, dada por
GAP, cuyos generadores son a, b, c,d, e, f tales que cumplen las siguientes relaciones:

= ==d>=e>=f?=1,ba = ab? ca = ad,

c¢b =bd,da = ac,db = bed,ea = af,eb = bef, fa = ae, fb = be

Para este grupo tenemos dos grupos NEC, luego:

i)

ii)

Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(3,4,4)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es : A — G dado por

9(61’0) = ba, 9(0171) = a, 9(01,2) = Cf, 9(0173) = ba

Por una parte tenemos que la imagen de c1; es el generador a, por otra parte
tenemos que la imagen de c1 gcy1 es el generador b. Luego tenemos que el elemen-
to (01,201,3)2 tiene como imagen el generador ¢, y el elemento (01,20173)201,2 tiene
como imagen el generador f. Ademaés tenemos los elementos 01,1(01720173)20171 y
0171(01,201,3)201,20171 que tienen como imdgenes los generadores d y e respectiva-
mente. Por dltimo tenemos que la imagen de ((c1.2¢1,3)%c12¢1,0c1.1)° es el elemento
neutro y ademads es no orientable, luego es un epimorfismo que actiia sobre una
superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — GG dado por

0(6170) = a, 9(0171) = €f, 9(01’2) = C, 0(0173) = ba, 9(01’4) =a

Por una parte tenemos que la imagen de ¢ es el generador a, por otra parte
tenemos que la imagen de c; 3¢1 4 es el generador b. Luego tenemos que el elemento
c1,2 tiene como imagen el generador ¢, y el elemento cq gc1,2¢1,3 tiene como imagen el
generador d. Ademaés los elementos ¢1,3¢1,4¢1,1€1,3C1,4 Y €1,3C1,4€1,1€1,3€1,4C1,1 tienen
como imagenes los generadores e y f respectivamente. Por ultimo tenemos que la
imagen de (017201730174)3 es el elemento neutro y ademas es no orientable, luego es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC es %

= Por tltimo tenemos que estudiar el grupo [192,955], cuya estructura algebraica es
(((Cq x Oy x Cy x C3) x C3) x Cy) x Cy. Tenemos que segun [5] este grupo tiene una
presentacién dada por los generadores R, S, T tales que cumplen las siguientes relaciones
RY = 8% =172 = (RS)? = (TS)? = (RT)? = (RS™1)* = TS™'RS?2R!S3R~! = 1.
Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,4,6)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
f: A — G dado por

9(6170) = TS, 0(61’1) = RT, 9(01’2) = T, 9(0173) =TS
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Ahora, vemos que la imagen de c12¢;1 3 es el generador S, la imagen de cy,1¢12 es el
generador R y por ultimo, usando la relacién de la presentacion tenemos que la imagen
de 01710172(017201,3)301710172(61720173)4(01,10172)301720173 es el generador T'. Luego tenemos
los generadores del grupo G' como iméagenes de elementos que preservan la orientacion,
y asi es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida
del grupo NEC es %

Grupos de género imaginario 11

Segun la lista de Conder, tendriamos 8 grupos de género imaginario 11, que serian:

Grupo | o(Q) A
[18,5] | 18 (0; +; [3,6]; {(-)})
[27,3] | 27 ( - [3:31 {-})
[36,13] 36 ( ) ’ Hv {(2 2 3a6)})
[54,5] | 54 (0; +5 [6]; {(3)}) 6 (0545 [2,3]; {(-)})
[54,8] | 54 (05 45 [2]; {(3, )})
[108,15] | 108 (05 +; [4]; {( )})
6

{(2:2.2,3)})

[108,17] | 108 | (0; +; [-]; {(2,6,6)}) 6 (0; +5 [-];
[216,87] | 216 (0: +: [ {246))

= El primer grupo que tenemos es [18,5], cuya estructura algebraica es Cs x C3. Su
género imaginario fue obtenido por Gromadzki en [15], pero no el epimorfismo. Sean a
y b los generadores de C y Cj respectivamente. Para el grupo NEC (0; +; [3,6]; {(-)})

tenemos que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

O(x1)=b, O(x2)=a, O(e1) = a’b?, O(c10) =

Tenemos que las imagenes de x1 y 2 son los generadores b y a respectivamente, y
ambos son elementos que preservan la orientacion, luego es epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

= El segundo grupo que nos encontramos es el grupo [27,3], con estructura algebraica
(C3 x C3) x C3. Este grupo es estudiado en profundidad en [12]. Sean R, S generadores
tales que S® = R3 = (RS)? = (R715)3 = 1. Dado el grupo NEC (1; -; [3,3]; {-}), tenemos
que el epimorfismo asociado a él es 8 : A — G dado por

9(1‘1) = R, 9(%’2) = S, 9((11) = RS

Claramente tenemos que la imagen de x1 y de x5 son los generadores R y S respecti-
vamente, y ambos elementos preservan la orientacion, luego tenemos el grupo generado
como imagenes de elementos que conservan la orientacién, y asi tenemos que el epimor-
fismo actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado
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es %

= Ahora analizamos el siguiente grupo que es el [36,13], cuya estructura algebraica
es Cy x ((C3 x C3) x C9). Una presentacién de este grupo estd dada por generadores
a,b,c,d tales que a? = b3 = ¢ = d? = 1,ba = ab?, ca = ac? y el resto conmutan. Para el
grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,3,6)}) tenemos que el epimorfismo asociado a éles § : A — G
dado por

9(6170) = ab, 9(0171) = d, 9(61,2) = CCLCl7 9(0173> = da, 9(6174) =ab

Ahora observemos que la imagen de ¢ 2¢1 3 es el generador ¢, la imagen del elemento
c1,2¢1,3¢1,1¢1,2 es el generador a, la imagen de (61736174)4 es el generador b y la imagen de
(c1.3¢1.4)° es el generador d. Asf tenemos el grupo generado como imagenes de elementos
que preservan la orientacion y queda probado que es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es i.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [54,5] cuya estructura algebraica es
((C3 x C3) x C3) x Cy. Una presentacién de este grupo viene dada por generadores a, b
tales que a® = b5 = (ab)? = 1y (ba~'b)? = 1. Para este grupo tenemos dos grupos NEC
asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [6]; {(3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(z1) =b, O(er)=0b"", O(cio) =ab, O(cip)=a'b""

Es claro que tenemos los generadores en la imagen, pues los elementos 1 y c1 pe1
van a los generadores b y a respectivamente. Ahora, tenemos que es epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable ya que el elemento (017061)3 va al
neutro y es un elemento que invierte la orientacion. El area reducida del grupo
NEC asociado es %.

ii) Para el grupo NEC (0;+; [2,3]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(x1) = ab, O(zz) =a, O(er) =a 'b"'a™", O(cig) =b°

Es claro que tenemos los generadores en la imagen, pues los elementos z2 y (72)221

van a los generadores a y b respectivamente, y ambos son elementos que preservan

la orientacion. Asi, tenemos que es epimorfismo que actia sobre una superficie no
1

orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es ;.

= Ahora analizamos el siguiente grupo que es [54,8], que tiene estructura alge-
braica ((C3 x C3) x C3) x Cy. Este grupo tiene una presentacién dada por generadores
A,B,C tales que A> = B3 = C? = (B71A)? = (CA)? = 1,(B7'1C)*(BC)? =1y
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(AB7'C)2BAC = 1. Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(3,3)}) tenemos que el epimorfismo
asociado a él es § : A — G dado por

0(z1) = B™'A, O(e;) = A7'B, 0(c10) =C, 0(c11) =A, 6(c12) =B 'ACAB

Es claro que tenemos los generadores en la imagen, pues los elementos ¢y 1,c1,1€1
y c1,0 van a los generadores A, B y C respectivamente. Ahora tenemos que el elemento
(c11€1)? va al neutro e invierte la orientacién. Asi, tenemos que es epimorfismo que acttia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo es el [108,15], cuya estructura algebraica es ((C5xC3)xC5) xCy.

La presentaciéon de este grupo, obtenida en GAP, viene dada por dos generadores z e
y en forma de permutaciones de Sig que son x =(4 7)(5 8)(6 9)(13 16)(14 17)(15 18),
ey =(117514 218 6 15 3 16 4 13)(7 12 9 11 8 10) que cumplen las relaciones
2? = (y22)3 = ylaytey™ = ylayry 2wyry~lr = 1. Entonces para el grupo NEC
(0; +; [4]; {(3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) = xy5, O(e1) = y7x, O(ci0) =z, O(c11) = xy5xy7x

Tenemos los generadores en la imagen, pues los elementos (01,0m1)5 y €10 van a los
generadores y y x respectivamente. Ahora tenemos que el elemento (¢ o (0170x1)2)3 va al
neutro e invierte la orientacién. Asi, tenemos que es epimorfismo que actia sobre una

superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora analizamos el siguiente grupo [108,17], que tiene estructura algebraica
(((C3 x C3) % C3) x Co) x Cy. Segtin [6], este grupo se denomina G356 y tiene una
presentacién dada con generadores A, B y C tales que cumplen las siguientes relaciones
A% = B = C% = (AB)? = (AC)? = (BC)% = (ABC)® = 1. Aqui tenemos 2 grupos
NEC, asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,6,6)}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l
es 0 : A — G dado por

O(c10) = AB, 0(c11) =B, 0(c12)=C, 0(c13) =AB

Ahora, vemos que la imagen de cjgci1 es el generador A, la imagen de ci,1 es
el generador B y por tltimo, la imagen de c; 2 es el generador C. Observemos
ademas que el elemento (C1,001,101,2)3 tiene como imagen el elemento neutro, y es
un elemento que invierte la orientacién. Luego tenemos los generadores del grupo
G y un elemento que va al neutro e invierte la orientacién, asi es un epimorfismo

que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es
1
Tz'

ii) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — GG dado por

9(6170) = A, 9(6171) = B, 9(0172) = (BC)g, 9(6173) = C, 9(0174) =A
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Ahora, vemos que la imagen de ¢ 2c1,3¢1,1¢1,3¢1,1¢1,3 €s el generador B, la imagen
de ci1c1,3¢1,1¢1,3¢1,1€12 es el generador C' y por tltimo, tenemos que la imagen
de c10c1,1c1,2¢1,3¢1,1¢1,3¢1,1¢1,3 es el generador A. Luego tenemos los generadores
del grupo G como imagenes de elementos que preservan la orientacion, asi es un
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC es —2

= Por tltimo tenemos para estudiar el grupo [216,87] que tiene estructura algebraica
(((C5xC3)xC3)xCy)xCy. Este grupo tiene una presentacion, segun [5], con generadores
R,S,T tales que R* = S5 = T? = (RS)? = (TS)? = (RT)? = T(S™'R)3R™3 = 1. Para
el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,4,6)}) tenemos que el epimorfismo asociado a éles§ : A — G
dado por

9(61’0) = TS

Ahora, vemos que la imagen de ¢ 2¢;1 3 es el generador S, la imagen de c1,1¢12 es el
generador R y por ultimo, usando la relacién de la presentacién tenemos que la imagen
de (c11c12)3((c11c12)3c12¢13)% es el generador T. Luego tenemos los generadores del
grupo G como imagenes de elementos que preservan la orientacion, y asi es un epimor-
fismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

= TS, 9(6171) = RT, 9(6172) = T, 9(61,3)

Grupos de género imaginario 12

Segun la lista de Conder, tendriamos 7 grupos de género imaginario 12, que serian:

Grupo | o(Q) A
20,1] 20 (05 45 [44); {()}) 6 (1; - [44]; {-})
[40,5] 40 (1 - [ J; {(2,2)}) 6 (0; [ 45 {¢)})
[40,8] 40 | (0; +5 []; {(2727474) ) 6 ( +; [2; {(44)})
6 (0; +; [4]; {(2,2)}) 6 (0; +; [2,4]; {(-)})
[40,10] | 40 (0; +; [ {(-), (2)})
[40,12] | 40 (0; +; [4]; {(2:2)}) 6 (05 +; [2,4]; {()})
[80,39] | 80 (0; + [ {(2,2,2,4)})
[240,189] | 240 (0; +; [-]; {(2 4 6)})

= El primer grupo que nos encontramos es [20,1], que tiene estructura algebraica
C5 x C4. May, en [19], da el género imaginario de este grupo (que es isomorfo a DCj)
pero no da el epimorfismo explicito. Sean X, Y generadores de este grupo, que cumplen
X0 =1 X>=Y2 Y 1XY = X~!. En este caso tenemos dos grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}), tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l
es 6 : A — G dado por

0(x

1)

= XY? 0(1’2)

= Y, 9(61)
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ii)

Tenemos que las imagenes de 2 y x1(22)3 generan todo el grupo G y son elementos
que preservan la orientacion. Asi queda probado que es epimorfismo que actiia sobre
una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

Para el grupo NEC (1; -; [4,4]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(z1) = XY, O(zz) =Y, 6(dy) = X?

Tenemos que las imagenes de 2 y x1(22)3 generan todo el grupo G y son elementos
que preservan la orientacion. Asi queda probado que es epimorfismo que actiia sobre
una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

= El segundo grupo que tenemos es el [40,5], cuya estructura algebraica es Cy X Dj.
Este grupo es estudiado en [9]. Sea X generador de Cy y Y, Z generadores de D5 tales
que Y2 = 72 = (Y Z)® = 1. Tenemos 2 grupos NEC, luego:

i)

i)

Para el grupo NEC (1; -; [4]; {(2,2)}), el epimorfismo no se da en [9]. Segun esto
tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(z1) = XYZY, O(er) = XY, 0(d1) = (YZ)*,
9(0170) = }/, 9(6171) = X2, (9(6172) =YZY

Tenemos que la imagen del elemento c; o es el generador Y, que la imagen del
elemento (e1c10)? es el generador X, y que la imagen del elemento c; gc1 2¢1 0 es el
generador Z. Ademas el elemento (x161)3d1 tiene como imagen el elemento neutro
e invierte la orientacion. Luego es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}), el epimorfismo se da explicitamente en [9],
luego el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(x1) =Y, O(xo) = XYZY, 0(er) = X"'YZ, 0(c1o) = X?

Tenemos que la imagen de x2(61m2x1)3x1 es el generador X. Si primero llamamos
a= x2(61x2x1)3x1, tenemos que la imagen de x1a3x91 es el generador Z. Ademas
como la imagen de x1 es el generador Y, tenemos el grupo generado por imagenes
de elementos que preservan la orientacion. Asi queda visto que es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC

asociado es i .

= Ahora estudiamos el grupo [40,8], cuya estructura algebraica es (C1g x C2) x Co.
Tenemos una presentacion que viene dada por generadores X, Y tales que cumplen las
relaciones X9 = Y2 = (XY X)? = (X"'Y)?(XY)? = 1. Para este grupo tenemos 4
grupos NEC, luego:

26



i)

ii)

iii)

iv)

Para el grupo NEC (0; +; []; {(2,2,4,4)}) el epimorfismo asociado aéles§: A — G
dado por

9(0170) = Y, 0(61,1) = (YX)Q, 9(61’2) = YX4, 9(01,3) = X5, 9(61’4) =Y

Tenemos los generadores Y y X como imégenes de los elementos c1 0 y (61’0617261’3)9
respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento (01730174)20171 tiene como
imagen el neutro, y es un elemento que invierte la orientacién. Asi hemos probado
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area re-
ducida del grupo NEC asociado es i.

Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(4,4)}) el epimorfismo asociado a él es 0 : A — G
dado por

O(z1) =Y, O(e1) =Y, O(cio) =X, 0(c11) = XY, 0(c12) =Y XY

Tenemos de manera obvia que la imagen de cjgc1,1 es el generador X 1Y y por
otra parte el elemento x1 es el generador Y, luego tenemos el grupo generado co-
mo imégenes de elementos que preservan la orientacién. Asi es un epimofismo que
actlia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado

1
[S] 1

Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) el epimorfismo asociado a éles 0 : A — G
dado por

0(x1) =YX, O(er) = XY, O(cio) = (YX)? 0(c11) =Y, O(c12) = (YX)?

Tenemos que el elemento c1121 tiene como imagen el generador X y que el elemento
c1,1 tiene como imagen el generador Y. Ademds tenemos que el elemento .fL‘%CL()
tiene como imagen el elemento neutro y es un elemento que invierte la orientacién.
Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es i.

Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}) el epimorfismo asociado a éles  : A — G

dado por
9(331) =Y, 0(1‘2) =YX, (9(61) = Xﬁl, 9(0170) = X°

Tenemos que el elemento x1x2 tiene como imagen el generador X y que la imagen
del elemento x1 es el generador Y, y ambos elementos preservan la orientacién.
Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no

orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.
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= Ahora estudiamos el grupo [40,10] cuya estructura algebraica es C5 x Dy4. Este
grupo es estudiado en profundidad en [9]. Sea X generador de C5 y Y, Z generadores de
Dy tales que Y2 = Z2 = (YZ)* = 1. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2), (-)}) tenemos
que el epimorfismo asociado es 8 : A — G dado por

0(e1) = XYZY, O(ea) = X 'YZY, 0(c10) =Y, O(c11) = (Y2)?Y, 0(co0) =YZY

Tenemos que la imagen de €$ es el generador X, que la imagen de (6102706170)5 es el
elemento Y y que la imagen del elemento (ejcaoc10)’e}(e1caoci0)’ es el generador Z,
todos ellos que preservan la orientacion. Asi generamos nuestro grupo G' como imagenes
de elementos que conservan la orientacién y hemos probado que es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que estudiamos es el [40,12], que tiene estructura algebraica
Cy x (C5 »x C4). Podemos encontrar una presentacion de (Cs x C4) en [12], dado por
los generadores X,Y tales que X° =Y* =1y YXY ! = X2 Ademas consideramos Z
generador de Cs. Aqui tenemos 2 grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado es
0 : A — G dado por

9($1) = Y, 9(61) = Y_l, H(CI,O) = YQXQ, 9(6171) = Z, 9(6172) = XYQ

Tenemos que el elemento x; tiene como imagen el generador Y, el elemento (01720170)2
tiene como imagen el generador X y el elemento CL‘%((61720170)2)461726171 tiene como

imagen el generador Z, y todos los elementos conservan la orientacién. Asi queda

demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.

El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado es
0 : A — G dado por

O(z1) = ZY2X?, 0(x2) =Y, 0(er) = Y>X*Y2Z, O(c10)=Z

Tenemos que la imagen de xo es el generador Y, la imagen de (m%cLoxl)?’ es el
elemento X y el elemento xq(x3c or1)*r3 tiene como imagen el elemento Z; y
todos ellos preservan la orientacién. Asi queda demostrado que es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC

asociado es % .

= Ahora estudiamos el grupo [80,39], cuya estructura algebraica es D5 x Dy. Este
grupo es estudiado con detalle en [10]. Tomamos A y B como generadores de orden 2
de Ds tales que su producto tiene orden 5 y C'y D como generadores de orden 2 de Dy
tales que su producto tiene orden 4. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,4)}), tenemos
que el epimorfismo asociado es 8 : A — G dado por

9(0170) = C, 0(6171) = A, 0(6172) = D, 9(61,3) = DB, 9(0174) = C
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Observemos que 6(ci12¢1,3) = B, que 9((01730171)5) =D, que 9(01700172(01,3c1,1)5) =C
y que (cy 1c12(c13¢11)°) = A. Asi hemos generado el grupo como imdgenes de elemen-
tos que preservan la orientacion y por tanto hemos probado que es epimorfismo que

actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El ultimo grupo que tenemos es [240,189], que algebraicamente se corresponde
con (9 x S5. Para este grupo, consideramos X generador de Cs y a S5 como el grupo
de permutaciones de cinco elementos. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,4,6)}) tenemos
que el epimorfismo asociado es 8 : A — G dado por

9(0170) = X(l 2), 9(61’1) = (3 4), 9(612) = (2 3)(4 5), 9(0173) = X(l 2)

Tenemos que en primer lugar la imagen del elemento (c11c¢12(c12¢13)%)% es la per-
mutacién (1 3) y que la imagen del elemento 017101,2(01720173)401,10172(01,201,3)2 es la per-
mutacién (1 4 2 5 3), y ambas permutaciones generan todo Ss. Por otro lado tenemos
que la imagen de (01710172(01720173)3)3 es el generador X. Asi hemos probado que el grupo
estd generado como imagen de elementos que preservan la orientacién. Luego es un epi-
morfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC

. 1
asociado es 37

Grupos de género imaginario 13

Segun la lista de Conder, tendriamos 6 grupos de género imaginario 13, que serian:

Grupo | o(G) A

[42,3] | 42 (05 +; [14]; {(3)})
[42,4] | 42 (0; +; [6]; {(T)})
[52,3] | 52 (05 +; [4]; {(13)})
[60,9] | 60 (0; +; [15); {(2)})
[84,8] 84 | (0; +; [-]; {(2,6,14)})
[120,38] | 120 | (0; +; [-}; {(2,4,15)})

= El primer grupo que tenemos es el [42,3], que tiene estructura algebraica Cy x Ss.
Tomemos X generador de C7 y S3 las permutaciones de 3 elementos. Para el grupo NEC
(0; +; [14]; {(3)}) tenemos que el epimorfismo asociado es § : A — G dado por

O(z1) = X(12), 6(e;) = X5(12), O(c10) =(23), O(c11)=(13)

Tenemos que § tiene como imagen el elemento X, y tenemos que la imagen de
c1oc1,1 es (21 3), la imagen de 27 es (1 2) y la imagen de (331)761,061,1 es el elemento
(1 3), tenemos generado tanto C7 como S3, luego tenemos nuestro grupo generado por
imagenes de elementos que preservan la orientaciéon. Queda probado que es un epimor-

fismo que actia en una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es élé

29



Observemos que S3 = D3, y para el grupo D3 x (7, este epimorfismo se encuentra hecho
en [9].

= El segundo grupo que tenemos es [42,4], cuya estructura algebraica es C5 x Dr.
Este grupo es estudiado en profundidad en [9]. Tomemos X generador de C5 y Y,Z
generadores de orden 2 de Dy tales que su producto tiene orden 7. Para el grupo NEC
(0; +; [6]; {(7)}) tenemos que el epimorfismo asociado es 6 : A — G dado por

0(z1) = X(YZ)Y, 0(e1) = X 1 (Y2)%Y, O(c10)=Z, O(c11)=Y

Tenemos que es epimorfismo ya que la imagen de a;‘ll es el generador X, que la ima-
gen de a::{’cl,l(cmcl’o)ScLl es el generador Z, y que la imagen de 01,0117‘%0171(617161’0)3 es
el generador Y. Asi queda probado que el grupo se puede generar como imégenes de
elementos que preservan la orientacién y que es un epimorfismo que actia sobre una
superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= FEl siguiente grupo que encontramos es el grupo [52,3] que tiene estructura alge-
braica C13 x C4. Una presentacion de este grupo viene dada por generadores a,b tales
que a* = b'? = 1y ba = ab'?. Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(13)}) tenemos que el
epimorfismo asociado es 6 : A — G dado por

0(z1) =a, O(er) =a"', O(cio) =ab, 6(c11)=a'b"

Tenemos que la imagen de x1 es el generador a y que la imagen de (01,001’1)6 es el
generador b, luego tenemos el grupo generado como imagenes de elementos que preservan
la orientacion. Asi hemos probado que es epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es é—;

= Ahora estudiamos [60,9], que tiene estructura algebraica C5 x A4. Este grupo es
estudiado con detalle en [11]. Tomemos como X el generador de C5, y A4 como el grupo
de permutaciones pares de 4 elementos. Para el grupo NEC (0; +; [15]; {(2)}) tenemos
que el epimorfismo asociado es 6 : A — G dado por

O(x1) = X(123), 0(er) = (132X 0(cro) =(12)(34), 0(cr1) = (13)(24)

Tenemos que la imagen de x¢ es el generador X, la imagen de crociies (14)(23),y
la imagen de 21" es el elemento (1 2 3), luego hemos generado tanto Cs como A4 (ya que
estos dos elementos lo generan) por imagenes de elementos que preservan la orientacion.
Asi es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del
grupo NEC es %.

= El siguiente grupo es [84,8], cuya estructura algebraica es D3 x D7. Este grupo

es estudiado en profundidad en [10]. Tomemos A, B generadores de orden 2 de Dj3 tales
que su producto tiene orden 3 y tomemos C, D generadores de orden 2 de Dy tales que
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su producto tiene orden 7. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,6,14)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

9(61’0) = D, 9(6171) = B, 9(01,2) = AC, 0(0173) =D

Tenemos que 6((c12c11)?) = C vy que 9((01’20171)4) = AB. Ademds tenemos que
0((c13c12)") = Ay que 6((c1,3¢1,2)%) = DC. Asi hemos probado que el grupo estd gener-
ado como iméagenes de elementos que preservan la orientacién, luego es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado

11
es 84"

= Por tltimo tenemos que estudiar el grupo [120,38], que tiene estructura algebraica
(C5 x Ayq) x Cy. Este grupo tiene una presentacion, segun [5], con generadores R, S, T
tales que R* = S¥ = T? = (RS)? = (TS)? = (RT)> = TS"'RS™'R™? = 1. Para el
grupo NEC (0; +; [-]; {(2,4,15)}) tenemos que el epimorfismo asociado a éles 6 : A — G

dado por
9(61’0) = TS, 0(0171) = RT, 9(61’2) = T, 9(01,3) =T858

Ahora, vemos que la imagen de ¢ 2¢;1 3 es el generador S, la imagen de c11¢12 es el
generador R y por ultimo, usando la relacién de la presentacién tenemos que la imagen
de 617361720171017261730172(01720171)2 es el generador T'. Luego tenemos los generadores del
grupo G como imagenes de elementos que preservan la orientacion, y asi es un epimor-
fismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %0.

Grupos de género imaginario 1

Segun la lista de Conder, tendriamos 25 grupos de género imaginario 14, que serfan:
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Grupo | o(G) A

[16,12] | 16 (05 +; M {(-), ()})

[24,4] 24 (0; 45 [44]; {(-)})

[24,7] 24 (0; +5 [44]; {(G)})

[24,15] | 24 (0; +5 [; {(2:2), ()} 6 (05 +; [2]; {(-), ()})
[32,48] 32 0; +; []; {(2,2,2,2,4)})

[36,11] | 36 (0; +5 [3.3]; {(-)}) 6 (15 [3,3]; {-})
[36,12] | 36 | (0; +; [6]; {(2,2)}) 6 (05 +; [2,6]; {(-)}) 6 (0; +; []: {(-), (3)})
48,6 48 (0; +5 [4); {(2,2)}) 6 (0; +5 [24]; {(-)})
[48,14] | 48 (05 +; [4]; {(2,2)}) 6 (05 +; [2,4]; {()})
[48,21] | 48 (0; +; [ {¢), (2)1)

[48,24] | 48 (05 +5 [-; {(), (2)})

[48,37] | 48 (0; +5 []; {(2,2,4,4)})

[48,43] | 48 (05 +; [; {(2,244)})

[48,49] | 48 (0; +; [-; {(-), (2)})

[48,51] | 48 (0; +5 []; {(2,2,2,2,2)})

[72,42] | 72 (0; 45 [2,3]; {()})

[72,43] | T2 (0; +5 [-; {(2,2,3,3)}) 6 (05 +; [2]; {(3.3)})
[72,44] | 72 (0; 45 3]s {(2,2)}) 6 (05 45 [2,3; {(-)})
[72,46] | 72 (0; +5 [-]; {(2,2,2,6)})

[96,89] | 96 0; +; [ {(2,2,24)})

[96,115] | 96 (0; +5 []; {(2,2,2,4)})

[96,226] | 96 (0; +; [ {(2,2,2,4)})
[144,183] | 144 (0; +5 []; {(2:2,2,3)})

[180,19] | 180 (05 +5 [3]: {(5)})
[360,121] | 360 (0; +; []; {(2,3,10)})

= El primer grupo que tenemos es [16,12], cuya estructura algebraica es Co x Q.
Este grupo es estudiado en [19], pero no se da un epimorfismo explicito. Tenemos una
presentacién de este grupo dada por Z como generador de Cy y X, Y como generadores
de Q tales que cumplen X4 =1, X2 = Y2 Y1 XY = X~!. Para el siguiente grupo NEC
(0; +; [4]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

O(z1) = XY, 0(er) =Y, Bea) = X1, O(cio) = X2, O(cz0) = Z

Es epimorfismo ya que tenemos los generadores en la imagen, pues los elementos
ei’, e%, 2,0 tienen como imagen los generadores Y, X, Z. Ahora tenemos que el elemento
61,063 tiene como imagen el neutro y es un elemento que invierte la orientacién. Asi hemos
probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area re-
ducida del grupo NEC es %.

= El segundo grupo que nos encontramos es el [24,4], que tiene estructura algebraica

Cy x DC3. Este grupo es estudiado en profundidad en [11]. Tenemos que x es el generador
de Cy y a,b los generadores de DC3 tales que a® = b* = 1,ba = a?b. Para el grupo NEC

32



(0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por
9(:61) = b7 9(1"2) = abg.’lf, 9(61) =ax, 9(6170) = b2

Es epimorfismo ya que tenemos los generadores en la imagen, pues los elementos
T, e‘ll, ei’ tienen como imagen los generadores b, a, x y todos son elementos que preservan
la orientacién. Asi hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

= El tercer grupo que tenemos es el [24,7], cuya estructura algebraica es DCg. Este
grupo es estudiado en [19], pero no se da un epimorfismo explicito. Una presentacién del
grupo viene dada por generadores X,Y tales que X2 =1, X6 = Y2 Y 1XY = XL
Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(z1) =Y, O(x2) =YX, O(e;) = X°, 0(c1o) =Y?

Es epimorfismo ya que tenemos los generadores en la imagen, pues los elementos
71, T3 tienen como imagen los generadores Y, X respectivamente y ambos son elemen-
tos que preservan la orientacion. Asi hemos probado que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

= El siguiente grupo es el [24,15], que tiene estructura algebraica Cg x Cy x Co. Este
grupo se estudia en [15]. Tomemos X generador de orden 6 y Y, Z generadores de orden
2 ambos. Como tenemos dos grupos NEC:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles : A — G dado por

0(e1) = XY Z, O(ex) = ZY X,
9(01,0) - }/, 9(6]_7]_) — X3, 9(6172) = }/’ 0(0270) = Z

Tenemos que los generadores X, Y, Z del grupo son imagen de ejca0c1,0,¢1,0, 2,0
Ahora tenemos que el elemento que invierte la orientacién (8162,00170)361’1 va al
neutro, y asi hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie

no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

0(z1) =Y, O(e1) =XZ, 0(ea) = ZX'Y, 0(c10) =2, O(ca20) =Y

Tenemos que los generadores X, Y, Z del grupo son imagen de ejcy o, x1, c1,0. Ahora
tenemos que el elemento que invierte la orientaciéon zicz o va al neutro, y asi hemos
probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El
area reducida del grupo NEC asociado es %
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= Ahora estudiamos [32,48], cuya estructura algebraica es Cy x ((Cy x C3) x C3),
y que se corresponde con I'sb segin la notacién descrita con anterioridad en grupos
de orden 32. Este grupo estd generado, segin [26], por generadores a,b,c,d tales que
at =0 =c?=d?>=1,ab = ba,ac = ca,bc = ca’b y el resto conmutan. Asi para el grupo
NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,2,4)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G
dado por
O(c10) = cha™t, 0(c11) = a?, O(c12) = ba?,

O(c13) = da?, 0(c1,4) = ca?, O(c15) = cha ™

Tenemos que los elementos ¢ 2¢1,1, €1,4€1,1, €1,3C1,1, €1,2€1,1€1,4C1,1C1,0C1,1 Van a los gen-
eradores b, ¢,d y a respectivamente y todos son elementos que preservan la orientacion.
Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no ori-
entable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [36,11], que tiene estructura algebraica
C3 x Ay. Este grupo es estudiado en profundidad en [11]. Tomemos X como generador
de C3 y las permutaciones (1 2)(3 4) y (1 2 3) como generadores de A4. Tenemos dos
grupos NEC, asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [3,3]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(z1) = (12)(34)(123), O(x2) = (132)X?,
Ber) = (12)(3 )X, O(cro) = (12)(3 4)

Tenemos que los elementos ((c10z1)?) = (1 2 3), O(x1(c1071)?) = (1 2)(34) y

0(z1(c1071)%e1) = X. Todos estos elementos preservan la orientacién, y asi queda

demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable.

El area reducida del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (1; -; [3,3]; {-}), el epimorfismo no viene en [11], entonces
tenemos que el epimorfismo asociado a él es 8 : A — G dado por

0(z1) = (12)(34)(123), O(z2) = (132)X?
O(er) = (12)(34)X, 6(d1) = (12)(34)

Tenemos que 0((dyz1)*) = (12 3), 0(z1(dix1)?) = (12)(34) y 0(z1(d1z1)%e1) = X.
Todos estos elementos preservan la orientacién, y asi queda demostrado que es un
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [36,12], cuya estructura algebraica es Cg x S3. Observemos
que S3 &~ D3, entonces para el caso ii) es estudiado en [9]. Tomemos X como generador
del grupo ciclico de orden 6, y S3 como las permutaciones de 3 elementos. Aqui tenemos
3 grupos NEC, luego:
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i) Para el grupo NEC (0; +; [6]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

O(z1) = X(123), O(e;)=(132)X1,
9(01,0) = (1 2), 9(61,1) = X?’, 9(61’2) = (1 3)

Es claro que el elemento ¢;gc1 2 tiene como imagen la permutacién (1 2 3), que
junto al elemento ¢ que tiene como imagen la permutacién (1 2) generan todo
Ss. Ahora por otra parte tenemos que la imagen de $1(01,061’2)2 es el generador X.
Por ultimo tenemos que el elemento 33:{’01,1 tiene como imagen el neutro, y es un
elemento que invierte la orientacion. Asi queda demostrado que es un epimorfismo

que actta sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es
1

3

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,6]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l es
0 : A — G dado por

0(z1) = (23), O(za) = X(123), O(e1) = X*(12), O(c1p) = X3

Es claro que el elemento mle:{’ tiene como imagen la permutacién (1 2 3), que
junto al elemento e3 que tiene como imagen la permutacién (1 2) generan todo
Ss. Ahora por otra parte tenemos que la imagen de xo(x1e3)? es el generador X.
Observemos que todos ellos son elementos que preservan la orientacién. Asi queda
demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.

El drea reducida del grupo NEC es %

iii) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(-), (3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l
es 6 : A — G dado por

Be1) = X(123), O(ex) =(132)X 1,
O(cro) = X3, 0(c20) = (12), 60(cz1) =(13)

Es claro que el elemento ¢z gco 1 tiene como imagen la permutacién (1 2 3), que
junto al elemento ¢z que tiene como imagen la permutacién (1 2) generan todo
Ss. Ahora por otra parte tenemos que la imagen de 61(02700271)2 es el generador X.
Ahora el elemento (e (627062,1)2)301’0 tiene como imagen el neutro y es un elemento
que invierte la orientacién. Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

= El siguiente grupo es el [48,6], que tiene estructura algebraica Cay x C2. Una
presentacién de este grupo viene en [13] dada por generadores T', X tales que cumplen
X2 =T2=1yTXT = X" Tenemos dos grupos NEC, luego:
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i)

i)

Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

0(x1) = XT, O(er) =TX ', O(cio) =T, 0(c11) =X 0(c12) = XTX*

Es claro que el elemento c1g tiene como imagen el generador 7', que junto al
elemento z1c1p que tiene como imagen el generador X, generan todo el grupo.
Ahora tenemos que el elemento (3310170)120171 tiene como imagen el neutro, y es un
elemento que invierte la orientacién. Asi queda demostrado que es un epimorfismo

que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es
1

1

Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

(1) =T, O(x2) = XT, O(er) = X", O(ci0) = X"

Es claro que el elemento z; tiene como imagen el generador T', que junto al elemen-
to xox1 que tiene como imagen el generador X, generan todo el grupo. Observemos
que todos ellos son elementos que preservan la orientacién. Asi queda demostra-
do que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea
reducida del grupo NEC es %

= Ahora toca analizar el grupo [48,14], cuya estructura algebraica es (C12 x C) x Co.
Tenemos una presentacién de este grupo en [13], que viene dada por generadores X, R, S
tales que X3 = R* = §* = (RS)2 = (R7'5)2 =1,XR = RX,S7'XS = X~!'. Tenemos
dos grupos NEC, luego:

i)

ii)

Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 6 : A — G dado por

O(z1) = XS, O(e1) =S X™, 0(cio) = SR, O(c11) = S%, O(c12) = X2S 'R}

Tenemos que la imagen de (m10172)8 es el generador X, que la imagen de (x; 01,2)4951
es el generador S y que la imagen del elemento ((x101,2)4x1)01710170 es el generador
R. Observemos ademés que todos los elementos preservan la orientacién. Asi hemos
probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El
area reducida del grupo NEC asociado es %

Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(z1) = X2S IR 0(x2) = XS, O(e1) = SPR7IX7L) 0(cio) = S2

Tenemos que la imagen de (z271)® es el generador X, que la imagen de (xox1)*s es
el generador S y que la imagen del elemento (z221)? es el generador R. Observemos
ademads que todos los elementos preservan la orientacién. Asi hemos probado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es %
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= El siguiente grupo que analizamos es el grupo [48,21], que tiene estructura al-
gebraica C3 x (4,4/|2,2). Una presentacién de este grupo la encontramos en [13], dada
por generadores R, S, Z tales que Z° = R* = §* = (RS)? = (R719)? = 1 y el resto
conmutan. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(-), (2)}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesd: A — G dado por

9(61) =ZR, 9(62) = Rlefl, 9(6170) = RQ, 9(6270) = SR, 9(0271) = RS

Es claro que el elemento e tiene como imagen el generador R, el elemento e} va
al generador Z, y el elemento ¢y gcy pe] tiene como imagen el generador S. Observemos
que los tres elementos preservan la orientacion. Asi queda demostrado que es un epimor-
fismo que acttia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

= Ahora estudiamos el grupo [48,24], cuya estructura algebraica es C3 x (Cg x Cs).
Una presentacién de este grupo la podemos encontrar en [13]. Consideramos generadores
X,Y,Z tales que X8 =Y? =273 =1,YXY = X® y el resto conmutan. Para el grupo
NEC (0; +; []; {(-), (2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado
por

9(61) = ZX, 9(62) = X_IZ_l, 0(6170) = X4, 9(6270) = Y, 9(6271) = YX4

Es claro que el elemento ¢f tiene como imagen el generador X, el elemento e}% tiene
como imagen el generador Z, y el elemento 027001706%2 tiene como imagen el generador
Y. Observemos de nuevo que los tres preservan la orientacién. Asi queda demostrado
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC es %

= El siguiente grupo que estudiamos es el grupo [48,37], cuya estructura algebraica
es (Cha x Ca) x Cy. La presentacién de este grupo, en [13], viene dada por generadores
X,R,S,T tales que X2 = R2 = §? =T? = 1,TSR = RTS = SRT,RXR = X1,
XS = SX,TXT = X~'. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,4,4)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

0(c10) = RX, 0(c11) = (RS)?, 0(c12) =STS, 6(c13) =S, O(c14) =RX

Tenemos que el elemento ¢ 3 va al generador S, el elemento c; 3c12¢13 va al gen-
erador T, el elemento (c12c13)%(c12¢1,4)? va al generador X2, y finalmente el elemento
01,4(017201,3)2(01,20174)2 va al generador R. Ahora, observemos que claramente el ele-
mento ¢ 1(c1 3¢1.4(c12013)%(c12¢1.4)?)% va al neutro y es un elemento que invierte la
orientacion. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superfi-
cie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos que estudiar el siguiente grupo [48,43] que tiene estructura alge-
braica Cy x ((Cg x C2) x C3). Tenemos una presentacion de este grupo en [13], dada por
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generadores X, Y, Z tales que X? =Y6 = 72 = (XY)2 = (X71Y)? = 1 y el resto con-
mutan. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,4,4)}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesd: A — G dado por

0(cr0) =X"YZ, 0(c11) =2, 0(c12) =YX, 0(c13)=Y> 0(c14)=X"'YZ

Tenemos que el elemento ¢ 1 va al generador Z, el elemento ¢y 3¢12¢1,0c1,1 va al gen-
erador Y !, el elemento c1,3¢1,2¢1,0C1,1€1,2 va al generador X. Ahora, observamos que el
elemento (01,30172017001,1)30173 va al neutro y es un elemento que invierte la orientacion.
Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no ori-
entable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,49], cuya estructura algebraica es
Cy x Cy x Ay4. Tomaremos como generadores de cada Cs los elementos X, Z respectiva-
mente, y tomaremos A4 como el grupo alternado de 4 elementos generado por (1 2)(3 4)
y (1 2 3). Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(-), (2)}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesd: A — G dado por

O(e1) = (123)X, 0(ex) = (132)X,

9(61,0) = Z, 9(62,0) = (1 2)(3 4), 0(0271) = (1 3)(2 4)

Es claro que el elemento €3 tiene como imagen el generador X, el elemento c1,0 tiene
como imagen el generador Z, el elemento ef es el generador (1 2 3) y que junto al elemen-
to c2,0 que tiene como imagen el generador (1 2)(3 4) generan todo el grupo. Observemos
que el elemento (64110270)3 tiene como imagen el neutro y es un elemento que invierte la
orientacion. Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

= El ultimo grupo de orden 48 que tenemos aqui es [48,51], que tiene estructura
algebraica Cy x Cy x Dg ~ Dy x Dg. Este grupo es estudiado en profundidad en [10].
Sean A, B generadores de Ds; y sean C, D generadores de orden 2 de Dg tales que su
producto tiene orden 6. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,2,2)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

9(61’0) = A, 9(61’1) = C, 9(01,2) = B, 9(0173) = D, 9(0174) = AD, 9(01,5) =A

Entonces tenemos que 6(cic14) = D,0(c15¢14¢13¢12) = B,0(c15c14¢13¢11) = C
y 0(c15) = A. Ademds tenemos que el elemento ¢y 5c1 4¢1,3 tiene como imagen el neutro
y es un elemento que invierte la orientacion. Asi queda demostrado que es un epimor-
fismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

= Ahora analizamos el grupo [72,42], que tiene estructura algebraica C3 x Sj.
Tomaremos X generador de C3 y las permutaciones (1 2) y (1 2 3 4) como generadores
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de S4. Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 6 : A — G dado por

O(x1) = (13), O(xz) =X(134), (er) = (14)X% 0(crp) = (23)

Tenemos que la imagen del elemento (z2¢1,0)* es el generador X, la imagen del el-
emento (x201,0)9 es la permutacién (1 2 3 4) y que la imagen del elemento z1ci oz es
el generador (1 2). Asf tenemos el grupo generado. Ademds tenemos que (z1c1)? tiene
como imagen el elemento neutro y es un elemento que invierte la orientacién. Asi queda
demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area
reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [72,43], cuya estructura algebraica es
(C5 x Ayq) x C. Llamamos X al generador de Cs, tomamos (1 2)(3 4) y (1 2 3) como
generadores de Ay, y llamamos Y al generador de Cs. Hay que determinar como actia Y
con los otros generadores, y tomamos las siguientes relaciones que comprobaremos que
dan lugar a los epimorfismos que hemos de construir:

YX =X%, Y(123)=(132)Y, Y(12)(34)=(12)34)Y

Como es el Unico grupo de orden 72 para el que aparecen estos dos grupos NEC
hemos probado que esta es la presentacion del grupo. Tenemos dos grupos NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(3,3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

0(z1) = (12)(34)Y, 0(e1) =Y(12)(34),
0(c10) =YX, O(c11)=(123)Y, O(c12)=X"'Y

Tenemos que la imagen de (z1c10) es el generador (1 2)(3 4), que la imagen de
($1Cl,0)4 es el generador X, la imagen de (3:101,0)40172 es el generador Y y la imagen
del elemento 0171(:1:10170)401,2 es el generador (1 2 3). Ademds tenemos que el ele-
mento (617161)3 tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable. Asi hemos
probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El
area reducida del grupo NEC asociado es %.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,3,3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — GG dado por

9(01,0) = Y, 9(61,1) = (1 2)(3 4), 9(61’2) = YX,
9(0173) = (1 2 3)Y, 0(6174) =Y
Tenemos que la imagen de ¢ 3¢; 4 es el generador (1 2 3), que la imagen de ¢; 4¢1 2 es
el generador X, la imagen de ¢y 4 es el generador Y y la imagen del elemento ¢y es
el generador (1 2)(3 4). Observemos ademds que el elemento (c1 1¢12¢1,3)% invierte
la orientacion y tiene como imagen el elemento neutro. Asi hemos probado que es

un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC asociado es %.
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= Ahora analizamos el grupo [72,44], que tiene estructura algebraica A4 x Ss.
Tomemos las permutaciones (1 2)(3 4) y (1 2 3) como generadores de Ay, y las per-
mutaciones (5 6 7) y (5 6) como generadores de Ss. Tenemos dos grupos NEC asi que:

i)

i)

Para el grupo NEC (0; +; [3]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l
es 0 : A — G dado por

O(z1) = (123)(567), 6(er)=(132)(576), O(cro) = (5 6),
O(cr1) = (12)(34), 0(ciz)=(57)

Tenemos que los elementos (m10170)4 y c1,1 tienen como imagen las permutaciones
(123)y (12)(34) respectivamente y por tanto generan todo A4. Por otro lado
tenemos que los elementos €1,0C1,2 Y €10 tienen como imagen las permutaciones
(56 7) y (5 6) respectivamente, que generan todo S3. Ademds tenemos que el
elemento (x10171)3 tiene como imagen el elemento neutro, y ademads es un elemento
que invierte la orientacién. Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(z1) = (12)(34)(56), O(w2) = (123)(567), O(ex) = (57)(143), O(c10) = (57)

Tenemos que los elementos (1‘26170)4 y :1:1(1:20170)3 tienen como imagen las permuta-
ciones (1 2 3) y (1 2)(3 4) respectivamente y por tanto generan todo A4. Por otro
lado tenemos que los elementos xg(mQCLO)Q y (33201,0)3 tienen como imagen las per-
mutaciones (5 6 7) y (5 6) respectivamente, que generan todo S3. Ademéds tenemos
que el elemento (610170)3 tiene como imagen el elemento neutro, y ademads es un
elemento que invierte la orientacion. Asi queda demostrado que es un epimorfismo

que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es
1

G°

= El siguiente grupo que tenemos que estudiar es el [72,46], cuya estructura alge-
braica es Cy x S3 x S3 = D3 x Dg, por lo que este grupo se estudia en profundidad en
[10]. Sean A, B generadores de orden 2 de D3 cuyo proudcto tiene orden 3 y tomemos
C, D como generadores de Dg cuyo producto tiene orden 6 y que conmutan con A y B.
Para el grupo NEC (0; +; []; {(2,2,2,6)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

9(0170) = C, 9(0171) = A, 9(0172) = D, 9(61’3) = BD, 0(0174) = C

Observemos que ¢y 1c12 tiene como imagen el generador B, el elemento (61,161’3)3
tiene como imagen el generador D. Ademaés tenemos que la imagen de 017001,2(017101,3)3
es el generador C' y la imagen de 01,4617361’06172(01’16173)3 es el generador A. Todos los
elementos preservan la orientacién, luego hemos visto que es un epimorfismo que actia
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sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

= Ahora seguidamente estudiamos el grupo [96,89], que tiene estructura algebraica
(D2 x Dg) xC5. De este grupo no tenemos una presentacion explicita, pero en base a su es-
tructura algebraica podemos deducir una presentacién dada por generadores a, b, c,d, X
tales que a®> = b? = 2 = d> = X? = (ab)® = (cd)® = 1 y a,b conmutan con c,d y
viceversa. Debemos decidir como actiia X respecto a los otros generadores, y tomamos
Xa=aXb,Xb=bX,Xc=cXdy Xd=dX. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,4)})
tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(ci0) =X, b(c11) =0, O(c12)=a, O(ci3)=c, O(c14)=X

Tenemos que los elementos ¢, c1,2, €13, 11 ¥ (01,30174)2 tienen como imagen los
generadores X, a,c,b y d respectivamente y por tanto generan todo el grupo. Por otro
lado tenemos que el elemento (01,001,2)201,1 tiene como imagen el elemento neutro y es no
orientable. Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el [96,115], que tiene estructura algebraica
(C2 x D12) x Cy. De este grupo no tenemos una presentacién explicita, pero en base a su
estructura algebraica podemos deducir una presentacion dada por generadores X, Y, Z, a
tales que X2 =Y? = 72 = a® = (Y Z)'? = 1. Escogemos entonces la siguiente actuacién
de a respecto a los otros generadores: Ya = aY,aZ = ZaY y Xa = aX. Para el grupo
NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,4)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado
por

O(ci0) =2, O(cip) =X, O(ci2)=Y, 0(ci3)=a, 0(cia) =2

Tenemos que los elementos ¢y, 1,1, c12 y €1,3 tienen como imagen los generadores
Z,X,Y y a respectivamente y por tanto generan todo el grupo. Por otro lado tenemos
que el elemento (01,30174)201,2 tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable.
Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no ori-
entable. El drea reducida del grupo NEC es %.

= Ahora estudiamos el siguiente grupo que es el [96,226], cuya estructura algebraica
es Oy x Cy x Sy. Consideramos X generador de Cs e Y generador del otro Cs; y consid-
eramos las permutaciones (1 2 3 4) y (1 2), generadores de S4. Para el siguiente grupo
NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,4)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado
por

9(01,0) = (1 3), 9(01,1) = ij 9(61’2) = (3 4)X, 9(0173) = (1 2)(3 4), 9(01,4) = (1 3)

Tenemos que los elementos c1 3c14 ¥ (01700172)301,20173 tienen como imagen las per-
mutaciones (1 2 3 4) y (1 2) respectivamente y por tanto generan todo S4. Por otro lado
tenemos que el elemento (61’06172)3 tiene como imagen el generador X. Ahora tomemos
como z el elemento (01700172)3017201,3(:17401,1 que tiene como imagen Y (3 1 2). Entonces
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tenemos que 2> tiene como imagen el generador Y. Observemos ademés que todos estos
elementos preservan la orientacion. Asi queda demostrado que es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es 1—12

= El siguiente grupo que tenemos es [144,183], que tiene estructura algebraica S3xSy.
Tomemos las permutaciones (1 2 3) y (1 2) como generadores de S3 y las permutaciones
(456 7)y (45) como generadores de Sy. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,3)})
tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

9(0170) = (1 2)(4 5), 9(01,1) = (1 2),
O(c12) =(74), O(c13)=(13)(56), O(c1a)=(12)(45)

Tenemos que los elementos (01,301,4c172)8 y c1,1 tienen como imagen las permutaciones
(123)y (12) respectivamente y por tanto generan todo S3. Por otro lado tenemos que los
elementos (01,361,40172)9 y c1,1¢1,4 tienen como imagen respectivamente las permutaciones
(4567)y (45), que generan todo S;. Ademds tenemos que el elemento (c1 ey 1c12)?
tiene como imagen el elemento neutro, y ademads es un elemento que invierte la ori-
entacion. Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %

= El peniltimo grupo que estudiamos es [180,19], que tiene estructura algebraica
GL(2,4) = A5 x Cs. Tomemos X como generador de C3 y A5 lo tomamos como el grupo
de permutaciones pares de 5 elementos. Para el grupo NEC (0; +; [3]; {(5)}) tenemos
que el epimorfismo asociado a él es 8 : A — G dado por

O(x1) = X(123), 6(e;) =X"1(132), O(c10) =(15)(34), O(ci1q1)=(24)(35)

Tenemos que el elemento ¢y gc1,1 tiene como imagen la permutacién (1 3 2 4 5),
el elemento w1cy 1c1,0c1,1€1¢1,0 tiene como imagen la permutacién (2 4 3) y el elemento
(l’l617161,061’161017061)3 tiene como imagen la permutacién (2 4)(1 3). Estas tres permuta-
ciones generan un grupo de orden miltiplo de 30, pero en As no hay subgrupos de indice
2, por lo que generan todo As. Ademads tenemos que el elemento (xchchocLlechOQ)2
tiene como imagen el generador X. Asi tenemos el grupo generado como imagenes de
elementos que preservan la orientacion y hemos demostrado que es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= Por ultimo tenemos el grupo [360,121], cuya estructura algebraica es As x Ds.
Tenemos una presentacién de este grupo en [5] dada por generadores R, S,T tales que
R} =819 =72 = (RS)?2 = (TS)?> = (RT)?> = S"2RS®*R~1S*R~!T = 1. Para el grupo
NEC (0; +; [-]; {(2,3,10)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado
por

9(0170) = TS, (9(61’1) = RT, 9(61’2) = T, 9(0173) = TS

Ahora, vemos que la imagen de ¢ 2¢; 3 es el generador S, la imagen de ¢y 1¢12 es el
generador R y por ultimo, usando la relacién de la presentaciéon tenemos que la imagen
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de (01730172)2(017101,2)(017201,3)3017201,1(c1,30172)4c1720171 es el generador T. Luego tenemos

los generadores del grupo GG como imagenes de elementos que preservan la orientacién,

y asi es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida
1

del grupo NEC es g5.

Grupos de género imaginario 15

Segun la lista de Conder, tendriamos 5 grupos de género imaginario 15, que serian:

Grupo | o(Q) A
24,1] 24 (05 +5 [3.81: {(-)})
39,1] 39 (L - 3,3 {-})

[48,15] | 48 | (0; +; []; {(2,2,3,8)})
[78,1] 78 (05 +5 2,31 {()})
[1092,25] | 1092 (0; 45 [-; {(2,3,7)})

= El primer grupo a estudiar que tenemos es el [24,1], que tiene estructura algebraica
<-2,2,3>. Este grupo es estudiado en profundidad en [12]. Tenemos que la presentacién
del grupo viene dada por generadores S, T tales que cumplen las S® = T8 = (S3T)3 = 1,
S? = T? = (ST)3. Para el grupo NEC (0; +; [3,8]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo
asociado a él es 8 : A — G dado por

0(x1) = ST, O(xo) =S, O(er) = (S*TS)™", 6(c1o) = S*

Es claro que la imagen de x5 es el generador S y la imagen de (z2)°z; es el generador
T, y ambos son elementos que preservan la orientacién. Asi queda demostrado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo
NEC es %.

= El segundo grupo que estudiamos es [39,1], cuya estructura algebraica es C13 x Cs.
Tenemos que este grupo tiene una presentacién dada por generadores a,b tales que
a® = b1 = 1,ba = ab3. Para el grupo NEC (1; -; [3,3]; {-}) tenemos que el epimorfismo
asociado a él es 8 : A — G dado por

O(z1) =at, O(xz) =ab, 6(dy) =10

Tenemos que las imagenes de z y z122 son los generadores a~! y b respectivamente,
y ambos son elementos que preservan la orientacién, luego tenemos que es un epimor-
fismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

= Ahora estudiamos el grupo [48,15], que tiene estructura algebraica (C3 x Dy4) x Cs.
Tenemos una presentacién de este grupo en [13], dada por generadores X, A, B tales que

X3 =A% = B8 = (AB)? = 1,AXA = X !}, B"'1XB = X! Para el siguiente grupo
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NEC (0; +; [-]; {(2,2,3,8)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6§ : A — G dado
por

9(61,0) = AB, 9(61’1) = B4, 9(61,2) = XA, 9(0173) = A, 9(0174) = AB

Tenemos que las imagenes de ci1 3¢1,0, de c12c¢13 y de 017301,1(01’30170)4 son los gen-
eradores B, X y A respectivamente. Ademds todos son elementos que preservan la ori-
entacion, por lo que queda demostrado que es un epimorfismo que actda sobre una
superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [78,1], que tiene estructura algebraica
(C13 % C3) x Co. Una presentacién de este grupo viene dada por generadores a, b, ¢ tales
que a2 = b3 = '3 = 1,ca = ac'?,cb = bc® y ab = ba. Sea (0; +; [2,3]; {(-)}) el grupo
NEC asociado y tenemos que el epimorfismo asociado a él es 8 : A — G dado por

O(x1) =a, O(xz) =cb, O(e1) = b lela, 0(c10) = ac®

Tenemos que el elemento (z1c10)? tiene como imagen el generador ¢ (que genera lo
mismo que c), el elemento (z1¢1,0)%79 tiene como imagen el generador b y el elemento
1 tiene como imagen el elemento a. Observemos que todos los elementos preservan la
orientacion. Asi queda probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El ltimo grupo que tenemos es el grupo [1092,25], cuya estructura algebraica
es PSL(2,13). Este grupo es estudiado por Wendy Hall en [16], donde se establece que
PSL(2,13) es un grupo de 84(g — 2) automorfismos de una superficie de género g, luego
g = 15 . Tenemos una presentacién de este grupo en [5] dada por generadores R, S, T
tales que R = S7 = T? = (RS)? = (T'S)? = (RT)? = S~Y(RS™2)R~IT = 1. Para el
grupo NEC (0; +; [-]; {(2,3,7)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G
dado por

9(61’0) = TS, 9(0171) = RT, 9(61’2) = T, H(Cl,g) =T858

Ahora, vemos que la imagen de ¢ 2¢1 3 es el generador S, la imagen de c1,1¢12 es el
generador R y por ultimo, usando la relacién de la presentacion tenemos que la imagen de
017301’2(01710172(01’30172)2)6(:172@,1 es el generador T'. Luego tenemos los generadores del
grupo G como imagenes de elementos que preservan la orientacion, y asi es un epimor-
fismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es 8—14.

Grupos de género imaginario 16

Segun la lista de Conder, tendriamos 7 grupos de género imaginario 16, que serian:
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Grupo | o(G) A

[28,1] 28 (05 +5 [44]; {()}) 6 (155 [4,4]; {-})
[56,4] 39 (05 45 [4]; {(2,2)}) 6 (05 +5 [2,4]; {(-)})
[56,7] 56 | (05 +; [; {(2,2,4,4) 6 (05 +5 [2]; {(4,4)})

5 (05 +5 [4]; {(2,2)}) 6 (05 +5 [24]; {)D)})

[56,9] 56 05 +5 [ {(), (2) }

[72,16] | 72 (0; +; [18]; {(2)})

[112,31] | 112 (0; +: [-; {(2,2,2,4)})

[144,109] | 144 (0; +; []; {(2,4,18)})

= El primer grupo que tenemos es el [28,1], que tiene estructura algebraica DC;. Este
grupo es estudiado en [19], pero no se da explicitamente el epimorfismo. Consideramos
los generadores X, Y tales que X =1, X" =Y2 Y~ 1XY = X! Tenemos dos grupos
NEC, luego:

i) Para el grupo NEC (1; -; [4,4]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l es
0 : A — G dado por

0(z1) = XY, O(x2) =Y, 0(d1) = X>
Es claro que la imagen del elemento z123 es el generador X y que la imagen del
elemento x9 es el generador Y, y ambos son elementos que preservan la orientacién.

Asi queda probado que es un epimorfismo que actda sobre una superficie no ori-

entable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a €l es
0 : A — G dado por

i)

O(z1) =Y, O(zs) = XY, 0(e1) =Y 'XVL O(c10) = X"
Es claro que la imagen del elemento w273 es el generador X y que la imagen del
elemento x1 es el generador Y, y ambos son elementos que preservan la orientacién.
Asi queda probado que es un epimorfismo que actda sobre una superficie no ori-

entable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= El segundo grupo que tenemos es el [56,4], cuya estructura algebraica es Cy x D7.
Este grupo es estudiado en profundidad en [9]. Tomemos X como generador del grupo
ciclico e Y, Z como generadores de orden 2 de D7 tales que su producto tiene orden 7.
Como tenemos dos grupos NEC:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2)}), no aparece el epimorfismo en [9]. Definimos
el epimorfismo asociado a él 6 : A — G como

O(x1) = XY ZY, O(e)) =YZY X1,
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ii)

9(0170) = Y, 9(6171) = XZ, 9(0172) = (YZ)QY
Podemos ver que la imagen de (z1c10)?' es el generador X, que la imagen del
elemento c1 o (x1c1,0)7x101,0 es el generador Z y que la imagen del elemento ¢y g es
el generador Y. Ademds tenemos que la imagen del elemento a:%cu es el neutro y
es un elemento que invierte la orientacion. Asi hemos probado que es un epimorfis-
mo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC
asociado es i.

Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}), aparece el epimorfismo en [9] dado por

0(z1) =Y, O(z9) = XYZY, 0(er) = X"'YZ, 0(crp) = X?

Tenemos que O(xo(e1zox1)*x1) = X. Llamemos a = x3(e1xox1)*z1, entonces ten-
emos que O(z1a’w221) = Z y ademés es claro que 6(z1) = Y. Todos los elementos
preservan la orientacién y por tanto hemos probado que es un epimorfismo que

actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es i.

= El siguiente grupo que estudiamos es el grupo [56,7], que tiene estructura alge-
braica (C14 x C3) x Cy. Este grupo tiene una presentacién dada por generadores A, B
tales que A2 = B4 = 1,(BAB)? = 1,(B~'A)?(BA)? = 1. Tenemos 4 grupos NEC, asf:

i)

ii)

Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,4,4)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — G dado por

O(ci0) =A, b(c11) = (AB)Q, O(ci2) = ABS, O(c13) = B, O(c14) =A

Es claro que la imagen del elemento c1 es el generador A y que la imagen del
elemento ¢y gci2c13 es el generador B. Por otra parte tenemos que el elemento
€1,2€1,3€1,1€1,2¢1,3 tiene como imagen el elemento neutro y es un elemento que in-
vierte la orientacién. Asi queda visto que es un epimorfismo que actiia sobre una
superficie no orientable. El darea reducida del grupo NEC asociado es %.

Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(4,4)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

O(x1) = B4, Oe1) = B4, O(c10) = ABS, O(ci,1) = B7, O(c12)=A

Observemos que el elemento (61716101,2)5 tiene como imagen el generador B y que
la imagen del elemento (01,061’1)(61’1616172)9 es el generador A. Es claro que ambos
elementos preservan la orientacién. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC
asociado es i.
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iii) Para el grupo NEC (0; +: [4]; {(2,2 tenemos que el epimorfismo asociado a él
) grup s+ 4] {(2, q p
es 0 : A — G dado por

0(:701) == AB, 9(61) = B_IA,
9(0170) = A, 9(6171) = (AB)Q, 9(6172) = ABAB™'A

Tenemos que la imagen de c1 o1 es el generador B y que la imagen del elemento
c1,0 es el generador A. Ademds tenemos que el elemento 33%01,1 tiene como imagen
el neutro y es un elemento que invierte la orientacién. Asi queda probado que es
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC es i.

iv) Para el grupo NEC (0; +; [2,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

9(1‘1) =A, 9(:132) = AB, 9(61) = B_l, 9(6170) = (AB)2

Tenemos que 6(z1) = A y 6(r1x2) = B, ambos elementos que preservan la ori-
entacion. Asi queda visto que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

= Ahora estudiamos el grupo [56,9], que tiene estructura algebraica Cy x Dy. Este
grupo es estudiado en profundidad en [9]. Consideramos X generador de orden 7 de C7
e Y, Z generadores de orden 2 de D, tales que su producto es de orden 4. Para el grupo
NEC (0; +; [-]; {(-), (2) }) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado
por

0(er) = XY ZY, O(eq) = XYZY, 0(c10) =YZY, 0(c20) =Y, 0(ca1) = (YZ)?Y

Tenemos que 0(e5) = X, 0((e2c1,0c20)7) = Y y 0((e2c1,0c20) €5 (eac10c20)7) = Z.
Asi tenemos los generadores como iméagenes de elementos que preservan la orientacion
y por tanto hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [72,16], que tiene estructura algebraica
Cy x ((Cq x Cq) x Cy). Este grupo tiene una presentacién dada por generadores a, b, ¢, d
tales que a® = b? = ¢ = d?> = 1,ba = abc, ca = ab y d conmuta con todos. Para el grupo
NEC (0; +; [18]; {(2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(z1) = ad, 0(e1) =da™', 6(c10) =be, O(c11) =0
Tenemos en primer lugar que z{ tiene como imagen el generador d, y por tanto z1°
tiene como imagen el generador a. Ahora tenemos que la imagen del elemento ¢ gc,1 es
el generador ¢ y la imagen del elemento z5c; g1 1710 es el generador b. Asf tenemos el
grupo generado como imdagenes de elementos que preservan la orientacion, luego hemos
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probado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area del
grupo NEC asociado es %.

= Ahora estudiamos el grupo [112,31], cuya estructura algebraica es D7 x Dy. Este
grupo se estudia con todo detalle en [10]. Tomemos A, B generadores de orden 2 de Dj
tales que su producto tiene orden 3, y tomemos C, D generadores de orden 2 de D7 tales
que su producto tiene orden 7. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,4)}) tenemos que
el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

9(61,0) = BD, (9(6171) = D, 0(6172) = A, 0(6173) = C, 0(0174) = BD

Tenemos que 6(c10c1,1) = B, que 0((617061’2)7) = D, que 0(61,361,1(61700172)7) =Cy
finalmente 0(017301,2017301,1(017001,2)7) = A. Asi hemos generado el grupo como imagenes
de elementos que preservan la orientacion y es un epimorfismo que actia sobre una su-
perficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= Por dltimo tenemos que estudiar el grupo [144,109], que tiene estructura algebraica
(Cy x ((Cy x Cg) x Cy)) x Cy. Tenemos una presentacién de este grupo en [5] dada por
generadores R,S,T tales que cumplen las siguientes relaciones R* = S = 72 = 1,
(RS)? = (TS)? = (RT)?> =TS 'RS™'R™2 = 1. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,4,18)})
tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

9(61’0) = TS, 9(0171) = RT, 9(01’2) = T, 9(61,3) = TS

Ahora, vemos que la imagen de c; 2c; 3 es el generador S, la imagen de ¢y 1c1,2 es el
generador R y por ultimo, usando la relacién de la presentacién tenemos que la imagen
de 61’301’20171017201,301,2(01720171)2 es el generador T'. Luego tenemos los generadores del
grupo G como imagenes de elementos que preservan la orientacion, y asi es un epimor-
fismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es -5.

72
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Grupos de género imaginario 17

Segun la lista de Conder, tendriamos 19 grupos de género imaginario 17, que serfan:

Grupo | o(G) A
252] | 25 (15 - [5,5]; {-})
[27,2] 27 (1’ -5 [339]; {'})
[27.4] | 27 (15 5 [3,95; {-})
[36,6] 36 (05 +; [341 {(-)})
[50,3] 50 (0; +; [10]; {(5)}) 6 (0; +; [2,5]; {(-)})
[50,4] 50 (0; +5 [2; {(5,5)})
54,3] 54 (0; +; [6]; {(9)})
[54,4] 54 (0; 45 [18]; {(3)})
[54,6] 54 (0; +; [6]; {(9)})
[54,7] 54 (0; +5 [2; {(3,9)})
[68,3] 68 (05 +5 [4]; {(17)})
[72,23] | 72 0; +; [ {(2,2,3:4)})
[72,39] | 72 (0; +5 [8; {(3)})
[100,12] | 100 (0; +; [4]; {(5)})
[100,13] | 100 | (0; +; []; {(2,10,10)}) 6 (0; +; [-]; {(2,2,2,5)})
[108,16] | 100 (05 +5 [-]; {(2,6,18)})
[200,43] | 200 (05 +; [; {(24,10)})
360,118] | 360 0; +; [; {(3,3,4)})
[720,764] | 720 (0; +5 [[]; {(2,3,8)})

= El primer grupo que tenemos para estudiar es el [25,2], que tiene estructura
algebraica C5 x C5. Este grupo es estudiado en [8]. Tomemos X, Y generadores de orden
5 de cada Cj5 respectivamente. Para el grupo NEC (1; -; [5,5]; {-}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(z1) = X, O(z2) =Y, 6(dy) = X%Y?

Tenemos que las imagenes de los elementos x1 y o son los generadores X e Y, y
ambos son elementos que preservan la orientacion. Asi tenemos que es epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

= El segundo grupo que estudiamos es [27,2], cuya estructura algebraica es Cg x Cs.
Este grupo también se estudia en [8]. Tomemos X,Y como generadores de orden 9 y de
orden 3 respectivamente de Cy y de C5. Para el grupo NEC (1; -; [3,9]; {-}) tenemos que
el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(z1) =Y, O(z2) =X, 0(d) = XY

Tenemos que las imagenes de los elementos z; y xo son los generadores Y, X, y
ambos son elementos que preservan la orientacién. Asi tenemos que es epimorfismo que
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actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es g.

= Ahora estudiamos el grupo [27,4], que tiene estructura algebraica Cg x Cs. Este
grupo se estudia en [12]. Una presentaciéon de este grupo viene dada por generadores
X,Y tales que X3 =Y? = 1,YX = XY*. Para el grupo NEC (1; -; [3,9]; {-}) tenemos
que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

(1) = X, O(z2) =Y, 0(d)) =YX

Tenemos que las imagenes de los elementos x1 y x2 son los generadores X e Y, y
ambos son elementos que preservan la orientacién. Asi tenemos que es epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es 8.

= El siguiente grupo que estudiamos es el [36,6], que tiene estructura algebraica
C3 x DCs5. Este grupo es estudiado en profundidad en [11]. Una presentacién de este
grupo viene dada por generadores a, b, ¢ tales que a'? = b3 = 1, ba = ab?®. Para el grupo
NEC (0; +; [3,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(x1) = a’d, 0(x2) = a®b, 0(e1) =a®, O(c1p) = a®

Tenemos que la imagen del elemento e} es el generador a y que la imagen del ele-
mento e}z es el generador b, luego tenemos que es un epimorfismo que actia sobre una
superficie no orientable, ya que tenemos el grupo generado como imagenes de elementos
que preservan la orientacion. El area reducida del grupo NEC es 15—2

= Ahora estudiamos el grupo [50,3], que tiene estructura algebraica C5 x Ds. Este
grupo se estudia en [9]. Consideramos X generador de orden 5 de C5 y a 'Y, Z generadores
de orden 2 de Ds tales que su producto tiene orden 5. Tenemos que hay dos grupos NEC
asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [10]; {(5)}) tenemos que el epimorfismo aparece en [9]
dado por

0(z1) = X(YZ)*Y, 0(e1) = X (Y 2)?Y, O(c10)=Z, O(c11)=Y

Tenemos que la imagen de x¢ es el generador X. Ahora tenemos que la imagen de

($‘;’Cl,1)(61,101,0)201,1 es el generador Z y que la imagen de cl’o(x‘;’cl,l)(cl’lcl,o)z es

el generador Y. Observemos que todos son elementos que preservan la orientacion.

Asi queda probado que es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.
3

El area del grupo NEC asociado es 75-

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,5]; {(-)}), no aparece en [9], y tenemos que el epimor-
fismo asociado a él es 8 : A — G dado por

0(x1) =YZY, 0(x2) = X(YZ)?, 0(e1) = X LY 2)'Z, 0(c10) = (YZ)'Z
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Tenemos que la imagen de (w2c10)% es el generador X. Ahora tenemos que la
imagen de ((ac1,0)*72)%(22c1,0)%1 es el generador Z y que la imagen del elemen-
to (zae1(((waci0)tra)?(zaci0)%1))?z1 es el generador Y. Observemos que todos
son elementos que preservan la orientacién. Asi queda probado que es epimorfismo

que actia sobre una superficie no orientable. El area del grupo NEC asociado es %.

= Ahora tenemos el grupo [50,4], que tiene estructura algebraica (C5 x C5) x Ca.
Este grupo tiene una presentaciéon dada por generadores a,b, ¢ tales que cumplen las
relaciones a? = b° = ¢® = 1, ba = ab*, ca = ac* y bc = cb. Para el siguiente grupo NEC
(0; +; [2]; {(5,5)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) =ab, 6(e1) = b~ la, O(ci0) =a, 6(c1,1) =ca, b(ci12) = ab®

Es claro que la imagen del elemento c1 1¢1 o es el generador c. Ademés tenemos que la
imagen del elemento ((01,101,0)401,101,2)3 es el generador b y que la imagen del elemento
((01,101,0)4017101,2)361 es el generador a. Todos los elementos preservan la orientacién.
Asi hemos probado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable.
El area reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el [54,3], cuya estructura algebraica es C'3 X Dy.
Este grupo se estudia en [9]. Tomemos X como generador de orden 3 de C3 e Y, Z como
generadores de orden 2 de Dy cuyo producto tiene orden 9. Para el siguiente grupo NEC
(0; +; [6]; {(9)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(x1) = X(Y2)'Y, O(er) = X ' (Y)Y, O(c1io) =2, O(c11)=Y

Tenemos que la imagen de x} es el generador X. Ahora tenemos que la imagen de
(:U‘fclyl)(cLcho)‘LcLl es el generador Z y que la imagen de 0170(3::{01,1)(01,101,0)4 es el gen-
erador Y. Observemos que todos son elementos que preservan la orientacién. Asi queda
probado que es epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area del
grupo NEC asociado es 1%.

= Ahora estudiamos el [54,4], grupo que tiene estructura algebraica Cy x D3. Este
grupo se estudia en profundidad en [9]. Tomemos X generador de Cy y los elementos
Y, Z como generadores de orden 2 de D3 tal que su producto tiene orden 3. Para el grupo
NEC (0; +; [18]; {(3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

0(z1) = XY ZY, 0(er) = X 'YZY, 0(c10) =2, 0(c11) =Y
Tenemos que la imagen de z1° es el generador X. Por otra parte tenemos que
G(x?cl,gcljl) = Z y que 9(01701'51)6170) =Y. Observemos que todos son elementos que
preservan la orientacién. Asi queda probado que es epimorfismo que actiia sobre una

superficie no orientable. El drea del grupo NEC asociado es %.
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= Ahora estudiamos el grupo [54,6], que tiene estructura algebraica (Co x C3) x Cs.
Este grupo tiene una presentacion dada por generadores a,b, ¢ tales que cumplen las
relaciones a? = b = ¢ = 1, ba = a®b, cb = beb? y el resto conmutan. Para el grupo NEC
(0; +; [6]; {(9)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) = ac, 6(e1) = ¢ la, 0(c10) = ab, b(c11) = chela

Tenemos que la imagen de z3 es el generador a, que la imagen de (zfci71)? es

el elemento b (que genera lo mismo que b) y que la imagen de z} es el generador c.
Observemos que todos son elementos que preservan la orientacién. Asi queda probado
que es epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area del grupo NEC
asociado es 1%.

= El siguiente grupo que estudiamos es el grupo [54,7], cuya estructura algebraica
es (Cy x C3) x Cy. Este grupo tiene una presentacién dada por generadores a, b, ¢ tales
que a? = b = ¢ = 1,ba = ab?, ca = ac®. Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(3,9)}) tenemos
que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) = ac, 6(e1) = ¢ ta, O(c10) =a, O(c11)=ba, O(ci12)= ca

Es claro que la imagen de ¢ 1¢10 es el generador b. Ademads tenemos que la imagen
de (01720170)4 es el generador ¢ y que por tanto la imagen de (61726170)461 es el generador
a. Todos estos elementos preservan la orientacién, luego hemos probado que es un epi-
morfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC

: 5
asociado es 3.

= Ahora estudiamos el grupo [68,3] que tiene estructura algebraica C17 x Cy. Una
presentacién de este grupo viene dada por generadores a,b tales que a* = b7 = 1,
ba = ab'3. Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(17)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 6 : A - G dado por

0(z1) = a®b, O(e1) =b ta, 0(cro) =a? 0(c11)=a’b®

Tenemos que la imagen de (017001,1)15 es el generador b y que la imagen del elemento
(01700171)1561 es el generador a. Observemos que todos son elementos que preservan la
orientacion. Asi queda probado que es epimorfismo que actiia sobre una superficie no
orientable. El area del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [72,23], que tiene estructura alge-
braica (Cg x D3) x Cs. De este grupo no conociamos una presentaciéon explicita, pero
en base a su estructura algebraica podemos deducir una presentacion dada por gen-
eradores X,Y,Z, W tales que X® = Y? = 72 = W? = (YZ)? = ,YW = WY Z,
WZ=ZW,WX = X3W y el resto conmutan. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,3,4)})
tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(6170) = W, 0(6171) = XS, 9(0172) = Z, 0(61’3) = Y, 9(0174) =W
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Tenemos que los elementos ¢y, c1,2, €1,3 ¥ ¢1,0¢1,1¢1,0 tienen como imagen los gen-
eradores W, Z,Y y X respectivamente y por tanto generan todo el grupo. Por otro lado
tenemos que el elemento (0173c174)20172 tiene como imagen el elemento neutro y es no
orientable. Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie
no orientable. El area reducida del grupo NEC es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [72,39] que tiene estructura algebraica
(C3 x C3) x Cs. Este grupo tiene una presentaciéon dada por generadores a, b, ¢ tales
que a® = b® = ¢ = 1,ba = ac?,ca = ab,bc = cb. Para el grupo NEC (0; +; [8]; {(3)})
tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

O(z1) =a, O(er) = a t, 8(c10) = b la?, 0(c11) = a*h!

Tenemos que la imagen de c1c1,1 es el generador b, que la imagen de x1 es el gen-
erador a y que la imagen de $IC1,001,1331 es el generador ¢. Observemos que todos son
elementos que preservan la orientacion. Asi queda probado que es epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea del grupo NEC asociado es %.

= Ahora estudiamos el grupo [100,12] que tiene estructura algebraica (C5 x C5) x Cy.
Este grupo tiene una presentacion dada por generadores a,b, ¢ tales que cumplen las
relaciones a* = b> = ¢® = 1, ba = ab?®,ca = ac?, y b y c légicamente conmutan. Para
el grupo NEC (0; +; [4]; {(5)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G
dado por

0(z1) = ab*c®, O(e1) = Ab*a™, O(c10) = ca®, O(c11) = a?b

Tenemos que el elemento xl(cl,ocl,l)?’ tiene como imagen el generador a, el ele-
mento ((c1,0z7)%c10c1,1)? tiene como imagen el generador b, y por tltimo el elemento
61,06171((8170.%%)261706171)3 tiene como imagen el generador ¢. Observemos que todos esos
elementos preservan la orientacién. Asi hemos probado que es un epimorfismo que acttia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es 23—0.

= El siguiente grupo que tenemos es el [100,13], cuya estructura algebraica es Dy x
Ds. Este grupo es estudiado en profundidad en [10]. Tomemos A, B generadores de orden
2 cuyo producto tiene orden 5,y C, D de igual forma para el otro Ds. Tenemos dos grupos
NEC, asi:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,10,10)}), el epimorfismo aparece en [10] dado por

0:AN—>G

«9(61’0) = B, 9(0171) = D, 9(61,2) = AC, 9(0173) =B

Tenemos que 0((c10c12)°) = C vy que 0((c10c12)%) = AB. Ademds tenemos que
0((c12c11)%) = Ay que 0((c12¢1,1)%) = DC. Asi tenemos que el grupo esté gener-
ado por elementos que preservan la orientacion, por lo que hemos demostrado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es 2%.
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ii) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,5)}), el epimorfismo no aparece en [10].
Definimos 8 : A — G dado por

«9(61’0) = AD, 9(6171) = A, 9(612) = C, «9(61’3) = CB, 9(61,4) =AD

Tenemos que 0(c11¢c10) = D y que §(c12¢1,3) = B. Ademds tenemos 6(ci 1) = A
y que 6(ci12) = C. Observemos que la imagen del elemento (01710172c173)5 es el
neutro y es un elemento que invierte la orientacién. Asi hemos demostrado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el [108,16], que tiene estructura algebraica
D3 x Dy. Este grupo es estudiado a fondo en [10]. Tomemos A, B generadores de orden
2 de D3 cuyo producto tiene orden 3, y los generadores C, D de orden 2 de Dy tales
que su producto tiene orden 9. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,6,18)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

9(6170) = D, 9(6171) = B7 9(0172) = AC, 9(0173) =D

Tenemos que ((c11c12)®) = C v que 0((c11c12)?) = AB. Ademéds tenemos que
0((c12c13)?) = Ay que 0((c12c13)'°) = DC. Asf tenemos que el grupo esta generado
por elementos que preservan la orientacion, por lo que hemos demostrado que es un
epimorfismo que actda sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo
NEC asociado es %.

= Ahora tenemos el grupo [200,43], cuya estructura algebraica es (D5 x Dj) x Co.
Tenemos una presentacién de este grupo en [5] dada por generadores R, S, T tales que
R = 8§10 = T2 = (RS)? = (T'S)®> = (RT)? = [RS,SR] = TS~ (RS~3)?R~2 = 1.
Para el grupo NEC (0; +; []; {(2,4,10)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
f: A — G dado por

9(61’0) = TS, (9(61’1) = RT, 9(61’2) = T, 9(01,3) = TS

Ahora, vemos que la imagen de ¢ 2¢;1 3 es el generador S, la imagen de c11¢12 es el
generador R y por ultimo, usando la relacién de la presentacién tenemos que la imagen
de 61’361’2(017101,2(61730172)3)2<61’26171)2 es el generador T'. Luego tenemos los generadores
del grupo G como imagenes de elementos que preservan la orientacién, y asi es un epimor-
fismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC es %.

= El penultimo grupo que tenemos es el [360,118], que tiene estructura algebraica
Ag. Tomaremos el grupo como el grupo de permutaciones pares de 6 elementos. Para el
grupo NEC (0; +; [-]; {(3,3,4)}) tenemos que el epimorfismo asociado a éles § : A — G
dado por

0(cr0) = (12)(34), 0(ci1)=(12)(45), 0(ci2) =(23)(56), O(ci3) = (12)(34)
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Vemos que la imagen del elemento c1,0c171(017201,3)2 es la permutacién (1 4 2 3 5),
que la imagen del elemento cj gc1,1 es la permutacién (3 5 4) y ademds que la imagen
del elemento ¢ 2¢1 3 es la permutacién (1 2 4 3)(5 6). Por tanto estos elementos generan
un grupo de orden multiplo de 60, y sabiendo que el inico subgrupo propio de Ag con
orden miultiplo de 60 es As, el cual no tiene elementos de orden 4, tenemos que estos
elementos generan todo Ag. Como todos los elementos preservan la orientacién, tenemos
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC asociado es i.

= El dltimo grupo que tenemos es el [720,764], cuya estructura algebraica es Ag x Cs.
Tenemos una presentacién de este grupo en [5] dada por generadores R, S,T tales que
R} =858 =T% = (RS)?> = (TS)? = (RT)? = TST'RS?RS?2RISR1S3R™! = 1.
Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,3,8)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(c10) =TS, 0(c11)=RT, O(cip) =T, 0(c13) =TS

Ahora, vemos que la imagen de ¢ 2¢; 3 es el generador S, la imagen de c1,1¢12 es el
generador R y por ultimo, usando la relacién de la presentacion tenemos que la imagen de
(c12¢13) cr1c12(c12¢1,3)3e1 101 ,2(c1201,3) (c1,1e1,2)%cr2¢1 3(c1101,2)(c1,2¢1,3)° (cr,101,2)
es el generador T'. Luego tenemos los generadores del grupo G como imagenes de elemen-
tos que preservan la orientacién, y asi es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El drea reducida del grupo NEC es é.

Por tanto podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1.1:

En las siguientes tablas se muestran los grupos con género imaginario desde 10 hasta
17, dando su nomenclatura GAP, su estructura algebraica, la referencia y la pagina
donde se encuentra su estudio:
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Género imaginario 10:

GAP G o(G) Referencia Pag.
[16,2] Cy x Cy 16 Gromadzki [15] 9
[16,4] Cy % Cy 16 Etayo, Martinez [12] 10
[16,9] DCy 16 | May [19] y Este trabajo | 10
[16,10] Oy x Cy x Cs 16 Gromadzki [15] 10
[24,3] <2,3,3> 24 Etayo, Martinez [12] 11
[32,5] (Cs x Co) x Cy 32 Este trabajo 11
[32,6] ((Cy x C3) x Cq) x Cy 32 Este trabajo 12
[32,7] (Cg x Co) x Cy 32 Este trabajo 12
[32,9] (Cg x C3) x Co 32 Este trabajo 13
[32,11] (Cy x Cy) x Cy 32 Este trabajo 13
[32,17] Cie x Coy 32 Este trabajo 14
[32,19] QD3 32 Este trabajo 14
[32,28] (Cy x Cy x Co) x Cy 32 Este trabajo 15
[32,34] (Cy x Cy) 1 Cy 32 Este trabajo 15
[32,42] (Cg x C2) x Cy 32 Este trabajo 15
[32,46] Dy x Dy 32 Etayo, Martinez [10] 15
[32,49] (Cy x Dyg) x Cy 32 Este trabajo 16
[48,29] GL(2,3) 48 Este trabajo 16
[48,31] Cy x Ay 48 Etayo, Martinez [11] 17
[48,33] SL(2,3) x Cy 48 Este trabajo 17
[48,50] (Cy x Cy x Oy x Cy) x Cs 48 Este trabajo 18
[64,128] (Cy x Cy x Dy) x Cy 64 Este trabajo 18
[64,134] ((Cy x Cyq) x C2) x Cy 64 Este trabajo 18
[64,138} (((04 X CQ) X Cg) X CQ) x Cy 64 Este trabajo 19
[64,190] (Cy x Dg) x Cy 64 Este trabajo 19
[96,70] ((02 x Cy x (9 X Cg) X 03) x Cy 96 Este trabajo 20
[96,187] (Ca x S4) x Cy 96 Este trabajo 20
[96,193] GL(2,3) x Cy 96 Este trabajo 20
[96,227} ((02 X CQ X 02 X 02) bl 03) A 02 96 Este trabajo 21
[192,955] (((CQ X CQ X CQ X CQ) X C3) A CQ) X CQ 192 Este trabajo 21
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Género imaginario 11:

GAP G o(Q) Referencia Pag.
[18,5] Cs x C3 18 | Gromadzki [15] y Este trabajo | 22
[27,3] (C3 x C3) x Cs 27 Etayo, Martinez [12] 22
[36,13] Cy x ((C3 x C3) x Cy) 36 Este trabajo 23
[54,5] ((C5 x C3) x C3) x Cy 54 Este trabajo 23
[54,8] ((C3 x C3) x C3) x Cy 54 Este trabajo 23
[108,15] ((C3 x C3) x C3) x Cy 108 Este trabajo 24
[108,17] | (((C3 x C3) x C3) x Ca) x Cy | 108 Este trabajo 24
[216,87] | (((C3 x C3) x C3) x Cy) x Cy | 216 Este trabajo 25

Género imaginario 12:

GAP G o(G) Referencia Pag.
[20,1] DCs 20 | May [19] y Este trabajo | 25
[40,5] Cy X D3 40 Etayo, Martinez [9] 26
[40,8] (Crox Co) xCy | 40 Este trabajo 26
[40,10] Cs x Dy 40 Etayo, Martinez [9] 28
[40,12] | C2 x (C5 x Cy) | 40 Este trabajo 28
(80,39 D5 x Dy 80 Etayo, Martinez [10] 28
[240,189] Cy x S5 240 Este trabajo 29
Género imaginario 13:
GAP G o(G) Referencia Pag.
[42,3] C7 x D3 42 | Etayo, Martinez [9] | 29
[42,4] Cs3 x Dy 42 Etayo, Martinez [9] 30
[52,3] Ciz @ Cy 52 Este trabajo 30
[60,9] Cs x Ay 60 | Etayo, Martinez [11] | 30
[84,8] D3 x Dy 84 | Etayo, Martinez [10] | 30
[120,38] | (C5 x Ag) x Co | 120 Este trabajo 31
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Género imaginario 14:

GAP G o(Q) Referencia Pag.
[16,12] Cy x Q 16 May [19] y Este trabajo 32
[24,4] Cy x DCs 24 Etayo, Martinez [11] 32
[24,7] DCs 24 May [19] y Este trabajo 33
[24,15] O x Cy x 24 Gromadzki [15] 33
[32,48] | Ca x ((Cq x C2) x Cq) | 32 Este trabajo 34
[36,11] Cs x Ay 36 Etayo, Martinez [11] 34
[36,12] Cs x D3 36 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo | 34
[48,6] Coy X Co 48 Este trabajo 35
[48,14] (Cr2 x Ca) x Cy 48 Este trabajo 36
[48,21] C3 x (4,4/2,2) 48 Este trabajo 37
[48,24] C3 x (Cg x Cy) 48 Este trabajo 37
[48,37] (Cr2 x Ca) x Cy 48 Este trabajo 37
[48,43] | Ca x ((Cs x C2) x Cq) | 48 Este trabajo 37
[48,49] Coy x Oy x Ay 48 Este trabajo 38
[48,51] Dy x Dg 48 Etayo, Martinez [10] 38
[72,42] C3 x Sy 72 Este trabajo 38
[72,43] (C3 x Ayg) x Cy 72 Este trabajo 39
[72,44] Ayg X S3 72 Este trabajo 40
[72,46] D3 x Dg 72 Etayo, Martinez [10] 40
[96,89] (D2 x Dg) x Cy 96 Este trabajo 41
[96,115] (Ca x D12) x Co 96 Este trabajo 41
[96,226] Coy x Oy x Sy 96 Este trabajo 41
[144,183] S3 X Sy 144 Este trabajo 42
[180,19] As x Cs 180 Este trabajo 42
[360,121] As X D3 360 Este trabajo 42
Género imaginario 15:
GAP G o(G) Referencia Pag.
[24,1] <-2,2,3> 24 Etayo, Martinez [12] 43
(39,1] Ci3 x Cs 39 Este trabajo 43
[48,15] | (C3x Dg) x Co | 48 Este trabajo 43
[78,1] (Ci3xC3)xCy | T8 Este trabajo 44
[1092,25] PSL(2,13) 1092 | Hall [16] y Este trabajo | 44
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Género imaginario 16:

GAP G o(Q) Referencia Pag.
[28,1] DCr 28 May [19] y Este trabajo 45
[56,4] Cy x Dy 56 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo | 45
[56,7] (C14 x Cy) x Cy 56 Este trabajo 46
[56,9] C7 % Dy 56 Etayo, Martinez [9] 47
[72,16] Cy x ((C2 x Cy) x Cy) 72 Este trabajo 47
[112,31] D7 x Dy 112 Etayo, Martinez [10] 48
[144,109] | (Ca x ((C2 x C2) x Cy)) x Cy | 144 Este trabajo 48
Género imaginario 17:
GAP G o(Q) Referencia Pag.
[25,2] C5 X C5 25 Etayo [8] 49
27,2] Co x Cs 27 Etayo [8] 49
[27.4] Cy x Cs 27 Etayo, Martinez [12] 50
(36,6] C3 x DCj3 36 Etayo, Martinez [11] 50
[50,3] Cs x Dy 50 Etayo, Martinez [9] y Este trabajo | 50
[50,4] (C5 x C5) xCy | 50 Este trabajo 51
[54,3] C3 x Dy 54 Etayo, Martinez [9] 51
[54,4] Cy x D3 54 Etayo, Martinez [9] 51
[54,6] (CogxC3)xCqy | 54 Este trabajo 52
[54,7] (Cog x C3) xCy | 54 Este trabajo 52
[68,3] C17 % Cy 68 Este trabajo 52
[72,23] | (C6 x D3) x Cq | T2 Este trabajo 52
[72,39] | (C3xC3)xCs | 72 Este trabajo 53
[100,12] | (C5 x C5) x Cy | 100 Este trabajo 53
[100,13] Ds x Ds 100 | Etayo, Martinez [10] y Este trabajo | 53
[108,16] D3 x Dy 108 Etayo, Martinez [10] 54
[200,43] | (D5 x Ds) x Co | 200 Este trabajo 54
[360,118] Ag 360 Este trabajo 54
[720,764] Ag X Cy 720 Este trabajo 55
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CAPITULO 2

En este segundo capitulo vamos a pasar a estudiar todos los grupos entre orden 32 y
63 ambos inclusive, estableciendo su género imaginario basandonos en la lista de Conder.
Todos los grupos con orden menor que 32 ya estén clasificados en [12], y por tanto toca
empezar este estudio en los grupos con orden 32. Se para en orden 63 porque en orden 64
nos encontramos con 267 grupos distintos, lo que elevaria la complejidad de su estudio en
gran medida. En cada orden, se establece el niimero de grupos, el epimorfismo explicito
v la estructura algebraica, dando explicacién detallada del porqué es epimorfismo que
actua sobre una superficie no orientable.

Por supuesto cuando resulte un género imaginario menor o igual que 17, se remite

directamente al Capitulo 1, o bien si es menor que 10, al trabajo en que ya se obtuvo el
género imaginario del grupo en cuestion.
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Grupos de orden 32

Para todos los grupos de orden 32 utilizaremos la notacién que aparece en [17].

= El primer grupo que tenemos es el [32,1], cuya estructura algebraica es C3o. Como
sabemos este grupo tiene género imaginario 1, [29].

= El grupo [32,2] tiene estructura algebraica (Cy x C3) x Cy y segin la notacién que
hemos indicado antes seria I'sh. Este grupo tiene una presentacién dada por generadores
a,b,c tales que a®> = b* = ¢* = 1,ab = ba,ac = ca, bc = cab. Entonces para el grupo
NEC (0; +; [4,4]; {-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) =0, O(xz2) =c, O(e1)= e, O(c10) =a

Tenemos que el grupo estd generado por los elementos z1,x2 y ¢10 ya que tienen
imagen b, ¢ y a respectivamente. Ahora por otro lado tenemos que el elemento ejzaz1c10
tiene como imagen el elemento neutro y es un elemento que invierte la orientacién. Por
tanto hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no ori-
entable. Este grupo tiene género imaginario 18. El area reducida del grupo NEC es %

= El grupo [32,3] tiene estructura algebraica Cg x Cy4. Este grupo es estudiado en
[15] pero no se da el epimorfismo explicitamente. Estéd generado por X e Y tales que
X% = Y* =1y que commutan. Para el grupo NEC (0; +; [4,8]; {(-)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

O(x1) =Y, O(x2) =X, 0O(e1) = Xﬁlyfl, 9(0170) = x4

Las imégenes de los elementos x1 y x2 generan el grupo y son elementos que preser-
van la orientacién, luego es claro que es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. Este grupo tiene género imaginario 22. El 4rea reducida del grupo NEC
asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el [32,4], que segin la notacién citada es I'yi,
y que tiene estructura algebraica Cg x C4. Este grupo tiene una presentacién dada por
generadores a, b tales que a® = b* = 1y ab = ba®. Para el grupo NEC (0; +; [4,8]; {(-)})
tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) =b, O(z2) =a, O(e;)=a b, O(cio) =b*

Tenemos el grupo generado por las imagenes de los elementos x1 y x2, que son los
generadores b y a respectivamente, por lo que tenemos que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. Este grupo tiene género imaginario 22. El area re-
ducida del grupo NEC es g.
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= El grupo [32,5], con estructura algebraica (Cg x Cq) x Cy, tiene género imaginario
10, luego podemos encontrar su estudio en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo es el [32,6], que tiene género imaginario 10 y tiene estructura
algebraica ((Cy x C) x C2) x Co. En el Capitulo 1 este grupo esta estudiado.

= El siguiente grupo es el [32,7], con estructura algebraica (Cg x C2) x Cy y género
imaginario 10, luego lo tenemos hecho en el Capitulo 1.

= Ahora con el grupo [32,8], que tiene estructura algerbraica (Cy x C3).(Cy x Cs).
Segin notacién de Hall-Senior tenemos que es el grupo ['zas. Este grupo tiene una
presentacién dada por generadores a, b, ¢ tales que cumplen las relaciones a® = b? = 1,
c? = a* ab=ba®, ac = cba y bc = cb. Para el grupo NEC (0; +; [4,8]; {(-)}) tenemos que
el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) =c¢, O(x2)=a, O(e1)= a tet O(c10) = 2

Entonces tenemos que si tomamos el elemento x; tiene como imagen el generador
¢, el elemento x5 tiene como imagen el generador a y el elemento z3zox127 tiene como
imagen el generador b. Asi tenemos el grupo generado como imégenes de elementos que
preservan la orientacion, por lo tanto es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El género imaginario del grupo es 22. El drea reducida del grupo NEC
asociado es %.

= El grupo [32,9] con estructura algebraica (Cg x C) x Cy tiene género imaginario
10, por lo que podemos encontrar un estudio en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo que tenemos es el [32,10] cuya estructura algebraica es Q x Cy,
y que segun la notacion utilizada es el I'sco. Este grupo tiene una presentacion dada por
generadores a, b, ¢ tales que a® = b® = 1, ¢ = b*,ab = ba, ac = ca,bc = cab™!. Para el
grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 0 : A — G
dado por
0(z1) =c, O(x2) =cb, O(er) =b'c? 0(cio) =a

Tenemos que 0(z1) = ¢, 0(z3r2) = by que O(x222) = a, todos ellos elementos que
preservan la orientacién. Asi hemos probado que es un epimorfismo que actiia sobre una
superficie no orientable. El género imaginario de este grupo es 18 y el area reducida del
grupo NEC asociado es %

= Ahora el grupo [32,11] tiene género imaginario 10 y tiene estructura algebraica
(Cy x C4) x Cy. Este grupo se estudia en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo que tenemos es el [32,12], con estructura algebraica Cy x Cs.
Segin Hall-Senior la notacién de este grupo es I'9js. Este grupo tiene una presentacion

62



dada por generadores a,b tales que cumplen a* = ® = 1 y ab = ba~!. Para el grupo
NEC (0; +; [4,8]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

O(x1) =a, O(x2) =0, O(e;) = b la 1, 0(c10) = a’

Tomando los elementos x1 y x2, que preservan la orientacién, tenemos que hemos
generado el grupo ya que sus imagenes son los generadores a y b respectivamente. Asi que-
da demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El

, . . . ’ . . 5
género imaginario del grupo es 22 y el drea reducida del grupo NEC asociado es 3.

= El grupo [32,13] tiene estructura algebraica Cg x Cy y segin Hall-Senior, notacién
I'sds. Este grupo tiene una presentacién dada por generadores a, b tales que a® = b* =1
y ab = ba3. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesf: A — G dado por

0(x1) =b, O(x2) =ab, O(e;) =b"ta b, O(cip) = b

Tenemos que el elemento x; tiene como imagen el generador b y que el elemento
7273 tiene como imagen el generador a, y ambos son elementos que preservan la ori-
entacion. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie
no orientable. El género imaginario de este grupo es 18 y el area reducida del grupo NEC
asociado es %

= El siguiente grupo es el [32,14] que tiene estructura algebraica Cg x Cy y que se
corresponde con I'3d;. Este grupo tiene una presentacion dada por generadores a, b tales
que a® = b* = 1y ab = ba~!. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

0(z1) =b, O(xz) =ba, O(e;) =a 'b?, B(cip) = b%a’

Tenemos que 6(z1) = by 0(z3x3) = a, ambos elementos que preservan la orientacién.
Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no ori-
entable. El género imaginario de este grupo es 18 y el drea reducida del grupo NEC

asociado es %

= Ahora tenemos que el grupo [32,15] tiene estructura algebraica Cy.(Cy x C3),
que corresponde con I'sf. Este grupo tiene generadores a, b tales que a® = 1,b* = a* y
ab = ba~!. Para el grupo NEC (0; +; [8,8]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesd: AN — G dado por

O(z1) =a, O(xz2) =0, O(e1) = b la ™, 0(c10) = at

Es claro que los elementos x1 y 2 tienen como imagen los generadores a y b, y ambos
son elementos que preservan la orientacién. Asi queda visto que es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable. El género imaginario de este grupo es 26 y el
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area reducida del grupo NEC asociado es %.

= Tenemos que el grupo [32,16] tiene estructura algebraica Cig x Co. Este grupo
tiene género imaginario 2, [29].

= El siguiente grupo es el [32,17] que tiene estructura algebraica C1gx Cs. Este grupo
tiene género imaginario 10, por lo que estd estudiado en profundidad en el Capitulo 1.

= El grupo [32,18] tiene estructura algebraica Dig. Este grupo tiene género imagi-
nario 1, pues es un grupo diedral [29].

= Ahora tenemos el grupo [32,19], con género imaginario 10 y estructura algebraica
QD3o. Por tanto, este grupo se estudia en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo que tenemos es el [32,20], cuya estructura algebraica es DCg y
tiene notacién I'sas. Este grupo es estudiado por May en [19] pero no se da un epi-
morfismo. Tenemos una presentacién del grupo dada por generadores a,b tales que
a'® = 1,68 = b2 y ab = ba~!. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que
el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(z1) =b, O(zz) =ab, O(er) =b"a"'b"", B(crp) =a®

Tenemos claramente el grupo generado como imégenes de elementos que preservan
la orientacién pues 0(zez3) = a y 0(x1) = b. Asi hemos visto que es un epimorfismo que
actlia sobre una superficie no orientable. El género imaginario de este grupo es 18 y el
area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora el grupo que tenemos es [32,21] que tiene estructura algebraica Cy x Cy x Co.
Este grupo es estudiado en [15], pero no se da el epimorfismo explicitamente. Tiene una
presentacién dado por generadores a, b, ¢ que a? = b* = ¢? = 1 tales que conmutan entre
ellos. Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

0(z1) =a, O(er) =be, Olex) =bra"te, O(cip) = b2, O(cap0) =c

Tenemos que el elemento x; tiene como imagen el generador a, el elemento x1ea¢2 gc10
tiene como imagen el generador b y el elemento x%6202,0017062 tiene como imagen el gen-
erador ¢, y todos esos elementos preservan la orientacién. Asi hemos visto que es un
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El género imaginario de este
grupo es 26 y el area reducida del grupo NEC asociado es %.

= Ahora tenemos que estudiar el siguiente grupo que es el [32,22], cuya estructura
algebraica es Cy X ((C4 x C3) x Cy). Este grupo tiene género imaginario 18 y la notacién
del grupo es I'scq. Tiene una presentacién dada por los generadores a, b, ¢, y d tales que
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4

a =

W =c=d>=1, ab = ba,ac = ca®b,bc = cb y d conmuta con el resto. Para este

grupo tenemos 3 grupos NEC, asi:

i)

ii)

iii)

Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 6 : A — G dado por

O(x1) =a, O(e1) = al, O(c1,0) =cb, O(c1,1) =0b, O(c12) =bd, 6(c13)= ca’®

Tenemos que el elemento cqgc1,1 tiene como imagen el generador c, el elemento
x1 tiene como imagen el generador a, el elemento ci1c12 tiene como imagen el
generador d y por ultimo el elemento (:UchocLl)Q tiene como imagen el generador
b. Asi hemos generado el grupo como iméagenes de elementos que preservan la
orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que actda sobre una superficie
no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — G dado por

O(e1) =a, O(ezx) = a b O(c10) =cb, O(c1,1) =bd, b(c12) = ca2, 0(c2,0) =0

Tenemos que el elemento cjgca tiene como imagen el generador ¢, el elemento
e1 tiene como imagen el generador a, el elemento csgc1 1 tiene como imagen el
generador d y por ultimo el elemento (6101700270)2 tiene como imagen el generador
b. Asi hemos generado el grupo como iméagenes de elementos que preservan la
orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

0(z1) = cb, O(e1) =a, O(ex) =a tbe, O(cip) =b, O(ca0)=bd

Tenemos que el elemento ejxie; tiene como imagen el generador ¢, el elemento
e1 tiene como imagen el generador a, el elemento cjgcoo tiene como imagen el
generador d y por ultimo el elemento (ejx1c1)? tiene como imagen el generador
b. Asi hemos generado el grupo como imédgenes de elementos que preservan la
orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie

no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [32,23], cuya estructura algebraica
es Cy x (Cy x Cy). Este grupo tiene notacién I'ace. Tenemos que una presentacién de
este grupo viene dada por generadores a,b, ¢ tales que a* = b* =2 = 1l,ab=0ba ' y ¢
conmuta con los otros generadores. Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(-),(-)}) tenemos que
el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(z1) =a, O(e1) =b, O(ex) =bta™t, 0(cro) = ca®, 0(capo) = a?
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Tenemos que el elemento x; tiene como imagen el generador a, el elemento xo tiene
como imagen el generador b y el elemento cjgco tiene como imagen el generador ¢, y
todos estos elementos preservan la orientacién. Asi hemos visto que es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El género imaginario de este grupo es 26 y
el drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= Ahora tenemos el grupo [32,24] que tiene estructura algebraica (Cy x C4) X C2 y
notacién I's f. Este grupo tiene una presentacion dada por generadores a, b, ¢ tales que
a* =b* = 2 = 1,ab = ba,ac = ca y bc = ca®b. Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(-), ()})
tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(z1) =b, O(er) =ca, O(ex) =a e b7t 0(c1o) = ca®b?, O(cap) = ab?

Tenemos que el elemento ¢ gc2 pe1 tiene como imagen el generador a, el elemento x4
tiene como imagen el generador b y el elemento ¢y gc2 o tiene como imagen el generador c,
y todos esos elementos preservan la orientacion. Asi hemos visto que es un epimorfismo
que actiia sobre una superficie no orientable. El género imaginario de este grupo es 26 y

el area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el [32,25], cuya estructura algebraica es Cy X Dy.
Este grupo se estudia con detalle en [9]. Este grupo tiene género imaginario 18. Una
presentacién de este grupo viene dada por generadores X, Y, Z tales que X tiene orden 4
y genera el grupo ciclico y los generadores Y, Z generan el grupo diedral y tienen orden
2 con su producto orden 4. Tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; []; {(2,2), (-)}), en [9] no aparece el epimorfismo y por
tanto lo definimos como 0 : A — G dado por

(9(61) = X, 9(62) = X_l,
0(cr0) =YZY, 0(c11) = (YZ)?, 0(c12) =YZY, 0(c2p) =Y

Tenemos que el elemento e; tiene como imagen el generador X, el elemento ¢z
tiene como imagen el generador Y y el elemento cjgci;; tiene como imagen el
generador Z. Asi hemos generado el grupo y ademads tenemos que el elemento
0171(01,2@,0)2 es no orientable y tiene como imagen el neutro. Hemos probado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}), aparece el epimorfismo explicitamente en
[9] v tenemos que es 6 : A — G dado por

9(1’1) = Y, 9(61) = X, 9(62) = X_IY, 9(6170) = YZYV, 9(62’0) =Y

Tenemos que el elemento x1 tiene como imagen el generador Y, el elemento e;
tiene como imagen el generador X y el elemento zic10c20 tiene como imagen
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el generador Z. Asi hemos generado el grupo como iméagenes de elementos que
preservan la orientacion. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora estudiemos el grupo [32,26], con estructura algebraica Cy x (. Tomemos
X generador de orden 4 del grupo ciclico y tomemos a, b generadores de los cuaterniones
tales que tienen orden 4 y cumplen a? = b2 y ba = ab®. Este grupo tiene género imaginario
42. Para el grupo NEC (0; +; [4,4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(x1) = X, O(z2) =a, O(x3)=0b, O(e) =bla X1 O(c10) = X?

Es claro que las imagenes de los elementos x1,x2 v x3 generan todo el grupo, y son
elementos que preservan la orientacién. Asi queda visto que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= El grupo [32,27] tiene estructura algebraica (Cy x Cy x Cy x C3) x Cy y género
imaginario 6. Este grupo se estudia en profundidad en [2].

= FEl siguiente grupo es el [32,28], con género imaginario 10 y estructura algebraica
(Cy x Cy x Cq) x Cy. Podemos encontrar su estudio en el Capitulo 1.

= Ahora estudiamos el grupo [32,29], cuya estructura algebraica es (Cy x Q) % Co.
Este grupo tiene género imaginario 26 y su notacion segtn lo indicado es I'4by. Tiene una
presentacién dada por generadores a, b, c,d tales que cumplen las siguientes relaciones
a?=b0=c*=1,2 = d? bd = dab,cd = dc™ ', y el resto conmutan entre ellos. Para el
grupo NEC (0; +; [4]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a éles 8 : A — G
dado por

0(x1) = bd, 0(e1) = cbd, 0(ex) =d *berd™'b, O(c10) =a, O(cao) =0

Primero tenemos que el elemento cjgc2pe2e1 tiene como imagen el generador d y
que el elemento cq gc2021¢1,0c2,0€1 tiene como imagen el generador c. Ahora el elemen-
to 017062701}161,0627063017002,01‘1 tiene como imagen el generador b y por tltimo el elemento
(c1,0c2.0e9€1)?(c1,0¢2,071€1,002,0€5¢1,002,071) (€1,062,062€1) (€1,0€2,071€1,0C2,0€5¢1,0C2,071) tiene
como imagen el generador a. Todos son elementos que preservan la orientacién. Asi hemos
visto que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El género imag-

inario de este grupo es 26 y el area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [32,30], que tiene estructura algebraica
(Cy x Cy x C9) x Cy. Este grupo segin notacion es el I'ycy y tiene género imaginario 18.
Este grupo admite una presentaciéon dada por generadores a,b, c,d tales que cumplen
at =02 =2 =d?> =1,ad = dab, cd = da’c, y el resto conmutan. Tenemos dos grupos
NEC asi que:
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i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — G dado por

O(e1) =a, O(ex) = a !, 8(c10) = da?, O(c1,1) = a?, O(c12) = a Yda, 0(c20) = ¢

Tenemos que el elemento e; tiene como imagen el generador a, el elemento c1 oc11
tiene como imagen el generador d, el elemento co o tiene como imagen el generador
cy el elemento eaxcy pcy1€1¢1,0c1,1 tiene como imagen el generador b. Por otra parte
tenemos que el elemento e%cl,l es no orientable y tiene como imagen el elemento
neutro. Hemos probado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no

orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) el epimorfismo que tenemos es 6 : A — G
dado por

O(xz1) =d, O(e1) =a, O(e2) = a tdt, 9(c10) = a’e, 0(c2,0) = a?

Tenemos que el elemento x; tiene como imagen el generador d, el elemento e;
tiene como imagen el generador a, el elemento eflxlelxl tiene como imagen el
generador b y el elemento cpoci o tiene como imagen el generador c. Asi hemos
generado el grupo como imagenes de elementos que preservan la orientacién. Hemos
probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El
area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora estudiamos el grupo [32,31] cuya estructura algebraica es (Cy x Cy) x Co.
Este grupo tiene género imaginario 22 y segtn la notacion le corresponde I'4co. Este grupo
admite una presentacion dada por generadores a,b, ¢ tales que cumplen las siguientes
relaciones a? = b* = ¢ = 1,ab = ba,ac = ca™ ' y be = ca®b~'. Entonces para el grupo
NEC (0; +; [4]; {(2,2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado
por

O(z1) =b, O(er) =b",

0(c10) = ca®, 0(c11) =a?, O(cr) =a ‘beb™t, O(c13) = bea®b™!

Tenemos que el elemento x; tiene como imagen el generador b, el elemento ¢y 2c1 3
tiene como imagen el generador a y el elemento cq gcq,1 tiene como imagen el generador c.
Asi hemos generado el grupo como imégenes de elementos que preservan la orientacion.
Hemos probado que es un epimorfismo que acttia sobre una superficie no orientable. El

area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que estudiamos es el [32,32], que tiene estructura algebraica
(Cy x C3).(Cy x Cq x C3). Este grupo tiene género imaginario 42 y en la notacién usada
es el I'yc3. Este grupo tiene una presentacién dada por generadores a,b,c tales que
at =b*=1,¢% = a?b?,ab = ba,ac = ca ' y be = ca’b~!. Entonces para el grupo NEC
(0; +; [4,4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(z1) =a, O(z2)=b, O(x3)=c, O(er)=c b ta™t, O(c1p)=a®
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Es claro que las imagenes de los elementos x1,x2 v 3 generan todo el grupo, y son
elementos que preservan la orientacion. Asi queda visto que es un epimorfismo que actia

sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es

5
1

= Ahora estudiamos el grupo [32,33], cuya estructura algebraica es (Cy x Cy) x Co.
Este grupo tiene género imaginario 34 y segin la notacion utilizada es el I'yd. Este
grupo tiene una presentacién dada por generadores a, b, c tales que cumplen las relaciones
a* = b = c? = 1,ab = ba,ac = cb’>a”! y bc = ca®b. Para este grupo tenemos 3 grupos
NEC, asi

i)

ii)

iii)

Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es : A — G dado por

O(x1) = a, O(zs) =b, Ber)=b"'a",

0(c10) = ca?, 0(c11) = a?, 0(c12) = ca’b?

Tenemos que el elemento ¢ gc1,1 tiene como imagen el generador ¢, el elemento x;
tiene como imagen el generador a y el elemento xo tiene como imagen el generador
b. Asi hemos generado el grupo como iméagenes de elementos que preservan la
orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es 1.

Para el grupo NEC (0; +; [2,4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

O(x1) =c, O(x2) =a, O(x3)=0b, O(e1)= b~ tate O(c10) = a’

Tenemos que los elementos x1,x2 y x3 tienen como imagenes los generadores de
todo el grupo. Asi hemos generado el grupo como imégenes de elementos que
preservan la orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es 1.

Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(-), (2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es : A — G dado por

O(z1) =a, O(e1) =0, O(e2) = b lat,
9(61,0) - b2, H(CQ’O) = Ca2, 9(0271) = azcbz

Tenemos que el elemento cg 073 tiene como imagen el generador ¢, el elemento e;
tiene como imagen el generador b y el elemento x; tiene como imagen el generador
a. Por otra parte tenemos que el elemento ca gc2 1¢1,0 tiene como imagen el elemento
neutro y es no orientable. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es 1.
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= Tenemos ahora el grupo [32,34], cuya estructura algebraica es (Cyq x Cy) x Co.
Este grupo tiene género imaginario 10, luego se estudia en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo es el [32,35] que tiene estructura algebraica C4 x Q. Este grupo
tiene género imaginario 42 y segin la notacion es I'yas. Este grupo tiene una presentacion
dada por generadores a,b,c tales que a* = bv* = 1,¢? = a®,ab = ba,ac = ca” 'y
be = cb~L. Para el grupo NEC (0; +; [4,4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado

aélesf:A— G dado por
0(z1) =a, O(z2)=b, O(x3)=c, O(er)=c b 'a™, O(c1p)=a?

Es claro que las imagenes de los elementos x1,x2 y x3 generan todo el grupo, y son
elementos que preservan la orientacién. Asi queda visto que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= Ahora estudiamos el grupo [32,36] cuya estructura algebraica es Cg x Cy x Cso. El
género imaginario de este grupo es 18. Este grupo es estudiado en [15], pero no se da el
epimorfismo explicitamente. Una presentacién de este grupo viene dado por generadores
X,Y, Z tales que X% =Y? = Z? = 1 y conmutan entre ellos. Tenemos dos grupos NEC

asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — GG dado por

9(61) =X, 9(62) = Xﬁl,
O(ci0) =YZ, 0(c1p)=Y, O(cip)=YZ, O(c0) =2

Tenemos que el elemento e; tiene como imagen el generador X, el elemento ¢y 1¢1 2
tiene como imagen el generador Z y el elemento ¢ 2c2 o tiene como imagen el gener-
ador Y. Todos ellos son elementos que preservan la orientaciéon. Hemos probado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) el epimorfismo que tenemos es 6 : A — G
dado por

9($1) = K (9(61) = X, 9(62) = X_IY, 0(6170) = ZK 0(6270) =Y

Tenemos que el elemento x1 tiene como imagen el generador Y, el elemento e; tiene
como imagen el generador X y el elemento c1 oc2 0 tiene como imagen el generador
Z. Asi hemos generado el grupo como iméagenes de elementos que preservan la
orientaciéon. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie

no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %
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= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [32,37] que tiene estructura algebraica
Cy x (Cg x Cy). Tiene género imaginario 18 y segin la notacién es I'od. Una presentacion
de este grupo viene dada por generadores a, b, ¢ tales que a® = b*> = ¢ = 1,ab = ba®, y
¢ conmuta con ambos. Tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — G dado por

O(e1) =a, O(ez) = a b O(c10) =bc, O(c11) =c, b(c12) = bea, 0(c2,0) = at

Tenemos que el elemento e; tiene como imagen el generador a, el elemento c1 gc11

tiene como imagen el generador b y el elemento c; ; tiene como imagen el generador

c. Por otra parte tenemos que el elemento cq gcq,2¢2,0 es no orientable y tiene como

imagen el elemento neutro. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre

una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) el epimorfismo que tenemos es 6 : A — G
dado por

O(x1) =b, O(e1) =a, O(e2) = a vt O(c1,0) = ¢, O(c20) = at

Tenemos que el elemento x; tiene como imagen el generador b, el elemento e tiene
como imagen el generador a y el elemento c1 tiene como imagen el generador
c. Por otra parte tenemos que el elemento 6‘110270 tiene como imagen el elemento
neutro y es no orientable. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [32,38], cuya estructura algebraica es (Cg x C2) x Ca.
Este grupo tiene género imaginario 18 y segun la notacién es I'og. Una presentacién de
este grupo viene dada por generadores a, b, c tales que a® = b?> = ¢ = 1, ab = ba, ac = ca
y be = ca*b. Tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles : A — G dado por

B(e1) =a, O(ez)=a"t,
(c1,0) = ba’, O(c11) = a’, O(c1,2) = ba’, 0(c2,0) = a'e

Tenemos que el elemento ey tiene como imagen el generador a, el elemento ¢ gc1 1
tiene como imagen el generador b y el elemento c1c20 tiene como imagen el
generador c. Todos estos elementos preservan la orientacion. Hemos probado que
es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida
del grupo NEC asociado es %
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i)

Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) el epimorfismo que tenemos es 6 : A — G
dado por

O(x1) =b, O(e1) =a, O(ez) = a vt 0(c10) = ate, 0(c2,0) = at

Tenemos que el elemento x1 tiene como imagen el generador b, el elemento e tiene
como imagen el generador a y el elemento cogcy o tiene como imagen el generador
c. Tenemos todos los generadores como imégenes de elementos que preservan la
orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie

no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [32,39], con estructura algebraica Co x Dg y género imag-
inario 2, como se obtuvo en [29].

= El siguiente grupo que estudiamos es el [32,40], que tiene estructura algebraica
Cy x QDg. Este grupo tiene género imaginario 18 y segin la notacién indicada I'sas.
Este grupo tiene una presentacion dada por generadores a,b, c tales que cumplen las
relaciones a® = b? = ¢ = 1,ab = ba®, y ¢ conmuta con los otros dos. Para este grupo
tenemos 3 grupos NEC, asi

i)

ii)

Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es : A — G dado por

e(xl) = abv 9(61) = b_la_lv 9(0170) = a’2b7
0(c11) = a’be, 0(c12) = at, (c1,3) = aba

Tenemos que el elemento cq2c1 3 tiene como imagen el generador b, el elemento
c1,0c1,1 tiene como imagen el generador ¢ y el elemento x1¢1 2¢1 3 tiene como imagen
el generador a. Asi hemos generado el grupo como imégenes de elementos que
preservan la orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 8 : A — G dado por

O(e1) =a, B(ex) = at, O(c1,0) = ¢, O(c11) =aba, b(ci2) =c, O(c20)= at

Tenemos que el elemento ¢z gc1,1 tiene como imagen el generador b, el elemento e;
tiene como imagen el generador a y el elemento ¢y g tiene como imagen el generador
c. Por otra parte tenemos que el elemento ejca tiene como imagen el elemento
neutro y es no orientable. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre

una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %
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iii) Para el grupo :+; [2]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a é
iii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) que el epimorfi iado a él
es 0 : A — G dado por

O(x1) =b, B(e1) =a, O(e2) = a~ b, O(c10) =c¢, O(c20) = at

Tenemos que el elemento x1 tiene como imagen el generador b, el elemento e tiene
como imagen el generador a y el elemento c1 tiene como imagen el generador
c. Por otra parte tenemos que el elemento 6‘1102,0 tiene como imagen el elemento
neutro y es no orientable. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [32,41] cuya estructura algebraica es Co x DCy. Este
grupo tiene género imaginario 26 y segun la notacién es I'sas. Este grupo tiene una
presentaciéon dada por generadores a, b, ¢ tales que a® = ¢ = 1,0 = a*,ab = ba™', y
¢ conmuta con los otros dos. Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(-), (-)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

O(x1) =b, O(e1) =a, O(ez) = a vt 0(c10) = a, O(c20) =c¢

Primero tenemos que el elemento e; tiene como imagen el generador a, el elemento
x1 tiene como imagen el generador b y el elemento co ¢ tiene como imagen el generador c.
Por otra parte tenemos que el elemento 6%6170 tiene como imagen el elemento neutro y es
no orientable. Asi hemos visto que es un epimorfismo que acttia sobre una superficie no
orientable. El género imaginario de este grupo es 26 y el area reducida del grupo NEC
asociado es %.

= El siguiente grupo que estudiamos es el [32,42] que tiene estructura algebraica
(Cg x Cy) x Co. Este grupo tiene género imaginario 10, por lo que se estudia en el
Capitulo 1.

= Ahora seguidamente estudiamos el grupo [32,43] el cual tiene estructura algebraica
(Cy x Dy) x Cy. El género imaginario de este grupo es 6, por lo que se estudia en [2].

= El siguiente grupo es el [32,44] cuya estructura algebraica es (C2 x Q) x Cb.
Este grupo tiene género imaginario 18 y segtiin notacién es I'gas. Este grupo tiene una
presentacién dada por generadores a,b,c tales que cumplen las siguientes relaciones
a®=b>=1,c=a* ab=ba’,ac = ca™' y bc = cb. Tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — G dado por

O(e1) = cb, O(ez) =bct,

O(c10) = bea?, 6(c1,1) = a’, O(c12) = cha®, 0(c2,0) =D
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ii)

Tenemos que el elemento cz o tiene como imagen el generador b, el elemento ejca o
tiene como imagen el generador ¢ y el elemento e‘rfcmcm tiene como imagen el
generador a. Por otra parte tenemos que el elemento (6?01726171)401,1 tiene como
imagen el elemento neutro y es no orientable. Hemos probado que es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC
asociado es %

Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) tenemos que es 6 : A — G dado por

0(z1) = bea®, O(er) =a, O(ex) =cb, O(c1p) =a*, O(cap) =b

Tenemos que el elemento e tiene como imagen el generador a, el elemento cz o tiene
como imagen el generador b y el elemento eacz g tiene como imagen el generador
c. Por otra parte tenemos que el elemento 6‘1101,0 tiene como imagen el elemento
neutro y es no orientable. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre

una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora seguidamente estudiamos el grupo [32,45] que tiene estructura algebraica
Cy x Cy x Oy x Cy. Este grupo tiene género imaginario 26. Este grupo es estudiado en
[15], pero no se da el epimorfismo explicitamente. Tomemos generadores X, Y, Z, W tales
que cumplen W* =Y? = 7?2 = X2 = 1 y que conmutan todos entre ellos y tenemos una
presentacién del grupo. Tenemos dos grupos NEC asi que:

i)

i)

Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesd: A — G dado por

9(61) =W, (9(62) = Wﬁl, 9(0170) = XY, 9(8171) =YZ,
O(c12) =Y, 0(c13) = XY, 0(c20) =X

Tenemos que el elemento ey tiene como imagen el generador W, el elemento c; 1¢12
tiene como imagen el generador Z, el elemento ¢y 2c1 3 tiene como imagen el gener-
ador X y el elemento ¢z gc1 3 tiene como imagen el generador Y. Observemos que
todos esos elementos preservan la orientacion. Hemos probado que es un epimorfis-
mo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC

asociado es % .

Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2,2,2)}) tenemos que es 6§ : A — G dado por
O(x1) =W, 0(er) =W, O(ci0) = XY, O(c11) =YZ,
9(0172) = K 9(61’3) = X, 0(0174) = XY

Tenemos que el elemento x1 tiene como imagen el generador W, el elemento ¢y 1¢1 2
tiene como imagen el generador Z, el elemento c; 3¢1 4 tiene como imagen el gener-
ador Y y el elemento ¢ gc1 2 tiene como imagen el generador X. Todos son elemen-
tos que preservan la orientacion. Asi hemos generado el grupo como imagenes de
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elementos que preservan la orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que
actua sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado

3

€s 1
= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [32,46] cuya estructura algebraica es
Dy x Dy. Este grupo tiene género imaginario 10, por lo que se estudia en el Capitulo 1.

= Ahora estudiamos el grupo [32,47] que tiene estructura algebraica Cy x C2 X Q.
El género imaginario de este grupo es 34 y su notacién es I'zas. Este grupo admite una
presentacién dada por generadores a, b, ¢, d tales que a* = > = d?> = 1,b%> = a?,ab = ba™!
y el resto conmutan. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(-), (-), (-)}) tenemos quees 6 : A — G
dado por

O(e1) =a, O(ex) =b, O(es)=b""a"", O(ci) =a’c, O(co0)=a’cd, O(cs3p0)=a’d

Tenemos que el elemento e; tiene como imagen el generador a, el elemento ey tiene
como imagen el generador b, el elemento ¢y gco o tiene como imagen el generador d y el
elemento cpgc30 tiene como imagen el generador c. Todos esos elementos preservan la
orientacion. Asi hemos generado el grupo como imagenes de elementos que preservan la
orientaciéon. Hemos probado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es 1.

= El siguiente grupo es [32,48] el cual tiene estructura algebraica Co x ((CyxCa)xCy).
Este grupo tiene género imaginario 14, por lo que se estudia en el Capitulo 1.

= Ahora tenemos que estudiar el grupo [32,49] que tiene estructura algebraica
(Co x Dy) x Cy. El género imaginario de este grupo es 10 por lo que se estudia en
el Capitulo 1.

= El pentltimo grupo que tenemos es el grupo [32,50] cuya estructura algebraica
es (Cy x Q) x Cy. Segun la notacién es I'sag y tiene género imaginario 22. Este grupo
tiene una presentacién dada por generadores a, b, c,d tales que cumplen las relaciones
a? =b =% =1,d% = V%, ac = cb?a,bc = b, ad = db%a, y el resto conmuta. Para
el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,4,4,4)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(c10) = ab®, 0(c11) =b* O(c12) =b%c, O(c13) =be, O(cra) =dab®, 0(c15) = ab?

Tenemos que el elemento ¢ gc1,1 tiene como imagen el generador a, el elemento ¢1 1¢1 2
tiene como imagen el generador c, el elemento ¢y 2cy 3 tiene como imagen el generador
by el elemento cq 4c1 5 tiene como imagen el generador d. Observemos que todos estos
elementos preservan la orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que actia

sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es g.
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= El dltimo grupo que estudiamos es el grupo [32,51] que tiene estructura algebraica
Cy x Oy x (9 x Oy x Cy. Este grupo tiene género imaginario 18. Este grupo se estudia
en [15] pero no se da un epimorfismo explicito. Tenemos una presentacién de este grupo
dada por generadores A, B,C, D, E todos de orden 2 y que conmutan entre ellos. Para
el grupo NEC (0; +; []; {(2,2,2,2,2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

9(61,0) = AB, 9(01’1) = B, 9(0172) = BC, 9(01,3) = CBD,
O(c14) = AE, 0(c15)=A, 0(c16) =AB

Tenemos que los elementos C1,0€1,1,C1,1€1,2, C1,2€C1,3, C1,4C1,5, C1,5C1,6 tienen como ima-
gen los generadores A, C, D, E, B respectivamente. Observemos que todos los elementos

preservan la orientacién. Hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una

superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

Grupos de orden 33

En este apartado sélo encontramos un grupo, el [33,1] que tiene estructura algebraica
C33. Es el grupo ciclico que tiene género imaginario 1, [29].

Grupos de orden 3/

Aqui tenemos dos grupos, el [34,1] y el [34,2] cuyas estructuras algebraicas son Dj7
y Cs4 respectivamente. Ambos tienen género imaginario 1, por lo que estan clasificados
en [29].

Grupos de orden 35

Volvemos a tener sélo el grupo ciclico en los grupos de orden 35. Este grupo tiene
género imaginario 1, [29].

Grupos de orden 36

Aqui tenemos 14 grupos distintos, asi que analizaremos uno a uno cada uno de ellos:
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= El primer grupo es el [36,1], que tiene estructura algebraica Cg x Cy ~ DCy. El
género imaginario de este grupo se estudia en [19] pero no se da el epimorfismo. Tenemos
entonces una presentaciéon dada por generadores a, b tales que a* = b? =1y ba = ab®,
que podemos encontrar en GAP. Este grupo tiene género imaginario 20. Para este grupo
tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(x1) =a, O(x2) =ab, O(e;)= b~ ta?, O(ci0) = a’

Tenemos que el elemento 1 y el elemento x3x5 tienen como imagen los generadores
a, b respectivamente. Asi tenemos generado el grupo como imagenes de elementos
que preservan la orientacién, por lo que hemos demostrado que es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC
asociado es %

ii) Para el grupo NEC (1; -; [4,4]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(x1) =a™t, O(x2) =ab, 6(d) =0

Tenemos que 6(z}) = a y O(x122) = b, por lo que tenemos probado que es un
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable, ya que hemos generado
el grupo como imégenes de elementos que preservan la orientacion. El area reducida
del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [36,2], que tiene estructura algebraica Css. Este grupo es
ciclico, luego tiene género imaginario 1, [29].

= El siguiente grupo es el [36,3], cuya estructura algebraica es (C2 x C3) x Cy. Este
grupo tiene género imaginario 7, luego es estudiado en [2].

= Ahora el grupo [36,4] tiene estructura algebraica Dig y género imaginario 1. Este
grupo es clasificado por Tucker en [29].

= El siguiente grupo es el [36,5], cuya estructura algebraica es C1g x Co. Este grupo
tiene género imaginario 2, [29].

= Ahora tenemos el grupo [36,6] con estructura algebraica C5 x DC3. Este grupo
tiene género imaginario 17 por lo que es estudiado en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo es el [36,7], cuya estructura algebraica es (C5 x C3) x Cy.

Este grupo tiene género imaginario 41. Una presentacion de este grupo viene dada por
generadores a* = b® = ¢ = 1,ba = ab® y ca = ac?, que encontramos en GAP. Para el
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grupo NEC (0; +; [3,4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 0 : A — G
dado por

O(x1) =b, O(xz) =abc, O(x3)=a, O(e;)= a_lc_la_l, 6(c10) = a’

Claramente tenemos que los elementos x3, z1, x%m%xg tienen como imagen los gener-
adores a, b, ¢ respectivamente. Todos son elementos que preservan la orientacién, luego
hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable.
El area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [36,8] que tiene estructura algebraica Cio x C3. Este
grupo tiene género imaginario 23 y es estudiado en [15], pero no se da un epimorfismo
explicito. Una presentacion de este grupo viene dada por generadores X,Y tales que
X2 = Y3 = 1 y conmutan. Para el grupo NEC (0; +; [3,12]; {(-)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(5171) =Y, 9(%2) =X, 9(61) = Xﬁlyfl, 9(6170) = X6

Si tomamos los elementos z; y x2 tienen como imagen los generadores Y y X re-
spectivamente, y por tanto hemos generado el grupo como imagenes de elementos que
preservan la orientacion. Asi queda demostrado que el epimorfismo actiia sobre una su-
perficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es 1—72

= El siguiente grupo es el [36,9], cuya estructura algebraica es el (4,4/2,3). Este
grupo tiene género imaginario 5, y es estudiado en [4].

= Ahora tenemos el grupo [36,10] con estructura algebraica D3 x Ds. Este grupo
tiene género imaginario 5. Para este grupo tenemos dos grupos NEC:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,6,6)}), tenemos el epimorfismo estudiado en [10].

ii) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,3)}), no esta el epimorfismo explicitamente.
Tenemos que A, B son generadores de orden 2 de D3 tales que su producto tiene
orden 3, y C, D de igual manera para el otro D3, donde A y B conmutan con C'y
D. Asi tenemos que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

9(6170) = BD, 9(01,1) = D, 9(61,2) = A, 9(61,3) = CA, 9(0174) = BD

Asf tenemos las igualdades 6(c10c11) = B,0((c10c12)?) = D,0(c13c12) = C' y
9((01,101,201,30172)3) = A. Luego hemos probado que elementos que preservan la
orientacién generan el grupo, por lo que es un epimorfismo que acttia sobre una
superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo es el [36,11], cuya estructura algebraica es C3 x A4. Este grupo
tiene género imaginario 14, luego es estudiado en el Capitulo 1.
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= Ahora tenemos el grupo [36,12] que tiene estructura algebraica Cg x Ds. Tiene
género imaginario 14, luego se estudia en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo es el [36,13], cuya estructura algebraica es Cy x ((C3 x C3) x Cs).
Como tiene género imaginario 11, este grupo es estudiado en el Capitulo 1.

= El dltimo grupo que tenemos que estudiar es el [36,14], cuya estructura algebraica
es el Cg x Cg. Este grupo tiene género imaginario 26, y es estudiado en [15], pero no se da
un epimorfismo explicito. Tenemos una presentacion de este grupo dada por generadores
X,Y de orden 6 tales que conmutan. Para este grupo tenemos dos grupos NEC, asi:

i) Para el grupo NEC (0; +; [6,6]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(z1) = X, O(a2) =Y, O(er) =Y 'X7, O(c10) = X?

Es claro que 1 y que x2 tienen como imagen los generadores X e Y. Ambos son
elementos que preservan la orientacion y por tanto hemos demostrado que es un
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del

. 2
grupo NEC asociado es 3.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [3]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 6 : A — G dado por
0(x1) = X%, Oler) =Y, O(ea) =Y 'X?* (1) = X3, 0(cop) = Y3
Si tomamos los elementos e; y z1c10, tienen como imagen los generadores Y, X ~!
respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento e:{’clo tiene como imagen

el elemento neutro y es no orientable. Asi tenemos que el epimorfismo actia sobre

una superficie no orientable, y que el area del grupo NEC asociado es %

Grupos de orden 37

Solo hay un grupo de orden 37, el correspondiente a Csy, el grupo ciclico. Este grupo
tiene género imaginario 1, [29].

Grupos de orden 38

Tenemos dos grupos de orden 38, ambos de género imaginario 1. Los grupos son
el Dig y el Csg correspondientes a [38,1] y a [38,2] respectivamente. Estos grupos son
clasificados en [29] por Tucker.
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Grupos de orden 39

Aqui tenemos dos grupos, el [39,1] y el [39,2], cuyas estructuras algebraicas son
C3 x C3 y Cyg respectivamente. El primero tiene género imaginario 15, luego es estudi-
ado en el Capitulo 1, y el segundo tiene género imaginario 1, luego es estudiado en [29]
por Tucker.

Grupos de orden 40

Tenemos 14 grupos de este orden, por lo que estudiaremos cada uno particularmente:

= El primer grupo que tenemos es el [40,1], que tiene estructura algebraica Cs x Cs.
Este grupo tiene género imaginario 29. Una presentacién de este grupo viene dada por
generadores a,b tales que a® = V> = 1 y ba = ab*, que encontramos en GAP. Para el
grupo NEC (0; +; [5,8]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G
dado por
0(x1) =b, O(z2) =a, O(er) =a 'b"', 6(c1o) = a*

Tenemos que los elementos z9 y x1 tienen como imagen los generadores a y b respec-
tivamente. Son elementos que preservan la orientacién, luego hemos demostrado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo
NEC asociado es %.

= El siguiente grupo es el [40,2] cuya estructura algebraica es Cyg. Este grupo tiene
género imaginario 1, [29].

= Ahora tenemos el grupo [40,3] con estructura algebraica C5 x Cg. Este grupo
tiene género imaginario 27. Tenemos que una presentacién de este grupo viene dada por
generadores a,b tales que a® = b® = 1 y ba = ab?®, que encontramos en GAP. Para el
grupo NEC (0; +; [4,8]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G

dado por
0(z1) = ba?, 0(x2) =a, O(e1) =a’bt, O(crp) =a’

Tenemos que el elemento 3 y el elemento z12$ tienen como imagen los generadores
a y b respectivamente, y ambos son elementos que preservan la orientacién. Asi hemos
probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea
reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo es el [40,4] cuya estructura algebraica es C5 x Q ~ DC1o. May
en [19] da el género imaginario de este grupo pero no un epimorfismo. Este grupo tiene
género imaginario 22. Una presentacién de este grupo viene dada por generadores a, b, ¢
tales que a? = b* = & = 1,b% = a?,ba = ab?,ca = ac* y bc = cb, que encontramos en
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GAP. Para el grupo NEC (0; +; [4.4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l
es 6 : A — G dado por

O(x1) =ca, 6(x2) = a~ b, O(e1) = b le 0(c10) = a®

Tenemos que el elemento ef tiene como imagen el generador c, el elemento e}® tiene
como imagen el generador b y el elemento (z2¢9)? tiene como imagen el generador a.
Todos estos elementos preservan la orientacién luego hemos probado que el epimorfismo
actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [40,5] que tiene estructura algebraica Cy x D5. Este grupo
tiene género imaginario 12, luego es estudiado en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo es el [40,6] cuya estructura algebraica es Dyy. Tiene género
imaginario 1, [29].

= Ahora estudiamos el grupo [40,7] cuya estructura algebraica es Cy x (C5 x Cy).
El género imaginario de este grupo es 22. Una presentacién de este grupo viene dada
por generadores a, b, ¢ tales que cumplen las relaciones a* = b° = ¢ = 1,ba = ab® y
¢ conmuta con ambos. Luego tenemos que para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) el
epimorfismo asociado a él es 8 : A — G dado por

O(x1) = ca”l, O(x2) = ab, 6(e1) = eb 1, 0(c10) =c¢

Tomemos los elementos e}, e‘ll y €} que tienen como imagen los generadores a~1,b, ¢
respectivamente, y todos ellos preservan la orientacién. Asi hemos demostrado que es
un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo
NEC asociado es %

= El siguiente grupo es el [40,8] cuya estructura algebraica es (C1p x Ca) x Cy. Este
grupo tiene género imaginario 12, asi que es estudiado en el Capitulo 1.

= Ahora estudiamos el grupo [40,9] con estructura algebraica Cyg x Co. Tiene género
imaginario 2, [29].

= El siguiente grupo es el [40,10] cuya estructura algebraica es C5 x Dy. Este grupo
tiene género imaginario 12 y por tanto es estudiado en el Capitulo 1.

= Ahora tenemos el grupo [40,11] que tiene estructura algebraica Cj x Q. Este grupo
tiene género imaginario 30. Una presentacion de este grupo viene dada por generadores
X,Y,Z tales que X° =Y*4 =24 =1Y?=2272Y =YZ3y X conmuta con ambos.
Para el grupo NEC (0; +; [4,20]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
f: A — G dado por

0(z1) = ZY, 0(x2) =Y 'X, O(er) = X127, O(c1p) =Y?
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Tenemos que 0(x3%) = X, que 0(z1%) = Y y que 6(x123) = Z. Todos son elementos
que preservan la orientacién, luego tenemos que es un epimorfismo que actia sobre una

superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es 1—70.

= El siguiente grupo es el [40,12] cuya estructura algebraica es Cy x (C5 x Cy). Este
grupo tiene género imaginario 12, por lo tanto es estudiado en el Capitulo 1.

= Ahora estudiamos el grupo [40,13] con estructura algebraica Cy x D1y, luego tiene
género imaginario 2, [29].

= El dltimo grupo es el [40,14] cuya estructura algebraica es C19x Cy x Cs. Este grupo
tiene género imaginario 22. Este grupo es estudiado por Gromadzki en [15] pero no se
da un epimorfismo explicito. Una presentacién de este grupo viene dado por generadores
X,Y, Z tales que X0 = Y2 = Z? = 1 y todos conmutan. Tenemos dos grupos NEC para
este grupo, asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — G dado por

9(61) = X, 9(62) = X_l, 9(0170) = ZY, 09(6171) = K 9(0172) = ZY, 9(6270) =7

Tomemos los elementos e1, c10c1,1 Y ¢2,0c1,2 que tienen como imagen los generadores

X,Z e Y respectivamente. Todos son elementos que preservan la orientacion, y

por tanto hemos probado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no
1

orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es 5.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es : A — G dado por

9(1‘1) = Y, 0(61) = X, 9(62) = X_1Y, 9(0170) = ZY, 9(6270) =Y

Tenemos que §(z1) =Y, que O(e1) = X y que (c1,0c2,0) = Z. Los tres son elemen-
tos que preservan la orientacién, y por tanto tenemos que 6 es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC es %

Grupos de orden 41

En este apartado solo encontramos el grupo ciclico Cy1, que tiene género imaginario
1, [29].
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Grupos de orden 42

Tenemos 6 grupos de orden 42, asi que estudiaremos cada uno por separado:

= El primer grupo que tenemos que estudiar es el [42,1], que tiene estructura alge-
braica (C7 x C3) x Cy. Este grupo tiene género imaginario 9, luego es estudiado en [2].

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [42,2] cuya estructura algebraica es
Cy x (C7 x C3). Este grupo tiene género imaginario 23. Tiene una presentaciéon dada
por generadores X,Y,Z tales que X? = Y7 = 72 = 1,YX = XY? y Z conmuta con
los otros generadores. Para esta presentacion hemos tomado Z como generador de Cs y
hemos tomado para (C7 x C3) la presentacién que encontramos en [12]. Para el grupo
NEC (0; +; [3,6]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(x1) = XY, O(xo) =XZ, 0(er) = Z ' XY 71X O(c10) =2

Tenemos que x%, x5 y 37, tienen como imagen los generadores X, Z e Y. Los tres
elementos preservan la orientacién y por tanto es un epimorfismo que actia sobre una
superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [42,3] con estructura algebraica C7 x Ds. Este grupo tiene
género imaginario 13 y es estudiado en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo que tenemos es el [42,4] cuya estructura algebraica es C3 x Dr.
Tiene género imaginario 13 y por tanto es estudiado en el Capitulo 1.

= Ahora estudiamos el grupo [42,5] que tiene estructura algebraica Da;. Este grupo
tiene género imaginario 1 y es estudiado y clasificado por Tucker en [29].

= El ultimo grupo que tenemos es el [42,6] cuya estructura algebraica es Cyo. El

grupo ciclico tiene género imaginario 1 y por tanto es estudiado y clasificado en [29] por
Tucker.

Grupos de orden 43

Solo tenemos un grupo de orden 43, el que tiene estructura algebraica Cys, que tiene
género imaginario 1, [29].
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Grupos de orden 44

Tenemos 4 grupos en este apartado, por lo que tenemos que:

= El primer grupo es el [44,1] que tiene estructura algebraica C1; x Cy ~ DC1;.
Este grupo es estudiado por May en [19] pero no se da el epimorfismo. Este grupo tiene
género imaginario 24. Tenemos que una presentacién de este grupo, que encontramos en
GAP, viene dada por generadores a, b tales que a* = b'' =1 y ba = ab'°. Tenemos dos
grupos NEC para este grupo asi que:

i)

ii)

Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(x1) = a, O(x2) =ab, O(e) = b la?, 0(c10) = a’

Tenemos que los elementos 1 y z$xy tienen como imagen los generadores a y b.
Ambos elementos preservan la orientacién y por tanto tenemos que es un epimor-
fismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC
asociado es %

Para el grupo NEC (1; -; [4,4]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(z1) =a™ b, O(x3) =ab, 6(dy) =0

Es claro que las imagenes de los elementos ;1 y z2 generan todo el grupo y preservan
la orientacién. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una

superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el [44,2] cuya estructura algebraica es Cyy. Este
grupo tiene género imaginario 1, asi que esta estudiado y clasificado en [29] por Tucker.

= Ahora tenemos el grupo [44,3] que tiene estructura algebraica Dyy. Tiene género
imaginario 1 luego se clasifica por Tucker en [29].

= El dltimo grupo que tenemos es el [44,4] cuya estructura algebraica es Caa x Co.
Este grupo tiene género imaginario 2, asi que es clasificado en [29] por Tucker.

Grupos de orden 45

Tenemos dos grupos de orden 45, que serian:

84



= Uno de los grupos seria el [45,1], cuya estructura algebraica es Cy5 y que tiene
género imaginario 1. Este grupo es clasificado en [29] por Tucker.

= El otro grupo serfa el [45,2] con estructura algebraica C15 x Cs. El género imagi-
nario de este grupo es 29. Este grupo viene clasificado y estudiado en [8]. Tenemos que
una presentacién de este grupo viene dada por generadores X,Y tales que X =Y3 =1
y conmutan. Para el grupo NEC (1; -; [3,15]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesf:A— G dado por

O(z1) =Y, O(zz) =X, 0(d)=X"Y

Tenemos que los elementos x1 y xo tienen como imagen los generadores Y y X re-
spectivamente. Ambos elementos preservan la orientacién y por tanto hemos demostrado
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC asociado es %

Grupos de orden 46

Hay dos grupos de orden 46, el grupo [46,1] y [46,2] cuyas estructuras algebraicas
son D3 y Cy respectivamente. Ambos tienen género imaginario 1, luego se clasifican
por Tucker en [29].

Grupos de orden 47

Solo hay un grupo de orden 47, el grupo ciclico C47 que tiene género imaginario 1.
Este grupo es clasificado en [29] por Tucker.

Grupos de orden 48

Tenemos que hay 52 grupos distintos de orden 48, por lo que estudiemos uno a uno
los grupos. Todas las presentaciones que aparecen han sido sacadas de [13], a menos que
en el propio grupo se indique lo contrario:

= El primer grupo que estudiamos es el grupo [48,1] que tiene estructura algebraica
C3 x Chg. Este grupo tiene género imaginario 31. Una presentacion de este grupo viene
dada por generadores A, B tales que A'® = B3 =1y BA = AB?. Para el grupo NEC
(0; +; [3,16]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

O(z1) = B, O(x2) = A, O(er) = A"'B™, (c1p) = A°
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Tenemos que los elementos x1 y 2 tienen como imagen los generadores B y A re-
spectivamente. Asi hemos generado el grupo como imagenes de elementos que preservan
la orientacién y hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= Fl siguiente grupo que tenemos es el [48,2], cuya estructura algebraica es Cjs.
Este grupo ciclico tiene género imaginario 1, [29].

= Ahora tenemos el grupo [48,3], con estructura algebraica (Cy x Cy) x C3. El género
imaginario de este grupo es 18. Una presentacién del mismo viene dada por generadores
R, S tales que R? = S3 = (RS)? = (R™19)* = 1. Tenemos dos grupos NEC por lo que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [3,3]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
) grup ;45 [3,3]; q p
0 : A — G dado por

0(z1) = R, O(z2)=S"1, O(er) = SR, O(c10) = (SR™)?

Tenemos que el elemento x; va al generador R y que el elemento x5 va al generador
S~1. Estos elementos preservan la orientacién claramente. Asi hemos demostrado
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area re-
ducida del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (1; -; [3,3]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(x1) = RS, O(z2) =S, 0(d) =R

Tenemos que el elemento x5 va al generador S~ y que el elemento z12s va al
generador R. Estos elementos preservan la orientacién claramente. Asi hemos de-
mostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El
area reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el [48,4], cuya estructura algebraica es Cg x Ds.
Este grupo tiene género imaginario 18 y se estudia en profundidad en [9]. Tenemos que
la presentacién de este grupo viene dada por generadores X, Y, Z, siendo X el generador
del grupo Cs de orden 8 e Y, Z los generadores del grupo D3 ambos de orden 2 y
su producto tiene orden 3. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(3), (-)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 8 : A — G dado por

0(e1) = XY ZY, 0(ea) = X 'YZY, 0(c10) =Y, O(c11) = (Y2)?Y, 0(c20) = X*

Asi tenemos que los elementos (616170)9,61’0761’0(610170)9626170 tienen como imagen
los generadores X,Y y Z respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento
(616170)120270 va al elemento neutro y es no orientable. Hemos demostrado que es un
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epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo
NEC asociado es %

= Estudiemos el grupo [48.,5], con estructura algebraica Coy x Co. El género imag-
inario de este grupo es 20. Una presentaciéon de este grupo viene dada por generadores
A, B tales que A> = B® = 1,AB = B?AB~ !y (B~'A4)>BA(B~'A)? = 1. Esta pre-
sentacién ha sido obtenida de GAP. Tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [8]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l
es 0 : A — G dado por

0(1’1) = B, 9(61) = B_l, 0(0170) = A, 0(0171) = B4, 9(01,1) = BAB_1

Tenemos que el elemento x1 va al generador B y que el elemento 017061716411 va al
generador A. Estos elementos preservan la orientacién claramente. Asi hemos de-
mostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El

area reducida del grupo NEC asociado es %.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,8]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(z1) = A, O(x2) =B, 60(e1) = B'A, 6(c1po) = B*

Tenemos que el elemento x1 va al generador A y v que el elemento x5 va al generador
B. Estos elementos preservan la orientacion claramente. Asi hemos demostrado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el [48,6], cuya estructura algebraica es Caq x Co.
Este grupo tiene género imaginario 14, por lo que este grupo se estudia en el Capitulo 1.

= Ahora tenemos el grupo [48,7], que tiene estructura algebraica Do4. Este grupo
tiene género imaginario 1, [29].

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,8], cuya estructura algebraica es
C3 x DCy =~ D(C5. El género imaginario de este grupo es 26. Una presentacién de este
grupo viene dada por generadores X,Y tales que X?* =1, X2 =Y2y Y~ lXY = X 1.
May estudi6 este grupo en [19] y da esta presentacién, pero no se especifica el epimor-
fismo explicitamente. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo
asociado a él es 8 : A — G dado por

0(z1) = XY, O(z2) =Y, Oe;) =Y X" 0(c1) = X2
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Tenemos que el elemento x123 va al generador X y que el elemento 2 va al generador

Y. Estos elementos preservan la orientacion claramente. Asi hemos demostrado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo
NEC asociado es %

= Ahora estudiemos el grupo [48,9], con estructura algebraica Cy x (C3 x Cs). Este
grupo tiene género imaginario 34. Este grupo tiene una presentaciéon dada por gener-
adores X, S, T tales que X2 = $® = T® = (S3T)® = 1 y X conmuta con los otros
generadores. Para el grupo NEC (0; +; [3]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asoci-
ado a éles 0 : A — G dado por

0(z1) = S°T, O(e1) =S, O(ea) =S 'T71S° 0(cr0) =S* O(cap) =X

Tenemos que el elemento e va al generador S, que el elemento ez va al generador
T y el elemento ¢z va al generador X. Por otra parte tenemos que el elemento 6‘110170
es no orientable y tiene como imagen el elemento neutro. Asi hemos demostrado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo
NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,10], cuya estructura algebraica es
(C3xCg)xCy. El género imaginario de este grupo es 36. Una presentacién del grupo viene
dada por generadores A, B tales que A* = B71A2B~! = (B~!ABA™'B~1471)2 = 1.
Para el grupo NEC (0; +; [6,8]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(x1) = AB, 6(x2) = A, O(e1) = AilBilAil, 9(6170) = A4

El estudio del orden de AB viene hecho en [13]. Tenemos que los elementos zo y
x%xl tienen como imagen los generadores A y B respectivamente. Ambos son elementos
que preservan la orientacién y por tanto se ha demostrado que es un epimorfismo que

actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= Ahora estudiamos el grupo [48,11], con estructura algebraica Cy x DCs5. El género
imaginario de este grupo es 26 y es estudiado en [11]. Una presentacién de este grupo
viene dada por generadores X,Y, Z tales que X% =24 =1, X3 =Y2, Y 1XYy = X!
y Z conmuta con los otros generadores. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos
que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(x1) = XY Z, 0(x2) =Y, O(er) =(XY?2)", 0(c10) = X°Z?

Tomemos el elemento xo cuya imagen es el generador Y, el elemento (z123)%c1 ¢ que

tiene como imagen el generador X1 y el elemento (z123)%c1o(z123) que tiene como
imagen el generador Z. Por otra parte tenemos que el elemento x3c; o es no orientable
y su imagen es el neutro. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre

una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %
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= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,12], cuya estructura algebraica
es DC3 x Cy. Este grupo tiene género imaginario 26. Una presentacién de este grupo,
recogida en GAP, viene dada por generadores A, B tales que cumplen las relaciones
A* = BY = A7'B71A2BA!Y = A71B%2AB? = (A7'B71)3(AB)?A7'B = 1. Para el
grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G
dado por
0(x1) = A, O(zo) = A’B, O(e;) = B~'A, 0(c1) = A

Tomemos el elemento 1 cuya imagen es el generador A y el elemento x2x5 que tiene
como imagen el generador B. Los dos elementos preservan la orientacion. Asi hemos
demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area
reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [48,13], con estructura algebraica Ci2 x Cy. El género
imaginario de este grupo es 26. Una presentacién de este grupo viene dada por gener-
adores A, B tales que cumplen las relaciones A* = B2 = A"'B~1AB~! = 1. Para el
grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G
dado por
0(1’1) = Ail, 0(1‘2) = AB, 0(61) = Bil, 0(6170) = BS

Tomemos el elemento 1 cuya imagen es el generador A™! y el elemento z1z2 que
tiene como imagen el generador B. Ambos son elementos que preservan la orientacion y
hemos generado todo el grupo. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,14], cuya estructura algebraica es
(C12 x C2) x Cy. Este grupo tiene género imaginario 14, por lo que en el Capitulo 1 hay
un estudio del grupo.

= Ahora estudiamos el grupo [48,15], que tiene estructura algebraica (C3 x Dy) x Co.
El género imaginario de este grupo es 15, por lo que encontramos un estudio en el Capitu-
lo 1.

= FEl siguiente grupo que estudiamos es el grupo [48,16], cuya estructura algebraica
es <-2,2,3> x(Cs. Este grupo tiene género imaginario 30. Una presentacién de este grupo
viene dada por los generadores A y B tales que cumplen:

A'=AT'BT'A’BAT = BT?A’B? = AT'B?AB? = (AT'B)}(AB)*A7'B7 =1

Para el grupo NEC (0; +; [4,6]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
f : A — G dado por

0(x1) = A7', O(z2) = AB, 0(e1) = B™', 0(c10) = B*

Indiquemos que en [13] estd hecho el andlisis sobre el orden de AB. Tomemos el ele-
mento x; cuya imagen es el generador A~! y el elemento 122 que tiene como imagen el
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generador B. Ambos elementos preservan la orientacién. Asi hemos demostrado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo
NEC asociado es 1—72

= Ahora tenemos el grupo [48,17], que tiene estructura algebraica (C3 x @) x Co.
El género imaginario de este grupo es 20. Una presentacién de este grupo viene dada
por generadores A, B tales que A? = B® = (BAB)? = (B"1A)*BAB'AB = 1. Esta
presentacién ha sido obtenida de GAP. Tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [8]; {(2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l
es 6 : A — G dado por

0(.%'1) = B, 9(61) = B_l, 0(6170) = A, 9(6171) = B4, 9(61,1) — BAB™!

Tenemos que el elemento x; va al generador B y que el elemento 017001716411 va al
generador B. Estos elementos preservan la orientacién claramente. Asi hemos de-
mostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El

area reducida del grupo NEC asociado es %.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,8]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(z1) = A, O(x2) =B, 60(e1) = B'A, 6(c1p) = B*

Tenemos que el elemento x1 va al generador A y v que el elemento x5 va al generador
B. Estos elementos preservan la orientacion claramente. Asi hemos demostrado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos que estudiar es el [48,18], cuya estructura alge-
braica es C5 x DCy. Este grupo tiene género imaginario 32. Una presentacién parcial
estd dada por generadores A, B tales que B* = A%B? = 1. Es claro que de la pre-
sentacién, al tener que A% = B? tenemos que A2 = 1. Para el grupo NEC (0; +; [4,8];
{(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

0(z1) = B™Y, 0(x2) = BA, 0(e1) =AY, O(cipo) = A®

Indiquemos que en [13] estd hecho el andlisis sobre el orden de AB. Tomemos el
elemento 1 cuya imagen es el generador B! y el elemento x;x2 que tiene como imagen
el generador A. Ambos elementos preservan la orientacion. Asi hemos demostrado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo

NEC asociado es %.
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= Ahora estudiamos el siguiente grupo que es [48,19], que tiene una estructura
algebraica (Cy x DC3) x Co. El género imaginario de este grupo es 26. Una presentacién
de este grupo viene dada por los generadores A, B tales que cumplen las relaciones A% =
BS = A71B71A?2BA~! = A"'B72AB~2? = (A"'B71)?(AB)? = 1. Esta presentacién ha
sido tomada de GAP, ya que si observamos la presentacién dada en [13] observamos que
hay una errata en la cuarta relacion, ya que el ultimo exponente debe ser un -2 en vez
de un 2. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo es § : A — G
dado por

O(x1) = A7', O(z2) = AB, 6(e1) = B, 6(c1po) = B

Estudiemos el elemento AB. Tenemos que (AB)* = AB(AB)?AB = AB(BA)?AB =
AB?ABA’B = A2B2BA?’B = A’B7'A?’B = A?B7'BA? = 1; por lo que AB tiene or-
den 4. Tomemos el elemento 1 cuya imagen es el generador A~! y el elemento 232 que
tiene como imagen el generador B. Ambos elementos preservan la orientacion. Asi hemos
demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area
reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el [48,20], cuya estructura algebraica es C1o x Cy.
Este grupo tiene género imaginario 34 y es estudiado por Gromadzki en [15] pero no
se da el epimorfismo. Una presentaciéon de este grupo viene dada por generadores X,Y
tales que cumplen X'?2 = Y4 = 1 y ambos conmutan. Sea (0; +; [4,12]; {(-)}) el grupo
NEC asociado y tenemos que el epimorfismo asociado a él es 8 : A — G dado por

0(z1) =Y, O(x2) =X, O(e;) = XY O(c1o) = X©

Tomemos los elementos x1 y 2 que tienen como iméagenes a los generadores Y y X
respectivamente. Ambos elementos preservan la orientacién. Asi hemos demostrado que
es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del
grupo NEC asociado es %

= Ahora estudiamos el grupo [48,21], con estructura algebraica Cs x (4,4/2,2). El
género imaginario de este grupo es 14, asi que en el Capitulo 1 tenemos un estudio del
mismo.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,22], cuya estructura algebraica es
C3 x (Cy x Cy). Este grupo tiene género imaginario 34. Una presentacién de este grupo
viene dada por generadores X, 5, T tales que X3 = S* =T* = 1,77'ST =81y X
conmuta con el resto. Para el grupo NEC (0; +; [4,12]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo
asociado a él es 8 : A — G dado por

O(z1) =S, O(x2) =TX, O(e;) = XTI (i) = S*

Tomemos el elemento 1 cuya imagen es el generador S, el elemento x9 tiene como
imagen el generador T y el elemento x3 que tiene como imagen el generador X. Todos
los elementos preservan la orientacién. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que
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actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= Estudiemos el grupo [48,23], que tiene estructura algebraica Coy x Co. El género
imaginario de este grupo es 2, por lo que Tucker en [29] lo clasifica.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,24], cuya estructura algebraica es
C3 x (Cg x Cy). Este grupo tiene género imaginario 14, asi que tenemos su estudio en el
Capitulo 1.

= Ahora estudiemos el grupo [48,25], que tiene estructura algebraica C3 x Dg. El
género imaginario de este grupo es 18. Este grupo es estudiado en [9]. Tenemos que la
presentacién de este grupo viene dada por generadores X,Y, Z, siendo X el generador
de C3 de orden 3 e Y, Z los generadores de Dg ambos de orden 2 y su producto de orden
8. Tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [6]; {(2,2)}), no aparece el epimorfismo explicitamente
en [9], asi que definimos 0 : A — G dado por

0(x1) = XZ, 0(er) = X'Z, 0(cip) =Y, 0(c11) = (YZ)*, 0(c12)=2YZ

Tenemos que los elementos (xlcm)s, (:ccho)gcl,chg(cl,oxl)9, (5610170)90170 tienen
como imagen los generadores X!, Y y Z respectivamente. Todos ellos son ele-
mentos que preservan la orientacién. Hemos demostrado que es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC

asociado es % .

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,6]; {(-)}), si tenemos en [9] el epimorfismo explicita-
mente, que es # : A — G dado por

0(z1) =Y, O(xe) = XYZY, O(er) =X"YZ, 0(c1p9)=(YZ)*

Asf tenemos que los elementos 3, 71, T3r1e; tienen como imagen los generadores
X,Y y Z respectivamente, y todos los elementos preservan la orientacion. Hemos
demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.
El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,26], cuya estructura algebraica es
C3xQDg. Este grupo tiene género imaginario 20. Este grupo tiene una presentacién dada
por generadores X, Y, Z tales que X® =Y2=23=1,YXY = X3y Z conmuta con los
otros generadores. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(-), (4)}) tenemos que el epimorfismo
asociado a él es  : A — G dado por

0(er) = XZ, 0(ea) = Z' X7, O(cr0) = X*, 0(co0) =Y, O(co1) =XV X!

Asi tenemos que los elementos e‘[l), 2,0, 6%6 tienen como imagen los generadores X,Y

y Z respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento 6%261’0 va al elemento neu-
tro y es no orientable. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una
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superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= Ahora tenemos el grupo [48,27], con estructura algebraica Cs x DCjy. El género
imaginario de este grupo es 34. Una presentacién de este grupo viene dada por gener-
adores X,Y,Z tales que X8 = 73 = 1, X* = Y2, XY = YX ! y Z conmuta con los
otros generadores. Para el grupo NEC (0; +; [4,12]; {(-)}) el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

O(z1) = XY, 0(x2) =YZ, O(er) =Z'Y2X1, O(cio) = X*
Asf tenemos que el elemento x173 va al generador X, el elemento xJ va al generador
Y y el elemento x% tiene como imagen el generador Z y todos los elementos preservan
la orientacion. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie
no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo estudiado es el [48,28], cuya estructura algebraica es SL(2,3).Cs.
Este grupo tiene género imaginario 22 y una presentacién, obtenida de GAP, dada por
generadores R, T, S tales que R® = % = (RS)? = T? y T7'RT = S. De esta pre-
sentacién se obtiene que R tiene orden 6. Para el siguiente grupo NEC (0; +; [3,4];
{(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(z1) = R*, O(x2) =T, O(e;) =T 'R, 0(c19) =R®

Asi tenemos que los elementos xg,xgecho,a:?Q’(xgecho)xg tienen como imagen los
generadores T, R y S respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento z3c; o
tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable. Hemos demostrado que es un
epimorfismo que actda sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo
NEC asociado es -2

ﬁ.

= Ahora estudiamos el grupo [48,29], que tiene estructura algebraica GL(2,3). El
género imaginario de este grupo es 10. Podemos encontrar en el Capitulo 1 un estudio
de este grupo.

= El siguiente grupo que tenemos es el [48,30], cuya estructura algebraica es A4 x Cy.
Este grupo tiene género imaginario 22. Esta generado por permutaciones V, U en Sy x Sy
tales que V. =(123) y U =(1 23 4)(5 6 7 8), que podemos encontrar en [27]. Para el
grupo NEC (0; +; [3,4]; {(-)}), tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G
dado por
0(z1) =V, O(xo) =U, O(e1) =U V7L b(ci10) =VUVU

Es claro que los elementos z9 y x1 tienen como imagen los generadores U y V re-
spectivamente, y todos los elementos preservan la orientacién. Hemos demostrado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo

NEC asociado es %
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= Ahora estudiemos el grupo [48,31], con estructura algebraica Cy x A4. El género
imaginario de este grupo es 10, por lo que en el Capitulo 1 esta su estudio.

= FEl siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,32], cuya estructura algebraica es
Cyx < 2,3,3 >. El género imaginario de este grupo es 22. Una presentacién del mismo
viene dada por generadores A, B, Z tales que A3 = Z2 =1, ABA = BAB y Z conmuta
con los otros generadores. Para saber que B? = (ABA)* = 1, solo hace falta consultar
la tabla del grupo 24/13 en [26]. Para el grupo NEC (0; +; [3,4]; {(-)}), tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

0(z1) = A™', O(z2) = ABAZ, O(e;) = Z "A7'B™Y 0(c10) =2

Asf tenemos que los elementos 27, (z12221)%, (£12221)? tienen como imagen los gener-
adores A, B y Z respectivamente, y todos los elementos preservan la orientaciéon. Hemos
demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area
reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [48,33], con estructura algebraica SL(2,3) x Cs. Este
grupo tiene género imaginario 10, asi que encontramos el estudio de este grupo en el
Capitulo 1.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,34], cuya estructura algebraica es
Cy x DCg. El género imaginario de este grupo es 38. Una presentacion de este grupo
viene dada por generadores X,Y,Z tales que Z? = X2 =1, X6 =Y2, Xy =YX 'y
Z conmuta con los otros generadores. Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(-), (-)}), tenemos
que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(z1) = XY, O(e1) =X, O(ea) = XY IX O(cr0) = X, O(ca0) =2

Tomemos el elemento e; que tiene como imagen el generador X, el elemento cz o que
tiene como imagen el generador Z y el elemento eilz; tiene como imagen el generador
Y. Por otra parte, el elemento 6?0170 tiene como imagen el elemento neutro y es no ori-
entable. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actda sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= Ahora tenemos que el siguiente grupo es el grupo [48,35], que tiene estructura
algebraica Co x Cy x S3 ~ Cy x Dg. Este grupo tiene género imaginario 26. Este grupo
se estudia en [9], pero s6lo aparece el epimorfismo explicitamente del tercer grupo NEC.
Una presentacion de este grupo viene dada por generadores X,Y, Z tales que X tiene
orden 4 y genera Cy; Y, Z tienen orden 2 con producto de orden 6 y generan Dg, v X
conmuta con Y, Z. Tenemos 3 grupos NEC por lo que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(2,2,2)}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l
es 6 : A — G dado por

O(x1) =XZ, O(er) = Xle, (9(61’0) =Y,
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0(c11) = (YZ)3, 0(c10) =YZY, 0(c13)=2YZ

Tenemos que los elementos (9:101,2)9, 1,0 ($101,0)4617261,3C170 tienen como imagen

los generadores X,Y y Z respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento

c1,1¢1,2¢1,3 tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable. Hemos de-

mostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El

area reducida del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles §: A — G dado por

B(e1) = XZ, O(ex) = X 12,
0(0170) = Y, 9(01,1) = (YZ)3, 9(6172) = ZYZ, 0(0270) = X2

Tomemos el elemento (ercypcr1)?, el elemento (ercy et 1)>eacaoct2(ercrocrr)’es

y el elemento (6101700171)962 que tienen como imagen los generadores X,Y y Z

respectivamente, y todos los elementos preservan la orientacién. Hemos demostra-

do que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea

reducida del grupo NEC asociado es %

iii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}), que aparece en la referencia, el epimorfismo
asociado a él es 8 : A — G dado por

(9(:6'1) = Y, 9(61) = X, 9(62) = X_1Y, 9(017()) = YZK 9(62’0) =Y

Asi tenemos que los elementos eq, z1, z1¢1,0c2,0 tienen como imagen los generadores
X,Y y Z respectivamente, y todos los elementos preservan la orientacion. Hemos
demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.
El area reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el [48,36], cuya estructura algebraica es Cy x D12.
El género imaginario de este grupo es 2, por lo que Tucker lo clasifica en [29].

= Ahora estudiamos el grupo [48,37], que tiene estructura algebraica (C1a x C2) x Co.
Este grupo tiene género imaginario 14, asi que en el Capitulo 1 hay un estudio del mismo.

= El siguiente grupo que tenemos es el [48,38], cuya estructura algebraica es Dy X Ss.
El género imaginario de este grupo es 8, por lo que encontramos su estudio en [2].

= Nos toca estudiar seguidamente el siguiente grupo [48,39], con estructura alge-
braica (Cy x DC3) x Co. Este grupo tiene género imaginario 26. Una presentacién de
este grupo viene dada por generadores A, B,C tales que A> = B* = C7'B?C~! =1
y BT'ABA = B71C7'ABC™1A = (B71C)?AC~'B~'C~'BCAC™! = 1. Tenemos dos
grupos NEC para este grupo por lo que:
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i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — G dado por

O(e1) = C3, O(ez) =C, O(c1p) = A,
0(c11) = C?, B(ci12) = CLAC, 6(ca9) = ACACBC

En [13] estd hecho el anédlisis sobre el orden del elemento ACACBC y la de-
mostraciéon de que la imagen de ey 162’0620270 es el neutro. Asi si tomamos los
elementos c o, (6101,0)2027061, eo tienen como imagen los generadores A, B y C re-
spectivamente. Por otra parte tomemos el elemento 01716% que es no orientable y
tiene como imagen el neutro. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) el epimorfismo asociado a éles §: A — G
dado por

0(z1) = A, O(e1) =C, O(ex) =C A, O(c10) = ACACBC, 0(cz0) = C?

Tomemos los elementos 1, 6%0170627061, e1 que tienen como imagen los generadores
A, By C respectivamente, y todos ellos preservan la orientacién. Hemos demostra-
do que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea
reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el [48,40], cuya estructura algebraica es Q x Ds.
El género imaginario de este grupo es 38. Una presentacién de este grupo viene dada por
generadores A, B,i,j tales que A2 = B2 = (AB)} =it =44 =1,i? =42 ji=1ij>y A, B
conmutan con 4, j. Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(-), (-)}) el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

9(1‘1) = A, 0(61) =7, 9(62) = jfliilAfl, 9(6170) =B, 0(6270) =2

Tomemos los elementos (a;cho)g, et, c1,0, (a;cho)Sa:l tienen como imagen los gener-
adores 1, j, B y A respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento (3316170)66270
tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable. Hemos demostrado que es un
epimorfismo que actda sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo
NEC asociado es %.

= Ahora estudiamos el grupo [48,41], que tiene estructura algebraica (Cy x D3) x Co.
Este grupo tiene género imaginario 18. El grupo admite una presentacién dada por
generadores A, B, C tales que A* = B2 = C? = A7'BA’BA™! = A~1CcA?CcA 1 =1
y (A71CB)? = (A71B)?(AC)? = C(BA™1)2BCB = 1. Entonces tenemos que para el
grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,4,12)}) el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

(9(01’0) = B, 9(0171) = Az, 9(01,2) = C, 9(01,3) = A_ch, 9(61’4) =B
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De las relaciones 4% y 5* podemos deducir que A? estd en el centro del grupo. Ademés
en [13] estéd hecho el andlisis de que CA~'CB tiene orden 4 y que A~'C tiene orden 12.
Tomemos los elementos ¢ g, ¢1,2, ¢1,3¢1,0C1,2 que tienen como imagen los generadores B, C
y A1 respectivamente. Ahora tenemos que el elemento no orientable (017361’061,2)26171
va al neutro. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie
no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,42], cuya estructura algebraica es
Cy x Cy x DC5. El género imaginario de este grupo es 38. Una presentacién de este grupo
viene dada por generadores X,Y, W, Z tales que cumplen X6 =W? =272 =1, X3 =Y?,
XY =YX~!' 'y W, Z conmutan entre ellos y con X e Y. Asf tenemos que para el grupo
NEC (0; +; [4]; {(-), (-)}) el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

O(x1) = XYZ, 0(e1) =Y, 0(ea) = (XY22Z)™1, 0(c10) = X3, O(cap) =W

Tomemos los elementos 61,0270,0170(5616:{’)3,mle§cl70(1:1e§)3 tienen como imagen los
generadores Y, W, Z y X respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento 6%0170
tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable. Hemos demostrado que es un
epimorfismo que actda sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo
NEC asociado es %.

= Estudiemos ahora el grupo [48,43], con estructura algebraica Ca x ((Cg x C2) x C3).
Este grupo tiene género imaginario 14, asi que en el Capitulo 1 encontramos su estudio.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,44], cuya estructura algebraica es
C12x Cyx Cy. Este grupo tiene género imaginario 26 y es estudiado por Gromadzki en [15]
pero no da el epimorfismo. Una presentacién de este grupo viene dada por generadores
X,Y,Z tales que X'?2 = Y2 = Z? = 1 y todos los generadores conmutan. Tenemos dos
grupos NEC para este grupo por lo que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
él es 6 : A — GG dado por

9(61) = X, 6(62) = Xﬁl, 9(61,0) =YZ, (9(6171) = Z, 9(6172) =YZ, (9(0270) =Y

Asi si tomamos los elementos e1,c1,0c1,1,2,0c1,2 tienen como imagen los gener-

adores X,Y y Z respectivamente y todos los elementos preservan la orientacion.

Hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no ori-

entable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

9(%‘1) = Y, 9(61) = X, 9(62) = X_1Y, 9(61’0) = YZ, 9(62,0) =Y
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Tomemos los elementos z1, e1, 2, 0c1,0 que tienen como imagen los generadores Y, X
y Z respectivamente, y preservan la orientacion. Hemos demostrado que es un
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del
grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [48,45], que tiene estructura algebraica Cg x Dy. Este
grupo tiene género imaginario 26. Este grupo estd estudiado en [9], pero no aparecen
ambos epimorfismos explicitamente. Una presentaciéon de este grupo viene dada por
generadores X, Y, Z tales que X tiene orden 6 y se corresponde con Cg e Y, Z de orden
2 tal que su producto tiene orden 4 y se corresponde con Dy4. Tenemos dos grupos NEC
para este grupo por lo que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) no aparece el epimorfismo explicitamente
) grup s+ [ {(2,2), p p p
asi que tenemos que el epimorfismo asociado a él es 8 : A — G dado por

0(er) = XZ, O(ea) = X 'Z, 0(c10) =Y,
0(c11) = (YZ)?, 0(cr2) =2ZYZ, O(c20) =2

Asi si tomamos los elementos cj 0, e1¢2,0,c2,0 tienen como imagen los generadores
Y, X y Z respectivamente. Por otra parte tomemos el elemento ci1c10c12 que
es no orientable y tiene como imagen el neutro. Hemos demostrado que es un
epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}), si tenemos el epimorfismo explicitamente,
que es 0 : A — G dado por

0(.%1) = Y, 9(61) = X, 9(62) = X_1Y, 9(01}0) = YZYV, 9(62’0) =Y

Tomemos los elementos w1, x1c1,0c2,0, €1 tienen como imagen los generadores Y, Z
y X respectivamente, y todos los elementos preservan la orientacién. Hemos de-
mostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El
area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora estudiamos el grupo [48,46], que tiene estructura algebraica Cg x Q. El
género imaginario de este grupo es 38. Una presentacion de este grupo viene dada por
generadores X, i, j tales que X6 =4 = j4 =1,i®> = j2,ji = i~ ' y X conmuta con los
otros generadores. Para el grupo NEC (0; +; [4]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo
asociado a él es 8 : A — G dado por

0(331) = i, 9(61) = Xj, 9(62) = j_lX_l’i_l, 0(0170) = X3, 0(0270) = i2

Tomemos los elementos 1, ¢1 o€, ¢1 o€} tienen como imagen los generadores i,j y X
respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento ZL’%CQ}O tiene como imagen el
elemento neutro y es no orientable. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actia
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sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,47], cuya estructura algebraica
es O3 x ((C4 x Cq) x C9). Este grupo tiene género imaginario 26. Una presentacién
de este grupo viene dada por generadores R,S,T, X tales que cumplen las relaciones
R?=5%=7T?= X3 = (RS)* = (ST)* = 1,RST = STR = TRS y X conmuta con el
resto de generadores. Tenemos dos grupos NEC para este grupo por lo que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — G dado por

f(e1) = XRST, 0(eg) =TSRX ™', 60(cio) = R,
9(0171) = (RS)Z, 9(61’2) = R, 9(6270) =T

Asi si tomamos los elementos ¢ 0, ¢2,0, 0270626%0170, e‘ll tienen como imagen los gen-

eradores R,T,S y X respectivamente. Tomemos el elemento (61706270626%6170)26171

que es no orientable y tiene como imagen el neutro. Hemos demostrado que es

un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del

grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) el epimorfismo asociado a éles § : A — G
dado por

O(x1) =T, 0(e1) = XR, 0(ex) = RXflT, 9(6170) =R, 9(62,0) =5

Tomemos los elementos e‘r{‘ , e‘ll, x1,c2,0 tienen como imagen los generadores R, X, T
y S respectivamente. Ademads tenemos que el elemento e:{’cl,o tiene como imagen
el neutro y es no orientable. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= Estudiemos el grupo [48,48], con estructura algebraica Co x Sy. Este grupo tiene
género imaginario 4, por lo que en [4] estd hecho el estudio del mismo.

= El siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,49], cuya estructura algebraica
es Cy x Cy x Ay. El género imaginario de este grupo es 14, asi que en el Capitulo 1
encontramos el estudio.

= Ahora tenemos que estudiar el siguiente grupo que es [48,50], que tiene estructura
algebraica (Cy x Cy x Cy x C) x C3. Este grupo tiene género imaginario 10, por lo que
podemos encontrar un estudio del mismo en el Capitulo 1.

= FEl siguiente grupo que tenemos es el grupo [48,51], cuya estructura algebraica es

Dy x Dg. El género imaginario de este grupo es 14, asi que consultando el Capitulo 1
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encontramos el estudio.

= El ultimo grupo que tenemos que estudiar es el grupo [48,52], cuya estructura
algebraica es Cg x Cy x Cy x (5. Este grupo tiene género imaginario 38 y es estudiado
por Gromadzki en [15] pero no da el epimorfismo. Una presentacién de este grupo viene
dada por generadores X,Y, W, Z tales que X6 =Y? = Z?2 = W? =1 y todos conmutan
entre ellos. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo
asociado a él es 0 : A — G dado por

Ble1) = X, B(ep) = X1

0(cro) =Y, O(c11)=Z, O(cia)=W, 0(c13) =Y, O(cap) = X>

Asi si tomamos los elementos e, c10,¢1,1,¢1,2 tienen como imagen los generadores
X,Y, Z y W respectivamente. Por otra parte tenemos que el elemento 6?6270 es no ori-
entable y tiene como imagen el neutro. Hemos demostrado que es un epimorfismo que

actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

Grupos de orden 49

Podemos encontrar dos grupos de orden 49 y es necesario un estudio personalizado
de los grupos:

= El primer grupo que tenemos es el [49,1] que tiene estructura algebraica Cyg. Este
grupo tiene género imaginario 1, por lo que su clasificacién se encuentra en [29].

= El segundo grupo es el [49,2], con estructura algebraica C7 x C7. Podemos encontrar
su estudio en profundidad en [8]. Este grupo tiene género imaginario 37. Tomemos X,Y
generadores del grupo, ambos de orden 7 y que conmutan entre ellos. Para el grupo NEC
(1; - [7,7]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(x1) =X, O(zo) =Y, 0(dp)=X3Y?3

Si tomamos los elementos x1 y a2 tenemos que sus imagenes son los generadores
X e Y, y ambos elementos preservan la orientacion. Asi hemos demostrado que es un
epimorfismo que actda sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo
NEC asociado es %

Grupos de orden 50

Tenemos 5 grupos de orden 50, aunque solo sera necesario el estudio de uno de ellos:
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= Tenemos que los grupos [50,1] y [50,2], con estructuras algebraicas Doz y Cjg
respectivamente, tienen género imaginario 1, luego se encuentran clasificadas por Tucker
en [29].

= Los grupos [50,3] y [50,4], cuyas estructuras algebraicas son C5x D5 y (C5xC5)xCo
respectivamente, tienen género imaginario 17, luego su estudio se encuentra en el Capitu-
lo 1.

= El dltimo grupo, el [50,5] con estructura algebraica Ciy x C5, que podemos en-
contrar la clasificacién del mismo en [15] pero sin que aparezca el epimorfismo explicita-
mente, tiene género imaginario 37. Tomemos una presentacion de este grupo dada por
generadores X, Y tales que cumplen las relaciones X' = Y® = 1 y ambos conmutan.
Para el grupo NEC (0; +; [5,10]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

(9($1) =Y, 9($2) = X, 9(61) = Xﬁlyfl, 9(6170) = X°

Tomando los elementos x1 v x5 tenemos los generadores Y, X respectivamente y ten-
emos generado todo el grupo como imagenes de elementos que preservan la orientacion.
Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no ori-
entable. El drea del grupo NEC asociado es 1—70.

Grupos de orden 51

En este apartado solo encontramos un grupo de orden 51, el correspondiente al grupo
ciclico Cs;. Este grupo tiene género imaginario 1, por lo que esta clasificado por Tucker
en [29].

Grupos de orden 52

Podemos encontrar 5 grupos distintos de orden 52:

= El primer grupo es el [52,1], cuya estructura algebraica es C13 x Cy =~ DC43. Tiene
género imaginario 28 y es clasificado por May en [20] pero no se da el epimorfismo. Una
presentacién de este grupo viene dada por generadores a,b tales que a* = b2 =1y
ba = ab'?, la cual encontramos en GAP. Tenemos dos grupos NEC asf que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(x1) = a_l, O(x2) = ab, O(e1) = b_l, O(c10) = a’

101



Tenemos que 0(z3) = a y que 6(el?) = b, por lo que tenemos el grupo generado
como imégenes de elementos que preservan la orientacién y queda demostrado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea reducida
del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (1; -; [4,4]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(z1) =a™ b, O(x3) =ab, 6(dy) =10

Si tomamos los elementos 1 y 122 tenemos que sus imégenes son los generadores
a1 y b respectivamente. Asi queda demostrado que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable ya que el grupo estd generado como iméagenes de
elementos que preservan la orientacién. El area reducida del grupo NEC asociado

1
€S 5-

= Ahora tenemos los grupos [52,2], [62,4] y [52,5] que tienen estructura algebraica
Cs2, Dag y Cap x Co respectivamente. Los dos primeros grupos ([52,2] y [52,4]) tienen
género imaginario 1 y el otro ([52,5]) tiene género imaginario 2, por lo que los tres grupos
se clasifican por Tucker en [29].

= Nos queda el grupo [52,3], cuya estructura algebraica es C13 x Cy4. Este grupo

tiene género imaginario 13, por lo que en el Capitulo 1 se estudia.

Grupos de orden 53

Tan solo hay un grupo de orden 53, cuya estructura algebraica es Css. El grupo
ciclico de orden 53 tiene género imaginario 1, luego es estudiado en [29] por Tucker.

Grupos de orden 5/

Podemos encontrar 15 grupos distintos en este apartado. Vamos a hacer un analisis
individual de cada uno de ellos:

= El primer grupo y el segundo que tenemos son el [54,1] y el [54,2], que tienen

estructura algebraica Doy y Cs4 respectivamente. Ambos tienen género imaginario 1,
por lo que se clasifica en [29] por Tucker.
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= Ahora estudiamos el grupo [54,3], que tiene estructura algebraica C3 X Dg. El
género imaginario de este grupo es 17, asi que en el Capitulo 1 encontramos un estudio
del mismo.

= El siguiente grupo es el [54,4], cuya estructura algebraica es Cy x Ds. Este grupo
tiene género imaginario 17, asi que tenemos su estudio en el Capitulo 1.

= Ahora tenemos el grupo [54,5], con estructura algebraica ((C3 x C3) x C3) x Cs.
El género imaginario de este grupo es 11, asi que en el Capitulo 1 tenemos un estudio
del mismo.

= El siguiente grupo es el [54,6], cuya estructura algebraica es (Cy x C3) x Cy. Este
grupo tiene género imaginario 17, por lo que en el Capitulo 1 tenemos su estudio.

= Estudiemos el grupo [54,7], que tiene estructura algebraica (Cy x C3) x Co. El
género imaginario de este grupo es 17, asi que en el Capitulo 1 tenemos su estudio.

= El siguiente grupo es el [54,8], cuya estructura algebraica es ((C5 x C3) x C3) x Co.
Este grupo tiene género imaginario 11, por lo que tenemos el estudio en el Capitulo 1.

= Ahora tenemos el grupo [54,9], con estructura algebraica Cig x C3. El género
imaginario de este grupo es 35 y es clasificado por Gromadzki en [15] pero no se da el
epimorfismo explicitamente. Tenemos que una presentaciéon de este grupo viene dada
por generadores X,Y tales que X'® = Y3 = 1 y ambos conmutan. Para el grupo NEC
(0; +; [3,18]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

(9($1) =Y, 9(1‘2) = X, 9(61) = Xﬁlyfl, 9(6170) = XY

Tomemos los elementos x1 y x2 tales que sus imagenes son los generadores Y, X re-
spectivamente. Asi hemos generado el grupo como imagenes de elementos que preservan
la orientacién y por tanto hemos probado que es un epimorfismo que actiia sobre una
superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo es el [54,10], cuya estructura algebraica es Cy x ((C3 x C3) x Cs).
Este grupo tiene género imaginario 29. Este grupo tiene una presentaciéon dada por
generadores A, B, C, Z tales que A3 = B3 = C3 = Z? = 1,BA = ABC y Z conmuta
con el resto de generadores. Hemos tomado aqui Z como generador del grupo Cs y luego
tomamos una presentacién de (C3 x C3) x Cg tomada de GAP. Para el grupo NEC (0;
+; [3,6]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

9(1‘1) = A, 0(1‘2) = BZ, 9(61) = ZBilAil, 0(0170> =7

Tomemos los elementos x1, 3,25 y 3z '3z, que tienen como imagen los gen-

eradores A, Z, B y C respectivamente. Asi hemos generado el grupo como imagen de
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elementos que preservan la orientacién y hemos probado que el epimorfismo actiia sobre
1

una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es 3.

= Ahora tenemos el grupo [54,11], que tiene estructura algebraica Cy x (Cy x Cs).
El género imaginario de este grupo es 35. Una presentacion de este grupo viene dada por
generadores A, B, Z tales que A® = B = Z? = 1, BA = AB* y Z conmuta con los otros
generadores. Hemos tomado aqui Z como generador de Cy y luego una presentacion
de Cy x C3 tomada de [12]. Para el grupo NEC (0; +; [3,18]; {(-)}) tenemos que el

epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por
0(z1) = A, O(zo) = BZ, 0(er)=ZB 'A7' O(c10) =2

Tenemos que 0(z1) = A, que 0(z3) = Z y que 0(z3°) = B. Asf hemos generado el
grupo como imégenes de elementos que preservan la orientaciéon. Hemos probado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo
NEC asociado es %.

= El siguiente grupo es el [54,12], cuya estructura algebraica es Cg x Cg x Ds. Este
grupo tiene género imaginario 29. En este caso tomemos que D3 = S3, y asi tenemos que
una presentacién de este grupo viene dada por generadores X,Y tales que X3 =Y3 =1
pertenecientes a los C5 y las permutaciones (1 2) y (1 2 3) que generan S3; y X, Y todos
conmutan con ellas y entre si. Para el grupo NEC (0; +; [3,6]; {(-)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

O(z1) = X(123), 0(x2) =Y(12), O(er) =X 'Y 1(23), 0(c10) =(23)
Tomemos primeramente los elementos z3 y (z1235)%z; tienen como imégenes las per-
mutaciones (1 2) y (1 2 3) respectivamente, que generan todo S3. Por otro lado tomemos
los elementos x5 y (z123)* que tienen como imagen los generadores Y y X. Asi hemos
generado el grupo como imégenes de elementos que preservan la orientacién y por tanto
hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El

area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos que estudiar el grupo [54,13], que tiene estructura algebraica
C3 x ((C3 x C3) x Cy). El género imaginario de este grupo es 29. Una presentacién
de este grupo viene dada por generadores X,Y,Z y A tales que cumplen las relaciones
X3=Y3=22=A3=1,XY=YX,ZXZ'=X%2YZ'=Y?y A conmuta con el
resto de generadores. Hemos tomado aqui A como generador de C3 y una presentacion
de (C3 x C3) x Cy tomada de [12]. Tenemos dos grupos NEC, por lo que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [6]; {(3,3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

0(x1) = AZ, O(er) =ZA, O(cr0) =ZX, 0(c11) =2ZY, 0(c12) = ZX !
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Tenemos que 3,27, c10c12 ¥ ¢1,01,2¢1,0c1,1 tienen como imagen los generadores

Z,A,X e Y respectivamente. Ya tenemos entonces generado el grupo, ademés

estos elementos preservan la orientacién, luego es un epimorfismo que actia sobre

una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es : A — G dado por

0(x1) = Z, 0(x2) = AX, O(e1) = X 1A Z, 0(c10) =Y XZ, 0(c11) =2ZY

Tenemos que 0(x1) = Z, que O(x1c11) =Y, que 9((%161’1)201706171(1‘10171)2) =X
y que 9(:62((5616171)261706171(13161’1)2)2) = A. Asi tenemos todos los generadores en
la imagen. Por otra parte tenemos que el elemento (:):10171)3 tiene como imagen el
elemento neutro y es no orientable. Asi hemos probado que es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado
es %
= El siguiente grupo es el [54,14], cuya estructura algebraica es (C3 x C5 x C3) x Cs.
Este grupo tiene género imaginario 29. Una presentacién de este grupo, que podemos
encontrar en GAP, viene dada por generadores a,b, c,d tales que a® = b® = ¢* = d% =
1,ba = ab?, ca = ac?,da = ad® y b, ¢,d conmutan entre si. Para el grupo NEC (0; +; [2];
{(3,3,3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(z1) =a, O(er) =a, O(cip) =ba, O(ci1)=ac, O(ci2)=ad, 0(c13)= b la

Tomemos los elementos x1,c1,021,21€1,1 Y Z1€1,2 que tienen como imagen los gener-
adores a, b, c v d respectivamente. Ahora por otra parte tomemos el elemento (xlcl,l)?’
que tiene como imagen el elemento neutro, y ademas es no orientable. Por tanto hemos
probado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea
reducida del grupo NEC asociado es %

= El dltimo grupo que estudiamos es el grupo [54,15], con estructura algebraica es
Ce x (3 x (3. El género imaginario de este grupo es 65 y es estudiado por Gromadzki
en [15] pero sin que aparezca el epimorfismo explicitamente. Una presentacién de este
grupo viene dada por generadores X,Y, Z tales que X% = Y3 = Z3 = 1 y conmutan
todos ellos. Para el grupo NEC (0; +; [3,3,6]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesf:A— G dado por

0(z1) =Y, O(x2) =2, O(x3) =X, 0(e1) =X'Z7Y", 0(cip) = X3

Es claro que los elementos x3,x1 v x2 tienen como imagen los generadores X,Y y Z,
y los tres elementos preservan la orientacion. Asi hemos probado que es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado

7
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Grupos de orden 55

Tenemos dos grupos de orden 55, por lo que:

= El primer grupo que tenemos es el [55,1], cuya estructura algebraica es C11 x Cs.
El género imaginario de este grupo es 35. Una presentacién de este grupo viene dada por
generadores a, b tales que a® = b = 1 y ba = ab?, la cual encontramos en GAP. Para el
grupo NEC (1; -; [5,5]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado
por
O(x1) =at, O(xz) =ab, 6(dy) =0

Es claro que las imagenes de los elementos z1 y 122 generan todo el grupo y preser-
van la orientacion, luego es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.
El area reducida del grupo NEC asociado es %

= El segundo grupo es el [55,2] que tiene estructura algebraica Cs5. Este grupo tiene
género imaginario 1, por lo que se clasifica en [29] por Tucker.

Grupos de orden 56

Hay 13 grupos distintos de orden 56, por lo que tenemos que:

= El primer grupo que tenemos es el [56,1], que tiene estructura algebraica C7 x Cs.
Este grupo tiene género imaginario 43. Una presentacion de este grupo viene dada por
generadores a, b tales que a® = b” = 1 y ba = ab%, que podemos encontrar en GAP. Para
el grupo NEC (0; +; [7,8]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a éles § : A — G
dado por
0(z1) =b, O(z2) =a, O(e;) =a 'b"" 6(c1o) = a*

Tomemos los elementos x; y x2 que tienen como imagen los generadores b y a re-
spectivamente. Hemos generado el grupo como imagenes de elementos que preservan
la orientacion y por tanto hemos probado que es un epimorfismo que actiia sobre una
superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es g—é.

= El siguiente grupo es el [56,2], cuya estructura algebraica es Cyg. Este grupo tiene
género imaginario 1 por lo que en [29] podemos encontrar su clasificacién por Tucker.

= Ahora estudiamos el grupo [56,3], con estructura algebraica C7 x Q. El género
imaginario de este grupo es 30. Una presentacién de este grupo viene dada por gener-
adores a,b, ¢ tales que a* = b* = ¢ = 1,b% = a?,ba = ab3,bc = ¢b y ca = ac®, la cual
encontramos en GAP. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo

106



asociado a él es 6 : A — G dado por
0(z1) = c ta, O(zz) =a b7, O(ey) = be, O(c10) = b?

Tenemos que 6(ef) = ¢, que 6(e?!) = by que 0(efx1) = a. Todos los elementos
preservan la orientacién, luego hemos generado el grupo como imagenes de elementos
que preservan la orientacién, y por tanto hemos demostrado que es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= FEl siguiente grupo es el [56,4], cuya estructura algebraica es Cy x D7. Este grupo
tiene género imaginario 16, por lo que en el Capitulo 1 encontramos su estudio.

= Tenemos ahora el grupo [56,5], que tiene estructura algebraica Dag. El género
imaginario de este grupo es 1, [29].

= El siguiente grupo es el [56,6], cuya estructura algebraica es Cy x (C7 x Cy).
Este grupo tiene género imaginario 30. Una presentacién de este grupo viene dada por
generadores X, a,b tales que X2 = a* = b" = 1,ba = ab® y X conmuta con los otros
generadores. Hemos tomado aqui X como generador de Cs y una luego una presentacion
de C7 x Cy tomada de GAP. Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

O(x1) = b lat, 0(z2) =aX, O(e1) =0X, O(cip) =X

Tenemos que c1 9 va al generador X, que zacq o va al generador a y que ejcip va al
generador b. Por otra parte tenemos que el elemento ezcm tiene como imagen el elemen-
to neutro y es no orientable. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actia
sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [56,7], con estructura algebraica (C1q x C2) x Cy. El
género imaginario de este grupo es 16, por lo que en el Capitulo 1 se estudia.

= El siguiente grupo es el [56,8], cuya estructura algebraica es Cag X Co. Este grupo
tiene género imaginario 2, [29].

= Ahora tenemos el grupo [56,9], que tiene estructura algebraica C7 x Dy. El género
imaginario de este grupo es 16, por lo que se puede encontrar su estudio en el Capitulo 1.

= El siguiente grupo es el [56,10], cuya estructura algebraica es C7 x Q. Este grupo
tiene género imaginario 42. Una presentacion de este grupo viene dada por generadores
X, A, B tales que X' = A* = B* = 1,B%2 = A%, BA = AB3 y X conmuta con los
otros generadores. Para el grupo NEC (0; +; [4,28]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo
asociado a él es 8 : A — G dado por

9(.%‘1) = BilAil, 9(.%'2) =AX, 9(61) = XﬁlB, 9(0170) = A?
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Tenemos que x%,x%l vy que e%l tienen como imagen los generadores X, A y B re-

spectivamente. Hemos generado el grupo como imagenes de elementos que preservan la
orientacion, luego es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El
area reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora estudiamos el siguiente grupo que es el [56,11], que tiene estructura alge-
braica (Co x Cy x Cy) x C7. Este grupo tiene género imaginario 8, por lo que se estudia

en [2].

= El siguiente es el [56,12], cuya estructura algebraica es Cy x Co x D7 &~ Cy X D1y.
El género imaginario de este grupo es 2, por lo que Tucker lo clasifica en [29].

= El ultimo grupo es el [56,13], con estructura algebraica Ci4 x Cy x Cs. Este
grupo tiene género imaginario 30 y es estudiado por Gromadzki en [15] pero no se da
el epimorfismo explicito. Una presentacién de este grupo viene dada por generadores
X,Y,Z tales que X4 = Y2 = Z? = 1, tales que conmutan entre ellos. Tenemos dos
grupos NEC luego:

i) Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles 0 : A — G dado por

O(e1) = X, O(ex) = X1, 0(cr0)=YZ, 0(c11) =2, 0(c12) =YZ, 0(cop) =Y

Tenemos que e tiene como imagen el generador X, que ¢ gcy,1 tiene como imagen
el generador Y y que c2cy2 tiene como imagen el generador Z. Asi tenemos los
generadores como imagenes de elementos que preservan la orientacién, y por tanto
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(-), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 6 : A — G dado por

0(z1) =Y, O(er) =X, O(ex) = XY, 0(ci0) =YZ, O(cap) =Y

Es claro que los elementos x1, e1 y ¢2,0c1,0 tienen como imagen los generadores Y, X
y Z respectivamente. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable ya que hemos generado el grupo como imagenes de
elementos que preservan la orientacion. El area reducida del grupo NEC asociado

1
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Grupos de orden 57

Tenemos dos grupos de orden 57, asi que:
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= El primer grupo es el [57,1], cuya estructura algebraica es C19 x C3. El género
imaginario de este grupo es 21. Una presentacién de este grupo viene dada por gener-
adores a,b tales que a® = b'” = 1 y ba = ab”, que podemos encontrar en GAP. Para el
grupo NEC (1; -; [3,3]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado
por
O(z1) =at, O(xz) =ab, 6(dy) =1

Es claro que las imégenes de los elementos x1 y x1x2 generan todo el grupo y preser-
van la orientacion, luego es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.
El area reducida del grupo NEC asociado es %

= El segundo grupo que tenemos es [57,2], que tiene estructura algebraica Cs;. Este
grupo ciclico tiene género imaginario 1, por lo que su clasificacién se encuentra en [29]
por Tucker.

Grupos de orden 58

Hay dos grupos de orden 58, los correspondientes a [58,1] y [58,2] cuyas estructuras
algebraicas son Dag y Csg respectivamente. Ambos grupos tienen género imaginario 1,
luego podemos encontrar su estudio y clasificacién en [29] por Tucker.

Grupos de orden 59

En este apartado solo encontramos un grupo de orden 59, el correspondiente al grupo
ciclico Csg9. Este grupo tiene género imaginario 1, por lo que esta clasificado por Tucker
en [29].

Grupos de orden 60

Tenemos 13 grupos distintos de orden 60, asi que haremos un estudio en detalle de
cada uno de ellos:

= El primer grupo que tenemos que estudiar es el [60,1], que tiene estructura alge-
braica C5 x DCj3. Este grupo tiene género imaginario 39 y esta estudiado en profundidad
n [11]. Una presentaciéon de este grupo viene dada por generadores a,b, X tales que
a* = b3 = X5 =1,ba = ab® y X conmuta con los otros generadores. Para el grupo NEC
(0; +; [3,20]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(z1) =b, O(x2) =aX, O(e1) =X "ta" o', O(cip) =a?
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Tenemos que 3% va al generador X, que x5 va al generador a y que x1 va al gener-

ador b. Todos son elementos que preservan la orientacién. Asi hemos demostrado que es
un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del grupo
NEC asociado es %.

= El siguiente grupo es el [60,2], cuya estructura algebraica es C3 x (C5 x Cy).
El género imaginario de este grupo es 42. Este grupo tiene una presentacién dada por
generadores a, b, X tales que a? = v° = X3 = 1,ba = ab* y X conmuta con los otros
generadores. Hemos tomado aqui X como generador de C3 y una presentacién de Cs x Cy
tomada de GAP. Tenemos dos grupos NEC para este grupo asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4,12]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él
es 0 : A — G dado por

0(z1) = ba, O(z2) =a'X, O(er) =X ', O(cip) =a®

Tenemos que los elementos x%, x%, x%el van a los generadores X, a y b~! respectiva-
mente. Estos elementos preservan la orientacion claramente. Asi hemos demostrado
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reduci-
da del grupo NEC asociado es %

ii) Para el grupo NEC (1; -; [4,12]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(z1) =ba, O(zz) =a 'X, 0(d) =b*X

Tenemos que los elementos .CC%, :cg, :1:13:529 van a los generadores X, a y b respectiva-

mente. Estos elementos preservan la orientacién claramente. Asi hemos demostrado
que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El area reduci-
da del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [60,3], con estructura algebraica C15 x Cy. Este grupo tiene
género imaginario 32. Una presentacién de este grupo viene dada por generadores A, B
tales que A* = B = A"'B~'AB~! = 1, que podemos encontrar en GAP. Tenemos dos
grupos NEC para este grupo asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(z1) = A, O(z2) =A'B7', O(er) =B, 0(c1p) = A
Tenemos que los elementos x1 v e; van a los generadores A y B respectivamente.
Estos elementos preservan la orientacion claramente. Asi hemos demostrado que

es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea reducida
del grupo NEC asociado es %
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ii) Para el grupo NEC (1; -; [4,4]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

O(z1) = BA™', O(xz0) = A, 6(dy) = BT

Tenemos que los elementos o y x1x2 van a los generadores A y B respectivamente.
Estos elementos preservan la orientacion claramente. Asi hemos demostrado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo es el [60,4], cuya estructura algebraica es Cgo. El género imagi-
nario de este grupo es 1, por lo que podemos encontrar en [29] su clasificacion por Tucker.

= Ahora estudiamos el grupo [60,5], que tiene estructura algebraica As. Este grupo
es estudiado en [29] por Tucker ya que tiene género imaginario 1.

= El siguiente grupo es el [60,6], cuya estructura algebraica es C3 x (C5 x Cy). El
género imaginario de este grupo es 21. Una presentacién de este grupo viene dada por
generadores X, A, B tales que X® = A* = B =1, BA = AB? y X conmuta con los
otros generadores. Hemos tomado aqui X como generador de C3 y una presentacién
de C5 x Cy tomada de GAP. Para el grupo NEC (0; +; [12]; {(5)}) tenemos que el
epimorfismo asociado a él es 0 : A — G dado por

0(z1) = XA, O(er) =AT'X71, O(cro) = B°A?, 0(c1y) = B 'A?

Tenemos que los elementos c¢1 oc1,1, x‘ll, :1;‘1) tienen como imagen los generadores B!, X
y A respectivamente. Hemos probado que es un epimorfismo que actiia sobre una super-
ficie no orientable al haber generado el grupo como imagenes de elementos que preservan

la orientacion. El area reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo es el [60,7], cuya estructura algebraica es C15 x Cy. Este grupo
tiene género imaginario 32. Una presentaciéon de este grupo viene dada por generadores
A, B tales que A* = BS = A71B2AB~2 = AB"'A2B~'A~'B = 1, que encontramos
en GAP. Tenemos dos grupos NEC para este grupo asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [4,4]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

(9(:E1) = B2A_1, 9($2) = A, 9(61) = B4, 9(6170) = 33

Tenemos que el elemento xo va al generador A. Por otra parte tenemos que
de una relacién sabemos que B = ABA2BA~!, asi tenemos que el elemento
xgelcl,ox%elcwa:% va al generador B. Estos elementos preservan la orientacion
claramente. Asi hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una

superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %
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i)

Para el grupo NEC (1; -; [4,4]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

6(z1) = B*A™, O(xo) = A, 6(d) =B

Tenemos que el elemento xo va al generador A. Por otra parte tenemos, sabiendo
la relacién descrita en el apartado anterior, que acgdlx%dlx% va al generador B.
Estos elementos preservan la orientacién claramente. Asi hemos demostrado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [60,8], con estructura algebraica D3 x D5. El género imag-
inario de este grupo es 9, por lo que encontramos su estudio en [2].

= El siguiente grupo es el [60,9], cuya estructura algebraica es Cy x A4. Este grupo
tiene género imaginario 13, asi que en el Capitulo 1 encontramos su estudio.

= El siguiente grupo que nos toca estudiar es el [60,10], cuya estructura algebraica
es (3 x Dyg = Cg x D5. El género imaginario de este grupo es 22. Una presentacién de
este grupo viene dada por generadores X de orden 3 o 6 correspondiente a C3 6 Cg y
generadores Y, Z de orden 2 cuyo producto tiene orden 10 6 5, correspondientes a Dig
6 Ds. Este grupo se estudia en [9]. Tenemos dos grupos NEC para este grupo asi que:

i)

i)

Para el grupo NEC (0; +; [6]; {(2,2)}), no aparece el epimorfismo en [9], utilizare-
mos la estructura algebraica dada por Cg x Ds, y tenemos que el epimorfismo
asociado a él es # : A — G dado por
0(x1) = XZ, 0(er) =X"1Z, 0(cip)=2YZ, O(c11) =X> 0(ci2)=Y

Tenemos que 0((z1c1,0)°%) es el elemento Y Z. Por tanto tenemos que c¢;2(z1¢1,0)°
tiene como imagen el generador Z, y el elemento c; 2 tiene como imagen el gen-
erador Y. Por otra parte tenemos que el elemento (93101,0)5 tiene como imagen el
generador X ~!. Asf hemos generado todo el grupo. Ademds tenemos que el elemen-
to (mlcl,o)wcl,l tiene como imagen el elemento neutro. Asi hemos demostrado que
es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida
del grupo NEC asociado es %

Para el grupo NEC (0; +; [2,6]; {(-)}), aparece en [9] el epimorfismo explicitamente
utilizando la estructura algebraica C's x D1g, y es 8 : A — G dado por

0(x1) =Y, O(xo) = XYZY, 0(er) = X"'YZ, 0(c1p) = (YZ)°

Tenemos que los elementos 3,71 y z3z1e; van a los generadores X,Y y Z re-
spectivamente. Estos elementos preservan la orientacién claramente. Asi hemos
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demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable.

El area reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo es el [60,11], cuya estructura algebraica es C5 x Dg. Este grupo
tiene género imaginario 22. El grupo se estudia en profundidad en [9]. Una presentacién
de este grupo viene dada por generadores X de orden 5 correspondiente a C5 y gen-
eradores Y, Z de orden 2 cuyo producto tiene orden 6, correspondientes a Dg. Para el
grupo NEC (0; +; [-]; {(3), (-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a éles 0 : A — G
dado por

0(e1) = XYZY, 0(ex) = X 'YZY, 0(ci0) =Y, O(c11) = (Y2)?Y, 0(cop) =YZY

Asf tenemos que los elementos €, (6162,061,0)5, (6162’06170)56?(61627061’0)5 tienen como
imagen los generadores X, Y y Z respectivamente. Todos los elementos preservan la ori-
entacion. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no

orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= Estudiemos el grupo [60,12], con estructura algebraica Dsy. Este grupo tiene
género imaginario 1, por lo que lo clasifica Tucker en [29].

= El tltimo grupo es el [60,13], cuya estructura algebraica es C3p x Cy. Tenemos
que este grupo tiene género imaginario 2, por lo que en [29] es clasificado por Tucker.

Grupos de orden 61

Tan solo hay un grupo de orden 61, cuya estructura algebraica es Cg;. El grupo
ciclico de orden 61 tiene género imaginario 1, [29].

Grupos de orden 62

Hay dos grupos de orden 62, los correspondientes a [62,1] y [62,2] cuyas estructuras
algebraica son D3y y Cgo respectivamente. Ambos grupos tienen género imaginario 1,
luego podemos encontrar su estudio y clasificacién en [29] por Tucker.

Grupos de orden 63

En este ultimo apartado tenemos que hay 4 grupos distintos de orden 63:
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= El primer grupo que tenemos es el [63,1], que tiene estructura algebraica C7 x Cy.
Este grupo tiene género imaginario 49. Una presentacion de este grupo viene dada por
generadores X,Y tales que X' =YY =1y Y !XV = X2 que hemos sacado de [19].
Para el grupo NEC (1; -; [7,9]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado aélesf : A — G
dado por
O(z1) =X, O(z2) =Y, 6(dy) = (XY)!

Tenemos que los elementos x; y z2 tienen como imagen los generadores X e Y re-
spectivamente, por lo que tenemos el grupo generado como iméagenes de elementos que
preservan la orientacién. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una
superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es é—g.

= El segundo grupo es el [63,2], cuya estructura algebraica es Cg3. El género imagi-
nario de este grupo es 1, por lo que Tucker lo clasifico en [29].

= El tercer grupo es el [63,3], con estructura algebraica Cs x (C7 x C3). Este grupo
tiene género imaginario 23. Una presentaciéon de este grupo viene dada por generadores
a,b, X tales que a® = b" = X3 = 1,ba = ab? y X conmuta con los otros generadores.
Para el grupo NEC (1; -; [3,3]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado aéles§ : A — G
dado por
O(z1) = ba, O(zo) =a X, 0(d) =X

Tomemos los elementos (z172)7, (z122)' v z2(z122)* que tienen como imagen los
generadores X,b y a~! respectivamente. Asi hemos probado que es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable ya que hemos generado el grupo como imagenes
de elementos que preservan la orientacion. El area reducida del grupo NEC asociado es %

= El dltimo grupo es el [63,4], que tiene estructura algebraica Co; x C3. El género
imaginario de este grupo es 41 y es estudiado en profundidad en [8]. Una presentacién
de este grupo viene dada por generadores X,Y tales que X?! = Y3 = 1 y conmutan
entre ellos. Para el grupo NEC (1; -; [3,21]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a
éles f: A — G dado por

0(z1) =Y, O(z2) =X, 6(d) =YX

Es claro que f(z1) =Y y que 6(z2) = X y por tanto el grupo estd generado como
imégenes de elementos que preservan la orientaciéon. Hemos visto que es un epimorfismo
que actia sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado

13
€s 57-

Por tanto podemos enunciar el siguiente teorema:
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Teorema 2.1:

En las siguientes tablas se muestran los grupos de orden 32 a 63, dando su nomen-
clatura GAP, su estructura algebraica, su género imaginario, la referencia y la pagina
donde se encuentra su estudio:

Grupos de orden 32:

GAP G (@) Referencia Pag.
32,1] C3o 1 Tucker [29] 61
[32,2] (Cy x Ca) x Cy 18 Este trabajo 61
[32,3] Cs x Cy 22 Gromadzki [15] y Este trabajo 61
[32,4] Cs x Cy 22 Este trabajo 61
[32,5] (Cs x Cq) x Cy 10 Este trabajo 62y 11
(32,6] ((Cy x Cg) x Cy) x Oy 10 Este trabajo 62y 12
[32,7] (Cg x Cy) x Co 10 Este trabajo 62y 12
(32,8] (Cy x 0).(Cy x Cy) 22 Este trabajo 62
[32,9] (Cg x Ca) x Cy 10 Este trabajo 62y 13
[32,10] Q xCy 18 Este trabajo 62
[32,11] (Cy x Cy) x Co 10 Este trabajo 62y 13
[32,12] Cy x Cy 22 Este trabajo 62
[32,13] Cs x Cy 18 Este trabajo 63
[32,14] Cs x Cy 18 Este trabajo 63
[32,15] C4.(Cy x Ca) 26 Este trabajo 63
[32,16] Ci6 x Ca 2 Tucker [29] 64
[32,17] Cig x Oy 10 Este trabajo 64y 14
[32,18] Dqg 1 Tucker [29] 64
32,19] QD3 10 Este trabajo 64y 14
[32,20] DCy 18 May [19] y Este trabajo 64
[32,21] Cy x Cy x Cy 26 Gromadzki [15] y Este trabajo 64
[32,22] Cy x ((Cy x C) x C) 18 Este trabajo 64
[32,23] Cy x (Cy x Cy) 26 Este trabajo 65
[32,24] (Cy x Cy) x Cy 26 Este trabajo 66
[32,25] Cy X Dy 18 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo 66
[32,26] Cy xQ 42 Este trabajo 67
[32,27] (CQ X CQ X CQ X CQ) X CQ 6 A. Bacelo [2] 67
[32,28] (Cy x Cy x C3) x Cy 10 Este trabajo 67y 15
[32,29] (Co x Q) x Cy 26 Este trabajo 67
32,30] | (Cux Ca x Cs) 3 Cy 18 Este trabajo 67
[32,31] (Cy x Cy) x Co 22 Este trabajo 68
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GAP G (@) Referencia Pag.
[32,32] | (C2 x C2).(Cy x Cy x Cy) | 42 Este trabajo 68
[32,33] (Cy x Cy) x Co 34 Este trabajo 69
[32,34] (Cy x Cy) x Co 10 Este trabajo 70 y 15
[32,35] CixQ 42 Este trabajo 70
[32,36] Cg x Oy x Oy 18 | Gromadzki [15] y Este trabajo 70
[32,37] Cy x (Cg x C9) 18 Este trabajo 71
[32,38] (Cg x C3) x Co 18 Este trabajo 71
[32,39] Cy x Dg 2 Tucker [29] 72
[32,40] Cy x QDg 18 Este trabajo 72
[32,41] Cy x DCy 26 Este trabajo 73
(32,42 (Cs x C3) x Cy 10 Este trabajo 73y 15
[32,43] (Co x Dy) x Co 6 A. Bacelo [2] 73
[32,44] (Ca x Q) x Cy 18 Este trabajo 73
[32,45] Cy x Cy x Cq x Cy 26 | Gromadzki [15] y Este trabajo 74
[32,46] Dy x Dy 10 Etayo, Martinez [10] 75y 15
[32,47] CoxCyxQ 34 Este trabajo 75
[32,48] | Cq x ((C4 x C3) x Cy) 14 Este trabajo 75y 34
[32,49] (Ca x Dy) x Co 10 Este trabajo 75y 16
[32,50] (Ca x Q) x Coy 22 Este trabajo 75
[32,51] | Oy x Cq x Cy x Cy x Co 18 | Gromadzki [15] y Este trabajo 76
Grupos de orden 33:
GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.
[33,1] | C33 1 Tucker [29] | 76

Grupos de orden 34:

GAP | G | 5(G) | Referencia | Pég.
[34,1] | D17 1 | Tucker [29] | 76
34,2] | C3y | 1 | Tucker [29] | 76

Grupos de orden 35:

GAP | G

(G) | Referencia | Pag.

[35,1] | C35

Tucker [29] | 76
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Grupos de orden 36:

GAP G 7(G) Referencia Pag.
[36,1] DCy 20 May [19] y Este trabajo 7
[36,2] Csg 1 Tucker [29] 7
(36,3] (Cy x Oy) x Cy 7 A. Bacelo [2] 7
[36,4] Dqg 1 Tucker [29] 7
[36,5] 018 X CQ 2 Tucker [29] 77
[36,6] C3 x DC3 17 Este trabajo 77y 50
[36,7] (C5 x C3) x Cy 41 Este trabajo 7
(36,8] Cha x Cs 23 Gromadzki [15] y Este trabajo 78
[36,9] (4,4]2,3) 5 Bujalance, Etayo, Martinez [4] 78
[36,10] D3 x Ds 5 Etayo, Martinez [10] y Este trabajo 78
[36,11] C3 x Ay 14 | Etayo, Martinez [11] y Este trabajo | 78 y 34
[36,12] Cs x D3 14 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo | 79 y 34
[36,13] | C2 x ((C3 x C3) x Cy) | 11 Este trabajo 79y 23
[36,14] Cs x Cg 26 Gromadzki [15] y Este trabajo 79
Grupos de orden 37:
GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.
[37,1] | Cs7 Tucker [29] | 79
Grupos de orden 38:
GAP | G | 6(G) | Referencia | Pég.
38.1] | D1o Tucker [29] | 79
[38,2] | Css Tucker [29] | 79
Grupos de orden 39:
GAP G (G) | Referencia Pag.
[39,1] | C13 x Cs Este trabajo | 80 y 43
[39,2] Cg Tucker [29] 80
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Grupos de orden 40:

GAP G 7(G) Referencia Pag.
[40,1] Cs x Cg 29 Este trabajo 80
[40,2] Cao 1 Tucker [29] 80
[40,3] C5 x Cg 27 Este trabajo 80
[40,4] DCqg 22 May [19] y Este trabajo 80
[40,5] C4 X Ds 12 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo | 81 y 26
[40,6] Doy 1 Tucker [29] 81
[40,7) | Co x (C5xCy) | 22 Este trabajo 81
[40,8] (Clg X CQ) Dal 02 12 Este trabajo 81 y 26
[40,9] CQ() X CQ 2 Tucker [29] 81
[40,10] C5 x Dy 12 Etayo, Martinez [9] 81y 28
[40,11] Cs x Q 30 Este trabajo 81
[40,12] | Cy x (C5 % Cy) 12 Este trabajo 82y 28
[40,13] Cy x Do 2 Tucker [29] 82
[40,14] | Cio x Cq x Oy 22 Gromadzki [15] y Este trabajo 82
Grupos de orden 41:
GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.
[41,1] | Ca1 | 1 | Tucker [29] | 82
Grupos de orden 42:
GAP G 7(G) Referencia Pag.
[42,1] | (C7 x C3) x Coy 9 A. Bacelo [2] 83
[42,2] | Ca x (C7 xC3) | 23 Este trabajo 83
[42,3] C7 x D3 13 | Etayo, Martinez [9] | 83 y 29
[42,4] C3 x Dy 13 | Etayo, Martinez [9] | 83 y 30
[42,5] Doy 1 Tucker [29] 83
[42,6] Clyo 1 Tucker [29] 83
Grupos de orden 43:
GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.
[43,1] | Cu3 1 Tucker [29] | 83
Grupos de orden 44:
GAP G 7(G) Referencia Pag.
[44,1] DCyy 24 | May [19] y Este trabajo | 84
[44,2] Cua 1 Tucker [29] 84
[44,3] | Do 1 Tucker [29] 84
[44,4] 022 X CQ 2 Tucker [29] 84
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Grupos de orden 45:

GAP

7(G) | Referencia | Pag.

[45,1]

Css

[45,2] | C15 x Cs | 29 Etayo [8] 85

1 | Tucker [29] | 85

Grupos de orden 46:

GAP | G | (G) | Referencia | Pag.

[46,1] | D23 1 Tucker [29] | 85

[46,2] | Cug | 1 | Tucker [29] | 85
Grupos de orden 47:

GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.

[471] | Car | 1 | Tucker [29] | 85
Grupos de orden 48:
GAP G 7(G) Referencia Pag.
[48,1] C3 x Cig 31 Este trabajo 85
[48,2] Cas 1 Tucker [29] 86
[48,3] (Cy x Cy) x Cs 18 Este trabajo 86
[48,4] Cs x D3 18 Etayo, Martinez [9] 86
[48,5] Caos x Oy 20 Este trabajo 87
[48,6] Coy x Cy 14 Este trabajo 87 v 35
[48,7] Doy 1 Tucker [29] 87
[48,8] DC1o 26 May [19] y Este trabajo 87
[48,9] | Co x (C5 % Cs) 34 Este trabajo 88
[48,10] | (C3 x Cs) x Cy 36 Este trabajo 88
[48,11] Cy x DC3 26 Etayo, Martinez [11] 88
[48,12] DC3 x Cy 26 Este trabajo 89
[48,13] Ci2 x Cy 26 Este trabajo 89
[48,14] | (C12 x C3) x Cy 14 Este trabajo 89 y 36
[48,15] | (C3 x Dyg) x Co 15 Este trabajo 89 y 43
[48,16] | < —2,2,3 > xCy | 30 Este trabajo 89
[48,17] | (C3x Q) x Cq 20 Este trabajo 90
[48,18] C3 x DCy 32 Este trabajo 90
[48,19] | (C2 x DC3) x Cy | 26 Este trabajo 91
[48,20] Cia x Cy 34 Gromadzki [15] y Este trabajo 91
[48,21] | C5x (4,4]2,2) 14 Este trabajo 91y 37
[48,22] | C5 x (Cy4 x Cy) 34 Este trabajo 91
[48,23] Cas x Ch 2 Tucker [29] 92
[48,24] | C5 x (Cg x Cs) 14 Este trabajo 92y 37
[48,25] C3 x Dg 18 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo 92
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GAP G 7(Q) Referencia Pag.
[48,26] C3 x QDsg 20 Este trabajo 92
[48,27] C3 x DCy 34 Este trabajo 93
[48,28] SL(2,3).Ca 22 Este trabajo 93
[48,29] GL(2,3) 10 Este trabajo 93y 16
[48,30] Ay xCy 22 Este trabajo 93
[48,31] Cy x Ay 10 Etayo, Martinez [11] 9y 17
[48,32] Cox <2,3,3> 22 Este trabajo 94
[48,33] SL(2,3) x Cy 10 Este trabajo 94 y 17
[48,34] Cy x DCg 38 Este trabajo 94
[48,35] Cy x Dg 26 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo 94
[48,36] Oy x Dig 2 Tucker [29] 95
[48,37] (Cr2 x Cy) x Cy 14 Este trabajo 95y 37
[48,38] Dy x S3 8 A. Bacelo [2] 95
[48,39] (Cy x DC3) x Cy 26 Este trabajo 95
[48,40] Q x Ds 38 Este trabajo 99
[48,41] (Cy x D3) x Cy 18 Este trabajo 96
[48,42] Cy x Cy x DCs 38 Este trabajo 97
[48,43] Oy x ((Cs x Cg) x C9) 14 Este trabajo 97 y 37
[48,44] Cia x Cy x Cy 26 Gromadzki [15] y Este trabajo 97
[48,45] Cs x Dy 26 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo 98
[48,46] Ce x Q 38 Este trabajo 98
[48,47] | C3 x ((Cy x C) x Cy) 26 Este trabajo 99
[48,48] Cy x Sy 4 Bujalance, Etayo, Martinez [4] 99
[48,49] Cy x Cy x Ay 14 Este trabajo 99 y 38
[48,50] | (Cy x Co x Cy x Cy) x Cs | 10 Este trabajo 99 y 18
[48,51] Dy x Dg 14 Etayo, Martinez [10] 99 y 38
[48,52] Cg x Oy x Oy x Oy 38 Gromadzki [15] y Este trabajo 100
Grupos de orden 49:
GAP G (@) | Referencia | Pég.
[49,1] Cag 1 Tucker [29] | 100
[49,2] | G- x C7 | 37 | Etayo[8] | 100
Grupos de orden 50:
GAP G 7(G) Referencia Pag.
[50,1] Das 1 Tucker [29] 101
[50,2] Cso 1 Tucker [29] 101
[50,3] C5 x Ds 17 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo | 101 y 50
[50,4] | (C5 x C5) xCy | 17 Este trabajo 101 y 51
[50,5] Cs x Chp 37 Gromadzki [15] y Este trabajo 101
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Grupos de orden 51:

GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.
11 | Cs1 | 1 | Tucker [29] | 101
Grupos de orden 52:
GAP G 7(G) Referencia Pag.
[52,1] DCy3 28 | May [19] y Este trabajo 101
[52,2] Cs2 1 Tucker [29] 102
[52,3] | C13 x Cy 13 Este trabajo 102 y 30
[52,4] Dog 1 Tucker [29] 102
[52,5] | Cag x Ca | 2 Tucker [29] 102
Grupos de orden 53:
GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.
[53,1] | Cs3 1 Tucker [29] | 102
Grupos de orden 54:
GAP G 7(Q) Referencia Pag.
[54,1] Dar 1 Tucker [29] 102
[54,2] Csa 1 Tucker [29] 102
[54,3] C3 x Dy 17 Etayo, Martinez [9] 103 y 51
[54,4] Co X D3 17 Etayo, Martinez [9] 103 y 51
[54,5] | (C3 x C3) x C3) x Co 11 Este trabajo 103 y 23
[54,6] (Co x C3) x Cy 17 Este trabajo 103 y 52
[54,7] (Co x C3) x Cy 17 Este trabajo 103 y 52
[54,8] | ((C5x C3) xC3) xCy | 11 Este trabajo 103 y 23
[54,9] Cis x C3 35 | Gromadzki [15] y Este trabajo 103
[54,10] | C2 x ((C3 x C3) x C3) | 29 Este trabajo 103
[54,11] Cy x (Cy x C) 35 Este trabajo 104
[54,12] C3 x C3 x D3 29 Este trabajo 104
[54,13] | C3 x ((C3 x C3) x Co) | 29 Este trabajo 104
[54,14] | (C3 x C3 x C3) x Cy 29 Este trabajo 105
[54,15] Cs x C3 x C3 65 | Gromadzki [15] y Este trabajo 105
Grupos de orden 55:
GAP G (G) | Referencia | Pag.
[55,1] | C11 xC5 | 35 | Este trabajo | 106
[55,2] Css 1 Tucker [29] | 106

Grupos de orden 56:
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GAP G 7(Q) Referencia Pag.
[56,1] C7 % Cg 43 Este trabajo 106
[56,2] Cs6 1 Tucker [29] 106
[56,3] Cr ¥ Q 30 Este trabajo 106
[56,4] Cy x Dy 16 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo | 107 y 45
[56,5] Dog 1 Tucker [29] 107
[56,6] Cy x (C7 x Cy) 30 Este trabajo 107
[56,7] (Cra x Ca) x Cy 16 Este trabajo 107 y 46
[56,8] Cag x Oy 2 Tucker [29] 107
[56,9] C7 x Dy 16 Etayo, Martinez [9] 107 y 47
[56,10] C7 % Q 42 Este trabajo 107
[56,11] (CQ X CQ X CQ) X 07 8 A. Bacelo [2] 108
[56,12] 02 X D14 2 Tucker [29] 108
[56,13] Cig X Co x Cy 30 Gromadzki [15] y Este trabajo 108
Grupos de orden 57:
GAP G 5(G) | Referencia | Pag.
[57,1] | Cig x C3 | 21 | Este trabajo | 109
57.2] | Csr 1 | Tucker [20] | 109
Grupos de orden 58:
GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.
[58,1] | Dag 1 Tucker [29] | 109
58,2 | Css | 1 | Tucker [29] | 109
Grupos de orden 59:
GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.
[69.1] | Cso | 1 | Tucker [29] | 109
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Grupos de orden 60:

GAP G 7(G) Referencia Pag.
[60,1] Cs x DCs 39 Etayo, Martinez [11] 109
[60,2] | C5 x (C5 x Cy) | 42 Este trabajo 110
[60,3] Cis X Cy 32 Este trabajo 110
[60,4] Ceo 1 Tucker [29] 111
[60,5] As 1 Tucker [29] 111
[60,6] | C3x (Cs xCy) | 21 Este trabajo 111
[60,7] Ci5 X Cy 32 Este trabajo 111
[60,8] D3 x Ds 9 A. Bacelo [2] 112
[60,9] Cs x Ay 13 Etayo, Martinez [11] 112 y 30
[60,10] Cg X D5 22 | Etayo, Martinez [9] y Este trabajo 112
[60,11] Cs x Dg 22 Etayo, Martinez [9] 113
160,12] Dso 1 Tucker [29] 113
[60,13] C30 x Cy 2 Tucker [29] 113
Grupos de orden 61:
GAP | G | 6(G) | Referencia | Pag.
[61,1] | Ce1 1 Tucker [29] | 113
Grupos de orden 62:
GAP | G | (G) | Referencia | Pag.
[62,1] | D31 | 1 | Tucker [20] | 113
62,2] | Cé2 1 Tucker [29] | 113
Grupos de orden 63:
GAP G (@) | Referencia | Pag.
[63,1] C7 x Cy 49 | Este trabajo | 114
[63,2] 063 1 Tucker [29] 114
[63,3] | C3 x (C7 xC3) | 23 | Este trabajo | 114
634] | Co1 x Cy 41 | Etayo[8] | 114
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CAPITULO 3

En este tdltimo capitulo pasamos a estudiar uno de los grandes problemas dentro del
género imaginario: encontrar al menos un grupo para cada género imaginario. Durante
todos estos anos de estudio se ha conseguido rellenar gran cantidad de huecos, y sola-
mente hay dificultades en los nimeros que son de la forma 12k + 3. Por eso los 1lti-
mos esfuerzos en este campo han ido encaminados a rellenar estos huecos, consiguiendo
grandes avances.

Como se indicara, para todo nimero n que no sea de la forma 12k + 3 se conoce
algin grupo con género imaginario n. Por ello vamos a hacer en la primera parte del
capitulo un estudio pormenorizado de los grupos con género imaginario 27, 39, 51 y 63,
para intentar entender el comportamiento de estos grupos en estos géneros.

En la segunda parte, utilizando lo obtenido en la primera, construiremos seis familias
infinitas de grupos con género imaginario 12k + 3.

Terminaremos el capitulo, y con él la tesis, describiendo una familia de grupos que
parece cubrir la mayor parte de los huecos que quedan todavia por determinar.
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SECCION 1

En esta primera seccién vamos a estudiar los grupos con género imaginario 27, 39,
51 y 63, pues los de género 15 ya estan estudiados en el Capitulo 1.

Grupos de género imaginario 27

= El primer grupo que tenemos es el [40,3], cuya estructura algebraica es C5 x Cs.
El analisis de este grupo esta hecho en detalle en el Capitulo 2.

= El siguiente grupo es el [75,2] con estructura algebraica (3,3|3,5). Este grupo es
estudiado en profundidad en [12], y tiene una presentacién dada por generadores a y b
tales que a® = b3 = (ab)?® = (a~'b)® = 1. Para el grupo NEC (1; -; [3,3]; {-}) tenemos
que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

O(x1) =a, O(x2)=>b, 0(d1) =ab

Tenemos que el elemento x; y el elemento x2 tienen como imagen los generadores
a y b respectivamente, y ambos son elementos que preservan la orientacién. Asi hemos
probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea
reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora estudiamos el grupo [150,5] cuya estructura algebraica tenemos que es
(3,3]3,5) x Cy. Tenemos dos presentaciones para este grupo. Para la primera tomamos la
presentacién de (3, 3|3, 5), un generador X de Cy y determinamos la actuacién de X sobre
los generadores de (3, 3|3, 5) de modo que exista el epimorfismo buscado. Luego esta dada
por generadores a,b y X tales que cumplen a® = v* = X2 = (ab)® = (a7 'b)° = 1,
Xa =a’X y Xb=0b*>X. La segunda presentacién que tenemos esté dada por generadores
x =(6 15)(7 11)(8 12)(9 13)(10 14), y =(1 11 6)(2 12 7)(3 13 8)(4 14 9)(5 15 10) que
cumplen 72 = y? = (2y)!° = [2,9]> = 1, luego es el grupo (2,3, 10;3), véase [6]. Para
este grupo tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)}), tomemos la segunda presentacién y tenemos
que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

O(x1) =z, O(z2) =y, O(er) =y 'z, O(c1) = (zy)°

Tenemos que el elemento z; y el elemento 2 tienen como imagen los generadores
T e y respectivamente, por lo que hemos demostrado que es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable al generar el grupo como imégenes de

elementos orientables. El drea reducida del grupo NEC asociado es é.
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ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(3,3)}), tomemos la primera presentacién y tenemos
que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

9(%’1) = Xa, 9(61) = a_lX, 9(61,0) = X, 9(61’1) = Xb, 9(0172) =aX

Tenemos que 6(c10) = X,0(c10c1,1) = by 0(c1071) = a, y ademas tenemos que
el elemento (c10z1) tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable.
Asi hemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no ori-
entable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= El siguiente grupo que encontramos es el grupo [150,6], cuya estructura algebraica
es otro producto semidirecto (3, 3]3,5) x Ca. Al igual que en el grupo anterior, hemos de
determinar la actuacién de X sobre a y b. Definimos la presentacién dada por generadores
a,by X tales que a® = b® = X2 = (ab)® = (a7 'b)° =1, Xa = aX y Xb=b*X. Por otra
parte este grupo es el (2,3,6;5) cuya presentacién viene dada por generadores R, T tal
que RS = T? = (TR)3 = (R®*T)% = 1, véase [6]. Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)})
tenemos que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

O(x1) = Xb, 0(x2) = b lat, O(e1) =aX, O(c1p) =X

Tenemos que el elemento c1 g, el elemento ejcy g y el elemento ¢ gx1 tienen como im-
agen los generadores X, a y b respectivamente. Ademas tenemos que el elemento (e; c1,0)3
tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable, por lo que hemos demostrado
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del
grupo NEC asociado es %.

= Por ltimo tenemos que estudiar el grupo [300,25] que tiene estructura algebraica
((3,3]3,5) x C3) x Cy. Tenemos que hacer lo mismo que con los grupos anteriores y
tenemos que el grupo esté generado por elementos a, b, X, Y tales que a® = b% = X? =1,
Y2 = (ab)? = (a71b)° = 1,Xa = a’X,aY = Ya?,Yb = bY y Xb = b>X. Este grupo,
segtin [6], es el G350 cuya presentaciéon viene dada por generadores A, B,C tal que
A3 = BS = C1° = (AB)? = (BC)? = (CA)? = (ABC)? = 1. Para el siguiente grupo
NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6§ : A — G dado
por

9(8170) = G,X, 9(61,1) = XY, 0(61,2) = Y, 9(0173) = Xb, 9(0174) =aX

Tenemos que el elemento c; 2 tiene como imagen el generador Y, el elemento ¢y 1¢1 2
tiene como imagen el generador X, el elemento ¢y 1c12¢1,3 tiene como imagen el gen-
erador b y el elemento cj4c1,1¢12 tiene como imagen el generador a. Ademds tenemos
que el elemento (01,001,10172)3 tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable,
por lo que hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es 1—12
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Grupos de género imaginario 39

= El primer grupo que encontramos es el [60,1] con estructura algebraica DC5 x Cs.
Este grupo ha sido estudiado en profundidad y en detalle en el Capitulo 2.

= El siguiente grupo es el [111,1] cuya estructura algebraica es Cs7 x C3. Este grupo
tiene una presentacién dada por generadores a, b tales que a® = 3" = 1y ba = ab'?. Para
el grupo NEC (1; -; [3,3]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G
dado por
0(z1) =at, O(xz) =ab, 0(d)=0"

Tenemos que el elemento x; y el elemento x1x2 tienen como imagen los generadores
a~!y b respectivamente, y ambos son elementos que preservan la orientacién. Asi hemos
probado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea
reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [120,12], que tiene estructura algebraica (DC3 x C5) x Cs.
Para obtener una presentaciéon de este grupo, tenemos que volver a tener en cuenta su
estructura algebraica, y el epimorfismo que deseamos construir, asi que podemos decir
que el grupo esté generado por elementos a,b, X,Y tales que cumplen a* = b® = X° =
Y2 =1ba=ab’aY =Ya?, XY =Y X% Yb=0?Y y el resto conmutan. Para el grupo
NEC (0; +; [-]; {(2,2,3,20)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G
dado por

6(8170) = YXCL, (9(6171) = a2, 9(6172) = CLQ}/, 9(6173) = Yba2, 9(0174) =Y Xa

Tenemos que el elemento cjjc12 tiene como imagen el generador Y, el elemento
c1,1¢1,2¢1,3¢1,1 tiene como imagen el generador b, el elemento (01,361,4)16 tiene como im-
agen el generador X y el elemento 01,10172017301,101,301,4(01730174)4 tiene como imagen el
generador a. Hemos generado el grupo como imagenes de elementos que preservan la
orientacion, por lo que hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una
superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= El dltimo grupo que tenemos es el [222,1], con estructura algebraica (Cs7 xC3) xCs.
Volvemos a estar en la situacion citada anteriormente, y haciendo el andlisis explicado
antes, hemos podido deducir una presentacién del grupo tal que los generadores son
a,b, ¢ que cumplen a® = 03" = ¢ = 1,ba = ab'® y be = cb~!. Asf que para el grupo NEC
(0; +; [2,3]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

0(z1) = cb, O(za) =b"ta™t, O(er) =ac, O(cip) =c

Tenemos que el elemento cy o, el elemento ejcy g y el elemento ¢; gz tienen como im-
agen los generadores ¢, a y b respectivamente. Ademds tenemos que el elemento (6101,0)3
tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable, por lo que hemos demostrado
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que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del

grupo NEC asociado es %.

Grupos de género imaginario 51

= El primer grupo que tenemos para estudiar es el [84,2], que tiene estructura
algebraica Cy x (C7 x C3). Este grupo tiene una presentacién dada por generadores
a,b, c tales que cumplen a3 = b” = ¢* = 1,ba = ab® y el resto conmutan. Para el grupo
NEC (0; +; [3,12]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado
por
0(x1) =ba™t, O(x2) =ac, O(er) =c o', B(cip) = 2

Tenemos que el elemento x5, el elemento z9 y el elemento z173 tienen como imagen
los generadores a, c y b respectivamente. Hemos demostrado que es un epimorfismo que
actia sobre una superficie no orientable, asi que tenemos los generadores del grupo como
iméagenes de elementos que preservan la orientacién. El area reducida del grupo NEC
asociado es 1—72

= El siguiente grupo que tenemos es el [147,1], que puede tener estructura algebraica
Cy9 x C3 6 (3,3|3,7). Atendiendo a otros grupos organizados en GAP, suponemos que
se corresponde con la primera estructura algebraica. Este grupo tiene una presentacion
dada por generadores a,b tales que cumplen a® = v*° = 1 y ba = ab'®. Para el grupo
NEC (1; -; [3,3]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

O(z1) =a™", O(zz) =ab, 6(dy) ="

Tenemos que el elemento x; y el elemento x1x2 tienen como imagen los generadores
a~ !y b respectivamente, y ambos son elementos que preservan la orientacién. Asi hemos
probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea
reducida del grupo NEC asociado es %

= Ahora tenemos el grupo [147,5], y atendiendo a lo dicho en el grupo anterior,
tendria estructura algebraica (3,3|3,7). Este grupo es estudiado en [12], y tiene una
presentacién dada por generadores a y b tales que a® = b® = (ab)? = (a~'b)" = 1. Para
el grupo NEC (15 -; [3,3]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a éles § : A — G
dado por
O(x1) =a, O(x2)=0>b, 0(d1) =ab

Tenemos que el elemento x; y el elemento xo tienen como imagen los generadores
a y b respectivamente, y ambos son elementos que preservan la orientacién. Asi hemos
probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. El drea
reducida del grupo NEC asociado es %
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= Estudiemos ahora el grupo [294,1] cuya estructura algebraica, atendiendo a los
grupos anteriores y a cémo se comportan los grupos de género imaginario 27, tiene que
ser (Cy9xC3)xCy. Como en casos anteriores, tenemos que deducir la presentacién, que en
este caso viene dada por generadores a, b, ¢ tales que a® = b* = ¢ =1, ac = ca™ ', be = cb
y ba = ab'8. Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesf: A — G dado por

O(x1) =ca, O(x2) = a b1, O(e1) =be, O(c1p)=c

Tenemos que el elemento ¢ g, el elemento ejcy g y el elemento ¢ gz tienen como im-
agen los generadores ¢, b y a respectivamente. Ademds tenemos que el elemento (6161,0)3
tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable, por lo que hemos demostrado
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del
grupo NEC asociado es %.

= Ahora tenemos el grupo [294,7], que tiene estructura algebraica (3,3]3,7) x Cs
teniendo en cuenta lo dicho en el grupo anterior. Tenemos dos presentaciones para
este grupo, una deducida en base a su estructura algebraica y el epimorfismo que bus-
camos, y otra dada como grupo de permutaciones. La primera presentacién viene dada
por generadores a,b y c tales que a® = b = ¢ = (ab)® = (a7'b)" = 1,ca = a’c
y cb = b%c; y la segunda presentacién que tenemos viene dada por dos generadores
x=(110)(2 14)(3 11)(4 8)(5 12)(6 9)(7 13), y = (1 4 2)(3 5 6)(9 10 12)(11 14 13) que
cumplen 22 = y? = (zy)™* = [z,y]> = 1, luego es el grupo (2,3,14;3); vedse [6]. Para
este grupo tenemos dos grupos NEC asi que:

i) Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)}), tomemos la segunda presentacién y tenemos
que el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

O(x1) =z, O(z2) =y, O(er) =y 'z, O(c10) = (wy)"

Tenemos que el elemento z1 y el elemento 9 tienen como imagen los generadores

x e y respectivamente, por lo que hemos demostrado que es un epimorfismo que

actia sobre una superficie no orientable al generar el grupo como imégenes de

elementos orientables. El area reducida del grupo NEC asociado es é.

ii) Para el grupo NEC (0; +; [2]; {(3,3)}), tomemos la primera presentacién y tenemos
que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

O(z1) =c, O(e1) =c, O(cio) =ac, O(ci1)=ch, O(c12)=a"'c

Tenemos que 0(x1) = ¢,0(ci1pz1) = a 'y 6(z1c1,1) = b, y ademds tenemos que
el elemento (6101,0)3 tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable.
Asi tenemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no
1

orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es g.
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= El siguiente grupo que estudiamos es el [294,14], que es otro producto semidirecto
(3,3|3,7) x Cy. Asi tenemos una presentacioén, deducida de la estructura algebraica y del
grupo NEC, dada por generadores a, b, ¢ tales que a® = b3 = ¢? = (ab)® = (a7 'b)" = 1,
ac = ca y bc = cb~!, y ademds, segiin [6], tenemos que este grupo es el (2,3,6;7) cuya
presentacién viene dada por generadores R, T tal que R® = T? = (TR)? = (R3T)" = 1.
Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a ¢l es
0 : A — G dado por

0(z1) = cb, O(za) =b"ta~t, O(er) =ac, O(cip)=c

Tenemos que el elemento c o, el elemento ejcy o y el elemento ¢q gz tienen como im-
agen los generadores ¢, a y b respectivamente. Ademd&s tenemos que el elemento (6161’0)3
tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable, por lo que hemos demostrado
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El area reducida del
grupo NEC asociado es %.

= El dltimo grupo que tenemos para estudiar es el [588,35], con estructura algebraica
((3,3]3,7) x C2) x Cy. La presentacién de este grupo, deducida como en casos anteriores
al igual que la estructura algebraica, viene dada por generadores a,b,c y X tales que
=0 =c2=X?=(ab)® = (a"'b)" =1, ac=ca ,bc=cb ', aX = Xa 'y Xb=bX,
y ademés, segtin [6], tenemos que este grupo es el G3%14 cuya presentacién viene dada por
generadores A, B, C tal que A% = BS = C' = (AB)? = (BC)? = (CA)? = (ABC)? = 1.
Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,3)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

9(6170) = aX, 9(6171) = XC, (9(6172) =C, 9(6173) = Xb, 9(6174) =aX

Tenemos que el elemento c; 2 tiene como imagen el generador ¢, el elemento ¢y 1¢1 2
tiene como imagen el generador X, el elemento cj1c¢12c1,3 tiene como imagen el gen-
erador b y el elemento cj4c1,1¢12 tiene como imagen el generador a. Ademds tenemos
que el elemento (01,001,10172)3 tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable,
por lo que hemos demostrado que es un epimorfismo que acttia sobre una superficie no

orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es %

Grupos de género imaginario 63

= El primer grupo que tenemos es el [96,1], cuya estructura algebraica es Cs x Csa.
Este grupo tiene una presentacién dada por generadores a,b tales que a® = b3? = 1y
ab = ba?. Para el grupo NEC (0; +; [3,32]; {(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado
aélesd: A — G dado por

O(x1) =a, O(x2) =0, O(e1) = b la ™, O(c10) = b'o
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Tenemos que el elemento x; y el elemento x5 tienen como imagen los generadores a y
b respectivamente. Hemos generado el grupo como imagenes de elementos que preservan
la orientacién, por lo que hemos demostrado que es un epimorfismo que actiia sobre una
superficie no orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= Ahora estudiamos el grupo [183,1] que tiene estructura algebraica Cg; x Cs. Este
grupo tiene una presentaciéon dada por generadores a,b tales que cumplen a® = b5 =1
y ba = ab'3. Para el grupo NEC (1; -; [3,3]; {-}) tenemos que el epimorfismo asociado a

éles 6 : A — GG dado por
O(z1) =at, O(xy) =ab, 6(dy)="b"

Tenemos que el elemento x; y el elemento xx2 tienen como imagen los generadores
a~!y b respectivamente, y ambos son elementos que preservan la orientacién. Asi hemos
probado que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea
reducida del grupo NEC asociado es %

= El siguiente grupo que estudiamos es el grupo [192,78] con estructura algebraica
(C3 % C'32) x Cy. Debemos deducir la estructura algebraica y su presentacién como se ha
indicado anteriormente, y podemos decir que este grupo tiene generadores a,b,Y tales
que a® =02 =Y? =1,Ya = a?Y,Yb =b"'Y y ab = ba?®. Asi tenemos el grupo NEC
(0; +; [-]; {(2,2,3,32)}) y el epimorfismo asociado a él es § : A — G dado por

0(c10) =Yb, O(c11) =0 0(ci12) =aY, 0(c13) =Y, O(c14)=Yb

Tenemos que el elemento ¢ 3¢1 4 tiene como imagen el generador b, el elemento cq 2¢1 .3
tiene como imagen el generador a y el elemento 01700171(61’361’4)15 tiene como imagen el
generador Y. Hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie
no orientable ya que tenemos los generadores del grupo como imégenes de elementos que
preservan la orientacion. El drea reducida del grupo NEC asociado es %.

= El dltimo grupo que estudiamos es el grupo [366,1] cuya estructura algebraica es
(Ce1 x C3) x Oy, teniendo en cuenta lo dicho anteriormente. No tenemos presentacién
explicita, pero podemos deducirla teniendo en cuenta el comportamiento de los grupos
en los otros géneros imaginarios. Asi este grupo estd generado por elementos a, b, ¢ tales
que a® = b? = c? = 1,ab = ba'®,bc = cb y ac = ca™!. Para el grupo NEC (0; +; [2,3];
{(-)}) tenemos que el epimorfismo asociado a él es # : A — G dado por

O(x1) =ca, O(x2) = a b1, O(e1) =be, O(c1p)=c

Tenemos que el elemento ¢ g, el elemento ejcy g y el elemento ¢ g1 tienen como im-
agen los generadores ¢, b y a respectivamente. Ademads tenemos que el elemento (cl,oxl)?’
tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable, por lo que hemos demostrado
que es un epimorfismo que actiia sobre una superficie no orientable. El drea reducida del

grupo NEC asociado es %.
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Por tanto podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3.1:

En las siguientes tablas se muestran los grupos con género imaginario 27, 39, 51 y 63;
dando su nomenclatura GAP, su estructura algebraica, la referencia y la pagina donde
se encuentra su estudio:

Género imaginario 27:

GAP G o(G) Referencia Pag.
40,3] Cs x Cg 40 Este trabajo 125 y 80
[75,2] (3,3]3,5) 75 | Etayo, Martinez [12] 125
[150,5] (3,33,5) x Cy 150 Este trabajo 125
[150,6] (3,33,5) x Cy 150 Este trabajo 126
[300,25] | ((3,3]3,5) x Cy) x Cy | 300 Este trabajo 126
Género imaginario 39:
GAP G o(G) Referencia Pag.
[60,1] DCs5 x C5 60 | Etayo, Martinez [11] | 127 y 109
[111,1] Cs37 x C3 111 Este trabajo 127
[120,12] | (DC3 x C5) x Cy | 120 Este trabajo 127
[222,1] | (C37 xC3) x Cy | 222 Este trabajo 127
Género imaginario 51:
GAP G o(G) Referencia Pag.
[84,2] Cy x (C7 x Ch) 84 Este trabajo 128
[147,1] Cyg X C3 147 Este trabajo 128
[147,5] (3,3]3,7) 147 | Etayo, Martinez [12] | 128
[294,1] (Cy9 x C3) x Cy 294 Este trabajo 129
[294,7] (3,3]3,7) x Cy 294 Este trabajo 129
[294,14] (3,3]3,7) x Cy 294 Este trabajo 130
[588,35] | ((3,3]3,7) x Cq) x Cy | 588 Este trabajo 130
Género imaginario 63:
GAP G o(G) | Referencia | Pag.
[96,1] C3 x Csg 96 | Este trabajo | 130
[183,1] Ce1 x Cs 183 | Este trabajo | 131
[192,78] | (C3 x C32) x Cy | 192 | Este trabajo | 131
[366,1] | (Ce1 x C3) xCo | 366 | Este trabajo | 131
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SECCION 2:

Asi pues, habiendo estudiado estos géneros imaginarios concretos, podemos pasar a
enunciar varias proposiciones mediante las cuales encontramos familias infinitas de gru-
pos cuyos géneros imaginarios son del tipo 12k + 3:

PTOpOSiCiO/n 3.1: Sean =12k + 3 tal que n — 2 tiene todos sus factores primos
congruentes con 1 (mdéd 3). Entonces (Char11 X C3) x Co tiene género imaginario n.

Demostracion: Primeramente tenemos que C1ar+1 » C3 tiene una presentacién
dada por generadores a,b tales que cumplen que a® = b2+ = (ab)® = 1. Ahora sea
A = (1;—;13,3];{—}) un grupo NEC cuya &rea reducida es % Podemos construir un
epimorfismo 6 : A — G dado por

O(z1) =a™", O(w2) =ab, 6(dy) ="

Tenemos que las imagenes de x1 y z122 son los generadores a~! y b respectivamente,
y ambos son elementos que preservan la orientacion, luego tenemos que es un epimor-
fismo que actia sobre una superficie no orientable. Ademds el area del grupo NEC es
minima por [14] y por lo tanto el género imaginario de Cyox11 X C3 es n.

Ahora tenemos (Cior1+1 X C3) x Co que tiene una presentacion, deducida a partir
de su estructura algebraica, dada por generadores a,b,c tales que cumplen las sigu-
ientes relaciones a® = b'?**t1 = 2 = (ab)® = 1,ca = ac y bc = cb~'. Ahora sea
A = (0;+;[2,3];{(—)}) un grupo NEC cuya drea reducida es ¢. Por tanto si constru-
imos un epimorfismo este grupo tendrd género imaginario menor o igual que n. Podemos
construir un epimorfismo 6 : A — G dado por

O(z1) = cb, O(x2) =b'a™", B(er) =ac, B(cip) =c

Tenemos que el elemento ¢ g, el elemento ejcy o y el elemento ¢q gz tienen como im-
agen los generadores c, a y b respectivamente. Adem4s tenemos que el elemento (e1cy )3
tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable, por lo que hemos demostrado
que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable. Por este epimorfismo
podemos decir que (Cyax+1 X C3) x Co tiene género imaginario n o menor. Pero como
contiene a Chor+1 X C3, que tiene género imaginario n debe ser al menos ese, y por tanto
(Chax+1 ¥ C3) x Cyq tiene género imaginario n.

P?“OpOSiCid?’L 3.2: Sean =12k + 3 tal que n — 2 = m?2 es un cuadrado, con m
impar. Entonces tenemos que hay dos grupos con estructura algebraica (3, 3|3, m) x Co

que tienen género imaginario n.

Demostracion: Primeramente tenemos que (3,3[3,m) tiene una presentacién
dada por generadores a,b tales que cumplen que a® = b* = (ab)® = (a~'b)™ = 1. Por
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[12], sabemos que estos grupos tienen género imaginario m? + 2.

Ahora tenemos dos grupos con estructura algebraica (3, 3|3, m) x Ca:

i) El primero, que es el grupo (2, 3,2m; 3) segun [6], tiene una presentacién dada por
generadores a, b, c tales que a® = b® = ¢ = (ab)? = (a7'b)" = 1,ca = a’cy
cb = b?c. Sea el grupo NEC (0; +; [2]; {(3,3)}), que tiene area reducida %, y por
tanto si conseguimos hacer el epimorfismo tendremos que este grupo tiene género
imaginario como mucho m? 4 2. Asi tenemos que el epimorfismo asociado a él es
0 : A — G dado por

0(z1) =c, O(e1) =¢, 0(cro) =ac, O(ci1) =cb, O(ci2)=a'c

Tenemos que 0(z1) = ¢,0(cioz1) = a 'y 0(xzic11) = b, y ademds tenemos que
el elemento (6161’0)3 tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable.
Asi tenemos probado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. Por tanto tenemos que este grupo tiene género imaginario como mucho
m? + 2, pero como contiene a (3,3]3,m) que tiene ese género imaginario, entonces
hemos probado que (3, 3|3, m) x Cy tiene género imaginario n.

ii) El segundo, que es el grupo (2,3, 6;m) segtin [6], tiene una presentacién dada por
generadores a, b y ¢ tales que cumplen a® = b = ¢? = (ab)? = (a~'b)™ = 1,ac = ca
y bc = cb!. Para el grupo NEC (0; +; [2,3]; {(-)}), con &rea reducida §, como
en el caso anterior si hacemos el epimorfismo habremos probado que tiene como
maximo género imaginario m? + 2. Tenemos que el epimorfismo asociado a él es

0 : A — G dado por

O(x1) =cb, O(x2) = b la 1, f(e1) =ac, O(c1p)=c

Tenemos que el elemento cq o, el elemento ejci g y el elemento ¢ oz tienen como
imagen los generadores ¢, a y b respectivamente. Ademds tenemos que el elemento
(6161,0)3 tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable, por lo que hemos
demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no orientable.
Asf tenemos que este grupo tiene género imaginario como mucho m?+2, pero como
contiene a (3, 3|3, m) que tiene ese género imaginario, entonces hemos probado que
(3,3]3,m) x Cy tiene género imaginario n.

Proposicion 3.3: Sea n = 12k + 3 tal que n — 2 = m? es un cuadrado, con m
impar. Entonces tenemos que el grupo ((3,3]3,m) x Cy) x Cy ~ G>%2™ tiene género
imaginario n.

Demostracion: Tenemos que una presentacién del grupo ((3,3|3,m) x C2) x Cy
viene dada por a,b, X,c que cumple a® = b* = X2 = ¢ = (ab)? = (a7'D)" = 1,
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aX = Xa 1, bX = Xb~ ! ac=ca=! y cb = be. Para el grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,2,3)})
tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por

0(01,0) = aX, 9(61’1) = XC, 9(6172) =C, 9(61,3) = Xb, 9(61’4) =aX

Tenemos que el elemento ¢ 2 tiene como imagen el generador c, el elemento ¢ 1¢1 2
tiene como imagen el generador X, el elemento ¢y 1c12¢1,3 tiene como imagen el gen-
erador b y el elemento cj 4c1 112 tiene como imagen el generador a. Ademés tenemos
que el elemento (017001710172)3 tiene como imagen el elemento neutro y es no orientable,
por lo que hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre una superficie no
orientable. El drea reducida del grupo NEC asociado es 1—12, por tanto hemos demostra-
do que este grupo tiene género imaginario como mucho m? 4 2, pero como contiene a
(3,3]3,m) x Co, que tiene ese mismo género imaginario, entonces nuestro grupo tiene
género imaginario n. Este grupo es denominado G*%2™ en [6].

P TOpOSiCiO/TL 3.4: Sean = 48k + 39. Entonces tenemos que el género imaginario
de (DC35 x Cggt5) x Co es n.

Demostracion: Tenemos que una presentacién del grupo (DC5 x Cgas) ¥ Co
viene dada por los generadores a, b, X, Y tales que cumplen a* = b% = X6k+5 =y2 =1,
ba = ab®,aY = Ya?, XY = YX L Yb = b’Y y el resto conmutan. Consideremos el
grupo NEC (0; +; [-]; {(2,2,3,4(6k+5))}), que tiene drea reducida %. Asf si ten-
emos un epimorfismo, tendriamos que este grupo tiene género imaginario como maximo
48k + 39, pero como contiene a DC3 x Cgris que tiene ese mismo género imaginario
(estudio que podemos encontrar en [11]), quedaria demostrado que tiene ese género

imaginario. Entonces tenemos que el epimorfismo asociado a él es 6 : A — G dado por
9(0170) = YXCL, 9(6171) = CL2, 9(0172) = QQK 9(6173) = Ybaz, 9(6174) =Y Xa

Tenemos que el elemento cp1c12 tiene como imagen el generador Y, el elemento
c1,1¢1,2¢1,3¢1,1 tiene como imagen el generador b. Diferenciemos ahora dos casos segun el
valor de k:

a) Sik es par, entonces tenemos que el elemento (c1 3c1.4)30*+5)+1! tiene como imagen

el generador X y el elemento 0171017201,301,101,3c174(01,301,4)((6k+5)_1) tiene como
imagen el generador a.

(6k+5)+1 tiene como im-
JBOK+3)-1) tiene

b) Si k es impar, entonces tenemos que el elemento (c13¢1.4)
agen el generador X y el elemento ¢y 1c12¢13¢1,1¢1,3¢1,4(C1,3C1 4
como imagen el generador a.

Asi en ambos casos, hemos generado el grupo como imégenes de elementos que preser-
van la orientacién, por lo que hemos demostrado que es un epimorfismo que actia sobre
una superficie no orientable.
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PTOpOSiCiO/Tl 3.5: Sea n = 84k + 51 tal que 12k + 7 no tenga factores primos
congruentes con 2 (mdéd 3). Entonces el género imaginario de Cy x (Ciogi7 X C3) es n.

Demostracion: Primeramente indiquemos, que con las condiciones impuestas
en el enunciado, tenemos que existen grupos de orden 36k + 21 con estructura alge-
braica Chox17 @ C3 y con una presentacion dada por generadores a, b tales que cumplen
a® = b'2k+7 = (ab)? = 1. Definamos ¢ generador de Cj.

Sea A = (0; +; [3,12]; {(-)}) un grupo NEC con érea reducida 15 y construimos el
epimorfismo asociado a él § : A — G dado por:

0(z1) = ba, O(zs) =ate, Oer) =c b1, B(c10) = 2

Tenemos que el elemento z9 tiene como imagen el generador c, el elemento 3 tiene
como imagen el generador a y el elemento ;73 tiene como imagen el generador b.
Asi hemos generado el grupo como imédgenes de elementos orientables y por tanto queda
probado que es un epimorfismo que actda sobre una superficie no orientable. Por tanto
el género imaginario del grupo seria como mucho n.

Por otra parte tenemos que el grupo Cioi17 % C3 se puede generar con dos elementos
de orden 3 y no se puede bajar mas esta condicion. De igual manera, necesitamos un
elemento de orden 4 para generar el grupo Cy. Por tanto, necesitamos como minimo dos
generadores para obtener Cy X (Cior47 X C3), de orden 3 y 12 respectivamente. Asi que,
visto el grupo NEC, no podemos bajar mas el drea reducida del grupo NEC y por tanto
es la minima. Demostrado esto, tenemos que el género imaginario de nuestro grupo es
n.

Los géneros imaginarios obtenidos en la Proposicién 1 a 4, aunque de forma 12k+3, ya
habian sido obtenidos, como se ve en las propias demostraciones. En el caso de la Proposi-
cién 5, también estos nimeros n estaban ya cubiertos, pues el grupo C7(1247) X C3, en
las condiciones del enunciado, tiene género imaginario 84k + 51, véase [14]. Al analizar
los grupos que aparecen en la Secciéon 1 y no han sido utilizados vamos a reconsiderar
el grupo [40,3], de género imaginario 27. Este es particularmente interesante, debido a
los actuales conocimientos sobre los ntimeros que pudieran no ser género imaginario de
ningtn grupo. Vamos a tomar de [14] la situacién de este problema en este momento:

Teorema A: Sea n > 3 un hueco del espectro del género imaginario. Entonces
n = 3,156 27 (méd 48), n— 2 no es un cuadrado, y n — 2 tiene algin factor primo p = 2

(méd 3), es decir p =5 (méd 6).

De este teorema, y de tres ejemplos sueltos que también aparecen en [14], resulta que
en este momento quedan 14 posibles huecos hasta 1000, que son:
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207 507 783
267 651 867
387 687 915
447 699 927
495 747

SECCION 3:

De la lista de posibles huecos hasta 1000, resulta que casi todos son de la forma
60k + 27. Repasando los grupos de género imaginario 27, tenemos que el grupo [40,3] de
género imaginario 27 no hemos podido generalizarlo de alguna manera. Primeramente
observemos que este grupo tiene estructura algebraica Cs x Cs y que el drea minima del
grupo NEC asociado A = (0;+;[4,8];{(—)}) es %. Por tanto nos interesaria generalizar
este resultado para intentar cubrir los nimeros de la forma 60k + 27 que son el objetivo
de esta seccién.

Asi, observando este grupo, nos interesaria poder generalizar este resultado a grupos
con estructura algebraica G = C5 x Cg116;. Tomemos entonces b generador de orden 5
de Cs, a generador de orden 8 + 16k de Cg 16, v definamos su producto como ba = ab?,
tomando ejemplo del grupo que conocemos de género imaginario 27. La pregunta ahora
seria si este grupo que hemos definido es un producto semidirecto de nuestros dos gru-
pos. La respuesta es afirmativa, pues vemos facilmente que el subgrupo generado por b
es subgrupo normal de G.

P TOpOSiCiO/Tl 3.6 El género imaginario del grupo Cs x Cgy16, €s menor o igual
que 60k + 27.

Demostracion: Sea A = (0;+;[4,8 + 16k]; {(—)}) el grupo NEC que vamos a
asociar a cada grupo Cs X Cg116r ¥ vamos a construir el epimorfismo asociado 6 : A — G
dado por:

244k 5412k —1 448k
0(z1) = ba*t™ ) O(x2) = a, O(e1) =a® b7, O(c10) = a*"
Veamos que efectivamente 6(z1) tiene orden 4:
244k 1k
(ba2H4k)2 = pg2+ikpg2 ek — (22 Ty 20l 2k 16k 244k
_1\16* _
2R ()16 2k 2k ek a8k

Este elemento tiene orden 2 y remarquemos que b tiene orden 5, y que entonces el
elemento (b=1)!0 = p=1  da igual el ntimero de veces que lo elevemos a 16. Por tanto el
elemento ba®>*** tiene orden 4.
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Tenemos que xo tiene como imagen el generador a y que el elemento a:lachQk tiene
como imagen el generador b. Por tanto hemos generado el grupo como imagenes de el-
ementos que preservan la orientacién y hemos demostrado que es un epimorfismo que
actua sobre una superficie no orientable. El area reducida del grupo NEC asociado es
gﬂ%ﬁ, y entonces tendriamos que 5 - (8 4+ 16k) - gi}gﬁ +2=25+60k+2=27+60k, y
por lo tanto este grupo tiene género imaginario como mucho 60k + 27. [

Asi que si demostrasemos que nuestro grupo NEC tiene drea minima para este grupo,
conseguiriamos una coleccion de grupos cuyos géneros imaginarios son los ntimeros

60k + 27.

Como el primer posible hueco que queda es 207 = 603 + 27, tomamos k = 3 y ten-
emos el grupo G = C5 x C56. Vamos a estudiar los 6rdenes de los elementos de este
grupo. Este grupo, como se ha indicado anteriormente, estd generado por a, b tales que
a® = b5 =1y ba = ab?. Por tanto los elementos del grupo distintos del neutro seran de
la forma a?, P, a’b? con 0 <t < 56 y 0 < p < 5.

Sabemos que el orden del elemento a® serd 2,4,7,8,14,16,28 6 56 dependiendo de ¢
y sabemos también que bP siempre tiene orden 5 para todo p. Analicemos entonces el
resto de elementos:

1) Estudiemos primero los elementos de la forma a'b para todo t. Entonces:
(atb)2 — atbatb — a2tb2t+1

Primero observamos que si ¢t = 28, entonces a?8b tiene orden 10. Ahora tenemos
que ver para qué t tenemos que 2¢ 41 es un miltiplo de 5. O lo que es lo mismo, las
potencias de 2 que sean congruentes con 4 médulo 5. Al hacer el estudio tenemos
que los t que buscamos son los ¢t = 2 (mdéd 4). Por tanto aqui tenemos entonces la
siguiente lista:

t | Elemento | Orden
2 a’b 28
6 abb 28
10 a''b 28
14 alth 4
18 a'®b 28
22 a??b 28
26 a’5b 28
28 a8b 10
30 a’b 28
34 a**b 28
38 a’8b 28
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t | Elemento | Orden
42 a*?b 4
46 a*tp 28
50 ab 28
54 a*b 28

Tabla 1

Seguimos con el estudio de a'b para el resto de ¢, entonces tenemos que:

(atb)S — a2p2 gty = ¢Btp2t (@)L 3122 42041
3t no tenemos ningtn ¢ que haga que ese
elemento sea el neutro. Por otra parte tenemos que ver para qué ¢ se cumple que
22t + 2t 1 1 es congruente con 0 médulo 5. Y se puede ver facilmente que no hay
ningin ¢ que cumpla esta condicién.

Como 56 no es muiltiplo de 3, para a

Por tanto hay que seguir en el estudio del elemento:
2t t t (92t t 3t 2t t
(alb)* = ¥HP 2 H gl — A2 QF R _ a2 a2t

Para que a**

sea el neutro tenemos que ¢ tendria que ser 14 6 42, pero esa opcion ya
estd estudiada. Luego nos queda ver qué ¢t cumple que 23 + 2% + 2! 1+ 1 es multiplo
de 5. Haciendo el estudio vemos que t =1 (méd 4) y t =3 (md6d 4) cumplen esta

condicion y por tanto podemos obtener los siguientes érdenes de elementos:

t | Elemento | Orden
1 ab 56
3 a’b 56
5 a’b 56
7 a’b 8
9 a’b 56
11 a'lb 56
13 a'3b 56
15 a'®b 56
17 a'"b 56
19 a'%b 56
21 a*'b 8
23 a®3b 56
25 a*®b 56
27 a*"b 56
29 a*'b 56
31 a’'b 56
33 a’3b 56
35 a®°b 8
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Vamos a dar el dltimo paso y tenemos que:

(atb)s — g Mp2 22 ity 520 (2322 420 1)+ 5t 2404230402000 41

Primero, igual que en los casos anteriores, estudiamos a®, pero vemos que 56 no
es multiplo de 5, luego no tenemos ningun ¢ que haga que a
otra parte tenemos que ver qué ¢t cumple que 24 + 23t 4+ 22 4 2t 4 1 es multiplo
de 5. Es fécil comprobar que los t =0 (méd 4) cumplen esa condicién, obteniendo

asi el resto de érdenes que nos faltaban:

t | Elemento | Orden
37 a’b 56
39 a%b 56
41 a*lb 56
43 a*3b 56
45 a*®b 56
47 a*™b 56
49 a*b 8
51 a’b 56
53 a®3b 56
55 a’>b 56

Tabla 2

Observando entonces todos los resultados podemos decir que:
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t | Elemento | Orden
4 a'b 70
8 a®b 35
12 a'?b 70
16 a'%p 35
20 a®'b 70
24 a**b 35
32 a’?b 35
36 a’%p 70
40 a’%p 35
44 a**b 70
48 a*8h 35
52 a’?b 70
Tabla 3

sea el neutro. Por




= Sit=2 (mdd 4), y t es distinto de 10, 28 y 42; el orden de a'b es 28.
= Si t es impar y no es miltiplo de 7; el orden de a'b es 56

= Si t es impar y es multiplo de 7; el orden de a’b es 8

= Sit =0 (mdd 4) y miltiplo de 8; el orden de a'b es 35

= Sit=0 (méd 4) y no miiltiplo de 8; el orden de a'b es 70

= Sit =10 6 42; el orden de a’b es 4.

= Si t = 28; el orden de a’b es 10.

Estudiemos ahora los elementos de la forma a'b®. Asf tenemos que:
(@'b?)? = a'b2a'b? = a2tp2 2

Tenemos, como en el caso anterior, que si t es 28, el elemento a?®t tiene orden 10.
Por otra parte tenemos que ver cuando 271 +2 es multiplo de 5. Pero observemos
que 21 +2 = 2(21 4+ 1), y por tanto, estudiar si 2/7! +2 es multiplo de 5 se reduce
a ver si 2t + 1 lo es, por lo que estamos en el caso anterior y obtenemos la misma
lista.

El siguiente paso seria:

(atb2)3 — a2tp2 T 22 — 3tp2 (2T 242 3y 2% 420 42

Como en el caso anterior, con el elemento a® no podemos obtener nada, y tenemos
que estudiar para qué valor de ¢ tenemos que 2%+ 4 2+1 1 2 es congruente con
0 moédulo 5. Pero observemos que estudiar esa congruencia es igual a estudiar la
congruencia con 0 médulo 5 de 2%t +2! +1 y por tanto estamos de nuevo en el caso
anterior y no obtenemos nada de este paso.

Ahora tendriamos que:

(atb2)4 _ agtb22t+l+2t+1+2atb2 _ a4tb2t(22t+l+2t+1+2)+2 _ a4tbz3t+1+22t+1+2t+1+2

Se observa rapidamente, que el estudio de este paso se reduce al caso anterior de
igual modo.

Por ultimo tendriamos que:

141



3t+1 2t+1 t+1
(alh2)5 = qp?* AP 2 2

_ a5tb2t(23t+1+22i+1+2t+1+2)+2 _ a5tb24t+1+23t+1+22i+1+2t+1+2

Facilmente podemos observar que el estudio de la congruencia puede reducirse a
la del caso anterior, por la misma razoén que las anteriores. Por tanto el orden de
a'b? es el orden de alb para todo t.

Estudiemos ahora los elementos de la forma a’b3. Asi tenemos que:
(atb3)2 — atb3atyd = g2tp32'+3

Tenemos, como en el caso anterior, que si t es 28, el elemento a?®t tiene orden 10.
Por otra parte tenemos que ver cuando 3 - 2! + 3 es muiltiplo de 5. Pero observemos
que 3-2!+3 = 3(2' +1), y por tanto, estudiar si 3-2! + 3 es miltiplo de 5 se reduce
a ver si 28 +1 lo es, por lo que estamos en el primer caso y obtenemos la misma lista.

El siguiente paso seria:

ot t(q. ot 92t ot
(atb3)3 — a2tb32 +3atbS — a3tb2 (3-28+3)+3 — a3t632 +3-2°43

Como en el caso anterior, con el elemento a3 no podemos obtener nada, y tenemos

que estudiar para qué valor de ¢ tenemos que 3 - 2% + 3 - 2! 4+ 3 es congruente con
0 moédulo 5. Pero observemos que estudiar esa congruencia es igual a estudiar la
congruencia con 0 médulo 5 de 2% + 2¢ 4+ 1 y por tanto estamos de nuevo en el
primer caso y no obtenemos nada de este paso.

Ahora tendriamos que:

(atb3)4 — S22 3 A28 (3 2204320 43) 43 41323043220 43.2043

Se observa réapidamente, que el estudio de este paso se reduce al primer caso de
igual modo.

Por ultimo tendriamos que:
93t 992t | 9 ot
(ath3) = gitp3 2 +3 2243243 y3
— Py (32343220 43.2043)+3 51y 3210 43.2%043.22143.25 43
Fécilmente podemos observar que el estudio de la congruencia puede reducirse a

la del caso anterior, por la misma razén que las anteriores. Por tanto el orden de
a'b® es el orden de a'b para todo t.
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4) Estudiemos ahora los elementos de la forma a’b* = a’b~!. Procediendo de igual
manera que en el caso 2) y 3), observamos que nuestro estudio siempre se reduce
al caso 1), y por tanto volvemos a obtener que el orden de a’b~! es el orden de a'b

para todo t.

Por tanto asf ya tenemos los 6rdenes de los 280 elementos de G. De esta lista podemos
ver que el unico elemento de orden 2 es el a?®. Lo que nos interesa ver es si hay dos
elementos de 6rdenes més pequenos que 4 y 56 que generen todo el grupo. Tenemos que:

i) Los elementos de orden 4 son a4

,a*? y sus productos por bP para todo p.

ii) Los elementos de orden 7 son de la forma a’b? con t par.

iii) Los elementos de orden 8 son de la forma a’bP con t miiltiplo de 7.

)
)
)
iv) Los elementos de orden 14 son de la forma a'b? con t par.
)
)
)

v) Los elementos de orden 28 son de la forma a’b? con t par.

vi) Los elementos de orden 35 son de la forma a'b? con t par.

vii) Los elementos de orden 70 son de la forma a‘b? con t par.

Con esto podemos ver que si tomamos un elemento de orden 4 y un elemento de
tipo ii), iii), iv), v), vi) é vii), no podemos generar todo el grupo; porque al multiplicar
elementos de la forma a’b? y a' bP" se obtiene un elemento de la forma a‘!T*'b". Lo mismo
ocurre si tomamos dos elementos de orden 7. Finalmente, si tomamos un elemento de or-
den 7 y otro de orden 8, el area reducida de ese grupo NEC es la misma que la del grupo
que tiene dos generadores de orden 4 y 56. Obsérvese que si tomamos a?® y cualquier
otro elemento tampoco podemos generar el grupo, ya que todos los elementos que tienen
érdenes pares, tienen a a?® como una potencia de ellos; y en los casos de elementos con
6rdenes impares, sélo generan elementos a’b? con t pares.

Por tanto asi demostramos que no podemos bajar el area reducida del grupo NEC
asociado y que la obtenida anteriormente es la menor. Por lo tanto hemos demostrado:

Teorema 3.2: El grupo Cs x Csg tiene género imaginario 207.

El siguiente hueco es el 267 = 60 - 4 4 27, asi que tomamos k = 4 y tenemos el grupo
C5 x C79. Observando el estudio que hemos hecho con el grupo anterior respecto a los
érdenes de atb, atb?, atb3, atb*, vemos que el orden del elemento @ no ha tenido nada que
ver, por lo que el mismo estudio respecto a los érdenes se puede aplicar a este grupo,
reduciéndolo a conseguir los érdenes de a’b. De la misma manera, el desarrollo hecho
para los elementos a’b se puede aplicar de igual forma a este, y la solucién es la misma
exceptuando que si que aparece un t que cumple que a®! es el neutro.

143



Por tanto, aplicando el mismo procedimiento podemos llegar a que los érdenes de los
elementos son:

= Sit=2 (mdd 4), y t es distinto de 6, 18, 30, 42, 54 y 66; el orden de a'b es 36.
= Sit=6,30,42 6 66; el orden de a'b es 12.

= Si t =18 6 54; el orden de a’b es 4.

= Si t es impar y no es miiltiplo de 3; el orden de a'b es 72

= Si t es impar, miltiplo de 3 y no es potencia de 3, 6 bien ¢ = 3; el orden de a’b es 24
= Si t es impar y potencia de 3 con t # 3; el orden de a'b es 8

= Sit =12 6 60; el orden de a’b es 30

= Sit=4,20,28,44,52 6 68; el orden de a'b es 90

= Sit=8,16,32,40,56 6 64; el orden de a'b es 45

= Si t = 36; el orden de a'b es 10.

= Sit =24 6 48; el orden de a'b es 15.

Por tanto asi ya tenemos los érdenes de los 360 elementos de G. De esta lista podemos
ver que el tnico elemento de orden 2 es el a0, Lo que nos interesa ver es si hay dos
elementos de érdenes mas pequenos que 4 y 72 que generen todo el grupo. Tenemos que:

i 18

Los elementos de orden 4 son a'®,a®* y sus productos por b? para todo p.

ii) Los elementos de orden 8 son de la forma a’b” con ¢t miltiplo de 9.

iii) Los elementos de orden 12 son de la forma a’b” con t par.

iv) Los elementos de orden 15 son de la forma a‘b? con ¢ par.

vi) Los elementos de orden 30 son de la forma a'b? con t par.

vii) Los elementos de orden 36 son de la forma a‘b? con t par.

viii) Los elementos de orden 45 son de la forma a‘b? con ¢ par.

)
)
)
)
v) Los elementos de orden 24 son de la forma a'd” con ¢ miiltiplo de 3.
)
)
)
ix)

Los elementos de orden 90 son de la forma a'b” con t par.
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Con esto podemos ver que si tomamos un elemento de orden 4 y un elemento de
tipo ii), iii), iv), v), vi), vii), viii) 6 ix), no podemos generar todo el grupo; porque al
multiplicar elementos de la forma a’b? y a!' bP" se obtiene un elemento de la forma a‘**'b".
Obsérvese que si tomamos a3¢ y cualquier otro elemento tampoco podemos generar el
grupo, ya que todos los elementos que tienen érdenes pares, tienen a a3% como una po-
tencia de ellos; y en los casos de elementos con 6rdenes impares, s6lo generan elementos

a'b? con t pares.

Por otra parte tenemos elementos de orden 3 en el grupo, que son a?* y a*® y tenemos
que ver si con algin otro elemento, da igual el orden, puede generar el grupo. El argu-
mento anterior se puede aplicar de igual manera a estos dos elementos, pero nos faltaria
por ver si un elemento de orden 3 y uno de 72 generan todo el grupo. Tomemos a?* y
a'b? con t impar y no miltiplo de 3, por lo que tiene orden 72. Veamos si con estos dos
elementos podemos generar alguna potencia de b. Para ello necesitariamos tomar x veces
a®* e y veces el elemento a!bP. Necesitamos pues que 24z + yt sea miltiplo de 72. Como
24 y 72 son multiplos de 4, yt debe serlo también, pero al ser ¢ impar, necesariamente
debe serlo y. Asi tenemos que el elemento a’b? est4 elevado a un ntimero multiplo de 4, y
por la demostracién hecha antes tenemos que (a‘b?)* es una potencia de a, por lo que no
podriamos generar b con estos dos elementos. Hemos probado que estos dos elementos
no pueden generar el grupo.

Por tanto asi demostramos que no podemos bajar el area reducida del grupo NEC
asociado y que la obtenida anteriormente es la menor. Asi, hemos probado:

Teorema 3.3: El grupo C5 x Cyy tiene género imaginario 267.

Asi hemos conseguido cubrir los dos primeros huecos del Teorema A, y si con-
siguiéramos demostrar en la Proposicion 3.6 que el area del grupo NEC que ponemos
es la minima, tendriamos cubiertos todos los huecos de la forma 60k + 27. Por tanto el
siguiente paso seria conseguir una generalizacién de estos dos ejemplos particulares que
hemos dado, para que asi s6lo nos quedaran 5 huecos hasta 1000, que serian: 495, 651,
699, 783, 915.
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