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MATRICES DE POLINOMIOS EN VARIAS
INDETER’VIINADAS '

- por

PEDRO ABELLANAS

1. Factores invariantes de una matriz de ‘polinomios.

-

~Sean 7\1,'..., - mdetermmadas mdepenchentes sobre un cuerpo
arbmauo B K=F0g, iy )y, Ki= Ay eeny ,_,1,‘?\,4,1, vy M)y
D'—'k[)\la . )"]a Ly —k’[)‘ia---)}‘i—la )"i+1)v---))‘rlw'Pi—._—KiD‘i])
_ i=1, ’ B '
e Sea A()\) una’ matuz % X n cuyos elementos pertenecen aoy
tal que A, (\)=|A(N)| no contiene ningtn factor que pertenezca a

aligund de los anillos 0y =1, ..., 7 Representaremos por A; a

,un menor de orden 7 de A (k) y por J; al conjunto de indices tal

‘que cuando a recorre todos los indices de J;, A% recorre una vez y
ify solo una todos los menores de orden 7 de A (L), Pondremos: :

¢ v Q{ ()L): D (A.;)aEJt" L= 1’ e " 7.

b\ -

Representdremos p01 D; (M) alos 1dea1es superiores (*) quasi- 1gua1es-»l
"a ﬂ) (l), i=1, ..., . Entonces sera

f/)*(?\)_piil...pitsiz,- i=1,...,n,
i z -
‘en donde los ideales p;; son primos. Por ser D (\) superior lo se-

.

G ‘Véase, p.\ej., v. d. Waerden, -Moderne Algebra, v,ol..II,_ cap. XIV.




.’ REVISTA MATEMATICA HISPANO-AMERICANA. .

9268 -

. rén también los ideales p;; y como consecuencia, serin principales:

p;,-=oc'p,-,-,. '1’2;;6 0o, t=1,...,7; J= 1‘, ey SE T
siendo @, irreducible sobre o. Por consiguiente: = - . .+

vzl

D ()\)#wu_..‘.‘e,z," | ST

A los ideales. D; (\)-les llamaremos ideales determinantes invariantes.

de A(\).y alos Di (\) ideales determinantes invariantes superzores

De la deflrnc\on de los ideales .@ (\) resulta que :
Divy (W) 50;(?\),; Ti=1,...,2—1, . 7.0

de dohde se obtiene que

DR pw=2m B

" én donde <C es el signo de qua51 d1v1sor De- [2] se deduce que se - :
pueden numerar los submchces de los polmomlos Pirv1ss - de modo - - ..
que . ’ v _ SR

Qv Pir o Bian, 's=(?i-s;-’ S’:+1.>—7€" . ] [3]

T R TIERY z+1,.> &5 =1, ..., nz—1.

| :‘Dedonde,vvx ‘ \ B ) . . . ‘~‘. ‘j_,_ﬁ:"'i;;
AN I oA PR Juvuth RN - U

_En virtud de la hipétesis, de no poseer A, (k) 'ningl’m" fajctor que )
pertenezca a algunos de los anillos o;, y de [4] se deduce que mn- :
guno de los polinomios co pertenece a alguno de los anillos o;,, o

-‘/z_-l , 7. Pongamos g ‘ , o o T

.~ N ™

D,.-;[];@Zj; ' o 6l

con lo que [4] se podra escribir en la forma:

Dx [ ‘D1'+-11 i=1, .. 'T) ”—1 | . [6]
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A- los polmomms [6] les llamaremos dez‘ermmantes mvmlam‘es‘ de
\A(l) Pondremos: - : - : S

i=1, ...,m, Dy=1. = [1}’

Alos polmomlos (I) les des1gnaremos como factorfs invariantes de
A, o -
Medlante los factores mvarlantes constx mremos la mat1 iz

o= ")

S que llamaremos matrzz candnica- correspondiente a A (). Como
D, =A, (k)_ | A Ml de [7] y [8] se deduce que

I' |=IA* I=(I)1 .'.-(I.)-,,. " . [9]

Consideremos ahora el caso general, en que. | A (\)| puede tener
‘factores que pertenezcan a alguno de )os amllos 0s. En este caso
’ ‘llamaremos determmantes mwrmm‘es de . A (7\) a los pohnomlos

D= ];[lcps;jf ‘ | ' - [10]

en donde con el acento del simbolo de multiplicacién se quiere ex-
~ presar que en el producto debe prescindirse de todos Ios factores
que pertenezcan a algunos de los anillos rq, a =1, . Por lo
demds, siguen siendo validas fodas las restantes deflnlclones que
acabamos de dar. En el caso en que. | A (\)| posea factores que per-

- ‘tenecen a g, la igualdad [9] se verificard salvo el producto de estos

factores.

s

‘2. Transformaciones elementales.

Llamaremos transforniacion elemental de indice « de una matriz
A () a la operacién que consiste en multiplicarla por la ‘izquierda
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por un numero finito de matrlces [11] y p01 - 1a derecha’ pm un no-
"mero finito de sus’ tx anspuestas siendo :

" en donde @q € 04, f€ -

\

LeMa 1.—ZLa matriz A (N) posee los mismos factores invariantes

‘que cualquicra de sus transformadas medzame tramformaczoms ele-
mentales. ’

DEMOSTRACION ——El ]ema es trivial para las transf@zmacmnes plO-

ducidas por las matrices E,;. Bastard por tanto, demostlallo para o

las transformaciones G7;. Sea
M) =G5 A M

y designemos por D, y E}{'.allosfideales determinantes e ideales
“determinantes superiores, respectivamente de M (%), Entonces, serd

-

.,(D;:‘_D(Aﬁe)ke.llf » QI“D(Ak" ‘PA) wels
. ] é ney)? g

en-donde J; es el subconjunto de J correspondiente a los menor es’

en los que no figuran elementos de la fila z-ésima de A (k) y 17
=J, — 1, ‘De estas exp1e51or1es de D; y fl)/ se deduce que

,‘D/CQ[, i l=1;..1.,')1;
o bien; S . '
Q/S:CD;, -Z=1,...,'n'..

Si { =0 ¢ es un divisor minimo primo de 9;, que no figura

en la descomposicion de D;, serd o A, ==0(p), £€J;. Si se veri-
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ficase que ¢ == 0 (p) seria ;,——0( ) ‘para. todo y EJ,, v p seria.
.un- 4, m. p. superior de - D}, contradiccion. Por consiguiente, serd
v qa:O p); es decir 0 € s ¢ y como ¢ €0y, serfa ¢ € 04, luego, en
Cvirtud de [10], % no figura en D;, siendo D, el detexmmante inva-
riante correspondlente a @1 Por con51gu1ente,

D,=Dy, /=’1,’...,n.-‘
-De aqui resulta que -

B et g, Demen -
D,., D, _ Q. E.D.

‘LeMa 2.— Toda matriz A (\) puede transformarse mediante trans-
formaciones elementales de superindice s, en-uma matriz de la forma:

7 Fee(h) 0
(_,‘()L)z; . -'. . ) S=1) DRICERS Bt S0 [12]
'an ()L)

en a’o-;zde/ Fis € p'y*’F,-s‘] Fisgy, 00 i=1,...,n— 1, en o2
DeMosTRACION. —Efectuando en P, la divisién de dos polinomiog
a;r(\) y a5 (\), serd a;z#g ) aj - 7;r(As), de donde gh).y 7i2 (M)
pertenecen a P, y el grado de 7;;(\,) respecto de A, es inferior al
grado de a;;,. Sea ‘

¥il ()\s) =

en donde- Q (A), R E‘xﬁ y a), r ()€ c,. Si m(i) == m; c. m.
,(d @), 7 (k)), se verificard que ’ ' P
A a0 =Q 0 (Na RO 0,

m (N, m’ (N, m'" (\) € o,. Por -consigu'iente, mediante transformacio-
ces elementales se puede poner ‘A.(\) en la forma: s
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- en dbnde el grado de bn. (\) respecto de A es el mas pequeno po-

sible entre-los grados, respecto de X, de todos los. pollnomlos que. '

figuran en las matrices que puede obtenerse mediante tr anformacio-.

nes- elementales a partir de A (). Ademds, todos-los pohnomlos_ B

b;;(\) pertenecen a 5. De todo esto resulta que b;;(\) = g:;(\) b33 (V) -
q:; € P;; luego, mediante transformaciones elementales, puede alcan- .

zarse que se anulen todos los-elementos de la primera fila y de la”

primera-columna menos el primero; es decir; que .

SR b 0 ... 0
MWAMN@m=] O @® e a®]
o o Cug 0 e o )

en donde M, (\) y N; (A) son productos de matrices de transforma-
ciones elementales. No ofrece dificultad alguna comprobar que todos
los polinomios ¢;; (A) son.divisibles por &y, (\) en P, (A). Siguiendo
ahora, de modo andlogo al caso de una unica indeterminada, resul-
" ta que existen matrices M, () ¥ N,(A), productos de matrices ele-
mentales, tales que : - fo '

A

M)A N0 = |, Ames imtm

Se (M)
'y qu'e Sf: (M) es divisor,. en P,, de fi+; (\). Ahora bien, de

ﬁn(>—-9”ug_ﬁ<> Qrer W€ 0y 4, €D -

se deduce que -

7;'+1O‘)fz‘+1 0‘ = Qz'fﬂ ()‘)f; (") ) i=1, .. * n—1,
.luego, poniendo

R N=g0 e GMAN, =2
Fu)=/ 0, | I
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)= 7, ( )- |
7,0 ... g, (N

‘ k'r_esult}a que T (\) es una matriz producto de matriceé'element’ales,
que: ) C
Fi, (0
o o o Fa (M) .
T M, M) AM)N () = - : (18]
| N Fue (V)

: eﬁ donde F;;(\) € 0 y que Fi(A) es divisor de ‘Fiui , (4) en o.

~ L

3. Forma canénica diagonal.

- Lema 8.—Las matrzces A ) v A* (\y [8] poseen los mismos fac— ’
: z‘ores invariantes. -

DEMOSTRACION. —Si se representa por D; alos 1dea1es determi- .
nantes de C, (M) [12] y se tiene en cuenta el lema 2, 1esulta

Dim o (Fu () Fu (), =1, (4]

- Para todo_polinomio F.(A) de o representaremos por [F ()] al
producto de todos los factores que figuran en la descomposiciéon en
factores inaducibles de F () en » que no peltenecen a ningtlin ani- -
Mo oy 4=1,..., #. Sea D; el determinante invariante [10] corres-
pondiente a Q,, serd: : S

DF = [Fr. () ... o], |

luego, llamando ®, 7=1,..., %, a'los factores invariantes de C, (A},
sers: » o
[Fe (V) ... Fuceer V)]

| JA s N
[Fi()...Faes (V)]

v=‘[F,;-_,+1(_)\)]. )

En virtud de los lemas 1y 2 resulta que:

CO=[F, ] =0}, I=1,...,n.
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Si [F._/]=1, evidentemente que [F,_/]| [P‘,,;,+'1]. Si[F.—/= 1,

sera [F,,'_,] q)l . g%, en donde todos los polinomios @; son -

irreducibles ‘én o5 y no pertenecen a ningtn o;. Ahora bien, de la =

definicién de F,_, se deduce que ¢%| f,_;i=1,...,n, y como
‘,—; es divisor de f, ;41 en P, resulta que: :

f;—1+1=7;’(k) “P?i$ 2211 "").”a %E P.\"
Por con51gu1ente

f;t—/+10 —-Q: f‘” Qiel‘, Q:'IED‘ . [16]

v como o; & o, yvo 9% es un ideal primario en o, de [16] se deduce
que fi_iv = O(ocp ) z'—l .., n; luego [F n_l]lf;,_4+1, enten- -
- diendo esta divisibilidad en 0. Como f,_;4; difiere de [F,_/i4],; &
lo sumo, en- factores de o, resulta que [F ,,_,] | [Fa—s+1}, en donde
la divisibilidad tiene lugar en ». Teniendo ahora en cuenta [15], re-

sulta que @;_; divide en o a. @, /=12,...,2 En virtud de este - -

resultado, de51gnando por Di_, a los determmantes mvanantes de :
A* ), sera
) Dn—1= (I)n e ®l+1)

“de donde, si 97, ‘1=",1, ..., 7, son los factores invariantes de A* (%),
serd: ) ‘ L
| o Diin 0O L
Pf = ———— = . =0, [=1,.., 7.
n—l ®1l PR (D1+1 :

| _Q.E.D: .
De estos lemas resulta 1nmed1atament9 el s1gu1ente

TeoreMa 1. ~T odas las mat7 ices C,(R),s==1,...;r, fosem la
misma forma candnica A* (1) [8]. \
De la demostracién del ultimo lema se deduce que:

» | S - e
C,(l)———r A* (), dis € o,y i=_'1,...,12§ s=1,...,7 [17]

- )
De F;,| Fé“:; y @:|®;,,, refiriéndose ambas divisibilidades a o,

y de [17] se deduce que §;,| d:+1,, en o,. Pongamos:’

:4)1*‘

.\Fs‘_—— B B J_=1,..v.,7’,
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t

-yésﬁribamos [13] en la forma:.
M. () A (W) N, () = C() B £ 4

~ en donde se ha puesto M, (\) = T () M (M), Ns (1) = N, (1) De [13]
[17] se-deduce que: ~ '

UM NAWNM=A"Q), s=1,..7
de-donde, to_mando de_terminantest

I M A @LIN ) = ¥ M AW N,
és decir: .

£

'
Y

ML N Gy = [ M N isﬁzL”qra (18]

Temendo ahora en cuenta que el primer miembro de [18] pexte- ,
o nece a K, y el segundo a K;, y que la mterseccum de todos estos
‘cuer pos es 4, resulta que:

| IE M [N =e,  cch,
es. decir: ‘ '
- IMA N} = e ¥l

luego, se podrd escnblr ‘I’“ =V ¥, en donde ¥, y ¥/ son matri-
trices diagonales, de modo que: <

IM=c |¥I], [N|=c" |V, ¢ =c.  [19]

Teniendo en cuenta que las matrices diagonales son permutables
entre si, serd: _ . .

. G =AY = WA,

en-donde, ¥, y ¥, son matrices diagonales con e1ementos en o,.
A ntonceq resulta que:

ﬂ*mmAmme” ,)
= WM () A () No) ¥ = A Q;

B

Wm
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o bien, poniendd : o
H=%""M@® y LO=NO¥",
que . S ] |
‘ HAMNL=HAMNL=A"Q), 21
en donde H;, L; tienen sus elementos pe'rteynecien:tes a Py, i=1,..,7
De [19] y [21] se deduce el siguiente: : 8
. Lewa 4.—|Hs|=¢, ]LS|= ¢, s=1,...,r ¥ c|A(L) | |
=|A* V)], c€k. B g '
- LEMA 5.=—57 las matrices A(\) y A*(A) son lineales respecto a;e'\,
s, siendo el determinante de la matriz coeficiente de \s en A* (\) dis-
tinto de céro, se pueden hallar las matrices Xs, Ys, cuyos zlemmtos
pertenecen a Ks, y cuyos determinantes son nUMETOS distintos a’e cero,
- tales que: R - R .
' AN Ys=A*(M), s=1,...,r. 22y

- DemosTRACION . —Designemos por .M, al dlgebra de las matrices :
“cuyos elementos pertenecena P;. Si Hy y L son las matrices de
[21], operando en M., se podrd poner: - ‘

H=A"Q+H, L= R‘A‘% + E:,

en donde los elementos de H, y L pextenecen a-K,. De [2[] y de’
estas altimas 1gualdades resulta: , '

_A;-'——HA()E)LJ_- [QH +Lo R—QAR]A +H, AL~

Ahora blen como IH | y | L.} son nameros no nulos, todas Jas
. matrlces que figuran en el ultimo miembro de la igualdad anterior
tienen sus elementos en P,, y como A* es de primer grado en A,
la matriz del paréntesis rectangular debe ser nula, en virtud .de la

hipétesis de ser el determinante del términe en k de A* () distin- L

to de cero. Por conmguxente

' .A*‘= HsA(l) Le=HAML,
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‘ '_iy(‘té'cfofd?.ﬁdobelvéigr‘l_ificac’lcf) de,la;;' mat_ricés_:if': y ¥,

| WA =M AMN—YAANT ¥
¥ e WL T

"~ De aqui fesulta, por "ser ‘F' y T" matrices d&agdnales qﬁe se

pueden hallar otras dos matrices dlagonales A; y A} tales que

Vg — Al A¢ ¥y que ]A'I—]‘F H,l, ]A"[—-|L ¥7|, luego, por
consxgulente

WA W= AL ATA =M, AQ)N, = V. H, ALY,
y, poniendo: . o _ ’ a : . .
o X, =A’_1‘F’ H, Y=L 0"

fesulta :

1

AT —XAMY, IXMkixMA‘mJ¢m | Y| = o.

S | ' -Q.E.D.

Universidad de Modrid
Patronato «Fuan de la Ciervg» .







