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Resumen

Modelos matematicos para medir la polarizaciéon en
redes sociales: analisis y ejemplo de aplicacién

Este trabajo analiza y compara desde una perspectiva matemética cuatro indices
de polarizacion politica con el fin de evaluar la divisién de opiniones en un sistema
bipartidista, tomando como caso de estudio las elecciones presidenciales de Estados
Unidos. Para ello, se estudian los desarrollos de tres indices conocidos: el Indice
de Polarizacion Gravitatoria, desarrollado recientemente en un contexto similar de
analisis de redes sociales, y los modelos clasicos de Foster y Wolfson y de Esteban y
Ray, que sientan bases tedricas y se han utilizado ampliamente en la literatura. Ade-
mas, se propone un nuevo indice original, el Indice Beta de Polarizacion, disefiado
especificamente para adaptarse a las caracteristicas del estudio de las redes socia-
les y la clasificacion politica. A partir de una base de datos compuesta por tweets
publicados en los periodos de las elecciones estadounidenses de 2016, 2020 y 2024,
se disenan variables que capturan informacion relevante de las opiniones politicas
de los usuarios y se aplican los distintos modelos de polarizaciéon con un programa
informéatico. Se comparan los resultados obtenidos para evaluar la efectividad de
cada indice para capturar la polarizaciéon politica.

Palabras clave

Polarizacion, bipolarizacion politica, modelo, indice, redes sociales, Twitter, eleccio-
nes bipartidistas
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Abstract

Mathematical models for measuring polarization in
social networks: analysis and application example

This work analyzes and compares four political polarization indices from a math-
ematical perspective to evaluate the division of opinions in a two-party system, using
the U.S. presidential elections as a case study. It focuses on three well-known in-
dices: the Gravity Polarization Index, recently developed in a similar context of
social media analysis, and the classic models by Foster and Wolfson, and Esteban
and Ray, which provide theoretical foundations and have been widely used in the
literature. Additionally, a new original index is proposed-the Beta Polarization
Index—specifically designed to fit the characteristics of social media and political
classification. Using a database of tweets posted during the 2016, 2020, and 2024
U.S. election periods, variables are created to capture relevant information about
users’ political opinions. The different polarization models are applied using cus-
tom software, and the results are compared to evaluate how effectively each index
captures political polarization.

Keywords

Polarization, political bipolarization, model, index, social media, Twitter, two-party
elections
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Capitulo

Introduccion

1.1. El Problema de La Polarizacion

La nocién de polarizacion aparece con frecuencia en los debates publicos para
describir situaciones en las que las posiciones ideologicas de los individuos o grupos
sociales se muestran fuertemente enfrentadas. Sin embargo, se trata de un concepto
cuya definiciéon precisa y cuantificacion rigurosa resultan complejas. En este trabajo
se aborda un estudio matematico de algunas de las principales medidas de polariza-
cion propuestas en la literatura, analizando sus fundamentos teoéricos, propiedades
formales y potencial de aplicacion al analisis de redes sociales.

Desde un enfoque social, la polarizacion hace referencia al proceso por el cual las
opiniones, actitudes o creencias de los individuos dentro de una sociedad tienden a
agruparse en extremos opuestos, reduciendo los espacios de consenso y aumentando
la confrontaciéon. En el contexto de las redes sociales, este fenémeno se ve amplificado
por la dindmica de los algoritmos de recomendacién, la creaciéon de camaras de
eco y la facilidad para interactuar selectivamente con contenido afin (Hartmann
et al., 2025). Como resultado, los usuarios tienden a exponerse principalmente a
discursos que refuerzan sus propias ideas, un fenémeno conocido como filter bubble,
lo que puede intensificar la separacion entre grupos ideologicos y dificultar el didlogo
constructivo (Pariser, 2011).

Desde una perspectiva matemética, la polarizacion se entiende como una propie-
dad de la distribucién de una variable sobre una poblacién, que refleja la concentra-
cion de individuos en torno a posiciones alejadas entre si y escasamente representadas
en valores intermedios. A diferencia de la desigualdad, que se centra en la dispersion,
la polarizacion enfatiza la formacion de grupos cohesionados y distantes dentro del
espacio de opiniones, lo que suele formalizarse mediante medidas que capturan tanto
la distancia entre grupos como su masa relativa.

Es fundamental dejar clara desde el inicio la distincién entre polarizacion y des-
igualdad, ya que se trata de conceptos diferentes tanto en su fundamento teérico
como en las medidas que los cuantifican, tal y como se ird evidenciando a lo lar-
go del trabajo. Una forma de entender esta diferencia es senalar que las medidas
clasicas de desigualdad no permiten distinguir bien entre dos situaciones distintas:
que todos los individuos tiendan hacia una misma posicion intermedia (convergencia
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Figura 1.1: Dos ejemplos de distribuciones en evolucién que muestran la diferencia
entre los conceptos de desigualdad y polarizacion. Fuente: Esteban y Ray (1994).

global), o que se agrupen en varios bloques separados con opiniones similares dentro
de cada grupo (convergencia local o formacion de polos). Por ejemplo, si analizamos
la evolucion de la distribucion de riqueza de distintos paises, podriamos observar
una convergencia interna entre paises de bajo crecimiento y otra entre paises de
alto crecimiento, generando asi dos polos claramente diferenciados. Esta estructura
implicarfa un aumento de polarizacion, sin embargo, cualquier medida clasica de
desigualdad registraria una disminucion, ya que se reduciria la dispersion global.
Para ilustrar mejor esta diferencia conceptual, a continuaciéon se presentan dos
ejemplos de distribuciones en evoluciéon en la figura 1.1. En ella, supongamos que
las distribuciones representadas describen la renta de una poblacion. La altura de
cada barra indica la proporciéon de personas en cada grupo, y los valores del eje
horizontal corresponden a niveles de ingreso normalizados. En el primer ejemplo,
la distribucién inicial (imagen 1A) muestra una situacién poco polarizada —ya que
cada nivel de renta esta igualmente representado— pero muy desigual, pues existen
individuos con ingresos desde 1 hasta 10. Esta distribucion evoluciona (imagen 1B)
hacia otra con menor desigualdad bajo cualquier medida coherente con el orden de
Lorenz'-solo hay personas con ingresos 3 y 8-, aunque la polarizacion ha aumentado.
En el segundo ejemplo de esta misma figura (imagenes 2A y 2B), partimos de dos
grupos diferenciados con ingresos de clase media baja y media alta. Con el tiempo,
estos evolucionan hacia una estructura compuesta por pobres y ricos. Para ver cual

1La curva de Lorenz es una herramienta grafica que representa la distribucién acumulada de
una variable en una poblaciéon. Cuando una distribuciéon «domina» a otra en el orden de Lorenz,
se considera menos desigual: su curva estd por encima de la otra en todo punto. Hablaremos de
esta nociéon con méas detalle mas adelante.
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presenta mayor polarizacion observamos que en términos de homogeneidad interna,
ambas distribuciones son similares. Sin embargo, la heterogeneidad entre los grupos
aumenta en la imagen 2B, lo que permite concluir que esta configuracién es més
polarizada. No obstante, en este caso, la desigualdad también ha aumentado. Por
tanto, no se afirma que el concepto de polarizacién entre necesariamente en conflicto
con el de desigualdad, sino que ambos capturan aspectos distintos de la estructura
social.

1.2. Objetivos

El objetivo general del trabajo es analizar en profundidad y comparar cuatro
medidas de polarizacién: el Indice de Polarizacion Gravitatoria, de aparicion recien-
te y desarrollado en un contexto similar al nuestro de analisis de redes sociales y
clasificacion politica, en este caso en Venezuela; los modelos de Foster y Wolfson y
de Esteban y Ray, que corresponden a dos indices clasicos ampliamente reconocidos
en la literatura; y la cuarta es una medida original propuesta en este trabajo, deno-
minada Indice Beta de Polarizacion y disefiada para adaptarse a las particularidades
del caso de estudio.

Ademas, se estudia la viabilidad y utilidad de dichas medidas en el caso concreto
de las elecciones presidenciales bipartidistas en Estados Unidos. Para ello, se toma
como base una recopilaciéon de tweets que mencionan a los candidatos a las elecciones
presidenciales estadounidenses publicados en periodos en torno a las tres tultimas
elecciones nacionales de 2016, 2020 y 2024. A partir de esta base de datos, se procesan
las opiniones politicas de los usuarios y se construyen variables cuantitativas que
permiten aplicar y comparar los diferentes modelos de polarizacion.

Por tanto, los objetivos del trabajo se pueden resumir en:

= Disenar variables que capturen informacion relevante de nuestros datos politi-
cos para usarlas como valores de entrada de los modelos de polarizacion.

= Estudiar y clasificar medidas de polarizacion desarrolladas en la literatura
académica, prestando atencion a sus formulaciones matematicas, propiedades
estructurales y analizandolas desde el punto de vista politico.

= Disenar y proponer un nuevo indice de polarizaciéon adaptado a las particulari-
dades del problema abordado, combinando elementos de los enfoques clasicos
con nuevas ideas extraidas del analisis empirico.

= Aplicar y comparar diferentes modelos de polarizacion sobre un conjunto real
de datos extraidos de Twitter, ahora conocida como X, evaluando su capaci-
dad para capturar la evolucion de la opinién publica en un entorno politico
polarizado.

Aunque ciertamente este trabajo se apoya en una extensa revision bibliogréfica,
también contiene miltiples contribuciones originales, que enumeramos a continua-
cion para facilitar su identificacion por parte del lector. Tres de los indices de pola-
rizacion considerados ya existian en la literatura, pero se encontraban presentados
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en contextos distintos y de forma dispersa. Aqui se ha realizado un esfuerzo por
unificarlos bajo un marco comin, homogeneizando su presentacion y analizando de
manera comparativa sus propiedades desde una perspectiva politica. Ademas, se ha
adaptado todo el tratamiento teérico al contexto de analisis de opinién publica en
redes sociales, reformulando los indices con nuevas variables disenadas especifica-
mente para este estudio. Como aportacion adicional, se propone un nuevo indice
original que extiende los enfoques clésicos al incorporar la entropia individual, cap-
turando asi la firmeza o ambigiiedad de las opiniones, un aspecto poco tratado por
las métricas tradicionales centradas exclusivamente en promedios. Este indice resul-
ta especialmente relevante para el anélisis de dinamicas en redes sociales, donde la
intensidad de las convicciones es tan significativa como su orientaciéon. Finalmente,
otra contribuciéon adicional se basa en la recabacion de datos reales y la implemen-
tacion en Python de los cuatro indices para compararlos mediante un caso préctico,
lo que permite ilustrar sus diferencias y complementariedades de forma empirica.

1.3. Plan de Trabajo

El plan de trabajo seguido para alcanzar estos objetivos se estructura en las
siguientes fases:

1. Revision bibliografica: se llevo a cabo un estudio de la literatura existente
sobre polarizaciéon, tanto desde un punto de vista tedrico como aplicado. Se
estudiaron distintos modelos y se hizo una selecciéon de los mas apropiados
para desarrollar en el trabajo teniendo en cuenta su relevancia en el campo de
estudio y su aplicabilidad al caso de la polarizaciéon politica que nos ocupa.

2. Diseno del indice propio y variables: a partir del conocimiento teérico ad-
quirido, se desarroll6 un nuevo indice que se adapta mejor a las caracteristicas
especificas del problema de anélisis de opiniéon politica en Twitter. Se disenan
también variables bidimensionales y unidimensionales que reflejan informacion
relevante de los datos y que pueden ser tomadas como entrada de los indices
seleccionados.

3. Aplicacion practica y andlisis: se desarroll6 la implementacion de las distin-
tas medidas de polarizacion utilizando herramientas de analisis de datos como
la libreria pandas y el entorno interactivo Jupyter Notebook. Se construy6 la
base de datos de 1 millén de tweets reales obtenidos mediante la técnica de web
scraping con la libreria Selenium y se aplicaron todas las medidas a muestras
de estos datos. Se compararon los resultados obtenidos y se discutieron las
diferencias observadas de cada modelo.

El codigo se encuentra disponible en el repositorio:
https://github.com/LauraRodrigoCanete/Aplicacion_Modelos_Polarizacion
4. Sintesis e integracion: en esta fase se consolid6 el trabajo tedrico y em-

pirico desarrollado previamente. Se llevd a cabo la redaccién de un analisis
detallado de cada medida, incluyendo sus origenes, formulacion, propiedades y
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relaciones con conceptos similares. Ademas, se idearon ejemplos sencillos que
acompanaran a cada modelo para favorecer su comprension. Finalmente, se
integraron en este documento los resultados obtenidos del caso practico con el
fin de evaluar el comportamiento de los indices y extraer conclusiones.

Aunque el trabajo se centra en el caso estadounidense y la terminologia asi lo indica
con el uso de los republicanos y democratas como partidos contrarios, la metodolo-
gia desarrollada es generalizable a otros contextos de polarizacion politica con dos
candidatos, partidos o ideologias enfrentadas.

1.4. Estructura de la Tesis

Este trabajo se estructura en seis capitulos principales, guiando al lector a través
de la investigacion sobre la polarizacion politica medida con datos de redes sociales.
El Capitulo 1, «Introduccion», sienta las bases exponiendo el problema de la polari-
zacion como motivacion de este estudio, los objetivos y el plan de trabajo general del
proyecto, ademas de presentar la organizacion estructural. El Capitulo 2, «Estado
de la Cuestiony, proporciona una revision exhaustiva de la investigacion existente,
centrdndose en la variedad de métodos existentes y desafios para medir el complejo
fenomeno de la polarizacion en diversos ambitos (econémico, social, religioso...). Pa-
sando a los aspectos practicos, el Capitulo 3, «Datos Iniciales», se presentan férmu-
las para las variables bidimensionales y unidimensionales que capturan informacion
relevante de datos de redes sociales y constituyen los valores de entrada para los mo-
delos de polarizaciéon. El Capitulo 4, «Modelos de Polarizacion» explica el contenido
principal, detallando para cada uno de los cuatro indices de mediciéon de polariza-
cion politica contenidos en el trabajo, incluida la nueva propuesta, su definicion,
propiedades, consideraciones y ejemplo de aplicacion. El Capitulo 5, «Aplicacion
Practica de los Modelos», presenta el caso de estudio con datos de Twitter de las
elecciones presidenciales de EE. UU. de 2016, 2020 y 2024, incluyendo informacion
sobre los datos evaluados y los resultados de la comparacion de los distintos indices.
Finalmente, el Capitulo 6, «Conclusiones y Trabajo Futuro», resume las principales
conclusiones extraidas de esta investigaciéon y propone diversas vias para futuras
investigaciones.






Capitulo

Estado de la Cuestion

El fenémeno de la polarizaciéon es un concepto presente en campos tan varia-
dos como la economia, la ética y la politica que ha sido estudiado cada vez mas en
profundidad desde las tultimas décadas, dando lugar a medidas cuantitativas para
captarlo. Diversos autores han formalizado este concepto desde la perspectiva ma-
tematica, introduciendo indices para medir la intensidad de la polarizaciéon en una
sociedad. A continuacién se presenta un repertorio de las principales contribucio-
nes, abarcando desde medidas tradicionales analiticas de polarizacion hasta enfoques
recientes basados en grafos, conjuntos borrosos y modelos probabilisticos.

2.1. Medidas Analiticas

En cuanto a medidas tradicionales de polarizacion, nacidas en el ambito econo-
mico, predominan, sin duda, los dos modelos que se estudian con mayor detalle en
el presente trabajo: los provenientes de los autores Esteban y Ray junto con Fos-
ter y Wolfson. Esteban y Ray (1994) vincularon la polarizacion con dos nociones
clave: identificacion (la afinidad de un individuo con quienes son semejantes a él) y
alienacion (el distanciamiento o antagonismo hacia quienes son distintos). Su indice
tedrico de polarizacion parte de una distribuciéon de ingresos dividida en grupos de-
finidos a priori, suponiendo que cada persona siente identificacién con los miembros
de su mismo grupo y alienacién respecto a los de otros grupos. Cabe destacar que la
formulacion original de Esteban y Ray asumia un nimero fijo de grupos, pero tra-
bajos posteriores como Esteban et al. (2004) extendieron el indice al caso continuo,
que no requiere fijar grupos de antemano. Casi en paralelo, Foster y Wolfson (1992)
propusieron una medida de bipolarizaciéon enfocada en la desaparicion de la clase
media. En su trabajo, estos autores definen un indice que considera la distribuciéon
de ingresos dividida en dos subconjuntos (por debajo y por encima de la mediana)
y cuantifica la polarizaciéon en términos de la brecha entre ambas mitades. El indice
de Wolfson captura el vaciamiento de la clase media: una mayor concentraciéon de
masa en los dos polos extremos conlleva un aumento de la polarizacion bipartita.

En contextos de conflictividad étnica y politica, Montalvo y Reynal-Querol (2005)
introdujeron un indice que se define a partir de la distribucion de la poblacion entre
distintos grupos (por ejemplo, grupos religiosos) y alcanza su maximo cuando la so-

7
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ciedad se divide en dos grupos de igual tamano. Este indice, similar a una medida de
diversidad poblacional, considera tinicamente los pesos poblacionales de cada grupo,
ignorando diferencias internas como el estatus econémico medio de cada grupo. En
esencia, trata la polarizacion como un fenémeno estrictamente composicional. Se le
ha criticado por omitir la dimensién socioeconémica, por ejemplo, no distingue si dos
grupos étnicos igualmente numerosos ocupan posiciones econdémicas muy desiguales,
lo que podria acentuar la polarizacion.

Las limitaciones de las medidas previas motivaron extensiones. Apouey (2007)
propuso un indice orientado a datos ordinales, aplicaAndolo a distribuciones de salud
autopercibida. Su medida de polarizacion de la salud es una extension de los indices
tradicionales de ingreso, adaptada para variables ordinales (como niveles de salud)
en lugar de cardinales. Apouey retoma la idea de identificar grupos de individuos
con niveles similares asumiendo que quienes comparten rango de salud conforman
un grupo cohesionado. Sin embargo, la medida de Apouey tampoco incorpora ca-
racteristicas de la identidad como raza o género, es decir, considera Unicamente la
distribucion ordinal (por ejemplo, cuéntos individuos estan en cada nivel de salud),
pero no si los grupos demograficos se concentran en ciertos niveles. Esto preocupa
porque distintas fuentes de polarizacion pueden superponerse, y las medidas deben
evolucionar para capturar esa complejidad.

Una contribucion en esa direccion es la de Permanyer y D’ Ambrosio (2015),
quienes desarrollaron un indice de polarizaciéon social multidimensional. Ellos ar-
gumentan que ni Reynal-Querol ni Apouey por si solos reflejan adecuadamente la
realidad de muchas sociedades, donde existen grupos con identidades bien definidas
y diferencias marcadas en variables socioeconémicas. Por tanto, proponen combinar
ambas perspectivas: su indice primero particiona la sociedad en grupos segiin una
caracteristica social (por ejemplo, grupos étnicos) y luego mide qué tan concentra-
dos estan dichos grupos en regiones especificas de la distribuciéon de otra variable
(por ejemplo, ingreso o salud). De este modo, logran captar situaciones en las que,
por ejemplo, un grupo étnico se encuentra mayoritariamente en el estrato econémi-
co bajo mientras otro grupo domina el estrato alto —escenario intuitivamente més
polarizado-— frente a situaciones donde los grupos étnicos estédn distribuidos de for-
ma semejante en todos los niveles socioecondémicos. Este enfoque integrador, basado
en los principios de identificaciéon y alienacion de Esteban y Ray pero aplicado a
miultiples dimensiones, permite una vision més rica de la polarizacion social.

Por otra parte, en el campo de la ciencia politica surgié6 una medida distinta
enfocada en la polarizacion ideologica: el indice de Dalton. Dalton (2008) propuso
cuantificar la polarizacion de un sistema multipartidista considerando las posiciones
ideoldgicas de cada partido en el eje izquierda-derecha y ponderandolas segin su
fuerza electoral. Asi, este indice captura la dispersion ideolégica del espectro poli-
tico: vale 0 si todos los partidos se ubican en la misma posicién (ausencia total de
polarizacion) y aumenta conforme los partidos se distribuyen mas hacia los extremos
opuestos del eje ideologico, especialmente si tienen tamanos electorales comparables.
En términos matemaéticos, equivale esencialmente a una varianza ponderada de las
posiciones ideologicas, normalizada para oscilar entre 0 y un maximo cuando se
configuran dos bloques en polos opuestos.

En general, para medir la polarizacion, en particular la politica, de forma unidi-
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mensional es comtin encontrar indices que analizan la distribucién de preferencias en
una escala (por ejemplo, izquierda—derecha) y analizan las varianzas de las posicio-
nes politicas, la diferencia de medias ideoldgicas entre los votantes de cada partido
o calculan cuanto se aleja la distribucion de una forma unimodal y centrada. Por
ejemplo, la prueba estadistica del dip test de Hartigan se basa en medir la distancia
méaxima entre la funciéon de distribucion de los datos y la funciéon de distribucion
unimodal que mejor se ajusta a los datos. Otros indices, como el coeficiente de
acuerdo de Van der Eijk (2001) miden el acuerdo comparando la dispersion real de
las respuestas respecto a la moda con la dispersiéon maxima posible. Se basa en la
suma de las distancias absolutas individuales a la moda, normalizada para que el
coeficiente varie entre 0 (desacuerdo total) y 1 (acuerdo perfecto).

Atn mas reciente es el indice de polarizacion que proponen Morales et al. (2015),
el cual estudiamos con profundidad en este trabajo por su aparente sencillez y por
su efectividad probada en reflejar la division existente entre dos bandos politicos.
El indice cuantifica cuanto se acerca una distribuciéon al caso de dos picos extremos
opuestos de igual tamano. Su medida esté inspirada en el momento dipolar eléctrico
en fisica: analogamente a como el momento dipolar aumenta al separar las cargas
opuestas de un dipolo, la polarizacion politica aumenta cuanto mas distantes estén
entre si dos grupos de opinién de tamano comparable.

2.2. Medidas de Grafos

Dejando atras las medidas tradicionales, con el auge de las redes sociales, la
polarizacion politica ha empezado a medirse también a través de la estructura de
grafos que representan interacciones (amistad, seguimiento, retweets, etc.). En estos
contextos, la polarizacion suele manifestarse como una division modular del grafo
en dos grandes comunidades con pocos lazos entre si, a menudo denominadas cé-
maras de eco!. Una herramienta ampliamente utilizada para detectar y cuantificar
esta division es la modularidad de la red. La modularidad en Newman (2006) es
una medida de cuan bien dividido estd un grafo en comunidades: valores altos de
modularidad indican que la red puede separarse en grupos con muchas conexiones
internas y pocas conexiones entre grupos. Diversos estudios han senalado que la
modularidad proporciona una medida conceptualmente clara de la polarizacion, al
revelar tanto el numero de grupos relevantes como la intensidad de las divisiones
entre ellos. Por ejemplo, aplicada al anélisis del Congreso de Estados Unidos en
Waugh et al. (2009), la modularidad de la red de votaciones ha servido para indicar
la magnitud de la polarizaciéon partidista a lo largo del tiempo.

No obstante, es importante matizar que una alta modularidad no siempre equi-
vale a polarizacion antagonista. Guerra et al. (2013) observaron que la modularidad
por si sola es una métrica incompleta: es posible que incluso en ausencia de fuerte
antagonismo ideoldgico, una red social se divida en comunidades relativamente den-
sas (por ejemplo por intereses comunes, idioma...), produciendo alta modularidad

'El fenémeno de la camara de eco refleja una situaciéon en medios de comunicacién y redes
sociales en la que los usuarios son presentados con ideas e informacién que en su mayor parte
amplifican y refuerzan sus propias creencias en lugar de exponer ideas contrarias o fuentes diversas.
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sin que ello implique polarizacién politica. En consecuencia, los autores proponen
analizar no solo la particién en comunidades, sino también las interacciones en la
frontera entre comunidades. Por ejemplo, la concentracion de nodos altamente conec-
tados en la frontera entre dos comunidades opuestas: en redes altamente polarizadas,
los nodos més populares tienden a estar dentro de las comunidades y no en la fron-
tera, reflejando que el debate piiblico ocurre principalmente dentro de cada burbuja
ideologica.

Entre las métricas de grafos mas recientes destaca una basada en random walks o
caminos aleatorios. Garimella et al. (2018) propusieron un indice calculado mediante
caminos aleatorios que exploran un grafo social. La idea intuitiva es que si una red
esta fuertemente polarizada en dos comunidades, un camino aleatorio que comience
en la comunidad A raramente cruzard a la comunidad B, y viceversa, dado que
hay pocos enlaces entre ellas. El indice cuantifica esta dificultad de los caminos para
salir de su comunidad de origen. Esta métrica expone el valor de incorporar procesos
estocasticos en grafos para medir polarizacion: en lugar de mirar solo la estructura
estatica, se evalia como se comporta la difusion simulada de informacién en la red,
lo cual refleja de forma mas dinamica las barreras entre comunidades.

2.3. Medidas Difusas y Estocasticas

Otras técnicas de medicion modernas se ayudan de materias tan interesantes co-
mo los conjuntos borrosos para explicar el fenémeno de la polarizacion. Las técnicas
de conjuntos borrosos o fuzzy sets se han introducido para relajar la suposicion tra-
dicional de que cada individuo pertenece completamente a un solo grupo. El enfoque
borroso permite asignar a cada individuo grados de pertenencia a miultiples grupos,
reflejando esta ambigiiedad. Bajo esta perspectiva, Guevara et al. (2020) proponen
medir la polarizaciéon incorporando funciones de pertenencia difusa. Definen un in-
dice donde cada individuo contribuye a la polarizacion en funcién de su membresia
parcial a los polos en conflicto. Usando operadores de agregacion apropiados, eva-
lian cuanto se superponen o se separan las distribuciones de pertenencia de distintos
grupos. Si la mayoria de los individuos tienen afiliaciones mixtas la polarizaciéon me-
dida serd baja pero si las funciones de pertenencia muestran individuos con alta
pertenencia a un grupo y baja al otro, se obtendra un valor alto de polarizacion
difusa.

Por ultimo, mencionamos la contribucién a este campo de distintos modelos pro-
babilisticos. En lugar de enfocarse tinicamente en medidas estaticas, varios trabajos
recientes emplean modelos dinamicos y estocésticos para entender la polarizacion
como el ya mencionado sobre caminos aleatorios. Otro enfoque representativo es
el uso de cadenas de Markov? para modelar transiciones de individuos entre es-
tados de opinién. Por ejemplo, en un modelo de opinién publica podemos definir
varios estados ideologicos (desde izquierda hasta derecha) y probabilidades de que

2Una cadena de Markov es un proceso estocastico en el que el estado futuro depende tinicamente
del estado actual y no de los anteriores. Es decir, tiene memoria limitada al presente. El proceso
avanza de un estado a otro de forma probabilistica, siguiendo unas probabilidades de transicion
que solo dependen del estado actual.



2.3. Medidas Difusas y Estocasticas 11

un individuo cambie de un estado a otro mediante interacciones sociales. Bottcher
y Gersbach (2020) desarrollaron un marco matemaético de evolucion politica donde
los individuos difunden sus ideas a vecinos ideoldgicamente cercanos, formulando
un modelo de cambio politico que mateméaticamente se describe como una cadena
de Markov en el espacio de opiniones. Este tipo de modelo permite simular cémo
pequenas variaciones en la tasa de difusion o en la influencia de actores influyentes
pueden llevar a diferentes niveles de polarizaciéon a largo plazo, reproduciendo ten-
dencias observadas empiricamente. El resultado es un marco probabilistico donde la
polarizacion puede interpretarse, a partir de la distribucién estacionaria de la cadena
de Markov. Una distribucion estacionaria bimodal equivaldria a alta polarizacion,
mientras que una unimodal centrada indicaria baja polarizacion.

Dentro de esta categoria se inscribe también el modelo de DeGroot (1974) y sus
variantes, utilizados para estudiar la formacion de consenso o disenso en grupos. El
modelo describe un proceso iterativo en el cual cada individuo actualiza su opinién
haciendo un promedio ponderado de la opinién propia con las de sus vecinos. Si se
ejecuta indefinidamente, bajo ciertas condiciones todos convergerian a un consenso;
pero modificaciones al modelo permiten que se alcancen equilibrios polarizados. Por
ejemplo, incorporando individuos inamovibles o grupos desconectados, el modelo
puede conducir a miltiples opiniones estables en la poblacién en lugar de una tnica.

En conclusioén, el estudio sobre medidas de polarizacién muestra un campo cre-
ciente y multidisciplinar. Resumiendo lo expuesto en esta seccién, todo comienza
con las medidas tradicionales, que sentaron las bases axiomatizando la polarizacion
principalmente en términos de distribucién socioeconémica, con aportes emblemé-
ticos de Esteban-Ray, Wolfson, y otros. Sobre esa base se han construido nuevos
indices que incorporan distintas dimensiones (étnicas, ordinales, ideologicas), co-
mo las propuestas de Reynal-Querol, Apouey, Dalton, Permanyer-DAmbrosio, entre
otros, refinando la capacidad descriptiva de los indices. Paralelamente, la irrupciéon
de las redes sociales llevo el analisis de la polarizacion al terreno de los grafos: ahora
se mide cuén separada esta la red en comunidades (modularidad) o cuan confinada
queda la informacion en un subgrupo (métricas de caminos aleatorios), revelando la
polarizacion en la esfera comunicacional. Asimismo, se han abierto nuevas fronteras
metodologicas mediante la logica difusa y la modelizacion estocastica, permitiendo
captar grados de pertenencia y dindmicas temporales que los indices estaticos no
podian reflejar.






Capitulo

Datos Iniciales

Partimos de un conjunto de datos que pueden expresarse en variables bidimen-
sionales y unidimensionales. En algunos casos, sera necesario transformar unas en
otras en funcién de las necesidades del analisis. En general, aunque no exclusiva-
mente, los modelos que discutiremos trabajan con variables unidimensionales. Los
datos sin tratar de los que disponemos en nuestro caso particular son tweets con
un sentimiento asociado, que se procesan para derivar las diferentes variables, como
discutiremos en el capitulo 5 de la aplicacion practica.

3.1. Variables Bidimensionales

Denotamos por U al conjunto de todos los usuarios de nuestra muestra. Para cada
candidato C, definimos el subconjunto Uy C U como el conjunto de usuarios que han
expresado una opiniéon sobre dicho candidato. Cada usuario u € Uy tiene asociado
un valor ue € [—1,1], calculado como la media de las valoraciones expresadas en
sus mensajes referidos a C'.!

Asi, si un usuario u ha publicado ms mensajes sobre el candidato Trump, con
valoraciones t; € {—1,0,+1} para cada i € {1,...,mr}, su valoracion agregada sera:

mr
1
ur = — E tz
mr =
=1

De forma anéloga, si ha publicado my mensajes sobre Harris con valoraciones
hi € {—1,0,41} parai € {1,...,mpy}, se define:

Esto nos permite representar a cada usuario u mediante una variable bidimen-
sional (ug,up) € [—1,1] x [—1,1], que resume su actitud hacia los candidatos R y

ITanto la media como la moda son opciones validas; en nuestro caso empleamos la media,
aunque la elecciéon depende de la observacién empirica. La moda puede ser mas robusta ante ruido
o valores atipicos.
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D, republicano y democrata respectivamente.

Esta representacion presenta dos inconvenientes principales:

1.

3.2.

A

No todos los usuarios opinan sobre ambos candidatos. Por ello, los conjuntos
Ur v Up pueden diferir en tamano, y muchos usuarios solo disponen de una de
las dos coordenadas. En este contexto, el conjunto de usuarios con opiniones
sobre ambos candidatos se denota como Urnp = Ugr N Up.

Se plantean distintas soluciones:

» Admitir la ausencia de las opiniones redefiniendo el dominio de la variable
bidimensional a ([—1,1] U {nulo}) x ([-1,1] U {nulo}), e ignorando los
valores nulos en los modelos donde no se puedan utilizar.

= Imputar los valores faltantes mediante aproximaciones basadas en usua-
rios similares. Por ejemplo, si un usuario tiene valoraciéon positiva hacia
un candidato pero no ha opinado sobre el otro, se puede asignar como
valor una media (o0 moda, si se muestra méas precisa) de las opiniones ex-
presadas por usuarios con opiniones similares acerca del partido del que
conocemos el sentimiento del usuario.?

La representacion (ug,up) no tiene en cuenta el namero de tweets que un
usuario escribe para opinar sobre cada candidato. Por ejemplo, un usuario que
publica un solo tweet negativo sobre un candidato y otro que publica mil tweets
negativos tendrian la misma representacion, a pesar de que intuitivamente
sabemos que su intensidad de odio podria ser muy distinta.

Una soluciéon ingenua seria ponderar el valor de cada componente en funcion
del nimero méaximo de mensajes emitidos por todos los usuarios respecto a
ese candidato. No obstante, esto podria introducir sesgos por hiperactividad
con usuarios que generen una cantidad desproporcionada de tweets, ademas
de dificultar la interpretacion, ya que al combinar intensidad y volumen en
una sola medida se perderia claridad sobre si un valor extremo refleja un
sentimiento muy fuerte o simplemente una gran cantidad de tweets moderados.

Otra opcion seria incorporar una medida de intensidad o volumen junto a la
media, lo que nos lleva a la siguiente seccién, en la que transformamos estas
variables en medidas unidimensionales que tienen en cuenta para cada usuario
el ntimero de tweets dedicados comparativamente a cada candidato®.

Variables Unidimensionales

continuacion, definimos distintas transformaciones de la variable bidimensional

en variables unidimensionales que capturan distintos aspectos del comportamiento

2La similitud entre usuarios no requiere igualdad exacta de opiniones. Es recomendable agrupar
los usuarios en intervalos de sentimiento (e.g., positivo, neutro, negativo) y calcular la media o
moda del grupo correspondiente.

3Conviene enfatizar que un mismo tweet podria hablar de ambos candidatos y en ese caso
contabilizaria para los dos.
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politico de los usuarios. Estas transformaciones permiten entender mejor los datos
y adaptarlos a modelos que requieren una sola dimensiéon por individuo, facilitando
comparaciones agregadas y el uso de ciertos indices de polarizacion.

3.2.1. Intencién de voto (democrata vs republicano)

Esta variable estima la preferencia politica entre dos polos ideolégicos opuestos,
considerando que una opinién favorable hacia un candidato equivale a una desfavo-
rable hacia su antagonista. Es decir, un tweet de apoyo al partido republicano se
interpreta como rechazo al partido demécrata, y viceversa.

Se define como:

UR TR —Up -~ MTpD

vote_ intention =
mpr -+ mp

donde ug,up € [—1,1] son las valoraciones medias hacia los republicanos y
los democratas respectivamente, y mg, mp el namero de tweets que el usuario ha
emitido sobre cada uno. En caso de no existir valoraciones para algtin usuario sobre
algtin candidato se toma la valoraciéon media y el nimero de tweets como 0.

Esta variable toma valores en [—1, 1], donde —1 representa una fuerte preferencia
democrata, y 1 una fuerte preferencia republicana. Para su uso en modelos que
requieren valores positivos —como el de Foster y Wolfson, en el que una media o
mediana igual a cero haria que el indice no estuviera definido-, usarfamos una
version transformada al intervalo [0, 1]:

vote_intention + 1

2

vote_intentiony i =

3.2.2. Tonalidad del discurso (optimista vs pesimista)

Esta variable mide si el usuario tiende a emitir mensajes cargados afectivamente
de forma positiva o negativa, independientemente de hacia quién estén dirigidos.
Refleja si el individuo acttia como un simpatizante general (fan) o como un opositor
sistematico (hater).

Se define como:

. UR - MR+ Up-Mmp
tone_ bias =

mpr +mp
Esta variable también varia en [—1, 1], donde —1 indica una actitud predomi-
nantemente negativa, y 1 una actitud mayoritariamente positiva.

3.2.3. Amplitud (neutral vs polarizado)

La amplitud representa la distancia entre las valoraciones de un usuario hacia
los dos candidatos, es decir, el grado de polarizacion interna. Un valor bajo indica

4Gi después de hacer esta traslacién atn asi la mediana o la media son 0 se considera un caso
degenerado y el indice daré 0 por considerarse que casi toda la poblacién se encuentra en un polo
y no existe polarizacion entre polos.
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opiniones similares (ya sean ambas positivas, negativas o neutras), mientras que un
valor alto indica una fuerte preferencia por uno de los candidatos en detrimento del
otro.

Se define como:

[ur — up|
2
La variable toma valores en el intervalo [0,1]. Un valor de 0 representa indife-
rencia o actitud similar hacia ambos candidatos, mientras que 1 indica la maxima
polarizaciéon posible.

spread =



Capitulo

Modelos de Polarizacion

En esta secciéon se presentan distintos modelos de polarizacion aplicables a nues-
tro conjunto de datos. Nos centraremos en indices numéricos, ya que constituyen
las herramientas mas habituales para el analisis de distribuciones, especialmente
en contextos como el de la desigualdad econémica o la fragmentacion politica. Un
indice numérico resume el fendémeno de interés en un solo valor, lo que permite indu-
cir un orden completo sobre distintas distribuciones y facilita la comparaciéon entre
contextos.

Analizaremos en primer lugar el Indice de Polarizacion Gravitatoria, seguido del
famoso indice propuesto por Foster y Wolfson, el modelo clasico de Esteban y Ray,
y finalizaremos con una propuesta propia que pretende capturar de forma simple
y efectiva la intensidad bipolar de una sociedad ideoldgicamente dividida como la
americana.

Es importante notar que cada uno de estos modelos puede tomar como entrada
cualquiera de las variables definidas en el capitulo anterior, se elegira una u otra en
funcién de sobre qué aspecto politico se desea estudiar la polarizacion y, a efectos
préacticos, modificarla es tan sencillo como cambiar la distribuciéon de entrada del
modelo. Es claro que, en general, el aspecto mas interesante suele ser la orientacion
politica de los usuarios —en nuestro texto, esta intenciéon de voto es reflejada por la
variable vote intention—y al ser la mas intuitiva se ha elegido para ejemplificar los
tres tltimos indices que presentamos. No obstante, la variable bidimensional original
también podria ser aplicada a los modelos si cada par (ug,up) se descompone en
dos variables unidimensionales. También puede resultar interesante esta variable
para analizar, en lugar de la polarizaciéon en el espectro republicano-demoécrata, la
polarizaciéon sobre un tnico candidato en el espectro amor-odio. Por ello, hemos
decidido elegirla para ejemplificar el primer indice presentado y asi mostrar algo
més de variedad.

17
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4.1. 1Indice de Polarizaciéon Gravitatoria

4.1.1. Definicion

El Indice de Polarizacion Gravitatoria (IPG) definido por Morales et al. (2015)
considera dos poblaciones que se diferencian entre si por el signo de su opinién
acerca de un candidato politico seleccionado: decimos que una poblaciéon le ama
(signo > 0) y la otra le odia (signo < 0). Esta inspirado en la fisica, en particular en
el concepto de centro de masa y en el momento dipolar eléctrico (que es proporcional
a la separacion entre cargas).

En particular, el modelo mide la polarizaciéon considerando tanto la diferencia
en el tamano de las poblaciones como la distancia entre sus respectivos centros de
gravedad.

Para este modelo, utilizamos la variable bidimensional de sentimiento definida
previamente en la secciéon 3.1. Recordamos que denotamos por Ugs al conjunto de
usuarios que han expresado una opinién sobre el candidato C'y que u € Ug tiene
asignado un valor uc € [—1,1], la opinion promedio del usuario sobre el candi-
dato. En resumen, para cada usuario tenemos la variable (u4,up) donde A y B
son candidatos politicos. Dado que este modelo evaliia cada candidato de manera
independiente, nos centramos en Uy para un candidato C' concreto.

Para comprender la expresion del IPG repasaremos algunos conceptos previos.
Definimos la funcién de probabilidad de encontrar un usuario con un sentimiento
promedio x respecto al candidato C' entre todos los usuarios con una opinién sobre
C' como:

Hluc =T
p(x) = #luo = o}
#{Uc}
Dado que u¢ € [—1, 1] definimos la funcion de distribucion acumulada (CDF) de
la variable X como:

T

F(z)=P(X <z)= / p(t) dt.

~1

A partir de esta funcion F', podemos ver las probabilidades acumuladas y expre-
sar las proporciones relativas de usuarios con opiniones negativas y positivas de la
siguiente manera:

A= = P(X < 0) = F(0) = / (o) de.

A*:P(X>0):1—F(O):/1p(:c)da:

donde A~ representa la proporcion relativa de usuarios con opiniones negativas y A+
la de usuarios con opiniones positivas. Por ejemplo, si la mitad de los usuarios tiene
un valor de opinién uc < 0 y la otra mitad un valor uc > 0, entonces A~ = AT = %
Cabe destacar que estas cantidades solo reflejan la proporciéon de usuarios en cada
grupo y no la intensidad de sus opiniones.
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Notese que no se estan teniendo en cuenta a los usuarios con opinion media igual
a cero. Esto en el caso continuo no es un problema ya que por ser un punto en el
continuo la probabilidad es cero. Sin embargo, en el caso discreto habria que esta-
blecer en qué grupo se incluyen estos usuarios. Para evitar sesgos en la distribucion
de los grupos, proponemos distribuir aleatoriamente los usuarios neutros entre los
conjuntos AT y A~ de manera proporcional a sus tamanos originales. Por tanto,
formalmente, los valores de AT y A~ se definirian como:

A= P(X > 0)+ P(x =) 20 iy )

1 P
P(X £0) *

A~ =P(X <0) [1+w}

P(X #0)

Esta asignacion garantiza que los conjuntos At y A~ permanezcan disjuntos,
preservando la proporcion relativa de los grupos y asegurando que la modificacion
de los centros de gravedad sea lo més equitativa posible. Ahora, una vez aclarada la
cuestion de las opiniones neutras, para facilitar la comprension seguiremos haciendo
uso de la formulacion inicial de los conjuntos A™ y A~.

A partir de estas definiciones, podemos expresar la diferencia normalizada en el
tamano de ambas poblaciones como:

AA=AT— A" =P(X >0)— P(X <0)

Este valor indica qué grupo tiene mayor representaciéon en términos de senti-
miento sobre el candidato C.

Sin embargo, para medir la polarizacion, no solo importa el tamano relativo de
las poblaciones, sino también la intensidad de sus opiniones. Para ello, calculamos
los centros de gravedad! de la distribuciéon de probabilidad p(z) en los intervalos
positivo y negativo. Estos se definen como:

_ [ip@)rda

go =

A_

1
4ot = Jo p(x)x dx

A+

La distancia normalizada entre ambos centros de gravedad se define como:

lgct — gc |
d=1= 91
2

Desde el punto de vista fisico, el célculo realizado en este modelo se corresponde con el término
centro de masa, el punto en el que se puede considerar que toda la masa de un sistema esté
concentrada para describir su movimiento en ausencia de fuerzas externas. En contraste, el centro
de gravedad se define como el punto donde se aplica la resultante de las fuerzas gravitatorias. No
obstante, ambos coinciden en campos gravitacionales uniformes, por lo que empleamos este abuso
de notacién para mantener la coherencia con las fuentes originales.
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donde el denominador 2 corresponde al tamano total del intervalo [—1, 1] en el que
pueden situarse los valores de uc.

Bajo estas definiciones, podemos interpretar que en un caso de polarizaciéon ex-
trema (es decir, cuando los sentimientos son muy negativos o muy positivos), los
centros de gravedad estaran cerca de +1, lo que implica que la distancia definida
serd d ~ 1. En cambio, cuando los sentimientos son més moderados, los valores
promedio y los centros de gravedad estaran mas cercanos a 0, resultando en una
menor distancia d.

A partir de estas definiciones, la expresion final del Indice de Polarizacién Gra-
vitatoria es:

j=(1—|AAd

Este indice captura tanto la diferencia en tamano entre los grupos de opinién
como la intensidad de sus posiciones, proporcionando una medida cuantitativa de la
polarizacion respecto al candidato C.

4.1.2. Propiedades

El Indice de Polarizacion Gravitatoria, u, es una funcién de dos variables: la
diferencia en tamano entre los grupos de opinion, |AA|, y la distancia entre sus
centros de gravedad, d. Su comportamiento se muestra en la figura 4.1. En esa grafica
podemos observar que a medida que la diferencia de tamano aumenta (|JAA| — 1), el
indice de polarizaciéon disminuye, ya que la polarizaciéon es mayor cuando los grupos
tienen tamanos similares (JAA| — 0). Por otro lado, cuando la distancia entre los
centros de gravedad es mayor (d — 1), el indice de polarizacion aumenta.

Este comportamiento se puede describir a partir de las siguientes propiedades:

» Rango de valores: El indice p esta acotado en el intervalo [0, 1], donde:

e ;1 = 1 indica una polarizaciéon extrema, es decir, cuando los grupos de
opinién tienen tamanos similares (|AA| ~ 0) y estan completamente se-
parados (d = 1).

e 1, = ( representa una polarizaciéon minima, lo que puede ocurrir en dos
casos:

o Cuando uno de los grupos es significativamente mayor que el otro
(JAA| = 1). Esto refleja que una polarizacion baja no tiene que sig-
nificar que la poblacién tiene una opinién neutra. Podria suceder que
la opinion media estuviera completamente centrada en un sentimien-
to extremo, por lo que la proporcién de usuarios en el otro sentimiento
serfa minima y |AA| ~ 1.

o Cuando las opiniones de ambos grupos son moderadas y se concen-
tran en valores cercanos a 0 (d =~ 0).

= Simetria: La métrica es simétrica respecto a la distribuciéon de opiniones, ya
que solo depende del tamano relativo de los grupos y de la distancia entre sus
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centros de gravedad, pero no del signo de los sentimientos. Es decir, intercam-
biar los grupos de opinién negativa y positiva no afecta el valor de p.

Invariancia frente a traslaciones en el intervalo: El indice p solo depende de
la distancia relativa entre los centros de gravedad de las opiniones positivas y
negativas y del tamano relativo de los grupos. Si dos distribuciones de opinién
tienen la misma separacion d y el mismo |AA|, entonces p serda el mismo,
independientemente de en qué parte del intervalo [—1, 1] se ubiquen los grupos.

Por ejemplo, si en tres distribuciones con grupos de igual tamano los senti-
mientos negativos estan concentrados en torno a —0,75 y los positivos en torno
a 0,25, en otra en torno a —0,5 y 0,5, y en otra en torno a —0,25 y 0,75, el

valor de p sera el mismo.

U (indice de Polarizacién)

Figura 4.1: Grafica que muestra el comportamiento del IPG p en funciéon de la
diferencia en el tamano de los grupos |AA| y de la distancia entre sus centros de

gravedad d. Fuente: elaboracion propia.

4.1.3. Consideraciones

El Indice de Polarizacién Gravitatoria permite analizar la opinion de los usuarios
sobre cada candidato de manera independiente. Sin embargo, su aplicacién requie-
re considerar algunas particularidades del conjunto de datos. Como se mencion6
anteriormente en el estudio de la variable bidimensional, en nuestro caso no todos
los usuarios expresan opiniones sobre ambos candidatos por lo que los conjuntos de
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usuarios con sentimiento sobre cada candidato, Uy y Up, pueden tener diferentes
tamanos.

Asi, solo los usuarios Uynp pueden representarse en un espacio bidimensional,
lo que permite construir un diagrama de amor-odio como ilustra la figura 4.2. En
ella, los ejes muestran el nivel de sentimiento hacia cada uno, desde amor (+1)
hasta odio (—1). Los cuadrantes reflejan combinaciones de sentimientos: amor mutuo
(superior derecho), odio mutuo (inferior izquierdo), y amor por uno con odio al otro
(superior izquierdo e inferior derecho). Las lineas diagonales indican igual intensidad
de sentimiento hacia ambos y los ejes que representan el maximo amor hacia cada
candidato estén representados por corazones azules (C' = +1) y por corazones rojos
(T = +1).

Este diagrama visualiza simultaneamente la opinién de los usuarios sobre los dos
candidatos y proporciona una perspectiva alternativa sobre la polarizacion, pudiendo
también calcularse los centros de gravedad en dos dimensiones. Mientras que el indice
1 evalta la polarizacion respecto a cada candidato de manera separada, el diagrama
de amor-odio se basa tUnicamente en los usuarios de Usnp, lo que puede llevar a
diferencias en la percepcion de la polarizacion.

Una ventaja clave del diagrama de amor-odio que a la vez ilustra una carencia
del IPG es que permite analizar comparativamente si el desacuerdo con un candidato
implica necesariamente apoyo al otro. En algunos casos, es posible encontrar una
gran cantidad de usuarios con sentimientos negativos hacia ambos candidatos, lo
que sugiere un alto nivel de desafeccion politica.

Figura 4.2: Diagrama de amor-odio entre dos candidatos (C'y T'). Fuente: Losada
et al. (2022).

4.1.4. Ejemplo de Aplicacién

En el caso particular de una distribucién de opiniones con forma gaussiana cen-
trada en cero, el indice de polarizacion se expresa en términos de la desviacion es-
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tandar. En este escenario, las opiniones politicas de los usuarios siguen una funciéon

de densidad de probabilidad dada por

1 22

e 202

p(x) =

Y

o\ 2w

donde o es la desviacion estandar de la distribucion.
El calculo esta detallado en el Apéndice A, se obtiene:

p=o+/2/m.

Este resultado muestra que en una distribucién de opiniones con forma gaussiana
centrada en cero, el indice de polarizaciéon depende tnicamente de la desviacion
estandar de la distribucién. A medida que la dispersion de las opiniones aumenta, el
valor de p crece, reflejando una mayor polarizacion. Por el contrario, si la desviacion
estdndar es pequena, las opiniones estaran més concentradas en torno a cero, lo que
reduce la polarizacién medida por el indice.

El hecho de que el valor del IPG dependa solo de la dispersion de la distribucion
no es exclusivo de la distribucién normal, sino que se extiende a cualquier distribu-
cion simétrica centrada en cero. Esto es debido a que en este tipo de distribuciones
los tamanos de los grupos positivos y negativos son iguales y los centros de grave-
dad estan equidistantes de cero pero en lados opuestos. Por tanto, féormulas similares
podrian derivarse para otras distribuciones de este tipo, como para la distribuciéon
uniforme que también se ilustra en el Apéndice A.

4.2. Indice de Foster y Wolfson

4.2.1. Definicion

Foster y Wolfson fueron de los primeros autores en proponer un indice de polari-
zacion en su articulo de 1992 que se basa en el coeficiente de Gini como indicador de
desigualdad. Su medida se utiliza en economia para analizar la distribuciéon de rentas
y detectar la desaparicion de la clase media. Por tanto, la variable empleada en el
modelo originalmente era el ingreso de cada individuo. No obstante, para nuestros
datos este modelo se aplica sobre la variable vote_ intentiony, ;; de cada individuo 7,
definida en la seccion 3.2.1 como v; con i € {1,...,n}. Al igual que la acumulacion
de poblaciéon en valores bajos y altos de ingresos implica polarizaciéon por existir
gran diferencia entre ricos y pobres, en nuestra variable una gran diferencia entre
valores altos y bajos de vote_ intentiony, ;) indicara polarizacion politica por la exis-
tencia de sentimientos radicales de republicanos y de demoécratas y la disminucion
de sentimientos neutrales representados por valores medios.

El indice de polarizaciéon de Foster y Wolfson se define como:

p— .(ﬂ).(T_G)

m
Donde:
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= m y i son la mediana y la media aritmética respectivamente de los v; de toda
la poblacion

s (G es el indice de Gini

+_ - . _ . . . .
n T =L M“ , siendo put y p~ las medias de los v; correspondientes a los indi-

viduos situados por encima y por debajo de la mediana m, respectivamente?
Por su definicion, T' recibe el nombre de desviacion de la mediana relativa a
la media.

= El factor 2 por el que se multiplica la férmula simplemente es anadido por los
autores para que el rango del indice sea similar al de Gini, segtiin Rodriguez
y Salas (2003). No obstante, en algunos desarrollos teéricos es omitido para
simplificar los calculos, para mantener la homogeneidad con otros articulos
nosotros también lo omitiremos en las secciones tedricas de Propiedades y
Consideraciones.

A continuacion, se explican en detalle las componentes de la formula y se revisa
su interpretacion.

Indice de Gini: G

El coeficiente de Gini, propuesto por Corrado Gini en Gini (1912), mide la des-
igualdad en la distribucion de una variable. Su calculo se basa en la curva de Lorenz,
que en nuestro contexto politico, compara el porcentaje acumulado de la poblacion
ordenada de menor a mayor sentimiento (eje x) con el porcentaje acumulado de
sentimiento (eje y).

En un escenario de distribuciéon completamente equitativa, la curva de Lorenz
coincide con la diagonal del cuadrado unitario (y = x), pues cada segmento de
la poblacién aporta proporcionalmente al sentimiento total. Por ejemplo, el 10 %
de la poblacion acumularia el 10 % del sentimiento acumulado total de las eleccio-
nes. Sin embargo, en una sociedad real, tal y como hemos definido numéricamente
los extremos, los sectores mas democratas contribuyen con una fraccion menor del
vote _intention total, mientras que los sectores mas republicanos concentran una
proporciéon mucho mayor. Esto hace que la curva de Lorenz siempre se encuentre
por debajo de la diagonal.

El coeficiente de Gini mide la desigualdad a partir del drea comprendida entre la
curva de Lorenz y la diagonal, normalizada respecto al area total del triangulo que
forma la diagonal con los ejes (ver figura 4.3). Se expresa como:

A
A+B

donde A es el area entre la curva de Lorenz y la diagonal, y B es el area bajo
la curva de Lorenz. Dado que el area total del triangulo es 0.5 (porque el cuadrado

G:

2En el caso de una distribucion discreta se deben repartir los usuarios con vote_intention = m, a
no ser que por su minimo tamano se decidan retirar de la muestra. Para que se cumpla la propiedad
w = “Jr;’f habra que asegurarse al redistribuir los neutros de que los grupos por encima y por
debajo de la mediana tengan exactamente la misma proporcion.
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unitario tiene area 1), el coeficiente de Gini también puede interpretarse como el
doble del drea comprendida entre la curva de Lorenz y la diagonal:

G=2A

El coeficiente de Gini varia entre 0 y 1 (o expresado en porcentaje, entre 0% y
100 %). Un valor de 0 indica igualdad perfecta, es decir, la curva de Lorenz coincide
con la diagonal, lo que significa que todos los individuos tienen la misma opinién de
preferencia politica. Un valor de 1 representa desigualdad absoluta, con una concen-
tracion mayoritaria en un extremo ideologico, y no existen posiciones intermedias o
moderadas. En este caso la curva de Lorenz irfa pegada al lado de abajo del cuadra-
do por los votantes democratas radicales y luego pasaria a aumentar drasticamente
al acercarse al lado derecho del cuadrado cuando empiecen a sumar los republicanos
radicales.

Es importante destacar que el indice de Gini mide desigualdad, no polarizacion.
El indice de Foster y Wolfson, utiliza un enfoque similar al del coeficiente de Gini,
pero adaptado para cuantificar la polarizacion en lugar de la desigualdad.

Figura 4.3: Representacion del coeficiente de Gini. Si el area entre la linea de perfecta
igualdad y la curva de Lorenz es A, y el area por debajo de la curva de Lorenz es
B, entonces el coeficiente de Gini es G = AJ%B. Fuente: elaboracion propia.

Desviacioén de la mediana relativa a la media: T
El término T se define como:

o P
I
donde pT y p~ son las medias del vote intention de los individuos situados por
encima y por debajo de la mediana, respectivamente, y p es la media total. 7" mide
la distancia relativa entre ambos grupos en relaciéon con la media. Su interpretacion
es la siguiente:
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= 7" < 1 indica menor polarizacién, con opiniones mas homogéneas.
» 7= 1 implica una distribuciéon simétrica respecto a la mediana.

= 7" > 1 sugiere una mayor polarizaciéon, donde la distancia entre los grupos
supera el valor medio, lo que indica una segmentacion fuerte entre republicanos
y democratas.

Al igual que el coeficiente de Gini, T también tiene una interpretacion geométrica
basada en la curva de Lorenz. Se debe notar que la media total u se puede expresar
como:

lo que implica que:

pt=2p—p

Reescribiendo T con la expresion obtenida:
toum Qu—pT)—ps 2u—2u —
P Ko _Quepn) 22 p—p

p p f 1

En términos geométricos, se puede interpretar que la expresion:

T p—p

2 Ju
es simplemente la distancia vertical entre la curva de Lorenz y la linea de igualdad
en p = 0,5, expresion que denominamos déficit de Lorenz o Lorenz shortfall:

~ =05— L(05)

donde L(0,5) representa la altura de la curva de Lorenz cuando la proporcion
acumulada de poblacion es 50 %, tal y como se ilustra en la figura 4.4.

En esta figura visualizamos la interpretacion geométrica de T' como el doble de
la distancia entre la curva de Lorenz y la linea de igualdad en p = 0,5: T es igual
a dos veces el déficit de Lorenz. En la figura se expone un cuadrado unitario con la
curva de Lorenz L y la recta tangente a la curva de Lorenz en p = 0,5. También
se muestran las tres medias. p coindice con L(1) por ser L una CDF y la longitud
del intervalo total 1. ;= es la media de las opiniones de la poblacion por debajo de
la mediana, es decir, si todos demodcratas opinaran lo mismo trazarfamos una recta
desde el punto (0, 0) hasta el punto (0,5, L(0,5)) y donde cortara esa recta con el lado
y = 1 nos darfa una altura de p~, aplicando el mismo razonamiento que aplicamos
con g anteriormente. Por tanto, como solo nos estamos quedando con la mitad de
esa altura porque queremos medir en y = 0,5, la longitud senada en el dibujo tiene
el valor de % La visualizacion para % es analoga o simplemente se puede observar

ut

que 5 = pu— % tal y como se verifica en el dibujo. Asi y con todo, pasamos a
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calcular la longitud del segmento pintado en rojo como la resta del punto extremo
superior (la recta y =  evaluada en 0,5 = £) menos el punto extremo inferior (£-):

woop g +pt omus opm—pt T
2 2 4 2 4 9
! ut
,u:f—"—ﬁ;"_ =1 - ' K
T/2
[T T } B
L ; 2

0 0.5 1

Figura 4.4: Interpretaciéon geométrica de T' como el doble de la distancia entre la
curva de Lorenz y la linea de igualdad en p = 0,5. Fuente: elaboracion propia.

A partir de esta definicion, se obtiene que:

T =1-2L(0,5)

Ademas, T es equivalente al doble del area del trapecio mostrado en la figura 4.5,
ya que a continuacion demostraremos que este area es equivalente a la magnitud del
déficit de Lorenz.

En la figura, el trapecio esta definido por la superficie comprendida entre la recta
tangente a la curva de Lorenz en p = 0,5, la recta de igualdad y = x y los dos ejes
verticales en p = 0 y p = 1. El area esté pintada en amarillo y es 0,5 — L(0,5). Por
lo tanto, T es el doble del area de este cuadrilatero. A su vez, el indice Gini G se
corresponde con el doble del area verde, que es el area entre la diagonal y la curva
de Lorenz.

Ahora si, prosigamos calculando el area entre la tangente y la linea de igualdad
desde p =0 a p = 1. Sea la ecuacion de la recta tangente a la curva de Lorenz L en
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p=10,,
T(p) = L(0,5) 4+ L'(0,5)(p — 0,5)
Area = /0 (p - T(p)) dp
_ / [p — (L(0.5) + L'(05)(p — 0.5))| dp
_ /0 p— L(05) — L'(0.5)(p — 0,5)] dp
:Ap@—AL@@@_ALm@@—MMP
:%_me
Asi que,

T =2(0,5— L(0,5)) = 2 x Area

Por tanto hemos conseguido expresar 1" en funciéon de dos caracteristicas de la
curva de Lorenz: el doble de su déficit y el doble del area del trapecio que la encierra.

Figura 4.5: Interpretacion geométrica de T' como el doble del area del trapecio ama-
rillo definido por la curva de Lorenz. Ademés, el indice de Gini G es el doble del
area verde. Fuente: elaboracion propia.

A partir de esta construccion, se observa en la figura 4.5 que T' es siempre mayor
que G cuando este tltimo es distinto de cero.
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El factor -

El término £ acttia como un factor de ajuste en el indice de Foster-Wolfson.

La inversa % se interpreta como la pendiente de la tangente a la curva de Lorenz
en el percentil 50 de la poblacion. Para entender esto, recordemos que la derivada
de la funcion de distribucion acumulada (CDF) es la funcién de densidad de pro-
babilidad. La pendiente de la recta tangente a la curva de Lorenz en p = 0,5 esté
dada por la funciéon de densidad evaluada en ese punto, que es la mediana. Ademés
se divide entre la media p porque originalmente el lado del cuadrado en el que se
representa la curva tiene longitud p (ya que la media en una distribuciéon continua
es el valor de la CDF dividido entre la longitud del intervalo que es 1, por tanto en
este caso la CDF evaluada al final del intervalo, en 1, tiene que tener altura p). Por
lo que dividir por p permite escalarlo a una escala unitaria.

Al multiplicar por £, se garantiza que la pendiente de la tangente en L(0,5) se
normaliza a 1, facilitando la comparacion de distribuciones con diferentes medias y
medianas.

4.2.2. Propiedades

Retornando a la interpretaciéon econémica original, cuando la distribuciéon de
. e - 0 4
ingresos es simétrica, se cumple que 4 = m, por lo que £- = 1, y el indice P se

simplifica a:

T'=G+P

Es decir, la desviacion relativa respecto a la mediana (7") se puede descomponer
como la suma de la desigualdad (G) y polarizacion (P). En general, la desigualdad
y la polarizaciéon tienden a aumentar juntas cuando se incrementa la distancia entre
los grupos situados por encima y por debajo de la mediana. En este contexto, P
mide la parte de T" que no se explica por la desigualdad global (G), sino por la
concentracion en extremos.

Esto suele ocurrir, por ejemplo, cuando se produce una transferencia regresiva
a través de la mediana: una redistribucion de ingresos desde personas situadas por
debajo de la mediana hacia personas por encima de ella. Se denomina regresiva
porque aumenta la desigualdad, va en contra de una légica redistributiva justa donde
los que tienen mas ayudan a los que tienen menos. Este tipo de transferencia acentiia
tanto la desigualdad como la separacion entre grupos, incrementando 7', G y P.

Sin embargo, desigualdad y polarizaciéon no son lo mismo, y pueden moverse en
direcciones opuestas. Si 1" se mantiene constante, una redistribucion progresiva (una
redistribucion de los que estan por encima de la mediana a los que estan por debajo)
dentro de uno de los grupos (solo entre los republicanos o solo entre los demdcratas)
puede reducir la desigualdad sin modificar o incluso aumentando la distancia entre
grupos, y por tanto aumentando la polarizacion.
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4.2.3. Consideraciones

La férmula del modelo de Foster y Wolfson se encuentra escrita de varias maneras,
que dan lugar a interpretaciones interesantes. A continuacién se expone su origen y
una manera de reescribirla en funciéon de los indices de Gini tinicamente.

En el articulo publicado por los autores del indice Foster y Wolfson (2010) se
presentan varias curvas de polarizacion.

La ecuacion de la Primera Curva de Polarizacion se puede encontrar en cualquiera
de estas formas:

Erlq) = i) — 5(0.5) = T @ = FZO5] _ [F7(g) = mrl

mpg mpg

Donde:

= Feslafuncion de distribucion acumulativa. Asi, si la mediana del vote _intention
es 0,7, entonces F'(0,7) = 0,5, lo que significa que el 50 % de la poblacion tiene
preferencia politica menor o igual a 0,7.

» 7! eslafuncion cuantil de la distribucion, es decir, F~1(q) es el vote _intention
para el cual la proporcion ¢ de la poblacion tiene un vote intention menor o
igual.

= ¢ representa el vote intention en el percentil ¢ normalizado por la mediana.
= mp es la mediana de los vote intention.

Esta curva mide la distancia entre el vote intention del percentil ¢ y la mediana
medida en medianas (normalizado). La bipolarizacion ocurre cuando los vote _intention
se agrupan en valores alejados de la mediana, lo que se refleja en valores altos de
Er(q). Se muestra un ejemplo de esta curva en la figura 4.6.

cumulative spread
on both sides
of the median

05 percentile

Figura 4.6: Sean F'y G dos distribuciones acumulativas de probabilidad. Podemos
observar que la curva Fg esta debajo de Er en todo el intervalo, asi que hay més
bipolarizacién en la distribucion F' que en G. Fuente: Nissanov et al. (2013).

La ecuacion de la Segunda Curva de Polarizacion se define en funcion de la
Primera Curva de esta forma:

0,5
/ Er(p) dp‘ =
q

Hp(q) =

05 |F-1(p) — F1(0,5)]
/q Fi0s) P
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Esta curva representa el drea bajo la Primera Curva de Bipolarizacion Er(q),
entre los percentiles ¢ y 0.5, es decir, cuantas medianas se tendrian que desplazar
los vote _intention de los usuarios entre los cuantiles ¢ y 0,5 para alcanzar el valor
de la mediana. En otras palabras:

» Si Hp(q) es alto, significa que hay una fuerte acumulacion de sentimientos lejos
de la mediana, indicando alta bipolarizacion.

» Si Hr(q) es bajo, implica que los sentimientos estan mas distribuidos de ma-
nera homogénea en torno a la mediana.

Un ejemplo de esta Segunda Curva de Bipolarizacion se ilustra en la figura 4.7.

cumulative value
of area under E¢
and Eg in Figure 3.2

0.5 percentile

Figura 4.7: Sean F'y GG dos distribuciones acumulativas de probabilidad. Podemos
observar que la curva Hg esta debajo de Hp en todo el intervalo, asi que hay més
bipolarizacién en la distribucion F' que en G. Fuente: Nissanov et al. (2013).

Ahora si, podemos dar la definicién original del Indice de Polarizacion de Foster
y Wolfson como el doble del area bajo la Segunda Curva de Bipolarizacion:

1
P:/ 2Br(q) dq.
0

Posteriormente en el Apéndice de Foster y Wolfson (2010) se demuestra que este
indice dado por curvas se podia definir como la diferencia entre dos éareas, T'y G,
que es la definiciéon inicial que proporcionamos aqui.

A continuacién procedemos a estudiar otra formulacion del modelo en funcién
de los indices de Gini tinicamente.

Dividimos la poblacion en dos subgrupos: aquellos por encima de la mediana m
y aquellos por debajo. La desigualdad total, medida mediante el coeficiente de Gini,
se descompone en dos términos:

» Desigualdad entre grupos (Gg): Se obtiene aplicando el coeficiente de Gini a
una distribucién lineal a trozos, en la cual todos los individuos de un grupo
tienen la misma opinion, igual a la media del grupo. Es decir, aquellos por en-
cima de m opinan " y aquellos por debajo opinan p~. Esto equivale a asumir
que todos los miembros del grupo tienen la misma intensidad de sentimien-
to, lo que implica una pendiente constante. GGg mide la desigualdad entre los
grupos, la diferencia en intensidad de apoyo entre los dos partidos politicos.
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» Desigualdad dentro de los grupos (Gy ): Se calcula como un promedio ponde-
rado por poblacion de los niveles de desigualdad dentro de cada grupo. Por
ejemplo, dentro de los republicanos puede haber diferencias en la intensidad
de apoyo entre los mas fanaticos y los menos comprometidos.

La desigualdad total se expresa como la suma de estos dos términos:

G=Gp+Gw

A partir de esta descomposicion, el indice de polarizacion se define como:

P=—(Gg—Gw)

3=

Este indice mide la desigualdad entre los dos subgrupos (Gp), restando la des-
igualdad interna de cada grupo (Gw ), todo ello reescalado por el factor p/m. Dado
que el coeficiente de Gini global es la suma de Gg y Gy, esta descomposicion re-
fuerza la diferencia conceptual entre desigualdad y polarizacion.

» Mayor desigualdad entre los dos subgrupos (Gp grande): aumenta tanto la
desigualdad como la polarizacion.

» Mayor desigualdad dentro de los grupos (Gy grande): incrementa la desigual-
dad total, pero reduce la polarizacion, ya que los grupos internamente son mas
diversos y menos diferenciados entre si.

La figura 4.8 ilustra esta relacion. En la distribucion lineal a trozos, si las medias
de ambos grupos son similares, la mediana de la curva de Lorenz aumentara, las
rectas correspondientes estaran més elevadas y la curva se «aplanardy, resultando
en un G pequeno y menor desigualdad entre grupos. En cambio, si las medias
difieren significativamente, el area entre los grupos sera mayor, aumentando Gpg y
reflejando una mayor polarizacion.

Por otro lado, Gy se puede interpretar como la suma de los coeficientes de
Gini dentro de cada grupo, normalizada para cada subpoblacién. Si los grupos son
internamente mas heterogéneos, la desigualdad dentro de ellos aumentara, pero la
distancia relativa entre ellos se reducira, disminuyendo el efecto polarizador.
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Figura 4.8: En azul se muestra la denominada distribucion lineal a trozos, donde
cada individuo opina la media de su grupo. El area verde representa % y el area

roja, dado que G = G + Gy, representa GTW Fuente: elaboracion propia.

4.2.4. Ejemplo de Aplicaciéon

Para ilustrar el célculo del indice de Foster y Wolfson, consideremos dos ejemplos
con una distribuciéon discreta de la variable v;, que representa la vote intention de
cada individuo, si es necesario haciendo una traslacién para que solo pueda tomar
valores entre [0, 1].

Consideremos una muestra de n = 1000 votantes texanos en 2024 con la siguiente
distribucion de intencién de voto:

= p; = 0,50 (500 votantes apoyan fuertemente a Trump, es decir, v; = 1).
= pos = 0,20 (200 votantes son neutrales o indecisos, es decir, v; = 0,5).

= po = 0,30 (300 votantes apoyan fuertemente a Harris, es decir, v; = 0).

Al ordenar los valores, el percentil 50 cae dentro del grupo neutral, por lo que
la mediana es m = 0,5. Para aplicar el indice de Foster y Wolfson, dividimos la
muestra en dos grupos: republicanos (v; > m) y democratas (v; < m). Como el
numero de votantes indecisos es considerable, no podemos ignorarlo, y como hay 500
republicanos y solo 300 demédcratas, asignamos los 200 neutrales completamente al
grupo democrata para igualar la masa de ambos grupos en 0.5 (esto no significa que
tomemos los neutros como demécratas y los calculos no se veran influenciados).

R =0,50, D =0,30+0,20 = 0,50

La media total es:

1= (1)(0,50) + (0,5)(0,20) + (0)(0,30) = 0,50 4 0,10 = 0,60
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Las medias de cada grupo son:

(1)(0,50) o= (0)(0,30) + (0,5)(0,20) 0,10

— =

= 0,20

0,50 ’ 0,50 0,50

Verificamos que tras la reasignacion de los neutros se cumple:

_opt4pm 140,20
a 2 2

El término T es:
pt—p-  1-020 080
w060 0,60

El coeficiente de Gini G se puede calcular con la féormula discreta como se indica
en Cowell (2011):

T = 1.3

1
G = % iszipj\vi — v

= 50,60 [(©30)(0:20)(0.5) + (050)(0:30)(1)

0,
+ (0,20)(0,50)(0,5) + (0,20)(0,30)(0,5)
+ (0,30)(0,50)(1) + (0,30)(0,20)(0,5)]
= 15 [0.05+ 0,15+ 0.05 + 0.03 + 0,15 + 0,03
= 0,3833

Finalmente, el indice de Foster y Wolfson es:

0,60
P=2. (ﬁ> (T—G)=2- (W) - (1,3333 — 0,3833) = 2,4 - 0,95 = 2,28

m

Y

Este valor refleja una polarizacion significativa con grupos simétricos y bien se-
parados respecto a la mediana, ademés, nos recuerda que este indice puede presentar
valores mayores que 1 a diferencia del IPG estudiado en la secciéon anterior.

Consideremos ahora otra muestra de n = 1000 votantes pensilvanos en 2024 con
la siguiente distribucién:

= po75 ~ 1/3 (333 votantes apoyan moderadamente a Trump, es decir, v; = 0,75).
= pos ~ 1/3 (334 votantes son neutrales o indecisos, es decir, v; = 0,5).

= ppo2s A~ 1/3 (333 votantes apoyan moderadamente a Harris, es decir, v; = 0,25).

La mediana es m = 0,5. Para aplicar el indice de Foster y Wolfson, dividimos la
muestra en dos grupos: republicanos (v; > m) y democratas (v; < m). Asignamos
los 334 votantes neutrales equitativamente: 167 a cada grupo.
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333 + 167 333 + 167
= ——— D = —————
1000 0,50, 0,50

R 1000

La media total es:
= (0,75)(0,333)+(0,5)(0,333)+(0,25)(0,333) = 0,24975+40,1665+0,08325 = 0,4995 =~ 0,5

Las medias de cada grupo son:

= (0,75)(0,333) + (0,5)(0,167) _ 0,24975 +0,0835  0,33325

= = (.,6665
0,5 0,5 0,5 ’
o (0,25)(0,333) + (0,5)(0,167) _0,08325+0,0835  0,16675
H= 0.5 - 0.5 =T 033
Verificamos:

pt+pm  0,6665+0,3335
2 N 2 a

W= 0,5

El término T es:

T 0,6665 — 0,3335 0,333

05 =05 = 0,666

El coeficiente de Gini G se calcula usando los tres posibles valores y asumiendo
la simetria al multiplicar por 2 para no tener que calcularlo sobre todos los pares
posibles, sino solo cuando ¢ < j:

G = i ; 2pip;lvi — vy
= ﬁ - [(0,333)*(0,5) + (0,333)%(0,25) + (0,333)%(0,25)]
=2.(0,111-0,540,111-0,25 + 0,111 - 0,25) = 2- (0,0555 + 0,02775 + 0,02775) = 0,222

Finalmente, el indice de Foster y Wolfson:

0,5
P=2. (ﬁ) - (0,666 — 0,222) = 2 - 0,444 = 0,888
Este valor refleja una polarizacién més baja en comparaciéon con el caso anterior,
lo cual se corresponde con la intuicién por las diferencias entre las distribuciones
que evidencia la figura 4.9.
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Distribucion votantes Texanos Distribucion votantes Pensilvanos

500
} I I
0
0.75 1.00

0.00 025 050 0.00 025 050 075 1.00
vote_intention vote_intention
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3 3

Nimero de votantes
15
3

Figura 4.9: Graficos de barras que muestran las distribuciones discretas de votantes
texanos y pensilvanos del ejemplo. Fuente: elaboracion propia.

4.3. Indice de Esteban y Ray

4.3.1. Definicion

Esteban y Ray, en su articulo de 1994, proponen otro de los primeros modelos
formales para medir la polarizacion dentro del marco de la economia. Su defini-
cion se centra en identificar distribuciones polarizadas que cumplan las siguientes
caracteristicas:

= Homogeneidad intra-grupal: los miembros de cada grupo comparten atributos
similares.

» Heterogeneidad inter-grupal: los grupos son claramente distintos entre si.

» Pocos grupos de tamano significativo: los grupos pequenos o individuos aisla-
dos tienen un peso despreciable.

Para formalizar su indice, consideramos 7,y € R™ y una distribuciéon

(’/T,y) - (7(1, <y Ty Y1, 7yn)

donde Vi # j y; # y; y Vi m; > 0. La poblacion total esta dada por >, m. En
nuestro caso, los datos provienen de la variable vote_intention, con y; representando
la opinién politica del individuo ¢ y 7; el tamano del grupo de los individuos que
presentan exactamente el mismo valor de opinién que .

El modelo se construye sobre las caracteristicas con las que los autores definen
la polarizacién, consta de dos componentes fundamentales.

En primer lugar, la identificacion intra-grupal. El modelo asume que un individuo
se siente identificado con quienes comparten su misma opinioén politica. Se introduce
una funcion de identificacion continua I : R™ — R* tal que I(7w) > 0si 7 > 0, donde
7 representa el tamano del grupo.?

3El modelo adopta una forma estricta de identificacién en la que los individuos solo se sienten
vinculados a quienes tienen exactamente el mismo valor de opinién, aunque para que tenga mas
sentido, con el mismo modelo podemos considerar las opiniones como estimaciones de opiniones
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En segundo lugar, el aislamiento inter-grupal. El aislamiento, en textos originales
referido como alienation, surge de la diferencia entre opiniones. Se define una funciéon
continua a : Rt — R* con a(0) = 0, llamada funcion de aislamiento. El aislamiento
entre los individuos i y j se calcula como a(d(y;, y;)), donde d(y;,y;) = |y —y;] es la
distancia o diferencia de opiniones. Ademas, a es no decreciente, ya que es razonable
pensar que a mayor distancia de opiniones el aislamiento crecera o al menos se
mantendré constante. Este concepto es simétrico: el aislamiento de ¢ hacia j es el
mismo que el de j hacia i.

Finalmente, definimos el antagonismo efectivo que un individuo siente hacia otro
como combinacién del aislamiento entre los dos individuos con la identificacion del
grupo del primer individuo (el sujeto). Se define mediante una funcién continua
T(I,a),donde I =I(m)y a=a(d(y;,y,)). Se requiere que:

» Cuando el aislamiento sea 0 el antagonismo lo sea también, es decir, T'(1,0) = 0
para toda I.

= El antagonismo efectivo para dos individuos crezca cuando el aislamiento entre
ellos crezca, es decir, que T sea estrictamente creciente en a cuando I,a > 0 4.

Estos requerimientos permiten que la funcién identificaciéon tenga efecto o no en la
expresion del antagonismo. Por ejemplo, T'(1,a) = a es una forma valida si se desea
ignorar el efecto de la identificacion.

Ahora tenemos las herramientas para presentar el indice de Esteban y Ray, que
se obtiene sumando los antagonismos efectivos entre todos los pares de individuos:

P(my) =Y > mm; T (I(m),a (5(yiy;))) (4.1)

i=1 j=1

Aqui, el producto m;m; representa el nimero de interacciones entre individuos del
grupo de ¢ y el grupo de j, mientras que T'(1(m;), a(6(y;, y;))) mide el antagonismo
que cualquier individuo del grupo de ¢ siente hacia cualquier individuo del grupo
de j. Es irrelevante de qué individuo del grupo se trate puesto que todos tienen la
misma opiniéon. No es necesario excluir del sumatorio el antagonismo efectivo que un
individuo siente hacia si mismo (los términos con i = j) ya que en ese caso por los
requerimientos exigidos: 0 = 0, a = 0 y, por tanto, como es lo6gico T' = 0. Ademas,
se incluyen tanto el antagonismo de i hacia j como el de j hacia 4, que pueden ser
distintos debido a los diferentes valores de (7).

En una primera formulacién, los autores dejan sin especificar las formas funcio-
nales de I, a y T', permitiendo asi que distintas elecciones generen diferentes medidas
de polarizacion.

grupales o intervalos. Aunque los autores discuten posibles extensiones que permitan la identifica-
cion parcial con individuos con opiniones cercanas pero no iguales, por simplicidad, el modelo se
mantiene en esta version.

4Simplemente se exigen valores positivos porque si a = 0 entonces T'(I,0) = 0 constantemente
y si I = 0 entonces por lo exigido a a podriamos decir que T es no decreciente pero no podemos
asegurar crecimiento estricto. Por ultimo, ni I ni a pueden tomar valores negativos.
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4.3.2. Propiedades

A continuacién, se proponen una serie de propiedades o axiomas razonables que
deben cumplir las funciones implicadas en el modelo. Estos criterios permiten res-
tringir el conjunto de posibles formulaciones a una clase muy especifica, de la cual
se deriva finalmente el indice concreto de Esteban y Ray. Cada uno de los axiomas
se explica intuitivamente a continuacion.

= Axioma 1: Supongamos que existen dos grupos con opiniones muy cercanas
entre si y ambos son més pequenos que un tercer grupo con opiniéon mas
lejana. Si se agrupan los dos pequenos en uno solo, se aumenta la identificacion
intra-grupal sin modificar la distancia promedio respecto al tercer grupo. Esto
deberia, por tanto, incrementar la polarizacion. Ver figura 4.10.

q

— ¢_|q

0 X y

Figura 4.10: Axioma 1. Sean p,q > 0, p > ¢q, 0 < z < y. Fijamos p > 0y z > 0.
Entonces, existen € > 0 y p > 0 (posiblemente dependiendo de p y x) tal que si
d(z,y) < €y ¢ < pp, entonces la union de las dos masas ¢ en su punto medio,
(x 4+ y)/2, aumenta la polarizacion. Fuente: Esteban y Ray (1994).

s Axioma 2: Consideremos un grupo situado entre otros dos, mas cerca del
de menor tamano. Si solo se permiten pequenos desplazamientos del grupo
intermedio, el movimiento que lo acerque al grupo mas pequeno y cercano
deberia incrementar la polarizacion. Ver figura 4.11.

Figura 4.11: Axioma 2. Sean (p,q,r) > 0, p > r, z > |y — z|. Entonces, existe ¢ > 0
tal que si la masa de poblacién ¢ se mueve a la derecha (hacia r) en una cantidad
que no excede ¢, la polarizacion aumenta. Fuente: Esteban y Ray (1994).

» Axioma 3: La desaparicién de una clase de opinién neutral por absorcién en
los grupos extremos debe aumentar la polarizacion. Ver figura 4.12.
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Figura 4.12: Axioma 3. Sean (p,q) > 0, x = y — x = d. Entonces, cualquier nueva
distribuciéon formada al desplazar masa de poblacién de la masa central ¢ equitati-
vamente a las dos masas laterales p, cada una a una distancia d, debe aumentar la
polarizacion. Fuente: Esteban y Ray (1994).

Ademés, se introduce una propiedad adicional: la de la homotecia. Esta supone
que el orden entre dos distribuciones segtn el indice de polarizaciéon no se altera si se
escala la poblacion total. Formalmente, si P(m,y) > P(n’,y’) para dos distribuciones,
entonces para todo A > 0 se cumple que P(Am,y) > P(A1',y/).

Los autores demuestran que una medida de polarizaciéon P* de la familia definida
en la ecuacion 4.1 satisface los Axiomas 1, 2, 3 y la propiedad de la homotecia si, y
solo si, es de la forma:

Pr(my) = K Y wtom ly — vl (4.2)

i=1 j=1

donde K > 0 es una constante de normalizacion (sin impacto en el orden del
indice), y a € (0,1,6]°.

Esta nueva formulacion del indice de Esteban y Ray es la que aparece con frecuen-
cia en la literatura. Comparéndola con la version general presentada anteriormente,
se observa que:

T(I(mi),a(0(yi,y5))) = Km0 (yi, y;)

es decir, el antagonismo efectivo T' es proporcional a la distancia entre opiniones
de los individuos antagonicos d y a una potencia del tamano del grupo 7 con el que
el individuo sujeto se identifica®.

5El valor maximo de « se ha estimado mediante analisis numérico a partir de una funcién
auxiliar f(z,«), construida para verificar si el indice cumple los axiomas deseados en distintas
configuraciones de poblacion. Analiticamente comprueban que debe verificarse que el limite superior
de « esté en el intervalo (1,2) y con calculo numérico, evaluando f para muchos valores de z y «,
encuentran ese limite superior en aproximadamente 1,6 y se prueba que los axiomas se cumplen si
solo si @ < 1,6, lo que justifica la restriccion del pardmetro. Véase el articulo original Esteban y
Ray (1994) para una discusion mas detallada.

6La racionalidad detras de que el antagonismo efectivo T sea proporcional a una potencia del
tamano del grupo con el que el primer individuo se identifica es debido a que T mide el desacuerdo
organizado. Por ejemplo, en contextos como manifestaciones politicas, el tamano del grupo con
el que se identifica el individuo influye en la visibilidad y fuerza del antagonismo proyectado.
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4.3.3. Consideraciones

Conviene senalar que la medida P* presenta un parecido sorprendente con la
conocida medida de desigualdad del coeficiente de Gini (véase la explicacion del
indice de Gini en el modelo de Foster y Wolfson 4.2.1). De hecho, la féormula para
calcular el coeficiente de Gini sobre distribuciones de probabilidad discreta es:

G: iZZWﬂrj\vi—vﬂ

i=1 j=1

lo cual coincide con la medida de Esteban y Ray presentada en 4.2 si se toma
1

K = Yy a= 0. Que en P* los tamanos grupales se eleven a una potencia mayor
que uno genera un comportamiento propio de una medida de polarizaciéon y distinto
al de una medida de desigualdad. Asi, el parametro « puede interpretarse como el
grado de sensibilidad a la polarizacion del indice: cuanto mayor sea « (dentro de sus
limites establecidos) mayor es la desviacion respecto a una medida de desigualdad.

Esta diferencia radica de un punto clave: mientras que las medidas de desigual-
dad no consideran la frecuencia poblacional de todas las categorias, las medidas de
polarizacion si lo hacen. La formacion de grupos con tamanos significativos es esen-
cial para que exista polarizacion —de hecho es la tercera caracteristica presentada
en la definiciéon de este modelo que entienden los autores como necesaria para la
existencia de polarizacion—.

Un ejemplo sencillo lo ilustra bien. Supongamos una sociedad igualitaria com-
puesta por campesinos. Si se redistribuye un excedente agricola fijo de forma que
una fraccion A\ de estos campesinos se convierten en campesinos ricos a expensas del
resto, jpara qué valores de A podriamos decir que se ha generado una diferenciacion
social significativa?

Valores de A cercanos a cero o uno dificilmente se interpretarian como una di-
vision clara en la poblacién; una poblaciéon no se considera muy polarizada si casi
todos los campesinos tienen lo mismo y solo unos pocos son muy ricos (A = 0) ni
si casi todos son muy ricos y solo unos pocos son campesinos pobres (A ~ 1). Sin
embargo, menores valores de A implicarfan inequivocamente una mayor desigualdad.

Esto muestra que, al no tener en cuenta cuantas personas hay en cada categoria,
las medidas de desigualdad no capturan el fenémeno de la polarizacién, que se basa
precisamente en la existencia de grupos diferenciados con un tamano significativo
dentro de la poblacion.

4.3.4. Ejemplo de Aplicaciéon

Supongamos una poblacion total normalizada fijando K = 1. Consideramos una
distribuciéon binaria de opiniones politicas en Estados Unidos: una fraccién = de la
poblacion se identifica como democrata (y la media de sus opiniones es ), y la
fraccion restante 1 — 7w como republicana (con media de opinién y), siendo = < y.
Asi, hay solo dos grupos ideolégicos en disputa, como muestra la figura 4.13.

El indice de polarizacion propuesto por Esteban y Ray, en este caso, se expresa
como:
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125‘545575910 12 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.13: Distribucion de dos puntos. Fuente: Esteban y Ray (1994).

P(m,z,y) = [7T1+a(1 —7m)+(1— 7r)1+°‘7r} (y—x)=r(l—m)[7*+ (1 —m)% (y—2x)

La expresion mide la intensidad del antagonismo entre ambos bloques, teniendo
en cuenta la identificacion intra-grupal y la distancia entre sus opiniones para reflejar
el aislamiento inter-grupal.

Es inmediato ver el aumento de polarizacion que se produce al separar las opi-
niones: para 7 fijo, si y — x aumenta (es decir, si las posiciones de los republicanos y
democratas se distancian mas), entonces P también crece. Este comportamiento es
coherente con la intuicién: cuanto mayor es la distancia ideologica entre los grupos,
mayor es la polarizacion.

Estudiamos ahora cémo varia la polarizacion en funciéon del tamano relativo de
los grupos. Definimos:

f(m) =m0 —m)+ (1 —7)tor

Esta funcién representa la parte del indice que depende de la distribucién pobla-
1

cional. Es simétrica respecto a m = 0,5, puesto que se verifica que f(% +k) = f(5—F)
para cualquier valor de k. Ademas en el anexo B demostramos que esta funcion pre-
senta un maximo global en 7 = 0,5 para 7 € [0, 1], definido en ese intervalo por ser
una fraccion del total, y para cualquier f definida con a € (0,1,6]. En la figura 4.14
graficamos f para varios valores de a.

Como se justifica en el anexo B, este resultado solo es valido si o < 2, lo que
justifica la restriccion « € (0, 1,6] discutida anteriormente: no solo garantiza el cum-
plimiento de los axiomas, sino también la validez estructural de este comportamiento
fundamental del indice.

Por tanto, el indice alcanza su valor maximo cuando ambos grupos —republica-
nos y demoécratas— tienen el mismo tamano, reflejando una situacion de méaxima
confrontacion equilibrada: dos bloques simétricos y significativos, claramente dife-
renciados.

De hecho, la distribucion bimodal (I1/2,0,...,0,11/2), es decir, la distribucion
que asigna la mitad de la poblacion a la clase de democratas mas extremistas y la
otra mitad a la de republicanos mas extremistas, es mas polarizada que cualquier
otra distribucion (7, ..., 7,) con poblacion total II, bajo cualquier medida P* (para
la demostracion véase el Teorema 2 de Esteban y Ray (1994)).
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fx) =x" (1 - x) + (1 - %) o
|

045 -

f(x)

Figura 4.14: Graficas de f(z) = z'™(1 — z) + (1 — z)'™®x para = € [0, 1] y varios
valores de a.. Fuente: elaboracién propia.

4.4. Nuestro modelo: Indice Beta de Polarizacion

4.4.1. Definicion

Sea para cada usuario 7 la variable vote intention v; € [—1, 1], donde los valores
negativos indican orientacion democrata y los positivos republicana. Definimos los
dos polos ideologicos:

D={i|v<0}, R={i|v>0}

Los usuarios estrictamente neutros (v; = 0) se reparten de forma proporcional
entre ambos conjuntos’. Ademas, si alguno de los polos quedara vacio el indice se
define como 0, pues no puede haber polarizacién bipartidista.

Para cada polo tomamos la mediana de la intensidad absoluta:

mp = mediana{\vi| = D}, mp = mediana{|v,~\ = R}.

Elegimos la mediana porque es robusta a valores extremos que podrian inflar la
media con s6lo unos pocos usuarios muy radicales.

"En los infrecuentes casos en los que una minoria de la poblacién se sittia en los extremos y una
mayoria tienen una opinién exactamente neutra, ciertamente tras hacer el reparto proporcional se
perderia la interpretabilidad de la situacién al mirar los tamanos de L y R, no obstante, esto no
influiria en el resultado del indice propuesto porque las medianas de ambos grupos se concentrarian
en torno al 0 y se obtendria una polarizacién baja.
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En el campo de la teoria de la informacién, la entropia de una variable aleatoria
cuantifica el nivel promedio de incertidumbre o informacién asociada con los estados
potenciales o resultados posibles de la variable. Etiquetamos cada tweet como a
favor de los democratas, neutro o a favor de los republicanos y, para cada usuario
i, calculamos las proporciones p;; con k € {dem, neu,rep}. La firmeza de la opiniéon
individual se mide con la entropia normalizada entre log(3) (entropia méxima de
una multinomial de 3 clases®):

= 1 1
h'z 10 szzk Og Pik S [O ]

Asi, un usuario 7 con h; = 0 tendra una opinién firme y un usuario con h; = 1
presenta mas dudas sobre su orientacién politica en su contenido publicado. Para
evitar ruido, si un usuario tiene un niimero de tweets insignificante se le asigna h; = 0
(opinién considerada clara).

La cohesion interna de cada bloque es la entropia media de sus miembros:

Ho = |D|Z = rmz"

€D i€ER

Sea

_ min{[DJ, |R[}
D[ + |R|

la fraccion del bloque minoritario: toma el valor méximo de 0.5 cuando los dos
polos tienen igual tamano y tiende a 0 cuando uno es muy pequeno.
Con los elementos anteriores definimos el Indice Beta de Polarizacion:

(Hp + Hg)

5 P, Indices € [0, 1].

Indices = (|mpl| + [mg|) [1 — 0

= 5 € [0,1] es un peso que modula la importancia de la cohesion, cuanto mayor
sea su valor mas castiga el indice la falta de firmeza de opiniones. Por defecto
en este texto, si no se especifica lo contrario tomaremos g = 1.

» |mp|+ |mg| crece cuanto mas alejadas del centro estan las posiciones tipicas
de ambos polos.

1-p w refleja la cohesion de opiniones: es méaximo cuando las opiniones

de los usuarios son firmes (Hp, Hg ~ 0).

= p penaliza los escenarios en que un solo polo domina en ntmero.

8En la férmula de la entropia si p;r = 0 para alguna k, surgird una indeterminacioén de la forma
0 - log(0), para poder mantener la formula es comun definir el abuso de notaciéon 0 - log(0) = 0.
Lo mas correcto técnicamente seria definir una funcion f, tal que f(0) =0y f(x) = zlog(z) para
x # 0, pero no entraremos en estos detalles.



44 CAPITULO 4. Modelos de Polarizacion

4.4.2. Propiedades

» Indiceg ~ 0 si se verifica alguna de las condiciones:

1. Uno de los polos es muy reducido (p = 0)
2. Ambos polos mantienen posiciones moderadas (|mpl|, |mg| =~ 0)

3. Las opiniones internas son dispersas (Hp, Hg ~ 1)
» Indices ~ 1 cuando simultdneamente se verifican:

1. Los dos polos tienen tamanos parecidos (p ~ 0,5)
2. Sus medianas estan en los extremos (|mpl, |mg| ~ 1)

3. La cohesioén interna es alta (Hp, Hr ~ 0)

4.4.3. Consideraciones

El Indice Beta de Polarizacion toma piezas esenciales de las medidas tradicio-
nales definidas por Esteban-Ray y Foster-Wolfson como la distancia a los polos y
el equilibrio poblacional. Ademas amplia la literatura clésica al incorporar la entro-
pia individual que captura la firmeza o ambigiiedad de las opiniones, aspecto poco
tratado por los indices tradicionales centrados sblo en las opiniones medias. Esto
resulta especialmente 1til en el estudio de las redes sociales por tratarse de un es-
pacio donde las opiniones pueden ser mas fluidas y cambiantes, con usuarios que a
menudo expresan puntos de vista contradictorios o ambivalentes, lo que dificulta la
clasificacion clara en polos ideolégicos.

Para cada usuario ¢, la entropia normalizada h; se comporta tal que cuando
todas sus intervenciones son de signo tnico, h; ~ 0 y su postura es firme; si reparte
tweets entre las tres categorias, h; — 1 y su opinion es volatil. La cohesion de cada
bloque se mide con Hp y Hg, las medias de h; dentro de D y R, respectivamente. El
factor [1 — %(H p+H R)] reduce el indice cuando un polo estd compuesto por muchos
individuos inseguros: un grupo cuyas opiniones fluctiian es mas proclive a cambiar
de puntos de vista y ofrece menor capacidad de conflicto por lo que provocaran
menor polarizacion que otro de opiniones estables y permanentes.

Asi, se obtiene una medida comprendida entre 0 y 1 que refleja simultdneamente
intensidad ideologica, cohesiéon interna y equilibrio de tamanos, tres componentes
que consideramos esenciales para describir la polarizacion en redes sociales.

4.4.4. Ejemplo de Aplicaciéon

A continuacién mostramos tres ejemplos teéricos que ilustran algunos compor-
tamientos del indice con g = 1.

1. Variacion por indecision de usuarios individualmente. Tomamos |mp| =
|mg| = 1 (posiciones extremas) y un equilibrio perfecto de tamanos (p = 0,5).
Introducimos un parametro ¢ € [0,0,5] que representa la probabilidad de que cada
usuario publique un tweet contrario a su orientacién. Ademés, cada usuario publica
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un tweet coherente con su polo con probabilidad 1 — ¢. Como no se publica ningtn
tweet neutro ahora solo hay dos clases de opiniéon y por tanto para normalizar se
toma el log(2). La entropia individual normalizada es

—(1 —q)log(1 —q) — qlogq
— Hp=Hp =
h(Q) 10g2 ; D R h(Q)a

y el indice se reduce a

gy =1~ MM g

Algunos valores representativos que se obtienen son:
I(0)=1 1(0,1) =~ 0,53 1(0,3) ~ 0,12 1(0,5) =0

Lo cual ilustra como el indice cae a medida que aumenta la «contaminacién» del
discurso de los mensajes, llegando a cero cuando los dos tipos de tweets son equi-
probables.

2. Variacién por desigualdad de tamanos de polos. Mantenemos extremos
idénticos |mp| = |mg| = 1 y cohesion total (Hp = Hr = 0), pero permitimos que
la fraccion de usuarios republicanos sea A € [0, 1].

p=min{\, 1 — A}, I(A) =2p =2min{\, 1 — A}

La curva es una campana isosceles: vale 1 en A = 0,5 y decrece linealmente hasta 0
cuando un polo acapara toda la poblacion.

3. Variacion por proporcién de usuarios indecisos. Tomamos |mp| = |mg| =
1 (posiciones extremas) y un equilibrio perfecto de tamanos (p = 0,5). Sea « la
proporcion de usuarios completamente firmes (h; = 0); la clasificacion de tweets
del resto (1 — a) se distribuye equitativamente entre defensores de su polo (3), del
contrario (3) y neutros (3), provocando que tengan una entropia individual h; = 1.

l—-a+1—«

HD:HRzl—a, I(Oé)zl 9

= q.
Asi, en el caso limite perfectamente bipartito, el indice coincide exactamente con
la fraccion de usuarios ideolégicamente convencidos, ofreciendo una interpretacion
directa: I = 0,7 implica que el 70 % de la poblacion se mantiene inamovible en los
extremos.






Capitulo

Aplicacion Practica de los Modelos

5.1. Datos Evaluados

Los datos empleados en este estudio corresponden a las tres elecciones presiden-
ciales mas recientes en Estados Unidos (2016, 2020 y 2024), y fueron recolectados
durante el periodo electoral —desde una semana antes hasta unos dias después de
la jornada de votacion de cada ano— a partir de publicaciones en Twitter que men-
cionaban directamente a los candidatos presidenciales. Para las elecciones de 2016
(Trump vs. Clinton) y 2020 (Trump vs. Biden), los datos fueron proporcionados
por el equipo de investigacion del profesor Rafael Caballero Roldan, quienes los
obtuvieron mediante la API oficial de Twitter como parte de sus propios trabajos
académicos. Estos conjuntos incluyen tanto metadatos de los tweets como informa-
cion relevante sobre los usuarios, permitiendo un anélisis detallado de la actividad
politica en la red social durante esos ciclos electorales. En el caso de las elecciones
de 2024 (Trump vs. Harris), la recoleccion de datos fue realizada directamente por
los autores de este trabajo. Debido a los cambios recientes en las politicas de acceso
a la plataforma —actualmente X— y a la imposibilidad de utilizar su API oficial por
razones presupuestarias, se implementé un sistema de web scraping desarrollado en
Python con herramientas como Selenium y ChromeDriver, lo que permiti6é extraer
contenido textual de los tweets publicados por los mismos usuarios que participaron
en elecciones anteriores, preservando asi el enfoque longitudinal del estudio.

Para la aplicacion practica de este trabajo se ha tomado una muestra repre-
sentativa de los datos mencionados, compuesta por aproximadamente 50 usuarios
aleatorios en cada uno de los tres anos analizados, con la condiciéon de que los usua-
rios seleccionados cada ano sumaran un total de al menos 150 tweets publicados
en el periodo electoral. Esta seleccion permite observar de forma mas controlada la
evolucion de la polarizacion en la sociedad a lo largo del tiempo.

Se han etiquetado manualmente los més de 450 tweets, con el objetivo de garan-
tizar la mayor fiabilidad posible en los resultados. La clasificacion se ha realizado
utilizando las etiquetas 1, 0 y -1, que indican respectivamente un sentimiento po-
sitivo, neutro o negativo hacia el candidato republicano o demdcrata mencionado
en el tweet. Como cada tweet menciona unicamente a un candidato porque asi han
sido seleccionados, estas etiquetas luego se traducen a «rep» (republicano), «neu»
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(neutral) y «dem» (democrata) facilmente.

Con el fin de comparar adecuadamente el rendimiento de los modelos propuestos,
todos ellos seran aplicados sobre las distribuciones de la variable vote intention para
las tres muestras de usuarios. Sin embargo, en el caso del modelo de Foster y Wolfson,
se empleard la version trasladada vote_intention,1 debido a que ni la media ni la
mediana de dicho indice pueden asumir valores negativos. Cabe senalar que, se han
realizado numerosos estudios dedicados a la comparacion entre diferentes indices
de polarizacion y dicha tarea no es sencilla, ya que existen diferencias significativas
de escala, traslacion y otras propiedades estadisticas. Por ello, en este trabajo nos
centraremos principalmente en analizar la evolucion relativa de cada indice a lo
largo del tiempo, sin entrar en detalles técnicos que exceden el alcance del presente
estudio.

5.2. Analisis de Resultados

En la figura 5.1 se presenta en tres histogramas la evoluciéon anual de la distribu-
cion de la variable vote_intention, que constituye el objeto de estudio de los indices
de polarizacion.

En las tablas 5.1 y 5.2 se muestran los valores obtenidos en los experimentos,
redondeados respectivamente a cuatro cifras decimales y en forma porcentual. Las
columnas muestran para cada indice el valor numérico resultante al aplicarlo a la
distribuciéon de la variable en cada uno de los tres anos, organizados en filas.

El codigo utilizado para realizar todo el analisis de datos, asi como la imple-
mentacion detallada de los cuatro modelos evaluados, se encuentra documentado y
disponible en el repositorio de GitHub:

https://github.com/LauraRodrigoCanete/Aplicacion_Modelos_Polarizacion.

Tabla 5.1: Valores de Indices de Polarizacién por Modelo y Afo

ER ER ER IB IB IB

Ano  IPG FW (@=15) (a=1) («=05) (B=1) (=05 (B=0)

2016 0.6625 8.6930  0.2883 0.4010 0.5639 0.6648 0.7226 0.7805
2020 0.8016 9.2794  0.3283 0.4605 0.6494 0.7662 0.7998 0.8333
2024 0.6987 6.6334  0.3101 0.4300 0.6040 0.7067 0.7423 0.7778

Tabla 5.2: Porcentajes de Indices de Polarizacion (respecto a 2016) por Modelo y
Ano

ER ER ER IB 1B B
(=15 (a=1) (e=05 (=1 (=05 (8=0)
2016 100% 100%  100%  100%  100%  100%  100%  100%

2020 121% 107% 114 % 115% 115% 115% 111% 107 %
2024 105% 76% 108 % 107 % 107 % 106 % 103 % 100 %

Ano IPG FW
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Volviendo a las graficas presentadas en la figura de la evolucion de la variable
vote_intention, es importante destacar que, al tratarse de datos reales procedentes
de redes sociales, la forma general de las distribuciones presenta patrones similares
entre los tres anos, lo cual es esperable dado el contexto de polarizacién constante
que caracteriza a las elecciones presidenciales en Estados Unidos. Por ejemplo, a
lo largo de los tres anos vemos una agrupacion principal de los usuarios en las
posiciones extremas de los valores de la variable (-1 y 1) y una menor presencia
de valores intermedios o moderados. No obstante, si es posible identificar algunas
diferencias significativas en las distribuciones. Sin contemplar atn los resultados
de los indices, y basandonos tinicamente en los histogramas de la figura, podemos
ver como en 2016 la acumulacion de valores en los extremos de vote_intention es
sustancialmente mayor en -1 que en 1. Esto implica una mayor presencia de usuarios
con una intencién de voto radical hacia el partido republicano en comparaciéon con
sus contrapartes demoécratas. Al observar tnicamente los valores extremos en los
dos anos siguientes, se aprecia como esta diferencia se va suavizando, aumentando
el niimero de usuarios con una intenciéon de voto clara hacia el partido demoécrata.

Sin embargo, no solo los usuarios en los extremos juegan un papel relevante,
sino que también es necesario contemplar la distribuciéon en su conjunto. Por ello,
proseguimos con el analisis de la polarizacion a través de los indices. A partir de
una primera inspeccion visual de las tablas, se observa que, con excepcion del indice
de Foster y Wolfson, los demés indices presentan una misma tendencia: la mayor
polarizacion se registra en 2020, seguida por 2024, siendo 2016 el ano con menor
polarizacion. En contraste, el indice FW muestra una mayor polarizaciéon en 2016
que en 2024, posiblemente debido a que en la distribucion de 2024 la media y la
mediana tienen el mismo valor, logrando un cociente del término del indice £ =1
mientras que en 2016 la distribucion esta ligeramente sesgada a la derecha o posi-
tivamente, causando un aumento del término £ = 3,26 y aumentando ligeramente
la polarizaciéon —no aumenta en un factor tan alto ya que este es solo uno de los
términos que juegan un papel en el valor final del indice—. Ademas el modelo de FW
no esta acotado, lo que dificulta la interpretacion directa de sus valores absolutos.

En cuanto a la variaciéon de los indices entre los distintos anos, los que muestran
una mayor sensibilidad —es decir, una mayor diferencia porcentual entre sus valores
minimos y maximos— son el indice FW y el indice IPG. En el otro extremo, el indice
que muestra una menor sensibilidad resulta ser IB para § = 0 que muestra solo una
amplitud del 7% entre sus valores minimo y maximo.

Por otro lado, en términos de la magnitud de la polarizacion, después del modelo
Foster-Wolfson, el Indice Beta presenta los valores absolutos de polarizacion més
altos mientras que los Indices de Esteban-Ray tienden a mostrar los valores absolutos
de polarizacion mas bajos. No obstante, como ya hemos comentado al principio, por
la diferencia entre escalas de estos indices nos abstendremos de profundizar en estas
comparaciones absolutas.

Asimismo, se identifican algunas diferencias entre los indices que incluyen hiper-
parametros. En el caso del indice ER, apenas se observan variaciones porcentuales al
modificar el parametro «, el cual representa el grado de sensibilidad del indice a la
polarizacion. En cambio, si miramos los valores absolutos, a medida que o aumenta
(de 0,5a1,0yal,5),el indice de polarizacion absoluto disminuye para cualquier ano
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dado. Esto es debido a que « potencia las proporciones de los grupos (7® y (1—m)?).
Como estas proporciones son nimeros entre 0 y 1, elevarlas a una potencia mayor
las hace mas pequenas, reduciendo asi el valor total del indice. Conceptualmente,
« actiia como un factor de sensibilidad al aislamiento —un « mas alto hace que el
indice sea mas exigente, otorgando valores de polarizacién méas bajos para cualquier
distribuciéon dada—. Para que el indice muestre un valor alto de polarizacién cuando
« es alto, la distancia entre los grupos (y — x) debe ser muy grande y/o la division
de la poblacion en grupos opuestos (7(1 —7) se maximiza en 7 = 0,5) debe ser muy
clara para superar esta atenuacion.

En el caso de nuestro Indice Beta, en términos de porcentajes, al disminuir el
valor de (3, se reduce también la variabilidad de la polarizacién reportada, es decir,
la sensibilidad del indice entre distinguir entre picos y valles disminuye. Dado que
el parametro 3 controla el peso asignado a la cohesién —penalizando la falta de
firmeza en las opiniones—, estos resultados indican que el indice es capaz de captar
y reflejar adecuadamente los matices presentes en los datos. En efecto, un analisis
mas detallado revela que un 27 %, 17 % y 20 % de los usuarios en los anos 2016, 2020
y 2024 respectivamente, han sido asignados al menos dos etiquetas («demy, «rep»
o «neuy) distintas en sus tweets, lo que pone de manifiesto una cierta ambivalencia
o evolucién en sus posturas politicas. Esta variabilidad constituye una fuente de
informacion valiosa que el indice puede incorporar. De hecho, cuando se fija g = 1,
es decir, se otorga al indice la méxima capacidad de penalizar la falta de cohesion,
los resultados obtenidos en porcentaje se aproximan notablemente a los del indice
ER, mostrando como ambos indices son capaces de llegar a conclusiones similares
con el uso de distinta informacién. Ademas, si nos fijamos en los valores absolutos
vemos que a medida que  aumenta (de 0 a 0,5 y a 1), el indice de polarizacion
absoluto disminuye para cualquier ano dado. Esto se debe precisamente a que se le
da al indice la oportunidad de que considere a esos usuarios que hemos mencionado
que tienen opiniones mas inestables o variables y que contribuyen a «relajar» a
los polos y por tanto disminuyen la polarizacién globalmente. Esto demuestra que,
mediante el uso de técnicas adaptadas a las particularidades del entorno digital —
como lo son las redes sociales, caracterizadas por una alta densidad de mensajes o
publicaciones—, es posible capturar con buena precision las dinamicas subyacentes a
la polarizaciéon politica.
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Vote Intention Distribution
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Figura 5.1: Graficas que muestran la evolucion de la distribuciéon de la variable
vote_intention sobre las muestras tomadas en 2016, 2020 y 2024. Fuente: elaboraciéon
propia.
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Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1. Conclusiones

En el presente trabajo hemos investigado en profundidad tres indices representa-
tivos del estudio matemaético de la medicion de la polarizacion, ademés de formular
el nuestro propio. Para ello hemos disenado variables que funcionan como la entrada
de estos modelos y que capturan informacién de las distribuciones de los datos. Ade-
mas, hemos ilustrado los modelos con ejemplos y hemos terminado con el anélisis
de un caso practico que daba pie a una breve comparacion entre los indices.

En primer lugar, presentamos el indice que aqui hemos bautizado como Indice de
Polarizacion Gravitatoria, ya que en su definicion original en Morales et al. (2015) es
nombrado como Indice de Polarizacién, un término poco especifico para este texto.
Este indice es reciente e intuitivo a la vez que eficiente. Es una funcion de la diferencia
de los tamanos de grupos de opiniones opuestas y de la distancia entre sus centros
de gravedad. Presenta buenas propiedades, como estar acotado en el intervalo [0, 1]
y ser simétrico e invariante a traslaciones respecto al intervalo de la distribucién de
opiniones que analiza. Ademaés, sus formulas resultan especialmente directas para el
caso de distribuciones gaussianas.

A continuacion, se estudia el desarrollo del Indice de Foster y Wolfson, uno
de los primeros en ser publicados y de los més reconocidos. Este indice depende
principalmente del coeficiente de Gini G y de la desviaciéon de la mediana relativa
a la media T'. Gracias a este indice estudiamos también en detalle el coeficiente de
Gini, que —a pesar de medir desigualdad y no polarizacion directamente— tiene unas
interpretaciones y unas ideas muy relevantes, y nos sirve para comprender como el
Indice de Foster-Wolfson utiliza un enfoque muy similar a él. Interpretamos también
graficamente y de dos formas distintas el significado de la desviacién de la mediana
relativa a la media T, interpretaciones basadas en la curva de Lorenz, expresando
T como el doble del llamado déficit de Lorenz y como el doble del area del trapecio
que encierra a dicha curva. Asi estas dos medidas G y T quedan estrechamente
relacionadas. Por su relevancia historica, también estudiamos la formulacion original
de este modelo, como el doble del area bajo la Segunda Curva de Bipolarizacion.

Seguidamente pasamos a otro de los indices méas influyentes y fundamentales que
se han propuesto en este area, el de Esteban y Ray. Este indice introduce una serie de
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caracteristicas como la homogeneidad intra-grupal y la heterogeneidad inter-grupal
que deben de cumplir las distribuciones polarizadas y que en su indice se reflejan con
las funciones de identificacion y aislamiento. Con estas ideas se obtiene una formula-
cion general del indice pero, tras proponerse una serie de axiomas, esta formulacion
queda explicitada casi completamente a excepcion de un pardametro « (y una cons-
tante de normalizacion sin impacto alguno), que resulta ser un hiperparametro de
la medida. Resulta interesante como esta formulacion final se asemeja en verdad a
la del indice de Gini, salvo por este exponente dado por «, esto arroja luz sobre las
diferencias entre la medicion de la desigualdad y la polarizacion, y como la formacion
de grupos con tamanos significativos es esencial para que exista polarizacion.

Finalmente, y con ganas de formar nosotros también parte de esta larga lista
de autores que han contribuido con sus ideas a la medicién de un fenémeno de
tal relevancia actualmente, nos animamos a plantear una propuesta de indice de
polarizaciéon que puede tener buenos resultados especialmente en el contexto de las
redes sociales. Nuestro indice, llamado Indice Beta por el hiperparametro de tal
nombre, tiene en cuenta elementos fundamentales que han quedado evidenciados
por otros autores —como las medianas y los tamanos de los bloques—, pero ademés
incorpora un concepto nuevo en este tema, como lo es la entropia de cada usuario
sobre la distribucion de sus opiniones en los fweets. En el indice se consideran mas
globalmente las medias de estas entropias individuales por grupos de opiniones. La
intuicion viene de que la entropia se comporta tal que cuando todas las intervenciones
de un usuario son de un mismo caracter politico, su postura es firme, y genera
polarizacion y enfrentamiento directo con sus opuestos. No obstante, si este mismo
usuario resulta publicar tweets con una opinién mas repartida o fluctuante, aparenta
tener una opiniéon mas volatil o incluso ser més tolerante y mas proclive a cambiar
su punto de vista, por lo que constituye una menor amenaza de polarizacion.

Terminamos el trabajo con una aplicaciéon practica de todos los modelos a un
conjunto de datos real de mensajes publicados en Twitter de votantes de las eleccio-
nes americanas. Observamos que, en general, los indices aplicados reflejan la minima
polarizacion en 2016, con un aumento de la polarizacion en las elecciones posteriores
del 2020, seguida por una ligera disminucion en 2024. Ademas, el anélisis de los dis-
tintos indices de polarizacion revela que los mas sensibles a la variaciéon entre anos
son el indice de Foster-Wolfson y el Indice de Polarizacion Gravitatorio, mientras
que el Indice Beta con f = 0 muestra la menor amplitud de cambio. En términos de
magnitud absoluta, el Indice de Foster-Wolfson presenta los valores mas altos y el
de Esteban-Ray con a = 1,5 los mas bajos, aunque se evita comparar directamente
debido a las diferencias de escala. En cuanto a los indices con hiperparametros, se
observa que el parametro « del indice ER reduce los valores absolutos al aumentar,
al hacer el indice mas exigente con la distribucién de los grupos. Por su parte, el
Indice Beta refleja una mayor capacidad para capturar la variabilidad interna de las
opiniones: al aumentar [, disminuyen los valores absolutos de polarizacion, ya que
el indice penaliza la falta de cohesion que observamos empiricamente en los datos.
Asi, vemos que incorporar la entropia ofrece una manera alternativa de reflejar la
diversidad y fluctuacion de las posturas, proporcionando una vision méas detallada
y adaptada de la polarizacion en plataformas digitales.
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6.2. Trabajo Futuro

En cuanto a trabajos futuros de investigacion, a pesar de los avances en la me-
dicién de la polarizacién en tan poco tiempo, existen varias lineas de investigacion
que consideramos que pueden enriquecer este campo. Primero, aunque se han desa-
rrollado enfoques basados en redes sociales, atin queda mucho por hacer en términos
de dindmica temporal: la mayoria de los modelos actuales miden la polarizacién en
un instante dado, pero pocos abordan cémo la polarizacion evoluciona a lo largo del
tiempo, especialmente ante eventos politicos de gran magnitud, como elecciones o
crisis sociales. Explorar modelos dindmicos que integren tanto la informaciéon tem-
poral como la evolucion de la estructura de un grafo puede proporcionar una vision
més precisa de como se construyen y refuerzan las burbujas ideologicas en tiempo
real.

Integrar este enfoque con otras variables, como el comportamiento de las audien-
cias en las redes sociales o el anédlisis de interacciones emocionales en debates, podria
proporcionar una medicién mas rica. En este sentido, un area por explorar podria
ser desarrollar métodos que midan la polarizacién desde una perspectiva relacional,
considerando las interacciones entre usuarios y no solo sus caracteristicas estaticas.

Por otro lado, la aplicacion de herramientas de inteligencia artificial y big data a
la medicién de la polarizacion social y politica en plataformas digitales esta en una
etapa temprana, por lo que atin queda mucho por investigar en cuanto a la precision
y robustez de estos enfoques.

La interaccion entre diferentes tipos de polarizacion (por ejemplo, entre polari-
zacion politica y social) es algo poco explorado, pero que podria indicar como los
fenémenos de polarizacion se refuerzan mutuamente.

Finalmente, queda por investigar como estas mediciones de polarizacion pueden
aplicarse a politicas publicas y estrategias de prevencion de radicalizacion, de modo
que los enfoques cuantitativos sean ttiles en la intervencion social y en el diseno de
politicas que busquen mitigar la polarizaciéon extrema.






Introduction

6.3. The Problem of Polarization

The concept of polarization often appears in public discussions to describe situa-
tions where ideological positions of individuals or social groups are strongly opposed.
However, precisely defining and rigorously measuring polarization is complex. This
work presents a mathematical study of several key polarization measures proposed
in the literature, analyzing their theoretical foundations, formal properties, and po-
tential applications in social network analysis.

From a social perspective, polarization refers to the process by which opinions,
attitudes, or beliefs within a society tend to cluster at opposing extremes, reducing
consensus and increasing confrontation. On social media, this effect is amplified by
recommendation algorithms, echo chambers, and the ability to selectively interact
with like-minded content (Hartmann et al., 2025). As a result, users are mostly
exposed to content that reinforces their existing views, a phenomenon known as
the filter bubble, which can deepen ideological divides and complicate constructive
dialogue (Pariser, 2011).

Mathematically, polarization is seen as a property of the distribution of a variable
across a population, reflecting the concentration of individuals at distant positions
with few people in the middle. Unlike inequality, which focuses on overall dispersion,
polarization emphasizes the formation of distinct and cohesive groups with opposing
views. This is usually captured through measures that account for both the distance
between groups and their relative sizes.

It is important to distinguish from the beginning polarization from inequality,
as they are conceptually and mathematically different. Classical inequality mea-
sures cannot distinguish between global convergence (everyone moving to a central
position) and local convergence (formation of separate opinion clusters). For in-
stance, in the evolution of income distribution across countries, we may observe two
clearly defined poles: low-growth and high-growth countries. While this would in-
dicate greater polarization, traditional inequality measures would show a decrease
in inequality due to reduced global dispersion.

Figure 6.1 shows two illustrative examples. Suppose the bars represent income
levels and the height of each bar the proportion of people in that group. In the first
example (1A to 1B), the initial distribution is unequal but not polarized. It evolves
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 i 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1A 1B

1 2 3 4 5§ 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2A 2B

Figura 6.1: Two evolving distributions illustrating the difference between inequality
and polarization. Source: Esteban y Ray (1994).

into a distribution with less inequality—only two income levels (3 and 8)-but greater
polarization. In the second example (2A to 2B), two groups shift from middle-
income positions to poor and rich. Internal homogeneity remains, but inter-group
difference increases, leading to higher polarization. In this case, both inequality
and polarization increase. Thus, while polarization and inequality are not mutually
exclusive, they capture different aspects of social structure.

6.4. Objectives

The main goal of this work is to analyze and compare four polarization measures:
the Gravitational Polarization Index, recently developed in a context similar to
ours (political classification in Venezuela); two classic models, Foster-Wolfson and
Esteban-Ray, and a new original index proposed in this work, the Beta Polarization
Index, designed to fit the particularities of our case study.

We also explore the applicability of these measures to the case of bipartisan
U.S. presidential elections. The analysis is based on a dataset of tweets mentioning
candidates in the 2016, 2020, and 2024 elections. From this dataset, we extract
political opinions and construct quantitative variables to apply and compare the
polarization models.

The specific objectives are:

= Design variables that capture relevant information from political data to use
as inputs for the polarization models.
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» Study and classify polarization measures from the academic literature, fo-
cusing on their mathematical definitions, structural properties, and political
implications.

= Design and propose a new polarization index tailored to our specific problem,
combining classical ideas with new elements from empirical analysis.

= Apply and compare different polarization models using real Twitter data to
assess their ability to reflect public opinion trends in a polarized political
environment.

While based on extensive literature, this work includes several original contribu-
tions. Three of the indices already exist but were scattered across different contexts.
We bring them together under a common framework, adapting their theoretical for-
mulation to the context of public opinion in social media. Additionally, we propose
a new index that incorporates individual entropy to capture opinion firmness or
ambiguity—an aspect often overlooked by traditional metrics—. This is particularly
relevant in social media analysis, where conviction strength is as important as ide-
ological orientation. Another key contribution is the collection of real data and
implementation of the four indices in Python, enabling a practical comparison and
empirical insight into their behavior.

6.5. Work Plan

The project followed the steps below:

1. Literature Review: A study of theoretical and applied polarization liter-
ature. Key models were selected based on relevance and suitability for the
political context.

2. Index and Variable Design: Using insights from the literature, we created
a new index and designed one-dimensional and two-dimensional variables that
reflect the data’s key features and serve as inputs to the models.

3. Practical Implementation and Analysis: All polarization measures were
implemented using pandas and Jupyter Notebook. A dataset of 1 million real
tweets was collected using Selenium for web scraping. The models were applied
to samples, and the results compared and analyzed.

The code is available at:
https://github.com/LauraRodrigoCanete/Aplicacion_Modelos_Polarizacion
4. Synthesis and Integration: We wrote detailed analyses of each index, in-
cluding their origins, definitions, and properties, with simple examples for

better understanding. We integrated the empirical results to evaluate model
performance and draw conclusions.

Although the analysis focuses on the U.S., the models are general and can be applied
to other polarized political contexts involving two candidates, parties, or ideologies.


https://github.com/LauraRodrigoCanete/Aplicacion_Modelos_Polarizacion
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6.6. Structure of the Thesis

This work is divided into six main chapters, guiding the reader through the
study of political polarization using social media data. Chapter 1, Introduction,
introduces the polarization problem, project objectives, methodology, and structure.
Chapter 2, State of the Art, reviews existing literature and methods for measuring
polarization in different contexts. Chapter 3, Initial Data, defines the one- and
two-dimensional variables used as inputs. Chapter 4, Polarization Models, presents
the four indices, including the new proposal, detailing their definitions, properties,
and examples. Chapter 5, Practical Application, analyzes U.S. Twitter data from
the 2016, 2020, and 2024 elections and compares the indices’ performance. Finally,
Chapter 6, Conclusions and Future Work, summarizes the main findings and outlines
directions for future research.



Conclusions and Future Work

6.7. Conclusions

In this work, we have explored in depth three key indices used in the mathe-
matical study of polarization, and we have also proposed our own. To do this, we
designed input variables for the models that capture the structure of the data dis-
tributions. We illustrated each model with examples and concluded with a practical
case study that allowed for a brief comparison between the indices.

First, we presented the index we named the Gravitational Polarization Index,
originally introduced in Morales et al. (2015) simply as the Polarization Index. We
chose a more specific name to better fit this text. This recent and intuitive index
is based on the difference in size between opposing opinion groups and the distance
between their centers of gravity. It has desirable properties, such as being bounded
in [0, 1], symmetric, and invariant under translations within the opinion distribution
interval. It also has particularly simple formulas in the case of Gaussian distribu-
tions.

Next, we analyzed the Foster-Wolfson Index, one of the first and most well-
known polarization measures. This index is mainly based on the Gini coefficient
G and the relative median deviation from the mean 7. This led us to study the
Gini coefficient in depth, as it plays a key role despite measuring inequality rather
than polarization directly. We provided two interpretations of 1" using the Lorenz
curve: as twice the Lorenz deficit and as twice the area of the trapezoid under the
curve. These insights revealed a strong relationship between GG and 7. We also
reviewed the original formulation of the index as twice the area under the Second
Bipolarization Curve.

We then studied the influential Esteban-Ray Index, which introduces key con-
cepts such as intra-group homogeneity and inter-group heterogeneity, represented
through identification and alienation functions. A general formulation of the index
was proposed and then refined using a set of axioms, resulting in a nearly closed
formula except for a parameter o (and a normalization constant), which acts as a
hyperparameter. Interestingly, the final formula closely resembles the Gini index,
except for the a exponent. This highlights the key difference between inequality and
polarization: polarization requires the formation of significantly sized groups.

Finally, aiming to contribute our own ideas to this field, we proposed a new index
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called the Beta Index, named after its hyperparameter. This index is especially
suitable for social media contexts. It includes common elements used by other
indices—such as medians and group sizes—but also introduces a novel component:
the entropy of each user’s opinion distribution in their tweets. The index considers
the average entropy within each opinion group. The intuition is that if a user
consistently tweets from one political perspective, their stance is firm and contributes
to polarization. In contrast, users who tweet with more varied opinions appear more
flexible or tolerant, posing less risk of polarization.

We concluded the study by applying all models to real Twitter data from U.S.
election voters. We found that polarization was lowest in 2016, increased in 2020,
and slightly declined in 2024. Among the indices, the Foster-Wolfson and Gravita-
tional indices were most sensitive to changes over time, while the Beta Index with
B = 0 showed the least variation. In terms of absolute values, the Foster-Wolfson
Index presented the highest values, and the Esteban-Ray Index with o = 1.5 the
lowest, though comparisons are limited by differences in scale. Regarding hyperpa-
rameters, increasing « in the ER index lowers the absolute values, making it more
demanding on group structures. Similarly, increasing 3 in the Beta Index decreases
polarization scores, as it penalizes internal incoherence within opinion groups. This
shows how entropy helps reflect opinion diversity and fluctuation, offering a more
detailed view of polarization in digital spaces.

6.8. Future Work

Although significant progress has been made in measuring polarization, there are
still many directions worth exploring. First, most current models measure polar-
ization at a specific point in time. Few address how polarization evolves, especially
around major political events like elections or crises. Developing dynamic models
that combine temporal information and evolving graph structures could give better
insights into how ideological bubbles form and persist in real time.

Combining this with other data-such as audience behavior or emotional dy-
namics in debates—could enrich the analysis. One promising direction is to create
relational models that focus on interactions between users, not just their static fea-
tures.

Furthermore, the application of Al and big data tools to polarization measure-
ment is still in early stages. Much remains to be done to improve the accuracy and
robustness of these approaches.

Another underexplored topic is how different forms of polarization (e.g., political
vs. social) interact and potentially reinforce each other.

Finally, there is a need to explore how polarization metrics can inform public
policy and radicalization prevention strategies. The goal is to ensure that quantita-
tive methods have practical value in designing interventions and policies aimed at
reducing extreme polarization.
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Apéndice

Calculo del Indice de Polarizacion
Gravitatoria en una Distribucién Normal

En este escenario, las opiniones de los usuarios siguen una funcién de densidad

de probabilidad dada por

1 22

e 202

p(z) =
oV 2T
donde o es la desviacion estandar de la distribucion. Ha de senalarse que para
que las opiniones de la poblacion estén en el intervalo [—1, 1], y tenga sentido hablar
del IPG tal y como lo hemos definido con sus limites de integracion, la normal debe
tener una desviacion estandar lo suficientemente pequena como para que solo una
insignificante parte de las opiniones queden fuera de los limites del intervalo que
empleamos. De no ser este el caso y tratarse de una distribuciéon normal con una
o grande podemos aproximar la distribucién normal por una distribucién uniforme
continua en el intervalo [—1,1]. Gracias a esta aproximacion garantizamos que se
preserva la forma aplanada de la normal pero manteniendo todas las opiniones dentro
del intervalo. A continuacion se detallaran los célculos para ambos casos.
Para calcular la distancia entre los centros de gravedad de las opiniones positivas
y negativas, se evaltian las siguientes integrales:

— ffl xp(r) dx
[%p(x) dz

+_ fol zp(r) dx
fol p(x) dx

Es bien conocido en el campo de la estadistica que la funciéon de distribucion
acumulada de la distribuciéon normal se puede expresar en términos de la funciéon

error de esta forma:
T —
1+ erf
et ()]

gc

F(x) =

N | —
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(o) = = [

Con esto y tomando la media de la distribucién g = 0 para nuestro caso, desa-
rrollamos la expresion del denominador de gec™:

—x2

Para el numerador resolvemos aplicando el cambio de variable u = 3%

0 0 1 »2
ap(x) dx = T e 202 dx
/_1 p( ) /_1 a\/27r

= ze 202 dx
oV2r J_1
0
o
= e" du
Vor 32
0
_ g ev 1
Ver o3
g 22 |0
= — e 202
2T

Por lo tanto, combinando ambos términos, obtenemos el centro de gravedad
negativo:

B () 3 1 el

gc = =—0y\/—  —F— (A.1)
Serf (5) Tt ()

Un célculo analogo para el centro de gravedad positivo nos da:

gcJr = —gc .
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Finalmente, la distancia entre los centros de gravedad es

g 9" =g
2
Dado que la distribucion es simétrica respecto al origen, el tamano relativo de
los grupos es idéntico, es decir, |AA| = 0. Sustituyendo en la ecuacion del indice de
polarizacion, se obtiene:

= |gc™|

p=d=|gc|
Ahora para simplificar la expresion de |ge™| recordamos lo que se mencionaba al
principio del apéndice sobre el tamano de o.
Si o tiene un valor pequenio podemos continuar nuestros calculos y emplear la
aproximacion que se menciona a continuacion.
Cuando el argumento de la funcién de error es grande, ésta se aproxima a 1 como
ilustra la Figura A.1:

erf(x)
A
|
+ + >
-2 -1 0 1 2 X
......... 4 -1

Figura A.1: La funcién error. Fuente: Andrews (1998).

erf(x) ~ 1, para x — oc.

Por tanto,
f ( L > 1 — 0
erf | —= | = 1, ara o .
a\/§ P
Ademas,
_1
lim e™ 2.2 =
c—0

Finalmente substituyendo esto en la formula A.1 obtenemos el resultado men-
cionado en el capitulo:

p=d=|gc"| =02/
En concreto, ahora podemos observar que para que p € [—1,1] y la mayoria de

opiniones queden dentro del intervalo la condiciéon de que o sea pequeno se traduce
enoyf2<1 = o< /51,253
™
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En el caso de que o tenga un valor muy grande procedemos a aproximar la dis-
tribucion normal por la uniforme, U[—1, 1]. En este caso, calculamos los parametros
del indice de polarizacién gravitatoria.

Dado que la distribuciéon es simétrica, la diferencia de tamanos de los grupos es:

AA=0

Para calcular el centro de gravedad del grupo negativo, evaluamos:

ffl xp(r)dx

9o =g

I° p(x) da

Dado que en una distribucién uniforme p(z) = 3 en el intervalo [—1, 1], el nume-
rador se resuelve como:

0 1 /[0 17221 1 1 1
/1’“" 2/1“3 2{2}_1 2< 2) 4

El denominador es simplemente:

0

1 1 1
/1 ydr=5(0-(=1) =3
Por lo tanto:

_ -1/4 1

/2 2

De manera analoga, para el centro de gravedad positivo:

gc

1
2

La distancia entre los centros de gravedad es:

gct =

lgct —gc| 1
d=19c —J° 1 _ -
2 2

Finalmente,

1

p=[1-]2A4)d =7

Este resultado muestra que en una distribucién uniforme en [—1, 1], el indice

de polarizacion gravitatoria alcanza un valor medio, lo que refleja una considerable
dispersion de opiniones en el intervalo considerado.



Apéndice B

Demostracion de que m = 0,5 es el maximo
global de la funcion f ()

Sea la funcién definida como:
f(r) =m0 - )+ (1 —7)tor

para 7 € [0,1] y a € (0,1,6]. Queremos demostrar que = = 0,5 es su Gnico maximo
global en ese intervalo.
Calculamos la derivada de f:

fl(m)=10+a)r*(1—7m) -7 - (1+a)(l —7) + (1 — 7)™
En m = 0,5, todas las potencias simétricas coinciden:
£1(0,5) = (1 +)(0,5)%(0,5) — (0,5)"* — (1 + a)(0,5)(0,5) + (0,5)** = 0

Verificamos que la segunda derivada en m = 0,5 es negativa, por lo que m = 0,5
es un maximo local:

() = (1 +a)(az't(1 - 2) + a(l — z)" 2 — 22% — 1(1 — 2)*)
"(0,5) = 0,5%(c — 2)

Vemos que para que f”(0,5) < 0 y se verifique la condicién de maximo debe
garantizarse 0,5% @ —2) < 0 <= a—2 <0 <= «a < 2 que se cumple porque
tomabamos « € (0, 1,6].

Para ver ahora que es un maximo global, podemos reescribir la funciéon como:

f(m) =m(l—m) [7% + (1 —m)°]

Observamos que para 7 € [0, 1]:

m(1—m) <0,25 con igualdad sélo en 7 = 0,5
74+ (1 —m)* <2(0,5)* con igualdad solo en m = 0,5
Por tanto con eso hemos demostrado la globalidad, ya que:
f(m) =7m(1—7) [7* + (1 — 7)°] < 0,25-2(0,5)* = (0,5)""* = £(0,5) para todo 7 # 0,5
Concluyendo, para todo a € (0,1,6] y para todo = € [0,1], la funcion f(m)

alcanza su tnico méximo global en 7 = 0,5.
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