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Escalamiento de la entropia de entrelazamiento de cadenas de spines: aplica-
cion de la conjetura de Fisher-Hartwig.

Resumen:

Consideramos una cadena 1-dimensional de particulas de spin 1/2 sometidas a un campo
magnético (modelo XX). Este modelo se puede diagonalizar exactamente, y observamos que se
produce una transicién de fase al aumentar el campo. Centrandonos en una subcadena de tamano
L, buscamos calcular la entropia de entrelazamiento del estado fundamental en la fase critica. La
conjetura de Fisher-Hartwig nos permite encontrar analiticamente una expresion asintética de la
misma, y concluir que crece logaritmicamente con L, como es caracteristico de una teoria CF'T
(141)-dimensional.

Abstract:

We consider a 1-dimensional spin chain subject to a magnetic field (XX model). We prove
that its Hamiltonian can be diagonalized exactly, and we see that it undergoes a phase transition
when the field intensity takes suitable values. We focus on a subchain of length L, and compute
its entanglement entropy relative to the ground state at the critical phase. The Fisher-Hartwig
conjecture allows us to find analytically an asymptotic expression when L — oco. We show that
the entanglement entropy grows logarithmically with L, as is characteristic of a (1+1)-dimensional
CFT theory.
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1. Introduccion

1.1. Entropia de entrelazamiento

El entrelazamiento es uno de los fenémenos més conocidos y caracteristicos de la mecanica
cuantica. La entropia de entrelazamiento es un método de cuantificar el grado en que las dos partes
de un sistema cuantico compuesto estan entrelazados.

Sean A, B sistemas cudnticos y ‘H 4, H g sus respectivos espacios de Hilbert. El sistema compues-
to AB esté representado por el producto tensorial H = H ® Hp. Un estado puro es un elemento
|1b) de este espacio. Dentro de los estados puros podemos distinguir estados producto que pueden
escribirse como el producto tensorial de un estado puro del sistema A con uno del B: |p) 4 ® |$) 5.
Los estados entrelazados son los que no pueden expresarse de esta manera.

Hay situaciones en las que no se tiene toda la informacién sobre en qué estado esta el sistema,
es el caso de los estados mezcla. Consisten en una mezcla estadisitica de estados puros [1;) con
pesos p;. La matriz densidad p = ), p; |4;) (1] es una construccién que nos permite describir tanto
estados puros como mezcla. El valor esperado de un observable M sobre un sistema descrito por p
es tr(pM).

Existe una manera de asignar un estado al subsistema A partiendo de una matriz densidad p en
el sistema compuesto AB: la matriz densidad reducida. Esta se calcula tomando la traza parcial
sobre el subsistema B. La definiciéon ps = trp p es una manera razonable de realizar la asignacion,
pues satisface la propiedad de que el valor esperado de un observable M en A calculado con la
matriz densidad reducida, coincide con el del observable M ® 15 calculado con la original matriz:
tra(Mpa) =tr(M @ 1p-p) [8]



Para ilustrar el concepto de entrelazamiento es comun recurrir al ejemplo de los estados de Bell.
Sean H 4, Hp espacios bidimensionales con base {|0),|1)} y consideramos

|w=xgﬂmA®mB—uu®mm>

Este es un estado puro aunque entrelazado (no puede escribirse como un producto), su matriz
densidad p = |¥) (1| cumple la caracterizacién de pureza tr(p?) = 1. Observando el estado |¢),
vemos que las tnicas mediciones posibles son [0) en A y |1) en B o viceversa. Es decir, estdn
perfectamente anticorrelacionadas. Un observador en A que obtenga |1) , sabra que el sistema B
se encuentra en |0) 5, sin importar, por ejemplo, la distancia a la que se encuentren.

Para describir la situacién de un observador en el sistema A seria interesante el calculo de su matriz
densidad reducida, que resulta

pa =5 (10)4 (014 + 1), €110

Dado que tr (p124) < 1, sabemos que no corresponde a ningun estado puro de A. El subsitema tiene
un 50 % de probabilidad de estar en cualquiera de los dos estados. Esto no quiere decir que estén
en superposicién, sino que hay una incertidumbre estadisitica.

Este ejemplo muestra una de las consecuencias del entrelazamiento: la pérdida de informaciéon una
vez que uno se restringe a un subsistema. Aunque se parta de un estado puro, es imposible conocer
por completo el estado de un subsistema.

Por otro lado, cualquier estado producto |¢), ® |¢)z tendrd como matriz densidad reducida
pa = |¢) 4 (¢la, que si es pura. En general, un estado puro p sera entrelazado si y sélo si sus
estados reducidos son mixtos.

Para cuantificar el grado de entrelazamiento se introduce el concepto de entropia, un funcional

que asigna a cada matriz densidad un valor real no negativo. Existen diversas definiciones (p. ej.
la entropia de Rényi), aunque por simplicidad en este trabajo nos restringimos a la entropia de
Von Neumann S = —tr(plnp). Escrita en funcién de los autovalores {p;}; de la matriz densidad,
resulta: S = — ), p;Inp;. Esto es la entropfa de Shannon de los autovalores de p, que recordemos
pueden interpretarse como probabilidades de ciertos estados puros. Asi pues, esta entropia asigna
un valor cero a los estados puros, y uno positivo a los mixtos, haciéndose maxima (en dimensién
finita) para mezclas con distribucién de probabilidad uniforme, en las que nuestro conocimiento del
estado del sistema es minimo.
El grado de entrelazamiento de un sistema compuesto AB se cuantifica precisamente con la entropia
de la matriz densidad de cualquiera de los subsistemas S(pg) = S(pa) = —tr(palnpa)t. En el
contexto del ejemplo anterior, p4 es un estado mezcla y tiene entropia positiva. Asi se refleja que
los subsistemas estan entrelazados.

1.2. El modelo

En este trabajo estudiaremos el modelo XX, que, junto con otros modelos de espines, tiene la
particularidad de que puede ser resuelto de forma exacta. Representa una cadena de N particulas
de spin %, que interactian con las particulas adyacentes y con un campo magnético externo A > 0
en la direccién del eje Z. En unidades naturales (A = ¢ = 1) el hamiltoniano se escribe

1 N-1 1 N-1
Hxx = 5 > (ofofy +ofo,) + R Y ot (1)
=0 =0

La igualdad entre S(pa) vy S(pp) se demuestra utilizando la descomposicién de Schmidt [8].



Donde o# (1 = z,y,z) son las matrices de Pauli y cada o]’ actta sobre el sitio I. Se toma la condi-
ci6n de frontera periddica oh; = o) (subindices médulo N). Es decir, particularizado a una cadena
cerrada.

Segin veremos en el transcurso del trabajo, este modelo presenta una transicién de fase. Para
ciertos valores del campo magnético, el estado fundamental se sitia en una fase critica (gapless) y
a partir de un punto se vuelve ferromagnético. La propiedad de gapless significa que la diferencia
de energia entre el estado fundamental y los primeros niveles excitados tiende a cero en el limite
termodinamico.

FEn unidades naturales la energia tiene dimensiones de longitud a la inversa. La ausencia de este
gap de energia en el espectro implica que no hay una escala natural en el sistema, y por tanto hay
invariancia bajo cambios de escala. En el limite termodinamico, el hamiltoniano de la cadena tiende
al hamiltoniano de una teoria cudntica de campos (QFT) en 141 dimensiones, también invariante
bajo cambios de escala. Bajo condiciones muy generales, la invariancia bajo cambios de escala de
una QFT implica su invariancia para todo el grupo conforme. Por tanto, la QFT asociada a un
sistema gapless es normalmente invariante bajo transformaciones conformes, es decir es una CFT
(Conformal Field Theory).

La entropia de entrelazamiento de CFTs de 141 dimensiones puede calcularse analiticamente.
Como se detalla en [4], en el estado fundamental, y considerando condiciones de contorno periédicas,
se cumple

c
SL ~ g InL s

donde c es la carga central que depende de la teoria y L la longitud del subsitema considerado [5,
3]. Este comportamiento asintético deberfa ser también asi para el modelo discreto modelizado por
la CFT, la cadena XX de Heisenberg.

El objetivo de este trabajo es calcular la entropia de entrelazamiento en el estado fundamental de
una subcadena de tamano L, y comprobar que el crecimiento asintdtico se ajusta al de una CFT
para el caso de una carga ¢ = 1. Por tanto, estudiar el modelo discreto nos proporciona informacién
sobre la CFT asociada.

Los detalles relacionados con la Teoria de Campos Conformes estan fuera del alcance de este
trabajo. En la bibliografia [4, 6, 7] se trata esto en profundidad, pero es de interés mencionarlo,
pues es el contexto en que se enmarca el calculo que vamos a realizar.

Concluimos la introducciéon con un resumen de la estructura de esta memoria. En la Seccion
2 se diagonalizard de forma exacta el hamiltoniano Hx x. En la Sec. 3 se analizard su espectro y
su estado fundamental |GS), que dependerd del valor del campo magnético A. Al comienzo de la
Sec. 4 tomaremos el limite termodindmico, y calcularemos la entropia de entrelazamiento a partir
de la matriz densidad reducida pr = try_r(|GS) (GS|). En principio, haria falta diagonalizar esta
matriz de tamafio 2% para poder evaluar sus autovalores en la férmula de la entropia; no obstante,
mediante un argumento detallado en [7], podremos reducir el cédlculo de Sy, a diagonalizar la matriz
de correlacion, de tamano L.
Con esto ya reducirfamos considerablemente el coste computacional para obtener Sp. El siguiente
paso seria diagonalizar de forma exacta la matriz de correlacién. Al no ser esto posible, compu-
taremos una férmula asintética para Sp. En la Sec. 5 obtendremos la entropia para diferentes
limites: cuando el sistema se aproxima a la transiciéon de fase, y cuando L — oo. Para este ltimo
emplearemos la conjetura de Fisher-Hartwig, cuya aplicacion se desarrolla en el Apéndice.



2. Diagonalizacién del Hamiltoniano

El proceso de diagonalizacion se dara en dos pasos. El primero es aplicar la transformacién de
Jordan-Wigner para reescribir Hx x como una forma cuadratica de operadores fermidnicos. Luego
se aplicara una transformada de Fourier que diagonalizard el hamiltoniano.

Para la transformacién de Jordan-Wigner introducimos los siguientes operadores:

- '
T2 \ % 0o
aj == H Om | =5 = 840; (2)
m=0
Proposicién 2.1. Los operadores a; satisfacen las reglas de anticonmutacion candnicas

{a;a am} = Oim {al; am} =0 (3)

Demostracion. Se deducen de las relaciones de anticonmutacién {o*, 0%} = (65)2 =0y {oF,07} =
1. Ademas, las matrices of'y Uf conmutan cuando actuan sobre particulas diferentes (j # k), y

por tanto los operadores a! se escriben a = (07)752 = sjaj-r. Nétese que s; = Hi;io oZ, conmuta

J J J
con ay, alT, alz,ali. A modo de ejemplo, si m < I,

-1
_ _ 9 _
{al,, a1} = smorhs o7 — 8107 s, = sm< H U]Z-) {o}, 00 o, =0
Jj=1
j#m
Y para m = | obtenemos {a},, am} = s2,{o}:, 0} = 1. O

Esta transformacién tiene una interpretacién sencilla para el caso de una particula (N = 1):
entender la particula de spin % como un fermion escalar.
Una base del espacio de Hilbert es {|1),|})}. Naturalmente podriamos identificar el estado de spin
hacia abajo |]) con el estado de vacio |0) y el de spin hacia arriba [1) con el de un fermién |1).
En este contexto, tomarfamos como operador a que aniquila el vacio a ¢~ y tenemos que af |0) =
ot |l) = [1) = |1). Los operadores ot satisfacen trivialmente las relaciones de anticonmutacién
candnicas.
Quisiéramos extender esto para interpretar una cadena de N > 1 espines como un sistema de N
fermiones. Una manera naive seria tomar a; = o, pero si hiciéramos eso nos encontrariamos con
que los {a;}; satisfacen relaciones de conmutacion, en lugar de la anticonmutacién deseada. Es por
esto que, ingeniosamente, se introduce el producto de ¢7,, para introducir el signo que falta y poder
realmente hablar de operadores fermiénicos.

Proposicién 2.2. Bajo la transformacion de Jordan-Wigner, el hamiltoniano (1) se convierte en
el hamiltoniano fermidnico

N=2 N-1
Hyx ==Y (afars +af ) + (1NN (0l a0+ afan-1) + A Y afa 4)
=0 =0

donde Ny es el nimero total de fermiones.

Demostracion. Se puede invertir of = s;(a; + azr) y of =isp(ar — aL). Si0<Il< N —1 se tiene

oot +ojoty = st ((aof + afof) (aiss +al,) = (@of = afof) (s —al,))

= —Q(G;CLH_l + a;f+1al)



Donde se ha usado ;07 = a; y 312 = 1. No obstante paral =N — 1

%108 + %108 = sn1 ((an-1 +aly_y)ao +af) — (an-1 = aly_y)(ao - af))

_2<Ha ) aN lao—l—agaz\r 1)

Ahora, consideramos el operador nimero N; = azral = %(]l + 07), que como es fermiénico toma

valores 0 y 1, asf que o7 = 2N; — 1 = (—1)M+1 aporta solamente un signo.

o108 + o100 = 2(=1)= N (@l a0 + aan-1) = 2(=)N N (aly_ a0 + afan-1)

Por ultimo

1 N-1 1N 1 N-1 AN
5)\2 52 2alal )\Za;al—T]l
=0 =0 =0

O

El término de frontera introduce una complicacion a la hora de llevar a cabo la transformada
de Fourier, y esta debe llevarse a cabo con cuidado. Introducimos

QeZ{k:%(Ql—l—e)H:O,---,N—l} e {0,1} (5)
Y definimos la transformada
;N
= —— ane” ke Q. 6
v ©)
n=0
Como la transformada de Fourier es unitaria, estos b, siguen satisfaciendo las relaciones fermidnicas
de anticonmutacién.
Proposicién 2.3. Bajo la transformacion de Fourier (6) el hamiltoniano (4) se expresa como
1+ (_1)N+Nf+5

Hyx = Z (A —2cos k)b,t,bk + N Z (e’ + e*ik/)b;tbk' (7)
keQe kK €Qe

Demostracidn. Se basa en las identidades Y, €™ = Nép, eNW=k) — 1 y Nk — (—1)¢ con

p=—-N+1,---,N—1,y k, K € Q.. Podemos invertir la transformada tal que

Gp = \FZemkb n=0,---,N—1

keQ.
Resultando
N—2 ' .
Z al ajp1 + al+1al Z 2 cos(k bTbk - — Z (e’k +e )bzbk
=0 kGQ€ k KTEQe
A Z aja; = A Z bTbk
kEQ,
alay_1 +al ag = (=1)° Z (e* + 6_ik/)bTbk
0 N—-1 N = k



En (7) podemos ver que el hamiltoniano estd bésicamente diagonalizado salvo por un término
que va con 1/N. Podriamos simplemente despreciarlo tomando el limite termodindmico; no obstante
la diagonalizacién exacta es posible y tiene su interés. Aqui es donde entra la definicion de (..
Dependiendo de la paridad de N + Ny podriamos elegir un € tal que el término frontera desaparezca.
El procedimiento es el siguiente:

Descomponemos el espacio de Hilbert en una suma directa H = Ho® H1 donde H,, es el subespacio
propio del operador (—1)™/ con autovalor (—1)®. Es, decir, Hg es el subespacio de los estados
con un numero par de fermiones (espines 1), y H; el de los estados con un nimero impar. Esta
descomposicién puede hacerse porque Ny conmuta con el hamiltoniano.

En contexto de suma directa podemos restringir el hamiltoniano H, = H|y,, H = Hy ® Hy, y
realizar transformadas de Fourier independientes y diferentes en cada subespacio. Asi pues, si en
H seguimos los pasos anteriores tomando e(a) = N + a + 1 mdd 2 conseguiriamos que en cada

subespacio (—1)V+Vs+¢ = —1 y queda diagonalizado:
Ho= " (A—2cosk)blby (8)
k€Q€<a)

3. Espectro y estado fundamental

Los autoestados del hamiltoniano completo H son estados contenidos en un subespacio H, de
la forma
{bl, -+ bL 10) | () = @ ki € Q) (9)

Donde el elemento |0) € Hy es el autovector de la energia cero. Corresponde al estado de vacio con
todos los spines |.

Es decir, un autoestado se construye excitando modos permitidos en ese subespacio. Cada modo k
tiene una energia Ay, = A — 2cosk, asi pues la energia de cada estado es Y _;_; (A — 2cosk;).
Noétese de la demostracion de la proposicién 2.3 que, en cada subespacio, el operador niimero total
de fermiones cumple Ny = >, bek. El nimero de modos excitados coincide con el nimero de
fermiones. Es por esto que la condicién de paridad m(Ny) = « se traslada de fermiones a modos
tal que m(r) = a, y en cada subespacio debemos excitar un nimero de modos con la paridad
correspondiente.

Por tanto, el espectro de cada H, es:

r

0o = A—2cosk;) | ki € Quoy m(r)=a«
{2 ) [k € Qe () = a}

=1

El espectro del hamiltoniano total es o(H) = o¢ U o;. Una observacién interesante es que

2t w T
QEIIZ{W—FN‘Z:O’”'7N_1}:Q€:0+N7

que muestra que los dos conjuntos de modos permitidos tienden a igualarse en el limite termo-
dinamico.



N=20,12=1

_1e ]

Figura 1: Energias A en funcién del nimero de modo [ para los dos subespacios € = 0, 1. Incluso
para este N relativamente bajo puede verse cémo ambas curvas tienden a superponerse en una sola.

Para la determinacién del estado fundamental distinguimos dos casos, en funcion de la intensidad
del campo magnético:

= A > 2: en este caso Ap > 0 para todo k, por lo que el estado de menor energia es el vacio

|GS) = [0).

» 0 < A < 2: aqui algunos Ay son negativos, el |GS) se construye anadiendo los modos con
Ay < 0 al vacio. En cada subespacio se obtiene un |GS),, el estado fundamental del sistema
entero sera el que tenga menor energia de los dos.

Asi pues, lo que estamos describiendo es una transicién de fase. A bajos campos magnéticos, el
estado fundamental estd compuesto por modos excitados con energia negativa. A partir del campo
critico A = 2, ningtin modo tiene energia negativa y el estado fundamental pasa a ser ferromagnético

GS) =10) =L --- ).
4. Limite termodinamico y entropia de entrelazamiento

En lo que sigue si que se tomard un limite termodindmico N — oco. Esto simplifica mucho la
situacién: las curvas Ag(l) — [ se convierten en una y podemos considerar el hamiltoniano completo

Hyx = Z Akbzbk ; (10)
ke

donde 2 = Qc—o(= Q) = {Z [1=0,---, N~1}. Y autoestados {bf ---b} [0) | ki € Q 7€ No}
con energfas » ., Ag.. El estado fundamental se sigue construyendo afladiendo modos con energia
negativa (o el mismo vacio si A > 2). Sean

A T N N-1
ke=p= arccos§ € [0, 5] le = L%kcJ € |:07 2} ) (11)

entonces el estado fundamental estd dado por |GS) = b,tl . -bL |0) donde

orl
{ki}lezﬁ_:{keQ]Ak<0}:{%IOSZSZC\/N—lcglgN—l}. (12)

Podemos ver representados estos modos en la siguiente gréfica:



Akay

_1¢e°

Figura 2: Espectro en el limite termodinamico para N = 50 espines y A = 1. Sombreadas las
regiones de modos con energia negativa (27).

4.1. Matriz de correlacion

Consideramos un bloque de L espines, y escribimos la matriz de correlacién para los operadores
br;

Opg PEN
<@%>=<G&@%Kﬁ>={o »d Q- (13)
Nétese que si A > 2, Q~ = () y la matriz (b;bq> es idénticamente cero. Tomamos ahora 0 < A < 2.

A partir de (13) puede calcularse la matriz de correlacién de los operadores a,, que es la que nos

interesa:
1 x
(al an) Z elan—ipm bTb =~ Z Z e (n—m) (14)

p q€ef keQ— l:O ,lc

N EZC:COS <27T m)) - % (15)

Dado que se ha tomado un bloque de L < N espines, la matriz relevante es una submatriz de la
matriz de correlacion global, es decir, nos restringimos a indices m,n =0, --- ,L — 1.

Proposicién 4.1. En el limite termodindmico, la matriz de correlacion del bloque de tamano L
estd dada por (ahan) = ke/m en la diagonal, y para n # m
i N sin(ke(n —m))
alan) 2 ——————~ 16
< m TL> 7T(Tl o m) ( )
Demostracion. Tomar el limite termodinamico se entiende en este contexto como hacer N tender
a infinito mientras L se mantiene fijo, finito. Se desprecian los términos que van con 1/N, en

particular 27 (n —m) es despreciable pero QWNZC = k. = arccos(%) no lo es. Partimos de la identidad

Sor_q cos(kz) = sin(%E) cos(2E ) /sin(£). Calculamos:

sin (kc(”;m)> cos (kc(n;m) + W(nﬁm))

1 Le 27l 1 2
T _ - — 4=
(amin) = 5 + 5 ZCOS < v (™ m)> NN sin (=t20)
. ke(n—m ke(n—m
_ 2o (S0 ) cos (S05) o (= m)
N w  w(n—m)

10



Para la diagonal principal, basta evaluar n—m = 0 en la expresion (14) y despreciar los términos
2(1+1 ~ 2 .
con 1/N: (anan>—(]\f+)—%_%_%, =
La matriz A,,,, es hermitica, y de hecho pertenece a una clase de matrices particular: las matrices
de Toeplitz, caracterizadas por poseer una misma entrada en cada diagonal (pues las entradas Ay,
dependen unicamente de la diferencia m — n). Ademas:

Proposicién 4.2. La matriz de correlacion A = (Apmn)m,n €s definida positiva, y tiene sus auto-
valores en el intervalo [0, 1].

Demostracion. Sean xg,--- ,xr_1 € C. El producto

L—1

m,n=0

donde |uz) =), Tpay |GS). Sucede que B = 1 — A también es definida positiva, de aqui se deduce
que los autovalores estan entre cero y uno. Para comprobar esto, basta observar que

Bin = (0mn — ajn“ﬂ) = <{ajnv an} — a;fnan> = <ana;rn> .
Y la evaluacién de un Vector x sobre la forma bilineal B vuelve a resultar una norma al cuadrado,
esta vez de |vy) =), @ am |GS). O
4.2. Conexién con la entropia de entrelazamiento

En adelante nos restringimos tinicamente al caso A < 2, pues la entropia de entrelazamiento del
caso A > 2 es muy sencilla: el estado fundamental es |GS) = |0) = || --- ]), un estado producto
(ferromagnético). Su entropia es trivialmente cero.

La matriz de correlaciéon puede escribirse en términos de la matriz densidad del bloque py:

Amn = <Cljnan> = tr(ainaan) (17)
Dado que A = A' existe una transformacién unitaria U que la diagonaliza: G = UTAU. Escrito con
subindices:
Gpg = Z Uppp Aminting (18)
m,n

Si definimos el operador g, = ), Ungan (y por tanto gJr =

la matriz de correlacion de gp:

gpgq (Z ump m) <Z unqan)> = Zu:npAmnunq = qu (19)

Por ser combinacién lineal de los ay,, los g, son operadores fermidnicos que siguen cumpliendo las
reglas de anticonmutacion.

Los autovalores de A,,,, que son los elementos de la diagonal de G4 son v, = (gllgm>. La matriz
densidad pyr, debe cumplir también:

m Urnp@m ) la matriz G es precisamente

Gomn = tr (g;rngan) = UmOmn (20)
De aqui se deduce que la matriz p;, puede descomponerse como

pL=01® - Qor, (21)
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donde cada g,, es la matriz densidad correspondiente al i-ésimo modo fermiénico excitado por gin.

En la base en que |1) es destruido por g, y [0) = gh |1) podemos calcular
9m [0) = gmgh 11) = ({gm, 9} — ghgm) 1) = |1) (22)
Y por tanto podemos escribir en forma matricial los operadores g, g, en la base {|0), [1)}:

m=(10)  oh=(0 o (23)

Por otro lado, la forma general de la matriz densidad g,, es

am Bm
Om = (le 1— am) (24)

Podemos deducir el valor de estas entradas. Empezando con la observacién de que (g,,) = 0. Esto
se debe a que (gq) = >_,, Ung(an) = >, ; Ungki(bi), y no es dificil ver que, por cémo definimos [GS),
(b;) = 0. Podemos calcular:

am Pm

Vin = (ghgm) = tr <9LgmpL) = tr Ké 8) (OB” 1 _Oam)] = am (26)

En conclusién, la matriz densidad reducida p;, = 01 ® --- @ 91, cuyos autovalores son necesarios
para calcular la entropia, cumple que

0= <gm> = tr(gmpL) = tr(ngm) =tr < 0 0 ) = Bm (25)

Y también:

Um 0

donde los v, son los autovalores de la matriz de correlacién A,,,. Como la entropia de von Neumann
(0, en general, la de Rényi) es aditiva [6, 9], tenemos

L
Sp=> H(vm), (28)
m=1

siendo H(z) = —zln(z) — (1 — z)In(1 — z).

Hemos reducido el problema de diagonalizar la matriz densidad (de tamaiio 2%) a diagonalizar
la matriz de correlacién (de tamano L). Computacionalmente esto supone una enorme mejora, y
podriamos sin mucha dificultad obtener numéricamente el valor de Sy, para un L dado. Sin embargo,
no es tan interesante el valor de la entropia como cudl es su dependencia de la longitud de la cadena.
La dependencia explicita de S, con L supone diagonalizar analiticamente la matriz de correlacion.
Esto no es posible, asi pues surge el interés en obtener una féormula asintética para Sp. Aqui es
donde entra la conjetura de Fisher-Hartwig, que nos da una aproximacién para el determinante de
cierto tipo de matrices de Toeplitz del que nuestra matriz de correlacién forma parte.
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5. Expresion asintotica de la entropia

5.1. Limite de campo critico: Lp < 1

Antes de proceder con la férmula asintética para L (L crece a campo A fijo), es interesante
estudiar el limite opuesto, Lk. = Lp < 1.
Lo cual quiere decir que p = k. = arc cos% = 0, equivalentemente A\ < 2. Este limite consiste en
fijar L y acercarnos por debajo al campo magnético critico.

En este contexto de p < 1:
~ P
Apn =2 = (29)
T

La matriz de correlacién tiene todas sus entradas iguales, valiendo p/m. Tiene pues un nucleo de
dimensién L—1, y tan solo un autoespacio adicional de dimensién 1 con autovalor L- 2. Por un lado
H(0) =0, y para H(%) observamos que el cociente (1 — z)In(1 — z)/zInz tiende a cero cuando

x — 0T y por tanto
Lp. (Lp

S =2 () (30)

m ™

Se puede comparar esta aproximacion con el valor exacto de la entropia calculando numéricamente
los autovalores de la matriz de correlacién y evaludndolos en (28).

L =20 L=20
S S
0.04}-
0.03- L
0.02- Pt .
0,011 <
I I I I 1 | | 1 1 A
00002 00004 00006 00008  00010” 1.9992 1.9994 1.9996 19998 2.0000
(a) En funcién del momento p (b) En funcién del campo magnético A

Figura 3: En azul: autovalores exactos; en rojo: aproximacion Lp < 1

Hace falta acercarse muchos 6rdenes de magnitud al campo magnético critico A = 2 para que
sea efectiva. Esto queda ilustrado en la figura 4.

L=20

0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001 Op

Figura 4: Error relativo de la apoximacién (30) en el caso Lp < 1
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5.2. Limite de cadena larga: Lp > 1

Volviendo al limite Lp > 1. El procedimiento para obtener la expresion asintdtica serd expresar

la entropia como una integral en el plano complejo, aplicar la conjetura de Fisher-Hartwig al
integrando, y finalmente simplificar la integral.
Los autovalores de A estan todos entre 0 y 1, asi que podriamos considerar un camino C en el
plano complejo que los rodee. Por otro lado Dy (v) = det(vl — A), el polinomio caracteristico
de A, tiene sus ceros en los autovalores vy,. La funcién racional D', (2)/Dp(z) tiene polos simples
precisamente en los z = v, por lo que podriamos aplicar el teorema de Cauchy y escribir:

5= Y Hivm) - 2 /H()D’L(Z)d L [ H(z) d(og Bi(2) (31)
= V. = — 2 )= Z = — z O, z
P o Jo T D) 2w Jo sHL

No obstante, esta aplicacién es incorrecta. El movtivo es que H(z) sélo es holomorfa en 0 <
Re(z) < 1, y un camino C' que rodee el intervalo [0, 1] necesariamente se sale de ese abierto. Hay
que modificar H(z).

Por motivos de conveniencia y simetria, hacemos un cambio de variable desde vy, € [0,1] a p, =
2vpy, — 1 € [—1,1], que son los autovalores de 24 — 1. Entonces S, = ), s(im) donde s(p) =

—%bg(l%‘) - I_T“log<1_7“> es una funcién holomorfa en —1 < Re(z) < 1. Ahora, para
ampliar el intervalo, consideramos € > 0 y definimos
1 1 1 1-—
5@ (z) = —5(1 + z) log <+;+€) - 5(1 —z)log <;+E> , (32)

que es holomorfa en —1 — e < Re(z) < 1+ ¢. Podemos ahora construir el camino C' = v, 5 como en
la figura:

Figura 5: Contorno de integracion 7. s

Por lo que ahora si estamos en condiciones de aplicar el teorema de Cauchy, y como la entropia
no depende del camino podemos tomar el limite £,6 — 0*:

sE ) a log D,(\) dA (33)

St =
Ve,s d>\

om0+ 2mi
donde Dy () = det(A + 1 — 2A) y tiene sus ceros en fiy,.

Tras laboriosos calculos detallados en el apéndice y que involucran la aplicacion de la conjetura
de Fisher-Hartwig para la aproximacién asintética del determinante Dy, (), se llega a la expresidn:

1 1 ~
Sy, = 3 log(L) + 3 log(2sinp) + C', (34)

donde C 22 0,49502 es una constante numérica que surge de la integral definida

= 0 [ o2 cosht 1
€= * - dt 35
/0 < 3t sinh®¢  tsinh? t) (35)
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La conclusion es, por tanto, que la entropia crece con el logaritmo de L, con un prefactor de %,
como se adelantaba en la introduccién.

Podemos comparar la férmula (34) con la entropia numéricamente calculada para distintos
valores del campo magnético:

p=n/4 p=mnr/20

191

1.7¢

1.6

141

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

Figura 6: En azul: autovalores exactos; en rojo: aproximaciéon Lp > 1

La férmula ajusta sorprendentemente bien los puntos para valores de Lp > 10. En la segunda
grafica, que corresponde a un campo relativamente mas cercano al critico, podemos ver cémo
empieza a desviarse la curva aproximada de la real, justo cuando bajamos del limite Lp > 10. El
crecimiento logaritmico de la entropia, asi como la divergencia entre las curvas cuando Lp disminuye,
quedan representados en las siguientes figuras:

p=r/4 p=n/4
S ) ) ) )
20 ..'..”..40.........5-0 L

1o ~0.0001 - ._.-""
1.8° o

-0.0002 - K
17} .

-0.0003 - .
1.6 .

-0.0004
15
s -0.0005

25 30 35 log L
(a) Los valores de la entropia se ajustan a la recta (b) El error relativo es del orden de 107, pero
logaritmica diverge cuando L disminuye
Figura 7

6. Conclusion

El entrelazamiento cudntico es uno de los principales fenémenos que distinguen la mecanica
cuantica de la clasica. La entropia de entrelazamiento es una medida cuantitativa muy extendida
de este efecto. La cadena de espines de Heisenberg de tipo XX es un modelo paradigmético de

15



sistema, que presenta una transicién de fase cudntica a temperatura cero.

Cuando el campo es inferior a 2 (en las unidades apropiadas), el estado fundamental esta entre-
lazado, aumentando su entropia logaritmicamente con el tamano L de la cadena. Para un L fijo,
la maxima entropia se obtiene cuando el campo es nulo, y ésta va disminuyendo al aumentar la
intensidad A del campo hasta que, para A > 2, se satura y se mantiene en cero. Esto es debido
a que para A = 2 se produce una transicién de fase, ya que el estado fundamental pasa a ser
ferromagnético (es decir, un estado producto de espines ||)).

200 e

.

.......
......
.......
.......
.ee
.o
.o
.o
0ec®
.
.
.
.
.

os5fe e A=19

Figura 8: Célculo numérico de la entropia diagonalizando la matriz de correlacién (sin aproxima-
ciones). Visién global.

A. Calculo de la integral. Conjetura de Fisher-Hartwig

Para llegar a la ecuacién (34), partimos de (33) y del polinomio caracteristico Dy, = det(7Tp).
La matriz Ty, = A + 1 — 24 hereda el ser matriz de Toeplitz de la matriz de correlacién. En [1, 2]
se muestra que esta matriz cumple unas hipotesis para las que la conjetura de Fisher-Hartwig esta
demostrada. Tras una serie de simplificaciones ahi descritas, se puede concluir que el determinante
puede aproximarse en el limite asintotico L — oo por

A+1

) —LP
Dr(\) = (2 sin p L)~ (A +1)F <H> (G(1+ B)G(1 — B))?

con P=p/m, p=ke, f=1/2mi log(A+1/X —1).
Lo que sigue es el detalle de cémo introducir esta aproximacién en la integral, y cémo llegar hasta

(34).
Calculamos esa derivada del logaritmo de Dy, usando que
a5 _~i 1
d\ 7w 1-—)\2
Y definiendo 1 d
= — ] 1 1-—
6 = 55 75 08 (G1L+ H)G(1 - §)
Entonces
d 4i8 . 1-P P
— log Dy, & ————— (log(2L A Ll ——+—
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El tltimo sumando desaparece al multiplicarlo contra s e integrarlo porque

1 A
— A2 = 5@ (1) 2% g(+1) =0
i), Wz =5 FE) —— @)

Por tanto la integral queda

S22 iim / S9N 5 log(2L sin p) + 6(\) dA
L= 5,51—>0+ ey L= A2 & p

Observaciéon A.1. Hay una mejor expresion para ¢(\). Usando

G+ 2)6(1—2) = 04007 T [0 S|

n=1 le
Tenemos
-1 d i 62 62 [e%s) ,82
¢(A):%% —(1+7E)ﬁ2+n§_:1 <n 10g<1_nz> +n) = 1+7E+n§_:1n2—52

La integral en la parte circular del contorno se anula porque las curvas son simétricas bajo
A= =Xy ademés B(—=N) = —B(N), s (=X) = sE(N) y ¢(=A) = ¢()). Asi que el integrando es
antisimétrico. Nada nos impide ahora tomar el limite e — 0%, resultando en

1—i0 1+1id
— log(L 2si A)) dA
o= 7T2 51—1>I(I)1+ (/1 i6 /1+z§) 1 - /\Qﬂ( o8(L 2sinp) + 4(3))

Sea A = x +1id con |z| < 1. Calculemos

A+1 2?1446 L 2
A—1 (1—2)2+62  (1—x)%+62

w =

x+1
1—z°

+
Fijado x, Re(w) < 0 para § lo bastante pequefio. Asf que Im(w)/ Re(w) = £25/(1—22—4§2) 207
teniendo constantemente el signo de £4. Por tanto lims_,o+ arg(_, -y w = Fm. Otro limite necesario
es

Por lo que para el médulo de w tenemos lims_,o+ ||w|| =

1 . .
lim B(o 410) = 5 lim (log w] +iargw) = ~iB(x) ¥ 1/2 = F*(x)

6—0t

con B(x 10 1”’ . Con esto la dependencia de L y p puede extraerse de la integral, y tenemos
g

nuestra prlmera expres1on de la entropia en funcién de unas integrales reales:

Sp = log(L 2sinp)l; + I

A.1. Expresion de las integrales I, I,. Célculo de I,

Por un lado

1—id 1446 1 sl
L=2 lm (/ / > = >\2 Bdx = % 3 122 (—iB(x) + 1/2) — (—iB(z) — 1/2)] dx

2
T 50+ 1—i6 1446

s>
=— dx
7r2/_11—x2
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Por otro
) 1-i6 1+i8 2 (Y os(x)
& 751—1}(% </1 i8 /1+z5> /\2B d(A)dA = 72 /_1 — z2 (5 o - ”8+¢+) du
() +1/2)3 (—iB(x) —1/2)3
= (1+7r) 11+/ 1_x22 <n2 (—iB(z) 4+ 1/2)? _n2—(—iB(x)—1/2)2>dx

7 €T 3
=Q+9p)i+ — Z / T 332 <n2 (_B;EB)(;L) :{21)/2)2> = +ye)h + 12

La primera de las integrales, I7, puede obtenerse exactamente usando el resultado fol llo—ifdt =T

-1 log 132 log 1% 1
/ gdo=—3 e
l—x e ) 1—37 1+zx 3

Y la férmula asintética de la entropia resulta

1 1 ~
Sp = 3 log(L) + 3 log(2sinp) + C', (36)

donde C' = (1 +~g)/3 + I es una constante numérica.

A.2. Calculo de C

Podemos manipular la integral I para obtener una expresién algo mas cerrada para C. Primero,
darse cuenta de que se puede escribir Iy tal que

1
=2 29 z@) s £ - 2) de,

w2 ) 1— 22

donde Z(z) =1/2+iB(x) y
=D
—n(n®—z

Observacion A.2 (Expresién de la funcién digamma). Sea ¢(z) = % log I'(z) la funcién digamma.
Para I' tomamos la definicién

I() = e_zEZ f[l(l n %),%z/n
Entonces
e ):—7E+;<1—n_1+2>
Lema A.3. )
F2) +f(1=2) = =(1+7p) = 5(¥(2) +¥(1 - 2))
Demostracion. Sale trivialmente de la propiedad (1 + 2z) = ¢(z) + 1/=. O
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Por lo que podemos escribir

U ol Los(x

— 1 S\T — 1 S\T
== r ) (12 4+ iB@) +0(1/2— iB(a)) dr = 4 ),
_ =2 1 s(@)

7T2 _11—x2

C=+mf+ |

(¥(Z(x)) + P([Z(2)])) da

Re[(1/2 +iB(x))] dx

Porque ¢ estd definida como suma de funciones racionales, asi que ¥(z*) = (¥(2))*.

Vamos a tomar el cambio de variable w = B(z) = % log i‘i , que es equivalente a x = tanhTw y

T
eTW — %Jr )
—x

Procede calcular

W W

1l—x= ¢

l1+z= =
+ cosh mw cosh mw

Por tanto, la funcién s(w) se escribe

—1 ™ oW —1 e Tw e~ W
S ] _ log [ —S
s(w) 2 coshmw 0 (2 cosh 7rw> + 2 coshmw (2 cosh mv)

W —TTw

log(2 cosh )e”w +e ™ Tw e —e
& 2 cosh mw cosh mw 2
= log(2 cosh mw) — mw tanh 7w
Luego, nétese que por un lado w(—17) = log0t = —oo, y por otro w(1~) = log oo = o0o. Ademds,

dw = % y s(w) tiene simetria par. La nueva expresion integral de la constante C' resulta

C=2 [T stz i) + 01 /2 — i)t = 22 / T s(w)((1/2 + iw) + 9(1/2 — iw))dw

T J-c0

Partimos de la representacion integral de Gauss de la funcién digamma
[e’e) eft efzt
2) = - — dt

o0 9t cos wt
t sinh¢/2

~ 2 [ et cos wt
C=- dt d
7r/0 S<w)/0 ( t + sinht/Q) v

Intercambiando las integrales

¢ - % /0 h _‘Zt (2 /0 oos(w)dw) + Smhlw ( /0 ~ s(w) cos(wt)dw) dt

La primera integral de s(w) ya la hemos calculado, estd relacionada con I;.

o o 1 [ os() T T
2 = = — = —I = —
/0 s(w)dw / s(w)dw 77/1 1_x2dx 511 =%

—00 —

Para escribir
dt

P(1/2 +iw) +(1/2 — iw) = /0

Quedando
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2

La segunda la podemos integrar por partes, notando que s'(w) = —w2w sech?(rw), y 5(0) = log 2,

s(o0) = 0. . o
/0 s(w) cos(wt)dw = —/0 78 (w) sin(wt) dw

C'—/OO ie_t+ 2m /oowsinwtdw @
~Jo 3 sinht/2 J, cosh?rw t
*© /1 —t &7 00 e~ 2w dt
- 3 ——————wsin(wt) dw | —
/) < 3 e "+ sinh t/2 /O (1 + e—zww)ngln(w ) w) "

Observaciéon A.4. Consideramos la identidad, para |r| < 1

Resultando en

r
— . — -1 n+1l, .n
(14 1r)2 7ndrl—l—r Zn "

Que empleamos para calcular la integral dependiente del parametro ¢

0 e 2" sm(wt - n+1 > w(it—2m) c- n+1 1
K(t) )y dw = 1 T
®) /0 (1+ e 2mw)2 nz: / ‘ e mnz:l S (T ST
= Z n—HL i n+1 ¢ 1 _ t
— (t? +47m2n2)? i~ t2 +4m2n2 (2 + 47%n?)?

Para el primero de los sumandos usamos la identidad (calculable mediante residuos)

o
(=" 1 T
2 L 4T seh
z% n2+a2 242 + g AT

Y resulta

1 1
= — ht/2
47T3§ t/27r +n2 ot Am ¢ /

Para el segundo observamos que

Sy & Ay d (o

= 4 (- w
;(”QJFO‘)Q ; dan? + a do 2a+2\/&CSC o
ol e h

by +-—=5 Ao3/2 csch mv/a + ECSC (my/a) cotanh (/)

Aplicado a nuestro caso

o0

) -1 1 1
Z: t2+47r n2)2 ~ (4n2)2 Z % 2y = o 8t3 cscht/2 + — 682 cscht/2cotanht/2

Y la integral K (t) queda resuelta

cscht/2

K(t) = =5,

(tcotanht/2 — 2)

20



En conclusién

i <_31€_t + sinfgf/Q) (tanht(t/2) B 2) T67 sinlh (t/2)> %

J
/OO —e ! cosht/2 1
0
J

i _ dt
3t 2sinh3(¢/2)  tsinh?(t/2)

o0 2t . cosh t 1
3t sinh®t  tsinh®t

dt = 0,49502
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