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1.- INTRODUCCION

Esta investigaciôn se ocupa del estudio de la unicidad del equilibrio compe 
titivo en una cierta clase de modèles dinâmicos, la de les llamados mo>delos mo 
netarios con generaciones sucesivas, Wallace, 1.970. El genuine caracter dinâ- 
mice implicade per la estructura generacienal y el ser estes modèles toâsica- 
mente desagregades, les hace especialmente aptes para el tratamiente teérico - 
de cuestienes menetarias en termines dinâmicos.

En el tratamiente de preblemas de ecenemia dinamica, les ultimes affies han 
presenciade la apariciân tante de nueves métedes de anâlisis cerne de conceptes 
de seluciôn originales. Entre estes ultimes tiene especial importanciæ el cen- 
cepte de Equilibrie cen Expectatives Racienales(ER). Este se define corne una 
secuencia de va^eres para las variables endegenas cerrespendientes a tede el 
herizente temporal del medelo ecenômico que se estudia y con la prepiesdad de 
que, dades eses valeres, las decisienes de les agentes ecenômices son ôptimas, 
sujetas a sus particulares restriccienes, y tedes les mercades se vacüan, Nuth, 
1.961; Lucas, 1.970; Sargent, 1.972; Sargent and Wallace, 1.973.

Este es el cencepte de equilibrie que usaremes a le large de esta investi- 
gaciôn.

Cerne una primera apreximacién, puede decirse que la unicidad es un proble­
ms en les modèles de generaciones sucesivas perque dade su caracter dànâmico, 
multiplican en el tiempe el problems de ebtener un unice equilibrie em el mo­
dèle de equilibrie general estâtice de Arrew-Debreu. Per ejemple, cerne) veremos 
después, es perfectamente pesible que exista un unice equilibrie en caida pério­
de de la evelucion de la ecenemia, le que llaraaremes un Equilibrie Temporal - 
(ET), mientras que la secuencia infinita que define el equilibrie con ER puede 
no ser unica en absolute.
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Esta peculiar falta de unicidad ha side ya senalada per varies autores, y no 
solo en la clase de modèles que nesetres vames a analizar siiio ligada a un pro­
blems mas general relacionade.cen la naturaleza del equilibrie con ER; Shell, 
1.971; Black 1.974; Calve 1.978, 1.979; Shiller, 1.978. La idea propuesta por 
éstes autores es simplemente que el equilibrie cen ER no es le suficientemente 
fuerte come para determinar una entre las diferentes sendas de equilibrie que 
puede seguir una ecenemia din&mica. E incluse algunes llegan a afirmar que este 
es un defecto bâsice que élimina la pesibilidad de usar eficazmente este conceg 
te de equilibrie en el estudio de modèles dinâmicos.'

Sin embargo, es dificil ver el sentide de esta ultima afirmacion. En modèles 
menetaries dinâmicos, las accienes dependent de las ideas de les agentes sobre 
el future y per le tante, debè esperarse que diferentes perspectivas den lugar 
a diferentes sendas de equilibrie. Al requérir que las citadas perspectivas se 
relacienen cen elementes ebjetives de la situaciôn centemplada per el medele , 
el cencepte de equilibrie cen ER se cenvierte en compatible con tode tipo de 
ideas acerca del future, incluse las ne explicadas en el contexte del medelo . 
El heche de que ninguna de las sendas de equilibrie résultantes se vea anulada 
ceqe un equilibrie cen ER ne es ningûn defecto del cencepte. Signifies simple­
mente que tenemes que buscar restriccienes razenables sobre el comportamiento 
y estructura de la ecenemia que nos permitan reducir el numéro de sendas que - 
pedrian aparecer come equilibries cen ER.

Este es exactamente el camine que adptaremes. As! pues, vamos a estudiar la 
unicidad de la senda de equilibrie baje una cendicién de regularidad que impon 
dremos en la ecenemia. Esta cendiciôn se relaciena con una propiedad que a - 
priori se diria que cualquier buen medele dinâmice debe poseer, a saber, la pro 
piedad de que el future lejane no deberia tener demasiada influencia sobre la 
situacién existante en cualquier période dade. En consecuencia, nuestra condi- 
cién de regularidad impone que, hablande sin precision, lo que suceda 6 le que 
la gente piensa que va a suceder en el future lejane, no tenga una influencia
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demasiado fuerte sobre el equilibrie que résulta en cualquier memento particu­
lar. En cierte sentide, las paginas que siguen pedrian censiderarse come una 
expleracion de las implicacienes de esta cendiciôn de regularidad para el pro­
blems de la unicidad del equilibrie en la clage de modèles dinâmicos que hemos 
escogide analizar. De heche, baje tal cendiciôn nos serâ pesible demestrar la 
unicidad del equilibrie cen ER tante en una versiôn estacienaria de nuestre me 
dele ceme en el case general, ne estacionarie.

Sin embargo, debemes hacer ahora una advertencia. En estes modèles cen gene 
raciones sucesivas, un precie del dinere igual a cere es siempre un equilibrio 
cen Previsiôn Perfects (PP) ô cen ER, en el que ne tiene lugar ninguna tran- 
sacciôn menetaria. No censideraremes éstes equilibries. Ademâs, es también una 
caracteristica de la clase de modèles cen generaciones sucesivas que incluse - 
versienes de les mismes muy sencillas y estacienarias, presentan un continue de 
equilibries cen PP en les que el precie del dinere converge a cere asintôtica- 
mente. Excluyende modèles cen una estructura muy particular, ne parece que exis 
ta ninguna ferma natural de suprimir este comportamiento, en cierta medida pa- 
telôgiee. Asi pues, en éste trabaje nos hemos visto censtrehides a reducimos 
al analisis de la clase de equilibries cen PP en les que el precie del dinere 
estâ acetade per encima de cere.

Dividiremes nuestre anâlisis en des partes, la primera dedicada al estudio - 
del case estacienario y la segunda que se ecupa del case mas general ne estacio 
narie. Hay des razenes que justifican esta decisiôn. En primer lugar, en le que 
respecta al preblema de la unicidad del equilibrie, la distinciôn entre ésas - 
des situacienes es mâs de grade que de otra cesa. En el tratamiente del caso - 
estacionarie encentraremes ya la mayor parte de les preblemas que hacen que un 
equilibrie cen ER unice sea alge tan dificil de ebtener en estes modèles dinâmi­
cos. Sin embargo, desde el punto de vista ecenômico, el estudio inicial del ca­
se estacionarie nos permitirâ presentar les preblemas y las dificultades de
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forma.clara, sin preocuparnos por las dificultades tecnicas inherentes a los 
procesos no estacionarios. Por otra parte, desde el punto de vista tecnico, el 
analisis del caso estacionarie nos efrecerâ claves importantes sobre las exten 
sienes de la cendiciôn de regularidad necesarias para discutir la situaciôn no 
estacienaria.

Ceme se verâ, la seluciôn de nuestre medelo constituée una ecuaciôn en dife 
rencias de primer erden ne lineal, de la ferma p^ = g^ (p^^^) t> 1, donde p^

es el precie del dinere en términes del bien en el période t. En el case esta- 
cienarie, g^ = g para tode -t>l., mientras que én el case general las g^ son 
diferentes. Asi pues, es natural que nuestre primer ebjetive sea relacienar - 
nuestra cendiciôn de regularidad cen ciertas prepiedades de las funciones g^ .
En el case estacionarie, esta relaciôn es clara y pedemes caracterizar la cla­
se de funciones g regulares, esencialmente cerne la clase de funciones centrac 
tivas définidas sobre el espacio de precies cen la tepelogia euclidiana. Sin - 
embargo, tal caracterizaciôn deja de ser valida en el case general, en el que 
el anâlisis se vuelve muche mâs cemplicade.

La literatura sobre la unicidad del equilibrio cen ER es sorprendenteraente 
escasa y, de heche, sôlo he pedide encentrar des trabajes, que se ocupan ambos 
de diferentes versienes de nuestre medele estacionarie. Lucas, 1.972, define - 
el equilibrie en termines de funciones definidas sobre el espacio de parâmetres 
de su ecenemia y censigue un ûnice equilibrie prebande que la relaciôn que exi£ 
te entre los precios de equilibrie de des périodes cualesquiera (lo que corres 
pende a nuestra funciôn g) es un eperader centracciôn. Por otra parte, Wallace,
1.980, define el equilibrie en termines de secuencias reales y prueba la unici­
dad del equilibrio estacionarie eptimo. El présenté trabaje puede censiderarse 
ceme una generalizaciôn de éstes.

Finalmente, me gustaria sehalar que independientemente de los resultados -
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obtenidos, las tecnicas de prueba pueden ser en si mismas de cierto imteres pa 
ra el lector. En particular, se hace use del hecho de que, bajo ciertas condi- 
ciones, cambios en la métrica del espacio sobre el que se defineh ciertas fun­
ciones pueden proveerlas con mâs estructura de la que tendrian en otro caso, y 
ello sin cambiar la topologia original del espacio.

La organizacion de éste trabajo es la siguiente. En la Parte II présentâmes 
el fflodelo y discutimos algunos de sus rasgos fundamentales. La Parte III se de 
dica a la definiciôn y caracterizaciôn de la condiciôn de regularidad, que se 
aplica seguidamente al estudio do la unicidad del equilibrio con ER en el caso 
estacionarie. La Parte IV generaliza la condiciôn de regularidad al caso gene­
ral no estacionarie, en cuyo contexto también se prueba unicidad. En la parte 
V discutimos algunas condiciones econômicas suficientes para nuestra condiciôn 
de regularidad y, finalmente, la Parte VI se dedica a conclusiones, gèneraliza- 
ciones posibles, y sugerencias para trabajes futures.
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II. EL MODELO

£n el modelo que usaremos el tiempo es disçreto y ordenado de acuerdo con
t = 0,1,2..... En cada t, t%l, aparece en la economia un nuevo grupo de N
agentes que viven dos périodes, la generaciôn t. Asi pues, aunque cada genera- 
ciôi tiene un horizonte de vida de duraciôn finita, la economia como tal tiene 
un horizonte temporal infinite. Los miembros de la generaciôn 0 estan présentes 
en ]a economia solo en t = 1. Para cada t, denotarâ el conjunto de consumi- 
dores nacidos en el période t, la generaciôn t-ésima.

In cada période, existe en la economia un ûnico bien, no producido. Cada - 
agente tiene un vector de recursos iniciales , t = 0,1,2,.,..,
i = 1,2,...N, donde es la cantidad de bien recibido por el miembro i de
la generaciôn t cuando es joven, h = 1 ô vieje, h = 2. Los recursos inicia 
les son conocidos con certidumbre.

Supoesto 1 : i = l,----N, h = 1,2, t 4 0

N
j $ W  , h = 1,2, t % 0 .

El siguiente supuesto es acerca de la cantidad de dinero fiduciario que exis 
te en la economia.

Supuesto 2 : La cantidad de dinero fiduciario es fija e igual a M.
Est# cantidad de dinero fiduciario es poseida inicialmente por los miembros de 
la generaciôn ccro.

En lo que respecta a las preferencias, la primera cosa a seAalar es que en 
el periodo 1, cada miembro de la generaciôn cero maximiza el consume del bien 
existante en ése periodo, mientras que todos los demas agentes en la economia
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tienen una funcion de utilidad (c^ ,c^ ) donde es el consume en elL cx tn
periodo t + h - 1 del agente i, miembro de la.generaciôn t, cuando es joven, 
h = 1, Ô viejo, h = 2. Asi pues, permitimos que las preferencias difieran tanto 
en el seno de una misma generaciôn como a lo largo de las generaciones.

Su^U£sto^^ Î (.,.), . X — 1 ,...N, t — 0,1,2,...

es continua, monôtona y estrictamente quasi-concava.

Como dijimos anteriormente, en cualquier periodo t, cada agente i co-
noce con certidumbre los recursos iniciales en el periodo t + 1. Sin embargo 
todavia no puede tener certidumbre acerca del precio que prevalecerâ en el pé­
riode siguiente. Esto se debe a las posibilidades de intercambio que se abren 
en el periodo t + 1 ,  debido a la apariciôn de una generaciôn nueva. Asi pues, 
cada agente que es joven en el periodo t tiene que formar expectativas acer 
ca del precio en el periodo siguiente. Como se formen estas es crucial para la 
estructura del modelo. Volveremos sobre éste punto mâs adelante. Sin embargo , 
puesto que en éste modelo no hay incertidumbre acerca del espacio fisico futu- 
ro, es natural que colapsemos taies expectativas en un ûnico valor. Esto es , 
consideraremos expectativas puntuales y no distribuciones de probabilidad corn 
pletas.

En la economia de horizonte infinite que hemos descrito, hay dos problemas 
diferentes que pueden considerarse. üno es el equilibrio que puede existir en 
cualquier periodo dado t, lo que Hicks llamô el Equilibrio Temporal (ET) en 
el periodo t. El otro, es el equilibrio de la economia compléta. Empezamos - 
con el primero.

Supongamos que todos los miembros de la generaciôn t tienen las mismas - 
expectativas, un supuesto que se justificarâ mâs adelante. Esto es, todos los
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agentes jovenes en el periodo t esperan que prevalecerâ el mismo precio en 
el periodo t + 1 .  Sea p^ el precio de una unidad de dinero fiduciario en el 
periodo t, en termines del bien en ése periodo.

Entonces, en cualquier periodo arbitrario t, t)l, tenemos en ésta econo­
mia el problems trivial de los miembros de la generaciôn t - 1, que tratan de 
maximizar su consumo dados sus recursos iniciales y la parte de los recursos 
iniciales de los jovenes que puedan conseguir a cambio de su dinero. Por otra 
parte, cada agente ié escoge su consumo de forma ôptima resolviendo el - 
problems,

““  “c
sometido a (1) c^^ + p^ “t^'^tl

" L  * Pt.l

donde m^ es la demanda de dinero por el agente i en el periodo t, p^f IR̂  
estâ dado y (R es el precio del dinero que unânimemente se espera preva
lecerâ en t + 1.

Este problems de maximizaciôn genera funciones de demanda de consumo en los 
periodos t y t + 1 por parte de los miembros de la generaciôn t, . como fun 
clones de p ' y pt+1

^tl ^tl ^^t, ^t+1^ i€G^

' ^ 2  '"t, Pt.l'
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T»bi«n, siendo (p^. (p^. y

4  'Pf Pt.l* ' *’«  'Pf Pt.l> - * « ’

obtenemos los excesos de demanda de los miembros de la generaciôn t.

Notese que los miembros de la generaciôn t-1 ofrecen, en el periodo t, 
todo el dinero que tienen inelâsticamente al precio corriente, por lo que

16 Gt-1 t-1 2 'Pt-i' Pt’ “ Pt "•

Esto justifica cl concepto de ET que vamos a définir como una situaciôn en la 
que el mercado para el bien en el periodo t se vacia.

Definiciôn II.1 ; Dado > 0, un equilibrio en el periodo t, ô Equilibrio
Temporal en t, es un precio del dinero p^>0 y la correspondiente distribu-
ciôn de consumo tal que,

(3)
Pt " * i l  0. S i  'Pf Pt.l’ ■ “•

Ahora bien, de la ecuaciôn (1) con igualdad se deduce que.

i -1 , i i ,
"t ' Pt ' "ti - 'ti '

y sumando sobre los i 6 G^,

(4) «r i -1 , i i
ifc. "t - Pt *'tl - 'tl

Asi pues,cuando se cumpla la ecuaciôn (3),

« - p;' 'ie“ G, 'ti ‘p f  Pt.i> - P*
-1 . ^

i6 G. (^tl (Pf Pt+l' -*tl)
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Asi pues, si p^ es de hecho un ET en el periodo t, la ecuaciôn (3) se cumple , 
se sigue couparando (4) y (5) que,

-t

con lo que el mercado monetario se vacia.

Un ET en el periodo t es entonces cualquier precio positivo del dinero pa­
ra el cual, dadas sus expectativas y restriccienes, todos los agentes que vi­
ven en el periodo t se comportan de la mejor manera que pueden y todos los - 
mercados en dicho periodo se vacian. En particular, el concepto de ET se defi­
ne independiente de que el precio del dinero esperado en el periodo t se vea
6 no realizado en el periodo t+1. Esto es lo que hace que el concepto de ET
sea un concepto de equilibrio muy debil.

En nuestra investigaciôn juega un papel crucial una cierta aplicaciôn, la
Aplicaciôn de Equilibrio Temporal en cualquier periodo t,

gt : ®++ K++

definida como,

®t (Pt+l  ̂ “(Pt * Pt define un ET en el periodo t^

En otras palabras, p^k ^Pt+1^ ^ solo si.

’t " " i f  G. "ttl’ - ° ■

Esta claro que la aplicaciôn de ET estâ bien definida en tanto en cuanto - 
exista por lo menos un ET en cualquier periodo t. La existencia de ET en un - 
modelo similar al nuestro ha sido probada por Grandmont y Laroque, 1.973, y es 
una aplicaciôn directs de resultados conocidos en el analisis estâtico del - 
equilibrio general. Igualmente, la aplicaciôn serâ de hecho una funciôn
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continua si y solo si dado cualquier  ̂ , el ET en el periodo t es ûnico
y cambia continuameqte con
Debe sefiarlarse que la unicidad del ET dado ^ caracter funcional de
la aplicaciôn de ET, no son exactamente la misma cosa. Por supuesto, si la - 
aplicaciôn de ET es de hecho una funciôn, el ET sera ûnico para cualquier va­
lor de p . Sin embargo, como se verâ claramente en lo que sigue, podemos 
tener un ûnico ET en el periodo t, dado p^^^ , incluso si el rango de la apli 
caciôn de ET tiene varios valores para algunos p^^^ y un ûnico valor para - 
otros, incluyendo p*^^. Sin embargo, no es en absolute claro que el permitir 
ésta pequeRa generalizaciôn adicionalcompense la enorme complejidad analitica 
que ello implicaria. La generalizaciôn verdadera séria permitir que la aplica­
ciôn de ET fuese una auténtica correspondencia.
Puesto que nuestro interés en éste trabajo es la unicidad del equilibrio con 
ER, que se define mâs adelante, no podemos llegar tan lejos. Esta es la razôn
por la cual, en éste estadio de la investigaciôn, nos contentaremos con supo-
ner la condiciôn global de que el ET es ûnico para todo t )1, aunque ésto, en 
sentido estricto, es mâs de lo que realmente necesitamos. Asi pues, tenemos,

Supuesto 4 ; El ET en el periodo t es ûnico para todo t%l.

"t '*'t’ *̂ t+l' ^t "tl '*'t’ *'t+l'
demanda agregada en el periodo t. Se cumple entonceslo siguiente.

Lema II.1 ;Bajo el supuesto 4, la aplicaciôn de ET en el periodo t es una - 
funciôn continua para todo t >1.

Prueba; Que la aplicaciôn de ET en el periodo t, G^, es de hecho una fun 
ciôn para todo t>l, es simplemente otra forma de expresar el supuesto 4, , 
ya que éste sôlo signifies que para cada G existe un p^> 0 y sôlo
une tal que (p̂ , p^ = 0. Asi pues, sôlo tenemos que probar continui- 
dad. Para cualquier t>l, la funciôn Z^; IR̂  ̂x |R^^—* es continua puesto 
que es la suma de funciones continuas. Por lo tanto, puesto que es un
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• -1conjunto cerrado, (0) tambien ha de ser cerrado.

Puesto que Z^^(O) =  ̂(p^, p^^^) : p ^ = g ^  , es claro que si la

secuencia (p”, p" )C zj' (0) converge a (p , p ) cuando n tiende a t j. ID t ‘C4*l

infinito, entonces (p , p ) 6 Z ^  (0), por lo que p = g (p ) con lo t t + 1 t t t t + 1
cual g es continua.

Q.E.D.

Volviendo a la linea principal de nuestra argumentaciôn, consideraremos - 
ahora el equilibrio de la economia compléta. Sin embargo, tenemos primero que 
precisar nuestra hipôtesis acerca de la formacion de expectativas. Se supondrâ 
que los agentes tienen Previsiôn Perfects, el correlate en condiciones de cer­
tidumbre de la hipôtesis de Expectativas Racionales. Lo que signifies PP es 
que el precio que los agentes de cualquier periodo t esperan que prevalezca en 
el periodo t+1, se realize efectivamente como ptecio de equilibrio en tt-1. - 
Puesto que en cada periodo solo existe un ûnico precio de equilibrio, una con 
secuencia inmediata de esta hipôtesis es que los miembros de cualquier gene­
raciôn dada , tienen todos expectativas comunes. En un equilibrio con PP to 
dos los miembros de cualquier generaciôn t dada, tienen que tener la misma 
expectative sobre el precio del dinero en el periodo t+1. Esto justifica el 
que hayamos supuesto previamente (ver pagina 8) lo que aparece ahora como una 
implicaciôn del concepto de equilibrio utilizado.

Cuando se considéra la economia con horizonte infinito, la situaciôn en - 
cualquier periodo t es exactamente la misma que la que nos llevô a la defini­
ciôn de ET. Lo que cambia crucialmente es que el concepto de equilibrio que 
utilizamos ahora se refiere a la economia compléta y, por lo tanto, requerimos 
que las expectativas de los agentes se vean satisfechas en todos los periodos.

Definiciôn II.2; Un equilibrio competitive con Previsiôn Perfeqta, equilibrio 
con PP para simplificar, es una secuencia {p l " , p & IR %t, y l a  se-( L y t—1 t ++
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cuencîâ correspondiente de distribuciones de consumo tal que.

Pt" * if Si 'Pt' Pt.l’ ‘ = 1-2'
Esto es, un equilibrio con PP es cualquier secuencia de precios positivos tal 
que cada miembro de cada generaciôn se comporta de la mejor manera posible y 
todos los mercados se vacian.

Exactamente igual que antes, la condiciôn de equilibrio define una relaciôn 
entre p^ y p^^^ para cada t%l.
Sin embargo, mientras que la definiciôn de ET en el periodo t no implicaba en 
absolute lo que pudiera ocurrir en el periodo t+1 , esto es ahora de importan 
cia fundamental, puesto que el precio esperado para el periodo t+1 tiene que 
ser un equilibrio temporal en el periodo t+1. Por lo tanto, podemos frasear la 
definiciôn de equilibrio con PP en termines de la. aplicaciôn de ET como sigue. 
Un equilibrio con PP es una secuencia |p. [ , p & R '̂ t, tal que cuales- ̂ V % X V ++
quiera dos elementos consécutives de la misma satisfacen la aplicaciôn de ET 
del correspondiente periodo t.

Lema II.2; Si ^  ̂ constituye un equilibrio con PP, p^^ W/M, t = 1,2...

Prueba; De la ecuaciôn (1) con igualdad se sigue que en cualquier periodo 
t>l, para cualquier i t G^,

i i „i
"t ”t ■ "ti - 'Pt- Pt.i*
Por lo que sumando sobre los i G^,

^  ‘ [« t i  -  <1 'P f  P t . i ’]“ Pt"* iGG, 
esto es.

Pt = (  "t - fil 'Pt' Pt.i* f ifo "I s1 é G. t
Q.E.D.
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Con este lema no hay ninguna perdida de generalidad en considerar el conjun 
to Q = | x € k | 0 < x <W/m J como nuestro espacio de precios. Sin embargo, si 
la hay en restringir el analisis a los equilibrios con PP cuyos precios estan 
acotados por encima de cero, lo que haremos en éste trabajo. Existent buenas ra 
zones teoricas que justificarian ésta restriccién, al menos en el caso estacio 
nario, y todas ellas estan ligadas al hecho de que el permitir que los precios 
pertenezcan al conjunto Q no impide la existencia de equilibrios en los que 
el precio del dinero converge asintôticamente a cero. En primer lugar, como - 
muestra el trabajo de Millan 1.981, si existe un equilibrio con PP que conver 
ge a cero, existe también un continue de equilibrios, todos los cuales conver- 
gen a cero. Esta es ciertamente una negra perspective si queremos discutir el 
tema de la unicidad del equilibrio. Pero hay mâs. En un cierto sentido, los - 
equilibrios que convergen a cero pueden considerarse como algo especial. En - 
particular, es presumible'que fuertes expectativas de un precio del dinero en 
el futuro positivo, 6 el requisite de que los agentes paguen un impüesto en di 
nero, suprimiria esos equilibrios al establecer una cota inferior efectiva en 
el precio del dinero. En diferentes contextes, Grandmont, 1.977, ha utilizado 
la primera idea y Starr, 1.974, la segunda. Brock y Scheinkman, 1.980, han pro 
bade la efectividad del establecimiento del impuesto en un modelo con genera­
ciones sucesivas, y en el mismo contexto, Wallace, 1.980, présenta un mécanis­
me en el que el hecho de que el gobierno esta dispuesto a cambiar dinero por 
bien a una cierta, y reducida, tasa, pone una cota inferior en el precio del 
dinerd. Finalmente, debe hacerse notar que la convergencia del precio del di­
nero a cero es, en estos modelos, una condiciôn necesaria para que taies equi­
librios no sean Pareto optimos, Balasko y Shell, 1.979; Okuno y Zilcha,1.979.

Asi pues, a partir de ahora consideraremos precios en el conjunto - - 
P = ^ x$ W/M , 0  0 ] y consiguientemente reduciremos nuestra atenciôn
a economias cuyas aplicaciones de ET estân definidas sobre P.
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III. EL CASO ESTACIONARIO

Proponemos comenzar la investigaciôn con el analisis de la economia estacio 
naria, en la que no cambia a lo largo de las generaciones ni la distribuciôn 
de las funciones de utilidad ni la de los recursos iniciales. Hay dos razones 
que justifica ésta decisiôn. En primer lugar, el anâlisis de ésta situaciôn - 
aparentemente sencilla nos va a permitir presentar nuestros temas bâsicos des 
de una perspective mâs clara, al no entrar en las muchas dificultades inheren 
tes al estudio de la estructura dinâmioa general. Ello permitirâ al lector ob- 
tener una visiôn mâs clara de por qué la unicidad del equilibrio es un proble- 
ma en ésta clase de modelo y de qué tipo de condiciones se requieren para obte 
nerla. En segundo lugar, es presumible que el estudio del caso estacionario - 
nos ofrezca claves e indicaciones acerca de qud condiciones reforzar, y en que 
sentido, cuando lleguemos a discutir la unicidaidel equilibrio con PP en el ôa- 
so general.

Por supuesto, como podria esperarse, en éste caso estacionario obtendremos 
resultados mâs fuertes, y utilizando menos condiciones, que los que podremos 
obtener parala eeonomia general. En particular, podremos identificar con pre- 
cisiôn la naturaleza del ûnico equilibrio con PP existante bajo las condicio­
nes de regularidad que impondremos. Sin embargo, de nuevo debemos seMalar que 
en lo que respecta al problems de la unicidad, la situaciôn estaçionaria no es 
sustantivamente diferente de la general; la diferencia es mâs bien de grado.
En esta parte'encontraremos ya la mayor parte de los problemas que conVierten 
a un ûnico equilibrio con PP en algo de obtenciôn tan dificultosa en éstos mo­
delos dinâmicos.

Asi pues, entrando en materia, consideraremos ahora una economia èstaciona- 
ria. Esto es, en el contexto del modelo expuesto en la Parte II, supondremos
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shors qu@  ̂ ~ ^ ^t2^' ^ ~ 1,2.... y que — w^, h =1,2,

t = 1,2.... con lo que en la economia existen N tipos de individuos, identicos
en cada periodo.

Se recordara que definimos el equilibrio del modelo a partir del equilibrio 
que existe en cada periodo, el ET en cualquier periodo t)l. Diremos que el ET 
en el periodo t es ûnico si, dado p^^^& P , existe un ûnico p^ tal que p^ 
es m  ET en el periodo t. De igual forma, el equilibrio con PP serâ ûnico si 
existe sôlo una secuencia ( p i  que sea de equilibrio. Puesto que cualquier
equilibrio con PP puede caracterizarse como una secuencia de ET autoconsisten 
te, es claro que la unicidad del ET en cada periodo t ) 1 es una condiciôn ne­
cesaria para la unicidad del equilibrio con PP (sin embargo, veanse los comen- 
tarios en la pagina 12).La mejor forma de mostrar que no es condiciôn suficien- 
te es con el sencillo ejemplo que sigue.

Nôtese que en nuestro marco estacionario y bajo los supuesto de la Parte II 
que seguimos manteniendo, la aplicaciôn de ET que résulta del modelo es la - 
misma en todos los periodos, ésto es, es una funciôn que no cambia con el tiem 
po. Supongamos ademâs que su grafico es como el de la funciôn que aparece en el 
dibujo.

Pt
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Es claro que el ET es ûnico en cada periodo. Sin embargo, puesto que el ûni­
co requisito en una secuencia de equilibrio con PP es que cualesquiera dos - 
elementos consécutives de la misma satisfagan a la aplicaciôn de ET, es igual­
mente claro que hay muchas secuencias que cumplen ésta condiciôn. Hemos dibuja 
do dos de ellas, una que realiza un ciclo fijo alrededor de un punto fijo y - 
otra que converge a él. Ninguno de los supuestos que hemos realizado a lo largo 
del modelo impide que la aplicaciôn de ET se comporte de ésta forma. Asi pues, 
parece que en ausencia de restriccienes adicionales, el caso mâs comûn en este 
tipo de modelos es la existencia de multiples equilibrios.

La razôn de ésta falta de unicidad también es clara. Como veremos,en estos 
modelos las acciones de los ageqtes en cualquier periodo depeqden de sus opi- 
niones acerca del comportamiento futuro de los precios. El contenido bâsico - 
del concepto de equilibrio con ER, es justamente el relacionar taies opiniones 
con elementos objetivos de la situaciôn contemplada por el modelo. Sin embargo, 
tal relaciôn, en nuestro caso el requisito de que las espectativas se satisfa­
gan en cada periodo, no es suficientemente restrictive como para forzar el que 
la secuencia de precios de equilibrio siga una senda determinada. Como hemos 
sugerido en la Introducciôn, lo ûnico que ésta situaciôn requiers es que for- 
mulemos restriccienes sobre la estructura de éstas economias que nos permitan 
reducir el numéro de equilibrios con PP posibles. La condiciôn de regularidad 
que discutiremos a continuaciôn cumple éste objetivo. Su caracterizaciôn y el 
estudio de sus implicaciones para la unicidad del equilibrio con PF, nos ocupa 
râ toda ésta parte.

Volviendo ahora a la ecuaciôn p ^ = g  (p^^^), la aplicaciôn de ET que co­
rresponde a cualquier periodo de nuestra economia estaçionaria, la primera co 
sa a notar es. que es una ecuaciôn en diferencias no lineal. En consecuencia,su 
soluciôn por recursiôn hacia adelante depende de condiciones terminales sobre 
el comportamiento de la variable independiente. Lo que ésto implica en particu
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cular, es que el ET en cualquier periodo t depende de toda la senda futura de 
los precios. Es claro que ésta situaciôn puede conducir a todo tipo de fenôme- 
nos erràticos en el comportamiento de la secuencia de precios que constituye 
un equibrio con PP. •

Estas posiblefe patologias son las que se pretenden impedir con nuestra condi 
ciôn de regularidad. Esta requiers que no sea muy grande la influencia que suce 
SOS futuros, ô la anticipaciôn de los mismos, pueda tener sobre el ET en el mo­
ments presents. Porque parece que un buen modelo dinâmico deberia tener la propie 
dad de que el futuro distante no tuviera demasiada influencia sobre el equili­
brio presents. En particular, se querria que el modelo tuviese la propiedad de 
que las expectativas referentes a periodos mâs y mâs lejanos tuviesen cada vez 
menos influencia en el equilibrio existente boy, hasta llegar a ninguna. Por - 
otra parte, si el futuro no deberia tener demasiada influencia sobre el equili­
brio presents, tampoco deberian tener demasiada importancia los errores en las 
expectativas acerca de precios pertenecientes al futuro lejano. En otras pala­
bras, cualquier expectative de un precio en el futuro deberia tener implicacio­
nes sobre el precio de equilibrio hoy, inversamente proporcionales a la lejania 
en el tiempo del periodo al que tal expectative se refiere.

Basados en las ideas del pârrafo anterior, establecemos nuestra condiciôn - 
de regularidad en la siguiente forma preliminar.

Condiciôn de regularidad: La economia en el periodo t se llamarâ regular si dife 
rentes opiniones acerca de algûn precio futuro tienen una influencia sobre la - 
soluciôn de la ecuaciôn.de ET en el periodo t que disminuye a medida que el pe 
riodo al que tal expectativas se refieren se hace mâs y mâs lejano.

Nôtese que, incluso en una forma tan primitiva como la anterior, la condiciôn 
de regularidad que se propone es de hecho una condiciôn sobre la aplicaciôn de 
ET correspondiente a ésta economia. Para ver ésto, supongamos que los miembros
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de la generaciôn t esperan un cierto precio dado en algûn periodo futuro T ?t. 
Llamemos este precio Entonces, utilizando este precio como una condiciôn
terminal y trabajando hacia atrâs con la aplicaciôn de ET, obtenemos un cierto
precio en el periodo t, que, por supuesto, depende univocamente dep^, la condi 
ciôn terminal. Llamemos p^ (T) a tal precio.

Si establecemos ahora la condiciôn terminal en periodos cada vez mâs lejanos,
T+1, T+2.... T+n, obtenemos, igual que anteriormente, precios correspondientes
en el periodo t , digamos p^ (T+1), p^(T+2)   p^(T+n). Lo que la condiciôn
de regularidad estâ imponiendo, es que la secuencia j^p^(T+n]^  ̂ converja - 
independientemente del valor particular de la condiciôn terminal utilizado.

Observese sin embargo, que debido a la ley de formaciôn de la secuencia

T(T) = g (p^ )

donde g^ = g»g^  ̂ es la iteraciôn T-ésima de la aplicaciôn de ET. De igual
forma.

t

y, en general,

T+1 T r -ip^(T+l) =g (p^) = g»g (p^) = g Ip^ (T)j

p^(T+n) = g" ĵ p̂  (T)j = g" ^g^ (Py^= (Py) ,

por lo que convergencia de la secuencia ĵ p̂  (T+n)j^ ^

es idéntico a convergencia de la secuencia correspondiente con
diferentes condiciones terminales, valores de p^ . Esto justifica nuestra afir 
maciôn de que el papel de la condiciôn de regularidad es imponer restriccienes 
sobre la aplicaciôn de ET de la economia estaçionaria, asegurando que la se-
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cuenciaX g (p ) 1 , converge al mismo valor de p , llamemoslo p, inde-( T ; n=l t
pendientemente del valor particular de p^ esperado. De hecho, reforzaremos - 
esta convergencia requiriendo, dentro de la definicion de nuestra condicion de 
regularidad, que exista un entorno abierto de p, W, que se reduce hasta el con 
junto |p| a medida que iteramos la aplicacidn de ET, ésto es, tal que g"(W)-ÿ^} 
cuando n tiende a infinite.

Podemos définir ahora con rigor nuestra condiciôn de regularidad.

Definicion III. 1. (Condieion de Regularidad); La economia estacionaria se lia 
marâ regular si,

a) Para cualquier q é P, la secuencia | g"(q)j 

converge al mismo valor, digamos que p.

b) Existe un conjunto abierto W, pfeW, tal que converge a ^pj
(es decir, lim diam. g” (W) = 0), 

n->œ
donde g”(.) = go g”  ̂ (.) es la iteraciôn nesima de la aplicaciôn de 
ET y g° (q) = q, V qfe P.

Probablemente debamos hacer algun comentario sobre la condicion b). En pri­
mes lugar, deberia ser claro que la condiciôn a) no implica la b). Lo que a) 
requiere es convergencia puntural de la secuencia de funciones | 8 j ® la 
funciôn constante f(x) = p, V x€P. Y aunque g”(P)C P para n=l,2,..., de nin- 
guna «anera se sigue que la inclusion tenga que ser propia para ningûn n>l,
Por otra parte, lo que la condiciôn b) pide, es que exista un entorno abierto,
W, del punto de convergencia p, el diamètre de cuyas iteraciones tiende a cero.

( n) ®De esta forma, lo que hace es imponer convergencia uniforme de | g > local-
mente, en W. Ademas, como se verâ mas adelante, escogiendo adecuadamente el - 
entorno de p, podemos asegurar que g (W) esta incluido propiamente en g (W)
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para todo n^l. Debe notarse sin embargo, que a) y b) juntas es un requisite mu- 
cho mas debil que la convergencia uniforme de a fen P. De hecho, una
vez que se tiene a), la condiciôn b) es bastante facil de satisfacer. Por ejemplo 
si g es transversal a la linea de 45 grados y/o diferenciable en p, la condiciôn 
b) se cumple. En cualquier caso, para la prueba de la unicidad del equilibrio ne 
cesitamos alguna forma de convergencia uniforme de la secuencia ^ g " y nuestra 
condiciôn de regularidad es justamente adecuada para este propôsito como se verâ 
en lo que sigue.

Con la condiciôn de regularidad ya definida, la primera cuestiôn que parece na 
tural preguntarse es acerca de la clase de aplicaciones de ET que pueden conside- 
rarse regulares. Este es, queremos caracterizar la clase de aplicaciones de ET re 
guiares.

Un muy conocido teorema de Banach, nos ofrece una primera idea sobre el tipo 
de funciones a las que debemos dirigir nuestra atenciôn. El citado teorema afirma 
que si g es una contracciôn, entonces 1̂  g"(%) = y para todo x en el dominio de 
la funciôn y, ademâs,no es dificil probar que b) en la definiciôn III. 1. también 
se cumple. Sin embargo, podemos conseguir un resultado algo mejor, como veremos.

Definiciôn. III.2: Sea ^X, dj un espacio métrico. Se dira que una funciôn f:X-*X 
es una contracciôn en ̂ X, d^, si existe \*[o,l) tal que para todo x, y6 X, 

d(f(x), f(y)) $ >. d(x, y)

Se dira que una funciôn f : X-»X es contractiva es ^X, d^,si para todo x, yfiX,
X  ̂ y,

d(f(x), f(y))< d(x, y)

Es claro que cada constracciôn es también una funciôn contractiva en el mismo 
espacio. Sin embargo, es facil mostrar con ejemplos que là conversa no es cierta 
en general, incluso cuando el dominio de la funciôn es un conjunto compacte.
Por ejemplo consideremos f :[o, 1 /2]- p ^ , 1/^ definida como f(x) = x^ . Enton 
ces para todo x, yé[o, 1/2], x y, | f(%) - f(y) 1 = 1 - y^ j 4  (x + y)

|x - yj< |x - y I .
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sin embargo, puesto que (x + y) puede estar tan cerca de uno como queramos, no 
existe n i n g û n [o, 1) que pueda servir para todos los pares de valores x, y 
en Lo, 1/2].

En nuestro caso, el espacio metrico basico es \ .|j, donde es la me­
trics euclidiana usual en los reales. Podemos ahcra probar lo siguiente.

Proposicion III. 1; Supongamos que la aplicacién de ET de la economia estacio­
naria, g : P-fP es contractiva, Entonces ^  g"(P) = |pj para algdn p 6 P.

n=o

En particular, 1 ^  g"(x) =p, V xfP, y se cumple b) en la Definicion III.1
por lo que la economia @5 regular.

Prueba; Considérese los conjuntos:
K^= P̂  — g(P), ... g (p); •••

Puesto que la funciôn de ET, g, es continua, es compacte para n=0,l,2..
y puesto que g: P-^P, es claro que ... O ..... Por lo -
tanto, como es bien sabido ^  K no es vacio. Probaremos que K = ^

• n=0 n=0
K contiene exactamente un punto. Para ésto, pruebo primero que g(K)=K.

La inclusiôn en una direcciôn es facil, puesto que g (K) = g( ^  K )
00 , CD n=o

C  n  ® (*n) = A  “̂n+l " n=o n=o

En otra direcciôn, sea .xtK, y considerese la secuencia S^= g  ̂ (x)OK^ 
Puesto que ^x| es un conjunto cerrado y compacte para n)0, la se­
cuencia S es una secuencia de conjuntos compactes. Ademas, puesto que 
x6 K implica que xEK^ para n? 0, no es vacio para ningûn n>0,

Por lo tanto,
^  = g  ̂ (x)n K ^ 0
n=o
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por lo que x Ag (K) ^ 0 y, por tanto, xe g (K). Se sigue que KC g (K).

Asi piles, g aplica K sobre si mismo. Buscando la constradiccion, supon­
gamos ahora que K contiene mas de un punto. Entonces diam 0 y pues 
to que K es compacte, diam rg(K)j= max | x-y\=max \g(u)-g(v)j=jg(u)• X ' f UfVfeiv
-g(v)j se alcanza efectivamente por algûn u, v6K.

Sin embargo, puesto que g es contractiva, ■ *

I g(u) - g(v)̂  < |u - v \ 4 diam K
con lo que diam. ̂ g(K)J< diam K, lo cual contradice el hecho de que g apli
ca K sobre si mismo.

00
Por lo tanto K = A  K contiene ûnicamente un punto, que llamaremos n=o n
p, y se sigue que 1̂ ^  g (x) = p para todo xfeP.

Ademas , b) en la Definiciôn III. 1 se cumple para todos los conjuntos 
abiertos WC P taies que pfeW.

Q.E.D..

Sin avanzar mas, debemos hacer ahora dos observaciones. La primera simple- 
mente seRala que hasta ahora hemos estado trabajando con el espacio métrico^P, d^
donde d es la métrica euclidiana, d(x, y) = jx - y | , x y 6 P. Sin embargo, es
claro que el mismo espacio basico P puede convertirse en un espacio métrico - 
escogiendo una cualquiera de las, muchas raétricas posibles. En tal sentido, intro 
ducimos la definiciôn siguiente.

Definiciôn III.3; Se an dos espacios métricos ĵ X, d|, ĵ X, d'^. Decimos que d y d* 
son métricas équivalentes topologicamente , si ambas dan lugàr a los mismos con­
juntos abiertos en X.

Asi pues, las metricas équivalentes topologicamente cambian la forma en que 
medimos distancia en un espacio dado sin alterar la estructura topolôgica bâsica
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del mismo, la definiciôn de sus conjuntos abiertos. Las metricas équivalentes 
topologicamente son importantes porque muchas propiedades interesantes de - 
aplicaciones definidas a un espacio dado, dependen ûnicamente de la métrica - 
utilizada y en absolute de la topologia del espacio.

En particular, y ésto es nuestra segunda observaciôn, dada cualquier funciôn 
definida en un cierto espacio, la propiedad de"ser una funciôn contractiva". - 
estâ definida ûnicamente en relaciôn con una métrica dada. No es una invariante 
métrica. Lo que ésto signifies es que una funciôn dada puede ser contractiva en 
un espacio métrico d| y no en otro ^X, d’j ,incluso cuando las metricas d y 
d’ son équivalentes topologicamente. Un sencillo ejemplo de éste fenômeno es el 
siguiente.

Sea X = |x, y, ; Definamos en X dos métricas, d y d’ , como sigue,

= 1 1 %  a,béX

d' (x,y) = d ’ (x,z) = %
d’ (y,z) = 1
d’ (x,x) = d’ (y,y) = d' (z,z) = o

Sea f : X-»X definida como f(x) = y, f(y) =z, f(z) = z. En éste caso,
f es contractiva en |̂ X, d'| pero no en |x, d| . Sin embargo, es facil probar 
que d y d’ estan bien definidas y son métricas équivalentes topologicamente.

Voy a argumenter que estas ideas son relevantes, y no sole para nuestro pro 
blema, como veremos, sino también desde un punto de vista mas general. En mu- 
chos problèmes de economia, el interes se centra en la existencia de puntos f^ 
jos de una cierta aplicaciôn y en el numéro de taies puntos fijos. Ahora bien 
estas son cuestiones que dependen exclusivamente de la definiciôn de la apli­
caciôn de que se trate y no de la topologia ô la métrica del espacio en que - 
tal aplicaciôn estâ definida. Si una aplicaciôn bien definida tiene un punto
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fijo, 6 dos, 6 cualquier numéro,los seguira teniendo independientemente de la 
métrica ô de la topologia que queramos imponer en el dominio y rango de la - 
aplicacién. Por supuesto, otra cosa bien diferente es como probar que de hecho 
taies puntos fijos estan ahi. Pero para éste fin es perfectamente légitime ' el 
violentar tanto cuanto queramos los espacios correspondientes siempre que no 
cambiemos la definiciôn de la aplicaciôn. Lo que quiero decir es que podemos 
cambiar la métrica y/o la topologia del dominio y rango de la aplicaciôn, pro­
bar la propiedad que nos interesa, y volver después a la situaciôn primitiva 
para continuar el argumente.

En nuestro caso particular, lo quesugerimos es que si la economia estaciona 
ria es regular, podrla ser posible convertir la funciôn correspondiente de ET 
en una funciôn contractiva en |p, dj , simplemente cambiando la métrica d. Que 
tal es de hecho el caso lo probarâ nuestra proxima proposiciôn. Sin embargo, - 
primero necesitamos un lema.

Lema III.1: Supongamos que la economia estacionaria es regular. Sea lim — —    n-f co
g (q) = p, Vq€P y sea W el entorno de p que aparece en la parte b) de la 
Definiciôn III.1. Entonces, existe un entorno abierto de p, que llamaremos 0, 
tal que OC W  y g(0)CO.

Prueba; Puesto que g™(N)-^|p^ cuando n —»0D, existe un entero n tal 
que g”(W)C W.
Para cualquier h%0, sea g *̂ (W) = ^ x 6 P : g^(x)6 W ̂
y considérese el conjunto abierto 

m—1
• 0 = 0  g"*̂  (n) •, J=o

-0Puesto que g (W) = W, es claro que OC W. Probaremos que para cada x60, 
g(x)É 0. Si xéO, xÊg  para O ^ j ^ m  - 1. Por lo tanto,

g(x)ég (W) = g (W) para O ^ j ^ m - 1 .
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Puesto que xéO, x 6W por lo que g™(x)êg™(W)C W, ésto es 
g™  ̂ (g(x) )eg”(W). Se sigue entonces que g(x)é g  ̂̂ (W) .
Esto prueba que si x6 0, g(x)ë. 0, que es lo que nos proponiamos probar.

Q.E.D.

Lo que indica éste lema es que si la economia es regular, siempre existe un 
entorno abierto de p, 0, tal que g(0)C 0. Asi pues, podemos sustituir W por 0 
en la definiciôn de economia regular y hacer uso de la propiedad anterior, lo 
que nos serâ de utilidad en la prueba de la siguiente proposiciôn.

Proposiciôn III.2; Supongamos que la economia estacionaria es regular. Entonces 
existe una métrica d sobre P, équivalente topolôgicamente a la métrica eucli 
diana, y tal que g ; P-.?P es contractiva en |̂ P, d j .

Prueba; Puesto que la prueba es bastante larga, no es superfulo ofrecer 
ahora una visiôn general del desarrollo de la misma. En primer lugar, 
introducimos una métrica en P y probamos que es equivalents topolôgica 
mente a la métrica euclidiana. Despues, introducimos una segunda métrica 
en P, probamos que g es contractiva en términos de ésta métrica y, fi 
nalmente, probamos que es equivalents topolôgicamente a la métrica eucli 
diana comparandola con la métrica introducida inicialmente.

Asi pues, sea d̂  : P x P-» IR̂  definida como,

dj (x, y) = sug \ g" (x) - g"(y)( , x, yfe P.

Entonces d^ (x,y)> 0 para todo x, ye, P y es 0 si y solo si x = y.

Tenemos que probar que d^ satisface la desigualdad triangular. Sean
Xf y,  Z&P.

Puesto que la economia es regular, por a) en la Definiciôn III. 1, el



—28—

SU]nq[g \ g" (x) - g"(y)| se alcanza por algûn entero positivo m % 0, por lo

que (x,y) =|g™(x) - g"(y)j .

Entonces,
(x,y) =jg“ (x) - g” (y)I $  \ g” (x) - g” (z) I + I g“ (z) - g ” (y)|

^  1 -  «“<"1 + s ;gU "'">  -  *"<)'> 1

. d^ (x,z) + dĵ (z,y) .

Probaremos ahora que d^ es équivalente topolôgicamente a la métrica eucli 
diana.
Puesto que para todo x, ygP,|x - d^ (x,y) , se sigue que cualquier
secuencia convergente con respecto a d̂  ̂ converge también con respecto a
I . I . Por lo tanto, tenemos que probar ûnicamente que secuencias conver
gentes con respecto a | .j son también convergentes con respecto a d^ . 
Por b) en la Definiciôn III.1. para cada^ > 0 existe un entero positivo 
N tal que para n > N
diam g”(W) = suÿ^^j g”(x) - g"(y)|< é •

Por a) en la Definiciôn III.L. para cada* xfcP, existe un entero finito
n(x) = min ^ n 0 : g"(x) 6 wj. Puesto que g es continua, existe y 0
tal que si | x-y \ < Vj ;

(7) g"^*^(y) 6 W y  ̂ îp(x) - g'^(y)|< ^ . 0 4 j ̂  N + n(x) .

Utilizando el Lema III.1. puesto que g(W)C W, se sigue que,

para todo n> 0, por lo que
(8) I g^(x) - g'^(y)|< i , j> N  + n(x)

Pero entonces, si (x - y)< se sigue de (7) y (8) que d^ (x,y) < C , 
lo que implica que cualquier secuencia convergente a x con respecto a 
 ̂  ̂, también converge a x con respecto a d^.
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Asi pues, I .j y son métricas équivalentes topologicamente.

Introduzcamos ahora una segunda funcion d: P x P-̂ IR definida como,
03 1 ■ ^ n I ^

d (x,y)= ^  -ĵ - sug |g"(x) - g"(y)| x, yé P. donde K=diam P.
k=o 2 K

Es claro que d es no negative y cero si y solo si x = y, ademas, 
si z€P,

00
£

1
“k sup j g"(x) - g"(y)I

k=0 2 K n>k
00
C

1
"k” sup \ g"(x) - g"(z) + g"(z) - g"(y) 1

k=0 2 K njk
00
C

1
~it~ sup 1 g"(x) - g”(z) )+ (g"(z) - g"(y))|

k=0 2 K n)k
00
C

1
"k sup [lig”(x) - g"(z)J +1 g"(z) - g"(y)lj

k=0 2 K n)k
00
C

1
"k" sup 1g"(x) - g"(z)| + sup 1 g”(z) - g"(y)l

k=0 2 K l n>k n>k ^
00c 1

k” supl
oo

g"(x) - g"(z)| + ^  --- sup\g"(z)
k=0 2 K nÿk k=0 2 K n>k

d(x,,z) + d(z,y)

por lo que d satisface la desigualdad triangular y es, por tanto, una 
métrica bien definida.

Probaremos ahora que en términos de d, la aplicacién de ET, g, es con­
tractiva.

(9) Pugsto que para todo k%0, sug | g”^^ (x) - g" ^(y)j^sug ̂ g"(x)-g"(y)| 
■ se sigue que.
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d(g(x), g(y)) = C”lr sup
k=o
00

2 K 
1

n«k

t . ~ïc~ sup
k=o 2 K n»k
00< i

”iT sup
k=o 2 K n)k

puede darse el (

sup \ g”(x) - g"(y)J = d (x,y)

para ningûn x, y ^ P ,  x y . Supongamos que fuera asi, de fomna que 
para algun x, y & P, x y,

^  sup \ g”^^(x) - g"*^(y) I = ^  sup I g"(x) r-\g"(y)i
k=o '2 K n.ÿk k=o 2 K n?k

Entonces
00

£  Tk=o 2 K
I n+1 n+1sup \g (x) - g

n*k
(y) I - sup |g"(x) - g"(y)|l = 0

n$k J

y , por (9), tiene que ser cierto que para todo k*0,

(10) sup 1 g"^^(x) - g"*^(y)\ = sup I g”(x) - g"(y)| •
n>k n*k

Ahora bien, en términos de la métrica d^ introducida inicialmente, la 
expresién (10) para k = 0 es simplemente

(g(x), g(y) ) = d^ (x, y) 

y, puesto que utilizando de nuevo la expresién (10) con k = 1,
n+2. . n+2

n>0
I = supI n+1, n+1sup I g (x) - g (y)1 = sup l g (x) - g (y)

n»l

sup j g"(x) - g*(y)
n>/l

I n+1 n+1 \= sup jg (x) - g (y)| ,
n%0
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2 2obtenemos también que d^(g (x) , g (y) ) = d^(g(x) , g(y) ).

Se sigue entonces, par inducciôn, que para n%l,

d^(g"(x), g”(y) ) = d^(x, y)>0
lo que significa ciertamente que d^ (g"(x), g"(y) ) no converge a 0 cuan 
do n tiende a infinite. Sin embargo, puesto que d^ es topologicamente 
équivalente a la métrica euclidiana sobre P, éste hecho significa también 
que tampoco |g"(x) - g"(y)| puede converger a cero cuando n va hacia - 
infinite.

Por otra parte,utilizando la condiciôn de regularidad, 1 ^  g"(x) =
= lim g"(y) implica que, n-KD

1 ^  \ g"(x) - g"(y) ( = 0n-xn
y ésta contradicciôn prueba que no puede darse el caso de que d(g(x),g(y))= 
- d(x,y) para ningûn x,y feP, x ^ y, por lo que

d(g(x), g(y))<d(x,y) x, y^P, x y

lo que significa que g es contractiva en términos de d.

Falta probar que d es equivalents topolôgicamente a la métrica euclidia 
na. Puesto que equivalencia topolôgica de métricas es una relaciôn de equi 
Valencia, nos basta probar que d y d̂  ̂ son équivalentes topolôgicamente. 
Puesto que d^(x,y)i»d(x,y) para todo x, y&P, es claro que secuencias - 
convergentes con respecto a d convergen también con respecto a d̂  y lo 
hacen al mismo limite. Por lo tanto, tenemos que probar ûnicamente la -
implicaciôn en la direcciôn opuesta. Ahora bien,

œ  1 n n 1 n
d(x,y) = ^  --- sup 1 g (x) - g (y)|$: ^  --- sup j g (x) - g"(y)|

k=o 2 K n>k k=o 2 K n)o

f ̂  sup I g”(x) - g"(y)i| ^
L n:»o J k=o 2
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donde la ultima serie converge y tiene suma 2. Asi pues,
2d(x, y)^ - dj (x, y)

Pero entonces, puesto que cualquier secuencia convergente con respecto a 
dĵ lo es también con respecto a 2/Kd^ y viceversa, se sigue que secuen 
cias convergentes.con respecto a d^ son tambien convergente con respecto 
a d.
Esto compléta la prueba de equivalencia topolôgica, y, por tanto, también 
la prueba de la proposiciôn.

Q.E.D.

Asi pues, de acuerdo con ésta proposiciôn, si la economia estacionaria es re 
gular podemos cambiar la métrica de P sin alterar su topologia, convirtiendo - 
asi la aplicaciôn de ET en una aplicaciôn contractiva. Esta ultima proposiciôn, 
junto con la Proposiciôn III.1., es claro que implica.

Proposiciôn III.3. La economia estacionaria es regular en el sentido de la De 
finiciôn III.1. si y solo si la aplicaciôn correspondiente de ET, g: P —»P es 
contractiva en |̂ P, d| para alguna métrica d.

Esta proposiciôn agota la caracterizaciôn formai de la condiciôn de regular! 
dad. Significa, que la clase de funciones que pueden ser funciones de ET de eco 
nomias regulares, es esencialmente la clase de funciones contract!vas definidas 
en P. Si la aplicaciôn de ET es contractiva, la economia es regular y si la eco 
nomia es regular, la aplicaciôn de ET correspondiente 6 es contractiva ô puede 
hacerse tal imponiendo una métrica diferente sobre P que deja invariante su 
topologia.

Nuestro objetivo es ahora utilizar ésta caracterizaciôn para el estudio de 
la unicidad del equilibrio con PP de economies estacionarias regulares. Como se
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nalamos anteriormente, podremos incluso identificar el linico equilibrio con PP 
que existe en estas economias. De hecho, éste estarâ constituido por la secuen­
cia que repite en cada période el punto fijo de la funcion de ET, cuya existen­
cia y unicidad vamos a probar ahora.

Proposiciôn III.4. Supongamos que la economia estacionaria es regular. Enton­
ces la funciôn de ET correspondiente tiene un punto fijo y sôlo uno.

Prueba ;
Puesto que la economia es regular, lim^ g (x)=p para todo x 6P. Proba 
ré que éste p es el ûnico punto fijo de g. Existencia es inmediata 
puesto que, por continuidad de g,

n+1
B(p) ■ e [ ü S .  ■ ÀiS, • P

Para probar unicidad, supongamos que existe q€ P tal que g(q) = q. En 
tal caso, puesto que, g^(q) = g ĵ g(q)] = g(q) = q, se sigue que,

g (q) — q > n= 1,2...
por lo que,

lim g"(q) . q .

Sin embargo, por regularidad, lim g"(q) = p.
Por lo tanto q = p.

Q.E.D.

Por supuesto, no es lo mismo que exista un ûnico punto fijo de la funciôn de 
ET de la economia que el que el equilibrio con PP de la misma sea ûnico. Lo. pr^ 
mero significa simplemente que existe un equilibrio con PP estacionario y sôlo 
uno. El probarque éste es el ûnico equilibrio de la economia, requiere algo - 
mâs de trabajo.
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Proposiciôn III.5. Supongamos que la economia estacionaria es regular. Enton­
ces la secuencia *p i define un equilibrio con PP si y sôlo si para todo

^ ) t=lt>l p^ es un punto fijo de la aplicaciôn de ET, g.

Prueba: Sea ^p^j ^  ̂ un equilibrio con PP.. Probaremos que p^ tiene 
que ser entonces un punto fîjo de g para todo t>l. Recuérdese que en 
virtud de la Proposiciôn III.4, g tiene un ûnico punto fijo que llamare-
smo q.

Supongamos que existe un periodo h para el cual Ph^i^tj t ^  ’ p^ ^ q. 

Puesto que jp^j , es un equilibrio con PP, p^ = g(p^ y en general,

Entonces,

y, en general,

’h ■ «"'•■h.n

En virtud de la Proposiciôn III.2, g es una funciôn contractiva en^P, d 
dada una elecciôn adecuada de la métrica d. Por lo tanto, utilizando la 
Proposiciôn III.1, sabemos que g”(P)—^|qj cuando n tiende a infinite.

Ahora bien, para todo n>0, g"(p^ g"(P) , la iteraciôn n-ésima.del
espacio de precios y se sigue inmediatamente que

d(g”(Ph^n^’ g"(q))-̂ >0 cuando n —î>od .

En consecuencia, puesto que para todo n>l,

d(g"(Ph^n^ » g"(q)) = d(p^, q) ,

se sigue también que d(p , q) tiende a cero cuando n tiende a infinite
lo que contradice nuestro supuesto de que p^ ^ q .
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Por otra parte, es immediate que si peP es el ûnico punto fijo de g, la 
secuencia con p ^= p para t= 1,2,... es un equilibrio con
PP.

Q.E.D.

Con esta proposicion, el siguiente colorario se sigue inmediatamente.

Colorario III.l Si la economia estacionaria es regular, existe un equilibrio 
con PP y éste es ûnico.

Prueba; Se sigue dîrectamente de la Proposicion anterior y de la Proposi- 
cién III .4.

Q.E.D.

Este colorario compléta nuestro estudio de la economia estacionaria. Hemos 
probado que,' bajo nuestra condiciôn de regularidad, existe un ûnico equilibrio 
con PP y, en el proceso, hemos probado también la utilidad para nuestros propô 
sitos de efectuar cambios en la estructura del espacio pertinente.

Finalmente, no estâ de mâs el que hagamos algunos comentarios acerca de la 
relevancia de los resultados obtenidos. En éstos modèles con generaciones suce- 
sivas, un equilibrio es una senda, una secuencia infinita de valores para las 
variables endôgenas. Este es un concepto de equilibrio que debe separarse radi 
calmente del concepto de equilibrio como "ausencia de moviraiento" que tanto se 
ha usado, y abusado, en teoria econômica. En consecuencia, si los modèles que 
trabajamos presentan alguna regularidad en absolute, deberîamos esperar que los 
elementos de la secuencia de equilibrio correspondiente estuvieran relacionados 
con las caracteristicas bâsicas del modèle en el periodo al cual corresponden. 
Sin embargo, la otra cara de la moneda es que, en tal caso, los equilibrios 
estacionarios sôlo podrian aparecer, y deberian hacerlo, cuando la estructura
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bâsica de la economia no cambia en el tiempo. En otras palabras, los equilibrios 
estacionarios deberian ser los equilibrios de las economias estacionarias. Con 
éste punto de vista, es tranquilizador encontrar que el equilibrio que se obtie 
ne cuando imponemos nuestra condiciôn de regularidad en la economia estacionaria 
es estacionario. Y también serâ tranquilizador el descubrir que la condiciôn de 
regularidad que tendremos que imponer a la economia general, conduce a equili­
brios que no son, en general, estacionarios. Despues de todo, no hay nada "natu 
ral" en los estados estacionarios cuando la estructura de la economia es 
cambiante.
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IV. EL CASO GENERAL

A partir de ahora permitiremos que cambien de generaciôn en generacion tanto 
las funciones de utilidad de los agentes como sus recursos iniciales. La conse­
cuencia inmediata de esto, es que tendremos una aplicaciôn de ET diferente para 
cada periodo t >l, g^ ; P-»P.

Lo que nos proponemos hacer es comenzar definiendo el espacio en el que se 
desarrollarâ el anâlisis, para introducir después una aplicaciôn general cons- 
truida utilizando las aplicaciones de ET correspondiente a cada periodo y discu 
tir en este contexte las dificultades que se presentan cuando tratamos de obte- 
ner un equilibrio con PP ûnico. Finalmente, definiremos una condiciôn de régula 
ridad mas fuerte que la anteriormente presentada y probaremos las proposiciones 
principales de esta parte.

Nuesto espacio basico para esta parte sera el espacio producto de los espa­
cios P correspondientes a cada periodo. Asi pues, definamos P^ para t^l como
P^ = P y consideremos el producto cartesiano,

00
P = X P

t = 1
Es claro que una vez que definamos una métrica, d, sobre P, ^ P, dj se convier- 
te en un espacio métrico. Asi pues, definamos d : P X como,

1 1d(p, q) = -r—  1 p+ - q»| , p, qtP
t=l 2 K ‘ '

donde K = max ||p^ ~ *̂ tl ' ̂t’ *̂ t̂  ^t’ t = 1,2,...^ = diam , que existe

y es igual para todo t)1 puesto que la distancia euclidiana es una funciôn
continua yP^ = P V t > l ,  es compacto. Nôtese tambien que los elementos de P 
son secuencias infinitas, esto es, p,q6 P, p = jp^ j y q = jq^j . Final

mente, puesto que para cualquier p, qg P ,
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UJ  ̂ 1 1z -t" I Pt ■ ^  T  " ?T "t =  ̂ 't=l 2 K t=l 2 K t=l 2
la funcion d estâ bien definida.

Tenemos que asegurarnos de que d es una métrica. Asi pues, sean p, q 4 P  y
s = . Entonces,

2 K
00

a) 2T • s ip - q l \ 0 con igualdad si y sôlo si
t=l ^ ^ ̂

I p ^ - q ^|=0 para t = 1, 2, ... es decir, si y solo si p = q
00 CD

b) 2 % s ^ | p ^ - q ^ | =  ®tl**t " Ptl’ que la métrica euclidiam
t=l t=l '
es sidetrica.

c) Sea zgP . Entonces,

\ Pt - 9t - =t I + l ' t  - StI •

Asi pues,
s^lp^ - q^l < Il - z^l +lz^ - q^ll , t = 1, 2, ---

esto es 00

tlPt-’tlS't |j Pt - ' t =t - Stij
puesto que los dos términos son finitos,
0^ œ  r 1

^  ®t \Pt -< l tW5î  't Pt - =tl + I =t - 4tl| '

00 CD 00

. : t | P t  - s t I < s t I  P t  - 't| + * t  t = t  - " t I  ■

en otras palabras,

d(p, q)^d(p, z) + d(z, q) 

como se trataba de probar.

Asi pues, la funciôn d es una métrica bien definida sobre P. Debe hacerse 
notar también que, como se prueba en Kelley, 1.955 pag. 122, ésta métrica da
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lugar a la llamada "topologia del producto" de P. Este es un hecho importante 
que utilizaremos mâs tarde.

Utilizando las aplicaciones de ET correspondientes a cada periodo, queremos 
construir ahora una aplicaciôn global para el conjunto de la economia. Sin - 
embargo, dada la definiciôn peculiar de las aplicaciones de ET, necesitamos ser 
cuidadosos para asegurar que la aplicaciôn general estâ bien definida. Asi pues 
sea N el espacio de los enteros no negativos y definamos la funciôn h : N — 
como

h(n) = n  + l, n € N

Sea ahora S el espacio de todas las secuencias reales y utilizando la funciôn 
h, definamos la funciôn h ; S-»S como'[Ki] 'Kl K}"'
donde

l^’n j ■

Finalmente, sea G = X g la aplicaciôn producto de las funciones ET co- 
t=l

rrespondientes a cada periodo y definamos la funciôn compuesta,

G « h : P-ÿP

Si p è P  , poniendo ésta funciôn en forma extendida,

G@h(p. , P', ••".> p »••*) — G(p , p ,..., p ,...)i 6 n 6 V n

■ (Pi'Pg'-es'Ps*' - en'Pn.i''- - )

de forma que G o h estâ bien definida y aplica secuencias infinitas en secuen­
cias infinitas. Ademâs, es claro que q = jq^j Y q^ = (p^^^), t = 1,2,

.... como necesitamos.
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La utilidad de ésta construccion se manifiesta en la siguiente proposiciôn.

Proposiciôn IV. 1 : p = ^p^^^ P es un equilibrio con PP si y solo si es
un punto fijo de la aplicaciôn G oh .

Prueba: Sea pé P un equilibrio con PP. En tal caso, para cualquier - 
t>l, p , p tienen que satisfacer la ecuaciôn p = g (p ). Pero -t t + 1 y t t X+i.
ésto significa simplemente que la secuencia 1 h(p)| es aplicada por G
en la secuencia p. En otras palabras, en tal caso p es un punto fijo de
la aplicaciôn G «h.
Por otra parte,supongamos que p^ P es un punto fijo de Gc h, esto es,
p es tal que Go h(p) = p. En tal caso*

Goh(p^,Pg,..., p^,...) = GtPg'Pgi"" ' P^»'"«)

= (SltPg)'82(93)''"'' ®n(Pn+l)'"")
- (p^pPg*'"' P^y* ')

por lo que para t%l, p^ = g^(p^^^) y se sigue que p es un equilibrio 
con PP .

Q.E.D.

Nôtese que ésta proposiciôn depende ûnicamente de la estructura genera- 
cional basica del modelo. En particular, es independiente de las caracteristi- 
cas particulares de las aplicaciones de ET en cada periodo. Incluso si estas 
fueran correspondencias y no funciones como en nuestro caso, todavia la propo 
siciôn séria cierta con los cambios obvios. Por lo tanto, las discusiones de 
existencia o unicidad que pueden hacerse para ésta clase de modèles pueden re 
ducirse al anâlisis de algun conjunto particular de condiciones que hacen que 
la aplicaciôn Gch tenga un punto fijo ô que éste sea ûnico.

Despues de todo lo que hemos hecho para el caso de la economia estacionaria,
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pareceria natural que tratasemos de aplicar ahora los mismos metodos. En parti­
cular, podriaraos restringir la definiciôn de la economia estacionaria regular a 
cada periodo t >1 y llamar regular a la economia en el periodo t si la apli­
caciôn de ET en el periodo t satisface las condiciones a) y b) de la Definiciôn
III. 1. En tal caso, si la economia fuese regular en cada periodo t>l, la utili 
zaciôn de la Proposiciôn III.2 en éste caso resultaria en que las funciones g^ 
fuesen contractivas en d^ j dada una elecciôn adecuada de la métrica d^, y
ésto para cada t>l . Sin embargo, es un triste hecho que incluso si todas las
funciones de ET son contractivas en sus métricas respectives, ésto no implica -
ninguna propiedad particular para la aplicaciôn general G eh. El por qué ésto 
es asi tiene mucho que ver con la forma en que se ha definido ésta aplicaciôn. 
Para ver claramente el problems, supongamos que queremos probar que Go h  es 
contractiva. Esto es, queremos probar que d(Ge h (p), Ç oh (q))<d(p,q), p , 
q6 P , p ^ q .  En tal caso, utilizando la métrica producto definida anteriormente 
ô cualquier otra métrica que tenga en cuenta que tenemos ahora una métrica dife 
rente en cada periodo, tendriamos una expresién de la forma,

d ^o.h(p), o.h<,)) . £  "t <*t

y, utilizando el hecho de que para todo t> 1, g^ es contractiva en ^P^, d^| , 
la suma anterior es extrictamente mener que,

3
<■ £  "t '•t'Pt.i- “fi’ •t=i

Pero ésto significa que estâmes midiendo con la medida correspondiente al pé­
riode t, d^, los elementos de p, q correspondientes al periodo t+1. A menos 
que tuviesemos informaciôn acerca de como comparar d^(. , . ) y d^ ^(. , .) , 
lo que no,tenemos, no podemos ir muy lejos en ésta direcciôn.

Lo que haremos serâ reforzar directamente nuestra condiciôn de regularidad 
anterior (Definiciôn III. 1) tratando de corregir las aspectos que podrian no 
funcionar cuando tenemos una colecciôn de diferentes funciones de ET, una por
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cada periodo, en lugar de la unica que existia en la economia estacionaria.

Recordando ahora la condiciôn a) en la Definiciôn III.1, si la aplicamos a
cada uno una de las funciones de ET de nuestra economia general, obtendriamos
lim^ g^^x) = p^ V x6 P, t = 1,2,... Nôtese que lo que ésta condiciôn implica
es que las iteraciones de las funciones de ET correspondientes a cada periodo
convergen puntualmente a la funciôn constante p^, t = 1, 2,... .Una forma al-
ternativa de formuler ésto es poniendo lim Ig" (x) - g”(y) 1 = 0, x, yé P,n —» CD I t t
t = l, 2......Ahora bien, si tomamos cualesquiera dos puntos x, y, puede -
darse el caso de que incluso si para cada funciôn de ET existe un entero fini­
to que hace la diferencia de sus iteraciones tan prôxima a cero como queramos, 
a lo largo de los peflodos ésta diferencia no se aproxime a cero aun cuando - 
busquemos un entero tan elevado como queramos. En otpas palabras, incluso si
para cada punto en el dominio, las iteraciones de cada funciôn de ET convergen
a un cierto valor, éstas convergencias pueden hacerse mas y mâs lentas cuando 
t se aproxima a infinito. De ésta forma puede estropearse ésta condiciôn. Sin 
embargo, superaremos ésta dificultad requiriendo no sôlo que las iteraciones 
de cada funciôn de ET converjan, sino que su supremo converja también, ésto es,
imponiendo una condiciôn de la forma lim sup \ g"(x) - g"(y)l = 0, x, yé P.n —♦00 t X X •

Al considerar la condiciôn b) en la Definiciôn III.1, las cosas son mâs - 
conqilicadas y antes de discutir sus posibles generalizaciones serâ conveniente 
que introduzcamos algunas definiciones.

Definiciôn IV.1: Sean | x ,  d j , | x ;  d’| dos espacios métricos y %  un cierto -
conjunto de indices. Un conjunto de funciones |f^ € %  j , : X-»X VotôZ
se llama equicontinuo si para cada E >0 dado, existe ̂ > 0  tal que d’(f^ (x) , 
^  (y) )< E para cualquier ,4 6 %  y cualesquiera x, y é  X que satisfagan d(x, y)< ̂

Por supuesto, lo importante en ésta definiciôn es que dado E > 0, el mismo 
^ > 0 tiene que servir para todas las f^ ,«A éT, Por lo tanto, la condiciôn es
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global en Z  . Como una generalizaciôn adicional de éste concepto, introducire- 
mos la definiciôn siguiente.

Definiciôn IV.2 Sean ̂ X, d| , ^x', d'| dos espacios métricos y un conjunto
indice. Un conjunto de funciones Jf n = 1, 2, ...t , f : X-^X'J e<,n
n = 1, 2, ... se llama conjuntaménte m-equicontinuo si para cada£>0 dado exis
te un 6 > 0 y un m> l  taies que d’(f (x), f (y))<£ para cada «4 é Z y n> m«t »n et «ri
y cualquier x, y €  X que satisfagan d(x,y)< é

Lo que se requiere en ésta definiciôn es que dadoE > 0, el mismo4 > 0 tiene 
que funcionar para todo<4éZ ̂  todo n a partir de un cierto m en adelante.
Asi pues, la condiciôn es global no sôlo en Z  sino también en n= 1,2.....  a
partir de un cierto entero m.

Recordando la condiciôn b) en la Definiciôn III.1, debe notarse que implica 
una cierta convergencia uniforme para las iteraciones de g, por lo menos en un 
entorno del punto p. Ahora bien, es sabido que secuencias uniformemente conver­
gentes constituyen colecciones equicontinuas en conjuntos compactos y es claro 
que necesitaremos éste tipo de equicontinuidad para cada una de las aplicacio­
nes de ET que contituyen nuestra economia general. Sin embargo, esto no es su- 
ficiente. De nuevo, cuando el tiempo va hacia el infinito puede convertirse en 
mâs y mâs dificil para las aplicaciones de ET el aplicar prrcios en el periodo 
siguiente cercanos entre si, en precios en el periodo t que se encuentren a una 
cierta distancia prefijada. Esta es la razôn por la que tendremos que requérir 
que las aplicaciones de ET constituyan una secuencia equicontinua también a lo 
largo del tiempo. Puesto que lo que esta condiciôn implica es justamente que pa 
ra cualquier t )1 la imagen de precios en el periodo t+1 suficientemente - 
cercanos, estâ constituida por precios en el periodo t también cercanos y ésto 
de un modo uniforme a lo largo de los periodos.
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En general, es facil ver que ambas generalizaciones de la condiciôn de regu­
laridad que constituyô nuestra Definiciôn III,1 apuntan en la misma direcciôn. 
Es imperative que cuando las aplicaciones de ET cambian de un periodo a otro, - 
pongamos restrinciones limitando la magnitud de sus diferencias. En éste senti 
do, si la economia se hace mâs y mâs "alocada" a medida que nos alejamos en el 
tiempo, no hay forma alguna de obtener proposiciones utiles validas con cierta 
generalidad.

Sea H ; P-*P, definida como H = G e h, la aplicaciôn general de nuestra eco­
nomia. Las pâginas siguientes se dedicarân a probar que ésta funciôn tiene un 
punto fijo y solo uno. La linea general de la prueba serâ la siguiente. En pr^ 
mer lugar, utilizando las idéas de los pârrafos anteriores, probamos que para 
una cierta iteraciôn z, es una funciôn contractiva en^P, d ̂  . Después pro­
baremos que : P—>P tiene un punto fijo y sôlo uno. Finalmente, concluiremos 
la prueba demostrando que el punto fijo de H* es el unico punto fijo de H. Asi 
pues, nuestra primera proposiciôn es la siguiente.

Proposiciôn IV.2 Sean g^: P-*f, t = 1,2,... las aplicaciones de ET correspon­
dientes a cada periodo y supongamos,

a) lim s^p I g"(x) - g"(y)| = 0, x, y € P

b) la colecciôn <g_ f es conjuntamenteQ t 1 t=l n=o
m-equicontinua, 

donde V t>l, g"(x) = g«g" ^(x), g°(x) = x.

Existe entonces un entero positivo z tal que = Ĝ * h^ es una funciôn contrac
tiva en (P, d j .

Prueba : Por a), dadoÇ. >0, para cada x, y&P existe
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A) N(x, y) tal que para n>N(x, y),
s^p I g"(x) - g"(y) I <  £|x - y|

B) Por b), para cada£ > 0 ,  existe 6 > 0 y m > l
tal que si | u - v|< 6 , |g^(u) - g^(v)|< £ para todo t
y s%m. En particular, para el £ > 0 dado en A),
existed» > 0 tal que si \ u - v|<&,

I ^  I X - y|

para todo t]^l y todo n> max ^N(x,y) , s^ .

C) Sea dgt. , .) la métrica producto en P^ x P^ generada

por es decir si (x,y), (p,q)6P^ , d^ |^(x,y^ ,

(p, q)^ = | x - p |  + ]|y-qj»y definamos la bola de radio
(t y centro (x, y) como,
Bg(x, y) = |(p,q)é |̂ (x, y) , (p,q)j < 6^

Entonces, para cada n> max |n (x , y), sj y t = 1, 2, ... 
si (p, q)G B^(x, y) ,

\g"(p) - g” (q)|$ \g” (p) - g"(x)) + 1 g"(x) - g"(y)|

+ \ g"(y) - g"(q)\

< - A  + ikl* - 1 * - y|

^ f [l X - p\+ \p - ql+ \q - y |
IT 4 \p " si*» ; \p - q \ < 5 \p - q||

Asi pues, para todos los pares (p, q) é B^(x, y ) y cada n >  max 
^N(x, y), s j ,

s^p \ g"(p) - g^fq)) ̂ § | p - q | < S | p - q |
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D) Puesto que todo lo anterior es cierto para cada par (x, y) fe F^, la 
colecciôn y) : (x, y)€ P^| es una covertura de P^.
Puesto que P^ es compacto, se sigue que existe una subcovertura 
finita, esto es, una colecciôn finita

(Xg , yg) : (x^, y^)éP^ , l^C-^ rĵ tal que para todo

(p, q)6P^ , (p, q)6B^ (x^, y^) para algün t , 13 ( 4 r .

E) Sea N = max ĵ N(x̂ , y^) , s(£, x^, y^) , 1 3 C < r ^  . Se sigue 
entonces de A), B), C), que para cada z / N  y (p. q) fe P^ ,
sgple^Xp) - gt(q)|<s| p - q| •

F) Sea ahpra E = % y considérese la siguiente modificaciôn de la métri 
ca producto en P ,

d(p, q) = ^  "tTz” \ Pt " ^t^ P* 9 G F ' 

donde K = diam P and z>N esté dado. Entonces ,
d(o' . h' (p), . h'(ql - ^  ^  I 4  (Pt„) - I

< S  A  '

2 * K
por lo que es contractiva en ^P, d^ .

Q.E.D.

Como ya hemos anunciado, probaremos ahora que tiene un punto fijo y solo 
uno. Para no repetir mâs subindices de los que son necesarioâ, definiremos F =

Proposiciôn IV. 3: Existe un punto pfcP y solo uno tal que F(p) = p.
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Prueba: Definamos la funcion f: P ^ R ^  como,

f(q) = d(q, F{q))

En primer lugar probaremos que f es continua. Considérese la secuencia
( n ) ü o  n -  . , n o -I p t  , p £ P V n > l ,  lim p = p € P . j n=l n-fco
Entonces,

f(p") = d(p", F(p")) , n = 1, 2,... 
y utilizando la desigualdad triangular,

|f(p”) - f(p°)| =|d(p” , F(p")) - d(p°, F(p°))j

^|d(p", F(p")) + d(F(p°), F(p")) - d(p°, F(p°))j

^jd(p", p°) + d(p^, F(p°)) + d(Fp°) ,

F(p”)) - d(p°, F(p°))I

s\d{p", p*̂ ) + d(F(p°), F(p"))|

Ahora bien, en virtud de nuestros supuestos d(p”, p°)-»0 cuando n-»œ y 
dado que al ser F contractiva es también continua, d(F(p°) , F(p”))—• 0 
cuando n-?œ .
Asi pues,

I f(p") - f(p°)|— » 0 cuando n->œ 
y por tanto, f es continua.

Por el teorema de Tychonoff (Kelley, 1.955, pagina 143), siendo el pro­
ducto de conjuntos compactos, P es compacto en la topologia del producto. 
Por tanto, existe pfeP tal que,

S) = f(p) = inf ^f(q) : q é P j

Notese que f(p) = d(p, F(p)), por lo que tenemos que probar que ' 0 = 0 .  
Buscando la contradicciôn, supongamos que ^?0. Entonces, puesto que p, 
F(p)t P y F es contractiva en ĵ P, d j ,
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d(F(p), F [f (p )|) < d(p, F(p))

lo que es una contradicciôn, puesto que p es el punto de P en el que 
f (p) alcanza su infimo. Solo nos resta probar que p es ûnico. 
Supongamos que existiera también un qeP, q ^ p, tal que F(q) = q.
De nuevo, dado que F es contractiva,

d(F(p), F(q))<  d(p,q) .
Sin embargo, en virtud de nuestros supuestos, 

d(F(p), F(q)) = d(p,q)
Esta contradicciôn concluye la prueba.

Q.E.D.

Finalmente, probaré que el ûnico punto fijo de F = lo es también de H.

Proposiciôn IV.4: pfe P es un punto fijo de H si y sôlo si es también un -
punto fijo de H*.

Prueba: Supongamos que H*(p) = p. Se sigue entonces que H«H^(p) = H(p) 
y, por lo tanto, también que,

H(p) = Hf*l(p) = H* H*(p) = H(p) ,

lo que prueba que H(p) es también un punto fijo de H^. Sin embargo,pues­
to que el punto fijo de es ûnico (Proposiciôn IV.3.), tiene que ser 
cierto que H(p) = p, por lo que p es también un punto fijo de H.

Ademâs, p *es el ûnico punto fijo de H, pues si existiera q« P tal que
H(q) = q , entonces H^(q) = H j^H(q)^ = H(q) = q y consecuentemente ,
por inducciôn, H^(q) = q lo que implies que q= p.

Q.E.D.

Lo que prueban éstas très ûltimas proposiciones es que bajo las condiciones 
de regularidad establecidas en la Proposiciôn IV.2. la aplicaciôn H = G « h co
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rrespondiente a nuestra economia general tiene un punto fijo y solo uno. Por su 
puesto, lo que esto implica en conjunciôn con la Proposiciôn IV.1 es que existe 
un equilibrio con PP para la economia y solo uno. Recogemos este hecho en el 
guiente corolario.

Corolario IV.I: Sean g^ : P-^P, t = 1, 2, ... las funciones de ET correspon- 
dientes a cada période de desarrollo de la economia y supongamos que,

a) lim s^p j g"(x) - g"(y) | = 0 x, y fc P.

b) La colecciôn i g” f .™  ^  es conjunamente m-equicontinua, ̂ 3 t—1 ri—0

donde para todo t>l, g"(x) = g » g "   ̂ (x) , g°(x) = x .

En estas condiciones el modelo general de la Parte II tiene un equilibrio con 
PP y sôlo uno.

Prueba; Se sigue directamente de las Proposiciones
IV.1 , 2, 3, y 4.

Q.E.D.

Es obvio que el equilibrio con PP que hemos obtenido es una secuencia auto- 
consistente de equilibrios temporales. Deberia ser claro también, que no esta 
formado por la secuencia de los puntos fijos de las funciones de ET en cada pe 
riodo.

Forzoso es reconocer que las condiciones que incorpora el corolario anterior, 
estân formuladas en términos muy générales y quiza son también de dificil compro 
baciôn en la prâctica. Asi pues, parece interesante buscar condiciones suficien 
tes para ellas que puedan formularse en términos de uso mâs comûn en la litera- 
tura economica.
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Séria afortunado que ésto sirviese también al lector como un recordatorio de 
que no hemos perdido de vista completamente el problems que justifies todo este 
trabajo, esto es, el estudio de las implicaciones para la unicidad del equili­
brio con PP de la idea de que el futuro lejano no deberia importar demasiado pa 
ra el equilibrio que se obtiene en cualquier periodo dado. Con éstos objetivos, 
presentamos las proposiciones siguientes. .

Proposicion IV.5: Supongamos que para t= 1,2,... la aplicaciôn de ET g^ : P-*P
es una funciôn contractiva y que se cumple la condiciôn a) del Corolario IV. 1. 
En éste caso, existe un equilibrio con PP y sôlo uno.

Prueba; Es claro que esta proposiciôn se sigue tan pronto como probemos 
que la familia ^B^jt^l n^O conjuntamente m-equicontinua. Sea dado
t  7 0 y tomemos 6 = £ . Entonces, si x, y é  P son taies que

\ X - y\ < / , se sigue,

I g^(x) - g^(y)l <  \x-y\<4= € , t = 1,2, ...

puesto que para todo t)l, es contractiva, Ademâs para cualquier n>l
y t = l *  2y

I g"(x) - g"(y)l = \g^* g"'^(x) - g^® g” ^(y)| <

<  1 g" ^(x) - g" ^(y)| = ' " )x - y\< ̂  ^

lo que prueba que ) g” ( °? constituye una familia eonjunta-t t ) t=l n=0
mente m-equicontinua.

Q.E.D.
Proposiciôn IV.6; Supongamos que para t = 1,2, ... la aplicaciôn de ET g^:P-»P 
es una contracciôn con constante é (0,1,). Supongamos ademâs que la secuen­
cia esta acotada por debajo de 1, ésto es, existe *4 > 0 tal que

< -1 para todo t^l. En este caso existe un equilibrio con PP y so­
lo uno.
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Prueba: Puesto que cualquier contracciôn «s también una funciôn contract^ 
va, en virtud de la Proposiciôn IV.5 es suficiente probar que

lim s^p I g"(x) - g"(y)| = 0, x, ytP.

Ahora bien,

lim s^p|g"(x) - g"(y)|< lim s^p|)v"(x - y)j<lim c( " \ x - y | = 0

lo que prueba que se cumple la condiciôn a) del Corolario IV.1.

Q.E.D.

Estas proposiciones complétant nuestro estudio de la economia general.
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V. SOBRE CONDICIONES ECONOMICAS DE REGULARIDAD.

No es mi intenciôn presentar aqui un analisis complete de las estructuras - 
economicas que satisfarian nuestras condiciones de regularidad. Sin embargo, 
parece importante ofrecer algunas ideas sobre el tipo de comportamiento econô— 
mico que corresponde a las economies regulares que hemos definido anteriormente. 
En éste sentido, nos proponemos hacer dos cosas. En primer lugar, presentaremos 
una condiciôn suficiente para que la economia sea regular en el sentido de la 
Definiciôn III. 1. Despues, discutiremos una condiciôn econômica que implica que 
la funciôn de ET es una contracciôn del espacio de precios, circonstancié ésta 
muy relacionada con la regularidad de la economia. Sorprendentemente, ninguna 
condiciôn implica la otra. Lo que se pretende es que éstos dos resultados sir- 
van para sugerir al lector el tipo de restricoianes que generan regularidad en 
la economia.

En ésta parte, me restringiré al caso estacionario y puesto que el ûnico pro 
blema adicional que se plantearia es notacional, considérera que cada genera- 
ciôn se compone unicamente de un individuo.

Tendremos que entrer en el estudio de las propiedades estàticas de nuestro 
modelo y éste es el tema que nos ocuparé en primer lugar.

A partir del problems de maximizaciôn del agente joven en cualquier periodo 
t, obtenemos como condiciones necesarias.

"l ' °tl- 'tz’ "t.l .

^t+1 ^t+1
p^ 1 * 2 " p^ ®tl " ^t2 -
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donde (• » • ) y , .) son las derivadas parciales de la funcion de uti
lidad con respecte a su primer y segundo components respectivamente. Sea 

Pt+1R =   . Diferenciando totalmente,
^ Pt

^11 "2 " "21 "1 
2

R dwy + w, d R + dw - R d c d R - d c = 02 t tl t t2

a partir de lo cual, siendo fj y f^ las derivadas de las funciones de deman 
da del bien en los periodos t y t+1 con respecte a R^, obtenemos la si­
guiente ecuacion matriciel,

(12)

"11 ^2 " ^21 "1

— R.

1̂2 "2 " "22 "1

- 1 .

-

f ' 11

f f 1 -w.2 . 1 1
-

si suponemos que c^^ y c^^ son bienes normales, es facil probar que 

2̂ 1̂1 ■ ^ai ° y quG 2̂ "12 " 1̂ 2̂2 ^ que, lla-
mando D al determinants en la parte izquierda de (12), obtenemos.

"11 ”2 " "21 "1 "12 "2 ■ "22 "1 ^  ^D ---------   . \ ---------5--------- >  » •
u u2 2 

Por consiguiente, podemos- resolver ( f̂  , f’ ) y.

-  1 -

U U - U U 12 2 22 1
( f,-
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t ■ 1
. . .  1

Puesto que ( )<C 0 en cualquier equilibrio con PP, es inmediato -
que > 0, lo que sera inqjortante en el futuro.

Notese que para nuestros objetivos actuates, podemos expresar la ecuaciôn 
(3) como sigue,

[  f; ' '’t-1 't > - "z] ^ \ h  • "t.l'- “l] ' °

y que la funciôn de ET, g : P-» P, que describe la evoluciôn de equilibrio de 
la economip es la soluciôn, para cada ^,de la ecuaciôn anterior. Ahora bien, 
la elecciôn que maximiza la utilidad del agente viejo satisface

2̂ ' "t-1 - "t ' - "Z ' "t "

lo que express que ofrece todo el dinero que tiene inelasticamente a cualquier 
precio no negativo p^ . Por lo tanto, podemos reescribir (13) como

(U) Pt.l' •

En virtud d. (11), ( p'*. Pt,!». «, ♦ [»2 - (p"̂ - P^^)| ~
Pu.

I
t+1

por lo que, sustituyendo en (14),

(15) Pt+i « - f; (p;‘- Pt+i) - .

Sea T (p. ,) = P. , M - f_ \ \+ w„ . Diferenciando,t+1 t+1 2 I g(P^^^)1 2
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M — . f; . i.*i. 

e '"t.l'
> 0 ,

ésto es,

fg g - 8 M 

"t.i "z t+1

2
Pt " 
Pt+1^ 2

donde hemos suprimido los argumentes de las funciones. 

Utilizando (14),

Podemos presentar ahora nuestra primera proposiciôn.

Proposiciôn V.l: Supongamos que c^^y c^^ son Sustitutos Brutos (Gross Subs­
titutes) para todo t> 1 . En tal caso, la economia es regular en el sentido de 
la Definiciôn III.1.

Prueba; Puesto que la funciôn de ET, g, es continua en P, el cual es
compacto, existe por lo menos un p .£ P tal que p .= g ( p ^ \  Port^i t.+i t +"1
otra parte.

t+1
1 -

Utilizando la segunda ecuaciôn en (12),

por lo que.

bjblioteca
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V i .
n ■

+ 1 = - fl

o bien.

1 -
“t  ' i

Asi pues.

t+1

Por definiciôn, o^^ y c^^ son Sustitutos Brutos en cualquier periodo 
til , si fj<0. En consecuencia, dado que f^>0, se sigue que sustitui- 
bilidad bruta implica que g*> 6. Ademas, en los puntos fijos de 
g, P t = g  (Pt+i) = Pt+i ' con lo cual.

g ’ =  1 -
«1 - f^

P+ = P.t+1

y puesto que - f^> 0 en cualquier equilibrio con PP, se sigue que

g' I <  1. Es ahora inmediato que el punto fijo de g cuya -
' "t ' "tul

existencia se probô.al comienzo de la prueba es ûnico. Llamemoslo P*.
Escojamos cualquier p^^^> p y considérâmes la secuencia 

formada como sigué.
n:

"tVl ' "t.l ■̂ t+l

Quiero probar que la secuencia < P.".? ^  decrece monoténicamente. Pal o i  t+1) n=o 
ra ello, afirmo que p^^^< p^^^ . Supongamos lo contrario, es decir que

p^^^ , Por hipôtesis no puede existir igualdad, por lo que
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Pt+1 * ésto implica que p^^^ = g ( p°^^ ) J> p°^^ , es decir,

que la funciôn de ET va por encima de la linea de 45» a la derechoa de 
p* , lo que no puede ser. Asi pues, p^^^ p°^^ y se sigue por induc­

ciôn que p”+i^p”+l * n  = 2*3, ... . Puesto que es monoténicamente

decreciente, la secuencia ) p” , ( converge a la mayor de sus cotas ̂ t+1 ) n=o
inferiores, p*.

Nôtese que por construcciôn, dado cualquier p°^^ en el intervaio 

j[ p* , W/M^ (recuerdese que vP =| x £  R : a  $ x ̂  W/M,o( > 0^ ) ,

= |g” j por lo que lo que hemos probado es que

la secuencia de funciones j converge puntualmente en^p*, W/M ̂

a la funciôn constante f(x) = p* y que g” (p°^^)< g"  ̂ (p°^^) para cual 

quier p^^^6 {^p*, W/M^ , n = 1, 2.....

Asi pues, podemos utilizar el teorema de Dini (Rudin, 1.976, pag. 150) 
para concluir que la convergencia de a f es uniforme en

^ P , W/M^ . El mismo argumente, aplicado a , p*J , nos llevaria al 
mismo resultado, con lo que no es dificil concluir que la secuencia

converge uniformemente en F a la funciôn constante f(x) =p*.t-1.:
Se sigue inmediatamente que se cumple a) en la Definiciôn III. 1. y 
también b), para cualquier entorno del punto fijo p*.

Q.E.D.

Una vez cumplida la primera parte de nuestro compromiso, vayamos a la se-
"2 (^ti"gunda. Definamos U (c , c ) = ----    . Notese que se sigue de (11)tl t2 U^ (C^^, C^g)

que en cualquier equilibrio con PP, V (. , ,) = --- . También, bajo nues-
^t



—58—

tro supuesto de normalidad,

u. u..

Podemos probar ahora lo siguiente.

Proposicién V.2: Supongamos que existe a € (0,1 ) tal que{ V V^j$ 1-a

para todo p^  ̂6 P. En éste caso g : P-*P es una contracciôn en P.

Prueba; De la ecuaciôn (16) , 
f'

Ahora bien

H  = -

1 + (fj - . p "z “iz -  “zz "l

r (tj - -j) ^2 ^12 " "22 '̂l

DU

de la cual usando (11),

(17)
V + V(W2 - fg)

DU

U
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Por otra parte

", - V • ..
 ^  -

(18)
^  °"z

De aqui,se sigue de (17) y (18) que,

 ̂ V (w - f ) V -2 2 2
V - V (W^ - f^) V;

("2  -  f ; '  " z  -  V '  *  ' f z  -  " 2 ’ *2

 ̂ -  '" z  -  ' z '  "1 ‘  *. “ ’z -  "z * "1 _

lo que implica que j g')^c 1 - a . Sean p^, Pg fe P*
Se sigue entonces de la desigualdad del valor medio que,

\ g (Pĵ ) - g (Pg)|$ sup \ g' (p)| \ p^ - Pgl ̂  (1-a) I p^ - Pgl
paP

por lo que la aplicaciôn de ET es una funciôn contracciôn con constante 
(1-a).

Q.E.D.

iComo debemos interpreter la condiciôn necesaria para obtener éste resulta­
do?. Notese que (f^ - w^) es el exceso de demanda de consumo en el segundo pe 
riodo por parte del agente joven de cualquier periodo. Asi pues, lo que nuestra
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rondicion de heôho requiere es que tal exceso de demanda no sea demasiado sen- 
;ible a la tasa de rendimiento. El exceso de demanda en el segundo periodo no 
lebe cambiar demasiado cuando varia la tasa de rendimiento del dinero.

Finalmente, tenemos que probar que son independientes las condiciones de las 
roposiciones V.l y V.2 . Sin embargo, ésto se deduce facilmente de la proposi 
ion siguiente.

roposiciôn V.3; En cualquier periodo t )ÿl , ĉ ^̂  y c^^ son Sustitutos Brutos 

i y solo si V + (f^ - w^) V^ > 0.

Prueba; Por definiciôn, ĉ ĵ  y c^^ son Sustitutos Brutos si f| <  o.
Por (17),

*  V («2 -  f j )  V , -  v ]

- f -donde debe notarse que tanto V como ---  son positives.

Asi pues, 0̂ ^ y c^^ son Sustitutos Brutos si y solo si (w^ - f^) Vg - V< 0, 

ésto es si y sôlo si V + (f̂ _ - w^) V^>o.

Q.E.D.

Es conveniente resaltar que lo que ésta proposiciôn indica realmente es que 
jstituibilidad bruta no es una condiciôn necesaria para la unicidad del equi- 
Ibrio con PP.
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IV. RESUMEN, EXTENSIONES Y COMENTARIOS

En modelos monetarios dinamicos las acciones dependent de las ideas acerca 
del futuro. A partir de éste hecho, las paginas anteriores exploraron las con 
secuencias de suponer que la relevancia de tales ideas para el equilibrio en 
cualquier periodo dado, disminuye a medida que el periodo al que se refieren 
se hace mâs y mâs lejano. Memos probado que bajo éste tipo de regularidad, el 
equilibrio con PP que surge de nuestro modelo es ûnico. Hemos discutido tanto 
el caso estacionario como el no estacionario. En el camino, descubrimos la ut^ 
lidad de hacer cambios en la métrica de ciertos espacios dejando invariante su 
topologia. Esto nos permitiû dar mâs estructura a las funciones utilizadas de 
la que hubieran tenido en otro caso. Es de esperar que esta tecnica encuentre 
mayor aplicaciôn en otros campos.

Como se ha visto, la imposiciôn de la condiciôn de regularidad produjo re­
sultados que son "regulares" en mâs de un sentido. Asi, el equilibrio con PP 
de la economia estacionaria se revelô como estacionario, mientras que en la - 
economia regular no estacionaria, el equilibrio con PP que obtuvimos no es, en 
general, estacionario. De hecho, todo esto es como debe ser. Es dificil encon- 
trar sensatez en un modelo que incluso cuando estacionario, es compatible con 
todo tipo de sendas de precios correspondientes a equilibrios con PP. En partî  
cular, si tal fuera el caso séria absolutamente imposible incluso intentar el 
analisis en términos de bienestar de los efectos de politicos fiscales y mone 
tarias alternativas. No se sabria ni siquiera de qué equilibrio partiô el mo­
delo. Una de las principales ventajas de nuestra condiciôn de regularidad es 
la estrecha relaciôn que establece entre la estructura fisica del modelo y el 
equilibrio con PP que résulta de la interacciôn de los diferentes agentes eco 
nômicos en el seno de aquella estructura.

Sin embargo, estos aspectos positivos de los resultados que hemos alcanzado
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no deberîan oscurecer el hecho de que hemos restringido el modelo en varies - 
aspectos, de forma que este no permite la compléta generalidad que solemos dar 
por supuesta cuando nos enfrentamos con versiones del modelo de equilibrio ge­
neral estatico de Arrovt-Debreu. Me propongo discutir ahora cada uno de los su 
puestos restrictivos utilizados al tiempo que sugeriré posibles caminos de ge- 
neralizacion.

En primer lugar, nuestro modelo tiene un solo bien en cada uno de los perio 
dos de evoluciôn de la economia. Aunque hoy por hoy la literature no documenta 
ningûn contraejemplo a las proposiciones derivadas bajo este supuesto, ceteris 
paribus por supuesto, parece cierto que el negar a los agentes posibilidades - 
de sustituciôn entre bienes en cada periodo, necesariamente ha de reducir la 
generalidad de nuestro analisis. Sin embargo, la introducciôn de varios bienes 
en cada periodo, unida a la pluralidad de agentes que hemos considerado, plan­
tes un nuevo campo de dificultades, tanto conceptuales como analiticas, que pa 
rece muy dificil resolver. De hecho,todavia no existe eri la literature una - 
prueba general de la existencia de equilibrio monetario en un modelo con gene 
raciones sucesivas que incorpore una pluralidad tanto de agentes como de bie­
nes en cada periodo. El primer intento de anâlisis general de un modelo de - 
este tipo fué realizado por Okuno y Zilcha, 1.978, quienes probaron la exis­
tencia de un equilibrio competitive, aunque no pudieron concluir que tal equi­
librio fuese monetario, en oposiciôn a autârquico. Mâs tarde, Balasko y Shell, 
1.979, desarrollaron un estudio muy general del caso de una economia monetaria 
con varios bienes en cada periodo, aunque su analisis utilizaba la simplifica- 
ciôn del agente representative. As£ pues, este problems parece que todavia - 
esta abierto.

Aunque por si misma la consideraciôn de un solo bien en cada periodo puede 
no ser excesivamente restrictiva, se hace mucho mas importante cuando se une 
con el supuesto de que cada agente en la economia vive unicamente por dos pe­
riodos. Y la razon es la siguiente. Balasko, Cass y Shell, 1.979, han desarro
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llado un algoritmo para convertir economias de intercambio puro con generacio- 
nes sucesivas en las que los agentes viven por un numéro de périodes arbitrario 
y finito, en otras en las que el horizonte de vida se extiende a lo mas por dos 
periodos. Es claro que lo que esto signifies es que el supuesto de que los agen 
tes viven dos periodos no es mas que una conveniente simplificaciôn que no res- 
tringe el analisis de ninguna forma. Naturalmente, la base del algoritmo es una 
reinterpretaciôn tanto de los periodos como de los bienes. Basicamente, este mé 
todo define nuevos "periodos" de tal forma que cualquier "periodo" comprende 
el horizonte vital complete del agente con la mayor longevidad de los nacidos 
en periodos correspondientes al "periodo" anterior. En particular, lo que esto 
signifies es que cada "periodo" esta constituido por varios periodos primitives, 
con lo cual, incluso si el modelo original ténia unicamente un solo bien en ca 
da periodo, cada uno de los nuevos "periodos" tendra ahora varios bienes, tan­
tes de hecho como el numéro de periodos que lo componen. Para simplificar , el 
considerar unicamente dos periodos de vida no es mas que una simplificaciôn - 
sin importancia sôlo en tanto en cuanto nuestro modelo incluya varios bienes en 
cada periodo. De ahi la relevancia de generalizar nuestro modelo en esta di- 
recciôn.

Para finalizar nuestros comentarios sobre general!zaciones del modelo quie­
ro discutir ahora brevemente el que hayamos supuesto que las aplicaciones de 
ET son de hecho funciones en lugar de correspondencias. Como ya se ha dicho - 
anteriormente, el que para cada precio en el periodo siguiente exista una plu­
ral idad de precios que puedan ser equilibrios temporales en este periodo, nos 
situa en una situaciôn completamente incompatible con la existencia de un 
equilibrio con PP ûnico. Asi pues, el evitar la derrota a priori séria justi- 
ficaciôn suficiente para nuestro Supuesto 4, el cual generô la naturaleza fun 
cional de las aplicaciones de ET. Hay mâs razones, sin embargo. Como mostrô 
nuestro estudio en la Parte V, sustitubilidad bruta es una condiciôn suficien 
te de regularidad en el caso estacionario y es fâcil probar que la misma con­
diciôn es también suficiente para que se cumpla el Supuesto 4. Asi pues sucede
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; bajo sustituibilidad bruta, el que las aplicaciones de ET - 
: sigue directamente de las caracteristicas del modelo sin ne- 
ipuesto adicional. Este resultado puede verse desde otro punto 
que, en el caso estacionario, pare conseguir unicidad en nues 
CO no se necesita nada mâs que un supuesto cuya suficiencia 
ipôsito es conocida en el modelo estâtico de Arrow-Debreut Pa 
:in embargo, esperar que este resultado no se generalizarâ a 
stacionaria.

lo, lo expuesto en el pârrafo anterior no disminuye la impor- 
ir un estudio paralelo al que incorpora esta investigation , 
cuenta plenamente,que en general,las aplicaciones de ET son 
y no simplemente funciones. Quizas podrla extenderse la def^
I contracciôn y funciôn contractiva a la nueva situaciôn y 
' algunos resultados en ése caso. Sin embargo, si como parece 
os fijos de una correspondencia contracciôn/contractiva no - 
r unicos, esto introduciria nuevas dificultades para cuya so- 
rian metodos matemâticos diferentes. Es conocida la dificul- 
le los conjuntos de puntos fijos de correspondencias, incluso 
amiento es muy regular.

marco del modelo desarrollado en esta investigaciôn, los re­
ts serla mâs solidos si pudiera probarse que el ûnico equili- 
;e obtiene bajo regularidad, es contfnuo con rtespecto a la - 
I que define la economia. La idea es que, con definiciones - 
onomias similares deberian tener equilibrios similares. Esto 
luisito de cualquier buen modelo economico. Pequerlos cambios 
quizas mâs importante, en la observaciôn de la economia, no 
drâsticamente el quilibrio résultante. Igualmente, recordando 
I con PP no es mâs que una secuencia autoconsistente de equili
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brios temporales, séria bueno estudiar las propiedades de convergencia de es­
tos bajo diferentes conjuntos de condiciones. Por ejemplo, si las aplicaciones 
de ET convergent en algûn sentido, ^es cierto que también lo hace la secuencia 
de ET que constituye nuestro equilibrio con PP?. Tanto éste como el problems 
de continuidad antedicho, serân los objetivos de mi investigaciôn futurs.
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