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1.~ INTRODUCCION

Esta investigacién se ocupa del estudio de la unicidad del equilibrio compe
titivo en una cierta clase de modelos dindmicos, la de los llamados modelos mo
netarios con generaciones sucesivas, Wallace, 1.970. El genuino caracter dini-
mico implicado por la estructura generacional y el ser estos modelos bdsica-
mente desagregados, los hace especialmente aptos para el tratamiento tedérico -

de cuestiones monetarias en téirminos dindmicos.

En el tratamiento de problemas de economia dindmica, los Gltimos afios han
presenciado la aparicién tanto de nuevos métodos de andlisis como de conceptos
de solucién originales. Entre estos dltimos tiene especial importancia el con-
cepto de Equilibrio con Expectativas Racionales(ER). Este se define como una
secuencia de valores para las variables endogenas correspondientes a todo el
horizonte temporal del modelo econémico que se estudia y con la propiedad de
que, dados esos valores, las decisiones de los agentes econdmicos son OSptimas,
sujetas a sus particulares restricciones, y todos los mercados se vacﬁap, Muth,

1.961; Lucas, 1.970; Sargent, 1.972; Sargent and Wallace, 1.973.

Este es el concepto de equilibrio que usaremos a lo largo de esta investi-

gacién.

Como una primera aproximacién, puede decirse que la unicidad es un prob}e«
ma en los modelos de generaciones sucesivas porque dado su cardcter dindmico,
multiplican en el tiempo el problema de obtener un inico equilibrio em el no-
delo de equilibrio general estdtico de Arrow-Debreu. Por ejemplo, como veremos
después, es perfectamente posible que exista un {nico equilibrio en cada perio-
do de la evolucidn de la.economia, lo que llamaremos un Equilibrio Temporal -
(ET), mientras que la secuencia infinita que define el equilibrio con ER puede

no ser tnica en absoluto.
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Esta peculiar falta de unicidad ha sido ya seﬁaiada por varios autores, y no
solo en la clase de modelos que nosotros vamos a analizar sino ligada a un pro-
blema mds general relacionado.con la naturaleza del equilibrio con ER; Shell,
1.971; Black 1.974; Calvo 1.978, 1.979; shiller, 1.978. La idea propuesta por
éstos autores es simplemente que el equilibrio con ER no es lo suficientemente
fuerte como para‘determinar una entre las diferentes sendas de equilibrio que
puede seguir una economia dindmica. E incluso algunos llegan a afirmar que éste
es un defecto bdsico que elimina la posibilidad de usar eficazmente éste concep

to de equilibrio en el estudio de modelos dindmicos:

Sin embargo, es dificil ver el sentido de esta ﬁltipa afirmacién. En modelos
monetarios dindmicos, las acciones dependen de las ideas de los agentes sobre
el futuro y por lo tan%o, debe esperarse que diferentes perspectivas den lugar
a diferentes sendas de equilibrio. Al requerir que las citadas perspectivas se
relacionen con elementos objetivos de la situacién contemplada por el modelo ,
el concepto de equilibrio con ER se convierte en compatible con todo tipo de
ideas acerca del futuro, incluso las no explicadas en el contexto del modelo .
El hecho de que ninguna de las sendas de equilibrio resultantes se vea anulada
como un equilibrio con ER no es ningin defecto del concepto. Significa simple-
mente que tenemos que buscar restricciones razonables sobre el comportamiento
y estructura de la economia que nos permitan reducir el nimero de sendas que -

podrian aparecer como equilibrios con ER.

Este es exactamente el camino que adptaremos. Asi pues, vamos a estudiar la
unicidad de la senda de equilibrio bajo una condicién de regularidad que impon
dremos ;n la economia. Esta condicién se relaciona con una propiedad que a -
priori se diria que cualquier buen modelo dindmico debe poseer, a saber, la pro
piedad de que el futuro lejano no deberia tener demasiada influencia sobre 1la
situacidn existente en cualquier periodo dado. En consecuencia, nuestra condi-
cidén de regularidad impone que, hablando sin precisidén, lo que suceda é lo que

la gente piensa que va a suceder en el futuro lejano, no tenga una influencia
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demasiado fuerte sobre el equilibrio que resulta en cualquier momento particu-
lar. En cierto sentido, las paginas que siguen podrian considerarse como una
exploracién de las implicaciones de esta condicién de regularidad para el pro-
blema de la unicidad del equilibrio en la clase de modelos dindmicos que hemos
escogido analizar. De hecho, bajo tal condicidn nos serd posible demostrar la
unicidad del equilibrio con ER tanto en una versién estacionaria de nuestro mo

delo como en el caso general, no estacionario.

Sin embargo, debemos hacer ahora uha advertencia. En estos modelos con gene
raciones sucesivas, un precio del dinero igual a cero es siempre un equilibrio
con Previgidn Perfecta (PP) 6 con ER, en el que no tiene lugar ninguna tran-
saccién monetaria. No consideraremos éstog equilibrios. Ademds, es también una
caracteristica de la clase de modelos con generaciones sucesivas qué incluso -
versiones de los mismos muy sencillas y estacionarias, presentan un continuo de
equilibrios con PP en los que el precio del dinero converge a cero asintética-
mente. Excluyendo modelos con una estructura muy particular, no parece que exis
ta ninguna forma natural de suprimir este comportamiento, en cierta meaida p;—
toldgico. Asi pues, en éste trabajo nos hemos visto constrefiidos a reducirnos
al analisis de la clase de equilibrios con PP en los que el precio del dinero

esti acotado por encima de cero.

Dividiremos nuestro andlisis en dos partes, la primera dedicada al estudio -
del caso estacionario y la segunda que se ocupa del caso mis general no estacio
nario. Hay dos razones que justifican esta decisién. En primer lugar, en lo que
respecta al problema de la unicidad del equilibrio, la distincién entre ésas -
dos situaciones es mis de grado que de otra cosa. En el tratamiento del caso -
estacionario encontraremos ya la mayor parte de los problemas que hacen que un
equilibrio con ER dnico sea algo tan dificil de obtener en éstos modelos dindmi-
cos. Sin embargo, desde el punto de vista econdmico, el estudio inicial del ca-

so estacionario nos permiéiré presentar los problemas y las dificultades de
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forma.clara, sin preocuparnos por las dificultades técnicas inherentes a los

procesos no estacionarios. Por otra parte, desde el punto de vista técnico, el
analisis del caso estacionario nos ofrecerd claves importantes sobre las exten
siones de la condicién de regularidad necesarias para discutir la situacién no

estacionaria.

Como se verd, la solucién de nuestro modelo constituye una ecuacién en dife

rencias de primer orden no lineal, de la forma pt = gt ty 1, donde pt

(Pt+1)
es el precio del dinero en términos del bien en el periodo t. En el caso esta-
cionario, gt = g para todo t»1, mientras que en el caso general las gt son
diferentes. Asi pues, es natural que nuestro primer objetivo sea relacionar -
nuestra condicién de regularidad con ciertas propiedades de las funciones By *
En el caso estacionario, esta relacidén es clara y podemos caracterizar la cla-
ge de funciones g regulares, esencialmente como la clase de funciones contrac
tivas definidas sobre el espacio de precios con la topologia euclidiana. Sin -
embargo, tal caracterizacién deja de ser valida en el caso general, en el que

el andlisis se vuelve mucho més complicado.

La literatura sobre la unicidad del equilibrio con ER es sorprendentemente
escasa y, de hecho, sélo he podido encontrar dos trabajos, que se ocupan ambos
de diferentes versiones de nuestro modelo estacionario. Lucas, 1.972, define -
el equilibrio en términos de funciones definidas sobre el espacio de pardmetros
de su economia y consigue un dnico equilibrio probando que la relacién que exis
te entre los precios de equilibrio de dos periodos cualesquiera (lo que corres
ponde a nuestra funcién g) es un operadar contraccién. Por otra parte, Wallace,
1.980, define el equilibrio en términos de secuencias reales y ‘prueba la unici-
dad del equilibrio estacionario optimo. El1 presente trabajo puede considerarse

como una generalizacién de éstos.

Finalmente, me gustaria sefialar que independientemente de los resultados -
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obtenidos, las técnicas de prueba pueden ser en si mismas de cierto imteres pa
ra el lector. En particular, se hace uso dél hecho de que, bajo ciertas condi-
ciones, cambios en la métrica del espacio sobre_el que se definen ciertas fun-
ciones pueden proveerlas con més estructura de la que tendrian en otro caso, y

ello sin cambiar la topologia original del espacio.

La organizacién de éste trabajo es la siguiente. En la Parte II'presentamos
el modelo y discutimos algunos de sus rasgos fundamentales. La Parte III se de
dica a la definicidén y caracterizacién de la condicién de regularidad, que se
aplica seguidamente al estudio de la unicidad .del equilibrio con ER en el caso
estacionario. La Parte IV generaliza la condicién de regularidad al caso gene-
ral no estacioﬁario, en cuyo contexto también se prueba unicidad. En la parte
V discutimos algunas condiciones econémicas suficientes para nuestra condicién
de reguiaridad y, finalmente, la Parte VI se dedica a conclusiones, generaliza-

ciones posibles, y sugerencias para trabajos futuros.
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II. EL MODELO

in el modelo que usaremos el tiempo es disgreto y ordenado de acuerdo con
t = 0,1,2,..... En cada t, t¥ 1, aparece en la economia un nuevo grupc de N
agentes que viven dos periodos, la generacién t. Asi pues, aunque cada genera-
ciér tiene un horizonte de vida de duracién finita, la economia como tal tiene
un lorizonte temporal infinito. Los miembros de la generacidén 0 estan presentes

en la economia solo en t = 1. Para cada t, G, denotard el conjunto de consumi-

t
dores nacidos en el periodo t, la generacién t-ésima.

In cada periodo, existe en la economia un dUnico bien, no producido. Cada -
. - i i i
ageste tiene un vector de recursos iniciales wt = (wtl' "tz) y £t =0,1,2,....,

i=1,2,...N, donde "1 es la cantidad de bien recibido por el miembro i de

th
la generacién t cuando es joven, h =1 &6 viejo, h = 2. Los recursos inicia

les son conocidos con certidumbre.

Supuesto 1 : "ih »§%0, i=1,....N, h=1,2, tzo0

N

o< i
S, Yy S W .h=1l2,  t7o.

El siguiente supuesto es acerca de la cantidad de dinero fiduciario que exis

te en la economia. -

Supuesto 2 : La cantidad de dinero fiduciario es fija e igual a M.
- Esta cantidad de dinero fiduciario es poseida inicialmente por los miembros de

la generacién cero.

in lo que respecta a las preferencias, la primera cosa a sefialar es que en
el periodo 1, cada miembro de la generacién cero maximiza el consumo del bien

existente en ése periodo, mientras que todos los demas agentes en la economia
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zl ,ciz) donde clh es el consumo en el

periodo t + h -1 del agente i, miembro de la generacién t, cuando es joven,

tienen una funcién[de utilidad U; (¢

h =1, 6 viejo, h = 2. Asi pues, permitimos que las preferencias difieran tanto

en el seno de una misma generacién como a lo largo de las generaciones.

Supuesto 3 : uz (o )y i=1,...N, t=0,1,2,...

es continua, mondtona y estrictamente quasi-concava.

Como dijimos anteriormente, en cualquier periodo t, Fada agente i Gt co-
noce con certidumbre los recursos iniciales en el periodo t + 1. Sin embargo
todavia no puede tener certidumbre acerca del precio que prevalecera en el pe-
riodo siguiente. Esto se debe a las posibilidades de intercambio que se abren
en el periodo t + 1, debido a la aparicién de una generacién nueva. Asi pues,
cada agente que es joven en el periodo t tiene que formar expectafiVas acer
ca del precio en el periodo siguiente. Como se formen éstas es crucial para la
estructura del modelo. Volveremos sobre éste punto mis adelante. Sin embargo ,
puesto que en éste modelo no hay incertidumbre acerca del espacio fisico futu-
ro, es natural.que colapsemos tales expectativas en un Unico valor. Esto es ,

consideraremos expectativas puntuales y no distribuciones de probabilidad com

pletas.

En la economia de horizonte infinito que hemos descrito, hay dos problemas
diferentes que pueden considerarse. Uno es el equilibrio que puede existir en
cualquier periodo dado t, lo que Hicks llamé el Equilibrio Temporal (ET) en
el periodo t. El otro, es el equilibrio de la economia completa. Empezamos -

con el primero.

Supongamos que todos los miembros de la generacién -t tienen las mismas -

expectativas, un supuesto que se justificari mis adelante. Esto es, todos los
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agentes jovenes en el periodo t esperan que prevaleceri el mismo precio en
el periode t + 1. Sea P, el precio de una unidad de dinero fiduciario en el

periodo t, en términos del bien en ése periodo.

Entonces, en cualquier periodo arbitrario t, t3$1, tenemos en ésta econo-
mia el problema'trivial de los miembros de la generacidén t - 1, que tratan de
maximizar su consumo dados sus recursos iniciales y la parte de los recursos
iniciales de los jovenes que puedan conseguir a cambio de su dinero. Por otra

parte, cada agente i¢ Gt escoge su consumo de forma Sptima resolviendo el -

problema,
. max Ui (ci ci ) .
c tl’ t2
S i i i
sometido a (1) e * Py mts Y .
i€ G
t
i i i
(2) Cea$ Mz P T
i i
cp? 0 9?0

donde mi es la demanda de dinero por el agente i en el periodo t, pte m+

d;
estd dado y Pt+1

lecerd en t + 1.

€ R es el precio del dinero que uninimemente se espera preva
. 2

Este problema de maximizacidn genera funciones de demanda de consumo en los
periodos t y t + 1 por parte de los miembros de la generacién t, . como fun
s ’
ciones de pt y pt+l .

i
o1 = T Py, Py iec,

i
t2 = Tea Py, Peyy)
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Tambi siend : ( ) £ ( ) :
ambien, SIERCO Zgp Pt Pry) =t Per Pra’ T Y

) = £ -w ,i€@G

i »
Zep (Pyr Peyy t2 Py Peay) t2 £’

obtenemos los excesos de demanda de los miembros de la generacién t.

Notese que los miembros de la generacién t-l1 ofrecen, en el periodo t,

todo el dinero que tienen inelisticamente al precio corriente, por lo que

1

166, ) Fpayp Pyt P TR M

Esto justifica el concepto de ET que vamos a definir como una situacién en la

°

que el mercado para el bien en el periodo t se vacia.

Definicidén II.1: Dado L > 0, un equilibrio en el periodo t, 6 Equilibrio

Temporal en f:, es un precio del dinero pt> 0 y la correspondiente distribu-

cién de consumo tal que,

(3) i
Py ""i% G, 2gp (Pyr Pyyy) =0

Ahora bien, de la ecuacién (1) con igualdad se deduce que,

y sumando sobre los i€ G,

i -1 i i
(4) igct m, = P i . (w -c.. )

Asi pues,cuando se cumpla la ecuacioén (3),
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Asi pues, si pt es de hecho un ET en el periodo t, la ecuacién (3) se cumple,

se sigue comparando (4) y (5) que,

T
M= mt

ie Gt

con lo que el mercado monetario se vacia.

Un ET en el periodo t es entonces cualquier precio positiva’del dinero pa-
ra el cual, dadas sus expectativas y restricciones, todos los agentes que vi-
ven en el periodo t se comportan de la mejor manera que pueden y todos los -
mercados en dicho periodo se vacian. En particular, el concepto de ET se defi-
ne independiente de que el precio del dinero esperado en el periodo t se vea
6 no realizado en el periodo +t+l. Esto es lo que hace que el concepto de ET

sea un concepto de equilibrio muy debil.

En nuestra investigacién juega un papel crucial una cierta aplicacidn, la

Aplicacién de Equilibrio Temporal en cualquier periodo t,
g Ry, ~— R,
definida como,
g, (pt+1 ) ={pt : pt define un ET en el periodo t}

En otras palabras, P & B, (pt+1) si y solo si,

i
Py M ith Zpp Pyr Peyy) = 0

Esta claro que la aplicacidén de ET esti bien definida en tanto en cuanto

exista por lo menos un ET en cualquier periodo t. La existencia de ET en un -
modelo similar al nuestro ha sido probada por Grandmont y Laroque, 1.973, y es
una aplicacién directa de resultados conocidos en el analisis estatico del -~

equilibrio general. Igualmente, la aplicacién Gt seri de hecho una funcién
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‘continua si y solo si dado cualquier Peop el ET en el periodo t es tnico

y cambia continuamente con Peut’

Debe sefiarlarse que la unicidad del ET dado Pepy ¥ el caracter funcional de
la aplicacién de ET, no son exactamente la misma cosa. Por supuesto, si la -
aplicacién de ET es de hecho una funcién, el ET sera linico para cualquier va-

lor de pt#l' Sin embargo, como se veria claramente en lo que sigue, podemos
.

t+l

cacién de ET tiene varios valores para algunos Py, ¥ un Gnico valor para -

tener un idnico ET en el periodo t, dado p » incluso si el rango de la apli
otros, incluyendo 92;1' Sin embargo, no es en absoluto claro que el permitir
ésta pequefia geneialiiacién adicionalcompense la enorme complejidad analitica
que ello implicaria. La generalizacién verdadera seria permitir que la aplica-
cién de ET fuese una auténtica correspondencia.

Puesto que nuestro interés en éste trabajo es la unicidad del equiliﬁrio con
ER, que se define mis adelante, no podemos llegar tan lejos. Esta es la razén
por la cual, en éste estadio de la investigacidn, nos contentaremos con supo-
ner la condi;ién global de que el ET es dnico para todo t 3?1, aunque ésto, en

sentido estricto, es mids de lo que realmente necesitamos. Asi pues, tenemos,

Supuesto 4 : El ET en el periodo t es tnico para todo t31.

<
¢ Py Pyyy) =Py M+ i?st

demanda agregada en el periodo t. Se cumple entonceslo siguiente.

z ) la funcidén de exceso de

Sean 2 t1 Pyt Py

Lema II.1:Bajo el supuesto 4, la aplicacién de ET en el periodo t es una -

funcién continua para tode t2?1.

Prueba: Que la aplicacidén de ET en el periodo t, Gt' es de hecho una fug
cién para todo t?1, es simplemente otra forma de expresar el supuesto 4, ,
ya que éste sélo significa que para cada Pt+1> 0 existe un pt) 0 y sélo
uno tal que Zt (pt, pt+1) = 0. Asi pues, sélo tenemos-que probar continui-

dad. Para cualquier t> 1; la funcién Zt:|R++ xR, —»R_es continua puesto

que es la suma de funciones continuas. Por lo tanto, puesto que {O;es un
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-

conjunto cerrado, zt

(0) tambien ha de ser cerrado.

=1 .
Puesto que Zt (0) = E (Pt' pt+1) A (pt+l)§ , es claro que si la

. n n -1 - - .
secuencia (pt, pt+1)<: zt (0) converge a (pt' pt+1) cuando n tiende a
o - - -1 - -
infinito, entonces (Pt’ pt+1) € Zt (0), por lo que P, = B (pt+1) con lo
cual gt es continua.

Q.E.D.

Volviendo a la linea principal de nuestra argumentacidén, consideraremos -
ahora el equilibrio de la economia completa. Sin embargo, tenemos primero que
precisar nuestra hipétesis acerca de la formacidén de expectativas. Se supondri
que los agentes tienen Previsién Perfecta, el correlato en condiciones de cer-
tidumbre de la hipétesis de Expectativas Racionales. Lo que significa PP es
que el precio que los agentes de cualquier periodo t esperan que prevalezca en
el periodo t+l, se realiza efectivamente como precio de equilibrio en t+l. -
-Puesto que en cada periodo solo existe un tlnico precio de equilibrio, una con
secuencia inmediata de esta hipétesis es que los miembros de cualquier gene-
racién dada , tienen todos expectativas comunes. En un equilibrio con PP to
dos los miembros de cualquier generacidén t daﬁa, tienen que tener la misma
expectativa sobre el precio del dinero en el periodo t+l. Esto justifica el
que hayamos supuesto previamente (ver pagina 8) lo que aparece ahora como una

implicacién del concepto de equilibrio utilizado.

Cuando se considera la economia con horizonte infinito, la situacidén en -
cualquier periodo t es exactamente la misma que la que nos llevdé a la defini-
cién de ET. Lo que cambia crucialmente es que el concepto de equilibrio que
utilizamos ahora se'refiere a la economia completa y, por o tanto, requerimos

que las expectativas de los agentes se vean satisfechas en todos los periodos.

DefiniciénII1.2: Un equilibrio competitivo con Previsidén Perfegta, equilibrio

con PP para simplificar, es una secuencia [ptg :_1, P, 3 m++ Nt, y la se-



~14-

cuencia correspondiente de distribuciones de consumo tal que,

(6) i
=0 t = cosae
Pt i€s, u (Per Pyt =00 1.2
Esto es, un'equilibrio con PP es cualquier secuencia de precios positivos tal
que cada miembro de cada generacién se comporta de la mejor manera posible y

todos los mercados se vacian.

Exactamente igual que antes, la condicién de equilibrio define una relacién
entre P, ¥ P, Pars cada t2>1l. ‘ )
Sin embargo, mientras que la definicién de ET en el periodo t no implicaba en
absoluto lo que pudiera ocurrir en el periodo t+l , esto es ahora de importan
cia fundamental, puesto que el precio esperado para el periodo t+l tiene que
ser un equilibrio temporal en el periodo t+l. Por lo tanto, podemos frasear la
definici6én de equilibrio con PP en términos de la. aplicacién de ET como sigue.

Un equilibrio con PP es una secuencia {pt} , pte R++ ¥t, tal que cuales-

-
t=1
quiera dos elementos consecutivos de la misma satisfacen la aplicacién de ET

del correspondiente periodo t.
C-d
Lema IT.2: Si {pt} =1 constituye un equilibrio con PP, P& W/M, t=1,2...

Prueba: De la ecuacién (1) con igualdad se sigue que en cualquier periodo

t31, para cualquier i€ Gt’

i i i
p,m =W - f

t1 t1 Py Peyy)

Por lo que sumando sobre los i G, ,

t
s i i i
Py jeg "t~ .i Yo = Fop Py Peyy)
t i€, o
esto es,
S S i i P
Py = M X We = iy Py Py ) S M Tl W S WM
ie Gt t

Q.E.D.
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Con este lema no hay ninguna perdida de generalidad en considerar el conjun
to Q = {xeml 0< x¢ W/M} como nuestro espacio de precios. Sin embargo, si
la hay en restringir el analisis a los equilibrios con PP cuyos precios estin
acotados por encima de cero, lo que haremos en éste trabajo. Existen buenas ra
zones tedricas que justificarfan ésta restriccién, al menos en el caso estacio
nario, y todas.ellas estin ligadas al hecho de que el permitir que los precios
pertenezcan al conjunto Q no impide la existencia de equilibrios en los que
el precio del dinero converge asintéticamente a cero. En primer lugar, como -
muestra el trabajo de Millan 1.981, si existe un equilibrio con PP que conver
ge a cero, existe también un continuo de equilibrios, todos los cuales conver-
gen a cero. Esta es ciertamente una negra perspectiva si queremos discutir el
tema de la unicidad del equilibrio. Pero hay mds. En un cierto sentido, los -
equilibrios que convérgen a cero pueden considerarse como algo espeéial. En -
particular, es presumible 'que fuertes expectativas de un precio del dinero en
el futuro positivo, 6 el requisito de que los agentes paguen un impuesto en di
nero, suprimiria esos equilibrios al establecer una cota inferior efectiva en
el precio del dinero. En diferentes contextos;-Grandmont, 1.977, ha utilizado
la primera idea y Starr, 1.974, la segunda. Brock y Scheinkman, 1.980, han pro
bado la efectividad del establecimiento del impuesto en un modelo con genera-~
ciones sucesivas, y en el mismo contexto, Wallace, 1.980, presenta un mecanis-
mo en el que el hecho de que el gobierno esta dispuesto a cambiar dinero por
bien a una cierta, y reducida, tasa, pone una cota inferior en el precio del
dinerd. Finalmente, debe hacerse notar que la convergencia del precio del di-
nero a cero es, en estos modelos, una condicidén necesaria para que tales equi-

librios no sean Pareto 4ptimos, Balasko y Shell, f.979; Okuno y Zilcha,l1.979.

Asi pues, a partir de ahora consideraremos precios en el conjunto - - -
P = (xeﬂ X< X WMDY O} y consiguientemente reduciremos nuestra atencién

a economias cuyas aplicaciones de ET estin definidas sobre P.
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III. EL CASO ESTACIONARIO

Proponemos comenzar la investigacién con el andlisis de la economia estacio
naria, en la que no cambia a lo largo de las generaciones ni la distribucidn
de las funciones de utilidad ni la de los recursos iniciales. Hay dos razones
que justifica ésta decisién. En primer lugar, el andlisis de ésta situacién ~
aparentemente sencilla nos va a permitir presentar nuestros temas bédsicos des
de una perspectiva mis clara, al no entrar en las muchas dificultades inheren
tes al estudic de la estructura dindmioa general. Ello permitird al lector ob-
tener una visién mds clara de por qué la unicidad del equilibrio es un proble-
ma en ésta clase de modelo y de qué tipo de condiciones se requieren.para obte
nerla. En segundo lugar, es presumible que el estudio del caso estacionario -
nos ofrezca claves e indicacione; acerca de_qud condiciones reforzar, y en que
sentido, cuando lleguemos a discutir la unicidaldel equilibrio con PP en el éa—

so general.

Por supuesto, como podria esperarse, en éste caso estacionario obtendremos
resultados mas fuertes, y utilizando menos condiciones, que los que podremos
obtener parala eeonomia general. En particular, podremos identificar con pre-
cisién la naturaleza del dnico equilibrio con PP existente bajo las condicio-
nes de regularidad que impondremos. Sin embargo, de nuevo debemos sefialar que
en lo que respecta al problema de la unicidad, la situacién-estacion;ria no es
sustantivamente diferente de la general; la diferencia es mds bien de grado.
En esta parterencontraremos ya la mayor parte de los problemas que cngiert;n
a un Unico equilibrio con PP en algo de obtencidén tan dificultosa en éstos mo-

delos dindmicos.

Asi pues, entrando en materia, consideraremos ahora una economia éstaciona-

ria. Esto es, en el contexto del modelo expuesto en la Parte II, supondremos
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s .

i i i i i i . i i
ahora que Ut (Ctl’ Ctz) = U (Ctl' Ccz)' t=1,2.... y que Wi = Y h =1,2,

t =1,2..... con lo que en la economia existen N tipos de individuos, identicos

en cada periodo.

Se recordard que definimos el equilibrio del modelo a partir del equilibrio
que existe en cada periodo, el ET en cualquier periodo t23 1. Diremos que elrET
en el periodo t es dnico si, dado pt+1e P , existe un dnico pt tal que pt
es wn ET en el periodo t. De igual forma, el equilibrio con PP serd dnico si

.

existe s6lo una secuencia {~pt§ :ll que sea de equilibrio. Puesto que cualquier
equilibrio con PP puede caracterizarse como una secuencia de ET autoconsisten
te, es claro que la unicidad del ET en cada periodo t2»1 es una condicidn ne-
cesaria para la unicidad del equilibrio.con PP (sin embargo, veanse los comen-

tarios en la pagina 12).La mejor forma de mostrar gue no es condicién suficien-

te es con el sencillo ejemplo que sigue.

Notese que en nuestro marco estacionario y bajo los supuesto de la Parte II
que seguimos manteniendo, la aplicacién de ET gue resulta del modelo es la -
misma en todoé los periodos, ésto es, es una funcidén que no cambia con el tiem
po. Supongamos ademds que su grafico es como el de la funcidén que aparece en el

dibujo.

452
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Es claro que el ET es Unico en cada periodo. Sin embargo, pueséo que el dni-
co requisito en una secuencia de equilibrio con PP es que cualesquiera dos -
elementos consecutivos de la misma satisfagan a la aplicacién de ET, es igual-
mente claro que hay muchas secuencias que cumplen ésta condicién. Hemos dibuja
do dos de ellas, una que realiza un ciclo fijo alrededor de un punto fijo y -
otra que converge a él. Ninguno de los supuestos que hemos realizado a lo largo
del modelo impide que la aplicacién de ET se comporte de ésta forma. Asi pues,
parece que en ausencia de restricciones adicionales, el caso mas comin en este

tipo de modelos es la existencia de multiples equilibrios.

La razén de ésta falta de unicidad también es clara. Como veremos,en estos
modelos las acciones de los agentes en cualquier periodo dependen de sus opi-
niones acerca del comportamiento futuro de los precios. El contenido basico -
del concepto de equilibrio con ER, es justamente el relacionar tales opiniones
con elementos objetivos de la situacidén contemplada por el modelo. Sin ;mbargo.
tal relacién, ‘en nuestro caso el requisito de que las espectativas se satisfa-
gan en cada periodo, no es suficientemente restrictivo como para forzar el que
la secuencia de precios de equilibrio siga una senda determinada. Como hemos
sugerido en la Introduccidén, lo Gnico que ésta situacién requiere es que for-
mulemos restricciones sobre la estructura de éstas economias que nos permitan
reducir el nimero de equilibrios con PP posibles. La condicién de regularidad
que discutiremos a continuacién cumple éste objetivo. Su caracte;izacién yel
estudio de sus implicaciones-para la unicidad del equilibrio con PP, nos ogupa

ri toda ésta parte.

Volviendo ahora a la ecuacién P, =8 (pt+1), la aplicacién de ET que co-
rresponde a cualquier periodo de nuestra economia estacionaria, la primera co
sa a notar es. que es una ecuacién en diferencias no lineal. En consecuencia,su
solucién por recursién Racia adelante depende de condiciones términales sobre

el comportamiento de la variable independiente. Lo que ésto implica en particu
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cular, es que el ET en cualquier periodo t depende de toda la senda futura de
los precios. Es claro que ésta situacidn puede conducir a tode tipo de fendme-
nos errdticos en el comportamiento de la secuencia de precios que constituye

un equibrio con PP.

Eétas«pdsibles patologias son las que se pretenden impedir con nuestra condi
¢ién de regularidad. Esta requiere que no sea muy grande la influencia que suce
sos futuros, 6 la anticipaeién de los mismos, pueda tener sobre el ET en el mo-
mento presente. Porque parece gque un buen modelo dindmico deberfia tener la propie
dad de que el futuro distante no tuviera demasiada influencia sobre el equili-
brio presente. En particular, se querria que el modelo tuviese la propiedad de
que las expectativas referentes a periodos mds y mds lejanos tuviesen cada vez
menos influencia en el equilibrio existente hoy, hasta llegar a ninguna. Por -
otra parﬁe, si el futuro no deberia tener demasiada influencia sobre el equili-
brio presente, tampoco deberian tener demasiada importancia los errores en las
expectativas acerca de precios pertenecientes al futuro lejano. En otras pala-
bras, éualquier expectativa de un precio en el futuro deberia tener implicacio-
nes sobre el precio de equilibrio hoy, inversamente proporcionales a la lejania

en el tiempo del periodo al que tal expectativa se refiere.

Basados en las ideas del parrafo anterior, establecemos nuestra condicidén -

de regularidad en la siguiente forma preliminar.

Condicidén de regularidad: La economia en el periodo t se llamard regular si dife

rentes opiniones acerca de algin precio futuro tienen una influencia sobre la -
solucidén de la ecuacién.de ET en el periodo t que disminuye a medida que el pe

riodo al que tal expectativas se refieren se hace mis y mis lejano.

Nétese que, incluso en una forma tan primitiva como la anterior, la condicién
de regularidad que se propone es de hecho una condicién sobre la aplicacién de

ET correspondiente a ésta economia. Para ver ésto, supongamos que los miembros
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de la generacidn t esperan un cierto precio dado en algin periodo futuro T >t.
Llamemos este precio ?&. Entonces, utilizando este precio como una condicién
terminal y trabajando hacia atris con la aplicacién de ET, obtenemos un cierto
precio en el periodo t, que, por supuesto, depende univocamente de Pyr la condi

cién terminal. Llamemos P, (T) a tal precio.

Si establecemos ahora la condicién terminal en periodos cada vez mis lejanos,
T+l, T+2.... T+n, obtenemos, igual que anteriormente, precios correspondientes
en el periodo t, digamos P, (T+1), pt(T+2) PR pt(T+n). Lo que la condicién

de regularidad estd imponiendo, es que la secuencia ipt(T+n%g;_l converja -

independientemente del valor particular de la condicién terminal utilizado.

Observese sin embargo, que debido a la ley de formacién de la secuencia
i ®
! ipt (T+n)} nel’

T
P, (T) =g (pT_)

donde gT = geg es la iteracién T-ésima de la aplicacién de ET. De igual

forma.

1 T
(p,) = e°8" (o) 78 [pt @] .

pt(T+l) =ET+

y, en general,
) n ' nj T
pt(T+n) = g [pt (Tq =g [g (pri\= g (pT) ’

©
por lo que convergencia de la secuencia ipt (T+n)}n_ 1

. T+n w
es idéntico a convergencia de la secuencia correspondiente ig * (pT)}n-l con
diferentes condiciones terminales, valores de P, - Esto justifica nuestra afir
macién de que el papel de la condicién de regularidad es imponer restricciones

sobre la aplicacidén de ET de la economia estacionaria, asegurando que la se-

.
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.cuencia'ggT+n (pT)} ::1 ‘converge al mismo valor de Py» llamemoslo p, inde-—
pendientemente del valor particular de Pr esperado. De hecho, reforzaremés -
ésta convergencia requiriendo, dentro de la definicién de nuestra condicidén de
regularidad, que exista un entorno abierto de p, W, que se reduce hasta el con
junto {p} a medida que iteramos la aplicacién de ET, ésto es, tal que gd(w)—*b}
cuando n tiende a infinito. o

Podemos definir ahora con rigor nuestra condicién de regularidad.

Definicién III. 1. (Condicién de Regularidad): La economia estacionaria se 1lla

mard regular si,

®

a) Para cualquier q & P, la sechenciai gn(q)} n=l

converge al mismo valor, digamos que p.

'

b) Existe un conjunto abierto W, peW, tal que {gn(W)}:)_l converge a ip}

(es decir, lim diam. g (W) = 0),
n-=-s@

-1
donde gn(.) =go gn (.) es la iteracidén nesima de la aplicacidn de

ET y g° (qQ) = q, ¥ q€P.

Probablemente debamos hacer algun comentario sobre la condicién b). En pri-
mer lugar, deberia ser claro que la condicién a) no implica la b). Lo que a)

: . . . n] ®
requiere es convergencia puntural de la secuencia de funciones ig } a la

n=1
funcién constante f(x) = p, ¥ x€ P. Y aunque gn(P)C P para n=l1,2,..., de nin-
guna manera se sigue que la inclusién tenga que ser propia para ningin n7*l,
Por otra parte, lo que la condigién b) pide, es ﬁue exista un entornoc abierto,
W, del punto de convergencia p, el diametro de cuyas iteraciones tiende a cero.
De esta forma, lo que hace es imponer convergencia uniforme de tgn} ::1 local-
mente, en W. Ademis, como se verd mis adelante, escogiendo adecuadamente el -

n P : . n-1
entorno de p, podemos asegurar que g (W) estd incluido propiamente en g (W)
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para todo n3}1. Debe notarse sin embargo, que a) y b) juntas es un requisito mu-

@®
a f en P. De hecho, una

) n=1 .

vez que se tiene a), la condicién b) es bastante facil de satisfacer. Por ejemplo

cho mds debil que la convergencia uniforme de Zgn

si g es transversal a la linea de 45 grados y/o diferenciable en p, la condicién
b) se cumple. En cualquier caso, para la prueba de la unicidad del equilibrio ne
cesitamos alguna forma de convergencia uniforme de la secuencia {gn}n:’l y nuestra
condicién de regularidad es justamente adecuada para éste propdsito como se verid

en lo que sigue.

Con la condicién de regularidad ya definida, la primera cuestién que parece na
tural preguntarse es acerca de la clase de aplicaciones de ET que pueden conside-
rarse regulares. Esto es, queremos caracterizar la clase de aplicaciones de ET re

gulares.

Un muy conocido teorema de Banach, nos ofrece una priméra idea sobre el tipo
de funciones a las que debemos dirigir nuestra atencién. E1 citado teorema afirma
que si g es una contraccidn, entonces !]iil& gn(x) = y para todo x en el dominio de
la funcién y, ademis,no es dificil probar que b) en la definicién ITI.l. también .

se cumple. Sin embargo, podemos conseguir un resultado algo mejor, como veremos.

Definicidn III.2: Sea ix, d} un espacio métrico. Se diri que una funcidén f:X—X
es una contraccidén en {x, d}, si existe \6[0,1) tal que para todo x, ye X,

d(f(x), fly)) ¢ Ndlx, y)

Se dira que una funcién f : XX es contractiva es ix, d}' si para t‘odo‘x, yéx,
x £y,
d(f(x), fly))< d(x, y)

s

Es claro que cada constraccién es también una funcién contractiva en el mismo
espacio. Sin embargo, es facil mostrar con ejemplos que la conversa no es cierta
en general, incluéo cuando el dominio de la funcidén es un conjunto compacto.

Por ejemplo consideremos f :[0, 1/2]»(9, 1/2] definida como f(x) = xz . Enton

ces para todo x, yé[ﬂ, 1/2], x £y, l f(x) - fly) ‘ - ‘ x2___ yzl £ (x +y)

Ix-yl<|x -y}
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Sin embargo, puesto que (x + y) puede estar tan cerca de uno como queramos, no
existe ninginX\& [0, 1) que pueda servir para todos los pares de valores x, y

en Lo, 1/2].

En nuestro caso, el espacio metrico bdsico es XP. \ . I}, donde ‘\ es la mé-
trica euclidiana usual en los reales. Podemos ahora probar lo siguiente.

‘

Proposicién III. l: Supongamos que la aplicacién de ET de la economia estacio-

naria, g : P—P es contractiva. Entonces R gn(P) = [p} para algliin peP.
: n=o :

En particular, }l}&‘ gn(x) =p, ¥ x€ P, y se cumple b) en la Definicién III.l

por lo que la economia es regular.

Prueba: Considérese los conjuntos:

- n
Ky=F, Ki=g(P), ... K= (P), ...

Puesto que la funcidén de ET, g, es continua, Kn es compacto para n=0,1,2..

y puesto que g: P—>l5, es claro que KO‘D KID KnD «e.s . Por lo -
©
tanto, como es bien sabido N Kn no es vacio. Probaremos que K = ﬁ
. . n=0 n=0

Kn contiene exactamente un punto. Para ésto, pruebo primero que g(K)=K.

: . . 2 ; @
La inclusidén en una direccién es facil, puesto que g (K) = gl n Kn)
’ =0

® @
c N g (Kn) =N Kn+1 = K.

n=o0 n=o

En otra direccidén, sea .x€ K, y considerese la secuencia Sn= g—l (x)N Kn
Puesto que [x} es un conjunto cerrado y Kn compacto para n>»0, la se-
cuencia Sn es una secuencia de conjuntos compactos. Ademis, puesto que
Xx€ K implica que xE€ Kn para nz o0, Sn no es vacio para ningin nio,

Por lo tanto,

ﬁ’ $n=g“1 XNK £ ¢

n=o0
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por lo que xNg (K) # #.y, por tanto, xeg (K). Se sigue que KCg (K).

Asi pues, g aplica K sobre si mismo. Buscando la constradiccidn, supon-—
gamos ahora que K contiene mis de un punto. Entonces diam K> 0 y pues

to que K es compacto, diam [g(x)]= ﬁeg(K) \x—y\=ga§ex\8(u)~g(v)l=lg(§)

-g(v)| se alcanza efectivamente por algén u, VEK.
Sin embargo, puesto que g es contractiva, p -

| e@ - g(;)\<l5-3\g diam K
con lo que dimn{g(Ki]( diam K, lo cual contradice el hecho de que g apli

ca K sobre si mismo.
©

Por lo tanto K = 430 Kn contiene unicamente un punto, que llamaremos

. . n
p,» ¥ se sigue que %ﬂlm g (x) = p para todo xeP.

.

Ademds , b) en la Detinicién III. 1 se cumple para todos los conjuntos

abiertos WCP tales que peW.

Q.E.D.,

Sin avanzar mas, debemos hacer ahora dos observaciones. La primera simple-
mente sefiala que hasta ahora hemos estado trabajando con el espacio métricoi?, d}
donde d es la métrica euclidiana, d(x, y)=|x - y\ » X Y& P. Sin embargo, es
claro que el mismo espacio bidsico P puede convertirse en un espacio métrico -
escogiendo una cualquiera de lag muchas métricas posibles. En tal sentido, intro

ducimos la definicidn siguiente.

Definicidén ITII.3: Sean dos espacios métricos ix, d}, iﬁ, d'}. Decimos que d y d’

son métricas equivalentes topologicamente , si ambas dan lugar a los mismos con-

juntos abiertos en X.

Asi pues, las metricas equivalentes topologicamente cambian la forma en que

medimos distancia en un espacio dado sin alterar la estructura topoldgica bisica
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del mismo, la definicién de sus conjuntos abiertos. Las metricas equivalentes

topologicamente son importantes porque muchas propiedades interesantes de -

aplicaciones definidas a un espacio dado, dependen (nicamente de la métrica -

utilizada y en absoluto de la topologia del espacio.

En particular, y ésto es nuestra segunda observacién, dada cualquier funcidn
‘definida en un cierto espacio, la propiedad de'"ser una funcidén contractiva" -
estd definida dnicamente en relacién con una métrica dada. No es una invariante
métrica. Lo que ésto significa es que una funcién dada puede ser contractiva en
un espacio métrico {x, d} y no en otro ix, d'},inclqso cuando las metricas d y
d’ son equivalentes topologicamente. Un sencillo ejemplo de ésté fenbémeno es el
siguiente.

Sea X = {x, ¥ z} : Definamos en X dos métricas, d y 4’ , como sigue,

o a=b

d (a,b) = 1 agb a,beX
d’ {x,y) =d" (x,z) =2
d’ (y,z) =1 :

d’ (x,x) =d’ (y,y) =4’ (2,2) =0
Sea f : X-»X definida como f(x) =y, fly) =z, f(z) = z. En éste caso,
f es contractiva en {x, d? pero no en {X, d} . Sin embargo, es facil probar

que d y d’ estan bien definidas y son métricas equivalentes topolégicamente.

Voy a argumentar que estas ideas son relevantes, y no solc para nuestro pro
blema, como veremos, sino también desde un punto de vista mds general. En mu-
chos préblemas de economia, el interes se centra en la existencia de puntos fi
Joé de una cierta aplicacién y en el nimero de tales puntos fijos. Ahora bien
éstas son cuestiones que dependen exclusivamente de la definicidn de la apli-
cacién de que se trate y no de la topolugia 6 la métrica del espacio en que -

tal aplicacién estd definida. Si una aplicacién bien definida tiene un punto
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fijo, 6 dos, 6 cualquier nimero,los seguira teniendo ipdependientemente de la
métrica 6 de la topologia que queramos imponer en el dominio y rango de la -
aplicacién. Por supuesto, otra cosa bien diferente es cémo probar que de hecho
tales puntos fijos estan ahi. Pero para éste fin es perfeétameﬁte legitimo ‘ el
violentar tanto cuanto queramos los espacios correspondientes siempre que no
cambiemos la definicidn de la aplicacién. Lo que quiero decir es que podemos
cambiar la métrica y/o la topologia del dominio y rango de la aplicacidm, pro-
bar la propiedad que nos interesa, y volver después a la situacién primitiva

para continuar el argumento.

En nuestro caso particular, lo quesugerimos es que si la economi:; estaciona
ria es regular, podria ser posible convertir la funcién correspondiente de ET
en una funcidén contractiva en i?. d} , simplemente cambiando la métrica d. Que
tal es de hecho el caso lo probari nuestra proxima proposicién. Sin embargo, -

primero necesitamos un lema.

Lema III.l: Supongamos que la economia estacionaria es regular. Sea nligb
L L T EEE LN 3

gn(q) = p, ¥VqEP y sea W el entorno de p que aparece en la parte b) de la
Definicién III.1. Entonces, -existe.un entorno abierto de p, que llamaremos O,

tal que 0CW y gl(o)co.

Prueba: Puesto que gn(w)—,{p} cuando n-s®, existe un entero n tal
que gm(W)C W.

-h h
Para cualquier h%0, sea g (W) ={_x6P : g (x)e WE

y considérese el conjunto abierto
m-1

o= gd W .

’ J=o

-0
Puesto que g (W) = W, es claro que OCW. Probaremos que para cada x&£0,
g({x)e o. Si xeo0, xeg_J(W) para 0<£j<{m - 1. Por lo tanto,

=-(j-1)
g J

—i+l
gixleg Iy = (W) para 0£jg¢m - 1.
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Puesto que X €0, XEW por lo que gm(x)e gm(W)C. W, ésto es
gm—l (g(x) )e gm(w). Se sigue entonces que g(x)€ g_(m-l) (w) .

Esto prueba que si x&€0, g(x)€ 0, que es lo que nos proponiamos probar.

Q.E.D.

Lo que indica éste lema es que si la economia es regular, siempre existe un
entorno abierto de p, 0, tal que g(0)C 0. Asi pues, podemos sustituir W por O
en la definicién de economia regular y hacer uso de la propiedad anterior, lo

que nos serd de utilidad en la prueba de la siguiente proposicién.

Proposicidén III.2: Supongamos que la economia estacionaria es regular. Entonces

existe una métrica d sobre P, equivalente topoldégicamente a la métrica eucli

diana, y tal que g : P—>P es contractiva en 1?, d} .

Prueba: Puesto que 15 prueba es bastante larga, no es superfulo ofrecer
ahora una visidén general del desarrollo de la misma. En primer lugar, -
introducimos una métrica en P y probamos que es equivalente topolidgica
mente a la métrica euclidiana. Despues, introducimos una segunda métrica
en P, probamos que g es contractiva en términos de ésta métrica y, fi
nalmente, probamos que es equivalente topoldgicamente a la métrica eucli

diana comparandola con la métrica introducida inicialmente.

Asi pues, sea d1 : P x P—-,|R+ definida como,

.

: n n
d1 (x, y) = rsl\;g \g (x) - g (y)l s X, YEP.
Entonces d1 (x,y)3 0 para todo x, ye P y es 0 siy solosi x =y.

Tenemos que probar que d1 satisface la desigualdad triangular. Sean

X, ¥y, zeP.

Puesto que la economia es regular, por a) en la Definicién III.1l, el
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g;xg\ gn (x) - gn(y)‘ se alcanza por algin entero positivo m»0, por lo
m
que 4, (y) 4" - 2"y -

Entonces,

4 ) " - "] €| - M@ |+ | @ - M
< ,%‘;B \ gm(x) - gm(z)‘ + ;gg\gm(z) - gm(y)\

- dl (x,2) + dl (z,y) .

Probaremos ahora que d1 es equivalente topoldégicamente a la métrica eucli
diana.
Puesto que para todo x, yéP,lx - y\ < dl (x,y) , se sigue que cualquier

secuencia convergente con respecto a d. converge también con respecto a

1
‘ \ . Por lo tanto, tenemas que prebar dnicamente que secuencias conver
gentes con respecto a \‘ son también convergentes con respecto a dl .
Por b) en la Definic¢ién III.1. para cadad > 0 existe un entero positivo
N tal que para n>N

dian ¢"0) = gup L &"00) - "f< § .

Por a) en la Definicién III.L. para cada x &P, existe un entero finito
n(x) = min in 30 gn(x) ;_ 'W}. Puesto que g es continua, existe v7zo
tal que si ‘x-y\( 1

(n snm(y} evw vy \ ) - gJ(y)\< §,0€jg N +n(x)

Utilizando el Lema III.l. puesto que g(W)C W, se sigue que,

n+N+n(x)
& (x) e gn+N (W)

gn+N+n(x) y) e gn-«»l‘i W)

para todo n> 0, por lo que
® |l -dwl<s, i>N om0

Pero entonces, si (x - y)< W, se sigue de (7) y (8) que d1 (x,y) < 4 ,
lo que implica que cualquier secuencia convergente a x con respecto a

\ . \ , también converge a X con respecto a dl'
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Asi pues, ‘ .| y d1 son métricas equivalentes topoldégicamente.
Introduzcamos ahora una segunda funcién d: P x P—am+ definida como,

o]
d (x,y)= f_ 2 Sup |gn(x) - gn(y)‘ X, Y€ P, donde K=diam P.

k=0 ZkK
Es claro que d es no negafiva y cero si y solo si x =y, ademas,
si ze€P,
2 1 [ n n
d(x,y) = 2: - SuP ‘ g (x) - g (y)'

k=0 2 K n3k

2 n n n n
= —— sup\g(x)—g(z)*g(z)—g(y)\
n3k

ol
[}

[=]
[N
te

sup I gn(x) - gn(Z) )+ (gn(z) - gn(y))l
ok

1}
Ms
P
]

=
il

(=)
[
=~

iN
Ms
i...

sup [“gn(x) - gn(z)l +| gn(z) - gn(y)\J
nk :

=
I}

[=]
[\M]
=

"
Me
P

]

[sup\sn(x) - g (z)} + sup | ") - gn(y)\]
n3k nyk

=
i

o
N
=

(e o]
- sup\ gn(x) - gn(z)l + EZ —E— sup\ gn(z)-gn(y)‘
2K npk k=0 2 K n3k

Mg
(=
]

=
il
o

= d(x,z) + d(z,y)

por lo que d satisface la desigualdad triangular y es, por tanto, una

métrica bien definida.

Probaremos ahora que en términos de d, la aplicacién de ET, g, es con-
tractiva. ‘
n+l n+l \ n n
(9) Puesto que para todo k0, ﬁ‘iﬁl g x) -g (P gl;g\g (x)-g (y)\ ’

se sigue que,
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[ee]
d{g(x), gly)) = SZ: -i—‘ sup ‘ gn(g(x)) - gn (g (y))‘
k=0 2K nzk ‘
9 1 n+l n+l
. = % -—~  sup g (x)-g (y)‘
k=o 2K n¥k
£

sup | "(x) - g (y)] = d (x,y).
nyk

N
=
i}
o
N
=

Probaremos gue no puede darse el caso de que d{g(x), gly) ) = dix, y),
para ningin x, y €P, x #y . Supongamos que fuera asi, de forma que

.para algun x, y ¢€P, x #y,

Ms

@ .
= s e - g™l - T s g0 ~ ")

k=0 ‘2K nzk k=0 2K nzk
Entonces
@ . .
1 1 1
Z - |sup \gm (x) - gn+ (y)\ - sup'\ gn(x) - gn(y)‘l =0
k=o 2 K §nyk n3k o

¥, por (9), tiene que ser cierto que para todo k20,

(10) sup \gnﬂ(x) - gnd(y)\ = sup‘\ gn(x) - Gn(y)‘ .

n3k n3k

Ahora bien, en términos de la métrica d, introducida inicialmentte, la

1
expresién (10) para k = 0 es simplemente

dl (g(x), gly) } = d1 (x, y)

¥, puesto que utilizando de nuevo la expresién (10) con k =1,

sup \ gn+2(x} _ gn+2(y) ‘ sup\ gn+1(x) - gn+l(y)|
n30 , ml

= sup |gn(x) - gn(y)l
nyl

1 1
= sup ‘gn+ (x) - gn+ (y)‘ s
n0 .
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: . 2 2
obtenemos también que dl(g (x) , g (y)) = dl(g(x) » gly) ).
Se sigue entonces, par induccidn, que para n %1,
n
d (8" (x), g"(y) ) = d(x, y)>0

lo que significa ciertamente que dl (gn(x), gn(y) ) no converge ; 0 cuan
do n tieﬁde a infinito. Sin embargo, puesto que dl es topolégicamente
equivalente a la métrica euclidiana sobre P, éste hecho significa tambien
que tampoco Ign(x) - gn(y) puede converger a cero cuande n va hacia -
infinito. .

Por otra parte,utilizando la condicién de r;gularidad, %igo gn(x)=

: n . .
= %lm g {y) implica que,
. n n
}.})g,‘g(x)-s(yﬂ-o

y ésta contradiceidn prueba que no puede darse el caso de que d(g(x),g(y))=

= d(x,y) para ningiin x,y £P, x # y, por lo que
d(g(x), gly))<dix,y) x, yeP, x £y
lo que significa que g es contractiva en terminos de d.

Falta probar que d es equivalente topolégicamente a la métrica euclidia
na. Puesto que equivalencia topoldgica de métricas es una relacién de equi
valencia, nos basta probar que d y d1 son equivalenfes topclégicamente.
Puesto que dl(x,y)stﬂx,y) para todo x, y ¢P, es claro que secuencias -
convergentes con respecto a d convergen también con respecto a dl y lo
hacen al mismo limite. Por lo tanto, tenemos que probar Gnicamente la -~
implicacién en la direccidn opuesta. Ahora bien,

@

®
1 1
dix,y) = éi - supl gn(x) - gn(y)\g 2: & sup | gn(x) - gn(yﬂ
. k=0 2 K n3k k=0 2 K n3jo
1 n n :2 1
=[E sup \ g (x) -g (y)l] L k ’
nyo k=0 2
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donde la dltima serie converge y tiene suma 2. Asi pues,

2
d(x, y)g’i dl (x, y) . .

Pero entonces, puesto que cualquier secuencia convergente con respecto a
dl lo es también con respecto a 2/Kd

cias convergentes.con respecto a d

a d.

1 Y viceversa, se sigue que secuen

1 son tambien convergente con respecto

Esto completa la prueba de equivalencia topolégica, y, por tanto, también

la prueba de la proposicién.

Q.E.D.

Asf pues, de acuerdo con ésta proposicién, si la economia estacionaria es re
gular podemos cambiar la métrica de P sin alterar su topologia, convirtiendo -
asi la aplicacién de ET en una aplicacién contractiva. Esta Gltima proposicién,

junto con la Proposicidn III.l., es claro que implica.

Proposicién III.3. La economia estacionaria es regular en el sentido de la De

finicién III.1l. si y solo si la aplicacién correspondiente de ET, g: P—>P es

contractiva en {P, d} para alguna métrica d.

Esta proposicidén agota la caracterizacién formal de la condicién de reéulari
dad. significa, que la clase de funciones que pueden ser funciones de ET de eco
nomias regulares, es esencialmente la clase de funciones contractivas definidas
en P. Si la aplicacién de ET es contractiva, la economia es regular y si la eco
nomia es regular, la aplicacién d; ET correspondiente 6 es contractiva 6 puede
hacerse tal imponiendo una métrica diferente sobre P que deja invariante su

topologia.

Nuestro objetivo es ahora utilizar ésta caracterizacidén para el estudio de

la unicidad del equilibrio con PP de economias estacionarias regulares. Como se
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fialamos anteriormente, podremos incluso identificar el Gnico equilibrio con PP
que existe en éstas economias. De hecho, éste estard constituido por la secuen-
cia que repite en cada periodo el punto fijo de la funcién de ET, cuya existen-

cia y unicidad vamos a probar ahora.

Proposicién III.4. Supongamos que la economia estacionaria es regular. Enton-

ces la funcién de ET correspondiente tiene un punto fijo y sélo uno.

Prueba
n
Puesto que la economia es regular, %i#% g (x)=p para todo x &P. Proba
ré que éste p es el dnico punto fijo de g. Existencia es inmediata -

puesto que, por continuidad de g,
. n . n+l
e - e[l '@ - Lm &) -

Para probar unicidad, supongamoé que existe qé& P tal que g(q) = q. En

2 .
tal caso, puesto que, g (q) = g [F(q)] = gl{q) = q, se sigue que,
n
g {(q9) =q, n=1,2...
por lo que,

1i "q) =
im glq) =q.

Sin embargo, por regularidad, 1lim gn(q) = p.
Por lo tanto q = p.
Q.E.D.

Por supuesto, no es lo mismo que exista un dnico punto fijo de la funcién de
ET dérla economia que el que el equilibrio con PP de la misma sea dnico. Lo. pri
mero significa simplemente que existe un equilibrio con PP estacionario y sélo
uno. E1 probar que éste es el Unico equilibrio de la economia, requiere algo -

mis de trabajo.
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Proposicién III.5. Supongamos que la economia estacionaria es regular. Enton-

® - p .
ces la secuencia {pt} define un equilibrio con PP si y s6lo si para todo

=1
t21 p, s un punto figo de la aplicacién de ET, g.

.

m .
Prueba: Sea ipt} t=1 un equilibrio con PP.. Probaremos que Py tiene

que ser entonces un punto fijo de g para todo t2»1. Recuérdese que en
virtud de la Proposicidén III.4, g tiene un dnico punto fijo que llamare-

S
mo’ q.
Supongamos que existe un periodo h para el cual P, E ipt} t:;. v P, #£q.
@ s1ap: .
Puesto que ipt} t=1 ° es un equilibrio con PP, P = g(ph*l) y en general,

Phin-1 = g(ph+n) » h=1.2,... :

Entonces,‘
= glp, 1) = (b, ) =gp. )
ph =8 ph"'l‘ =gof ph+2 =g ph+2
Y, en general,
n
P, =8 (P, )y n=1,2,.0.
En virtud de la Proposicién III.2, g es una funcidén contractiva en [p, d

dada una eleccién adecuada de la métrica d. Por lo tanto, uti}lizando la

Proposicién III.l, sabemos que gn(P)-—vin cuando n tiende a infinito.

Ahora bien, para todo n)o, gn(ph“‘)c gn(P) y la iteracidén n-ésima.del

espacio de precios y se sigue inmediatamente que
ag"tp, ), g"a))—o do n->
g (p,, 0> 2 (qd)) cuando n->w .
En consecuencia, puesto que para todo n3l,
n n
d(g (ph+n) y 8 (q)) = d(ph, q) ’

se sigue también que d(ph, q) tiende a cero cuando n tiende a infinito

1o que contradice nuestro supuesto de que P #q.
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Por otra parte, es inmediato que si peP es el dnico punto fijo de g, la

secuencia {pt} tfi con Py
PP.

it

p para t=1,2,... es un equilibrio con
° Q.E.D.
Con esta probosicién, el siguiente colorario se sigue inmediatamente.

Colorario III.1 Si la economia estacionaria es regular, existe un equilibrio

con PP y éste es dnico.

Prueba: Se sigue dlrectamente de la Proposicién anterior y de la Proposi-
cién III.4.

Q.E.D.

Este colorario completa nuestro estudio de la economia estacionaria. Hemos

" probado que, bajo nuestra condicién de regularidad, existe un dnico equilibrio
con PP y, en el proceso, hemos probado también la utilidad para nuestros propd
sitos de efectuar cambios en la estructura del espacio pertinente.

Finalmente, no esti de mds el qu; hagamos algunos comentarios acerca de la
relevancia de los resultados obtenidos. En éstos modelos con generaciones suce-
sivas, un equilibrio ;s una senda, una secuencia infinita de valores para las
variables'endégenas. Este es un concepto de equilibrio que debe separarse radi
calmente del concepto de equilibrio como "ausencia de movimiento" que tanto se
ha usado, y abusado, en teoria econdmica. En consecuencia, si los modelos que
trabajamos presentan alguna regularidad en absoluto, deberiamos esperar que los
elementos de la secuencia de equilibrio correspondiente estuvieran relacionados
con las caracteristicas basicas del modelo en el periodo al cual corresponden.
. Sin embargo, la otra cara de la moneda es que, en tal caso, los equilibrios -

estacionarios sélo podrian aparecer, y deberian hacerlo, cuando la estructura
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bisica de la economia no cambia en el tiempo. En otras palabras, los equilibrios
estacionarios deberian ser los equilibrios de las economias estacionarias. Con
éste punto de vista, es tranquilizador encontrar que el equilibrio que se obtie
ne cuando imponemos nuestra condicién de regularidad en la economia estacionaria
es estacionario. Y también seri tranquilizador el descubrir que la condicidn de
regularidad que tendremos que imponer a la economia general, conduce a eqnili;
brios que no son, en general, estacionarios. Despues de todo, no hay nada "natu
ral" en los estados estacionarios cuando la estructura de la economia es -

cambiante.
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IV. EL CASO GENERAL

A partir de ahora permitiremos que cambien de generacidn en generacién tanto
las funciones de utilidad de los agentes como sus recursos iniciales. La conse-
cuencia inmediata de esto, es que tendremos una aplicacién de ET diferente para

cada periode t21, g, 1 PP,

Lo que nos proponemos hacer es comenzar definiendo el espacio en el que se
desarrollari el anilisis, para introducir después una aplicacién general cons-
truida utilizando las aplicaciones de ET correspondiente a cada periodo y discu
tir en este contexto las dificultades que se presentan cuando tratamos de obte-
ner un equilibrio con PP dnico. Finalmente, definiremos una condicidén de regula
ridad mis fuerte que la anteriormente presentada y probaremos las proposiciones

principales de esta parte.

Nuesto espacio bisico para esta parte sqré el espacio producto de los espa-
cios P correspondientes a cada periodo. Asi pues, definamos Pt para t2 1 como
Pt = P y consideremos el producto cartesiano,

©
P =X P B
t=1
. r . ~ '- k3
Es claro que una vez que definamos una métrica, d, sobre P, t P, d} se convier-
te en un espacio métrico. Asi pues, definamos d : P X P—> R_ como,

- :
1 _
d(p, @) = ( - \ Py -_qt\ » Py 9€P
t=I 2" X

donde K = max {lpt - qt‘ : P> qte Pt’ t = 1,2,...} = diam Pt y que existe

y es igual para todo t3}1 puesto que la distancia euclidiana es una funcién
continua y Pt 2 P ¥ t3l, es compacto. Nétese tambien que los elementos de P

son secuencias infinitas, esto es, p,qe¢ P, p = 4p @ Yyg= @ . Final
tft=1 ¥ 3T 1% a1 =

mente, puesto que para cualquier p, g€ P,
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® 1 2 1 } 1
= | Py —q < -— K = -—_— = 1
5—1 2% ' e %) tgl 2%k to1 2% ’

la funcién d estid bien definida.

Tenemos que asegurarnos de que d es una métrica. Asi pues, sean p, q€P Yy
1

s, = -—== . Entonces,

t t
2K

®
a) {l . st\pt - qt\ » O con igualdad si y sélo si
t=

\ pt-qt\=° para t =1, 2, ... es decir, si y solo si p=gq

® @
b} g 5y \pt - qt\ = té st‘qt - pt‘, puesto que la métrica euclidiana

es simetrica.
c) Sea zes . Entonces,
Ve g lglp 2l f |z ma )y t=12 0

Asi pues, .

st\pt_qttsst [\Pt—zt\+\zt—qt‘}, t=1,.2,

y sumando, puesto que los dos términos son finitos,

g st\pt-qt\sg st{'\pt-zt‘*'lzt‘qtﬁ ’

esto es - o
@ (¢ ®
g st‘pt_qtlgtgl .st‘pt'_zt\",g selze -] o

en otras palabras,
d(Py Q)S d(P) z) + d(z’ Q)

como se trataba de probar.

Asi pues, la funcién d es una métrica bien definida sobre P. Debe hacerse

notar también que, como se prueba en Kelley, 1.955 pag. 122, ésta métrica da
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lugar a la llamada "topologia del producto' de P. Este es un hecho importante

que utilizaremos mis tarde.

Utilizando las aplicaciones de ET ;:orrespondientes a cada periodo, queremos
construir ahora una aplicacidén global para el conjunto de la economia. Sin -
embargo, dada la definicién peculiar de las aplicaciones de ET, necesitamos ser
cuidadosos para asegurar que la aplicacién general estd bien definida. Asi pues
sea N el espacio de los enteros no negativos y definamos la funcidén h : NN

como

h{n) =n + 1, nE€N .

Sea ahora S el espacio de todas las secuencias reales y utilizando la funcidn

h, definamos la funcién h : S—»S como

e B fe
{bn} = {ah(n)]

®
Finalmente, sea G = X

donde

g la aplicacidén producto de las funciones ET co~

t
t=1

rrespondientes a cada periodo y definamos la funcién compuesta,

Goh : $~¢; .

Si peE , poniendo ésta funcién en forma extendida,

Ga}—l(pl, Pyreeees pn,...) G(pz,ps,..., pn,...)

l
"

(@1 (Py) e, (P gy (B 1)0e )
= (q1’q23-~'qn’---) '
de forma que Goh esti bien definida y aplica secuencias infinitas en secuen-

Yy q, =8 (pt+1)’ t=1,2,

cias infinitas. Ademis, es claro que q = iqt} t(—Dl

.+.. COMO necesitamos.
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La utilidad de ésta construccién se manifiesta en la siguiente proposicién.

[43] -
Proposicién IV. 1: p = pt}‘t—le P es un equilibrio con PP si y solo si es

un punto fijo de la aplicacién Geh .

Prueba: Sea péeé P un equilibrio con PP. En tal caso, para cualquier -

t>»1, P P tienen que satisfacer la ecuacidn P, = gt(pt+1). Pero -

+
ésto signifzci simplemente que la secuencia {vﬁ(p)} es aplicada por G
en la secuencia p. En otras palabras, en tal caso p es un punto fijo de
la aplicacién G oh.

Por otra parte,supongamos que pé;; es un punto fijo de Ge h, esto es,

p es tal que Geo h(p) = p. En tal casoy

Go ﬁ(pl,pz,..., pn,.,.) = G(pz,ps.... pn,...)

= (g, (p,) 18, (py)seees B (P )0ei)

n+l

(pl,pz,..; pn,...)

por lo que para t31, P, = gt(pt+1) y se sigue que p es un equilibrio
con PP .

Q.E.D.

N6étese que ésta proposicién depende Gnicamente de la estructura genera-
cional bdsica del modelo. En particular, es indépendiente de las caracteristi-
cas particulares de las aplicaciones de ET en cada periodo. Incluso si éstas
fueran correspondencias y no funciones como en nuestro caso, todavia la propo
sicién seria cierta coﬁ los .cambios obvios. Por lo tanfo, las discusiones de
existencia o unicidad que pueden hacerse paré ésta clase de modeios pueden re
ducirse al andlisis de algun conjunto particular de condiciones que hacen que

la aplicacién Ge h tenga un punto fijo é que éste sea tnico.

_ Despues de todo lo que hemos hecho para el caso de 1a economia estacionaria,
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pareceria natural que tratasemos de'aplicar ahora los mismos métodos. En parti-
cular, podriamos restringir la definicién de la economia estacionaria regular a
cada periodo t }1 y llamar regular a la economia en el periodo t si la apli-
cacién de ET en el periodo t satisface las condiciones a) y b) de la Definicién
III.1.-En tal caso, si la economia fuese regular en cada periodo t ¥1, la utili
zacidn de la Préposicién III.2 en éste caso resultaria en que las funciones gt
fuesen contractivas en ipt, dt} dada una eleccidén adecuada de la métrica dt' y
ésto para cada t>»1 . Sin embargo, es un triste hecho que incluso si todas las
funciones de ET son contractivas en sus métricas respectivas, ésto no implica -
ninguna propiedad particular para la aplicacién general Geh. El por qué ésto
es asi tiene mucho que ver con la forma en que se ha definido ésta aplicaciédn.
Para ver claramente el problema, supongamoﬁ que queremos probar que Goh es
contractiva. Esto es, queremos probar que d(Ge h (p), € oh (q))< d(p,q), p
q€ P, p# q. En tal caso, utilizando la métrica producto definida anteriormente
6 cualquier otra métrica que tenga en cuenta que tenemos ahora una métrica dife

rente en cada periodo, tendriamos una expresidén de la forma,
_ @
d (Gah(p), Goh~(q)) = tz_l s, 4, (gt‘*’m" gt(qm))

y,» utilizando el hecho de que para todo t21, g, es contractiva en {Pt, dt} ,

la suma anterior es extrictamente menor que,

®
<:' ii: s, d (p, ., q, )
1 t ot Tt Tted
Pero ésto significa que estamos midiendo con la medida correspondiente al pe-
riodo t, ﬂt, los elementos de p, q correspondientes al periodo t+l. A menos

0,

que tuviesemos informacién acerca de cémo comparar qt(. y o) y dt+l(' ,

lo que no. tenemos, no podemos ir muy lejos en ésta direccién.

Lo que haremos seri reforzar directamente nuestra condicién de regularidad
anterior (Definicién III.1l) tratando de corregir las aspectos que podrian no

funcionar cuando tenemos una coleccién de diferentes funciones de ET, una por
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cada periodo, en lugar de la dnica que existia en la economia estacionaria.

Recordando ahora la condicién a) en la Definicidén III.l, si la aplicamos a
cada uno una de las funciones de ET de nuestra economia general, obtendriamos
. n P s .
rlxligm gt(x) =p ¥ x€P, t = 1,2,... Ntese que lo que ésta condicién implica
es que las iteraciones de las funciones de ET correspondientes a cada periodo
convergen puntualmente a la funcidén constante p_, t =1, 2,... .Una forma al-
ternativa de formular ésto es poniendo lim gn

n-s®

t
t=1, 2,... . Ahora bien, si tomamos cualesquiera dos puntos x, y, puede -

(x) - g:(y)| =0, x, y€P,

darse el caso de que incluso si para cada funcidn de ET existe un entero fini-
to que hace la diferencia de sus iteraciones tan préxima a cero como queramos,
a lo largo de los perfodos ésta diferencia no se aproxime a cero aun cuando -
busquemos un entero tan elevado como queramos. En otras palabras, incluso si
para cada punto en el dominio, las iteraciones de cada funcién de ET convergen
a un cierto valor, éstas convergencias pueden hacerse mids y mis lentas cuando
t se aproxima a infinito. De ésta forma puede estropearse ésta condicidén. Sin
embargo, superaremos ésta dificultad requiriendo no sélo que las iteraciones
de cada funcién de ET converjan, sino que su supremo converja también, ésto es,

: : : s . n n
imponiendo una condicién de la forma l11:_1_111(11 sgp\gt(x) - gt(y)\ =0, x, YEP.

Al considerar la condicién b) en la Definicién III.l, las cosas son mds -~
conplicadas y antes de discutir sus posibles generalizaciones seri conveniente

-
que introduzcamos algunas definiciones.

Definicién IV.l: Sean ix, d }, {x; d’} dos espacios métricos y T un cierto -
conjunto de indices. Un conjunto de funciones f‘ 1 € [ } » £ XX’ vat€T
se llama equicontinuo si para cada€ >0 dado, existe §>0 tal que d’(fy (x) ,
f;(y))<£ para cualquierd €7 y cualesquiera x, y € X que satisfagan d(x, y)<§.

Por supuesto, lo importante en ésta definicién es que dado£>0, el mismo

$§ > 0 tiene que servir para todas las ﬁ* A €T, Por lo tanto, la condicién es
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global en Z . como una generalizacidn adicional de éste concepto, introducire-

mos la definicidén siguiente.

Definicién IV.2  Sean ix, d}, ix’, d'} dos espacios métricos y ¢, un conjunto
indice. Un conjunto de funciones {fd n:e\e Z, n=1, 2, } , (; n: X=X’ ¥e C
. ’

n=1,2, ... se 1lama conjuntamente m-equicontinuo si para cadat > 0 dado exis

teun§>0yun myl tales que d'(fi rl(x), i; n(y))(ﬁ para cadadl € T y n}m
. ? ’
y cualquier x, y€ X que satisfagan d(x,y)< § .

Lo que se requiere en ésta definicién es que dadot » 0, el mismo$ > 0 tiene
que funcionar para todoX ¢ C Y todo n a partir de un cierto m en adelante.
Asi pues, la condicién es global no sélo en C sino también en n=1,2,...., a

partir de un cierto entero m.

Recordando la condicidn b) en la Definicién III.1, debe notarse que implica
una cierta convergencia uniforme pa;a las iteraciones de g, por lo menos en un
entorne del punto p. Ahora bien, es sabido que secuencias uniformemente conver-
gentes constituyen colecciones equicontinuas en conjuntos compactos y es claro
que necesitaremos éste tipo de equicontinuidad para cada una de las aplicacio-
nes de ET que contituyen nuestra economia general. Sin embargo, esto no es su-
ficiente. De nuevo, cuando el tiempo va hacia el infinito pued€ convertirse en
mds y mis dificil para las aplicaciones de ET el aplicar precios en el periodo
siguiente cercanos entre si, en precios en el periodo t que se encuentren a una
cierta distancia prefijada. Esta'es la razén por la que tendremos que requerir
que las aplicaciones de ET constituyan una secuencia equicontinua también a lo
largo del tiempo. Puestdo que lo que esta condicidén implica es justamente que pa
ra cualquier t2>1 1la imagen de precios en el periodo t+1 suficientemente -
cercanos, esti constituida por precios en el periodo t también cercanos y ésto

de un modo uniforme a lo largo de los periodos.
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En general, es ficil ver que ambas generalizaciones de la condicién de regu-
laridad que constituyé nuestra Defihicién III.1 apuntan en la misma direccién.
Es imperativo que cuando las aplicaciones de ET cambian de un periodo a otro, -
pongamos restrinciones limitando la magnitud de sus diférenciasf En éste senti
do, si la economia se hace mias y mds "alocada'" a medida que nos alejamos en el
tiempo, no hay forma alguna de obtener proposiciones tdtiles validas con cierta

generalidad.

Sea H : P—»P, definida como H ='Geh, la aplicacidén general de nuestra eco-
nomia. Las pAginas siguientes se dedicarén a probar que ésta funcién tiene un
punto fijo y solo uno. La linea general de la prueba seré la siguiente. En pri
mer lugar, utilizando las ideas de los pirrafos anteriores, probamos que para
una cierta. iteracién z, H” es una funcién contractiva eﬁi.ﬁ, d‘}. Después pro-
baremos que Hz : F-,F tiene un punto fijo.y sélo uno. Finalmente, concluiremos
la prueba demostrando que el punto fijo de H® es el dnico punto fijo de H. Asi

pues, nuestra primera proposicién es la siguiente.

Proposicién IV.2 Sean gt: P~»P, t = 1,2,... las aplicaciones de ET correspon-

dientes a cada periodo y supongamos,

. n n
a) lﬁ' syp ‘ gt(x) - gt(y)‘ =0, x,y€P .

oo @

es conjuntamente

s 2 n
b) 1la coleccidn {gt ;t=1 n=o

m-equicontinua,
-1
donde ¥ t>1, gn(x) = g.gn (x), go(x) = X,
t t t
Existe entonces un entero positivo z tal que Hz = Gﬁaﬁz-es una funcién contrag

tiva en {E, d}.

Prueba: Por a}, dadot >0, para cada x, yeP existe



A)

B)

C)
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N(x, y) tal que para n)N(x, y),
n n
sgp ‘ gt(x) - gt(y) ' < glx - y'

Por b), para cada® >0, existe§>0y m>yl
s
tal que si |u - vl( £, \gt(u) - gi(v)\(-g para todo t
y s»m. En particular, para el£> 0 dado en A),
existe$> 0 tal que si lu - vi<§,
n n 3
g, (u) - gt(V)\ T i x - Y\

para todo t21 y todo n) max iN(x,y) 3 sg .
P 2 2
Sea dz(. , -} la métrica producto en P x P generada

,
por\.‘, es decir si (x,y), (p,qleP , d2 [(X.y), ’

(p, q)] = \x - p‘ + \y - q', y definamos la bola de radio
§ y centro (x, y) como,

) —
BS(X' y) = i(p.q)el’ : d2 \_(x. y) (p.q)](é} .

Entonc:es, para cada n) max iﬂ(x, ¥), s} y t=1,2, ...

si (p, Q)¢ B‘(x. y) .,
\g:(p) - 8:(q)\s \g:(p) - g:(x)h\g:(x) - g:(y)l
+\ep) - e@)
PR R REF Y TEPR B {RRY
< %[\x-ph\p 'Q‘f\‘l'¥“

RS ALEEIESATERIRS SERRY

IN

Asi pues, para todos los pares (p, q) € Bs(x, y) y cada n> max

{N(x, y), s} ,

syp \g:(p) -g:(ql)sg\p -a| <€ |p - a
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. 2
D)  Puesto que todo lo anterior es cierto para cada par (x, y) € P, la

. 2 2
coleccidn iBs(x, y) + (x, y)E€P % es una covertura de P .
Puesto que P es compacto, se sigue que existe una subcovertura
finita, esto es, una coleccién finita

{B‘(ftc, .Ye) : (xt’ y,_)epz , 1€¢ < r} tal que para todo
(p, q)€ P? , (p, qle B£ (xt, yc) para algin ¢, 1§ € < r
E) Sea N = max {N(xe, yc) , sig, Xgs yc) R 1$CSr} . Se sigue

entonces de A), B), C), que para cada 2>N y (p. gl & I-‘2 ,
z z
sgp\gt(m -g(@|<e]|p-al

F) Sea ahora € = % y considérese la siguiente modificacién de la métri

ca producto en P R

® 1 -
dp, 9) = §  -z7z- \p - q p»q€ P ,
i 21:/zK t t
donde K = diam P and z>N esté dado. Entonces ,

z -2 z =2z 1 2 z
d(6 ¢ h (p), G . hi(q) = é ;—1-;7;;‘ B, (pt+z) - gt(qtn)‘

2 1 L \ ey, - e, )
<§ 21:/zK 2z/z t+z t+z

€ 'El"\pk'qk\ v = "'L‘\P - q,, | = e
S 15 2t/ = Lz 1Ttz Thes

z
2 K

por lo que B® = 6 « h° es contractiva en 15, d} .

Q.E.D.

Como ya hemos anunciado, probaremos ahora que Hz tiene un punto fijo y sblo

uno. Para no repetir mds subindices de los que son necesarios, definiremos F

]

Proposicién IV. 3: Existe un punto pcl; y solo uno tal que F(p) = p.

z
= H

.
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Prueba: Definamos la funcién f: §9R+ como,
f(q) = d{q, Flq))
En primer lugar probaremos que f es continua. Considérese la secuencia

n b o] n - . n 0 =
ip}nﬂ.pePVn)l, %glm p =peP.

Entonces,
£(p™) = a(p”, F(p™)) , n=1, 2,...
y utilizando la desigualdad triangular,
o n o o
o™ - %] = Jap", F") - ap®, Fp*N)]
<} FE™) « dF (), FE™M) - ap®, F(p))]
<]a™ P2+ a6 F ) + are”)
F(p™)) - d(p°, F(p°N|
=\ap”, 0% 4+ atrp?), F™| .
Ahora bien, en virtud de nuestros supuestos d(pn, po)-90 cuando n—»® y
dado que al ser F contractiva es también continua, d(F(po) , F(pn))a o

cuando n->®

Asi pues,

‘ f(pn) - f(po)\-—-;o cuando n-s®

y por tanto, f es continua.

Por el teorema de Tychonoff (Kelley, 1.955, pagina 143), siendo el pro-
ducto de conjuntos compactos, P es compacto en la topologia del producto.

Por tanto, existe peE tal que,
Vv = f{p) = inf i_f(q) : qéi}

Notese que f(p) = d(p, F(p)), por lo que tenemos que probar que V = 0 .
Buscando la conf:radiccic’m, supongamos que V> 0. Entonces, puesto que p,

7(p)e P y F es contractiva en {E, d} .
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dep), FLF)]) < alp, F(p))

lo que es una contradiccidn, puesto que p es el punto de P en el que
f (p) alcanza su infimo. sélo nos resta probar que p es tdnico.
Supongamos que existiera también un qel-’, q # p, tal que F(q) = q.

De nuevo, dado que F es contractiva,

d(F(p), Flq)) < d(p,q) .

Sin embargo, en virtud de nuestros supuestos,
d(F(p}, F(q)) = d(p,q) .

Esta contradiccién concluye la prueba.

Q.E.D,
Finalmente, probaré que el tnico punto fijo de F = H® lo es también de H.

Proposicidén IV.4: pe P es un punto fijo de H si y sélo si es también un -

punto fijo de .

Prueba: Supongamos que Hz(p) = p. Se sigue entonces que H-Hz(p) = Hip)

¥, por lo tanto, también que,
% H(p) = K- M (p) = e Ho(p) = H(p) ,

lo que prueba que H(p) es también un punto fijo de H>. sin embargo,pues~
to que el punto fijo de H® es Gnico (Proposicién IV.3.), tiene que ser

cierto que H(p) = p, por lo que p es también un punto fijo de H.

Ademds, p 'es el Gnico punto fijo de H, pues si existiera ge P tal que
H{q) = q , entonces Hz(q) =H [H(q)l = H(q) = q y consecuentemente ,
por induccién, H (q) = q lo que implica que q= p.

Q.E.D.

Lo que prueban éstas tres Gltimas proposiciones es que bajo las condiciones

de regularidad establecidas en la Proposicidén IV.2. la aplicacién H Z Geh co
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rrespondiente a nuestra economia general tiene un punto fijo y sélo uno. Por su
puesto, lo que ésto implica en conjuncidn con la Proposicidén IV.l es que existe
un equilibrio con PP para la economia y solo uno. Recogemos éste hecho en el si

guiente corolario.

Corolario IV.I: Sean gt : P»P, t =1, 2, ... las funciones de ET correspon-

dientes a cada periodo de desarrollo de la economia y supongamos que,

a) 1%“ syp ] g:(x) - g:(y)‘ = 0 X, y €P.

@O @

es conjunamente m-equicontinua
t=1 n=0 J 9 ’

b) La coleccién {g:}

-1
donde para todo t21, g:(x) = g',g::1 (x) , gz(x) =x .

En estas condiciones el modelo general de la Parte II tiene un equilibrio con

PP y sélo uno.

Prueba: Se sigue directamente de las Proposiciones
w.l, 2, 3, y 4.

Q.E.D.

Es obvio que el equilibrio con PP que hemos obtenido es una secuencia auto-
consistente de equilibrios temporales. Deberia ser claro también, que no estd
formado por la secuencia de los puntos fijos de las funciones de ET en cada pe

riodo.

Forzoso es reconocer que las condiciones que incorpora el corolario anterior,
estin formuladas en términos muy generales y quizd son también de dificil compro
bacidn en la prictica. Asi pues, parece interesante buscar condiciones suficien
tes para ellas que puedan formularse en términos de uso mas comin en la litera-

tura economica.
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Seria afortunado que ésto sirviese también al lector como un recordatorio de
que no hemos perdido de vista completamente el problema que justifica todo éste
trabajo, esto es, el estudio de las implbicaciones fmra la unicidad del equili-
brio con PP de la idea de que el futuro lejano no deberia importar demasiado pa
ra el equilibrio que se obtiene en cualquier periodo dado. Con éstos objetivos,

presentamos las proposiciones siguientes. ..

Proposicion IV.5: Supongamos que para t= 1,2,... la aplicacién de ET g, P—P
es una funcidn contractiva y que se cumple la condicién a) del Corolario IV. 1.
En éste caso, existe un equilibrio con PP y sélo uno.

Prueba: Es claro que ésta proposicidn se sigue tan pronto como probemos

n
que la familia {gt}tc:l nf:) es conjuntamente m-equicontinua. Sea dado

€ » 0y tomemos 4§ - € . Entonces, si x, ¥y €& P son tales que
\x '-y\< .{ , Se sigue,
e, -g < \xv\c6=€, t=-1,2, ...

puesto que para todo t21, g, es contractiva. Ademds para cualquier n>1

yt=1, 2, ...
n n n-1 n-1
\ gt(x) - gt(y)‘ =\gt- g, (x) - 8,08 (y)\ <

< \ g:-ltx) - g:‘l(y)\ =<K x - \<$=¢
w w

’ 3 9 sunta—
t=1 n=0 conatituye una familia ¢onjunta

lo que prueba que ig:}

mente m-equicontinua.

. Q.E.D.

Proposicién IV.6: Supongamos que para t = 1,2, ... la aplicacién de ET gt:PgP
es una contraccidén con constante )\te (0,1,). Supongamos ademis que la secuen-
cia ixt tc-nl estd acotada por debajo de 1, ésto es, existe sl > 0 tal que
>‘t €& o <« 4 Ppara todo t»1l. En este caso existe un equilibrio con PP y so-

lo uno.
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Prueba: Puesto que cualquier contraccién es también una funcidén contracti

va, en virtud de la Proposicién IV.5 es suficiente probar que
. n n
ltllm syp ‘gt(x) - gt(y)\ = 0, x, yeP.
Ahora bien,
. ‘n ©n . n . n
I%m s%p‘gt(x) - gt(y)\s llllm sgp{)\t‘x - y\}(lém ol \x - y‘ = 0
lo que prueba que se cumple la condicién a) del Corolario IV.1.

. Q.E.D.

Estas proposiciones completan nuestro estudio de la economia general.
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V. SOBRE CONDICIONES ECONOMICAS DE REGULARIDAD.

No es mi intencidn presentar aqui un andlisis completo de las estructuras -
economicas que satisfarian nuestras condiciones de regularidad. Sin embargo,
parece importante ofrecer algunaé ideas sobre el tipo de comportamiento econdé—
mico que corresponde a las economias regulares que hemos definido anteriormente.
En éste sentido, nos proponemos hacer dos cosas. En primer lugar, presentaremos
una condicién suficiente para que la economia sea regular en el sentido de la
Definicién III.1. Deséues, discutiremos una condicién econdmica que implica que
la funcién de ET es una contraccidn del espacio de precios, circunstancia ésta
muy relacionad; con la regularidad ‘de la economia. Sorprendentemente, ninguna
condicién implica la otra. Lo que se pretehde es que éstos dos resultados sir-
van para sugerir al lector el tipo de restriceianes que generan fegularidad en
la economia.

En ésta parte, me restringiré al caso estacionario y puesto qu;‘el Gnico pro
blema adicional que se plantearia es notacional, considerari que cada genera-

cién se compone tnicamente de un individuo.

Tendremos que entrar en el estudio de las propiedades estdéticas de nuestro

modelo y éste es el tema que nos ocuparda en primer lugar.
- L]

A partir del problema de maximizacién del agente joven en cualquier periodo

t, obtenemos como condiciones necesarias.

U
1 %0 S) Pra
v, (e, ,¢.) p
(11) tl t2 t
pt+1 w o+ pt+l c -0
P, 1 2 p, tl t2
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donde Ul (., .)y Uz(. , .) son las derivadas parciales de la funcién de uti

lidad con respecto a su primer y segundo componente respectivamente. Sea

Pisl .
Rt = —— . Diferenciando totalmente,
Py
u U - U v -
11 2 21 1 Uya Vs " Up Yy
dc + dc -dR, =0
2 tl 2 te t
u u
2 2

R_dw, + w, d R
t

+dw_~-R, dc
2 2 t

d -d = 0
Rt c

t t1 t2

a-partir de lo cual, siendo fi y fé las derivadas de las funciones de deman

da del bien en los periodos t y t+l con respecto a Rt’ obtenemos la si-

guiente ecuacién matricial,

r - - N
n Y- 'a Y% 12 V27 Va2 Uy . .
U: U: 1
(12)l - =
- Rt -1 j f! fl—w1J
Si suponemos que ctl y ct2 son bienes normales, es facil probar que
02 U11 - Ul Ual < 0 y que U2 U12 - U1 U22 > 0, con lo que, lla-

mando D al determinante en la parte izquierda de (12), obtenemos,

U U - U U - ‘
1 2 21 1 Uiz Y37 Y Yy
D = 3 +Rt 5 > o0
U u
2 2

.
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Puesto que ( fl -" ) € 0 en cualquier equilibrio con PP, es inmediato -

que f; > 0, lo que serd importante en el futuro.

Nétese que para nuestros objetivos actuales, podemos expresar la ecuacidén

(3) como sigue,
(13) £ (plop, ) 'f (. ) =0
By (P g Pyl =W} + | fy Py P/ | =

¥ que la funcién de ET, g : P~» P, que describe la evolucién de equilibrio de

la economir es la solucién, para cada P _ _,de la ecuacidén anterior. Ahora bien,

t+l
la eleccidn que maximiza la utilidad del agente viejo satisface

-1
f, (p

2 -1 P ) ~w.= p, M

t 2 t

lo que express que ofrece todo el dinero que tiene inelasticamente a cualquier

precio no negativo P, - Por lo tanto, podemos reescribir (13) como

-1
(14) P, M= v, - 1-‘1 ( P, - ptu)
En virtad de (1), £, (pp. = w +lw - £ (pThp |
n virtud de 5 pt.ptwl-w1+\f2 2 Py Py Pery
+1

por lo que, sustituyendo en (14),

-1
M= f2 (Pt -P, ) - W v

(1s) P t+l 2

t+l

= _ _El . Dif .
Sea T (Pt+1) pt+1 M fz 2P ) + oW, Diferenciando,
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é(p

L}
eal? P 8 Py , L]
M - 3 —{. f —————— = q ,
€ (b, ) e ()
ésto es,
2 2
£rg -
g.__,_ig glf ) P, Py B_f
- ) T p T Tp, L E'
p“’1 f2 t+l

donde hemos suprimido los argumentos de las funciones.
Utilizando (14),

o - Pt . '1 - fl
pt+1

Podemos presentar ahora nuestra primera proposicién.

Proposicién V.l:

.

Supongamos que 1Y c

42 SOM Sustitutos Brutos (Gross Subs-
titutes) para todo t»1 . En tal caso, la economia es reguiar en el sentido de
la Definicidn III.1.

Prueba: Puesto que la funcién de ET, g, es continua en P, el cual es

compacto, existe por lo menos un pt+le P tal que pt+1= g (pt&{) Por
otra parte,

Pe [ “w-f
g’ = 1-
pt+1

£
2

Utilizando la segunda ecuacién en (12),

R T P Tt
por lo que,

o1ynm"

BIBLIOTECA



) -
R fl .1 wl f1
1 = t
£ f2
o bien,
- 1]
"o Re Fi
1 - = - ra
2
Asi pues,
1 f‘
gl = pt - _u = 1
= ] = - &
Pea1 £ £

Por definicidn, son Sustitutos Brutos en cualquier periodo

O S Y S
t21, si fi<o. En consecuencia, dado que fé7 0, se sigue que sustitui-

bilidad bruta implica que g'» 0. Ademds, en los puntos fijos de

8» Py =8 (pt+1) = pt+l , con lo cual,

g' =1-
Py = Py

y puesto que w, - fl) 0 en cualquier equilibrio con PP, se sigue que

1

g' p. = < 1. Es ahora inmediato que el punto fijo de g cuya -
t Tt+l

existencia se probé al comienzo de la prueba es nico. Llamemoslo P*.

. . U] . . n ®
Escojamos cualquier p“ > P y consideremos la secuencia ip‘i*l; ,

1

n=o0

formada como sigue,

0. n. n-1
Piar T Prar 0 Py T8 (p,,) n=1,2

Quiero probar que la secuencia {p‘:l

. Supongamaa lo contrario, es decir que

C® .
)5 n=o decrece monoténicamente. Pa
ra ello, afirmo que

1 )
pt+1)/ p:+1 , Por hipétesis no puede existir igualdad, por lo que =

Pee1 < Py
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B> Pero ésto impli Lo s deci
pt41 P,,; - Pero ésto implica que p ., =g (p , Peyp * ° ir,

que la funcidén de ET va por encima de la linea de 45% a la derechoa de

p, » lo que no puede ser. Asi pues, < p:+1 y se sigue por induc-

pt+l

n n-1 P y
cién que pt+1< Pt+1 , N =2,3, ... . Puesto que es monotdnicamente

. C, n
decreciente, la secuencia { p

® .
converge a la mayor de sus cotas
t+1§ n=o0 e 4

. - %
inferiores, p .
I3 ) s 2 0] o :
Notese que por construccidon, dado cualquier Pp,g °M el intervalo

[p« , W/H] (recuerdese que E:{ XER :ah £ XK WMol > 0}) .

n ® n,o ®
{ptd; n=o = ig (Pt+1)} nel  Por lo que lo que hemos probado es que
la secuencia de funciones ign} n(:I converge puntualmente en "p‘, W/M]

n-1

a.la funcidén constante f(x) = p* ¥y que gn (p:+1)< g ) para cual

(.2
Peal

° »
_quier pt+1€[p , W/Ml, n=1,2, .... .

Asi pues, podemos utilizar el teorema de Dini (Rudin, 1.976, pag. 150)

. . n] o .
para concluir que la convergencia de g }n 1 a f es uniforme en

« . - .
[P N w/m] . El mismo argumento, aplicado a(d.. s D J , nos llevaria al
mismo resultado, con lo que no es dificil concluir que la secuencia

n @ ) *
ig %n—l converge uniformemente en P a la funcidn constante f(x) =p .

Se sigue inmediatamente que se cumple a) en la Definicién III.l. y -

~
tambien b), para cualquier entorno del punto fijo p .

Q.E.D.

Una vez cumplida la primera parte de nuestro compromiso, vayamos a la se-

Uy (Cepr Cyp)
gunda. Definamos U (¢, _, ¢, ) = ——————""~ _ Notese que se sigue de (11)
tl’ Tt2 v, (c_.,c )
1 7t t2
i 1
que en cualquier equilibrio con PP, vi(., .)= = También, bajo nues-
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tro supuesto de normalidad,

Podemos probar ahora lo siguiente.

Proposicién V.2: Supongamos que existe a € (0,1 ) tal que|V +(f2-w2) Vzls l-a

para todo Pe,1 €& P. En éste caso g : P-»P es una contraccién en P.

Prueba: De la ecuacién (16) ,
fl
1

£

g' =

Ahora bien

1.+ (f, = w) Uz 12 _ U22 Ul
1~"M 2+
U
£ =- z
D
vl U, u u_u
2 2 "12 ~ 22 1
S| ) T 2
~ v Yy ~ Vs (fw) Y,
) ) pu’
2
2
Uy

de la cual usando (11),

vZ 4 viw, - £) v

~N

2

(17) o= -
‘DU

NN

|

U

Lgall
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Por otra parte

(¢ ")UIIUZ—U21U1+R
1 1 o2 - t
fr = 2
2
D
U U -U._.U ”2
. 11 27 F21 1 -2
£ -w) 2 Ry
U 1 V-(f-w)V
1 1 1
(18) = 5 - -
DU, TE'
2 2
vl v

De aqui,se sigue de (17) y (18) que,

2 2
o v (wz - fz) v2 -V ) v (w2 - fz) v2 -V
v-(fl-wl)vl V—V(wz—fz)vl

) (“2 - fz) V2 -V i vV o+ (f2 - wz) V2

1 - (w2 - fz) V1 1 + (f2 - wz) V1

lo que implica quel g‘\‘s 1 ~ a . Sean Py» P, & P.

Se sigue entonces de la desigualdad del valor medio que,

Vet -2 )lesw e ) Vp -p,l¢c -a)p -p,|
peP

por lo que la aplicacién de ET es una funcidén contraccién con constante

(1-a).

Q.E.D.

iComo debemos interpretar la condicién necesaria para obtener éste resulta-
do?. Notese que (f‘2 - wz) es el exceso de demanda de consumo en el segundo pe

riodo por parte'del agente joven de cualquier periodo. Asi pues, lo que nuestra
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:ondicién de hee¢ho requiere es que tal exceso de demanda no sea demasiado sen-
iible a la tasa de rendimiento. El exceso de demanda en el segundo periodo no

lebe cambiar demasiado cuando varia la tasa de rendimiento del dinero.

Finalmente, tenemos que probar que son independientes las condiciones de las
'roposiciones V.l y V.2 . Sin embargo, ésto se deduce facilmente de la proposi
‘ién siguiente.

roposicién V.3: En cualquier periodo t»1,c son Sustitutos-Brutos

t1 ¥ %2

iy solosi V4 (f2 - w2) V2 » 0.

Prueba: Por definicién, ctl y ctz son Sustitutos Brutos si fi < o.
Por (17),
2
v - - - -
r - *V e, - B, ~ v[('z £ Y, v]
) v’ o o? -
2 2
u 2 U 2
1 2 1
li)l.l2
donde debe notarse que tanto V como son positivos.
Y1
Asi pues, ct1 y ctz son Sustitutos Brutos si y solo si (wz - fz) v2 - V¢o,
ést N » i _ . . ‘
sto es si y s6lo si V + (fz. wz) Vz)o . .
Q.E.D.

Es conveniente resaltar que lo que ésta proposicién indica realmente es que
istituibilidad bruta no es una condicidén necesaria para la unicidad del equi-

ibrio con PP,
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IV. RESUMEN, EXTENSIONES Y COMENTARIOS

En modelos monetarios dinimicos las acciones dependen de las ideas acerca
del futuro. A partir de éste hecho, las pdginas anteriores exploraron las con
secuencias de suponer que la relevancia de tales ideas para el equilibrio en
cualquier perioéo dado, disminuye a medida que el periodo al que se refieren
se hace mds y mis lej;no. Hemos probado que bajo éste tipo de regularidad, el
equilibrio con PP que surge de nuestro modelo es dnico. Hemos discutido tanto
el caso estacionario como el no estacionario. En el camino, descubrimos la uti
lidad de hacer cambios en la métrica de ciertos espacios dejando invariante su
topolégia. Esto nos permitié dar mids estructura a las funciones utilizadas de
la que hubieran tenido en otro caso. Es de esperar que esta tecnica encuentre

mayor aplicacidén en otros campos.

Como se ha visto, la imposicidén de la condicién de regularidad produjo re-
sultados que son ''regulares"” en mas de un sentido. Asi, el equilibrio con PP
de la economia estacionaria se reveld como estacionario, mientras que en la -
economia regular no éstacionaria, el equilibrio con PP que obtuvimos no es, en
general, estacionario. De hecho, todo esto es como debe ser, Es dificil encon-
trar sensatez en un modelo que incluso cuando estacionario, es compatible con
todo tipo de sendas de precios correspondientes a equilibrios con PP. En parti
cular, si tal fuera el caso seria absolutamente imposible incluso intentar el
andlisis en términos de bienestar de los efectos de politicas fiscales y mone
tarias alternativas. No se sabria ni siquiera de qué equilibrio partidé el mo-
delo. Una de las principales ventajas de nuestra condicién de regularidad es
la estrecha relacidn que establece entre la estructura fisica del modelo y el
equilibrio con PP que resulta de la interaccién de los diferentes agentes eco

némicos en el seno de aquella estructura.

Sin embargo, estos aspectos positivos de los resultados que hemos alcanzado



-62-

no deberian oscurecer el hecho de que hemos restringido ‘el modelo en varios -
aspectos, de forma que este no permite la completa generalidad-que solemos dar
por supuesta cuando nos enfrentamos con versiones del modelo de equilibrio ge-
neral estitico de Arrow-Debreu. Me propongo discutir ahora cada unc de los su
puestos restrictivos utilizados al tiempo que sugeriré posibles caminos de ge-

neralizacién.

En primer lugar, nuestro modelo tiene un solo bien en cada uno de los perio
dos de evolucién de la economia. Aunque hoy por hoy la literatura ne documenta
ningin contraejemplo a las proposiciones derivadas bajo este supuesto, ceteris
paribus por supuesto, parece cierto que el negar a los agentes posibilidades -
de sustitucién entre bienes en cada periodo, necesariamente ha de reducir la
generalidad de nuestro andlisis. Sin embargo, la introduccidén de varios bienes
en cada periodo, unida a la pluralidad de agentes que hemos considerado, plan-
tea un nuevo campo de dificultades, tanto conceptuales como analiticas, que pa
rece muy dificil resolver. De hecho,todavia no existe en la literatura una -
prueba general de la existencia de equilibrio monetario en un modelo con gene
raciones sucesivas que incorpore una pluralidad tanto de agentes como d; bie~
nes en cada periodo. El primer intento de andlisis general de un modelo de -
este tipo fué realizado por Okuno y Zilcha, 1.978, quienes probaron la ekis-
tencia de un equilibrio competitivo, aunque no pudieron concluir que tal equi-
librio fuese monetario, en oposicién a autdrquico. Mis tarde, Balasko y Shell,
1.979, desarrollaron un estudio muy general del caso de una econ;mia monetaria
con varios bienes en cada periodo, aunque su andlisis utilizaba la simplifica-
¢ién del agente representativo. As{ pues, este problema parece que todavia -

estd abierto,

Aunque por si misma la consideracién de un solo bien en cada periodo puede
no ser excesivamente restrictiva, se hace mucho mds importante cuando se une
con el supuesto de que cada agente en la economia vive tnicamente por dos pe-

riodos. Y la razén es la siguiente. Balasko, Cass y Shell, 1.979, han desarro
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llado un algoritmo para convertir economias de intercambio puro con generacio-
nes sucesivas en las que los agentes viven por un nimero de periodos arbitrario
y finito, en otras en las que el horizonte de vida se extiende a lo mis por dos
periodos. Es claro que lo que esto significa es que el supuesto de que los agen
tes viven dos periodos no es mds que una conveniente simplificacidén que no res-
tringe el andlisis de ninguna forma., Naturalmente, la base del algoritmo es una
reinterpretacidén tanto de los periodos como de los bienes. Basicamente, este m§>
todo define nuevos "periodos" de tal forma que cualquier ‘'periodo" comprende

el horizonte vital completo del agente con la mayor longevidad de los nacidos
en periodos correspondientes al "periodo" anterior. En particular, lo que esto
significa es que cada "periodo" estd constituido por varios periodos primitivos,
con lo cual, incluso si el modelo original tenia dnicamente un solo bien en ca
da periodo, cada uno de los nuevos 'periodos' tendri ahora variocs bienes, tan-
tos de hecho como el nimero de periodos que lo componen. Para simplificar , el
considerar dGnicamente dos periodos de vida no es mis que una simplificacién -
sin importancia s6lo.en tanto en cuanto nuestro modelo incluya varios bienes en
cada pe;iodo. De ahi la relevancia de generalizar nuestro modelo en esta di-

reccién.

Para finalizar nuestros comentarios sobre generalizaciones del modelo quie-
ro discutir ahora brevemente el que hayamos supuesto que las aplicaciones de
ET son de hecho funciones en lugar de correspondencias. Como ya se ha dicho -
anteriormente, el que para cada precio en el periodo siguiente exista una plu-
ralidad de precios que puedan ser equilibrios temporales en este periodo, nos
sitda en una situacién completamente incompatible con la existencia de un -
equilibrio con PP Gnico. As{ pues, el evitar la derrota a priori seria justi-
ficacién suficiente para nuestro Supuesto 4, el cual generé la naturaleza fun
cional de las aplicaciones de ET. Hay mids razones, sin embargo. Como mostré
nuestro estudio en la Parte V, sustitubilidad bruta es una condicién suficien
te de regularidad en el caso estacionario y es ficil probar que la misma con-

dicién es también suficiente para que se cumpla el Supuesto 4. Asi pues sucede
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)
; bajo sustituibilidad bruta, el que las aplicaciones de ET -

: sigue directamente de las caracteristicas del modelo sin ne-
]puesto adicional. Este resultado puede verse desde otro punto
que, en el caso estacionario, para consegﬁir unicidad en nues
.co no se necesita nada mds que un supuesto cuya suficiencia
pésito es conocida en el modelo estitico de Arrow-Debreu. Pa
iin embargo, esperar gue este resultado no se generalizara a

:stacionaria.

lo, lo expuesto en el parrafo anterior no disminuye la impor-
ir un estudio pafalelo al que incorpora esta investigacién ,
cuenta plenamente,que en general,las aplicaciones de ET son
y no simplemente funciones. Quizas podria extenderse la defi
1 contraccién y funcién contractiva a la nueva situacién y

: algunoé resultados en ése caso. Sin embargo, si como parece
:08 fijos de una correspondencia contraccién/contractiva no -
:r Gnicos, esto introduciria nuevas dificultades para cuya so-
rian métodos matematicos diferentes. Es conocida la dificul-
le los conjuntos de puntos fijos de correspondencias, incluso

:amiento es muy regular.

marco del modelo desarrollado en esta investigacidén, los re-
s seria mds solidos si pudiera probarse que el tnico equili~-
ie obtiene bajo regularidad, es continuo con respecto a la -
t que define la economia. La idea es que; con definiciones -
:onomias similares deberian tener equilibrios similares. Esto
juisito de cualquier buen modelo economico. Pequefios cambios
quizas mds importante, en la observacién de la economia, no
dristicamente el guilibrio resultante. Igualmente, recordando

» con PP no es mis que una secuencia autoconsistente de equili
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brios temporales, seria bueno estudiar las propiedades de convergencia de es-
tos bajo diferentes conjuntos de condiciones. Por ejemplo, si las aplicaciones
de ET cénvergen en algin sentido, ;es cierto que también lo hace la secuencia
de ET que constituye nuestro equilibrio con PP?. Tanto éste como el problema

de continuidad antedicho, seridn los cbjetivos de mi investigacidn futura.



-66—~
Referencias

Balasko, Y. and Shell, K. (1979). The Overlapping-Generations Model, II: The

Case of Pure Exchange with Money. CARESS, Philadelphia.

Black, F. (1974). Uniqueness of the Price Level in Monetary Growth Models with

Rational Expectations, JET, 7.

Brock, W.A. and Scheinkman, J.A. (1980). Some Remarks on Monetary Policy in an
Overlapping Generations Model, in Kareken, J.H., and Wallace, N. (eds.), Models

of Monetary Economies, Federal Reserve Bank of Minneapolis.

Calvo, G. (1978). On the Indeterminacy of Interest Rates and Wages with Perfect

Foresight, JET , 19.
Calvo,.G. (1979). On Models of Money and Perfect Foresight, IER, 20.

Cass, D. and Shell, K. (1980). In Defense of a Basic Approach, in Kareken, J.H.,
and Wallace, N. (eds.), Models of Monetary Economies, Federal Reserve Bank of

Minneapolis.

Debreu, G. (1970). Economies with a Finite Set of Equilibria,

Econ., 38.

Dierker, E. (1977). Regular Economies: A Survey; in Intriligator, M.D. (ed.),
Frontiers of Quantitative Economics, North-Holland,

London.

Grandmont, J.M. (1977) Temporary General Equilibrium Theory,

Econ., 45



67—

Grandmont, J.M. and Laroque, G. {1973). Money in the Pure

Consumption Loan Model, JET, 6.

Kelley, J.L. (1955) General Topology, Springer-Verlag, New York.

Lucas, R.E. (1970). Econometric Testing of the Natural Rate

Hypothesis, in Eckstein, 0. (ed.), The Econometrics of Price Determination,
Board of Governors of the Federal Reserve System, Washington.

Lucas, R.E. (1972). Expectations and the Neutrality of Money, JET, 4.

Millan, T. (1981) Existence of Optimal Competitive Equilibria in Overlapping-

-Generations Models, manuscript, University of Minnesota, Minneapolis.

Muth, J.F. (1961) Rational Expectations and the Theory of Price Movements,

Econ., 40, .

Okuno, M. and 2ilcha, I. (1978). Existence of Competitive Equilibrium in a
Generation-Overlapping Exchange Economy with Money. Foerder Institute for

Economic Research, Tel-Aviv.

Okuno, M. and Zilcha, I. (1979) On the Efficiency of Competitive Equilibrium
in Infinite Horizon Monetary Models. Foerder Institute for Economic Research,
tel-Aviv,

Rudin, W, (1976). Principles of Mathematical Analysis, McGraw-Hill, New York.

Sargent, T.J. (1972). Rational Expectations and the Term Structure of Interest

Rates, JMCB, 4.



~658-

Sargent, T.J. and Wallace, N. (1973). Rational Expectations and the Dynamics

of Hypefinflation, IER, 14.

! Shell, K. (1971) . Notes on the Economics of Infinity, JPE, 79.

shiller, R.J. (1978). Rational Expectations and the Dynamic Structure of

Macroeconomic Models, JME, 4.

Starr, R.M. (1974). The Price of Money in a Pure Exchange Monetary Economy

with Taxation, Econ., 42.

Wallace, N. (1980). The Overlapping Generations Model of Fiat Momey, in karekcn,
J.H., and Wallace, N. (eds.), Models of Monetary

Economies, Federal Reserve Bank of Minneapolis.

Wallgce, N. (1980). A Hybrid Fiat-Commodity Monetary System, Federal Reserve

Bank of Minneapolis, Staff Report 61.

ELETL

BIBLIOTECA





