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Pr6logo

El descorazonador resultado de Arrow y sus variantes nos llevan a
introducir otros planteamientos a un problema que aparentemente estd
cerrado si se ataca bajo los supuestos cl&sicos. En concreto, en es-
ta memoria introduciremos un tratamiento dentro de la teorfa de con-
juntos difusos del problema de la decisifn n-personal, sin tener en
cuenta los factores propios de la teoria de juegos y equipos ni de -
las decisiones secuenciales. Atacaremos pues el problema estitico --

sin posibles estrategias.

Las piezas fundamentales de la decisifn de grupos son bien conoci
das: el conjunto de alternativas, el conjunto decisor, las preferen-
cias individuales y la funcién social. Supondremos que el primero es
t3 descrito exhaustivamente y de manera nitida (aunque, como dice --
Dacey,1979, la difusidad de las alternativas es a veces lo 6ptimo).
Respecto al conjunto decisor, en general también se supondrd nitido,
aunque se pesen cuando sea necesario sus opiniones (se deben medir -
sus grados de afectacién por el problema general y las alternativas
concretas; no serfa mis que introducir sendos grados de pertenencia
al conjunto decisor). Las preferencias, tanto individuales como del
grupo, habr&n de imponerse relaciones binarias difusas, cuyas propie
dades generalizanalas de las relaciones nitidas (ver los trabajos de
Zadeh, Orlovsky, Trillas, Azorin y Pardo).Aunque a nuestro entender
algunas de tales propiedades se definen usualmente de modo excesiva-
mente fuerte, que nos llevan a menudo a obtener propiedades no desea
bles. Por ejemplo, observamos una confusifn grande acerca de la tran
sitividad difusa, acerca de la cual se proponen multitud de alterna-
tivas (Dubois-Prade, 1980; Zadeh, 1971; Bezdek-Harris, 1978; Trillas,
etc) . Aunque muchas de ellas coincidan bajo la hip6tesis de recipro-
cidad, es significativo que el grado de pertenencia a la relacibn di
fusa de par (x,x) sea introducido axiomiticamente, y ni siquiera de
modo generalizado. Habri que plantearse la cuestién de la necesidad
de la hipbtesis de reciprocidad, y la cuestifn de c6mo quedan - o de
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Ben quedar - reflejadas las indiferencias difusas. Pero la transiti—'
vidad no es m&s que un tipo de "racionalidad" que se les exige a los
individuos y al grupo. Y algo perfectamente coherente con la filoso-
ffa de conjuntos seria la bfisqueda de grados de racionalidad, para -
luego poder exigir simplemente un minimo.

La funcién social, que en general asocia a cada perfil de 6rdenes
de preferencias difusas un orden de preferencias difusas para la so-
ciedad, admite idéntica critica respecto a su "racionalidad", pero -
también se ha de cuestionar si esa ordenaci6n es el objeto persegui-
do (el problema puede quedar resuelto simplemente con la existencia
de una alternativa 6ptima, o alguna satisfaciente, sin m&s). Campbell,
por ejemplo, distingue las funciones de preferencia (Arrow) de las -
soluciones algorftmicas, en varias etapas, que s6lo buscan acercarse
a un "6ptimo".

En el capitulo primero daremos un repaso a resultados cldsicos, -
siguiendo a Monjardet (1978) en la distincibn inicial de los diferen
tes tipos de resultados, que agruparemos en tres lineas fundamenta--
les: las de Black, Arrow y Sen. ’

El capftulo segundo se dedica al problema de la racionalidad como
propiedad difusa, la cual nos exigir& una elaboracibn coherente de la
difusidad, a la que en general le asignaremos un origen ontolégico --
(Azorin, 1981, estructura en cinco las formas fundamentaltes de origi
narse la difusidad). Se definir8 la caracteristica difusa (que no es
el conjunto difuso cl&sico) y el espacio de caracterfisticas difusas,
que no s6lo generaliza a 'NowaKowska, sino que incluye, con variacio-
nes no sustanciales, las funciones medibles y las variables difusas,
conceptos que distinguimos para hablar en cada caso de difusidad com-
prehensiva y extensiva. Definimos también las relaciones de opinibn -
difusas (que tampoco son las de preferencia clfsica), aportando defi-
niciones coherentes de sus propiedades; en concreto se dar& un giro -
absoluto a las nociones dé aciclidad y orden, al concebirlas no nitida
mente, Yy se aplicardn los resultados a la conocida paradoja del azucar.
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Los nuevos concéptos de relacibén binaria de opinifén difusa y de -*
aciclidad se aplicarén en el tercer capitulo al problema de la deci-
sién de grupos, segln dos metodologfas:

- la axiomitica, donde se obtienen teoremas de existencia bajo --
condiciones &ticas.

- la multicriterio, donde por una parte se estudiarin las conexio
nes entre la racionalidad-aciclidad y el consenso-aceptacibn de la -
decisibn; y por otra parte se generalizar8 elalgoritmo de Siskos et

al.

Por filtimo, quiero agradecer al Profesor Sixto Rios Garcila la di.

reccibn de esta tesisg asi como su ayuda constante.

Madrid, unio de 1981
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CAPITULO I

RESULTADOS CLASICOS DE IMPOSIBILIDAD Y POSIBILIDAD



’ .

I.1.- La paradoja de Arrow

En su ya clfsico libro "Social Choice and Individual values"™ (1951,
y en edicién corregida de 1964), Arrow se plantea la existencia de -
un orden completo entre las alternativas que refleja las preferencias
sociales, a éartir de las preferencias de los individuos del grupo, -
expresadas segfin 6rdenes completos. La idea era obtener una estructu-
ra "racional™ (en el sentido concreto de orden completo) entre las al
ternativas a partir de individuos "racionales" (en idéntico sentido):
¢se derivard siempre, un orden completo social a partir de 6rdenes --

completos individuales?

La informacién de entrada (input) se supone que presenta en la for-
ma de n relaciones binarias, una por cada decisifn, y estas n relacio
nes son la finica informaci6n utilizable. Arrow partird pues de un con
junto D = {é,d2 . dn} de decisores, un conjunto A = {a,a2 . ak} y -

alternativas, y un conjunto de relaciones binarias {R,Rz.: Rn}:

RiC: A XA v

i
La informaci6én de salida (output) seri una nueva relacibn binaria

social
RCA x A

y a cada una de las n+l relaciones binarias habrd que exigirles algu-
nas propiedades que se consideren necesarias para que sean racionales

en algGn sentido.

He aqui algunas propiedades que podriamos exigir (Suppes, 1957, ca

pitulo 10):



DEFINICION 1.1.- Sea RC A x A relacifn binaria definida en A.

Entonces se dird que

i)

i)

1ii)

iv)

v)

vi)

vii)

R es reflexiva si y s8lo si para todo a € A se tiene que -

aRaz: (a,a) @R, VaeaAh,

R es sim8trica si y s8lo si para todo par a,b € A se cum--

ple que si
a Rb===>bRa
R es antisimétrica si y s6lo si dado a,b € A entonces

aRb
===>3 = b
b R a

R es asimétrica si y s6lo si
aRb===>bRa

(notamos por R la negacién de R, es decir :

b R a equivale a (b,a) ¢ R).

R es transitiva si y s6lo si

R es cuasitransitiva si y s6lo si

aRb » bRa aRc

o
o
Q
|
o

bDRb 4 cR

R es compositiva si y s6lo si



‘ aRb de ) .
==> 34 tal que
aRc cRd

viii) R es completa si y s6lo si
aRb  + bRa ¥ a, BeA

En principio nos movemos en el aspecto normativo de la decisi6n -
de grupo, no en el descriptivo : se trata de aproximar el aproximar
el comportamiento de individuos "racionales" en algGn sentido. Arrow
definird esta racionalidad como el establecimiento de lo que se cono
ce usualmente como un preorden completo u orden débil (relacifn bina
ria reflexiva, transitiva y completa). Exige asi la existencia de --
n+l relaciones tales que en n de ellas, a Ry b tiene el significado
de "el individuoi considera que a es al menos tan buena como b.", --
d&ndoles a cada decisor a escoger una entre las siguientes opciones

para cada par a,b de alternativas :
(1)i prefiere a estrictamente a b :

aP; b <==>aR bab R a

(2)i prefiere b estrictamente a a : b Pi a.

(3)i es indiferente entre a y b :

a Ii b <==> a R1 b A b Ri a

(Es interesante senalar que mientras Arrow parte de las preferen-
cias débiles para definir a partir de ellas la indiferencia y la pre-
ferencia estricta, otros autores como Fishburn (1973) toman como pun-
to de origen la preferencia estricta; la causa de este cambio, sin --

ninguna trascefdencia en la elaboracién de la preferencia social, es-



t4 en que parece mds f&cil determinar directamente, descriptivamente,

hablando, las preferencias estrictas que las débiles).

En general se puede hablar de las Reglas de Decisifn de Grupo ~--

(Sen, 1969) :

DEFINICION 1.2.~ Una Regla de Decisibn de grupo es una aplicacién --
que hace corresponder a cada conjunto ordenado de n preferencias in-

dividuales (d&biles) una y s6lo una preferencia dé&bil social.

(Obsérvese que no estamos todavfa imponiendo ninguna restriccién

8tica a priori a dichas relaciones binarias de preferencia).

Si el objetivo es entresacar la alternativa socialmente mejor, pa
rece necesario dar las siguientes definiciones

(Pattanaik, 1971) :

DEFINICION 1.3.- Dado un subconjunto SC A se define el conjunto de

eleccibn C(S) - Choice Set - como
c(s) ={xes,, xRy, Vyes}

Es decir, el conjunto de alternativas en S tales que son al menoxs

tan buenas como cualquiera de las dem&s alternativas en S.

DEFINICION 1.4.- Dado un subconjunto S C A, se define el conjunto ma

ximal M(S) como

M(S) = {x e s yPx, vyes}

H
Es decir, que ningtn elemento de M(S) es preferido estrictamente
por alglin elemento de S. Y se demuestra entonces la siguiente propie

dad:

PROPOSICION 1.1.- Sea R una relacién binaria definida en A y un sub-



conjunto S de A. Entonces C(S)C M(S) y son idénticas.cuando R com~

pleta sobre S.

Demostracién : Supongamos un % € C(S) arbitrario. Por definicifn, te
nemos que X € S y x Ry para todo y € S, lo cual implica que y P x,
luego x € M(S). Por otra parte, si suponemos que R es completa en S,
sea x € M(S); entonces tendremos que y P x, ¥ y € S, pero por ser R

completa esto implica que x R y, es decir, x € C(S).

Pero es claro que el Conjunto de Eleccibn s6lo da base para la de
cisi6n, caso de no ser vacfo. Basta considerar el conjunto S formado
por dos alternativas no comparables para ver que M(S) = S # @, y no
sabremos sin embargo c6mo escoger algquna de las dos (Pattanaik, 1971).

Nos interesarén pues las siguientes definiciones:

DEFINICION 1.5.~ Dado un subconjunto S de A, una funcién de eleccibn
social (5 C F) definida sobre S es toda aplicacibén que define un con
junto de eleccifn no vacio para cada subconjunto no vacio de S —-—

(Arrow, 1951).

Y aunque el conjunto de eleccibn tenga mds de una alternativa, --
cualquiera de éstas nos ser8 vilida, pues cualquiera de ellas es al

menos tan buena como las demis.

DEFINICION 1.6.- Una Funcifn de Decisib6n Social (S D F) es una regla
de decisibn de grupo tal que cualquier relacifn de preferencia social

de su recorrido (imagen) genera una funcifén de eleccibn social en A.

Es evidente que si R no es reflexiva o no es completa en A, enton
ces no puede generar una funcién de eleccifn social: si existe x € A

tal que x R x es claro que C( {x} ) = @#; y si existen x,y € A, x ¥ y



tales que x Ry y y R x, entonces de nuevo C({x,y} ) = @#. Sin em--
bargo, la reflexividad y la completitud no son suficientes para ase-
gurar que R genere una S C F : baste considerar R reflexiva con ---
(x Py v yPz y 2z P x), intransitiva en esta terna, para que --
c ( {x,y,2) ) = @. Volveremos m&s adelante sobre las condiciones de

existencia de la S C F. Lo que s{ importa hacer notar es que ha apa-
recido una condici6n de racionalidad distinta de las anteriores : la
reflexividad, transitividad y completitud las propusimos primeramen-

"

te como condiciones para que las preferencias queden expresadas "ra-

cionalmente".

El exigir que los conjuntos de eleccibn sean no vacfos desde lue-
gc es una peticién de racionalidad, pero en la lfnea de la utilidad:
con la regla de decisibn social se deben tomar decisiones dentro, --
claro esti, de ese conjunto de eleccibn social. Es decir, que asf co
mo antes hacfamos incapié& en la racionalidad de ioé individuos y del
grupo social; y cabe preguntarse también sobre la racionalidad de 1la
regla en sf. Por ejemplo, parece razonable permitir que los indivi--
duos tengan libertad plena de opinién (que puedan escoger cualquiera
de las relaciones de preferencia, que estamos suponiendo preordenes
completos), y otras restricciones que m&s que de racionalidad serian
cuestiones acerca de si la regla es &ticamente aceptable o no (Luce-

Raiffa, 1957 ; Pattanaik, 1971).

Asi, por ejemplo, Arrow busc6 condiciones para lo que llamo "fun-

ciones de bienestar social", caso concreto de S D F:

DEFINICION 1.7.- Una Funcién de Bienestar Social" (S W F) es una re--

gla (o proceso) tal que a un conjunto de n Ordenes completos ( uno , -



por individuo) asigna un orden completo, que refleja la preferencia ’

social.

Hemos dado aquf el concepto de S W F en la linea de Arrow (1951).
No correspbnde exactamente a la que da Pattanaik (1971). De todas -
formas, el término S W F (Social Welfare Function) fue propuesto --
por Bergson (1939,1948) y desarrollado primariamente por Samuelson
(1947) . La funcibn de bienestar social de Bergson (o Samuelson) es -_
una funcibn real que asigna un indice de bienestar social a cada es
tado de la naturaleza, y lo que presentamos en el capitulo III esta
ré en parté en esta linea. La S W F de Arrow asigna ordenaciones. Es
evidente que toda S W F de Bergson determina una finica S W F de Arrow,

pero no al revés.

Una vez establecido que lo que nos interesa, siguiendo a Arrow, --
son las S W F, procur6 Arrow imponer a la regla algunas condiciones -

éticas o de sensatez para las S W F,; adoptando la notaci6n de Arrow:

CONDICION 1' ("dominio no restringido” (*)): El dominio de la regla -
de decisibn social contiene a todas las combinaciones l6gicas posi---
bles de prebrdenes (6rden débil) completos individuales.

CONDICION P ("Unanimidad Parefo“) : Para cualouiera x, y € A se tiene
que si x Pi y, Vi, entonces x P y ( si x es preferido a y de manera -
estricta y uninimemente, entonces la sociedad prefiere estrictamente

X ay).

CONDICION 3.- ("Independencia de alternativas irrelevantes"): Sean R

(*) Usamos la terminologia de Sen. Arrow no puso nomhre especial a esta condicién.



Yy R' las relaciones déhiles de preferencia social correspondiente a
{R, .. Rn} y {rRg' .. RB} . Sea S un subconjunto de A y sean C(S) y -
C'(S) los conjuntos de eleccifn generados por R y P' respectivamen-

te. Entonces, si

_—— L]
X R, y <===> x Ri Y

¥ x,y €5, Vi

]
]
[
\4

c(8) = C'(S)

(es decir, si los individuos no cambian las relaciones entre elem

tos de S, los conjuntos de eleccién de S no varfan).

CONDICION S.- ("Mo dictadura"): No existe ningfin individuo t tal que

para cualesquiera x,y € A tal que x P, y, entonces el grupo opina --

i
x P y, independientemente de las ordenaciones de los demis individuos.

El resultado es el conocido :

TEOREMA 1.1, (de tmposihilidad) : Si S tiene al menos tres alternati-
vas y el grupo al menos dos individuos, las condicicnes 1',P,3 y 5 -

son incompatibles.

Demostracibn : Sen (1970 a); la de Arrow es muy oscura.

Se pueden imponer otras condiciones a las S W F, ohteniendo otros
teoremas de Imposibilidad. Fl expuesto corresponde al de Arrow (teo-

remas 2, pag. 97 de la edicibn de 196€4). Por ejemplo, la

CONDICION 1 : Fn el conjunto A existe al menos un subconjunto S de -~
tres alternativas tal cue para cualauier conjunto T1 . Tn de orde-
naciones sohre S existe algin conjunto admisible Ry «-. Rn de ordena

sobre A tal gue x Ri vy si y s6lo si x Ti Y.

Esta condicién viene a exigir la existencia de Aalguna tripleta -- -
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;1ibre", entre las que admitamos cualauier ordenacibn; notas cque 1a'
anfiloga condicién 1' exige, no que exista al menos una, sino cue to
das las tripletas sean lihres. Fste punto es clave en la historia -
_del Teorema ‘de Imposibilidad, cuya primera versibn (Arrow, 1951, ca
pitulo 5) era incorrecta, como mostr6 Blau (1957). MSs adelante de-

tallaremos este asunto.

CONDICION 2.- (Asociacibén Positiva) : Sea R v R' las relaciones de
preferencia sociales correspondientes a los conjuntos {R, ... Rn} Y
{R; . Rn} de ordenaciones individuales, relacionados ambos de 1la

siguiente forma : para a v b dos alternativas distintas de X

a R, b <===> a Ri b

i
== !
x Ii b > X Ri b
P ]
x Pi b ===> X Pi b

Entonces, si X Py ==> x P' y, ysi xIy==>xR'"Yy.

O sea, que si se hacen modificaciones en las preferencias indivi-
duales a favor de x, su situacifn en la estructura de preferencias -

social no empeora,

CONDICION 4.- (Soberanfa Ciudadana) Para cualquiera x,y € A existe -

un conjunto de ordenaciones individuales para el cual x P y.

CONDICION A.- (Anonimato). Sean (R,.. R}y {R; .. R!} dos conjun--
tos de ordenaciones del dominio de una regla de decisibén de grupo, a
Ios que asigna las relaciones débiles de preferencia débil R y R', --

respectivameﬂte. Se dice que existe anonimato si



- L]
Ry = R}
R = Ry ==> R = R'
R, = R vi#k

CONDICION N.- (Neutralidad). Sean (x,y) y (z,w) dos parejas ordena--

das de alternativas. Se dice que existe neutralidad si para todo in-

dividuo i
aR b <==> a Ri b ¥ a,b # x,y,2,w
y edemés
== '
X Ri a <==> 2 Ri a
== !
a Ri X <==> a Ri z

Va# X,Y,.2,w

i i
y también
== '
X Ri y <==> 2 Ri \4
= '
Y Ri X <==> w Ri z

entonces se verifica
X Ry <===> z R'w

Por tant9,mientras el anonimato exige que toda permutacibn entre
las ordenaciones de los individuos deje R invariable , evitando cual
quier discriminacibén entre los individuos, la neutralidad asegura ~-
que cualquier permutacifén entre las alternativas en las preferencias
individuales produce idéntica permutacién en la ordenacibn social, e

vitandé cualquier discriminacibn entre las alternativas.

Ambas condiciones, asf como la siguiente, se deben a May (1952).
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Bsta nos dice que si originalmente x Ry y se hacen modificaciones °

a favor de x, entonces x pasa a ser preferido a y :

CONDICION RP.- (Responsividad Positiva): Sea (x,y) par ordenado de -

alternativas. Supongamos que para todos a,b distintos de x es

a Ri b <==> a Ri b Vi
= '

x Pi a > X Pi a Vi

xI a ==> x Ri a Vi

y que ademds existe i tal que

X Ii Yy A x Pi Y
o bien Y Pi X A X Ri Y

Entonces X R y ==> X P y

QONDICION 2'.- Si la regla de decisibn de grupo da x P y para ciertos
X e y y cierto conjunto de ordenaciones individuales, y se modifican
algunas de égtas a favor de x (relativo a y), sin modificar la rela--
cibn entre ambas en las demis, entonces la regla sigue asignando x P Y

(Murakami, 1961).

CONDICION 5'.- Entre todas las tripletas de alternativas, que satisfa
cen la condici6n 1, existe al menos una tal que ningGn individuo es -

dictador respecto a dicha tripleta (Murakami, 1961).

El origen de estas dos filtimas condiciones radica en el intento de
Murakami de superar el fallo de Arrow en su primera edicifn sin modi-
ficar la condicibn 1. A la luz del contraejemplo que encontr$ Blau se
verd claro el porqué de tal exigencia. La condicibn 2' s6lo se intere
sa en las comparaciones entre x e y, mientras que la 2 de Arrow lo ha

ce en todas las comparaciones en las que aparece x : en aquélla las -



modificaciones se hacen mejorando x relativamente a y; Arrow mejora
la posici6n de x ante alguna alternativa, en general.Nadie que acepte
la condicibn 2 rechazar8 la 2', aunque sea m&s fuerte. Andlogamente

con la condicién 5' y la 5, la sustitucibn es muy razonable.

CONDICION L* : (Mfnimo liberalismo) : Existen al menos dos individuos
i,j tales que cada uno es decisivo sobre un par de alternativas : e-

xisten cuatro alternativas (tres de ellas distintas) tales que

X Pi Yy ==> xPy

y Pi X ==> y P x
z Pj w ==> z Pw
w Pj z ==> wPz

CONDICIONL ** : Existen al menos dos individuos i,j y dos pares orde

nados de alternativas distintas (x,y) y (z,w) tales que

X Pi Y ==> x Py

4 Pj w ==> z Pw

con x,y,z,w todos distintos entre si.

CONDICION'ﬁ*** : Existen al menos dos individuos i,j y dos pares or-

denados de alternativas distintas tales que

x Pi y ==> x Py

z Pj w ==> 2z Pw

con X # zey # w.

CONDICION AUI : (Ausencia de Indiferencia Universal) .El recorrido de
la regla de decisibén no estd formado finicamente por la relacién de -

preferencia que asigna indiferencia a cada par de alternativas --
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Yﬂanson, 1969) .

Las tres condiciones de liberalismo tratan de defender de algfin mo
do valores "liberales" en el sentido de que toda persona sea libre de
hacer lo que quiera en algo (L), que al menos haya dos individuos que
lo puedan hacer (L*); estas dos dan libertad ante alg@n conjunto de -
dos alternativas, mientras que L** y L*** generalizan al caso de pare
jas ordenadas. Es fdcil ver que L implica L*, que L** implica L*** y

que L* implica L***,

Otras condiciones son variantes de la que hemos llamado Condicibn

Pareto :

CONDICION WPC : (Criterio D&bil Pareto)

x Pi Yy ¥i ==> x Py

x Ii y ¥i ==> x1y

Arrow (1951) propuso que las condiciones 1,2,3,4 y 5 eran incompa-
tibles para S W F, pero Blau (1957) demostr6 la invalidez de este re-
sultado, construyendo una regla de decisifn de grupo que es S W F y
satisface las cinco condiciones. La clave de dicho contraejemplo esté
en que mientras la Condici6n 1 se refiere a una Gnica tripeta, la con
dicién 5 se establece en términos de todas las tripletas. Asi puede -
existir un "dictador"que no lo es en el conjunto total, pero que lo -
sea en un subconjunto suyo. En concreto, puede existir una sola tri--
pleta "libre", y un individuo que sea dictador s6lo sobre esa triple-
ta. Un modo de arreglar el fallo es sustituir la condicibén 1 por la -

1', y la filosoffa negativa de Arrow se mantiene.

A partir de entonces se han elaborado multitud de Teoremas de Impo
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posibilidad. He aquf una pequefia relacién para S W F :

TEOREMA 1.2. (Murakami, 1961) : 1,2',3,4 y 5' son incompatibles.
TEOREMA 1.3. (Arrow, 1964) : 1',3,5 y W P C son incompatibles.
TEOREMA 1.4 (Arrow, 1964) : 1,3,5' y W P C son incompatibles.

TEOREMA 1.5. (Arrow, 1964)

.

1*,2',3,4 y 5 son incompatibles
TEOREMA 1.6. (Arrow, 1964) : 1',2,3,4 y 5 son incompatibles.
TEOREMA 1.7. (Hanson, 1969) : N,A, AUI,1' y 3 son incompatibles.
TEOREMA 1.8. (Sen,1970 a): 1',A,N y RP son incompatibles.
TEOREMA 1.9. (Sen, 1070 b) : 1',P y L* son incompatibles.
TEOREMA 1.10. (Sen, 1970 a) : 1',P y L** son incompatibles.

TEOREMA 1.11. (Sen, 1970 a) : 1',P y L*** gon incompatibles.

Naturalmente, estos resultados son védlidos imponiendo la no trivia
lidad del problema : que el nGmero de individuos sea 3l menos dos y -

el nGmero de alternativas al menos tres.

Para ampliar el nGmero de estos resultados de Imposibilidad, ver -

Fishburn (1973), Sen (1977) y sobre todo Kelly (1978).

Tenemos pues m&s O menos resuelta la respuesta negativa al problema
de decisibn de grupo, bajo un tratamiento del m8s puro enfoque de la -
l6gica aristotélica. Habri que buscar entonces respuestas positivas --
(teoremas de posibilidad y reglas de eleccibn concretas), y parejo a -

ello ir§ una crftica a las condiciones que hacen posiblé los teoremas

de Imposibilidad.
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I.2.- Teoremas de Posibilidad

Los primeros intentos de resolver los problemas de eleccifn en gru
pos o comités ("cualquier grupo de personas que toman una decisibn me
diante una votaci6n", como lo define Black, 1958), son en gran medida
pragmiticos, bisqueda de reglas de votacibn en el sentido no técnico.
Asi se deben .” destacar a Borda (1733-~1799), Condorcet (1743-1794),
Laplace (1749-1827), Nanson (1850-1936), Galton (185&—1911) y Dodgson
(1832-1898), que no utilizan demasiado aparato matem&tico. Black, con
"The Theory of Committees and Elections" (1958) lleva a cabo un magni
fico resumen de esta linea. Pero una vez que es conocido el enfoque -
Arrowniano no parece razonable estudiar el problema de la votacibn --
sin referirse a €1; asi se pueden ver los trabajos de Jacobs (1979).
Quizd el libro de Black hubiese tenido un esquema radicalmente distin
to de incorporar los resultados de Arrow (1951); de esta ausencia se
lamenta el propio Black, pero su obra sigue éerteneciendo a los clési
cos del tema, al resumir lo llevado a cabo hasta el brimer cuarto de
siglo,

Borda nota que la votacibn simple puede escoger una alternativa e-
quivocada. Y pone m&s o menos el siguiente ejemplo : un grupo de 21 -
individuos con tres alternativas A,B,C, resulta que 8 de ellos tienen
una estructura A > B > C, siete B > C > Ay seis C > B > A; entonces
la votacibn directa darfa una mayorfa simple a favor de la alternati-
va A, cuando es la solucibn menos preferida para trece de los 21 indi
viduos. Borda propone un método de las marcas que no es mis que una -
ponderacibn, grados de mérito : ordendndolos de peor a mejor, cada de

cisor da unos pesos a, a+b, a+2b, etc. Se suman las puntuaciones de =



todos 10s individuos, y la alternativa con mayor calificacifn seria -
la escogida socialmente. Es trivial ver que el resultado es indepen--
diente de los valores a y b que se escojan. Asf, en el ejemplo, A ten
drfa una puntuacién (tomando a=b=1) de 37, mientras que B y C obten--

drfan 49 y 40 respectivamente, con lo que B seria la accifn elegida.

condorcet propone varios métodos de elecci6n. En su conocido Essai,
terriblemente oscuro en estos aspectos, elabora un sistema relaciona-
do con la teorfa de la probabilidad. Cada elector tiene una probabili
dad v ("verité&") de dar con la decisibn correcta, y una probabilidad
e = 1-v ("erreur") de equivocarse (pensar por ejemplo el caso de de--
clarar a un acusado culpable o inocente; en la eleccibn entre varios
candidatos este planteamiento no es tan claro). Luego lleva a cabo u-~

na generalizacifn a varias alternativas.

Lo que sf nos parece interesante es recalcar un factor psicol6gico
que sugiere el tratamiento de Condorcet con otros posteriores basados
en las funciones de bienestar social: en su planteamiento subyace la
existencia de una "verdad" contra una "mentira", o de algo mejor fre~
te a algo peor, socialmente hablando. Cada individuo busca honradamen
te lo mejor "para todos", y tratando la informacién como variables es
tadisticas, cada opinién podrfa suponerse como una muestra de una po-
blaci6n Bernouilli de par&metro p, donde es de esperar que p sea mayor
que 0.5, para que sea cierto aquél convencimiento de que "la mayor -~
parte de las veces, la mayoria de las personas no se equivoca". Sin -
embargo, la utilizacién de las S W F -0 cualquier otro sistema basado
en filosofias hedonistas - lo que busca es "agradar", contestar, al -

'mayor nfimero posible de gente, conseqguir que el descontento social --
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sea el mfnimo posible. Se tratarfa de un razonamiento dentro de la 131

nea subjetivista, frente al objetivismo del anterior,

Laplace sigui6 una idea parecida a la de Borda, que tambi8n admite
estrategias de votacibn gue pueden alterar gravemente la decisi6n, De
ahf que Borda exigiese en alguna ocasi6én la honestidad (My gcheme is

only intended for honest men", traduce Black).

Dodgson, mas conocido como Lewis Carroll, tiene una serie de cartas

y articulos realmente ingeniosos sobre el tema (ver ta ‘récopilacién en

Black, 1958).

Galton hace ya referencia a las curvas de preferencia unimodales --

("single - peaked"), mejor analizadas por Black, Arrow y Fishburn :

DEFINICION 1.10. Una estructura de preferencia (A,D), con A un conjun-

to de alternativas y D una n-upla de 6rdenes parciales y completos, se
dice que es unimodal si y sb6lo si existe un orden lineal en A tal que

para cada i € {1,2, .. n} existen Xi' Yi y Zi disjuntos tales que

x; UY,U 2z, =A
(a,b) € (X; x Yi) U yy x2.) (X, x2,) =>ax<b

a,b e X, cona<b==>b >ja

i
a,b €y, ==>a~;b
a,b € Z; con b<a ==> b > a

(a,b) € (Xi zi)x Y ==> b >; a

i
a<b<ccona-.jbyb-.~.jz ==> a-jz

Esta complicada definici6n, formalizada por Fishburn (1973) a par--

tir de Black, corresponde al caso en el que las alternativas se pueden

ordenar de tal modo que las preferencias de todo individuo alcancen su



midximo en una zona Yi' y son menos preferidas cuanto mds nos alejemos

de esa zona, por cada lado.

Entonces Black demostr6 que :

TEOREMA 1.12. Si Todas las preferencias son unimodables, entonces e--
xiste un conjunto de alternativas tal que todo elemento de &1 se impo
ne por mayoria simple a las alternativas fuera de dicho conjunto, y -~

no se impone a las que estin dentro.

Black propone que esa indiferencia se decida mediante un presiden-
te ("chairman"). Es evidente que de este modo se estd8 rechazando la -~

hip6tesis de Universalidad de Arrow.

LEMA.~ Sea D = (4, ‘2 .o <n) una n-upla de 6rdenes parciales estric-
tos sobre un conjunto finito y no vacio A. Entonces (A,D) es unimodal
si y sb6lo si existe un orden lineal < en A tal que, para cada - -—

ie {1, .. n} existen unos Gnicos ai,b1 € A con aifé, bi tales que

a) x <y¢< a; ==> y>ix

d) (x <a, 6 b, < x), a

e) x <y<z, x ~§ Yr Yy ~; 2 ==> x ~y 2

pemostracién : Fishburn (1973).

TEOREMA 1.13.- Sea A finito y (A,D) unimodal, con < y los a; y bi co-
mo en el lema. Sea CysCy -+ Gy una reordenacibn no decreciente -
(ci < ci+l) del conjunto formado por todos los a; vy los bi' Entonces

existe un conjunto no vacio de alternativas tales que ninguna alterna
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tiva de A se impone (estrictamente) a alguna de ellas por el método

de la mayorfa simple

R(A,D) = {x €A , Cc_ <X }

n -~ 3 Cn+l
(Fishburn, 1973)

COROLARIO.- Sea A finito y (A,D) unimodal con a; = bi para cada i. Su

pongamos la ordenacibn ay < a, < el a . Entances

R(A,D) = {a(n+1)/2} si n es impar

R(A,D)

i

{x , a2 S X< a1+n/2} si n es par
(Black, 1958)

Tenemos asi que suponiendo unas estructuras unimodales, la regla -
de la mayoria simple nos permite localizar una mejor estructura alter

nativa social, en este sentido concreto,

Mis tratando de encontrar salidas al teorema de imposibilidad, a--
parte de criticar las condiciones de racionalidad impuestas - sobre -
lo que se ha escrito mucho - se puede pensar en funciones no del tipo
S WF, sino S D F. En general sabemos que no toda S W F es S D F, pe-
ro dicha implicaci6n se verifica cuando el conjunto de alternativas -
sea finito. Suponiendo esto, si buscamos alguna S D F, con las condi-
ciones que sean, estarfamos ampliando el conjunto de posibilidades so

luciones, y cabe entonces la posibilidad de resultados positivos :

TEOREMA 1.14. Hay una S D F que satisface las condiciones 1',P, 3 y 5

para cualquier conjunto finito A.

Lo que nos est§ garantizando la S D F es que alguna "mejor" alter-
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nativa estar4 presente en cada subconjunto de alternativas. Estd cla-’
ro que si la preferencia social R es orden débil completo, se asegura
la existencia de una funcibén de eleccibn en A finito; rebajando, tene
mos que es suficiente para ello que la relacibn binaria R sea reflexi
va, completa y cuasitransitiva en A (Sen, 1969), pero la condicién ne
cesaria y suficiente es la®de la aciclidad, para una R reflexiva y --
completa (Sen, 1970 a; Pattanaik, 1971), sobre un conjunto finito A.

Es obvio que la transitividad es suficiente para A finito, pero no ne
cesario : basta pensar, como propone Sen (1977) en el siguiente ejem-

plo :
X >y =22~ X

De especial interés son los estudios sobre reglas de la mayorfa -
(MMD) , que han sido exhaustivamente analizadas, llevando al estudio -
de las ventajas de que el nGmero de decisores sea impar, y de la hip6
tesis de equiprobabilidad de ciclos, que nosotros desarrollaremos me-
diante difusos (De Meyer y Plott, 1970). Un camino sugerido para esca
par del teorema de imposibilidad de Arrow, aparte de las manipulacio-
nes e; el dominio y codominio de la funcib6n de bienestar, es a través
de la clausura transitiva R* de la MMD R (x R* y si y s6lo si existen

XeXy oo X € A tales que x R X, Rx x_ Ry ), y trabajando con el

PREEEEE
conjunto de eleccifn de R*, de tal modo que se han eliminado los ci~-
clos de preferencias estrictas, aunque su utilizacibn es muy cuestio-
nable en el contexto de S W F. La regla de la mayorfa presenta proble

mas de transitividad (recordar ademis el clisico ejemplo de la divi--

si6n del pastel, haciendo al pobre m&s pobre).
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TEOREMA 1.15.- Hay una S D F que satisface 1', P*, 3 y D* para cual-'

quier conjunto finito A (Sen, 1970 a).

Y aunque 1', P sean incompatibles cuando A es infinito (Sen'1970 &),
este resultado no parece de importancia préctica. Sin embargo, si im

ponemos alguna otra condici6én "deseable", como las siguientes de Sen:

* Propiedad a : %X € SlC: S2 ==> C(SZ)C: C(Sl)

* propiedad 8 : x, Yy € C(S,) y S, C 8§ ===>
1

1 2
=> x € C(SZ) &=> y e C(Sz)

Entonces obtenemos otro resultado negativo : las condiciones 1',P,
3,5 y B son incompatibles en el contexto de las S D F, lo cual hace -
pensar en la necesidad de la propiedad 8 . Como en la condicién g, -
ya hemos dicho que todas las condiciones han sido sometidas a una cri
tica profunda, con bibliografia muy extensa, tanto en contra como de-
fendiendo cad; una (en el sentido de que no son la causa del teorema
de Imposibilidad) de las condiciones mds conflictivas (sobre todo, la
1' y 3). En este sentido debe consultarse la bibliograffa citada por
Sen (1977), que por otra parte es un magnifico resumen del estado de

la cuesti6bn.

Destacamos dos teoremas de imposibilidad para S D F, debidos a Gib

bard y a Mas - Colell y Sonnenschein :

TEOREMA 1.16.- Cualquier S D F que genere una ordenacifén R cuasitran-

sitiva y satisfaga 1',3 y P es oligdrquica.

Entendiendo por oligarqufa la existencia de un Gnico grupo de per-
sonas tal que si cualquiera de ellas prefiere x a y, estrictamente, -

entonces la sociedad debe considerar x al menos tan buena como y.
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PEOREMA 1.17.- Toda S D F que genere una ordenacién R cuasitransiti-

va satisfaciendo 1',3,P y RP debe ser dictatorial.

Por supuesto, siempre suponiendo el caso no trivial (card(A) > 3,

car (D) > 2).

TEOREMA 1.18.- Sea una S D F satisfaciendo 1',3,P y RP con al menos

cuatro alternativas. Entonces alguien tiene veto.

.

Sen (1977) utiliza dos criterios de clasificaci6n de los proble--
mas de agregacibén que nos ocupan : segfin se trate de agregar intere-
se3 individuales (I) o juicios individuales (J), y segGn que el obje
tivo sea llegar a decisiones (D) o juicios de bienestar (W), obte---
niendo de este modo cuatro categorfas bdsicas (ID,JD, IW, JW). El ca
so W esti ligado al de optimalidad, y la diferenciacibn I-J es norma

tiva y filos6ficamente muy importante.

Observamos tambi&n que la S D F parece de algGn modo m&s tendente
a la Decisibn que la S W F; en concreto, Sen (1969) define la S D F
como una regla relacional de eleccibn colectiva (P = f(Ri}) que siem
pre genera una relacifn binaria R tal que un conjunto de eleccibn es
no vacio para todo SC A no vacio. De lo anterior, sabemos que esto
exige que R sea acfclica, completa y reflexiva. Cabe entonces elabo-
rar una teorfa con reglas funcionales de eleccibn social C(.)= f{Ri}'
que hemos llamado funciones de eleccifn, que asigna un conjunto ---
C(S) # # a cada SC A no vacio (definici6n 1.5.). Como ya hemos vis

to, dada una relacibn binaria R en A se define

-

C(S,R) = {x/x€S; xRy, ¥y € S}
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* Andlogamente se puede definir una relacibn binaria R, a partir de

una regla funcional de eleccibn :
X R,y <==> J sSC X tal que X €C(S) , y €S

Herzberger (1973) toma la relacibn a partir de los pares, de tal

modo que propone

.

DEFINICION 1.11.~ Se dice que una funcifn de eleccifn es bisicamente

binaria si y s6lo si
c(s) = c(s, Re) vs#4g

donde R; es la relacibn base definida de la forma x R, y <===>

<==> x € C({x,y} )

TEOREMA 1.19.- Una funcibn de eleccibn social tiene su relacibn base
Re acfclica por tripletas si (condicién suficiente) existe x € C(S) -

tal que x € C X,y , ¥y € S.Asf, la SCF son basicamente binarias .

Pero es evidente que todos los resultados negativos de las reglas
relacionales se pueden aplicar a las funciones de eleccibn basicamen
te binarias. Incluso se pueden trasladar a las funciones de eleccibn
sin exigir tal caracteristica : lo que antes se referfa a R, ahora -
se dird respecto ﬁc, de tal modo que toda regla relacionada puede --
considerarse esencialmente funcional, tal que ic = f ({Ri}). En este
sentido, los resultados relacionales (Arrow,p,e.) son mis generales

que los funcionales. Si definimos

CONDICION 3.-(Independencia) : Para f relacional, si Vx, y € sCaAa-

—— L]
es X Ri y <==> x Ri y .
Vi
X Ry x <==>y Ri X
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" entonces f{Ri} Yy f{Ri} ordenan exactamente igual a S.

Seguimos obteniendo resultados negativos (Sen, 1977, recogiéndolo
de Blair, Suzumura y Kelly; otros resultados se dan para obtener un

dictador y el veto) :

TEOREMA 1.20.- Toda regla funcional de eleccibn social con Rg cuasi-

transitiva satisfaciendo 1',3' y P, es oligdrquica.

Atendiendo a las categorfas de los problemas de agregacibn,Sen pa

ra, entre otras, las siguientes conclusiones :

1) El tratamiento clisico, iniciado por Arrow, parece poco apropia
do para la agregacif6n de intereses (ID,IW), ya que las n-uplas de --
preferencias individuales son una informacibn incompleta para el tra-
tamiento del conflicto de intereses. Esto hace secundaria el problema
de intransitividad de la preferencia social. Por otra parte, como bien
dice Sen en el artfculo antes citado, Arrow impone una serie de condi
ciones necesarias para que un mecanismo de eleccifn socidl sea razona

ble, y nunca las propone como suficientes.

ii) En la agregaci6n de JW se siguen obteniendo resultados negati-
vos con los planteamientos cl&sicos, afin debilitando la transitividad
a aciclidad o aciclidad en tripletas, al considerar b&sica en estos -
problemas la relacibén binaria de preferencia social. Por otra parte,

este caso tiene escaso inter&s filos6fico. (Sen, 1977).

iii) Para el caso JD la situacifn es m&s favorable, pero incluso -
bajo condiciones dé&biles de consistencia para funciones de eleccifn -
("choice function, C(.), relacifn funcional que asigna un conjunto --

.C(S) no vacfo a todo SC A, tampoco vacio), llegamos a la existencia
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CAPITULO II

ESTRUCTURAS DIFUSAS
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de una relacibn base binaria (Sen, 1977) a la que serfan aplicables

teoremas de imposibilidad.

Todo lo cual nos debe empujar no hacia el estudio exhaustivo de =
las condiciones &ticas, sino hacia las condiciones de racionalidad;
en concreto, pensamos, debe cuestionarse la metodologia usada : la -

1l6gica aristotélica.

Otros enfoques interesantes del problema de agregaci6n de ordena-
ciones en nuestros contexto (sin estrategias, en un proceso unietdpi
zo y estdtico) son los de Jacobs, Peleg, Opricovi¢ , Gillet, Hoyer-
Mayer, Fishburn-Gehrlein, etc, y junto con criticas a las condicio--
nes que usualmente se imponen, pueden verse en la bibliografia (ver
en concreto Sen, 1977). Destacamos como filtimo esquema-resumen llega
do a nuestras manos los articulos recogidos en el libro "Analyse et
Agregation des Preferences" (Batteauet al., 1981), con una revisibn
de los métodos de agregacifn entre los que destacan los basados en -
técnicas multicriterio, el an&nilis de rangos (cfr. Kendall) y en el

anflisis canbnico (cfr. Guibaud).
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11.I. Definiciones cl&sicas

Si nuestro punto de partida queremos que sea la informaci6n de 1los
individuos dada en forma de una relacibn de preferencia difusa defini
da en el conjunto de las alternativas, debemos comenzar por analizar

dicha relacién.

zadeh (1971, 1975) estudib ya las propiedades de las relaciones di
fusas, trasladando, una vez definido el concepto de conjunto difuso,
el concepto de relacibn binaria de una manera andloga a como en la --
teoria nitida se pasa de conjuntos a relacibén binaria : ya que una re
lacién binaria en un conjunto X nfitido es un subconjunto del conjunto
producto X X !X, Zadeh propuso la relaci6n binaria difusa como un sub-

conjunto difuso de X %X :

DEFINICION 2.1.1.- Sea X un conjunto de elementos. Un conjunto difuso

€ en X es un conjunto de pares ordenados (x, /%(x) ) con x € Xy -

una aplicacién o funci6n de grado de pertenencia

e+ ¥

Lo cual generaliza los conjuntos cl&sicos, como bien comprueba --

> [o,1]

Kaufman. Entonces, segfin Zadeh :
DEFINICION 2.1.2.- Una relaci6n difusa R en X es un conjunto difuso

/“k : X X

Las propiedades fueron someramente discutidas en el planteamiento

>[0,1]

inicial de esta memoria. Preguntados acerca de la racionalidad de u-
na relacibn difusa de preferencia difusa, ya notamos entonces que al

gunas de esas propiedades no plantean problemas, siendo deseables y
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admisibles; sin embargo, apuntamos una gran rigueza de opciones en -
la llamada "transitividad" (cfr. los trabajos de Kaufman y Dubois- -
-Prade), asf como ciertos convenios acerca de la diagonal de la llama
da "matriz de consumo", que pensamos tiene su causa en una indetermi
nacifén conceptual. Se comprueba por una parte que la intransitividad
cl&sica no es en general irracional cuando se presenta en‘los indivi
duos (sobre este aspecto se han hecho ya bastantes estudios descrip-
tivos, cuidando especialmente las condiciones psicoléglcas de los en
cuestados), aungue bajo ciertas hipbtesis si parece razonable exigir
la : por ejemplo, cuando se aplican a atributos simples, ya que toda
intransitividad entre tres caracteristicas se podrd explicar utili--
zando dos atributos, con una relacifn de preferencia transitiva defi

nida para cada atributo (cfr. Keeney-Raiffa, 1976 y Roy-Vincke, 1981).

Por otra parte observamos que, tanto para la teorfa cl&sica como
para las difusas de Zadeh, una relacib6n es transitiva o no lo es, --
mientras que a la hora de la pr&ctica hay, en ambos planteamientos,
relaciones donde la intransitividad es clamorosa y relaciones no ---
transitivas pero con menos intransitividad ( en nfimero o en gravedad
de sus consecuencias : asf a la hora de tomar una decisibn s6lo nos
preocupa que e*istan intransitividades que afecten al conjunto de --
las alternativas "mejores"). Esto nos hace concebir la "transitivi--

dad"” como un nuevo concepto difuso.

Asignemos a cada relacibn de preferencia un "grado de transitivi-
dad", l6gico en algfin sentido. Intentaremos definir la transitividad
como una propiedad (conjunto) difuso, de tal modo que a cada relacibn

~difusa le asignemos una medida de su transitividad; serfa una aplica-



tién, segfn Zadeh, para Qel conjunto de relaciones difusas :

/L N — [0,1].

30
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I1.2. Relacibn binaria de opinién difusa. Caracteristica difusa.

Comencemos analizando la cuestién de la indiferencia en las rela-
ciones difusas. Si /t(x,y) e [0,1] nos mide el grado en que X es pre-
ferido (estrictamenté) a y, entonces habr& que imponer/u(x,x) = 0; si
la interpretacién es una preferencia débil en vez de fuerte, enton--
ces/u(x,x) habr8 de valer la unidad. Consultando la bibliogfafia, ob
servamos que sobre los valores que han de aparecer en la diagonal de
la matriz que representa la relacién difusa (Pardo, 1980) no hay una
nimidad, tom&ndose a menudo)ﬂ(x,x) = % . Nos parece que la Gnica sa-
lida sin ambiguedades es introducir un nuevo concepto de relacién de

preferencia difusa que se componga de un grado de preferencia fuerte

y un grado de similaridad.

DEFINICION 2.2.1.- Una relaci6én de preferencia difusa X sera una -~

aplicaci6n

Vs xxx —>[0,1]° s

(x,Y)——-——-—> (/“-]. (X,y) )i=1'2'3

tal que /@ y /3 son dos relaciones difusas contrarias S/;(x,y)=

=/“3(y.x) : ¥X,¥) ¥ /“2 con una relacibn difusa tal que/#Q(x,x)=l V.

Como precedente de este tratamiento podemos citar, por ejemplo, el
importante artfculo de Orlovsky (1978), que introduce las relaciones
de preferencia estricta y de indiferencia, pero a partir de las rela-
ciones en el sentido de Zadeh. Aqui introducimos ambas relaciones, en
un sentido asimilable a un L - difuso con L = [0,1]?, como informa---

cibn de entrada. En general, asociamos un conjunto L- difuso A con --

una funcién/FA : X > L siendo X el universo en el que A esti in--
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merso (Goguen, 1967). Para que se trate de una relacibn de preferen;
cia, le hemos impuesto dos propiedades : /3(x,x)=1 y}/} (x,y)ifé(y,x),
condicibén esta Gltima especialmente importante, ya que introduce una
estructura caracteristica dentro de L, una particibn difusa : m-ugas
de conjuntos difusos (A, .. Am) tal que %/Zi (x) = 1 para todo x € X

(Dubois - Prade, 1980). M&s adelante profundizaremos en este tema.

DEFINICION 2.2.2.~ Se dirs que Jor X x X >{0,1]’es recfproca --

Y
cuando

3
ril/"’r(x,y) =1 ¥ (x,y) € X X

DEFINICION 2.2.3.— Se dird que una relacibén binaria

/L: X x X

es de opinibn difusa si es reflexiva 9ﬂ(x,x) = 1), de contrarios --

>{0,1]°

(/l(x,y) = /S(y,x) ) vy reciproca. .
Un caso de especial interés ser8n las relaciones difusas unimodales:

DEFINICION 2.2.4.- Se dice que una relacibn binaria de opinién difusa

es unimodal cuando

/“z(x,y) > min {/a(x,y),/“j(x,y)}

Es decir, cuando no exista ningfin par para el cual

Lo xoy) > fo(x,y) < Ma(x,y)
situacifn que no parece muy natural (al menos sugiere un conflicto -

especial).

Asi, la relacibn que vamos a utilizar ser8 una terna de difusos -

de Zadeh, habiéndonos parecido sin sentido la reciprocidad en el sen
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tido de %adeh,; Lo coherente con la nueva definicifn es encontrar el
concepto de conjunto difuso que genera el de relacifn difusa que pro
ponemos : el primer intento seria definir un conjunto difuso A como

una aplicacién

[a: X — fo,1]°®
de tal modo que un significado no serfa ni el de "grado de pertenen-
cia" ni el de "compatibilidad", que no admiten mis que dos posicio--
nes cualitativas (pertenece - no pertenece; compatible - incompati--
ble). Sin embargo, la noci6n de asoc¢iacibn o correlacifn admite es--
tas tres posiciones : un elemento de X puede tener en parte asocia--
cif6n positiva con la propiedad representada por el conjunto difuso,
asociaci6n negativa y un grado de indiferencia,

Por ejemplo, para el espacio
X =1{(a,b) , a,bea=1{-1,0,1}) }

y estudiando la "negatividad" como conjunto difuso se podrfa definir
la aplicacifn

pr X —> [0,1]°

tal que

(n° de -1 en {a,b} )

/"l (a,b)
/"‘2 (a,b)
/43 (a/b)

ya que la tercera coordenada corresponderfa al concepto contrario al

]

(n°de 0 en {a,b} )

N o= N

(n° de +1 en {a,b} )

estudiado : el de "positividad".



Sefialamos el pleno sentido que tiene, segln esta nueva definicifn,
el concepto de contrario : hay conceptos difusos/ﬂ que llevan aso--

ciado un conjunto difuso contrario de tal modo que

P = (x), /4 (x), /5 (x))
fo o= (g 0, )y A0

y se trata de contrario, no de complementario. Pensamos que esta es

la diferencia es la que subyace en la critica de Dubois - Prade (1980)
a la justificacién cldsica del concepto de "complementario" difuso -

fx (x) =1 - /ﬁ (x), requerido a menudo para un uso de "contrario".

DEFINICION 2.2.5.~ Dado un conjunto difuso sobre X

> lo,1]?

> (xlx2 x3)

se define su contrario como

v

[0,1]°

> (%3 x5 %)

/1 : X

X

zadeh no solucioné satisfactoriamente este problema del contrario,
pero su definicifn coincidird con la aquif dada cuando sea “"dicotbmi-

co" en el sentido siguiente :

DEFINICION 2.2.6.- Se dird que un conjunto difuso es dicotfmico cuan-

do /E(x) =0 ¥vx€X

DEFINICION 2.2.7.- Una relacifn binaria difusa en Xx Y es todo conjun

to difuso en Xx¥Y.

DEFINICION 2.2.8.- Una relacifn binaria difusa en X es cualquier rela
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¢i6n difusa en X X X.

DEFINICION 2.2.9.- Una relacifn binaria difusa en X se dice antirre-

flexiva si /%(x,x) =0 ¥x € X.

DEFINICION 2.2.10.- Una relaci6n binaria difusa en X es simétrica si

/*(x,y) = /U(y,x) ¥(x,y) € ¥ x X.

DEFINICION 2.2.11.- Una relacibn binaria difusa en X se dice antisi-

métrica cuando

/L2 (x'y) =1 ===> X =y

Sin embargo, segGn lo expuesto, se obtiene que mientras 16 difusi
dad de Zadeh aparece aplicada a los conjuntos, aquif la aplicamos a -
los conceptos .o caracteristicas, si bien ya hemos dicho que esto se-
rfia la consideracibén de n modalidades de esa caracteristica (cfr,los
trabajos de Faréuhar y Blin sobre multiatributos difusos). Asf mien-
tras Zadeh habla del "conjunto de los hombres muv altos", nosotros -
hablaremos de la caracteristica de la "altura" en los hombres. En es
te sentido Blin (1977) se refiere a la. imprecisi6n conceptual, b&sica
en Ciencias Sociales y que hace insuficiente la noci6n de grado de -
credibilidad para l1a funcibén de pertenencia. Evidentemente cabe pen-
sar que tanto en cuanto toda caracteristica - incluso cuantitativa,
como en princiéio serfa la altura - se puede considerar bajo plan--

teamiento difusos.

Con estas anotaciones entramos de lleno en la consideracibn de -

L-dif#{sos con L = lb,qa con arbitrario, y entre los significados

~,"{_§] A

que propone Dubois - Prade nos inclinamos m&s al de "particién™,



36

Un ejemplo interesante es el de "color", considerado como un con
junto - caracterfstica - difuso de coordenadas - modalidades -, de -
tai modo que a cada objeto no incoloro le correponde la proporcibn -

que contiene de cada color esencial.
En resuﬁen, distinguimos tres conceptos difusos :
1.- El conjunto difuso A, que serd el clésico de Zadeh :

/EA : X

2,.- La caracteristica difusa, toda aplicacién

> [o0,1]

Po 2 X ——> [0,1]"
tal que Z/ﬁii (x) = 1, y que corresponde a la particién difusa ~-
clésica. Los multiatributos en este contexto surgirfan como un con

junto ordenado de caracterfsticas difusas.
3.- La relaci6én de opinibn en X :
Mo X EX —> [0,1]°

tal que /‘2 (x,x) =1, y /“-1 (x,y) = /‘3 (y,x).

Se podri hablar, por ejemplo, de caracteristica ordenada como aque
1la con unimodalidad en el sentido de Black, la cual genera trivial-
mente una relacién binaria recfproca y de contrarios. La reflexividad
se entenderi m&s adelante como un ciclo de orden uno, y como tal ci-
clo servir§ para definir los «- 6rdenes. Notar que distinguimos el --
orden como propiedad de los elementos de X del orden como propiedad
difusa.

La reciprocidad corresponde a la completitud nitida, y se impondr&

‘en principio si no se dice nada en contra.
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II-3.- INTRANSITIVIDAD DIFUSA

Volvamos ahora a nuestro problema inicial, cifrado en la cuestifn
de la transitividad. Para ello fijemos una terna de élementos a,b,c

€ X sobre la que estd definida una relaci6n de opinién difusa :
L 4

/U~ (a,b) = (p1 P, p3)
s (b,c) = (q; 9, 93)
s (c,a) = (rlr2r3)

Y observamos dentro de esta terna qué casos representan una intransi-
tividad, notando por T las combinaciones transitivas, por I las in~---
transitivas y por I(CT) las intransitivas pero cuasitransitivas : de

los 27 casos, nos encontramos 13 T, 8 I, y 6 ICT).

Si concedemos a cada uno de estos casos los pesos "naturales" ---
(por ejemplo, al a > b > ¢ > a le asignarfamos un peso pl.ql.rl,etc),

podriamos dar la medida de intransitividad siguiente :

I (asbycjfe) = Pyyedip- [y * P3p-d3y- iy ~ 2 Pyedy- 1y

Si.j =Si+sj

de los pesos"naturales” de los casos intransitivos. Para la cudsitran

siendo . Se comprueba gque 1 (a,b,c;/‘) es la suma --

sitividad obtendrfamos una medida de incuasitransitividad :
ICT (a,b,c;/u) =1 (a,b,c:/u) T Py3-93- 5 T Py 9137, T Py dyI,4

Entonces podemos medir la transitividad y la cuasitransitividad so

bre una terna a,b,c respectivamente por :

> [0,1]3

T{a,b,c} : @{a,b,c}



(p+ {a,b,c} > [0,1]%) >1 - I(a,b,c;u)
ct{a,b,c} : @{a,b,c} > [0,1]
(/A: {a,b,c} > [0,1]%) > 1 - ICT(a,b,c;u)
con‘g%a b,c} el conjunto de opiniones difusas sobre dicha terna de
14 4

elementos. Directamente sacamos la transitividad y cuasitransitivi-
dad de ternas, concibiendo ambos conceptos como conjuntos difusos -

nitidos (/&(x) = 0 ¥x) y reciprocos (Z/ui(x) =1).

DEFINICION 2.3.1.- La transitividad en X= {a,b,c} es un conjunto dai

fuso reciproco y dicotbmico

. &
T S{a.b,c}

> [o0,1]?
M ——> (1 - I(w),0, I(n) )

DEFINICION 2.3.2.- La cuasitransitividad en X = {a,b,c} es un conjun

to difuso reciproco y dicotbmico

T+ éia,b,c} > [0.1]7

M ————> (1 - ICT(n),0, ICT(u) )

Aunque se pondrfan introducir los casos cuasitransitivos no tran-
sitivos dentro de la segunda coordenada, lo cual, siendo intrinsica-~

mente justificable, no complicarfa demasiado el tratamiento.

Para obtener el conjunto difuso de la transitividad, dada los 27

casos posibles, consideramos la siguiente descomposicifn :
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| Farpey ———— [0
R
T
[0,1]°
donde
a) T: g%a’b,c}———————> [0,1]® es el conjunto difuso "transitivi-

dad", tal que T(/A) = (\;1,0, (;3) con "1 + t3 = 1, segfin se ha di--

cho.

b) P : & > [0,1]27 es el conjunto difuso "pesb de ca

{a,b,c}
sos", segfin la particién difusa clédsica. Suponiendo dichos casos or

denados, de tal forma que el vector p de 13 coordenadas corresponde
a los casos transitivos, y el vector g a los 14 intransitivos. Impo

nemos de modo natural la reciprocidad :
T Py + I qi =1

c) R : [0,1?7 ——> [0,1]%es el conjunto difuso de representa

cibn de la transitividad, tal que
R (P, @) = (ty, 0, 1= )

Y si imponemos los siguientes axiomas plausibles obtendremos la

unicidad de R :
AXIOMA Rl : R(Py .. Py -+ Py -+ Pyy .+@)=R(B; --Py+€.. Py=¢ --Py3 &)
R(p 9y--9y-- qi"qj"ql4)= R(p q, ..qi+&..qj—E <4 Pyyq)

AXIOMA R2 : R(p; .. p;+e ... ay-e «e) > RO .o Py vre 9y eed)
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AxroMa R3 : v re [0,1] ==>3(p, q) tal que R(P, q) = T
Entonces :

Propiedad 2.3.1. R(B, @) = R* (ZP;)

Demostracibn : aplicando sucesivamente R1

R(p1 <+ Py3 v - q14) = R(py+p,, O, P3:+Py3 q1+q2,0,.. q14)=

;oo =R(E P, 0 .. 0,Eq, 0..0) =

R(Z Py 0 ..0, l—Xqiy 0 ..0) =

1]

R* (I Pi)

COROLARIO 1.- : R* (L P, ¢ [0,2] ———> [0,1] es estrictamente cre

ciente (por AXIOMA R2)

it
-

COROLARIO 2.~ : R (p, 0)

n
(=]

R (0, q)
( por R3 )
seri evidente entonces que toda funci6n R* definida de [0, 1/2} -
en [0, 1/2] biyectiva y creciente genera un conjunto difuso de tran-
sitividad que cumple R1,R2 y R3 : basta tomar, para todo t > 1/2 el
valor R* ( t) = 1 - R* (1 - t).

Si deseamos la unicidad podemos imponer el

AXIOMA R4 : R* ( t + €) - R* ( t) = R* ( t'+e) - R* ( t")

TEOREMA 2.3.1. El finico conjunto difuso de representacifn R que veri

fica R1, R2, R3 y R4 es
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D a) = R* =
R(p , q) R* (I P;) =I P,
Demostracifén: por R4, para todo t y todo € > 0 :

h(2e) = R*(t + 2¢)- R*(t) = R* (t+ 2ec)- R* (t+e)+ R* (t+e)-R*(t)=

h (e) + h (g} = 2h (¢)

y en general

h (ne)=nh () ¥ne N
h(e)=h(?—l-e)=nh(%l—e) ===>h(%e)=-11;h(e)
luego
h(re) = r.h(e) ¥r€ao

y por ser h continua

h(x.e) = h(limr .e ) =limh(r .e) = lim[r . h(e)] =

= h(e). linu-n = x.h(e) . X = rntﬁ} r e ?
Entonces
R* (t) = R*(t) - R* (0) = h (t) = t.h (1) = t
ya que R* (1) - R* (0) = h(1) = 1 por los corolarios anteriores.

Caso de suponer

u
[y

AXIOMA RO : R(p, D)

]
o

R(0, q)
AXIOMA R1' : R(... . .e .o ee) = .. . S « R SH s A -
AXIOMA R1 (...p; Pyo+ Gy -+ ) R(.. p;+e Py7€ <~ GV-.qy V)

AXIOMA R4' : R(pl.. pijte.. q; .. q;-e ..) - R( Py -eP; .- qj ) =
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F R( pi ...pi+€ ..qi .. q&—e..)—R(pi..pi..q%..)> o

ve, ¥i,j
Tendremos el

TEOREMA 2.3.2. El finico conjunto difuso de representacibn de transi-

tividad que verifica RO, R1' y RA' es

R(SI a) =z Pi

Demostracifn : El axioma R1' es suficiente para demostrar la propie-
dad 2.3.1. y obtener asf el corolario 1, pues R5' ==>R2, Como R4' ==
==> R4, la demostracifn anterior sigué siendo v&lida, aunque el paso

final esté& justificado por RO y no por el corolario 2.-
La asignacién natural para el conjunto difuso P seria

P,(a Ry bR, c Ry a) =/ﬂh1(a,b). /kz(b,c). /%3(c,a)

siendo Ri e {1,2,3}. Es trivial que asf definido, I Pi = 1.

1

Busquemos algGn modo de razonar axiomiticamente esta eleccibn:

sea 1 el caso a R1 b R2 c R3 a conociéndose la relacibn binaria de -

opinibn :
/Lnl(a'b) =/
[ Rytbe) = A,
/4

1 vk =1,2,3 ===> P, =1

/uR3(c,a)

AXIOMA PO.- Si /“ik

Si /Lik =0 ====> Pi =0

1]
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AXIOMA Pl.- En cualquiera de las tres coordenadas del caso 1 se tie

ne que
’ _ €

Pylugg*er Mypr Myg) = Pyliggr Mype wyg) = Ky o gy
Pilugyr Mypter uy3) = Pylugyr uior vyq) = kuil ey €

PyOigar Mygr Myghe) = PyOiggr wygr wy3) = Xyh g,

TEOREMA 2.3.3. El Gnico conjunto difuso P de pesos que verifica PO y

Pl es el que asigna

p{u} = ()

con P, el valor antes definido.

i

Demostracibn: directamente,

Pi(uil’ uizl Ui3) = ku12u13 uil + Pi(oluizl u13)

= Pi(1'

- My Mygr My3) - Myy =

k
Hi2 Y13

= Mygoc Wy - Pi(led, uga) = ugy ug, uyy - PpAL,LL) =

Mig » Wio = W43 c.q.d.

En conclusibn, la transitividad es una terna en el conjunto difu-
so T = R.P, de acuerdo con la primera definici6én dada. An&logamente,
la cuasitransitividad ser8 el conjunto difuso CT = R' o P, con la G-
nica variacién de R', que distingue entre cuasitransitividades (19 -
casos) y no - cuasitransitividades. Salvo esto, los axiomas exigidos
serian los mismos, obteniendo evidentemente que la primera coordena-

da de T(M#) es menor o igual que CT(u).



Pero nuestro problema no es directamente la transitividad de una
terna, sino la de un conjunto cualquiera. Es mids : dado un conjunto
arbitrario, buscaremos ciclos de todo orden. En principio podemos -
proponer dos medidas de transitividad para un conjunto finito X con
card (X) é.n} estando asegurado el sentido de la primera (poniendo

infimo) aunque S sea infinito:

T, (n) = min T (t.)
1 u i
ti e S3(X)
f _ I .
Tz(u)‘ = £, € 5,(X) £(t)) Tu(ti)

siendo s3(x) = {tiC: X , card (ti) = 3} el conjunto de todas las ter

nas posibles en X (con tres elementos s6lo est8 definido un ciclo).

Es claro que T1 busca la terna m&s intransitiva, mientras que T2
es una media ponderada de las intrasitividades de todas las ternas -
en X (por ejemplo, f(ti) = 1/(3) ¥ ti)' La T1 es criticable tanto -
en cuanto expresa la situacién de una inica terna, con lo que mante-
niendo ese valor como miximo, la medida del conjunto no es sensible

a que haya ninguna o m8s intransitividad en el resto de las ternas.

Pero ser§ la definicibn a utilizar, por los mismos argumentos que el

criterio de Wald, aparte de una mayor coherencia con la teoria de di

fusos :

DEFINICION 2.3,.2.- Dado el conjunto derelaciones binarias en x,@?(x),

la transitividad Tl (idem para Tz) es un conjunto difuso
T, :Rxy —> [o0,1]°

W —> (T,(),0, 1—T1(u))



Definicibn anfloga serfa para la cuasitransitividad, con

CL (a] = min c1, (&)
Tl/“ tre 53@7 b} / 1

45



I1.4.- Aciclidad difusa. -

Considerando la transitividad como una aciclidad de orden 3,
podrfamos generalizar y hablar de aciclidad de orden k en un con
junto ordenado X = (al oo ak) de k elementos o "ciclo" (dos
ciclos ser&n iguales cuando para todo elemento considerado a; o«
el conjunto de contiguos {aisl' ai+1} es el mismo), como un

conjunto difuso A(kl= R(R’ P(k) :

(k) k
P 3™
Q(al cee gl [O’1J
K
a k)
.1
con P(k) Y R(k)' la generalizaci6n trivial del caso de la -

transitividad, con estudio y axiomas an8logos, de tal modo que

(k)

A sea reciproco y dicotbmico.

La nocibn de cuasiaciclidad de orden k sobre X con cardinal

k también es trivial, siendo todos difusos en el sentido Zadeh.

Notemos por
A% () = min A;k’ t,)
t;e sk(x )
donde Sk(,xl son todos los ciclos de cardinal k en X, con car-

dinal card(X) = n 2k , ¥y Atk (ty) estd definido como genera

/L
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lizacibn triyial de ‘K/‘(ti} = A}f’(ti) , antes visto. An&loga-
(k)

mente se define At

Por otra parte, es evidente que A;f)(ti) y A}E)(ti) son -

medidas de la reflexiyidad y de la simetrfa c8sicas (ciclos de -

6rdenes 1 y 2). Entonces, para k=1 , ke /¥ :

DEFINICION 2.4.1. La aciclidad de orden k en X de cardinal n -

(n> k) es un cbnjunto difuso

Akl . QR

[0,1]3
(6.5 (k)
A, 0 1A ()
(Anilogo para la cuasiaciclidad de orden k, CA(k) 1.

En concreto, si consideramos Fi = (xl,x2 ...,xk)e sk(x), y -

notamos X 1= Xq ger8

k
(k)
A (k) =1 - > T (x_,%x_.,)
A {3n) € RP§ n=1 /ujn n’“ntl
> 1
= (x ' X )
{jn}e RPA*  n=1 /gn n'"ntl

siendo RP{ el conjunto de variaciones, con repeticifn, de orden

k, con elementos de f1,2,3} tales que
a) 33, # 2
b) i 3 j=m A2 = j e {m2) v i

Y RP;* el conjunto de variaciones con repeticién, de orden

k, del mismo conjunto verificando que si



3, #2 =33, ¢ {23,
Es fScil comprobar entonces que, notando por
/Aij (’Snlxn)- = /ui(xm’xn’ + /‘(J (xm'xn)
/“A(k)(t)=1~<]}[/“(xx ) AT ¢ )
i T pe1 /120 "0 l/-“23 *nr*n+1
k
“TlT /“2 (X 4q) }

PROPIEDAD 2.4.1.~ /u es reflexiva (en el sentido de 2.2.1.) si

y sblo si A‘“V.p(l , 0,07 .

DEFINICION 2.4.2.~La aciclidad en X es un conjunto difuso

Al H Q (x} [011] 3

donde Al(,/u) = mln;.n Afk) (/ul.

(Andlogo para la cuasiaciclidad y para aciclidades ponderadas

Ag). Entonces, tanto con Al como con Ag podemos definir:

DEFINICION 2.4.3.~ La caracterftica orden de las relaciones bina-

rias es un difuso
£ Koo

que aplica a cada relacifn binaria el valor

/1(/*) = (Al(/‘*)r 0 ll'Al(/“))

si /u es reciproca y de contrarios, y

[0,1] 3

Jitpy = o, 0, 1)
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en otro caso.

Lo cual no es m&s que una distancia (Dubois-Prade, 1980, trata
con profusidad el ﬁema de las distancias y su relacién con los di
fusos). Nos heﬁos inclinado a incluir la reflexividad como un ci-
clo mds (de hecho, un nismo objeto no tiene por qué -descriptiva-
mente hablando-~ tener asignado la indiferencia absoluta respecto
de si mismo cuando &ste es presentado en otro tiempo o lugar, con
circunstancias ffsicas o psicolfgicas distintas). Se podrfan tam-
bién haber hecho difusas la reciprocidad y la contraposicibn en /L
(" he more, the fuzzier", que dicen Dubois-Prade). Por otra parte,
la cuasiaciclidad generarfa un cuasiorden de forma paralela, pu-
diendo, como ya se ha indicado, introducir los casos cuasitransiti
vos no transitivos en la segunda coordenada, que no queda entonces

constantemente nula.



I1.5.- Ejemplo: paradoja del azdcar.

Como ejemplo, apliquemos la relacibn de opinién difusa a la pa
radoja bien conocida del grano de azficar (Luce, 1956; Pattanaik,

1971).

La preferencia, si el individuo se supone goloso, entre el ca-

f&é con N granos, Age Y con N+1 granos seri del tipo

/L(ANlAn+1I=(°'1'£,E)

donde £>0 es el grado en el que Ay esti menos azucarado que

AN+1’ y d1-¢ el grado de indiferencia, muy préximo a la unidad.

Esta paradoja justific6 el uso de las cuasitransitividades cl§
sicas; lo mismo ocurriri aquf, ya que el problema de discernimien’
to subjetivo sigue existiendo: el proceso de comparacibén sigue -
siendo insensible ante disparidades muy pequeiias (ver, respecto a

este tema, la obra de Krantz et al. "Foundations of Measurement").

En general, ¢ podrfa ser una funcibén de N. Admitiendo una -
condicibn markoviana para la preferencia entre dos estados no con

secutivos:

S PyrAygym) = €0, £, 1-f, (M) )

y suponiendo
£,M¥1) /£, M) = 1 - €

con la condicibn fE(Ol = 1 nos determina
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£,00 = -
que verifica las propiedades deseables de ser estrictamente lecre

ciente y que

lim fg(M) =0
o

La paradoja tratada con difusos sugiere varios problemas muy in
teresantes de sensibilidad y medida, Ademis podemos estudiar la a-
ciclidad de esta estructura St sea un ciclo X, = (ANi)i=1,n con
N;= N;_,+h; , siendo X = {Ao, ...,Ak} y h; negativo o positivo.
Aplicando lo visto, la aciclidad de orden n de xl ser8 calculada

del siguiente modo:

[12 PurPyand = /23 BBy = /2 Pe By
- M
[12 Prame Byl = fo3 Py =1

Y notando
H= 2 hy
hi> 0
G ==~>_ hy
h 0
i<

observamos que todo ciclo de orden n se identifica con la ccndicién
H-G = 0 , luego se comprueba que

H+G

A (X)) =R 6) =1 - (-g)+A-€)-201-€)77)

1-2.( (1-¢)%-(1-¢)25)

A, (ma) = min (X,) = min A, (G) = A, (G*)
1 /“ X1C:X Al 1 0<G¢ek 1 1
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donde G* = min (k , ~(In 2 }/(In (1~¢€)) ).

Evidentemente, si k 2>=(ln 2}/ln (1-¢g¢) , tendremos que
Al(X) = Al( G == (ln 2)/1n (k-5) ) = 1/2

es la cota mfnima -~que habrfamos podido predecir- de aciclidad
en este tipo de problema, para toda insensibilidad ¢>0 esco-

gida.

De todas formas adelantamos que no todos los ciclos son igual
mente problemiticos. Si lo que se pretende es tomar una decisién,
aquf y ahora, entre cuatro alternativas, es claro que las dos si

tuaciones siguientes son radicalmente distintas:

a) Xy > X i=2,3,4

x2>x3>x4>x2

b) <

Xy Xy i=2’3i4

Xy > Xg > Xy > Xy
ya que en el primer caso el ciclo no incluye el elemento Xy, que

es el G6ptimo en el grupo.

Un tratamiento interesante, aunque quiz8 un poco alejado de la
realidad, es el llevado a.cabo buscando la probabilidad de que no
exista un vencedor por mayorfa, sobre lo que se deben consultar
los trabajos de Sen (1970a). Guilbaud (1952), bajo unos plantea-
mientos bayesianos que conceden igual probabilidad a todas las

preferencias (cldsicas nftidas) para cada individuo, hizo un pri-
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mer acercamiento; Garman y Kanien (1968) han comprobado que para
tres alternativas la probabilidad de que no haya vencedor pér ma
yorfia aumenta con el nfimero de votantes, pero se estabiliza en

un nfimero inferior al 1%. Niemf y Weisberg (1968) mues?ran sin
embargo la negativa repercusiln que tiene el aumento de las alter.
nativas. Pero aquella equiprobabilidad no es aceptable de ningtGn
modo. Garman y Kanien hacen otros anflisis bajo distintos supues-
tos, aunque siempre quedan en pie problemas de determinacibn em-

pirica y de significado de la distribucifn a priori.
Por otra parte, es claro que un conjunto difuso reciproco que~
. da determinado con una matriz (/uij) cuadrada tal que/ulj+/#3i

vale a lo m&s la unidad, de tal modo que 1 =~ (/“ij+~/3i) repre-

senta el grado de indiferencia.
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I¥.6.~ Espacio de una caracterfstica difusa. -

Siguiendo a Nowakowska (1977] se pueden definir distancias en-

tre las caracterfsricas difusas:

da, (m, »'") = sBup sBUP (x)- A '(x)
1/‘&/‘ xeX i=1,n V‘i /‘l ‘

1 L 2
d,(p, 1y = = > 27 pox)- ul(x))
20/ [ noSox = /1M
por ejemplo. Aunque nucho m8s importante ser8 construir la estruc-
tura de cada caracterfstica difusa, coherente ccnsigo misma y con

las definiciones de operaciones entre conjuntos difusos.

Hemos definido la caracterfstica difusa sobre los objetos ele-
mentales, sobre los que era natural exigir la reciprocidad. Pero
si pretendemos que se aplique sobre el Slgebra (o ¢ -4lgebra) en-
gendrada por esos objetos elementales tendremos que eliminar di-
cha exigencia; entonces hablaremos de "espacio de una caracterfis-

tica difusa /,u, "y

DEFINICION 2.6.1.- L lamaremos espacio de la caracterfistica difusa
/A a la terna formada por
(x, x), /u* )
donde /u : X [O,l]n es la caracteristica difusa definica en X,
(Y (X) es la topologfa discreta en X y
pre L) [0,1]"

es tal que

/u*(A) = (xseug /'*i(x))i=1 n
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Son evidentes las giguientes propiedades:
a) /ug(AUB)A = gup (/AE(A),/:{(B) )
b) /u*(AﬂB)_= /u*(A)
c) /“*(AUBI = /u*(B)

Esta definicifn, para n=1,‘ coincide con la de sucesos difusos

de 7Zadeh(1968), que exige que /u sea medible respecto de (X (X)

y el o-8lgebra Borel en [0,1] .



II.7.- Espacio de las caracteristicas difusas.

Su construccibén no parece Intuitiva en general:

DEFINICION 2.7.1.-~ Dada una familia de relaciones difusas de con-

trarios
A
Z/L L, x x x — [0,1]3}
se definen
ua
F i xx x——o,1)?
Na.
i % 3 .
AR S [0.1]
tales que
UAi Ay
M x,y} = (stixp/Aj (x,y) )j=1,2,3
Na.

Li,y) = (inf potiey) )
F Y e fy ) Vyag,0,3

que son de contrarios (aunque no sean recfprocas,a pesar de que los

A
/L 1 10 sean) .

. 'odo lo cual es plenamente coherente con la definicibn anterior
y las reglas cisicas de conjunto difuso. Asf tenemos un espacio de

relaciones difusas

(Xxx,L={Ai} ,OL(I,),/"»)
con

Mo lamw , xxx)— [o0,1]°

En general, se puede construir con cualquier familia de [0,1]"-
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-difusos, siempre y cuando coordenada a coordenada se trate de la
misma difusidad y tenga sentido por tanto la comparaci8n realiza-
da. En concreto, para los conjuntos difusos cl&sicos tendremos un

espacio de conjuntos difusos generado por

M o x— [o,1]
(X ’ L ’ (/Q(L) ,/“(: (.CQ(L);X)_"—.[O,J-] )

de tal forma que para todo {Bj} ¢ (LY son

Sup
/IA j = //( j

nsy By
(x} = inf (x})
F e

N6tese la diferencia existente entre un conjunto difuso  Zadeh
y su correspondiente caracteristica difusa (recfproca) de comple~
mentarios Sﬂ, 1—/L) definida sobre [0,1]2 , por ejemplo en el
sentido de lo que serfa la inclusibn en cada caso, diferenci&ndo-
la también de’la definicibn desarrollada por Trillas, especialmen

te interesante.

Al (BNC) (AUBNGYC)

PROPOSICION 2.7.1.~

Ve
/" wa

Con esta estructura se pueden responder a las preguntas "gra-

AN(BYC) (aNB) Y((rNC)

dos de verificaci6bn de una caracteristica en un conjunto" y "gra
do de verificacibn de una serie de caracterfsticas en un elemen-

td'; trivialmente, a través de la composicibén, el "grado de veri



ficacibn de una serie de caracteristicas en un conjunto":

(x.am,n,am./i)

A
donde para todo Be (R (X} se definen, para /< i: X — [0,1]

-UA; Ay
/A (B) = sup sup/u (x)
x€B i
21 (g tne g Tx)
= gup in ,

/u, x€B 1 /k

A,

1

Si 1los conjuntos difusos /u : X——‘[O,l] son de complementa -

rios (reciprocos] ser&n

AC

A
i i
=31 «
2 r | .
y por tanto existir&n relaciones evidentes entre /u i(B) y/u l(13) ,

que ser&n analizadas m&s adelante, junto conotras operaciones que

nos c¢mpletarsin la estructura.

Subyace en estos planteamientos una diferenciacifn entre lo que
podrfamos llamar difusidad extensiva ( X , (A (X) ) y la difusidad
comprehensiva (L , (L) ), denominacién escogida por el lugar -
donde realmente se aplica la funcién de medida de difusidad; como
dice Blin, la teoria de Suppes (1963) de "medida de creencia" es -
suficiente para las "ciencias duras” como idea de difuso. Una apli
cacibn muy interesante es considerar los difusos como medida de la
posibilidad, como desarrolla Z%adeh (1978). Ver también el concepto

de conjuntos vagos de Gentilhomme.
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La composicifn de ambas difugidades es lo que nos da lugar al
espacio difuso real. Comparemos este eSpécio de conceptos difusos
con la estructura de conceptos difusos propuesta por Nowakowska

(1977), del tipo

(x,G6,L, ®, ¥
donde
X es el conjunto b&sico de objetos,
G = {Gl,Gz... } es una clase de conjuntos difusos
en X,
L esg un conjunto de etiquetas (nombres},
@ representa la etiqueta vacfa (sin nombre), y

Y : (G} Lye la funci6n de etiquetado, es

decir, la representacién lingufstica.

- Observamos lo siguiente:

1.- Hace uso del conjunto b&sico de objetos no difu
so (el conjunto de objetos que nos pueden interesar no es extensi

vamente difuso tanto en cuanto sean reales).

2.- Aparece el 8lgebra de las caracterfsticas (con-
juntos difusos), para poder responder a las preguntas asociadas a

dicho 4lgebra.

3.~ Lo especifico de esta estructura de Nowakowska
es su objetivo: asignar conceptos (psicol6gicos en su caso, elemen
tos de L |J® ) a partir de esas caracteristicas elementales de G.

Esto supone un salto de tercer grado (objetos, caracteristicas, -



conceptos] que2 nosotros no hemos dado en la estructura propuesta,

aunque su incorporacibn sea trivial: G = {Ai}

Nowakowska (1979) abunda en esta estructura, enfocada hacia la
resolucifn de problemas de medida lingufstica para conceptos psi-
col6gicos. Distingue también Nowakowska entre diferentes tipos de
ambiguedades, y diferencia el problema de asignacién (" labeling”)

y de agregacibn, que es el aue nos interesa en esta memoria.

Comparando por otra parte con otros trabajos dedicados a las o
peraciones entre conjuntos difusos (que en nuestra estructura son
caracterfsticas difusas sobre L = p,l], de dimensi6n 1, mejor -
llamadas "propiedades"™ por Nowakowska}, observamos variantes en -
las definiciones. De especial interés son la unién disjunta y 1la
composicibn condicional (con la composicién conjuntiva y la dis-
juntiva, &sta forma el grupo de las tres reglas de tipo II de com
posicibn de proposiciones de Zadeh en el artfculo "Fuzzy Sets as
a basis for a. tTheory of Possibility", donde estdn m&8s formaliza-

das):

DEFINICION 2.7.2.-~ Dadas A,B propiedades difusas, tales aque

(x)+ (x)< 1 V xeX
A B

se define la unién disjunta o suma como

P P X lo,1]

Farp®) = fabat /00
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Es decir, la medida J\-difusa de Sugeno (1974) para \=0!

Para operaciones que tienen en cuenta la independencia enﬁre
atributos, consultar por ejemplo el trabajo de Thole et al. (1979).
Esta operacibn es propia pues entre propiedades de uné misma carac
teristica ap nuestro sentido (particibn difusa). Esto nos sugiere

definir para cada caracteristica C1 de modalidades Ci disjuntas:

= J
c; LJJ ci

con

/Aci : X—— [0,1]

> pilx) =1 V x
j/‘q

un Slgebra CL(Cil sobre la que trabajar, con una nyn (Ci+C§ es una
propiedad distinta de la Ci[}C?) y una operaci6bn "." (también dis-
tinta de (] y tal que

/u'cg.c’i‘(x).= ij
es decir, la unidad si j=k y cero en el caso contrario). Asi, pa-
ra todo M;N € Cl(ci) tal que M = > Ci y N = >_ Ci de-~

jed keK
finimos

o' Ll ;e %( ﬁcg(x)
= 2
[unt) je JNK /ucji(X)

Y asociadas tendremos las operaciones correspondientes al com-



'Y = = j < i = H
plementario, tanto de Ci como de L {C;} {Ci§ : si M i_gICi

se definen

(A} = (A} = sup sup (x)
/MMC /:EICE Xe A if I/V.c*i

(A} = /“- .
~M (Al = sup inf (1 - (x) )
/ iHten XeAiel /ey

— (A): .
M (A) = 1- (x) )
2 /{0 Cepn @) = sup sup (1o pecy (x

(A) = (A) = sup inf (x)
/[ w /:PIc; xeA i,éI/ub'i

[

(Al = sup (1 - (x} )
Vst rea /n

Y anilogamente se definen las operaciones restringiéndonos a la

clase Ci:

/“w/ci‘“ ' /‘M/Ci(m ' /“M/Cim)

y ademis
(A) = . (A) =sup (1 - > (x) )
-M b ~/ o
/u .l ;Jet/‘t:1
= . (A
- j
/ujgaci

Todo lo cual nos parece que abarca las operaciones l8gicas en-
tre conjuntos difusos, aunque todas ella son composicibn de las -~

tres bSsicas U , -, y S , junto con la unibn y complementarie-
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dad cl&sicas:

CleM t

M} = ] -Cix) =~ U Cilx)
C*c M C*eM
i . i

M(x) = (J ~C¥(x) =- [ Ct(x)
C*¥e M C*e M
h h R

M!' (x) = n Cx) = - U —C} (x)
C*¢ M C*{ M o
p R 1

~M(x) =1 ~ M(x)

Suponiendo pues que las caracterfisticas c; = {Ci} son recipro-
cas, es decir, suponen una particién, las demés operaciones se -
pueden definir a partir de las tres bisicas, considerando donde---
sea preciso recorridos restringidos a M/} Ci . Esto supone una es

tructura previa inspirada en el ¢~§lgebra difusa de Klement(1980):

DEFINICION 2.7.3.- Un conjunto 0= {/M:JL : x——[o0,1] ] es un

¢ ~8lgebra difuso de la caracterfstica i si y sblo si

1) Para todo /u 3 a’i existe una misma particibn

Jp tal que
' j - J g
P
3 Je g tal que /u= 2 '111



3 .
2) para toda {/‘i je JCJp con Jp la particibn,

se verifica que

Z,/‘g_ €7

Jed

DEFINICION 2.7.4..- Se dice que o = > ¢y es un o-§lgebra
1el
difuso de I caracterfsticasg difusas si y sblo si

1) o; esun o<8lgebra de la caracterfstica i
2)‘V/u.60"-_-_->1 -/.« e 0

3y (/An)‘nc o= sup/wn e 0.
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17.8~ Funciones medibles.

Se dir§ entonces que los conjuntos difusos ¢ son medibles di-
fusos, y el par ( X , 0 ) es un espacio medible de caracteristi-

cas difusas.

PROFOSICION 2.8.1.~

i) Sea (Y , 01 un espacio medible de caracteris-
ticas difusas y f: X——Y funcibn. Entonces £ () esun o~

dlgebra difusa.

ii) Sea (X , 0 ) un espacio medible de caracterfsti

cas difusas, e Y un subconjunto no vacfe de X. Entonces
/Y = {f‘/Y tal que /LGU'}
es un ¢ -8lgebra difuso en Y.

Demostracibn:

i) es trivial, ya que

f'd(l-/ul =1 -7

It

f‘l(sup F) sup f'l(/“nl

"

f’lcz/ﬁi’) T e hipud

ii) es un caso particular de i), cosiderando la fun-

cién f: X ——Y tal que f(y)=y para ye Y, y cero en caso contra

rio.

PROFOSICION 2.8.2.~ Sea {a'j / jé€ J} una familia de ¢ -4lgebras




de I caracteristicas difusas en X. Entonces la interseccibn
N o
jeg J

es un ¢ -~8lgebra de I caracteristicas difusas en X.

Asi se podr& hablar, para un conjunto arbitrario o< de conjun
tos difusos, del minimo g*flgebra difuso ¢ (X ) que contienz a

dicho o .

DEFINICION 2.8.1.~ Sean (X,5) y (Y,0 ) dos espacios medibles de

Icaracteristicas difusas. Una funci6n f: X——Y es medible di-

-1

fusa cuando f -: (Y,0) (X,§) es tal que e lio)c 5.

PROPIFDAD 2.8.3.~

i) Sean f: (X,5) (Y,) y g: (Y,0)——(7,F£)

dos funciones medibles difusas. Entonces la composicibn
g ° f:(X,g)-ﬁv('i,f)

es medible difusa.

ii) Sea f: (X,S) ——(Y,0) medible difusa y un sub-

espacio de (X, ¥), (2, 5/%2J. Entonces la restriccién
£/2 2 (2, 570 —— (¥, o)
es medible difusa.

iii) Sea (Y,o) espacio medible difusoy f: ¥——>Y

-1

una funcién. Entonceg f 7 (o) es la minima U-8lgebra en X que

hace de f medible difusa.
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iv) Sea ¢ wun cohjunto de conjuntos difusos definidos
de Y en [0,1] . Entonces £: (X, €) — (¥, o(¢ }) es medible difu-
so si y s6lo si £l(xjC ¥ .

Otras propiedades se pueden obtener a través de las ;‘.unciones
definidas en Klement (1980). A este autor le interesa que toda -
funcifn constante sea medible difusa, lo cual le obligarfa en es-
te contxto a afiadir la hip6tesis de gue todo conjunto difuso K

tal que K(x)=K para todo x, sea Ke E H

FFOPIEDAD 2.8.4.~ Sea K: X ——Y funcifn constante (K(x)=K).

Para que K sea medible difusa es necesario gue
{/u,,( : x —lo,1] / o (x)=/‘((o()} c §
para todo /4 eo

Demostracifn: ser8 medible, por definicién, cuando para todo/L se

verifique

-1 _ -
£ (y./‘(y))yE v = (x,yixfxxzx)/“ Y ye x

= (%, P00 ) g

De todas formas, y a pesar de sus argumentos (pg.84) no nos pa-

rece realmente necesaria tal hip6tesis complementaria.



11.9.- Variables Difusas.

Nahmias (1978), que comienza este artfculo recordando que no e-
xiste todavifa axiomitica satisfactoria para describir la difusidad,
da una definicifn de variable difusa que no estd dentro del contex
to de las fun dones medobles, en el sentido de Klement o en el -
nuestro. Se trata, como €l mismo afirma, de una nueva definicibn -
de conjunto difuso (pg. 98) gue juega el mismo papel que la varia-
ble aleatoria en probabilidad. La clave de la diferencia esti en -
que las funciones medibles difusas trabajan dentro de lo que hemos
llamado difusf ad comprehensiva (L , (Q(L)); mientras que las va-
riables difusas de Nahmias se aplican en la difusidad extensiva -

x ., QAx).

Las Ginicas propiedades absolutamente caracterfsticas son la exi
gencia de que exista al menos un punto con grado de pertenencia 1,
lo cual impone una filosoffa muy concreta, y que (L(X) sea una to
pologfa discreta de subconjuntos de X, y no simplemente un (-&lge

bra.
DEFINICION 2.9.1. Una variable difusa es toda aplicacibn
¥: x— R

DEFINICION 2.9.2. La funcifn de pertenencia de una variable difusa

g , que notaremos por /45 , s una aplicacif6n

/<§ : R ——lo0,]
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tal que
Jg 1 = 7 {xex / ¥t =y]

donde o es una escala definida en (! {(X) con las propiedades
siguientes: '

i) oc@=0 y o(x)=1

ii) Para toda coleccibn arbitraria de conjuntos

A, e (L (X}, numerable o no,

V(U 3, ) = sup 0 (A))
X X

PROPIEDAD 2.9.1.- 0 < G (A) <1 , para todo A ¢ (L(X).

Demostracifn: Como X=aU a¢ , entonces
1= 0T X = max ( o (a) , o (%) )

luego o (A)< 1. Por otra parte, al ser A=AU g ,

oc(A) =max ( o(A) , 0 )

luego ¢ (A)> 0.

PROPIEDAD 2.9.2.~ ACB = G (Al ¢ G (B)

Demostraci6n: Tivial considerando c¢=B A€ y B=AlC .

As{ la escala G hace el papel del conjunto difuso bisfco del
que ya hemos hablado en (X, (L (X))}, imponiendo que exista algGn e
lemento que esté en ese conjunto nf{tidamente (que verifique esa -
propiedad plenamente), lo cual en la mayorfa de los casos parece

natural.




En probabilidad, recordamos, la distribucibn est8 definida so-
bre los conjuntos de la forma (- o0 , x ] , lo cual determina uni-
vocamente una probabilidad en los conjuntos de Borel. Sin embargo
en el modelo difuso, y debido a la operacifén supremo, la escala
g no queda determinada unfvocamente por extensifn a partir de ta
les intervalos: la funcibn de pertenencia debe obtenerse por ex-
tensibn de los conjuntos puntuales; esto nos obliga a considerar
unioneg no numerables, con 1o gue no es apropiado dotar a & (X)

de una estructura simplemente de ¢ -8lgebra.

Dada una variable difusa $ definidaen (X, (A(X) ,0 ) y
una funcibn g: R —- K , es claro que gq(¥): X—o>/K es otra

variable difusa sobre el mismo espacio, con

ugq‘l(y) { 5 )} i

()

uég—1(y){x“‘/ E(XFU} c @
Fagn < 20} + Do (3]

useug—l(y) d {:=uj =“s°u§-1(y) /s

qgue coincide con la definici6n de la transformaci6én de un conjunto

difuso dada por Zadeh (1965).

Sean entonces § Y /l dos variables difusas. Podemos preguntar

nos acerca de la variable suma 5 = §+ ? (por ejemplo, ; = {nﬁv
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meros cercanos al 5} Y '? = {nﬁmeros cercanos al 15} , para que

S’ = { nGmeros cercanos al 20 } ):

.9.1.- = i ’ -
TEOREMA 2.9.1 /‘45.(2) )sclelr/:f min (/45 (x) /‘*1 (z x! )

Demostracién: Se trata de la propiedad  an8loga a la convolucibn

de densidades de probabilidad. En efecto:

/"‘5 (z)

n

rg‘§’+’l =z} = a{(§+’z=z)ﬂ X} =
0’{( F+h =21 n (xLeJ//e '{fr:xj )} =

m(g (5 =x, §+7=2)5 =

= sup a‘{¥=x,’z=z-x} =

xR

"

]

= sup min ( a”{§'=x}, G‘{/I=z—x}) =

xe R

= i , -
: :?;Zm n ( //‘g (x) //42 (z-x) )

donde en el penfiltimo paso hemos utilizado la hip6tesis de que E
Y ‘Z son independientes (es decir, siguiendo a Nahmfas, cuando -
o {(?=xl N4 =y)} = min {a—(§=x), (4 =y) } , y esto para todo
par x,y de reales; corresponde evidentemente este concepto al de -

independencia probabilfstica).

Entonces podemos introducir familias de variables difusas con
resultados an8logos a los probabilisticos. Por ejemplo, son de es-
pecial interés para expresar las opiniones individuales las basa-

das en la funcién de densidad Normal, simétricas y unimodales:



DEFINICION 2.9.3.- Una variable difusa § es Normal si y s6lo si

existen a,be/‘@ , b>0 , tales que
. /g x) = exp (—(?)2) Vxelk
. TOREMA 2.9.2.- Sean § = N(al'bl) Y ’2 !N(az,bz) independien--
tes. Entonces
S = 5+ 9 = N(ajta, , by+b,)
Demostracifn: Sea

9»z (x) = min (/43 (x) , /“2 (z-x) )

que es evidentemente unimodal y con m&ximo en un x*(z) tal que

/‘5 (x*(2)) = /‘7 (z-x*(z))

es decir, que analizando las dos raices y suponiendo bzzb

cual no guita generalidad:

x* (z) = (al.bg-(z-a2).b§-bl.b2.(z—a1~a2))/(b§—bi)
luego
/‘5 (z) = :up min (/"g (x) , /“é (z-x) ) =

sup g, (x) = g, (x*(z)) =
X

2 2
exp ( —(z-al'az) /(bythy) " )

COROLARIO .~ Sea {‘5’1}1_1 n un conjunto de variables difusas in

L L =1, n

dependientes y normales de parS&metros {(a.,b.)} . y sean -
i'7i i=1,n

{OLi } i=1,n reales no nulos. Entonces
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n
= 2. %45
S S0 01
es también normal, y de par&metros Z(xi.ai y 2:'“1,.bi .

Si las opiniones de los individuos viniesen expresadas en la
forma de nfimeros difusos en el sentido de Dubois-Prade (caso par
ticular de la definici6n 2.9.1., pues ser& un conjunto difuso m
con funcibn de pertenencia /um: R — [ 0,1] continua con méxi-
mo la unidad y tal que para cualesquiera x,y,2 'reales tales que

X<y=<z2z se verifica que

/‘m(y) > min (/‘m(x) ,/“‘m(z) )

siendo la hip6tesis de continuidad aceptada en orden a la aplica-
cibn en el contexto nuestro), se puede utilizar el teorema de ex-
tensibn de ' -adeh para agregar dichas opiniones, como alternativa
a las técnicas que veremos en el capfitulo III, bas&ndonos en el

siguiente resultado general:

TEOREMA 2.9.3.- Dados A,B nfimeros difusos y a,b reales, entonces

aA+bE es un nfimero difuso:

/“aMbB(z) = o {a.A+bB=z} =F(axgb§=z {Ax13=(x.y)}) =
L 4

sup i {AxB= (X.y)} =
ax+by=z

= sup min {(7(1\=x) ' 0’(B=y)} =
ax+by=2 +

sup min (x), /“ (Y)}
ax+by=z {/uA //uB




con 0 la medida de posibilidad.

Si las opiniones xi son nfimeros difusos, Nahmias propcne, para
su agregacibn, el nfimero difuso "7 = Zdi'xi , con zzxi= 1, que
se adecfla mejor que los modelos segfin planteamientos de probabili

dad subjetiva:

a) Si consideramos X; segfin una distribucibn (probabi-
1istica} normal de parfmetro (a,b), sabemos que ' &= E:di.xi si-
gue otra distribucibn normal, pero distinta (de parfmetros Zfai.a
y b. (Zo(i ).‘1/2 ), en contra de la unanimidad. S6lo tiene senti-
do este planteamiento si el problema es andlogo al de estimacibn
del parfmetro media poblacional; no reflejarfa nunca, bajo tal hi

pb6tesis, la opinibn del grupo.

] b) Si consideramos que cada individuo es una estimacibn
de la funcién de pertenencia /uz del grupo, y planteamos un mode~
lo /‘xi(y) =//‘z(y) + Ei(yf con {Ei(y)} distr?buciones norma-
les con propiedades razonables (independencia e igualmente distri-
buidas de media nula), solucionarfamos el problema de unanimidad
anterior, pero en estimador miximo verosfmil de /ﬂé no darfa en

general un ntGmero difuso.

c) Sin embargo, tenemos que ambos problemas se solucio-
nan con la propuesta de Nahmias, seglin la proposici6n 2.9.2. , pues
si X1=X son nfmeros difusos normales de par8metros (a,tk), enton-

ces 7= zimi'xi es otra normal de idénticos parfmetros.
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Claro es que esta propuesta de Nahmias no es m&s gue una aplica
cién directa del principio de extensién, dando en este caso la ver
si65 difusa del estimador clisico de la media en inferencia. Asf a

soclamos a

g(xX 1= % oL Xy

el conjunto difuso /“g tal que

/g2l = gs(‘%’éz Ti’l‘n {/ui(xi)}

~

y en general, por analogfa, tendriamos versiones difusas de los -~
2

cfitérios cléisicos (nftidos), susceptibles de ser axiomatizados.

‘dﬁahmias (1979) desarrolla un ejemplo con funcibn de pertenencia
y d;stribuciones de probabilidad normales, pero ya senala que el -
prqﬁlema general de inferencia difusa es extremadamente complejo,
no habiéndose desarrollado todavia la base tebfrica apropiada. dado
ademés que ciertos conceptos difusos (por ejemplo, no-interaccién
o iédependencia) parecen mis bien traducciones forzadas del modelo

probabilistico, con poca evidencia fisica.

#ﬁ este sentido, siguiendo la lfnea de investigacifn propuesta
por Blin (1977), es en el que se ha trabajado en esta memoria. "Fu
zzy;decision~making is still in its early age" (Dubois-Prade, 1980,
pégiﬁa 277).

Eh resumen: un espacio de caracteristicas difusas se compone de:



a) Una difusidad (L , A (L) ' M } "comprehensiva"

donde Cl(p) es el ¢ -flgebra difusa de L = {Lij} propie-

i,j (1)
dades difusas.
b) Una difusidad ( X , d (X) ,//¢) "bxtensiva" -

donde A (X) es la topologfa discreta de1>conjunto de okjetos X

c) Una medida de difusidad V. LxX ——[0,1]  que
por extensibn se aplicari sobre (I(L)xX vy luego sobre el total

QA EIx AE).

De este modo asociadas a a) se definen las funciones medibles
difusas, y asociadas a b} las variables difusas; y evidentemente
como composicibn de las variables y su funci6n de pertenencia, to-
do conjunto difuso se puede expresar como variable difusa, supo-
niendo ~lo cual no es muy restrictivo, incluso natural a menudo-

que toda propiedad difusa tenga al menos un elemento nitido.
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CAPITULO IIX

SOLUCIONES DIFUSAS EN LA DECISION DE GRUPOS

17
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; Nos enfrentamos, con todo el bagaje anterior, al problema de
ehtontrar salidas positivas a la decisibén de grupos. Y lo hare~
mos’ segin dos enfoques:

o ~ El axiomftico (teoremas de existencia)

= E1 multicriterio, donde desarrollaremos un méto

da, basado en los trabajos de B. Roy.

o



II1.1.~ Tratamiento axiomitico.

Consid=remos un proceso de decisifn uniet8pico; siguiendo el es-
quema presente en la parte anterior de esta memoria, sean
* X = {al, ceny an} el conjunto de alternativas, no di-
fusas, con card(X) finito.
* D= {dl' ceey dk} el conjunto de decisores, nitido -
también, y en pgingipio finito.
Supongamos que el input o informacién de entrada para la deci- -
sifn es una relacibn binaria de opini6én difusa por cada decisor:
/“i:Xxx~——’[0,l]3

que supondremos reflexivas y con una medida mfnima de aciclidad:

= ol
Ay () = oy 2 Vi=1, ...,k

Cuando /ui verifique ser reflexiva y con Algfli) > &, diremos
que es un O -orden de opinibén individual difusa.
DEFINICION 3.1.1.- Un perfil de opiniones difusas de grado X es -
una k-upla de O(-6rdenes de opiniones individuales difusas.
Entonces podemos plantearnos 1; existencia o no de funciones so-
ciales en el sentido clésico (cfr. los trabajos de Arrow y Pardo).
Notemos por SElx)C:gz(X) el conjunto de todos los o -Ordenes de
opiniones difusas. Entonces:
DEFINICION 3.1.2.- Una funcibn social es todo aplicacifn que asocie
a cada elemento de un conjunto §7fx) C GQf(X) de perfiles de 0-
piniones difusas una opinibn difusa S(F) ¢ R (x), para toda F de

" .

Es claro que ademis de la reflexividad, a S(F) debiera exigfrse-
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L ) g
le un.minimo (3 de aciclidad. Si Al(s(F)) > (3 , para todo F ¢ § o= (X)
se hablar4 de funcién social de grado (3 . El teorema de Arrow clé-
sicg; :ﬁseguraba la inexistencia de una funcibn social que verificase
un.a'.é_erie de restricciones (uﬁ tipo de "racionalidad absoluta"). Im
pqnié'ndo unas propiedades paralelas con el concepto de difusidad -
noé;encontraremos con que siempre podremos evitar la irracionalidad
abgqiuta.

DEF“IN."ICION 3.1.3.- A toda funcibn social que verififue las siguien-

te's"p_ropiedades la denominaremos "funcién de bienestar social":

C;ﬁt4§7MINK) UNIVERSAL: La funcibén social esti definida para todos
ldé-ébsibles perfiles de o -6rdenes de opiniones difusas:

. s :‘giku) §{(x)
C2>'.I'-—~A.1\SOCIAC]':0N POSI MVA: Dado un perfil Fe r)’:. tal que

S(F)(ai'aj) = (/'Llr /'(21 /L3)

Yy 'sé'.,considera otro perfil F' tal que

P Fla,,a)) = F'(a,,a,) vV k.1 # 1,3

. 1)
pero. se modifican las intensidades entre a; vy cualquier otra alterna
tiﬁiafaj a favor de a; en la coordenada t (sta no disminuye), enton-
ces:':' v
] = ) ] 1
3 S(F )(ailaj) (/"1r /‘21/3)
es tal que/A;; z /“-f

C3;': INDEPENDENCIA- DE-AL HERNA TIVAS IRRELEVAN ES: Dado ch X , si se

cox}sideran dos perfiles F y F' tales que

F(ai,aj) = F! (ai,aj)

r

par_a:todos a; y aj en Xl , entonces

S(F)(ai.aj) = S(F')(ai,aj)



para todos a; y aj que pertenezcan a X,.

Cc4.- SDBERANIA CIUDADANA: Para cada par ai,ajg X y todo (/“1,/M2,

/L3)6 [0,1]3 existe un perfil de 6rdenes de opiniones difusas F tal
" que

S(F) (agiag) = (f4, 0 )

C5.=-N) DIC RDURA: No existe un individuo d en D tal que si

/Ld(ai'aj) = (/Ll'/z’/l3)

entonces

S(F)(ai,aj) = (/ui, /45./“3‘)
con /Ai 2 /ul si /“1 > /43.

Mara reconstruir un teorema equivalente en forma al de Arrow -
cuestionamos si existe alguna funcién social que asocie a cada con-
junto de k ot<brdenes difusos un ﬁ -orden difuso, verificando estas
condiciones, en un caso no trivial (con k mayor o igual a dos).
,JQQREMA 3.1.1.~ Dado x>0, existe al menos una funcifn social defi-. -
nida sobre las k-uplas de o ~6rdenes en los (3-6rdenes (para algfin
(3# 0) y que verifica C1,C2,C3,C4 y C5.

Demostracibn: Bastard construir una funcién social tal que nunca =~
pueda dar lugar a un orden de grado cero. Definamos para toda k-~ =

upla de o ~6rdenes Ry, ...,Rk) el siguiente orden difuso:
S(er ...'Rk) (ai'aj) = (Tt(i'j))t=»l,2,3
1 &£ R
con  Tuw = b >k ey
y es claro que S cumple los axiomas, estando bien definida, y evi-

dentemente, si R son A -6rdenes, entonces S(R,, ...,R,) es un
1 1 k

orden (relacibn binaria de opinibén difusa reflexiva) con grado de «
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aciqiidad todavia no determinado. Pero bajo estas hip6tesis, dado -
cuéiéuier induvuduo 1 y cualquier xf::x con card(x1)= m , alguno de
sué*casos aciclicos es de peso no nulo. Es trivial entonces que el

mléﬁo caso aciclico tiene peso no nulo mediante ¢, con lo que serd

‘“ﬂ(x ) # 0 , como querfamos demostrar. .

Aﬁy as{, notamos el interé&s que puede tener el ponderar las opi-
nioﬁeé de los individuos proporcionalmente a sus grados de coheren~
cia’{aciclidad~; estas ponderaciones anularfian la condicién C3, -
pues_dependen de las demds preferencias. En concreto:

(i i) = ZA(R )/“t (ai.aj)

Pero no sé6lo se verifica que dada una k~upla de ™RK-6rdenes (ot> 0)
exlgte una regla que no es l-cfclica en ningGn caso, sino que es -
tri;iAl demostrar que el Infimo de los (3 es distinto de cero, ha-
ciéndg uso de la hip6tesis de que card (X) era finito.

. Hemos propuesto, como es evidente, la variante l6gica de la re-
gla‘de la mayorfa, esquivando el efecto Condorcet como irracionali--
dad éssoluta; la irracionalidad entendida como ciclidad deja paso al
conceéto de "conflictividad", y quizd mds correcto en este contexto
a1>dé:éntropia de la agregacibn.

Asi pues, tenemos un teorema de existencia de funciones sociales
de a}éﬁn grado (3>0, para cualquier %> 0 exigido en el input (opi- -
niopéé personales). 8i no se verifica la unicidad se plantearfa un
proﬁléma de optimizacibén (buscar $§ tal que su minimo grado sea mixi-
mo, 96} ejemplo, y analizar dicho conjunto optimal), que parece na -

tural 1ntentar resolver mediante el uso de otro criterio (unanimidad,

entropia del grupo agregado), lo cual nos sugiere un tratamiento -
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multicriterio, que veremos en su momento.

Pero es evidente aue dicha unicidad no se verifica: por ejemplo,

tomando como base

g gy =-o‘i(i,;i) t=1,3
e imponiendo la seqgunda coordenada de tal forma que la suma de las
tres sea la unidad, la nueva regla verifica también las cinco con-
diciones. Se tratarfia entonces de buscar una regla tal que la m&xi
ma ciclidad posible sea minima, y en su defecto, que esté a una -
distancia subjetivamente pequefia del Infimo.

Mas, de igual modo a como Blau encontr§ un contraejemplo al pri
mer teorema de imposibilidad propuesto por Arrow, con esas condi-
ciones no queda eliminada la posibilidad de existencia de "dictado_
res” que solucionan localmente las inconsistencias, es decir, indi
viduos que rebajen la ciclidad de la regla del grupo mediante su
imposicibn: pesando méds la opinibén de un individuc concreto, es ~
claro que se acota el grado de ciclidad posible, por ejemplo defi-

niendo

1 Ry kB
(£,3) = g (mrn) Mo (ai,aj)f%ft (a;,a))

(m)
G_t
Ry
se cumplen los cinco axiomas, y si /“ es un o -orden, entonces,
para cualquier ¢ > 0 podemos encontrar un m(& ) tal que si m>m(€)

entonces la regla aim)

es de grado - £ , al ponderar cada vez -
m&s algo aciclico en esa medida.

- EOREMA 3.1.2.~ Dado un £€>0 ( &£<«), existe al menos una funcidn
social definida sobre las k-~uplas de o -6rdenes en los (o - £ )-Orde

nes y gue verifica los axiomas C1,C2,C3,C4 y C5.
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N@Aparece muy ético, sin embargo, solucionar todos los problemas
dejando que casi decida un individuo. Notamos en lo expuesto que el
congépto de "dictador" es otro difuso, pues se es dictador con mayor

o.meﬁdr fuerza. Asignemos a cada regla regla F una aplicgcién

| ¥: p —1[o,1]
difdga Zadeh que determine el.grado en el que cada decisor es dicta-
dor; -

DEELﬁICB)N 3.1.4.~ Se dice que un individuo d en D es un ¥ -dictador
sobﬁe el par (ak,aj) en D para una regla F dada, y en la coordenada

t si)

)= o f) > S Gy an=(ped 5, A0
coﬁ}l
/‘gzx/ut
siendﬁ Xé[O,l] el m&ximo valor que verifica esta condicién.
n@é&logo para el veto (cfr. los trabajos de Blau y Deb):
DEFiﬁICBDN 3.1.5. Se dicé que un individuo d tiene un J-veto sobre

(ai;aj) si

ST
. < - -
‘ _/“t < 1-Q /xt).l
con, ¥ el miximo de los que verifican esta condicién, y como antes,

seaﬂiquales sean los perfiles de los demis individuos.

PRDP5§ICB)N 3.1.1.~ La condicibén C5 implica la no existencia de nin-

gﬁh'Azl—dictador.

Entendiendo por ¥ -dictador aquél que lo es sobre cada par (an&-



logo X—veto) en las tres coordenadas.

PROPOSICION 3.1.2.~ Si existe en D un individuo ¢ -dictador ( J-ve-

to), entonces cada individuo en D distinto de €1 tiene a lo mds un

(1- ¥ )-veto. (Andlogamente, es (1-J )~dictador).

Un problema serfs fijar una cota superior J para alguna (0 ambas)
caracteristicas y buscar funciones sociales con la mayor aciclidad
posible. De todas formas, el trabajar con la condici6n C5 difusa, -
como estamos haciendo, sugiere intentar lo equivalente con las otras

condiciones (ver, por ejemplo, Blin(1976)} sobre la condicién C3).

DEFINICION 3.1.6.~ Se dir4 que un individuo d € D es ¥ -decisivo

si es Y ~dictador y tiene un ¥ ~veto.

Parece deseable gque este valor sea I= 1/k si card(D)=k, al mis
mo tiempo que se verifica esta propiedad de proporcionalidad en los
grupos: a'é hace de todo individuo (1/(k2))—decisivo, con lo que
se podrfa hablar de opresién social sobre cada individuo, en el sen-
tido de que la decisividad individual es menor que el valor propor-
cional. Si tenemos GC D con card (G)= g, se dir§ que G es K—dg

cisivo cuando

t

sean cuales sean los perfiles en D-G, y para todo par comparado.

G
G . D ¢« 1 -(1- ). para todo t
X‘ft‘ "

CONDICION C5': Todo conjunto GC D con card(G)= g, es

g/k -decisivo.

Es claro que la funcibn social citada basada en U& verifica C1,

c2, C3, C4, y C5. "Todas las condiciones del tratamiento cla$ico ad-
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miten una versién de este tipo, obteniéndose resultados anflogos.
Por. ejemplo, tendrfamos un teorema de existencia basado =n el teore
ma de Sen sobre las condiciones clisicas 1', A, N y RP, zhora con

Cl, Cc2y

(ONDICION A.~ Dados d, d'« D y dos perfiles de opiniones difusas

F= {Ri} . Y ‘F*= {R; }, tales que
*

= i '
R; Ry Yig#d,d
*
Rq = Rar
_ *
Ry)= Ry

*
Entonces S(F) = S(F ).

CONDICEDN N.- Dadas dos alternativas i,je X y dos perfies de opi-

niones difusas F = [R.]} Fro= {R*} tales
={RrR)} ¥ ' es que

R Ry
/" (.airat) = /’ (aj’at)
R R¥*

o Hagay = ptagay

es la finica diferencia existente entre ellos (para todot), entonces

S(F)(ai,at) = S(F*)(aj.at)

es -la inica diferencia entre S(F) y S(F*).

Las reglas del tipo o-é(m) = (<Tt)m para t=1,3 ypara t=2 el
valor calculado, aglutinan el peso en la indiferencia scial, lo cual
aporta la posibilidad de disminuir la aciclidad en algfr caso, pero
no en general (por ejemplo, si Vi(ai,aj)=1, Tl(aj,ak)d, y ademis
U‘l(éi.ay)=0.9). Serfa una buena técnica para trabajar on cuasiaci-

clidades (de este modo se corresponde con lo que Sen ha ilenorinado



" impurezas").

Para obtener la unicidad en la funcibn social basada en la que
hemos dado en llamar proporcional bastar8 exigir alguna condicién
de linealidad: que G, s6lo dependa de los /M£ a través de una -
funcién 0 independiente de t, tal que a un incremnento h (en una
cualgquiera de sus coordenadas) le corresponde un incremento L.h,
con L constante. Es evi®nte qgue se verifica en este caso la unanimi
dad (si todos los individuos tienen el mismo perfil de preferencia
la socledad tiene ese perfil) y de sustitucifn (si a todos los miem

bros de un subgrupo se les cambia su perfil por la agregacifn de

cste subgrupo, la agregacién del grupo total no se modifica).

Asf es claro que, como dicen Fung y Fu, los modelos de agregaci-
6n de grupos persiguen reducir la excesiva subjetividad de los in-

dividuos aislados.

Fung-Fu (1975) , por otra parte, tratando formalmente cada indi-
viduo como un criterio (el problema de decisifn de grupos es un ca-
so particular de los problemas multicriterio), asigna a cada deci-
sor un L-difuso sobre el conjunto de las alternativas, de tel forma
que /Ld(xj) representarfa el grado de preferencia de la accidn g
para el decisor d (guiz8d mejor deba interpretarse como “"grado de a-
ceptacibn®), exigiendo a L determinadas propiedades que, desde luego
verifica el intervalo [0,1] , aunque L no necesariamente ha de serx

acotado.

La axiomitica de Fung-Fu se basa en la agregacibn como operacién
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L} "

binaria

® en L de tal modo que Bla 32 representa la agregacibn

de los conjuntos difusos B1 Y BZ’ Yy que es a su vez otro difuso:
B @Bz : X~—~—-[0,1]
X (x) @ (x)
AN /s,

Fung y Fu proponen los siguientes axiomes (es claro que en el a-
xioma II subyace una condicién de anonimato, y el I es el orden 1li-

neal enL): .

N TINUIDAD: La ‘operacién binaria "@ " es continua en la topologfa

de I,.

MONO DNICIDAD: Si Bl =B @ Cl’ y B2 =B ® C2 son tales que

fle, 0 > fe, 0

entonces

/“Bl (x) > /“’B2 (x)

IDEMPO TENCIA: B,®B; = B

i (unanimidad)

i

® B

OINMU 'TA TIVIDAD:. Bi ® Bj = Bj i

ASOCIATIVIDAD: Bi®(Bj®Bk)_ = (B;® Bj) ® B
D tal modo gue 1a agregacidén de tres o mds preferencias se hace

inductivamente:

8,®8, ®p, = (3,8D, ... ®B _,)@B

- FORLMA 3.1.3.~- (Fung-Fu, 1975): Sea L y "@®" satisfaciendo los axio
mas anteriores. Entonces las (inicas opciones para "®" scn las sigui-

entes:



a) a®hb

min (a,k} o agregacibn pesimista
b) a®b = max (a,b) o agregacion optimista
) Existe ® € I tal gue

a®b = max(a,b) si a,bg«

a®b

v
R

minta,b) si a,b

a®b = en caso contrario.

Se pueden obtener entonces las unicidades de la regla optimista
o de la pesimista, sustituyendo el axioma de monotonicidad por el

axioma siguiente, respectivamente en cada caso:

OP TIMISM) : Existe ¢ L y una cota superior™1" de L tal que

Becx s1 = 1ox = 1

PESIMISM : Existe o¢ L y una cota inferior "0"' de L tal que

0 s x <t = 086x = 0

Asi, con el axioma de pesimismo -y los demis- queda justificado

el principio minimax, que escoge como mejor accién x* tal que
(a*) = sup min (a)
/ x i=l...m / By

siendo X el conjunto de alternativas y m el nfimero de deciso:es.

Notar que el valor /MB. (a) representa la admisibilidad asignada por
Bi a la accién a, conllo que la base de la decisibn no es una rela
cién dg preferencia (ver el capitulo dedicado al tratamiento multi-
criterio) y por otra parte, el conceder a la accifn a un valor -

min /"Bi (a) significaria conceder a cada individuo un l-veto y una

0-dictadura.



:Uéﬁdremos que llevar a cabo alguna modificacifn para aplicar la
idéa"ée Fung-Fu en este contexto. La clave estar§ en considerar, -
juntajcon los valores a agregar, los "pesos" de dichos valores, -
siéhdb fécil introducir axiomas para asegurar que la agregacién s§
lo,quende de dichas cantidades. Daremos una modificacién de la o-
pera&ién de agregacibén que no supondr8 en principio el anonimato,
peroiﬁue nos permitir8 representar las funciones de decisifn social

que nos interesan:

rEFINiCION 3.1.7.- Una operacifn de agregacién de opiniones difusas
se,défine sobre los pares de grupos de D y asigna a cada par de opi
niones difusas (se supone pues una condicifn de dominio universal)

una;qpini6n del grupo unibn:
@:/}h,/h\——""’/h\

siendé M = @%(x) x GD(D) y tal que para todo par de grupos (ele-

mentosAde las partes de D) disjuntos es
¢ ®F c,Ua
(Fl,Gl) X (Fz,Gz) ——— (F1 2+ Gy 21
con . ® asociativa y conmutativa, vy @ continua.
Podrfa parecer natural, sobre todo para simplificar el tratamien
to, eiigir un axioma de agregacibén por coordenadas, segfin el cual -
se agreguen por una lado cada preferencia estricta y por otro las =

indiferencias, notando ademis cada una por &)t ; que por otra par

te depende de los grupos que se estén agregando.



Impondremos un axioma de alternativas irrelevantes, de tal modo

que
F.®F
1 2
(ai,aj)
no dependa de
F
1
/"‘ (al'am)
ni de
F

YR CHEW
para {l,m i 7 {i,j }.

El objetivo ser8 el estudio de agregaciones
F F
1 2 &
(/‘ (ajray) 4 Gq) x (/‘L (ai.aj) ¢ Gy) ——

Fy ¥,
— (# Magap @ x Pagiag) 4 61U,

con " " dependiendo en un principio tanto de G1 como de G2 , que
aunque se han supuesto disjuntos (Glﬂc2 = @), la generalizacibn
es trivial. ‘fal operacib6n también se ha supuesto conmutativa s6lo
en el sentido requerido por la operacién " ® ", y es evidente su a
sociatividad.

Por otra parte, de suponer el anonimato y la sustitucién, es f&
cil ver que "o " depende de G, ¥ G, s6lo a través de sus cardina--
les (notar que de darse la condicibn de soberanfa ciudadana, gene-
ralizacién trivial de la vista en el planteamiento no difuso, 1los

axiomas de sustitucibn y unanimidad son equivalentes, dindose siem

pre la implicacibn de ésta sobre aquélla).
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CONBICION DE ANONIMAD : Sean FG, Fi y Fj los perfiles de un grupo

GC D ¢ de dos individuos en D-G tales que F, = Fj' Entonces

D Fy {3} ) @ (75, Q)

y
F; 0 (3} )@ (Fg , G

tieﬁén idéntica su primera coordenada.

vobsefvamos que de exigir la agregacién por coordenadas, el cri-
terio dél teorema 3.1.3. -sea la versién optimista o la peéimista—

no es consistente, pues la suma de las tres coordenadas no seria,

enlgeneral, la unidad.

LEﬁAL— Sea "®" la operacibn de agregacién de grupos, verificando
lés,éondiciones
i) Alternativas irrelevantes
1i) Anonimato
, . 1ii) Neutralidad

Entonces "@ " queda unfvocamente determinado por un conjunto de o-

peraciones binarias Y

‘o¥: 10,13 x [0,1]°—— . fo,q93
para‘k = 2,3,...card (D), y tales que sean compatibles con la aso-

ciatividad requerida a "®".

Demostracibn: por la asociatividad de @® , es claro que inductiva
mente pbdemos obtener la agregacién de todo par de grupos, tenién-

dola’definida sobre las estricciones que agregan un subgrupo G con
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un individuo fuera de €l. Por el anonimato esta agregaci6n no depen
de de quiénes formen G y ese individuo aislado, sino s6lo de cudn-

tos sean: card (D)= k~1 (a lo sumo depende de esto; la asociatividad
del teorema 3.1.3. impone la independencia incluso respecto de este

cardinal). Es decir, basta estudiar
af: R x Roy—— KR

pero por el axioma de alternativas irrelevantes es suficiente deter

minar los valores de

1 k k-1 _ .k
/u. (ai.aj)e /u -(ai,aj) = /u (ai,aj)
que agrega la opinibén sobre el par (ai,aj) de un individuo y un gru

po de k~1 personas distintas de aquél, con k tomando valores entre

2 y card (D).

Ademds, al tratarse de opiniones difusas, cada terna /L(ai,aj)
queda descrita por el par formado por dos cualesquiera de sus coor-

denadas, y como sabemos que

/‘43(ai,aj) = /‘l(aj,ai)
seri suficiente, dada la condidién de neutralidad, definir la fun-

cibn @ k tal como dice el enunciado del lema.

Incluso es suficiente el conocimiento de su primera proyeccibn

Q)k

PR tal que verifique

k k
@ 1(ai,aj) + @>1(aj,ai) < 1
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a

ya"c’&'ue entonces
: Kk, 1 k-1 _ Lk
@ ( (ai'aj) ’ /"’ (ailaj)) _'/'( (ai'aj)

con -
’ /Lllc(ai,aj) = 69)1{‘/‘1(31'%’ , /‘k-l(ai'aj”
/M-g(ai,aj) = 1 - /Li(ai,aj) '/”'g(airaj)
f3tagag) = fiGgay)

o bien la determinacién de la suma de las dos primeras coordenadas,

que -podemos notar a partir de ahora por @ l;. 2
4

Jambién hemos visto que, si XK es el veto y 52 es 1a dicta
du;afde un grupo de cardinal k, entonces, para t=1,2,3, ha de ser

-1

/kté [max(Jﬁ./Qt . X‘[l)/*i) ¢
,min ((1-¥) )+ JX_l./u';‘l, (- I)+ I‘I’/tt)]
intervalo que contiene al
O e

PROPOSICION 3.1.3.- Bajo el mismo contexto del lema anterior, si JI,:

es la dictadura de un grupo de cardinal k, entonces ha de ser, para

todos i+j=k,

A
-

D D
¥2 o+ "

X'§+?f‘j’

IN
[



Demostracibn: Por lo anterior, ser§ necesario, para que exista al-
guna solucibn, que sea
Max | :f: max (¥ 2. pul yP Iy <1
& ifer 0y fe <

m&ximo que toma el valor b’g + X? , con lo que queda demostrado.

De suponer la proporcionalidad (aditividad de los valores indi-

viduales hasta lograr Kk’:l , con anonimato), seri b’? + J? = 1.

Apoydndonos, como hemos visto, en gue los fndices de dictadura
imponen restritciones sobre los fndices de veto posibles y recfpro

camente, es f8cil comprobar que ha de ser

D v
ey 2705

asegurindonos de que tienen sentido los intervalos de definicién »

(son no vacfos).

PROPOSICION 3.1.4.~ Sea "@" verificando i), ii), iii) y ademis

iv) unanimidad por coordenadas

v) asociaci6n positiva
Entonces:

a) Se verifica la agregacibn por coordenadas

b) Si est&n definidos los [)-vetos (o dictaduras) de
grupos de cardinal i dentro de grupos de cardinal j (gque denotamos

por xi/j , con j >i), entonces

Visg = Yape Vi Voick<d
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ﬂ’a <lave de la demostracién esti en la simetris de "@" y la aso

ciatividad de "@". Obsérvese que

. @l{(x,y) € [max( Bg/k-x. Fg/k,l-y '

v v \ v
min( 1~ ¥y 4 ¥y pox s 1- Jl_l/k+ Yicapy )]
implica
@i, 1y) =1 - efey) ¢
¢ [max( ¥, -x) , ¥y 0=y
D D v \'
‘ LECTCER FONUD POMCEINME T MIFPAS SAPPNIC R

COROLARIO. - Determinados {b/l/k # 0} , para todo k, entonces

B : 51
Vigs - tri Lejoeny = o7ty voi<s

PR)PiEDAD 3.1.5.« 8i se verifican las condiciones i), ii), iii), -

iv). '-y v), entonces
ofx,y) = 1 - 0¥ -x,1-y)

La demostracién es trivial considerando la agregacibn

(x,0,1-x) @ k

(y.0,1-y)
y aplicar la proposicibén anterior.

. "EOREMA 3.1.4.~ f%oda operacién de agregacifn ek verificando i), -

ii), iii), iv) y v), y tal que tenga definidos unos b"ll/k-vetos y -



Y Xg/k-dictaduras, viene caracterizado unfivocamente por una apli-

cacibn continua

ok : 0,1 x [0,2] ——{o0,1]
que verifica

a) x*>x , y*sy =>@l_{(x*.z) > @li(x,Z)
@’;(z,y*) > @){(Z.Y*)
b) ell‘(x,y)c imaxtxg/k-x , Zg_l/k-y) ,
min (= ¥yt VY peex o 1207 et 0o pee¥)]

con K(_k«l)/k = | xl/k)/( Jl/(k"l), , siendo ambos extremos alcan

zables para algfn x,y .

o) eXeuy) =1 - @K, 1-y)

d) G?li(x,x) = X
Demostracibn: Es claro que para toda Qk existe una @]1( verifi-

cando estas propiedades, y ademis Ginica.. También es claro que si u-
na tal @1; las verifica, la Qk que determinamos haciendo coinci-
k k k

=k =1 -
dir o —@1 y tomando 02—% @1

X
3 9,

verifica la conmu-
tatividad, continuidad y ademis i), ii), iii) y iv). Quedarfa por
comprobarla asociatividad y los vetos y dictaduras, utilizando para

ello la extensibén evidente.

'TOREMA 3.1.5.~ En las condiciones i), ii), iii), iv) y v), si es-
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tén definidas las decisividades de forma que

- v - D ~
b/1ﬂc = Yy = Vi =1- b/l-l/k

-

(con la m&xima decisividad asociada) entonces la finica regla de aso

ciacibén es la determinada por
k =
Ql(xly) = Xl/k-x + b/l*l/k'y
Demostracifn: supongamos que existen x,y tales que

@l;(x,y) > bll/k'x + 51_1/k.y

(andlogo si menor estricto, ya que si existen x',y' con
k ) 1 ' '
&)1(x YY) < Kl/k’x + Xl—l/k'y

es claro que (Bi(l«x',,l—y') cumplen lo primero, por la propiedad
3.1.5.). Supongamos que x<y (por la unanimidad no pueden ser i-

guales). Entonces consideramos

k

(x , y=x , 1-y) @ (y » 0, 1-y)

o Sly>x,0 = 1 - 065y - 051y, 1-y) <

< 1- (Jl/k.x + Bl_l/k.y) - (1-y) =

¥ 1 e )

de tal modo que se infringe la Xl/k—dictadura en la segunda coorde

nada (de suponer el menor estricto se infringirfa, de modo paralelo,

el 51/k—veto) .
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PROPIEDAD 3.1.6.~ Si estin definidas K-decisividades ( ¥ -vetos o

X -dictaduras) tales que
= g X
vi) bl/k 1 1-1/} vV k22

entonces ha de ser

Vi = 1k
Y575 = 173

La demostracibn se puede hacer por induccién, apoydndose en el
hecho de que por la asociatividad ha de verificarse
¥ k-1
1k = Ile Yi/(ie1) V k>2

Y entonces es trivial comprobar que:

COROLARIO: Bajo las condiciones i), ii), iii), iv), v) y vi), la @G
nica regla de asociacibn es la que asigna a cada par de alternativas

y cada k-upla de opiniones difusas la opini6n social

i
& Clprtbeer,2,908-1,00 = ‘/“S Ye=1,2,3

G k i
donde /¢t= (1/k). fi:l /"‘t .

El resultado anflogo a las reglas cl&sicas podrfa venir dado por
el siguiente teorema (recordemos que el mi&ximo y el minimo en todas

las coordenadas es inconsistente):

TEDREMA 3.1.6.- Bajo las condiciones i), ii), iii) y

iv*) unanimidad en la primera coordenada ( y por tanto
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en:i; tercera)
: v*) asociacibn positiva en la primera coordenada (y
en la tercera).
vi*) est8 definido un veto ,Y/k =1, paraltodo k,

sobré la primera coordenada (y por tanto en la tercera)

_ Entonces la finica regla compatible es la determinada por
® k( _ .
1 X,y) = min (x,y)
o loAque es equivalente, por
@k (x,y) = max (x,y)
1,2

9emo§traci6n: el paso clave estd en que si x>y , por v¥*) y iv¥)

ha de ser
k k
8 ,xy) > & lyy) =y

siendo evidente la contradiccién de suponer el menor estricto, por
la condicibn vi*).

La equivalencia propuesta es f&cil de comprobar, recordando que

©% Jy) =1 - 85-x,1-y)

1 - min(1-x,1-y) max (x,y)

y es ademis evidente que el imponer un l-veto sobre la primera y -
tercera coordenada equivale a imponer una l-dictadura ( Xg/k =1)

sob;é la segunda coordenada (indiferencia).

De este modo, a partir de la agregacibn obtenida siguiendo algu
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na de las axiom&ticas, plausibles para el grupo decisor, puede ela~-
borarse el proceso de eleccifén de una alternativa social, siguiendo
cualquiera de los métodos que veremos en la siguiente seccifn (solu

ciones minimo-~consensuales, o en la lfnea de Orlovsky, Roy, etc.)
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I11.2.- Tratamiento multicriterio.

. ‘Bxpondremos en este apartado el enfoque estrictamente multicrite
rio de la decisibn de grupos, aplicando a este problema algunas va-
rianées de técnicas ya conocidas (Opricovic, Orlovsky, Roy, Siskos,

etc:)

: ﬁg de resaltar que, como dice Blin {1977), la multiplicidad de -
los‘;riterios de pertenencia (recuérdese el ejemplo de los colores)
estéien la raiz misma del concepto de conjunto difuso. Y no s6lo es
to, sino que existe un isomorfismo entre la clase de los conjuntos
difusos y los procedimientos multicriterio (cada criterio es una or
denébiGn, y a un grupo de criterios se le asigna otra ordenacién).
Lds.pfoblemas que surgen de la multiplicidad de evaluacibn de cri-
tefios (que a su vez se pueden dividir en subcriterios, segfin jerar
qﬁié; analizadas por Saaty, por ejemplo) son intrinsecamente proble
més de conjuntos difusos (tipo clisico de:%adeh y en general de Go-
gueps, y muchas de las té&cnicas usadas no son mis que métodos de -
considerar versiones difusas del problema. En este punto, sefiala -
Blih; se podr&n generar nuevos métodos, mediante tal metodologfa, -

basénaose en los procedimientos cl&sicos multicriterio, teniendo

siembre en cuenta al consumidor en la elaboracifn de dicha versibn

difusa ("fuzzifying") y las estimaciones necesarias.

Eﬁ el mismo artfculo, Blin distingue entre las estimaciones obje-~
tivas® (basadgs en una métrica) y las subjetivas (ambas han sido uti

liZaﬂas en diferentes momentos a lo largo de la memoria), y critica
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la noci6bn de eficiencia clisica en el sentido ya expuesto de gue se
necesita otro criterio para escoger entre las soluciones eficientes,
y porque adends elimina de los planteamientos posteriores alternati
vas que en la pré&ctica pueden ser utilizadas en el proceso completo

de decisibn.

Lo trivial (Blin, 1977) es interpretar cada criterio como un vo-

tante y determinar el conjunto difuso de soluciones eficientes:

DEFINICION 3.2.1.~ (Optimalidad Pareto): /uR es eficiente si y s6lo

1]
si no existe /LR tal que

R! R
f > £,
j(/“ ) J(/‘4)
para todo criterio j, con alguna desigualdad estricta.

El grado de pertenencia (en el sentido Zadeh) al conjunto eficien

te vendr8 dado en nuestro caso por

R, _ . R R
/“'E(/L ) = Min (fo(/u ) . fl(/u ) )
ya que parece natural tener dos criterios: uno que mida la tranqui-

lidad social (consenso, entropfa, fo) junto con el de racionalidad

(aciclidad, fl)'

Puede ser conveniente en algfin caso asignar pesos Ai con la con
dicibn Ao+ A1= 1, a cada fis/LR), en las lfineas propuestas por -

Blin en dicho artfculo, o las de Opricovic. Yager (1978) propone o-

tro tratamiento, con pesos en las potencias, pero lo mds sencillo, -
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aundue muy criticble, serfa

Max YR IR
é;;;l i*71i /u

. #a nocibn de consenso esti {ntimamente ligada a las medidas de
difpsidad, nitidez y entropfa (De Luca-Termini, 1972,1979; Dubois-
ffaﬁe, 1980; Bezdek-Spillman-Spillman,1978), siendo evidente su re
lacién con la nitidez de k-particiones difusas. La matriz de consegy
so'é~1a que se refieren muchos textos es la ordenacibn social, de
donde, a partir de su traza, se proponen las medidas clésicas de -
cpnégnso. Asf mismo, en el libro de Dubois~Prade vienen abundantes
feférencias sobre el tema, resaltando los trabajos de Ragade sobre
el consenso secuencial; aunque sea siempre un "consenso” con distin
tqﬁsentido del de "tensibn social" aquf expuesto, es por supuesto
aplicable en este contexto, pudiendo utilizarlo como tercer crite-

rio en la decisi6n del grupo.

éuponiendo las preferencias individuales dadas en forma de opi-
nibﬁes difusas (L = [0,1]3 ) podemos en principio proponer como
medida de nuestro consenso (estabilidad de una opiniér. frente a las
ogiﬁiones del grupo) cualquier distancia basada en las métricas Lp,
qué.nos medirén de algfin modo el grado de temsibén social para las
oéiﬁiones individuales {/Lki}i=1'k y la opinién social /H R .
Por.ejemplo, podemos suponer la tensibn l—fo(/KR) de distintas -

formas:

R
i R, _ 1/p,-1 - : P\2/p
B lp T £ 5 = mad/B jfTTn 2 @R R )J
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donde
4. (R R, R,.

O bien

0 et Ry = am. > d, (R, ,R
VAR T I/ S AR iy 3 (Rg R

j=i,n i=1,k
con n=m.(m-1) el nGmero de pares ordenador gque se comparan y m el
nfimero de alternativas. Ambas medidas se proponen suponiendo que -
las diferencias de opinibn en las segundas coordenadas no provocan
tensibn social alguna,
Evidentemente, quien invalide la aciclidad como criterio, busca
ré sin m&s las ordenaciones que minimicen (basta que sea a una dis

tancia suficientemente pequefia de dicho mfnimo)

Ry

min T ( ?/ARi}./*

para algfin p {como antes puede ser finito o infinito) para luego a
plicar algln critrio que nos sirva para tomar la decisifn filtima,

que es8 lo gue usualmente interesa:

PROPOSICION 3.2.1.- Para p=2 y p= ® , las opiniones m&ximo-consen-

suales son, respectivamente,

kR
p10) = am > Joqt )

1

1]

R 1 Ry Ry
(3) ( max (j) + min (3) )
! T LIS K/

i=1,

a partir de las cuales se obtienen, como ya se ha indicado, las -
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wmkmsmwmuSﬁR.

Pero manteniendo los dos criterios nos encontramos que el pro-

blemd de programacibén con restricciones

min T ( {/Ri}'/R)

sujeto a

AR LBy 5 o vV k

k

qué_nos asegura una cierta aciclidad, aunque posible mediante los
algoiitmos clisicos, es compleja (cfr. Seif et al., 1980; Kacprzyk,

1978§-y Dyson, 1980, sobre programacifn difusa}.

~ Opricovic (1981) aporta un algoritmo que desde luego es aplica-
ble & nuestro problema bicriterio:

R,

Lo

R

it

R
£, (1) )

con p fijo, y

A(/«R)

(aunque gquizds sea m&s razonables tomar una suma ponderada de las

R
flt/L )

aciclidades,
R (i) R
f = . oA
1(/4 ) 1'E=1 P (/L )

coh‘él conjunto de pesos {pi} "razonables" de algtn modo, como -

gue sea una sucesifn monStona decreciente con lfmite cero).

Define Opricovic la solucibn ideal
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tal que

R
f* = £
H mai i(/L )
/A

(en nuestro caso, n=2, y f;ﬁl para todo i).

En general, y también en nuestro problema, es francamente diffi-
cil que F* sea solucibn factible. Se define, bajo cada métrica Lp:
n
R R 1
R(/u.,p)=(Z(f;{—fi(/¢))p)/p

i=o

y a partir de ello el conjunto de soluciones de compromiso:
F_ = { F _(p) = arg min R( R ) lgpscoo }
c c /A ¢ Py p <

Es claro que para p=1 la solucibn de compromiso estd basada en
la estrategia que maximiza la utilidad del grupo, y para p=* en
la estrategia minimax.

Se define la solucién pésima F_ de coordenadas
£7 = min £, (xR i=0 n
i i /u yeeey
y la pseudométrica

TR, e = oo g (kB - gf| PP

cuya maximizacibn nos aporta el conjunto de soluciones denominadas

"subsidiarias", F_(p) , 1¢p<>.

Parece intuitivo que la solucién de consenso se encuentre entre

Fc(“’) y Fs(w ), de coordenadas, respectivamente,
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Ficl= Moy ,n

(fis(”))i=1,n

‘Entonces Opricovic propone minimizar la distancia alldedl des-

plézado, que define como

PUos () gy, = (max (£ () fy () Dy

es decir,

; n_ + R 1/
min ( £, - £, ( )l p,y/P
R % I i A

1o ‘¢ual nos determina un nuevo conjunto de soluciones de compromi-
sd (con p variando desde uno hasta infinito, incluyendo &ste). La

minimizacién ha de realizarse bajo las restricciones

fi(/ﬁ‘) > omin (£, (=), £ (=)) i=1,n

+ i=1,n

R
fit/u) < £;
-Debido a las propiedades que lleva asociadas, asf como su signi

ficado intuitivo, se sugiere trabajar con p=® preferiblemente.
Y para nuestro caso, hemos de considerar como soluciones factibles
aqﬁéllas que rebasan un umbral mfnimo de aciclidad y de estabilidad
social:

£0pR) 5 o

R
NPRNC

- Mas como nuestro problema bicriterio es asimétrico, en el senti
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do de que la aciclidad se aplica sobre la opinifén social s6lamente,
el factor consenso debe ser de algfin modo prioritario. La acotacifn
de tal fndice, propuesta anteriormente, es una solucibn, pero en la
prictica -y ésta es la crftica mis importante a Arrow y a la acicli
dad global~ lo que se busca es una solucién (en general satisfacien
te; cfr. los trabajos de Simon y Rios~Rios) dentro de un conjunto
especial (admisible, satisfaciente), y ya hicimos notar que no to-
dos los ciclos (inconsistencias, irracionalidades) eran igualmente

problem&ticos, por tanto.

Asf planteado, nos despreocupamos, como objetivo, de la construc
cibn de una relacibn de opinién social para tomar finicamente una de

cisibn, escoger una alternativa.

Ahora cada alternativa vendr& caracterizada por un par: Un grado
por el que serfa aceptada (pertenencia difusa al conjunto "admisi-
ble") y otro de conflictividad (el correspondiente a la medida en
que le afecta la aciclidad). Lo primero se elaborarfia, como antes,
directamente a partir de las preferencias individuales. Lo segundo
serfa el grado minimo de aciclidad de todos los ciclos gque contie-

nen a dicha alternativa concreta, en la opini6n social estimada.

Aunque las inconsistencias se puedan tratar mediante programa-
cibn din&mica, nada m&s natural, segfin lo expuesto, gue construir
una estructura de dominancia difusa (Orlovsky, 1978), que detalla-

remos un poco mis adelante.

La cuestibn es gue incluso con esta solucibn seguimos exigiendo



unaifracionalizacién global® previa, que es mds que discutible si

el ﬁ;oblema es de decisibn puro (una alternativa a escoger).

i diskos et al. presentan en la reunién del Multicriteria Decision
Aia4de Madrid 1981 un trabajo basado en las publicaciones de B. Roy
(por-ejemplo, ver Roy, 1978) sobre los métodos ELECTRE, y que ela-
bo:a’un algoritmo para la construccibén de una estructura de domina-
cibén. apoyéndose directamente en las preferencias individuales. Con
di&éisas modificaciones, aplicaremos tal método a la k-upla de opi-

nicnes difusas.

El concepto clave se halla en la relacién de "outranking" (que
pbdeﬁos traducir como "subordenacién"}. la cual, en pocas palabras
es 6na relacién que no s6lo indica cuindo hay preferencia estricta
o iﬁaiferencia entre dos alternativas, sino cuindo hay problemas de
cﬁmphrabilidad, en el sentido concreto de Roy (en un aspecto una
aitg&nativa es incomparablemente mejor que otra, mientras que en o-
tr&,aspecto ocurre exactamente lo contrario, de tal modo que al te-
nef'en cuenta ambos aspectos no se pueden ordenar las dos alterna-
tivas).

» Sgpongamos como siempre un conjunto finito X de acciones y el -

: [

conjunto de decisores, también finito, que jugar&n la misma funcibn

que los criterios en los trabajos de Roy.

Sean {pi } ponderaciones para cada individuo (la suma de todas

ellas ha de ser la unidad), gue bajo la hip6tesis de anonimato ser&n

s v e 1+ bt

TS A T 1



todas iguales. Suponiendo definida la relacibn de opini6n para los

individuos

{( /Lt(a,b) }tﬂ1,2:3 } i

formamos la relacibn, que no es propiamente de subordinacifn, ya
que en las opiniones individuales habfamos admitido que no existfan
fenbmenos de incomparabilidad:
qi : X xX ——-—-[0,1]

q* (a,b) =/w}(a,b) + pzab)

con lo que la funcibn de cdéncordancia serfa

c : xxx—[0,1]
C(a,b) = :E:, pi.qi(a.b)

Y definiendo la funcifn de discordancia en al sentido cl8sico:

Di s X x X-

[0.1]
con
- Di(a,b) =1 si b es incomparablemente mejor que a para

el individuo i. Entonces &ste no admite que a desplace

socialmente a b, y evidentemente ha de ser /Ai(a,b)=1.

- Di(a,b) = 0 cuando.no hay problemas de incomparabili-

dad a favor de b.

- Di(a,b) € (0,1) para los dem&s casos intermedios.3

CiBLIOTESA




se construye enténces una relacifén de "outranking" o subordina-
cibn:
a :+ xxx—[0,

c(a,b) siD,(a,b)¢C(a,b) V 1
d(a,b) =
: ci,b). T l-Dj(a’b) en caso contrario
j 1-C(a,b)

con el producto hecho a lo largo de los individuos j tales que

Dj (a,b) > c(alb)

Era de esperar que las discordancias rebajasen el grado de sub-
ordenacién, que a priori toma el valor de la concordancia.
lia nueva relacibn "d" es efectivamente de subordenacibn, al ad-

mitir las tres posiciones exigidas:
~ a desplaza a b (b est8 subordinado a a) cuando
d(a,b) > d(b,a)

~ a es "indiferente a b cuando .

d(a,b) = d(b,a) » 0

~ existe incomparabilidad (en el sentido de Roy)
cuando

d(a,b) = d(b,a) = 0

Y siguiendo a Orlovsky se puede definir la estructura de domina-

cién, pasando por la relacibén de dominacibn:



dD(a,b) =max ( 0 ,|d(a,b)-d(b,a)|)
/LD(a) = max d° (b,a)
b
que seri el grado en que la accibn a estd dominada (O rlovsky traba-

ja con la funcibn de no-dominancia, l6gicamente
ND
p@ =1 kP

y la presentacibén de los resultados es paralela). Entonces se trata

de localizar el comunto de alternativas menos dominadas:
(a* tal gque min/uD(a) = /LD(a*)}
a

Pero se observa que existe una nueva causa de conflicto, no debi
do a la relacibn de las alternativas entre sf como era la discordan
cia anterior, sino por ser alguna alternativa inaceptable per se -
~de forma difusa- para algln individuo (el conjunto de soluciones -
admisibles es difuso). Sea entonces una funci6n de admisibilidad o

de veto:

v, + x — 0,1

que asigna a cada alternativa el valor cero si tal alternativa es
totalmente aceptable (aunque haya otras mejores y peores), la uni
dad si es totalmente inaceptable, y valores entre (0,1) en el resto

de los casos intermedios.

An§logamente a Di  definimos entonces

m
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D ‘ D
(a) si V,(a) < (a) i
, g <4 v
pre v
-V, (a
1"(1’/&0(3)).]_[ ——— a1 Vj(a)>/u.D(a)
b 1"/,L (a) .
o grado en que la accibén a esti vetada . De este modo nos interesa-

rfan las alternativas menos dominadas en este sentido, es decir, a-

quéllas con mayor grado de pertenencia al conjunto admisible:
\ v
a* tal que min (a) = (a¥) }
{ ] 3 /L( /(

(evidentemente, con esta técnica todo individuo tiene idéntica capa-
cidad de veto, ejercida a través de Vi , pero se podrfan ponderar -
con‘sendos coeficientes en la potencia de los cocientes en la expre=-
si6n de JARR

Si aceptamos la filosoffa de las soluciones satisfacientes de Si-
mon; nos interesarin las alternativas "suficientemente" cercanas al

6ptimo tebrico, y al conjunto

XNV

{ a* tal que /LNV(B*)= sup /uNV(a)}C: X
a

{con . /th(a) =1 - /(V(a)i) se le denominar8 maximal no dominado
(coﬂ veto). El conjunto de alternativas nftidamente no dominadas -

("Unfuzzy NV") ser&
XU"'N = {a* tal que /uNV(a*) =1 cC X

Y desde luego que se han de exigir condiciones de Coherencia entre



. 115

los difusos que se han necesitado; por ejemplo:

Di(a,b)=1 = qi(b,a)=1
q;(a,b)=1 => D, (a,b)=0
gi(a,b)r:o => Di(b,'a)=0
q;(a,bl >q;(b,a) = V,(b)2V,(a)
Otros trabajos, aparte de los ya citados, y que aportan una mayor
visibn global de las técnicas multicriterio, cara a ser modificadas

para su aplicacibén en este contexto, son Hwang-Masud (1979) y Starr-

-%leny (1979), ambos con amplia bibliograffa.



f’lpl} {qli} i(Di} {"1‘5
l

Concordancia

c:xxx—-][o,q

|

d:x;:x~—*[o,1]

|

Relacibn Dominacién

a®: x x x — [o,1]

Subordinacibn

Estructura Dominaci6én
D

/«:Xxx
L }

Estructura Dominacifn con Veto
/(": x ——[0,1]

Conjunto Alternativas menos Dominadas

[o.4]

{a* tal que /uv(a*)= min /uv(a)}
a
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