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Chapter 1

Estructuras algebraicas

En este capitulo estudiaremos la nocién de estructura algebraica, que juega un
papel fundamental en matemética y en muchas ramas de la ciencia. Concep-
tos como los de semigrupo, grupo, anillo, campo, espacio vectorial, categoria,
etc., permiten enfocar el estudio del algebra en un sentido abstracto, y deducir
propiedades comunes de clases muy amplias de objetos matemticos.

1.1 Notas histdricas

La palabra dlgebra es de origen arabe. El primer tratado moderno de algebra fue
escrito en el ao 820 d.C. por Al-Khwarizmi (desde su nombre deriva la palabra
moderna “algoritmo”).

Sin embargo, el origen de la disciplina remonta a la civilizacion babilonesa,
que ya posefa nociones de ecuaciones algebraicas de I y II grado.

Los antiguos griegos se enfocaron esencialmente en la resolucién geomtrica
de las ecuaciones algebraicas. Diofanto de Alexandra (III siglo a.C.) escribié un
tratado, “Arithmetica”, sobre la resolucién de dichas ecuaciones.

A partir del siglo XIII, el estudio del Algebra empieza a desarrollarse en
Europa de forma sistemética. El mas importante matematico de la edad me-
dia, Leonardo Fibonacci (Pisa, 1170-1250), dio una significativa contribucién al
desarrollo del dlgebra en su ”Liber Abaci” (1202). En particular, él introdujo
varias sucesiones numéricas y resolvié las ecuaciones ctibicas.

En la edad renacentista, la matematica en general, y el dlgebra en particular,
tuvieron un gran desarrollo con Nicola Tartaglia, Gerolamo Cardano, etc. Asi, se
organizaron desafios matematicos y competiciones de algebra en las principales
plazas italianas.

En el siglo XVII, la escuela francesa, con Franois Viete, Ren Descartes, Pierre
Fermat, dio contribuciones fundamentales al desarrollo de una visién nueva de
la geometria, expresada a través de nociones algebraicas.

Seria imposible describir en pocas palabras los avances impresionantes de la
matematica y en particular del algebra obtenidos a partir del siglo XVIII, por



matematicos como Gauss, Lagrange, Euler, etc. y posteriormente con Galois,
Abel, Ruffini, Dedekind, Riemann, etc.

Cabe destacar que, a pesar de que el dlgebra se haya convertido, cada vez
mds, en una disciplina abstracta, sobre todo en el siglo XX (con la geometria
algebraica y la obra de Grothendieck y muchos mds) y en la actualidad, sin
embargo, paralelamente, su aplicabilidad en otras ramas de la ciencia no ha
dejado de crecer.

1.2 Leyes de composicién

Denotaremos los conjuntos con letras latinas mayuisculas (A, B, C, ..., X, ...).
Los elementos de un conjunto se denotardon con letras latinas minusculas.

Por definicién, el conjunto de los niimeros naturales incluye el cero:
N=0,1,2,...

Dados dos conjuntos X e Y, su producto cartesiano es el conjunto de los pares
ordenados de elementos de X e Y:

XxY={(z,y)|lzeX,yeY}.

Definicién 1. Sea X un conjunto no vacio (no necesariamente numérico). Una
ley de composicion interna en X es una aplicacion

1:XxX =X
(a,0) e X x X —albe X (1.1)

El simbolo L es utilizado para denotar una ley de composicién arbitraria.

Ejemplo 1.1. La suma + y la multiplicacién - en N son leyes de composicién
internas: a dos nmeros naturales asocian otro natural.

Observacién Sea I = {1,3,5,...} C N el subconjunto de los nimeros impares.
El producto

-: I xI—1 esunaley de composicién interna en I .
Sin embargo, la suma
+:IxI— N noesuna ley de composicién interna en I
porque la suma de dos impares es un nimero par.

Definicién 2. Sea L una ley de composicion interna en X. Diremos que la ley

es asociativa st
(alb)le=al(bLle), Va,bceX. (1.2)

En este caso, utilizaremos directamente el simbolo alblc en el caso de com-
posicion de tres elementos. Diremos que la ley es conmutativa si

alb="bla, VabeX .



Ejemplo 1.2. En R, la suma + y el producto - son leyes asociativas y conmu-
tativas.

1.3 Estructuras algebraicas

1.3.1 Semigrupos, monoides, grupos
Introducimos ahora la nocién mas sencilla de estructura algebraica: el magma.

Definicién 3. Un magma es un par (X, L), donde X es un conjunto no vacio,
llamado el soporte de la estructura, y L es una ley de composicion en X.

Esta es la estructura mas general en Algebra. Sin embargo, necesitamos
que la ley de composicién posea mas propiedades para que sea de mayor utili-
dad en muchos contextos, matemaéticos y fsicos. La propiedad mas basica que
usualmente se requiere es la asociatividad.

Definicién 4. Un semigrupo es un par (X, L), donde L : X x X — X es una
ley de composicion interna asociativa. Un semigrupo se dird conmutativo si
la ley de composicion L es conmutativa.

Ejemplo 1.3. Los ejemplos posiblemente més basicos de semigrupo son (N, +)
y (N, ), ambos conmutativos.

Construiremos ahora estructuras cada vez mas refinadas, pidiendo que la ley de
composicion satisfaga a mas propiedades.

Definicién 5. Sea (X, L) un semigrupo. Un elemento e € X se dird elemento
neutro de la ley 1 si

VeelX: zle=elz=x. (1.3)

En otra palabras, el elemento neutro deja invariado el elemento z € X con
el que se componga. Una propiedad interesante de e es su unicidad.

Teorema 1. Si un semigrupo admite elemento neutro, este elemento es unico.

Demostracion. Sea (X, L) un semigrupo y supongamos que existan e, €’ ele-
mentos neutros de 1L en X. Entonces

{eJ_e’ =¢'le=¢€" porque e es elemento neutro ,

ele’ =€e’le=e porque € es elemento neutro

Definicién 6. Un semigrupo (X, L) dotado de elemento neutro de L se llamard
monoide.

Un monoide se dird conmutativo si su ley de composicién es conmutativa.
Los ejemplos anteriores, es decir (N, +) y (N, ) son también monoides (conmu-
tativos).



Definicién 7. Sea (X, L) un monoide. Diremos que un elemento x € X admite

un inverso en X, denotado con ™1, si

rlet=a"tlz=¢. (1.4)

Observamos que los monoides (N, +) y (N, ) no admiten elementos invert-
ibles (aparte el caso trivial de sus respectivos elementos neutros). Para que
los elementos de N sean invertibles respecto de la suma, debemos extender este
conjunto. El conjunto (Z,+) es un monoide conmutativo: para cada n € Z el
nimero —n es su inverso respecto de la suma.

El conjunto de los niimeros racionales (Q,-) es un monoide conmutativo re-
specto del producto. En general, no todos los elementos de un monoide son
invertibles. Cuando esta propriedad se cumple, obtenemos una estructura alge-
braica de gran relevancia tedrica e aplicativa: la de grupo.

Definicién 8. Un grupo es un monoide (X, L) en el que todo elemento admite
Un INVErso.

Sila ley es conmutativa, el grupo se dird conmutativo o abeliano (desde Niels
Abel, matemético noruego (1802-1829)). En otras palabras, un grupo es un par
(X, 1) en que se cumple la propiedad asociativa, existe el elemento neutro y el
inverso de cada elemento.

1.3.2 Propiedades elementales de los grupos

La teoria de grupos es una de las ramas més importantes de la matematica.
Consideraremos en esta seccién algunas propiedades sencillas pero fundamen-
tales de la nocién de grupo.

Teorema 2. Sea (G, L) un grupo. El inverso de cada elemento de G es inico.
Demostracion. Sea a € G. Supongamos que a posea dos elementos inversos:
JateGtalquealat=atla=e,
Jad €eGtalquealad =d'la=e.
Entonces,

alala™ =dl(ala™)=dle=d

I = a =a
(¢’ La)Lla™* =ela'=a""!
Teorema 3. Sea (G, L) un grupo. Para todo a,b € G:
(ald)™t =b"'lat. (1.5)



Demostracion. Tenemos:
(alb)L(brLla™ ) =al(blb ™) lat =alelat=ala ' =¢.
O

Ejemplos de grupos: (Z,+), (Q,+), (R,+), (R*,-), donde R* = R\{0} son
grupos conmutativos. Sin embargo, (Z, ) no es un grupo. Veremos en la seccién
1.14 que el conjunto de las matrices invertibles con coeficientes en un cuerpo K
es un grupo.

1.3.3 Subestructuras

Una pregunta muy natural es la siguiente: si el par (X, 1) representa una estruc-
tura algebraica (semigrupo, monoide, grupo), entonces, dado un subconjunto
A C X del soporte de la estructura, j bajo qué condiciones (A, L) es per se una
estructura algebraica ? En este caso, diremos que (A, 1) es una subestructura
de (X, 1).

Definicién 9. Sea (X, L) un semigrupo, A C X, A # (. Diremos que A es
estable respecto a la ley L si

Vz,ye A: rlye A.

Es evidente que, si A es estable respecto de L, entonces (4, L) es una sube-
structura (precisamente, un sub-semigrupo) de X. El el caso de subconjuntos
de un grupo, vale el siguiente teorema de caracterizacin

Proposicién 1. Sea (G, L) un grupo y H C G, H # (). Entonces
H es un subgrupo de G <= Y a,b€ H: alb™' € H.

Demostracion. Si H es un subgrupo y b € H, entonces b~! € H. Ademds, la
composicién de dos elementos de H pertenece a H, en particular a b~ € H
Va,be H.

Viceversa, supongamos que alb™' € H ¥V a,b € H. Est4 claro que la ley L,
siendo asociativa en G, seguird siendo asociativa para cada terna de elementos
de H. También, eligiendo a = b, tenemos que blb™' = e € H, es decir H
contiene el elemento neutro (inico) de G. Finalmente, eligiendo a = e, tenemos
queVbe H,b ' € H, es decir todo elemento de H es invertible. Por tanto, H
es un subgrupo de G. O

Bajo las hipdtesis de la Proposicién 1, si G es un grupo conmutativo, evi-
dentemente H es un subgrupo conmutativo.

1.4 Anillos

Dado un conjunto X # (), podemos también construir, con X como soporte,
estructuras con més de una ley de composicién. La maés sencilla entre ellas es
la de anillo.
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Definicién 10. Un anillo (A, +,-), es un conjunto A # 0 dotado de dos leyes
de composicion internas, llamadas por convenio suma y multiplicacidn, tales
que:

o (A,+) es un grupo conmutativo

e [a ley producto en A es asociativa:
(a-b)-c=a-(b-c), YVa,bceA
y distributiva respecto de la suma:

a-(b+c)=a-b+a-c,
(a+b)-c=a-c+b-c, YV a,bce A

Por definicién, en un anillo la primera ley (denotada simbolicamente como
”+") es conmutativa. Si también la segunda lo es, diremos que el anillo (4, +, -)
es conmutativo. Sien el anillo (4, +, -) el producto admite un elemento neutro,
llamado por convenio unidad, entonces diremos que A es un anillo unitario!

Ejemplos muy relevantes de anillos son:

(1) El anillo de los enteros (Z, +, ), que es unitario y conmutativo

(2) El anillo de los polinomios (R[z],+,-) en la variable z, con coeficientes en
R, que es conmutativo y unitario

(3) El anillo, no conmutativo, y unitario, de las matrices M,,x,(A) cuyos ele-
mentos pertenecen a un anillo A.

1.5 Cuerpos

Cuando en un anillo unitario todos los elementos son invertibles también re-
specto de la segunda ley de composicién (salvo el ”cero” de la primera), tenemos
una estructura algebraica fundamental: la de cuerpo.

Definicién 11. Un cuerpo es un conjunto K # 0, dotado de dos leyes de
composicion internas, llamadas suma y producto, tales que:

o (K,+) es un grupo conmutativo, con elemento neutro 0

o (K*,-) es un grupo, donde K* = K\{0} y 1 (#0) es el elemento neutro
del producto

e La suma es distributiva respecto del producto:

(a+b)-c=a-c+b-c a-(b+c)=a-b+a-c, Y a,b,ce A

1Varios autores (como Bourbaki y Lang) piden la existencia de la unidad en un anillo, es
decir, definen como anillo lo que para nosotros es un anillo unitario.
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Si el producto es conmutativo, el cuerpo (K,+,-) se dird conmutativo.

Por €j., (Q,+,-), (R,+,-), C,+,-) son cuerpos conmutativos. Los cuater-
niones (H, +,-) forman un cuerpo no conmutativo.

Resumen. Utilizando la notacién + y - para las leyes de composicin:

(X,+) semigrupo : + asociativa
(X, +) monoide : + asociativa, Je
(G,+) grupo : + asociativa, Je, 2~}
A+, - anillo : A, +) grupo conm., “-” asociativa y distributiva
g y
(A,+,) anillo unitario : (A, +) grupo conm., “-” asociativa y distributiva, 3 “1”
K, +,- cuerpo : K, +) grupo conm., (K*,-) grupo, “-” distributiva
(K, +, p ,+) grup , (K™, ) grupo,

Las estructuras anteriores se dirdn conmutativas si, en el caso de semigrupos,
monoides y grupos, es conmutativa la ley +; en el caso de anillos y cuerpos, si
lo es la ley - (la + lo es por definicién).
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1.6 Numeros Complejos

Presentaremos la construccién rigurosa del cuerpo de los nimeros complejos
como estructura algebraica. Con ma&s precision, los complejos son pares de
numeros reales, que se componen entre si mediante dos leyes de composiciéon
internas especificas, como se detalla a continuacion.

Definicion 12. El conjunto de los niumeros complejos es el conjunto de los
pares de mimeros reales C := (R?,+,), dotado de dos leyes de composicion
internas definidas de la forma siguiente:

+:R? x R?
(1,01) + (2,92) = (1 + 2,51 + ¥2)
:R? x R?
(x1,91) - (¥2,y2) = (T172 — Y1Y2, T1Y2 + Y172)
El subconjunto de los pares (x,0) € C se identificard con R.

Observamos que la suma de pares de reales es estandar, mientras que el
producto estd definido de forma tal que los complejos adquieren propiedades de
cuerpo muy interesantes.

Definicién 13. Se define unidad imaginaria al par
i:=(0,1) . (1.6)

Esta definicién nos permite reobtener las propiedades usuales de la unidad
imaginaria.

Proposicion 2. La unidad imaginaria i € C satisface a la ecuacion
i?=-1 (1.7)
Demostracion.

i =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = -1 .

Sea z = (x,y) € C. Valen las igualdades siguientes:

(z,y) = (2,0) + (0,y) = (x,0) + (0,1) - (y,0)

Por tanto, dado que (x,0) = z Vz € R, tenemos la representacién cartesiana de
un nimero complejo:
z=x+1y . (1.8)

Definicién 14. Dado el numero z = x + iy € C, el numero real x se dird la
parte real de z, y el numero real y se dird la parte imaginaria de z.
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Utilizaremos las notaciones * = Re z, y = Im z. Dados dos ntimeros com-
plejos 21 y 2o,

Xr1 = T2
21 = 29 <—
Y1 =192

=0
En particular, z = 0 < {x
y=0

Determinemos el inverso de un nimero complejo. Sea z = a+ib, y queremos

demostrar que 3 27! = 2 + iy tal que 227! = 1 = 2~ '2. Estas relaciones son
equivalentes a

ar —by =1 T S b
ay +bxr =0 a2 +b2 a2 b2

Utilizando la definicién de C, es facil demostrar el siguiente

Teorema 4. El conjunto C es un cuerpo conmutativo. Precisamente, valen las
propiedades siquientes:

21+ (22 + 23) = (21 + 22) + 23 V 21, 29,23 € C
z4+0=2z VzeC
z4+(—2)=0 VzeC
z1+tz=2z0+21 YV 21,29 € C
21(2223) = (2122)23 V 21,29,23 € C
z-1=z VzeC

z-z 1 =1, vV z € C, z#0
2129 = 2921 V 21,29 € C

z1(z2 + 23) = 2122 + 2123 V 21,29,23 € C

(21 + 22)23 = 2123 + 2223 V 21,20,23 € C

1.6.1 Conjugacién compleja
Definicion 15. Sea z = x + iy € C. Se define complejo conjugado de z, y se
denota con z, al nimero complejo

Z=x—1y . (1.9)

Proposicion 3. Como consecuencia inmediata de la definicion anterior, valen
las propiedades siguientes:

1) @)=z
(2) 21+22:21+22

(3) 2129 = Z1 + 29

14



Ademas,

1 _ 1 _
Rez-i(z—i—z), Imz—in(Z—Z) (1.10)

1.6.2 Moébdulo de un ntiimero complejo
Definicién 16. Se define mdodulo del numero complejo z = x + iy a la funcion
[|:C—=R
2| = Va2 42 . (1.11)

Proposicion 4. La funcion mdodulo satisface las propiedades siguientes:

(1) |z122| = |21] | 22] V21,20 € C
2 2= VzeC
3  zoz=|zf VzeC
(4) [Re z|] < 2], [Im z| < |2 VzeC
(5) |21 + 22| < |z1| + |22] (desigualdad triangular) V21,20 € C
©6) Azl =zl < [z — 2
(7) z‘1=#, V2eCz#0
Demostracion.
(1)
lz122] = V(w122 — y192)? + (X192 + 2201)° = \/xfwg + 2292 + 222 + y2y2

= eyl et ed = allal .

2l = Va2 + (-y)? = ||
|2

zZ:(m+iy)(m—iy):m2+y2:|z

Re | = ol < VA =] .
Andlogamente se demuestra que [Im z| < |z|.
(5)
|21+ 22> = (21 +2) (@ F22) = | + |2l + (21224 Z2120) = |21]° + |22]” + 2Re(21%)
21]* + |22|* + 2 |2122] = [21]? + [22]? + 2] 21| 22| = (|21 + |22])? .

IN

(6)

|21 = [(21 — 22) + 22| < |21 — 22| + |22| = |21] — [22] < |21 — 22
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Cambiando z; por zy, obtenemos la desigualdad |z2| — |z1| < |21 — 22|. Ambas
desigualdades implican ||z1]| — |22]| < |21 — 22] .

(7 2 7
Desde la relacién z-z = |z|*, deducimos que, si z # 0, 27! = ﬁ En particular,
si |z| = 1, tenemos z = 27 L.

O

1.6.3 Argumento

Sea C* = C\{0}, y z € C*. Existe 6 € R tal que podemos escribir z en la forma
siguiente:

z = |z| (cos @ + isin0) (1.12)
La férmula (1.12) es conocida como la representacién polar o trigonométrica
de un nimero complejo. Observamos que 6 es el angulo que el vector z forma
con el eje real positivo. Claramente, anadiendo multiplos de 27 a dicho dngulo,
obtenemos una familia de dngulos que representan en la férmula (1.12) el mismo
nimero z. En otras palabras, 6 estd definido médulo un multiplo de 2.

Definicién 17. Sea z € C*. Llamaremos argumento de z, y lo denotaremos
con arg(z) a cualquier @ € R tal que z = |z| (cos 6 + isin 6)

En base a la definicién anterior, a cada 0 # z asociamos una familia infinita
de argumentos. Por ejemplo

. ™ T T
r=i = 96{5,5127@...7}—{§+2kw‘kez}

z=—1—1 — 9€{T+2kﬂ kGZ}{?erLler

kGZ}.

Evidentemente, arg(z) no es una funcién. Para que lo sea, es decir para que 6
sea tUnico, es necesario elegir un cierto intervalo de valores reales, de longitud
27, e imponer que 6 pertenezca a dicho intervalo. Cuando escogemos semejante
intervalo I, diremos que hemos tomado una determinacién del argumento.
De esta forma, podemos construir una funcién, denotada con argy : C* — 1.
Tipicos ejemplos de posibles elecciones de I son representados por los intervalos
[0,27), (—m, 7], —(5, 2], etc.

Definicién 18. La funcién argr(z) es el inico valor de arg(z) que pertenece al
intervalo 1. En particular, si I = (—m, 7], la funcién

Arg z = arg—x (), ze€C” (1.13)
se dird la determinacion principal del argumento de z.
Ejercicio 1.4.

Arg(1) =0, Arg(l1+4+1i)=wn/4, Arg(i)=n/2, Arg(—-1)=m,
Arg(—=1—1i) = =3n/4, Arg(—i)=—-n/2, Arg(l—i)=—-n/4.
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Observamos que Arg(z) : C* — (—m, 7] es una funcién discontinua en el semieje
R~ U{0}. La determinacién argjo or)(z) es discontinua en el semieje RT U {0}.
Si tomamos un intervalo arbitrario, la determinacion argpq a42+) (y también
arg(a,a+2x]) s discontinua en la semirrecta cerrada que forma un dngulo o con
el eje real positivo.

La representacién polar de un niimero complejo se escribe cominmente en
la forma

z=r(cosf +isind), r=]|z|,0=arg(z), zeC.
Tenemos que
zy2we Crz=w <= (|z| =|w|, arg z =arg w mod 2m)

Calculemos ahora el producto de dos complejos a través de su representacion
trigonométrica. Si z1, zo € C*, tenemos:

z172 = 71(cosBy + isinb)ra(cosby + isinby)
= ri72[(cos by cos By — sin 0y sin ) + i(cos by cos B + sin 0, sin b))
= ryrafcos(fy + 02) + isin(fy + 63)]

Deducimos inmediatamente que
arg(z122) = arg z1 + arg zo mod 27

Sin embargo,
Arg(z122) # Arg(z1) + Arg(zz).

Como contraejemplo, observamos que

3T

Arg(—i) = —g # Arg(—1) + Arg(i) = -

Otras propiedades elementales del argumento son:

(2271 =1=) arg(z") = —argz mod 27
(22 = |2 =) arg(z) = -—argz mod 27
arg(zi1/z2) = argz —argz mod 27

validas para todo z, z1, 29 € C*.

1.7 Formula de de Moivre

La representacion polar es particularmente versatil a la hora de multiplicar entre
si dos niimeros complejos.

Teorema 5. Sea z € C*, z = r(cosf + isinf). Entonces

2" = r"(cosnb + isinnb), newz. (1.14)
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Este teorema se puede demostrar por induccién (nétese que es vdlida también
para cualquier n € Z).

Una consecuencia interesante de la férmula de de Moivre es la posibilidad
de calcular las funciones cosnf y sinn# en términos de cosf y sin 6.
Por ejemplo, para calcular cos 36 y sin 36, observamos que

(cos® +isinf)® = cos30+isin3f <
cos® 0 4 3icos® fsinf — 3cosfsin®f —isin®d = cos360 +isin36 .
Identificando la parte real y la parte imaginaria de primero y segundo miembro,

obtenemos

cos 30 = cos® @ — 3 cosOsin? 0
sin30 = —sin® 0 + 3cos? fsin b .

1.8 Raices n-ésimas: caso general

Resolvemos ahora el problema de determinar todas las raices de un nimero
complejo.
Sea z € C*, z = r(cos + isind). Determinemos los nimeros complejos

w e C, w' =2z (1.15)
Sea w = p(cos ¢ + ising). La relacién (1.15) implica

pr=r

"(cosny + isinny) = r(cosf +isinh) —
P 7 2 ( ) {n<p=0+2k7r, keZ

Evidentemente, tenemos que los n niimeros

Wy = (/?[cos <9+2k”> 4 isin (94_%)], k=0,1,...,n—1 (1.16)
n n n

n

satisfacen la ecuacién (1.15). Estos ntimeros se dirdn las raices n-ésimas del
nimero z. Observamos que en la férmula (1.16) sélo aparecen las n raices
distintas. Esta claro que wy y wg4, coinciden para todo I € Z.

Ejemplo 1.5. Calcular las raices cibicas de i. Sea z = i, |z| = 1. Entonces

T 2km . (7T 2km
wk:(:os(6+3>+zsm<6+3), k=0,1,2

Tenemos: wy = (V3 +1), w1 = 2(—V3 + 1), wy = —i.

Ejemplo 1.6. Calcular (—8i)Y/3. Sea » = —8i: [2| = 8, arg z = 0 = 3.
Entonces,

_i\1/3 _ T 2kmN L (T 2k -
(—8i) 2|:COS(2+ 3 + isin 2+ 3 , k=0,1,2.
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Precisamente, tenemos

Wwo = 2i,
wy = 2[cos—+zsm—} 7\[7

Wy = 2[005“—”—&—@81 }

g

1.9 Funcién exponencial compleja

Definicién 19. Sea z = z + iy € C. Definimos la exponencial compleja como

z

e = e"(cosy + isiny) . (1.17)

A partir de esta definicién se puede demostrar también que valen las representa-
ciones siguientes:

z 2 2"
e = lim (14 =), e* = E —
n—o0o n n!

n=0

COINO Se Vera en cursos superiores.

Claramente, si z € R, entonces la exponencial compleja se reduce a la expo-
nencial real.

Valen las propiedades siguientes:

(i) e*e? = e*tw

(ii) e =

(iii) e = ¢€*
Una consecuencia inmediata es la célebre formula de Euler

e = cosf +isinf (1.18)

que nos permite introducir la representacién exponencial de un nimero com-
plejo:
z=re? . (1.19)

Tenemos las fundamentales relaciones

=1 e =

, e = 1 3mi/2

, e = —q, e = 1.

)

También podemos escribir _
z=|z| 9 * (1.20)

Si z = re', tenemos que 2" = r"eY,
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1.10 Raices n-ésimas de la unidad

Estudiemos ahora la ecuacion

2" =1, zeC". (1.21)
Aplicando la teoria anterior, obtenemos inmediatamente
2k 2k
o= cos X Lisin N k=01,....n—1. (1.22)
n n

Las soluciones de la ecuacién (1.21) por tanto son

2mi Ami 2(n-1)mi
zo =1, z1=en, Zo=e€emn ..., Zpn—1 =€ n

3

Por ejemplo, para n = 3, tenemos que la ecuacién z° = 1 admite las tres

soluciones
27i 4rmi

z0=1, z1=¢€3 Zog =€ 3

Interpretacién geométrica. Las raices n-ésimas de 1 determinan un poligono
regular de n lados inscrito en el circulo de radio 1.

1.11 Polinomios

1.11.1 Definiciones
Definicién 20. Sea (A,+,-) un anillo conmutativo unitario. Sea
() := ag + a1z +agx® + ... +az”, ap,ai,...,an € A, a, #0 (1.23)

Diremos que p,(z) es un polinomio en x de grado n con coeficientes en el anillo
A. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes en A se denota con Alx].

Una constante ag € A <= polinomio de grado cero en A[z].

Si n es el grado de un polinomio p(z), el término a,z” se llamara término
dominante del polinomio. Si el coeficiente del término dominante es igual a 1,
el polinomio se dir4 monico.

1.11.2 Propiedades del grado
Sean P, ) € Az]. Valen las propiedades siguientes:

(1) grad (P - Q)= grad P + grad @
(2) grad (P + @) < méax (grad P, grad Q) .

Ejemplo 1.7. Z[z] es el conjunto de todos los polinomios en z con coeficientes
enteros.

p(x) = 32? — 52+ 1 € Z[], q(z) = 92° + 62° + Tx — 8 € Z[x]
Otros ejemplos son Q[z], R[z], C[z], etc.
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Proposicién 5. Sea (A,+,-) un anillo. Entonces (Alz],+,-) es también un
anillo, respecto de las operaciones:
(1) suma de polinomios:

mazx(n,m)

ple)+a@) = Y (ak+ bt

k=0
(2) producto de polinomios:
n+m
pe) ato) = Y (X ay et
k=0 itj=k

donde p(z) = ag+ar1x+asx®+. .. +a,2", q(x) = bg+b1x+bo2® +.. .+ ba™ €
Alz]. Ademds, en la expresion de la suma se asume que si mazx(n,m) = n,
entonces by, = 0 para k > m; andlogamente, si max(n,m) = m, tomaremos
ar =0 para k > n.

Explicitamente, tenemos (sea por ej. n > m):
p(x) +q(x) := (a0 +bo) + (a1 + b))z + ...+ (A + b)) 2™ + Gpyp12™ T +ana™ ;
p(x) - q(x) = agby + (arbo + agby)x + (azby + arby + aghs)x® + ... + apbpaz™™ .

(A[z], +-): el anillo de los polinomios con coeficientes en el anillo conmutativo
unitario A.

1.11.3 Raices de polinomios y completitud algebraica

Sea K un cuerpo conmutativo, y p(z) € Klz]: p(z) = ap + a1z + ... + anz™,
a; € K.

Definicién 21. Diremos que el escalar oo € K es una raiz de p(z) si p(a) = 0.

El lema a continuacién nos permitird demostrar un resultado interesante de
la teoria de los polinomios.

Lema 1. Para todo par de polinomios p(z), q(x) € K[z], q(z) # 0, existen dos
polinomios d(x), r(x) € Klz], tales que

p(z) = d(z)q(z) + r(z)
con grad r(x) < grad g(x). Ademds, dichos polinomios son tinicos.

Teorema 6. Sea oo € K y p(z) € Klz]. El escalar o es una raiz de p(z) <=
p(z) = (z = a)d(z).
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Demostracion. Sea a una rafz de p(z). Como consecuencia del Lema 1, dados
los polinomios p(x) y (x — «), existen sendos polinomios d(z) y r(x) tales que

p(z) = (z — a)d(z) +r(z)
con grad r(z) < grad ¢(z) =1 = r(z) = const. Ademds, dado que
0=p(a) =0+r(a) = r(a)=0

asi que p(z) = (z — a)d(z). O

El resultado siguiente establece que cada polinomio con coeficientes en C
posee almenos una raiz en C. Por su relevancia es denominado Teorema funda-
mental del dlgebra.

Teorema 7. Sea p(z) € C[z]. Entonces 3 z; € C tal que p(z1) = 0.
Desde el Teorema fundamental del algebra desciende el

Teorema 8. Todo polinomio p(z) € C[z] se factoriza como producto de factores
de grado 1, es decir

p)=alz—2z1)(z—22) ... (2 — 2zn) (1.24)
donde a € C, y z1, ..., z, son las raices de p(z).
Demostracion. Sea grad p(z) = n. Aplicando el teorema fundamental del

algebra y el Teorema 6, obtenemos p(z) = (z — 21)q(2), con grad ¢(z) =n — 1.
Utilizando el mismo razonamiento a partir del polinomio ¢(z) asi obtenido, y
reiterando el procedimiento, obtenemos la factorizacién (1.24). O

En general, cada raiz en la factorizacion anterior tendra su multiplicidad
algebraica, es decir, si p(z) es un polinomio de grado N, en general

p(z) =alz —21)™ - ... (2 — 2)"F, ni+...+ng=N.
Diremos entonces que la raiz z; posee multiplicidad algebraica n; > 1, i =
1,..., k. En particular, si n; = ... =n, = 1, diremos que las raices de p(z) son
simples.

Esta fundamental propiedad de factorizacién para los polinomios en C[z]
también se expresa diciendo que el cuerpo C es algebraicamente cerrado.
Sin embargo, ni @Q ni R son algebraicamente cerrados. Como es bien conocido,
la ecuacién z? = 2 no admite soluciones en Q, y la ecuacién 22 +1 = 0 no
admite soluciones en R.

Si un polinomio tiene coeficientes reales, sus eventuales raices complejas
aparecen en pares {2y, Zj .
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1.12 Formulas de Cardano - Viete

Sea
pn(z) = anz" + Un_12" V4. a2z + a1z + ao, agy .. -,0, € Cia, #0 .
Como consecuencia del Teorema fundamental del dlgebra, el polinomio tiene n
raices (no necesariamente distintas) z1, ..., z,.

Problema. ;Qué relacién hay entre {ag,...,an} vy {z1,...,2n} ?

Consideremos algunos casos particulares.

ao

p1(z) = a1z + ao, z7 =
ai

pa(z) = asz’> + a1z + ag = az(z —2z1)(z — 22) = a2[22 — 2(z1 + 22) + z129]

Por tanto,
a
{Z1+22__[1)7

__a
2122—£.

p3(2) = az2® + ax2® + a1z +ag = az(z — 21) (2 — 22) (2 — 23) =

21+Z2+23:—Zf

a1

2122 + 2123 + 2223 = ¢

— 20

Z129%3 = as

Caso general: sea
Pn(2) =an2" 4 an_12"" ..+ az? + a1z + ao, an 7 0.

Tenemos entonces las féormulas generales de Cardano-Viete, que relacionan las
raices con los coeficientes del polinomio:

Ay —
21+22—|—...—|—Zn:—27nl
an—2

(z120+ 2125+ ...+ z120) + (2223 + ...+ 2220) + ... + 2no12n = o=z

Z122 ... Zp = (—1)7”1*0

An

1.13 Matrices

1.13.1 Definiciones

Definiciéon 22. Una matriz es una coleccion de objetos, dispuestos en una
forma rectangular, en filas y columnas.
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Consideraremos siempre matrices formadas por escalares. Estos escalares se
denominan los coeficientes de la matriz. Dada una matriz A, indicaremos con
(A)i; = ayj el coeficiente situado en la fila i-ésima y en la columna j-ésima. El
conjunto de todas las matrices con n filas y m columnas, con coeficientes en un
cuerpo K se denota con el simbolo M, xm, (K). Es decir

a1 ... Qim
A€ Myxm(K), A= N R
p1  -+- Gpm
También se usan las notaciones A = (a;;), A= {a;},i=1,...,n,j=1,...,m.

Definicién 23. Sea A € M, (K), con coeficientes a;;. La matriz transpuesta
de A, denotada con A, es la matriz en M, xn, con coeficientes (A');; tales que
(At>” = (A)ji7 1= 1,...,m, _] = 1,...777/.

En otras palabras, la matriz transpuesta de A se obtiene intercambiando las
filas de A con sus columnas.

Definicién 24. Sea A € M,,(K). Si A= A', A se dice stmétrica.
Si A= —A', A se dice antisimétrica.

Definicién 25. Una matriz A € My« (K) se dird triangular superior si a;; = 0
Vi > j, y triangular estrictamente superior si a;; = 0V i > j. Una matriz
A € Muxn(K) se dird triangular inferior si a;; = 0V i < j y triangular
estrictamente inferior si a;; =0V i < j.

Ejemplo 1.8. Las matrices

ai; aiz ... PN [e5TD) ail 0
0 a2 ... . Aon a21 a22
T1 - ’ T2 -
0 0 cvr Op—1n—-1 G0n-1n an—1,1 QAn-1,2
0 0 ce 0 Ann Qn,1 an,2 ceo Qpp—1

son, respectivamente, triangular superior y triangular inferior. Si la diagonal
principal tambin se anula, sern triangulares en sentido estricto.

Definicién 26. Una matriz en la que los elementos de las diagonales descen-
dientes son iguales se denomina matriz de Toeplitz, es decir

Ajj = Qj41,541 = Gj—j-

Ejemplo 1.9. La matriz

ag a1 a-2 ... ce a,(n,l)
aq ag a_1
a9 aq Qg
_A =
a_q a_2
ay Qg a_1
Ap—1 N N ag ay an
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es de Toeplitz.

1.13.2 Suma de matrices
Sean A = (ai;), B = (b;j) € Mpxm(K).
Definicién 27. La aplicacion
+ 1 Mo (K) X Moy (K) = Mo (K)
(A,B) - A+ B, (A+ B)ij == a;j + bij
se dird suma de las matrices A y B.

Dicho de otra forma, la matriz suma tiene como coeficientes la suma (en K)
de los coeficientes que ocupan la misma posicion en las matrices sumandas.

Definicién 28. La matriz tal que a;; = 0V i, j se dird matriz nula.

1.13.3 Producto de una matriz por un escalar
Sea A € K, A = (a;j) € Mpxm(K).
Definicién 29. La aplicacion
K x My (K) = Moy (K)
(MA) = M, (AA)ij = Aayj -
se dird producto del escalar A por la matriz A.

Evidentemente, el producto por un escalar consiste en multiplicar cada en-
trada de la matriz A por el escalar .

Notese que la aplicacién anterior es un ejemplo de ley de composiciéon ex-
terna. Si X es un conjunto no vacio, y K un cuerpo, una ley de composicién
externa es una aplicacién

*: Kx X — X.

De forma mas general, K puede ser remplazado por un conjunto no vacio arbi-
trario.
1.13.4 Producto de dos matrices

Definicién 30. Sean A = (a;;) € Myxm, B = (bij) € Muyxx(K). Llamaremos
producto de matrices a la aplicacion

sl Mnxm(K) X mek(K) - Mnxk(K)
(A,B)—> A-B
tal que

cij=(A-B)ij,  ciji=Y amby .
k=1
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Habitualmente omitiremos el - para denotar el producto de dos matrices.

Explicitamente, si A = (a;;) € My xm(K), B = (bi1) € My (K), tenemos

a1 ... Q1m b11 blk: C11 ... C1E
AB = : : : : =

apl  --- Gpm bm1 .. bk Cnl --- Cnk

donde cj; = a;1b1;+. .. +ajmbm es el producto de la fila j-ésima por la columna

[-ésima.

1.13.5 Propiedades del producto de matrices

Teorema 9. Sean A € Myym(K), B € My xp(K), C € M,x,(K). Entonces

A(BC) = (AB)C .

Demostracion.

(1.25)

[ABCO)]:; = Zm: Aie(BO)y, Z&k(Z&d@;) = Zp: (iAikBkl)Clj

b
Il
_

=1 =1 “k=1

|
M=

(AB)uCi; = [(AB)Cl;;

1

Teorema 10. Sean A € M, xm(K), B,C € M,,x,(K). Entonces

A(B+C) = AB + AC .

Demostracion.

[AB+C))y = ZAM B+C)kj = Ain(Bij + Crj)
k=1 k=1

= ZAszk] +ZAZ/€CI<‘] (AB)ij + (AC)45 .

Teorema 11. Sean A, B € M, (K). Entonces
(AB)! = B*A!

Demostracion.

n

[(AB)"i; = (AB)ji = > AjBri = > _(B")(A')x; = [B A5 .

k=1 k=1
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O
Observacion El producto de matrices no es necesariamente conmutativo, es
decir, en general AB # BA.

Otras propiedades elementales. Si A, B € M, (K), A € K, tenemos:
(4 = 4
(A+B)! = A'+ B
(A" = M4

Observacion La discusién anterior nos lleva a la conclusién que el conjunto
(/\/ln(K), +, ) es un anillo unitario: la matriz

1 0 0

0 1 0
1=1.

: 0

0 1

se dird matriz identidad de M,,(K). En general, este anillo no es conmutativo.

Una cuestion natural es averiguar las propiedades de invertibilidad en este
anillo respecto del producto de matrices.

1.14 Matrices invertibles

Definicién 31. Sea A € M, (R). Se dice que A es invertible si existe otra
matriz C € M,,(K) tal que

AC =1, CA=1.
Diremos entonces que C es la matriz inversa de A, y la denotaremos con A™L.
Proposicion 6. La matriz inversa es unica.

Demostracion. Esta propiedad es una consecuencia inmediata del Teorema 2.
También podemos demostrarlo directamente. Supongamos que 3 B € M,,(K)
tal que BA = AB = I. Entonces

B=B1=DB(AA™) = (BAA ' =14"1=4"1.
Por tanto, B = A™!, es decir, la inversa es tinica. O

Definicién 32. Una matriz no invertible se dird singular. Una matriz invertible
se dird regular o no singular.

Consideremos ahora el caso sencillo n = 2.
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Teorema 12. Sea A € My(K), A = <CCL Z

1 d —b
71 _
AT = —— (_c } ) . (1.28)

Demostracion. Es suficiente comprobar con un célculo directo que AA™! =
1. O
El escalar ad — be es el determinante de A, como veremos més adelante.

). Si ad — be # 0, entonces A es

invertible, y

Teorema 13. Sean A, B € M, (K).
(a) Si A es invertible, entonces A~1 es invertible, y
(A H =4, (1.29)
(b) Si A y B son invertibles, también lo es AB, y
(AB)"'=B7tAa™!. (1.30)
(c) Si A es invertible, también lo es A, y
(AH™t=(Aa"hH. (1.31)

Demostracion.
(a) Por definicién, la matriz inversa de A~! tiene que cumplir la propiedad

(AH A =4 A ) =4,

Observamos que A cumple esta propiedad. Dado que la inversa de una matriz
es lnica, deducimos inmediatamente que (A~!)~1 = A.

(b) Es una consecuencia del Teorema 3 . También podemos observar directa-
mente que

(AB) -B™'A7' = A(BB YA ' = ATA"' = AA7 =1
(c) Sea A invertible. Tenemos:
1= (AA—l)t —_ (A—l)t LAt — (At)—l — (A—l)t .

O
La discusién anterior nos permite enunciar el siguiente

Teorema 14. El conjunto de todas las matrices invertibles de M, (K) es un
grupo respecto del producto de matrices.

Definicién 33. El grupo de las matrices invertibles de M,,(K) se denomina
grupo lineal y se denota con GL(n,K).
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1.15 Operaciones elementales

1.15.1 Definiciones

Definiciéon 34. Una operacion elemental de filas consiste en una de las tres
transformaciones siguientes:

(1) Cambiar entre si dos filas.

(2) Multiplicar una fila por un escalar (no nulo)

(8) Sumar una fila a otra fila.

De manera analoga se definen las operaciones elementales de columnas.

Definicién 35. Se dice que dos matrices son equivalentes por filas (columnas) si
existe una sucesion de operaciones elementales de filas (columnas) que convierte
una matriz en la otra.

Denotaremos con e;(A) a un conjunto de operaciones elementales de filas apli-
cadas a una matriz A y con e.(A) a un conjunto de operaciones elementales de
columnas.

Observacion Para indicar que dos matrices son equivalentes por filas utilizare-
mos la notacién A ~¢ B. Sean A, B, C € My xm(K). Tenemos:

Anj A
ANfB — BNfA
ANfoBNfC — ANfC.

Por tanto, siendo verificadas las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva,
~¢ es una relacion de equivalencia.

Lema 2. Sean A € M,xm(K), B € My, x1(K). Tenemos

¢;(AB) =¢e;(A)- B | (1.32)
eo(AB) = A-e.(B) , (1.33)
ef(A) = (e(A)',  ec(A) = (ef(Ah)" . (1.34)

1.15.2 Un algoritmo para invertir matrices

Teorema 15. Una matriz A € M, (K) es invertible si y sélo si es equivalente
por filas a 1,,. En este caso, cualquier sucesion de operaciones elementales de
fila que reduzca A a 1,, también transforma 1, en A~L.

Demostracion. Segun el Lema 2, sabemos que ef(AB) = ef(A) - B. Entonces,
er(1) = ef(AA™Y) = (es(A))A™

Por tanto, deducimos la igualdad ey (1) = (e;(A))A~!, de donde se obtiene que,
si ef(A) =1, entonces A~ = ey (1). O
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Dada una matriz A € M,,(K), tenemos entonces un simple algoritmo para
determinar A~!. Introducimos la matriz

1 0 0
(A | ]l) = as1 G as3 |0 1 0
az1 azz a3z |0 0 1

Si A es equivalente por filas a 1, entonces (A | 1) es equivalente por filas a
(1| A=1). De esta forma, construimos A~!. Si no consequimos reducir 4 a 1
mediante operaciones elementales, A no es invertible.

Ejemplo 1.10. Sean f;, fo la primera y la segunda fila de la matriz A.

1 211 0\ foofo—-3f 1 2 1 0 fo—=(—1/2)f2 1 2
(3 410 1> - (0—2—3 1) — (0 1

i hs2fs ( 10

N =

1.15.3 Matrices por bloques

Cuando una matriz tiene una estructura por bloques, la discusién de sus even-
tuales propiedades de invertibilidad se simplifica. Consideraremos dos casos
sencillos.

(a) Supongamos que una matriz F' € M,,(K) tenga una estructura por bloques

de la forma A
B
F= (ﬁ)

con A € Mk(K)7 B e ka(n_k)(K), C e M(n—k)x(n—k)u (ORS M(n—k)xk(K)-
Supongamos que A y C sean invertibles. Entonces, F' es invertible, y

ol ( Al | —A'Bo! )

o] o7

Ejemplo 1.11. Sea

Ientificamos los bloques:

A(zl)) g), det A= -1 0(3 8), det C=1.

-1 _ -5 2 -1 3 -8
e e ()
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asi que

-5 2 0 0
4 3 -1 0 o0
Fo=10 o 3 -8

o 0 -1 3

(b) Sea ahora una matriz por bloques de la forma

- (#8)

Si A, B son invertibles, entonces
AL ‘ 0]
-1 _
H = ( "B ICAT [ B ) :

1.16 Reduccién por filas

Definicién 36. Sea A € M, xn(K). Llamaremos pivote o entrada principal
de una fila (columna) de A al primer elemento no nulo de dicha fila (columna),
si es que hay alguno. Una columna que contiene a un pivote se llamard columna
pivote.

Definicién 37. Diremos que una matriz rectangular estd en forma escalonada
por filas si satisface las tres propiedades siguientes:

(1) Todas las filas distintas de cero estdn situadas arriba de cualquier fila
integrada solo por ceros.

(2) El pivote de cada fila no nula estd a la derecha del de la fila anterior.

(3) Todas las entradas de una olumna situadas debajo de un pivote son ceros.

Definicién 38. Diremos que una matriz en forma escalonada estd en su forma
escalonada reducida si, aparte de las tres propiedades anteriores, se cumplen

también las siguientes:
(4) El pivote de cada fila (distinta de la fila nula) es igual a 1.
(5) Cada pivote representa la dnica entrada distinta de cero en su columna.

Reducir por filas significa transformar una matriz, mediante operaciones ele-
mentales de fila, en una matriz escalonada.

Ejemplo 1.12. La matriz

F=10 1 -4 7

estd en forma escalonada. La matriz

1 0 0 15
R=(0 1 0 -3
0 01 2
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estd en forma escalonada reducida.
Reduciendo una matriz se puede obtener mas de una matriz en forma escalon-
ada; sin embargo, la forma escalonada reducida es tinica.

Teorema 16. Cada matriz es equivalente por filas a una unica matriz escalon-
ada reducida, llamada la forma normal de Hermite de la matriz.

Consecuencia: Las entradas principales siempre estan en las mismas posiciones
en cualquier forma escalonada.
Ejercicio 1.13. Sea la matriz

0 3 -6 6
A=13 -7 8 =5
3 -9 12 -9

Intercambiando filas, y procedendo con otras operaciones elementales, obten-
emos su forma escalonada reducida:

3 -9 12 -9 3 -9 12 -9
3 _7 8 _5 f2—£>—f1 0 2 4 4 f1,3—1/3 472102—)1/2 f2
0 3 -6 6 0 3 -6 6
1 -3 4 — 1 2 3
— o 1 —2 o | g 1 2 9
0 0 0 0 00 0 0

Definicién 39. Sea A € M,y (K). Llamaremos rango por fila de A, y lo
denotaremos con ry(A) al nimero de filas no nulas de su forma escalonada
reducida por filas.

Por tanto,
rr(A) =n—cs(A), (1.35)

donde c¢; es el numero de filas nulas (es decir, integradas por ceros) de A.
Andlogamente se introduce en rango por columnas:

re(A) =m —c.(A) , (1.36)
siendo ¢, el nimero de columnas nulas de A.

En realidad, las dos nociones de rango son equivalentes:
Teorema 17. Sea A € M,,»,(K). Entonces
rr(A) =r.(4) . (1.37)
Por tanto, hablaremos del rango de A tout court, y lo denotaremos con r(A).
Proposicién 7. (a) Sea A € Myxm(K). Entonces

r(A) < min{n,m} . (1.38)
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(b) Sean A, B € Myxm, 0% A € K . Entonces
r(A) = r(B)| <r(A+ B) <r(4) +r(B),
r(AA) = r(A) .
(c) Sean A € Myyp(K), B € Mpxn(K). Entonces
r(AB) < min{r(A),r(B)} . (1.39)

Proposicién 8. Sea A € M,,(K). Si A tiene alguna fila de ceros, entonces A
es singular.

Demostracion. Por absurdo, supongamos que 3 A~! tal que AA~! = 1. Por
tanto r(AA~1) = (1) = n, lo que es absurdo por que A contiene al menos una
fila de ceros. O

Proposicién 9. Sea A € M, (K). Si r(A) = n, entonces A es invertible, y
A7l =e4(1), donde ef(1) es el conjunto de operaciones elementales que llevan
Aal.

1.17 Sistemas de ecuaciones lineales

1.17.1 Definiciones

Z1

Sea A € Mpyxn(K), B € Mx1(K), X = : € My x1(K). Un sistema de
Ln

m ecuaciones lineales en las incégnitas x1,...,z, es un conjunto de ecuaciones

de la forma
1121 + ...+ apTy = b

(1.40)
Am1T1 + - . + G Ty, = by,
que en forma matricial se puede escribir como
AX =8B (1.41)

Definicién 40. Un sistema de ecuaciones lineales AX = B se dird compatible
st admite soluciones. En particular, diremos que es compatible determinado
si admite una unica solucion; en caso contrario, diremos que es compatible
indeterminado. Un sistema que no admite soluciones se dird incompatible.
Si B =0, diremos que el sistema es homogéneo.

Observacién Un sistema de la forma (1.40) homogéneo siempre es compatible,
dado que admite por lo menos la solucién nula.
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1.17.2 Meétodo de Gauss-Jordan
La teoria de las transformaciones elementales nos permite afirmar que
AX =B e ef(A)Xzef(B) .

Entonces X es solucién del sistema AX = B si y sélo si X es solucién del
sistema reducido mediante operaciones elementales. El método de Gauss-Jordan
consiste en llevar A a una forma escalonada (posiblemente reducida) mediante
operaciones elementales de fila, obteniendo la matriz e;(A).

Introducimos la matriz ampliada del sistema

a1 ‘e A1n b1

ag1 N aAon, b2
(A|B) =

am1 .-+ OGmn bm

Entonces, para resolver un sistema, ante todo llevamos A a una forma
escalonada. Distinguimos varios casos.

(1) Si r(A) = m (no hay filas de ceros), el rango del sistema es maximo y
evidentemente r(A) = r(A|B). Sea r = r(A). Introducimos la cantidad k =
n — m: es el numero de parametros libres. Observamos que k£ > 0, dado que
r < min(m,n). Tenemos entonces r = m < n.

(la) Sir =m = n, el sistema es compatible determinado. En este caso, ef(A) =
lyX=e/(B)=A"" B.

(Ib) Si r = m < n, despejemos las z; de la forma escalonada, dejando a la
izquierda las m incégnitas independientes. El sistema es compatible, y depen-
dera de k parametros, es decir, es compatible indeterminado.

(2) Si r(A) < m (hay m — r filas de ceros), el sistema es compatible <=
lef(B)li =0V i=r+1,...,n. Esto es equivalente a pedir r(A4) = r(A|B).
En caso contrario, serd incompatible. El niimero de pardmetros libres es ahora
k = n—r, y por tanto el sistema es compatible determinado si r = n, compatible
indeterminado para r < n.

Observamos que en todo caso r + k = n.

Si B = 0, es decir el sistema es homogéneo, siempre serd compatible, y serd
determinado si K =n —r = 0 o indeterminado si & > 0.

La discusion anterior es equivalente al teorema fundamental de la teoria de las
ecuaciones lineales:

Teorema 18 (Rouché-Frobenius-Capelli). Sea un sistema de m ecuaciones lin-
eales con n incognitas de la forma AX = B.
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El sistema es compatible < r(A) =r(A|B) =r
En particular, el sistema es compatible determinado <= r = m, y es indeter-
minado <= r < m.

1.18 Producto de matrices por bloques

Sea A € Myxn(K), B € M, x,(K). Supongamos que A y B tengan una
estructura por bloques:

A[n] . A[lr] B[ll] . B[ls]
A= . |, B=| (1.42)
A[ql] “ e A[qr] B[T’l] e B[T‘S]
donde el bloque Aj;; tiene tamano m; X nj, i =1,...,q, j = 1,...,r, Bj, tiene
tamafio n; X p,, v =1,...,s. También tenemos

my+...+mg=m, ny+...+n, =n, PL+...+ps=Pp

Definimos el producto por bloques de las matrices A y B de la forma siguiente:

(AB)uy  --- (AB)ng
AB = : : (1.43)
(AB)[qll (AB)[QS]
donde .
(AB)ji) = > Ak Biay - (1.44)
k=1

Observacién El producto de matrices trangulares superiores (o inferiores) por
bloques sigue siendo triangular superior (inferior).
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Chapter 2

Espacios Vectoriales

2.1 Espacios vectoriales: definicién

Definicién 41. Sea V' un conjunto no vacio, cuyos elementos denotaremos con
Vvi,Va, ..., y K un cuerpo conmutativo. Supongamos que en V' sea definida una
ley de composicion interna, que llamaremos suma

+:VxV —V
(Vv1,V2) — vi + vy

y de una ley de composicion externa sobre K, que llamaremos producto por
escalares
KxV —V

(A\v) — Av.

El conjunto (V,+,-) se denomina espacio vectorial sobre K (o K-espacio vecto-
rial) st las leyes de composicion satisfacen los aziomas siguientes:
(1) (V,+) es un grupo conmutativo:

(I1) Vvy,va,v3e€V: vi+(va+vs)=(vi+va)+vy (2.1)
(I2) 30€V tq VveV:v+0=v (2.2)
(I3) VveVIv eV tgv+v =0 (2.3)
(I4) Vvy,vao€V: vi4+va=va+vy (2.4)
(II) La ley de composicion externa satisface las propiedades siguientes:
(I11) VAeK, Vvy,vaeV: Avi+va) =Avi+Avy (2.5)
(I12) VApekK, VveV: (A+p)v=Av+puv (2.6)
(I13) VA pekK, YweV: (Auv=>Auv) (2.7)
(I14) YveV: 1-v=yv, 1: unidad de K (2.8)

Los elementos de V' se llaman vectores, los de K escalares. FEl elemento 0
se denomina vector nulo de V, el elemento v' es dicho el opuesto de v y se
denota con v/ = —v.
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2.1.1 Ejemplos de espacios vectoriales

Ejemplo 1. El conjunto de los ndmeros reales (R, +, ) es un espacio vectorial
sobre R. Mads en general, si K es un cuerpo, (K,+,-) es un espacio vectorial
sobre K.

Ejemplo 2. Sea V = R2, el conjunto de los pares de ntimeros reales (x,v),
z,y € R. Introducimos las leyes suma y producto por escalares

(z1,y1) + (22, 92) = (21 + 22, Y1 + ¥2) (2.9)
Mz,y) = (Az, \y) AeR (2.10)

Por tanto, R? es un espacio vectorial sobre R.

Ejemplo 3. Sea V = R", el conjunto de las n-plas de nimeros reales (x1, ..., Z,),
Z1,...,T, € R. Andlogamente al caso anterior, introducimos las leyes suma y
producto por escalares

(@1, T0) + W1 90) = @1 Y1 T byn)  (211)
A2ty mn) = Az, .. Amy) AeR (2.12)

Por tanto, R™ es un espacio vectorial sobre R. M&s en general, dado un cuerpo
conmutativo K, resulta que (K™, +,-) es un espacio vectorial sobre K. En par-
ticular, (C™, +,+) es un espacio vectorial sobre C.

Ejemplo 4. Sea C[0,1] el conjunto de las funciones continuas en [0,1] con
valores en R:
C[0,1] :={f : [0,1] — R, f continua}

Observamos que si f y g son continuas, f + g es continua, y A\f es continua
YA € R. Por tanto, (C,+,-) es un espacio vectorial sobre R.

Ejemplo 5. (My,xn(K),+,-) donde + denota la suma de matrices, y - el
producto de un escalar A € K por una matriz, es un espacio vectorial sobre K.

Ejemplo 6. Sea R,[z] el conjunto de todos los polinomios en la variable x, de
grado menor o igual a n € N, con coeficientes en R. Tenemos que (R,[z], +),
donde + es la suma de dos polinomios y - el producto de un escalar A € R por
un polinomio, es un espacio vectorial sobre R.

Ejemplo 7. Sea SO el conjunto de los segmentos orientados de R3, de origen
comtn O, dotado de la suma + de dos segmentos orientados, definida por la
regla del paralelograma, y el producto - de un escalar A € R por un segmento
orientado. Es inmediato comprobar que (S, +,-) es un espacio vectorial sobre
R.

2.1.2 Propiedades elementales de los espacios vectoriales

Teorema 19. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo
K. Se cumplen las propiedades siguientes:
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1. Vvevy, 0-v=0

2. VaAeK, A0 =0
3. YAeK, Vvev, (=N)v=—=(\v)
4. Av=0 = AX=0 o v=0
Proof. Consideremos cada caso por separado.
1. Tenemos:
v+0=v=(14+0v=1-v+0v=v+0v
asi que
0=0v.
2.
AWH0=Av=A(v+0)=Av+ 0.
3.

0=0v= A+ (-AN]v=Av+ (=N)v

4. Si A = 0, la propiedad 1 implica Ov = 0. Entonces, sea A # 0. Por tanto,
I At tal que AT = 1.

AWw=0<< A Aw=\x10=v=)Ax10=0.

O
2.1.3 Combinaciones lineales
Definicién 42. Sean vi,...,v, vectores de un espacio vectorial V sobre K y
AL, ..., Ay € K. Se llama combinacion lineal de los vectores vy,...,v, con

coeficientes A1, ..., A, al vector

)\1v1+...+)\nvn .

2.2 Subespacios vectoriales

Un subespacio vectorial es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial, que
en si mismo satisface a los axiomas de espacio vectorial. Con més precision,
tenemos la siguiente

Definicién 43. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, y W CV, W #£ 0.
Diremos que el conjunto W es un subespacio vectorial de V' si (W,+,-) es un
espacto vectorial sobre K.
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Ejemplos.

1. Sea (V,+, ) un espacio vectorial sobre K. Los conjuntos {0} y V son sube-
spacios vectoriales de V' (usualmente denominados subespacios triviales).

2. Sea (R, +,-). Los subespacios vectoriales de R son {0} y R.

3. Sea (R?, +,-). Los subespacios vectoriales de R? son {0}, las rectas que pasan
por el origen, y R2.

4. Sea (R3,+, ). Los subespacios vectoriales de R? son {0}, las rectas que pasan
por el origen, los planos de R? que pasan por el origen y R3.

Claramente, el vector nulo de cada subespacio vectorial coincide con el vector
nulo de V. Es evidente que un subconjunto W de un espacio vectorial V' que
no contiene el vector nulo no es un subespacio. Mé&s en general, es 1til tener
criterios que permitan determinar si un cierto subconjunto no vacio de un espacio
vectorial es un subespacio.

2.2.1 Criterios para subespacios

Criterio 1. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto no vacio
W C V es un subespacio de V si y sélo si

Vv, vo €W, VIeK: vitve eW, AvewWw. (2.13)

Demostracion. Claramente, si W es un subespacio, entonces la condicién (2.13)
se cumple trivialmente.

Vice versa, asumimos que la condicién (2.13) esté satisfecha. Como los
vectores de W son también vectores de V', entonces satisfacen las propiedades
asociativa y conmutativa de la suma. Ademads, siendo Ov = 0, entonces 0 € W.
También, eligiendo A = —1, tenemos que todo vector v € W tiene su opuesto
—v € W. Es inmediato comprobar que los cuatro axiomas relativos a la ley
de composicién externa siguien siendo validos en W. FEn definitiva, los ocho
axiomas de espacio vectorial estdn satisfechos. Por tanto (W, +,-) en s{ mismo
es un espacio vectorial sobre K, es decir, es un subespacio de V. O

Equivalentemente, podemos enunciar el

Criterio 2. Sea (V,+, ) un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto no vacio
W C V es un subespacio de V si y sélo si

Vvi,voeeW, VA, ekK: AV + Aavg € WL (214)

Demostracion. Es suficiente demostrar que el criterio 2 es equivalente al criterio
1. Con este fin, observamos que si se cumple la condicién (2.13), entonces V
vy, vo € W, A, Ao € K, tenemos que \ivy € W, Agvy, € W; por tanto
A1v1 + Agva € W. Vice versa, si la condicién (2.14) estd satisfecha, eligiendo
A1 = 1, Ay = 1 tenemos que vi + vy € W, y eligiendo Ay = 0, tenemos que
Av e W VA ek O
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Ejercicio 9. Sea V un espacio vectorial, u € V, u # 0. Sea
W={v=AueK}.

Demostrar que W es un subespacio vectorial de V', llamado la recta vectorial
generada por u.

Resolucion. Es suficiente comprobar que se cumple el Criterio 2. De hecho,
sean vi = Aju, vo = Aou dos vectores de W, y a1, as € K. Tenemos que
a1vy + asve € W, porque

Q1V] + vy = apA1u + asdau = (041/\1 + 042/\2)11 =vyu, ~vek.

Teorema 20. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K y S = {v1,...,v,}
un conjunto de p vectores de V. El conjunto lin S de todas las posibles com-
binaciones lineales de los vectores de S con coeficientes en K es un subespacio
vectorial de V', denominado el subespacio generado por S.

Demostracion. Sean X1, Xo dos vectores de lin S. Entonces, x; = A\jvy + ...+
ApVp, X2 = 1Vi+...+u,vp. Es evidente que aiixi +aaxs € lin S, y por tanto,
en virtud del Criterio 2, lin S es un subespacio vectorial de V. O

Definicién 44. Los vectores vi,...,v, se llamardn los generadores de lin S.

Ejemplo 10. En R3, tenemos por ¢j. los subespacios
lin{(1,3,0),(—=1,5,7)},  lin{(1,2,3)} .

2.2.2 Suma e interseccion de subespacios vectoriales

Definicién 45. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, y sean Wh,..., W,
p subespacios vectoriales de V. El conjunto de vectores

H={veV|3Iv,eW,;(i=1,...,p),v=vi+...vp} (2.15)
es dicho suma de los subespacios Wy,..., W, y se denota con
H=Wi+...+W,.

Definicién 46. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, y sean Wh,..., W,
p subespacios vectoriales de V. El conjunto de vectores

G={veW;Vi=1,...,p} (2.16)
es llamado interseccion de los subespacios W1, ..., W, y se denota con
p



Teorema 21. La interseccion y la suma de subespacios vectoriales son sube-
spacios vectoriales.

Demostracion. Sean p subespacios W1, ..., W, de un espacio vectorial (V,+,-)
sobre K,y G={veW;Vi=1,...,p}, H=Wi+...+W, sean su interseccién
y suma, respectivamente.

(1) Sean vy y va2 € G, A, A2 € K. Claramente, A\;v; + A2V pertenece a cada
uno de los subespacios W; , i =1,...,p y por tanto pertenece a su intersecciéon
G. Como consecuencia del criterio 2, G es un subespacio vectorial de V.

(2) Sean v =vi +...4+v,, vV =V +...v,, con v;,v; € Wi, i=1,...,p. Por
tanto, vy v/ € H. Sean A\, u € K. Tenemos que

WAV = Avi+. . +vyp)Fu(Vi+. . vy) = Avidpvi)+. . A+ (Avp+pv,) € H .
Por tanto, H es un subespacio vectorial de V.

Definicién 47. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, y sean W1 y Wy dos
subespacios vectoriales de V.. Si Wy UWy = {0}, es decir si Wy y Wo tienen en
coman solo el vector nulo, se dice que W1 y Wo son disjuntos.

Otro teorema interesante es el siguiente.

Teorema 22. FEl subespacio suma es el subespacio generado por la union de los
subespacios Wy, ..., Wp:

H=lin(WiU...UW,) . (2.17)

Observacién 2.1. En general, la unién de dos subespacios de un espacio V' no
es un subespacio. Como contraejemplo, podemos considerar el caso de las dos
rectas en R? dada por el eje X = lin{(1,0)} y el eje Y = lin{(0,1)}. Ahora
bien, tenemos que el conjunto de vectores

lin{(1,0)} Ulin{(0,1)}
no es un subespacio de R?:

e = (1,0) € X, e = (0, 1) €y, A€ + Aaeq = (/\1,/\2)

y en general el vector (A1, A2) pertenece a una recta por el origen del plano XY,
pero no pertenece necesariamente ni a X, ni a Y. Sin embargo

X +Y =1in{(1,0),(0,1)} = R?

y por tanto es un subespacio vectorial.
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2.3 Dependencia e independencia lineal de un
conjunto (finito) de vectores

Definicién 48. Sea (V,+,:) un espacio vectorial sobre K. El conjunto S =

{v1,...,vi} es linealmente independiente si la relacion

a1vy +agvo + ...+ apvE =0 (2.18)
implica

a1 =0, ay=0,...,0,=0. (2.19)

Si existe al menos un escalar a; # 0 tal que la relacion (2.18) estd satisfecha,
los vectores V1, ...,V se dirdn linealmente dependientes.

2.3.1 Propiedades elementales

Proposicién 10. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K. Valen las propiedades
stguientes:

(1) Un vector v # 0 es linealmente independiente.

(2) Dos vectores vy y va son linealmente dependientes <= vi = Avy

(3) Un sistema de vectores S que contiene el vector nulo es linealmente
dependiente

(4) Si vy = a1vy + ...+ ag_1Vg—_1, entonces el conjunto {vi,...,vi} es
linealmente dependiente.

(5) Si un conjunto de vectores es linealmente dependiente, cualquier conjunto
que lo contenga es también linealmente dependiente.

(6) Si un conjunto de vectores es linealmente independiente, cualquier sub-
conjunto de €l es linealmente independiente.

Demostracion.

(1) Si v # 0, entonces la relacién av = 0 implica a = 0, y por tanto v es
independiente.

(2) Sivy y vy son linealmente dependientes, entonces existe o; # 0, (1 = 1, 2)
tal que a3 vy 4+ agvy = 0. Supongamos a; # 0. Entonces vi = Avy con A = z—f
Vice versa, si vi = Avg, entonces vi — Avy = 0 y la relacién (2.18) se cumple
con o =1+#0.

(3) Si en un sistema de vectores uno de ellos, por ejemplo vi = 0, entonces
la relacién (2.18) se cumple con ay # 0 y entonces el sistema es dependiente.

(4) Es evidente que vale la relacién a;vy + ...+ ag_1vg—1 — vi = 0, y por

tanto, siendo oy, = —1, el sistema {vy,..., vy} es dependiente.

(5) Sea {v1,..., vk} un sistema de vectores linealmente dependientes. En-
tonces por definicién existe a; # 0 tal que la relacion a; vy +. ..+ apvy = 0 estd
satisfecha. Por tanto, dado el conjunto de vectores {v1,..., Vg, Vii1,...,Vp},

es evidente que la relacién a3 vy + ...+ a, Vv, = 0 se cumple con escalares
o1y ey, ;g 0, oo, ag, a1 =0, ..., ay =0

no todos nulos.
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Proposicién 11. Si{vy,...,v,} son n vectores linealmente dependientes de V,
entonces por lo menos uno de estos vectores se puede expresar como combinacion
lineal de los demds vectores.

Demostracion. Si{vy,...,v,} son linealmente dependientes, entonces por definicién
la relacién
)\1v1+...+)\nvn=O

se cumple con algin coeficiente no nulo. Supongamos que, por ej., A # 0.
Entonces tenemos

)\kvk = 7>\1V1 — ... /\k_lvk_l — /\k+1vk+1 — ... — )\nvn

que, siendo i # 0, se puede escribir como

es decir, el vector vi es combinacién lineal de los demés vectores. O

Ejemplo 11. Los tres vectores vi = (2,1,2), vo = (7,-5/2,3), vs = (3,1, —1)
son linealmente independientes en R3:

AVi+Aovo+A3vy = 0 < /\1(27 1, 2)+/\2(7, —5/2,3)+>\3(—3, 1, —1) = (0, 0,0)

2M +TXa —3X3=0 2M1 +TXa —3X3=0
)\1—5/2)\2+>\3:0 < <12\ —5A3=0 <= AN =X=X3=0.
2A1 +3X2 — A3 =0 A3 =0

Observacion 2.2. Mediante operaciones elementales de filas es posible deter-
minar, dado un conjunto de generadores, los que son linealmente independientes
entre si. Por ejemplo, sea en R* el subespacio generado por los vectores

W =1lin{(1,3,4,1),(2,6,8,2),(2,5,7,2)} .

Consideremos la matriz cuyas filas son las coordenadas de los vectores del sis-
tema. Mediante operaciones elementales de fila, podemos reducir esta matriz
hasta llegar a su forma escalonada reducida (o de Hermite) por filas. Tenemos:

1 3 41 1 3 4 1 1 3 41 1 011
2 6 8 2|~[0 0 O O)~p|0 1 1 Of~s(0 1 1 O
2 5 7 2 0 -1 -1 0 0 0 0 O 0 0 0 O

Entonces, los vectores (1,3,4,1),(2,6,8,2) son linealmente independientes. En-
tonces, W = lin{(1,0,1,1),(0,1,1,0)}. Como veremos, los vectores {(1,0,1,1),(0,1,1,0)}
forman una base de W.

Definicién 49. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, S C V un conjunto
no vacio de vectores de V. FEl rango de S es el mdzrimo numero de vectores
linealmente independientes contenidos en S.
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2.4 Bases de un espacio vectorial

La nocién de base de un espacio vectorial es una de las mas relevantes de toda
la teoria.

Definicién 50. Sea (V,4+,:) un espacio vectorial sobre K. Una base de V es
un conjunto de generadores de V' linealmente independientes.

En otras palabras, B es una base del espacio vectorial V si B es un conjunto
de vectores linealmente independientes y lin B = V.

Teorema 23. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K. Un conjunto de vec-
tores {vi,...,vp} es una base de V' si y sdlo si cada v € V se escribe de manera
inica como

V=I1Vi+...+TpVn, T1,...,0, €K (2.20)
Demostracion. (=) Sea {v1,...,v,} una base de V. Si la expresién (2.20) no
fuese unica, entonces existirian escalares y1, ..., ¥y, tales que, al mismo tiempo,

v=1yVi+...+y,v,. Entonces
V=I1Vi+...+TpVp =Y1V1+ ...+ YnVp

y por tanto
(r1 —y1)vi+ ... (xn —Yn)ve = 0.

Como los vectores {vy,...,v,} son independientes, la relacién anterior implica
inmediatamente x; = y;, 1 =1,...,n.

(«<=) Supongamos que cada vector v € V se escriba de forma tnica como
v =x1vy + ...+ 2,V,. Entonces, {vy,...,v,} son un sistema de generadores
de V. Demostremos que ademés son linealmente independientes. Con tal fin,
observamos que Ovy + ...+ 0v, = 0, y dado que esta expresiéon por hipdtesis es
Unica, entonces la relaciéon ayvy + ...+ a,v, = 0 implica a; =0,...,a, =0y
los vectores son independientes. O

Definiciéon 51. La expresion v = x1vy + ... + x,V, se dird descomposicion
del vector v respecto de la base {v1,...,v,} de V. Los coeficientes x1,..., Ty,
determinados de forma tunica, se llamardn las componentes de v respecto de la
base dada.

Lema 3. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K. Siy =c1vi+ ...+ cmVim,
con ¢ # 0, entonces

lin{vy,...,vin} =lin{y, va,...,vin} .

Demostracion. Observamos que

1 Co Cm,
Vi=—y— —Vyg—...— —Vp,
C1 C1 C1
Por tanto, cualquier combinacidn lineal de {v1,...,v,,} se puede escribir como
combinacién lineal de {y,va,..., v} O
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Lema 4. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K y S = {vi,...,v,} un
sistema de generadores de V. Si v;, i € {1,...,p}, es combinacién lineal de
los demds vectores del sistema, entonces el conjunto de vectores que se obtiene
eliminando v; de S sigue siendo un sistema de generadores de V.

Demostracion. Sea {v1,...,v,} un sistema de generadores de V. Por tanto, si
x € V, se puede escribir como combinacion lineal de los generadores:

X=o1Vi+...+2vi+ ...+ v, . (2.21)
Por otro lado, tenemos que
Vi =Q1V1+ ... 1Vi—1 + Qip1Vip1 + ... QpVy .
Por tanto, sustituyendo esta expresién de v; en la ecuacién (2.21), tenemos:
X = (z1+oix)Vi+. . A (Tim1+ai—12) Vic1 +H(Tim 104124 Vipr +(Tp+opzi) vy
lo que demuestra que {v1,...,V;_1, Vit1,...,V,} €s un sistema de generadores

de V. O

Teorema 24 (Independencia lineal). Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre

K. Supongamos que V. = lin{vy,..., vy}, con vi,...,v;y € V y sea S =
{¥1,..., ¥k} un conjunto de vectores linealmente independientes de V.. Entonces
k<m.

Demostracion. Cada vector de S, siendo también vector de V', es una combi-
nacién lineal de los generadores {vi,...,v,,}. Por ejemplo,

Yi=a1V1+ ...t anpVy .

Como S es un sistema de vectores independientes, necesariamente y; # 0, asi
que no todos los coeficientes a; pueden ser nulos. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que a; # 0. Aplicando el Lema 3, deducimos que

lin{vy,..., vy}t =lin{yi,va,...,vin}.
Por tanto, y2 € lin{y1, va,..., v }:
y2 =biy1 +bava + ...+ by

donde algunos de los bo,...,b,, son distintos de cero, ya que en caso con-
trario yo = b1y, y entonces y; e yo serian dependientes (Proposicién 10, (2)).
Supongamos que por €j. b # 0, y aplicando de nuevo el Lema 3, obtenemos

lin{vy,..., v} =lin{y1,y2,..., Vi }

asi que {y1,y2,...,Vm} es un sistema de generadores de V.

Repetimos el razonamiento hasta agotar uno de los dos conjuntos. Pero si
fuera k > m, entonces {y1,...,ym} serfa un sistema de generadores de V; en-
tonces los vectores y,,+1,...,Yk se expresarfan como combinacion lineal de los
vectores {y1,...,¥m}, lo cual es imposible dado que {yi,...,yx} son lineal-
mente independientes. O
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Teorema 25 (de la dimensién). Si en un espacio vectorial (V,+,-) existe una
base integrada por n € N\{0} vectores, todas las demds bases tienen el mismo
nimero de vectores.

Demostracion. Sean By = {v1,...,vp} vy Ba = {v],...,v}} dos bases de V.
Aplicando el teorema de la independencia lineal (intercambiando el papel de By
y B2), se obtiene

kE<n y n<k = k=n.

O
El teorema anterior nos permite introducir la nocién de dimensién de un espacio
vectorial.

Definicién 52. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K. Si el espacio admite
una base compuesta por n € N\{0} vectores, dicho nimero n se llamard la
dimension del espacio V. Si dicho entero n no existe, diremos que V tiene
dimension infinita.

Por convenio, el subespacio {0} tiene dimensién nula.

Teorema 26 (Ampliacién de la base). Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre
K, dimV =n, y sea B={v1,...,v,} una base de V.. Si{wy,... ., wr}, k<n
es una sistema de vectores linealmente independientes de V', entonces existen
vectores {Vii1,,...,Vn} de B tales que el conjunto {w1,..., Wk, Vit1,.--,Vn}
es una base de V.

Demostracion. Demostremos el teorema por recurrencia. Sea k = 1. El vec-
tor wy, siendo por hipdtesis linealmente independiente, es no nulo. Tenemos,
respecto de la base B, la descomposicién

Wi =21Vi+...+TpV, , (2.22)
donde almenos uno de los coeficientes es no nulo. Sea por ej. 1 # 0. Entonces
vy = ;11(W1 — ZaVy — ... — T,Vy,). Por tanto, cualquier combinacién lineal de
{vi,...,vp} es también combinacién lineal de {wi,va,...,v,}, que entonces

son un sistema de generadores de V. Ademads, son linealmente independientes.
En efecto, sea

oWy +Fagve + ... +Fa,v,=0. (2.23)
Si a1 # 0, tendriamos
1
Wi = —a—(a2v2 F.ooFanvy) (2.24)
1

Sin embargo, esta relacién estd en contradiccién con la ec. (2.22), porque en
aquella ecuacién z; # 0, mientras que en la (2.24) el coeficiente de vy es nulo.
Esto viola la unicidad de la descomposicién de w; en la base B (Teorema (23)).
Entonces, a; = 0, y la ecuacién (2.23) se reduce a

vy + ...+ a,v, =0. (2.25)
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Como v, ..., Vv, son independientes, entonces as = 0,...,a, = 0. En defini-

tiva, hemos demostrado que en la relacién (2.23) a; =0,...,a, = 0, por tanto
los vectores {w1, va, ..., Vv, } son linealmente independientes y forman una nueva
base de V.

El teorema queda demostrado para k = 1. Ahora bien, supongamos que sea
cierto para k—1 vectores y demostremos que sigue siendo cierto para k vectores.
Con tal fin, consideremos k vectores wy, ..., w linealmente independientes. Los
vectores wi,...,wr_1 también son independientes, y aplicando la hipétesis,
deducimos que existen n — k + 1 vectores en la base B, por ejemplo vi,..., Vv,
tales que el conjunto {wi,..., Wg_1,Vk,...,V,} es una base de V. Por tanto,
el vector wy, serd combinacién lineal de estos vectores de base:

Wi =MW1+ . A1 Weg—1 + MV + ..+ A v . (226)

Por hipétesis, {w1, ..., wy} son linalmente independientes; por tanto, necesari-
amente uno de los coeficientes Ak, ..., A, es no nulo. Sea por ejemplo Ay # 0.
Deducimos que {w1,...,Wg, Vii1,...,V,} son un sistema de generadores de V
(Lema 3). Ademds, con el mismo razonamiento visto por el caso k = 1 deduci-
mos que estos vectores son independientes. Por tanto, forman una base de V' y
el teorema queda demostrado para k vectores. O

En el caso k = n, obtenemos inmediatamente el siguiente

Corolario 1. Si un espacio vectorial V tiene dimension n, entonces cada sis-
tema de n vectores linealmente independientes es una base de V.

Teorema 27. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, dim V = n. Entonces,
cada conjunto de vectores linealmente independientes posee como mucho n vec-
tores.

Demostracion. Sean {v1,...,v,} p vectores linealmente independientes de V.
Supongamos por absurdo p > n. Los vectores {vy,...,v,} son independientes
(siendo un subconjunto de un conjunto independiente). Por tanto, en base
al Corolario 1, forman una base de V. Entonces los vectores v,i1,...,v, se
expresarfan como combinacidn lineal de {vy,...,v,}, lo que es en contradiccién
con la hipétesis de la independencia lineal de {v1,...,v,}. O

También podemos observar que, dado un espacio vectorial V' # {0}, es
posible construir una base eliminando vectores dependientes de un sistema de
generadores de V.

Teorema 28. En un espacio vectorial no nulo, de cada sistema de generadores
finito se puede extraer una base.

Demostracion. Sea un sistema finito de generadores de un espacio V' # {0}.
Si son independientes, ya son una base, y no hay que eliminar vectores. Si son
dependientes, entonces al menos un vector del sistema serd combinacion lineal de
los demés vectores. Eliminando este vector, el conjunto que queda sigue siendo
un sistema de generadores, en virtud del Lema 4. Si el nuevo conjunto con un
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vector menos es independiente, entonces es una base. Si todavia es dependiente,
repetiremos el proceso hasta llegar a un sistema de generadores independientes,
es decir, una base de V. O

Teorema 29. Sea (V,+,:) un espacio vectorial sobre K, dim V = n, y sea
W C V' un subespacio vectorial de V. Tenemos:

dim W < dim V . (2.27)

Demostracion. Sea 0 # wy € W. Silin{w;} = W, entonces dim W =1 < n.
Si lin{w,} # W, entonces 3 wo € W, linealmente independiente de wy. Si
lin{wy,ws} # W, entonces 3 ws € W, linealmente independiente de wy, ws.
Dado que la dimensién de V' es finita, el proceso se acaba en un numero finito
de pasos. Dado que los vectores de W estan generados por cualquier base de V,
por el teorema de la independiencia lineal, en cada paso, resulta que dim W <
dim V. O

Remark 1. EnR" sea {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1)}.
Es inmediato demostrar que este conjunto es una base:

)\1e1+...+)\nen:O:>()\1,...,)\”):(0,...,0)

es decir, se trata de un conjunto de n vectores linealmente independientes.
Ademas, son generadores del espacio, por que cualquier vector x € R™ se puede
escribir como combinacién lineal de ellos:

x=(x1,...,&,) =T1€1 + ...+ Tpe, .

Definicién 53. Sea K un cuerpo conmutativo, y el espacio vectorial (K™, +, )
sobre K. Se denomina base candnica a la base siguiente:

{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1}

En la definicién anterior, obviamente, 0 y 1 representan el elemento neutro
de la suma + y del producto - definidos en el cuerpo conmutativo K.

Ejemplo 12. La base canénica de R? es {(1,0), (0,1)}, de R es {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)},
etc.

Ejercicio 13. Demostrar que el conjunto

= a) 4= o) w0 ) 4=())

es una base del espacio vectorial (Max2(R), +,-) (base candnica).

Ejercicio 14. Sea R? dotado de la base candnica e, 3, e3. Sean los subespacios

Fy =1in{(1,2,0),(0,1,1)},  F, =1in{(0,1,2),(~1,0,1)}
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Determinar los subespacios Fy N Fy v Fy + Fb.
Resolucion.

Seaw € Fi N Fy, u; =(1,2,0), us = (0,1,1), ug = (0,1,2), uy = (—1,0,1).
Entonces

W = A1ug + Aous = Agusz + Muy
<~ )\1(1, 270) + /\2(0, 1, 1) = )\3(0, 1, 2) + )\4(—1,07 1)

Tenemos el sistema

A==\ A =—N\ g = —A3
2M1 + Ao = A3 = (201 + Ao = A3 > ¢ Ay =33
Ao = 2)s + Ay A+ s = 20 A= — )

Por tanto, llamando A3 = «, tenemos que w = «(—1,1,3), es decir
FinF=1in{(-1,1,3)}

es decir, es la recta vectorial generada por w, asi que dim F; N Fy = 1.
Como Fy + Fy = lin(F; U Fy), tenemos

Fi 4+ F, =1in{(1,2,0),(0,1,1),(0,1,2),(~1,0,1)} .

Claramente, los cuatro vectores no pueden ser independientes. Es facil compro-
bar que uy, us, uy son linealmente independientes, y por tanto forman una base
de Fi + F5, y que uy = —uj + 3us — uy. En definitiva,

Fi+F=R>.

2.5 Suma directa

2.5.1 Definicion

Definicién 54. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, y Wy,..., W, C V
sean p subespacios vectoriales de V. Siv; € Wy, y

V1+...+Vp:0 - V1:O7V2:0,...,Vp:0 (228)

diremos que la suma de los subespacios Wy, ..., W, es directa, y se denotard
con
Wl@WQ...EBWp .

Teorema 30. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, y Wi,..., W, C V
sean p subespacios vectoriales de V. Si su suma es directa, entonces cualquier
vectorv e Wi @ ... ® W, se escribe de manera unica de la forma

V=vVi+...+Vp v, € W; . (2.29)
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Demostracion. Supongamos que la expresién (2.29) no sea tunica: entonces
IvieW,, i=1,...,p tales que

/ /
V=vi+...+v,.

Obviamente
VitV =vit. v,
por tanto,
(vi—=vi)+...+(vp—v,)=0.
Como v; — v, € W;, i = 1,...,p, de la definicién de suma directa se sigue
v; — v =0, es decir v; = v}, por tanto la expresién (2.29) es unica. O

Proposicion 12. Sean Wy y Wo dos subespacios de V. La suma W1 + Ws es
directa si y solo si
WiNnWy ={0}. (2.30)

Demostracion. (=) Supongamos que la suma sea directa. Si fuera Wy N Wy #
{0}, entonces existirfa un vector u # 0 en dicha interseccién, es decir, u € Wy
yu € Wy SeaveW; & W, Por tanto,

vV =V + Vo, vy, € Wh, vo € Wy . (2.31)
Ahora bien, como
v=(vi+u)+ (va —u),

con vi +u € Wy y vy + uz € Wa, evidentemente la expresién (2.31) no serfa
Unica.
(«<=) Supongamos W1 N Wy = {0} y sea

vi+vy =0, vy eWy,vo e Wo .
Si vi # 0, entonces vo = —v7, entonces existirfa un vector no nulo comun a
ambos subespacios, lo cual es absurdo. Por tanto, vi = 0, y entonces vy = 0.
Por tanto la suma W7 4+ Wy es directa. O

Definicién 55. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K. Dos subespacios Wy
y Wy tales que
V=W, & Wy (232)

se dirdn suplementarios.

2.6 Identidad de Grassmann

El teorema de Grassmann relaciona entre si las dimensiones de la suma y de la
interseccién de dos subespacios.

Teorema 31 (Grassmann). Sea (V,+,:) un espacio vectorial sobre K, y Wy,
Wy dos subespacios de V. Entonces

d1m(W1 + Wg) = dim W; +dim W5 — dlm(W1 N Wg) . (233)
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Demostracion. Sea r = dim Wi, s = dim Ws, ¢t = dim (W; N Wy). Sea
Bis = {v1,...,v:} una base de Wi N Ws. Por el teorema de ampliacién de la
base, a esta base se pueden anadir r — ¢ vectores x1,...,X,_; obteniendo una
base de W7i:

By ={vi,. .., Vi, X1, Xt}

También, la base Bis se puede ampliar con s — t vectores yi,...,¥s—¢, para
obtener una base de W:

Bo ={vi,. .., Ve, Y1, Ys—t} -

Demostremos que los vectores
B={vi,. .., Ve,X1,. o, Xp—t, Y1+, Ys—t}
son linealmente independientes. Por ello, introducimos los vectores
V=a1vit...tavy, X=xit o+ Xey, Y=Yt Vst Ys—t -
Los vectores de B son linealmente independientes si y sélo si
v+x+y=0. (2.34)

Ahora bien, observamos que v € Wi N Wa, x € Wi pero x ¢ Ws (salvo x = 0),
yy € Wy peroy ¢ Wi (salvoy = 0).
Ahora bien, si

y #0, y=-v—-xeW;

lo que serfa en contradiccién con el hecho que y ¢ W;. Por tanto, deducimos
que y = 0. Del mismo modo se obtiene x = 0 y entonces desde la relaciéon
(2.34) deducimos v = 0.
Observamos que

v=0 = a=...=a;=0

porque los vectores v; son linealmente independientes. Del mismo modo deduci-
mos
x=0 = pfi=...=0=0

y=0 = m=...=7%+=0
Entonces hemos demostrado que la relacién (2.34), es decir
avi+...odovi+hxi .o X Fy1 Y= =0
implica
aop=..=q=0=...=0_t=71=...=7-+=0.

Por tanto, B es una base de W7 + Wy y

dim(W14+Wsy) =t+r—t+s—t =r+s—t = dim Wi +dim Wo —dim(W,NWs) .
O
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2.6.1 Otras propiedades de la suma directa de subespacios
Desde la identidad de Grassmann se obtiene directamente el siguiente

Corolario 2. Sea el subespacio W = W1 @ Ws. Entonces

Demostracion. La suma de dos subespacios es directa si y sélo si y sélo si
Wi N Wy = {0}. Como dim{0} = 0, el resultado sigue de la identidad de
Grassmann. O

Ademaés, tenemos otra propiedad interesante.

Proposicién 13. Sea (V,+,:) un espacio vectorial sobre K. Entonces V es
suma directa de sus subespacios W1, ..., Wy, y escribimos V =W1 @ ... S Wy,
St

Vi+...+V=V
(V2++Vk)ﬁV1:{0}
Vi+Vs...+ V)NV, ={0}

(V1+...+Vk,1)ﬁVk:{O}
SiV=W1®...0 W, entonces dimV = dim Wy + ... + dim Wy.

2.6.2 Bases adaptadas a una suma directa

Definicién 56. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, dim V =n, y sea la
descomposicion
V=we...0W, (2.36)

donde Wy, ..., W, son p subespacios vectoriales de V', con nqy = dim Wy, ...,
ny = dim Wy, y

n=ny+...+ny,.
Diremos que una base B de V' estd adaptada a la descomposicidn (2.36) si los
primeros ny vectores de B forman una base de W1, los siguientes no vectores
forman una base de Wy y asi sucesivamente, hasta los ultimos n, vectores, que
formardn una base de Wp.

2.7 Ecuaciones intrinsecas de un subespacio vec-
torial

Consideremos un sistema homogéneo AX = 0 de m ecuaciones con coeficientes
en un cuerpo K y n incégnitas. Claramente, cada solucién es un vector de K".

Demostraremos que el conjunto de las soluciones del sistema es un subespacio
vectorial.
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Teorema 32. Sea el espacio vectorial K™ y sea AX = 0 un sistema homogéneo
de m ecuaciones y n incégnitas con coeficientes en K. El conjunto formado por
todas las soluciones del sistema es un subespacio vectorial de K™.

Demostracion. Sean (y1,...,Yn) v (21,...,2n) dos soluciones del sistema con-
siderado, y sean Y y Z las matrices columna integradas por los coeficientes de
dichas soluciones. Claramente, tenemos que AY = 0y AZ = 0. Por tanto
AY +7Z) =AY + AZ =0, as que (Y1 + #1,--.,Yn + 2n) también es solucién.
Por otro lado, (Ay1,...,Ay,) es solucién, dado que A(AY) = AAY = 0. Por
tanto, utilizando el Criterio 1, obtenemos que el conjunto de todas las soluciones
del sistema AX = 0 es un subespacio vectorial de K. O

Se puede mostrar que la dimensién del subespacio de las soluciones es igual
an—rang(A), es decir, se obtiene restando a la dimensién del espacio el niimero
de “ligaduras” independientes entre las variables.

También es cierto que cada subespacio de un espacio vectorial V' de di-
mension finita puede interpretarse como el conjunto de las soluciones de un
sendo sistema de ecuaciones cartesianas, llamadas ecuaciones intrinsecas (o
implicitas) del subespacio.

La relacién entre la dimensién del subespacio y el niimero de ecuaciones
intrinsecas es muy directa. Precisamente, si V' es un espacio vectorial de di-
mension finita y U es un subespacio de V, el nimero m de ecuaciones carte-
sianas independientes necesarias para representar U (es decir, de ecuaciones
intrinsecas) es

m=dimV —dimU . (2.37)

Ejemplo 15. Sea el subespacio de R? determinado por las soluciones del sistema
r1+x2+23=0.
Despejando una de las variables, tenemos
T1=—Tg — 23 .

Por tanto, poniendo xo = «, x3 = 3, tenemos que r; = —a — 3. Las tres ecua-
ciones son llamadas ecuaciones paramétricas del subespacio. El conjunto de
las soluciones tiene entonces la forma

U={(-a-8,a,8) eR® «,f8 €R}.
Una base de U se obtiene inmediatamente:
(—a—8,a,8) =a(-1,1,0) + B(—1,0,1)

Por tanto U = lin{(—1,1,0),(—1,0,1)}. Siendo estos vectores independientes,
forman evidentemente una base de U.

Ejercicio 16. Sea el espacio vectorial R? y el subespacio

W = lin{(1, -1,0), (1,1,0)} .
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Determinar sus ecuaciones intrinsecas.

Resolucion. Como dim W = 2, necesitamos una sola ecuacién intrinseca.

w = (z,y, z) es un vector genérico de W, entonces
(z,y,2) = M1,-1,0) + u(1,1,0)

de donde obtenemos las ecuaciones paramétricas

r=A+p
y=-A+p
z=0.

La ecuacién intrinseca buscada es por tanto z = 0.

Ejercicio 17. Sea el espacio vectorial R* y el subespacio
U =1in{(1,0,1,1),(0,1,1,0)} .

Determinar sus ecuaciones intrinsecas.
Resolucidn. Sea x = (x1,x9,x3,24) € U. Tenemos

(.’L’],.’I}Q,.’lﬁg, $4) = )\(17()’ 17 1) + /j/(07 1) 170) .

Obtenemos las ecuaciones paramétricas

1‘1:)\
L1 = T4
To = U " 1
9 =
T3 =A+p
r3 =21+ g .
$4:>\

Por tanto, las ecuaciones intrinsecas del subespacio son

T+ 29 —23=0
117171'4:0.

2.8 Cambio de base

Definicién 57. Sea (V,+,) un espacio vectorial sobre K, B = {vy,...,v,} y

Si

B = {¥1,...,%,} dos bases distintas de V. La matriz P de cambio de la base

antigua B a la nueva base B es la matriz cuyas columnas son integradas por

las coordenadas de los vectores de la base nueva calculadas respecto de la base

antigua.

Ejemplo 18. Sea el espacio vectorial (R?, +, -) sobre R. Consideremos las bases

B = {Vl = (1,0)7 Vg = (071)}

o4



B={v1=(21), v»2=(3,4)}.

Tenemos por tanto

{’1:(2,1):2V1 + vy V1:<1’0):4/5{71_1/5{/2
V2 = (3,4) = 3vi +4vs vy = (0,1) = —3/5¥; +2/5V5 .

Por tanto, la matriz de cambio de la base B a la base B es

p:(f Z)

La matriz P es invertible, y su inversa

R Ay

representa la matriz de cambio de la base B a la matriz B. En general, vale la
siguiente

Proposicién 14. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre K, B = {v1,...,v,}
y B={V1,...,V,} dos bases distintas de V. La matriz P de cambio de la base
antigua B a la nueva base B es invertible.

Demostracion. Es suficiente observar que las columnas de la matriz P son lin-
ealmente independientes, dado que representan las componentes de los vectores
de una base (respecto de otra); por tanto, el rango de la matriz es maximo, es
decir, igual a n y la matriz es invertible. O

Supongamos que V sea un espacio vectorial sobre K, de dimensiéon n. Si P es la
matriz de cambio de la base B a la base base B, valen las siguientes ecuaciones
de cambio de base:

Vi=> Pyvi, j=1...,n. (2.38)
1=1

Nos pregutamos ahora: ; como cambian las componentes de un vector x € V,
cambiando base en el espacio 7 Representemos el vector x en dos bases distintas:

n n
X = E TiVi, X = .’i‘j{’j
i=1 j=1
Determinemos ahora la relacién entre las componentes {Z1, ..., &, } y {z1,...,Zn}.
Tenemos
n n n n n n
X = E TjVy; = E Z‘j( E iji> = E ( E F)ijxj>vi = E T;V;
i=1 j=1 i=1 i=1 N j=1 i=1
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Por tanto, deducimos

En notacién matricial, sean X = | . |, X = | : | los vectores columna
Tn Ty
de las componentes de X en las dos bases. Evidentemente,

X =PX (2.39)

0, equivalentemente

X=prP'X. (2.40)
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Chapter 3

Aplicaciones Lineales

3.1 Definiciones

Definicién 58. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo
conmutatico K. Una aplicacion

fV-w
que satisface las condiciones
(1) Vv.veV:  fv+v)=f(v)+f(V) (3.1)
(II) VveV, Viek FOW) = Af(v) (3.2)

se dird que es una aplicacion lineal o un homomorfismo de V. en W.

Sea f : V — W una aplicacién lineal. En la literatura matematica se usa
comunmente la terminologia siguiente:

Si f es inyectiva, f se dird monomorfismo.

Si f es sobreyectiva, f se dird epimorfismo

Si f es biyectiva, f se dird isomorfismo.

Ademsés, un homomorfismo f : V — V se dird endomorfismo de V; en
particular, un endomorfismo que es también biyectivo (isomorfismo) es un au-
tomorfismo de V.

Definicién 59. El conjunto de todas las aplicaciones lineales de V. en W se
denota con el simbolo L(V,W) o también Hom(V,W). El conjunto de los en-
domorfismos de V' se denota con L(V) o con End(V).

Ejemplo 3.1. Sea (V,+, ) un espacio vectorial sobre K, y a € K. Introducimo
la aplicacién h, : V' — V, asi definida:

ho(Vv)=av VvevV.
Verifiquemos que h, es una aplicacién lineal:

Vv,vi eV; ho(v+v)=a(v+v)=av+av =he(v)+ he(v))
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VAEK: hy(Av) =alv = dav = Ah,(v)

Entonces h, es lineal. Ademsds, si a # 0, h, es biyectiva: V v € V| el vector
u = a"'v es el tinico vector de V tal que h,(u) = v.

Entonces, si a # 0, h, es un automorfismo de V', llamado homotecia de V'
de constante a.
Ejercicio 3.2. Mostrar que la aplicacién f : R? — R2 definida por

flz,y,2) = (x+y,y+2)

es lineal.
Resolucion. Utilicemos la definicién de aplicacién lineal.
I) Sean vy = (z1,¥1, 21), V2 = (1, ¥2, 22) € R3. Observamos que

fvit+ve) = fllz1,y1,21) + (22,92, 22)] = f(z1 + 22,91 + Y2, 21 + 22)
= (mi4+a2+yi+ye,y1i+y2+21+2) =@ +y,01+21) + (T2 + Y2, y2 + 22)
= f(x1,y1,21) + f(22,92,22) = f(v1) + f(va) .

II) Sea A € K.

FOWV) = fMa1,y1,21)] = f(Az1, Ay, Az1) = Az + Ay, Adyn + Az)
= Ma1+y,u +21) =M (21,01,21) = Af(v).

3.2 Criterio para aplicaciones lineales

Teorema 33. Sean V, W espacios vectoriales sobre K. La aplicacion f:V —
W es lineal si y solo si

VW' eV, YANEK:  fOV+AV) = Af(v) + N (V)
Proof. =) El vector Av + X'v’ € V. Entonces

99))

FOv+ ) L row) + Forv) A f(v) + V)

= Elegimos A = )\’ = 1; entonces se cumple la condicién (I). Si elegimos A = 1,
X =0, se cumple la condicién (II). O

Proposicién 15. Sean V,W dos espacios vectoriales sobre K, f € L(V,W).
Entonces

f(Oy) =0w . (3.3)

Proof. Si v €V, tenemos

fv+0y) = f(v)=f(v)+ f(Oy) <= f(v) = f(v) = 0w = f(Oy) .
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Ejercicio 3.3. Sea V = M, (K). Demostrar que la aplicacién
[ Mup(K) = M, (K)

definida como

f(A)=A"
es lineal.
Resolucion. Sean Ay, Ay € M, (K), A1, A2 € K. Tenemos
FAMAL+A242) = (M A +)\2A2)T = ()\1A1)T+()\2A2)T = )\1(A1)T+)\2(A2)T ,

utilizando la definicién de transposicién de una matriz. Por tanto, en virtud del
Teorema 33, deducimos que la aplicacién f € L(M,,(K)).

Ejercicio 3.4. Sea V = K|z], el espacio vectorial de los polinomios en la variable
x, con coeficientes en el cuerpo conmutativo K. Sea

D : K[z] — K]z], Dp(z) =p'(x)

la aplicacién que a un polinomio p(z) € K[z] asocia su derivada primera p'[z]
respecto de la variable . Demostrar que D es una aplicacién lineal.

Resolucidn. Como es bien conocido, si p1(x) y p2(z) son dos polinomios,
D(p1(x) + p2(x)) = Dp1(x) + Dpa(x)
Ademds, si A € K, D(Ap(z)) = ADp(z), Vp(z) € K[z]. Por tanto, D € L(K]x]).

Definicién 60. Sean f, g € L(V,W) y k € K. Llamaremos suma de las
aplicaciones lineales f y g a la aplicacion, denotada con f + g, definida por

(f+9)v):=f(v)+g(v), VveV.
y producto del escalar k por la aplicacion f a la aplicacion
(kf)(v) :=kf(v), VveV.

Teorema 34. El conjunto L(V, W), dotado de las operaciones de suma de apli-
caciones lineales y producto de un escalar por una aplicacion lineal, es un espacio
vectorial sobre K.

Proof. Demostremos ante todo que la suma de dos aplicaciones lineales y el pro-
ducto de un escalar por una aplicacién lineal son también aplicaciones lineales.
Pongamos s = f +¢g. Entonces, Vv, v e VA,V e K:

sAVv+ V) = (F+9Ov+ANV)=FOv+NV)+gv + V)
= M) +ENV)+Ag(v) + Ng(v)
= Mf+9V) +XN(f+9) (V) = As(v) + N's(v') .

99



Entonces, f + g € L(V,W). Andlogamente, si p = kf, tenemos
p(Av + \'V') EOAV + XNV') = kEAf(v) + kN f(v)

= Akf(v) + NEf(V) = Ap(v) + Np(v') .

Por tanto, kf € L(V,W). Ahora bien, la suma de aplicacione f + g es eviden-
temente asociativa y conmutativa. La aplicacion 0, definida por la relaciéon

0(v) = 0w VveV

es el elemento neutro de la suma en L(V,W). El simétrico (o opuesto) de f es
(=1)f. Tenemos:

Vv eV (V) + (V) = f(v = v) = F(0y) = O = O(v) .

Entonces, (—1)f = —f. Ademds, se verifica ficilmente que el producto kf
cumple con los axiomas 5 — 8 de la definicién de espacio vectorial. O

El resultado siguiente establece que la imagen de un subespacio de V' es un
subespacio de W.

Proposicién 16. Sea f € L(V,W). Si E CV es un subespacio de V', entonces
f(E) es un subespacio de W.

Proof. Sean y; = f(v1) e yo = f(v2) dos vectores de f(E), A1, X2 € K.
Entonces vy, vo € E, y siendo E un subespacio, A\1vy + Aovy € E. Tenemos
que

A1y1 + A2y2 = A f(vi) + Aaf(v2)) = f(Avi + Aave) € f(E)

Por tanto, utilizando el criterio de subespacios, f(F) es un subespacio vectorial
de W. O

3.3 Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Definicién 61. Sea f € L(V,W). El conjunto de vectores de V' cuya imagen
es el vector nulo de W se llama nicleo de f y se denota con kerf:

kerf={veV|f(v)=0w}.

Observacién 3.1. El conjunto ker f # @), porque por lo menos el vector nulo
pertenece a él:

A f S L(Vv, W) f(OV) =0y = Oy € kerf .

Definicién 62. Sea f € L(V,W). Se define imagen de f, y se denota con im f
al conjunto
imf={yeW|3IveV:f(v)=y}.

Tanto ker f como im f son subespacios vectoriales, como veremos a contin-
uacioén.
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Teorema 35. Sia f € L(V,W). Entonces ker f un subespacio vectorial de V.
Proof. Sean v,v’ € ker f, A, N € K. Entonces, por definicién,
fv)=0w,  f(v)=0w.
Ademas,
JOV+XV)=Af(v) + N (V) = XA0w + NOw =0 = Av+ \'v' € ker f.
O

Teorema 36. Sia f € L(V,W). Entonces im f es un subespacio vectorial de

w.

Proof. Por definicién, im f = f(V'). Por tanto, es suficiente aplicar la Proposicién
16 al caso E =V. O

Definicién 63. Llamaremos rango de la aplicacion lineal f a la dimension del
subespacio im f:
ranf = dim(imf) .

Proposicién 17. Sea f € L(V,W). Si Wy C W es un subespacio de W,
entonces f~1(Wy) es un subespacio de V.

Proof. Sean x1 y Xo € f~1(W1), A1, A2 € K. Entonces, existen y; e y» tales
que
x1 = f"'y1), x2=f""(y2), yi,y2 € Wi .

Aplicando el criterio de subespacios, demostremos que A\1x1 + Aoxo € f _1(W1).
Efectivamente, resulta que

MX) 4 Aoxo € fTHW)) = Jy e Wy t.q.y = f(Mx1 + Aaxa) = A\ f(x1) + A2 f(x2)
= MM ) + X f(F M (y2) = My + Aaye
lo que es cierto, siendo Wy un subespacio de W. O

Observacion 3.2. Sean V,W espacios vectoriales sobre K, dim V = n, y
B = {vi,...,v,} una base de V. Sea f € L(V,W). La aplicacién lineal f es
univocamente determinada cuando sean conocidos los vectores f(v1),..., f(vy).
En efecto, siveV,v=avy +...4+ a,v,. Por tanto,

f(v)=aif(vi)+...+anf(vn) .

En otras palabras, conocemos la imagen de cualquier vector v € V' si conocemos
las imagenes de los vectores de una base de V.

Proposicién 18. Sea f € L(V,W) y Vi CV un subespacio de V. Entonces
dim f(V1) <dim V; . (3.4)
En particular, si Vi =V, siendo f(V) =1im f, entonces

dim(im ) < dim V. (3.5)
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Proof. Sea dim V; = k y sea {ej,..., e} una base de V4. Entonces, si v € 7,
tenemos que v = aje; +...apeg, v f(v) = arf(e1) + ... apf(ex). Entonces
{f(e1),..., f(exr)} es un conjunto de generadores de f(V7), y

Aplicando la desigualdad al caso V; =V, obtenemos la relacién (3.5). O

3.4 Composicion de aplicaciones lineales

Teorema 37. Sean V., W y U tres espacios vectoriales sobre K. Si
f:V-w, g: W —=U

son aplicaciones lineales, entonces go f : V. — U es lineal.

Proof. Sean x1, xo € V., A1, Ay € K. Resulta que

(g0 f)(Aix1 + Aaxz2) = g(f(Mx1 + Aax2)) = g(A1 f(x1) + A2 f(x2))
= Mg(f(x1)) + A29(f(x2)) = Mg o f)(x1) + A2(g 0 f)(x2) -

Por tanto, go f € L(V,U). O

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, deducimos que las derivadas
de orden superior D2 = Do D, ..., D" = Do...o D son también aplicaciones
| —

n veces
lineales en los espacios vectoriales en que estén definidas (por ejemplo, el espacio

K[z] del ejemplo anterior, o el espacio C™(R) de las funciones reales derivables
n veces con continuidad).
Entonces

L=MD"+ X D" ' 4+...+\,D (3.6)

es una aplicacién lineal en C"(R). Este objeto se denomina operador lineal en

C™(R).

Proposicion 19. La composicion de un isomorfismo de V en W y de un iso-
morfismo de W en U es un isomorfismo de V en U. La composicion de dos
endomorfismos de V' es otro endomorfismo de V. La composicion de dos auto-
morfismos de V' es otro automorfismo de V.

Proof. Es suficiente tener en cuenta el Teorema 37 y el hecho que la composiciéon
de aplicaciones biyectivas es biyectiva. O

Las proposiciones siguientes son simples consecuencias de la discusién ante-
rior.

Proposicion 20. Sean V, W, U tres espacios vectoriales sobre K.
1) Si f, ge L(V,W) y h € L(W,U), entonces

ho(f+g)=hof+hog.
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2)sihe L(V,W), y f,g € LIW,U), entonces

(f+g)oh=foh+gog.

Proposicién 21. Sea f:V — W un isomorfismo. Entonces f=1: W — V es
también un isomorfismo.

Demostracion. Sean y1, y2 € W, A1, Ao € K. Sea x; = f~(y1), x2 = f(y2);
tenemos obviamente

y1 = f(x1), y2 = f(x2) .
Por tanto,

Ayt + A2y2 = A f(x1) + Aef(x2) = f(Aix1 + Aexa)

es decir,
F Ly + day2) = Aixy + Aexa = A f (1) + daf H(y2)

lo que demuestra que f~! es lineal y biyectiva, o sea un isomorfismo. O

3.5 El teorema de las dimensiones

El siguiente teorema, conocido como teorema de las dimensiones, representa uno
de los resultados més relevantes de la teoria de las aplicaciones lineales.

Teorema 38. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre K y sea f € L(V,W).
Entonces
dim(ker f) + dim(im f) = dim V . (3.7

Demostracion. Sea dim V = n, y sea {v1,..., vy} una base de ker f. Anadimos
a esta base sendos vectores Vi1, ..., Viir, con k+1r = n, hasta completar una
base de V. Demostremos que {f(vVi+1),- .-, f(Vitr)} es una base de im f. Efec-
tivamente, los vectores {f(Vg+1),. -, f(Viktr)} son un conjunto de generadores
de im f. En efecto, observamos que si x € V| tenemos

X=c1Vl+ ...CkVE + Chp1Vit1 + - - - Chpr Vitr -
Entonces

fx)=caf(vi)+...cuf(Vi) + o1 f(Vigr) + o Chrr f (Vigr)

y teniendo en cuenta que los vectores vi,..., vy € ker f, la expresién anterior
se reduce a

F(x) = chr1f(Vis1) + oo o f (Visr) -

Ademés, los vectores {f(Vi+1),.--, f(Visr)} son linealmente independientes.
Para demostrarlo, observamos que la relacion

k1 f(Vet1) + oo+ Qg f(Vigr) = flQp1Ve41 + oo+ Qhgr Vi) = 0
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implica que ag41 Vg1 =+ ..+ ap - Viyr € ker f. Por tanto, este tltimo vector se
puede escribir como combinacién lineal de los vectores de la base {vy,...,vi}
de ker f:
Opt1VE+1 t oo+ Qg Vigrr = 1V + ...+ Qp V.

Como los vectores {vi,...,Vii,} son una base de V, sigue inmediatamente
que a3 = ... = gy, = 0. En definitiva, hemos demostrado que los vectores
f(Vit+1)s-- f(Vesr) son un conjunto de generadores linealmente independi-
entes de im f, es decir son una base de este subespacio. Y como dim(imf)=
r =n — k, siendo dim(ker f)= k, obtenemos

dim(ker f) + dim(im f) = dim V .

3.6 Teoremas de equivalencia

3.6.1 Primer teorema de equivalencia

Teorema 39. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre K. Si f € L(V,W),
las propiedades siguientes son equivalentes:

(1) ker f = {0y},

(2) La aplicacion f es inyectiva.

(3) La imagen de un sistema de vectores linealmente independientes de V' es un
sistema de vectores linealmente independientes de W.

(4) Si V! CV es un subespacio, dim f(V') = dim V'.

Demostracion. (1) = (2). Sea ker f = {0y }. Tenemos que demostrar que
fv) =f(v)=v=v.
En efecto, si f(v) = f(v'), entonces f(v) — f(v') = f(v —v') = Oy . Por tanto

v — v’ € ker f. Como ker f = {0y}, tenemos v—v/ =0 <= v =v".

(2) = (1). Sea f inyectiva, y v € ker f: f(v) = Op. También tenemos
que f(0y) = Ow; entonces f(v) = f(Ow) = v = Oy, es decir ker f = {0y }.

(1) = (3). Supongamos ker f = {0y}, y sea {vy,...,v,} un sistema de
vectores linealmente independientes de V. La relaciéon
arf(vi)+ ...+ arf(vi) =0w <= flaavi+...+apvi) = Oy
<— @vi+...+apvi €kerf.
Entonces, ai;vy + ...+ axvp = 0y = a3 = 0,...,a, = 0 por la independen-

cia lineal de {vy,..., vy}, asi que los vectores {f(v1),..., f(vg)} también son
linealmente independientes.

(3) = (1). Siv # Oy, es decir es lin. independiente, entonces f(v) es
lin. independiente en W, y por tanto f(v) # Ow. Equivalentemente, f(v) =
Ow = v = Oy, es decir ker f = {0y }. La demostracién de la equivalencia
entre las propiedades (1) y (4) es dejada por ejercicio. O
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3.6.2 Segundo teorema de equivalencia

Enunciamos también otro resultado interesante, valido bajo la ipétesis mas re-
strictiva que ambos espacios vectoriales V' y W tienen la misma dimensién.

Teorema 40. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre K, de dimension n y
sea f € L(V,W). Las propiedades siguientes son equivalentes:

(1) ker f = {0y}

(2) f es inyectiva

(3) La imagen de una base de V' es una base de W

(4) f es un epimorfismo (sobreyectiva)

(5) f es un isomorfismo (biyectiva)

La demostracién del teorma anterior es parecida a la del primer teorema de
equivalencia. Otro resultado 1til es la siguiente

Proposicién 22. Sea V un espacio vectorial sobre K, dimV =n y{e1,...,e,}
una base de V.. Sea {wy,...,wy,} un sistema de vectores linealmente independi-
entes de otro espacio vectorial W sobre K. Entonces, existe una unica aplicacion
lineal f € L(V,W) tal que

f(ei):Wi7 Z.Zla"'an
La nocién de espacios isomorfos es crucial en el prosieguo de la teoria.

Definicién 64. Diremos que dos espacios vectoriales V. y W sobre K son iso-
morfos si existe un isomorfismo entre ellos.

Como consecuencia de la discusién anterior, podemos deducir el

Teorema 41. Dos espacios vectoriales V. y W sobre K de la misma dimension
finita son isomorfos.

Proof. Es suficiente observar que, siendo dim V = dim W = n, entonces pode-
mos aplicar la Proposicion 22 a dos bases, una de V' y la otra de W y construir
una aplicacion lineal que transforma una base en la otra. Por tanto, como conse-
cuencia del segundo teorema de equivalencia, la aplicacién f es un isomorfismo,
y por tanto los dos espacios son isomorfos. O

3.7 Matriz asociada a una aplicacion lineal
Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre K, dim V = n, dim W = m. Sea
{v1,...,vp} una base de V' y {wy,...,w,,} una base de W, y f € L(V,W).

Calculando las imagenes de los vectores de la base de V', tenemos

f(vi) = anuwi+aaws+ ...+ aniWy,

f(Vn) = G1pW1 + 02nW2 + ... + Ap Wi
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donde los a;; € K son sendos coeficientes. Podemos escribir las relaciones ante-
riores en la forma

f(Vj):ZaijWi7 J=1...,n. (3.8)
i=1

Por tanto, hemos definido de esta forma una matriz A = (a;;) € My, xn. Dicha
matriz se denomina matriz asociada a la aplicacién lineal f respecto de las
bases asignadas {vi,..., vy} v {w1,...,wp}.

La matriz asociada a una aplicacién lineal f, respecto de dos bases asignadas,
permite calcular la imagen de cualquier vector del espacio que representa el
dominio de f. Con més precisién, tenemos

x eV, X:ijvj, f(x)ew, f(x):Zxéwi
j=1

Entonces

Satwi = f(x)=
=1

=
7 N
I'Ms
8
<.
<
.
~~_
I
3
8
<
~
—
<
o

j=1 j=1
n m m n

= E ,%(E :aijwi) = § :(E :a”x])wl
j=1 i=1 i=1 j=1

En definitiva, tenemos las ecuaciones

n
/ .
xT; = E a;;xj, i=1,....m (3.9)
=1
I
conocidas como ecuaciones de la aplicacién lineal. Si X = : | es el vector
Tn

columna de las componentes de un vector x € V', entonces podemos escribir las
ecuaciones (3.9) en la forma matricial equivalente:

X' = AX . (3.10)

3.7.1 Aplicacién lineal asociada a una matriz

Sean V', W dos espacios vectoriales sobre K. Para asignar una aplicacion lineal
f:V — W, dada una base {vy,...,v,} de V es suficiente asignar los vectores

fva), ooy flvn) .

De esta forma, conoceremos la imagen de todo vector x € V.
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Definicién 65. Sean {v1,...,v,} una base de V y {w1,..., W} una base de
W, yA=(aj) € Mpxn(K),i=1,...,m, j =1,...,n. Se define aplicacion
lineal asociada a la matriz A, respecto de las bases dadas, a la aplicacion

F(vi) = aizw; .
i=1

Observacion 3.3. Sea
¢: L(V,W) = Mysn(K)
la aplicacién que a cada f lineal asocia su matriz (respecto de dos bases dadas):

(b(f) =Ae Mm><n(K) .

Se puede demostrar que la aplicacién ¢ es lineal; ademas, siendo biyectiva, es-
tablece un isomorfismo entre los dos espacios vectoriales L(V, W) y M, xn(K).
Por tanto, para determinar la dimensién del espacio vectorial L(V, W), es sufi-
ciente determinar la dimensién del espacio isomorfo M, x, (K), lo que es mucho
mas asequible.

Teorema 42. La dimension del espacio vectorial M, x,(K) es m - n.

Proof. Sea
0 0 0
Q;=10 1 0
O ... 0 ... 0

la matriz que contiene un 1 en la fila i-ésima y en la columna j-ésima. Es
facil comprobar que el conjunto {Q11,Q12,...,Qmn} es una base del espacio
M xn(K). Efectivamente:

m n
A=(ag) =Y ay
i=1j=1
lo que demuestra que {Q11,Q12,...,Qn,} es un sistema de generadores del

espacio. Es inmediato comprobar que estas matrices son linealmente independi-
entes. Por tanto, forman una base de M, x,(K). Dado que el nimero de estas
matrices es m - n, tenemos que dim M,y (K) = m - n. O

Corolario 3. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre K, dim V = n, dim
W =m. La dimension del espacio vectorial L(V,W) es m - n.
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3.7.2 Matriz asociada a la composicién de aplicaciones

Sean V., W, U, tres espacios vectoriales sobre K, dim V = n, dim W = m,
dim U = p. Sean f € L(V,W), g € LW, U) h = go f € L(V,U) y sean
Bi = {vi,...,v,} una base de V, By = {w,...,w,,} una base de Wy B3 =
{uy,...,u,} una base de U. Calculemos las imdgenes de los vectores de las
bases By bajo f y By bajo g. Tenemos

m P
flvy) = Zaijwi, g(w;) = Z briug.
1=1 k=1
Determinemos las imagenes de los vectores de By bajo la accion de h:

hvy) = g<f<vj>>=g(§aijWi)=§aij9<wi>

p

m p m P
Za” <Z bkiuk> = Z <Zbkiaij)uk = chjuk :
i=1 k=1 k=1

k=1 “i=1

Por tanto, hemos demostrado que, si
A€ My xn(K), B € Mpxm(K), C e Mpxn(K)
son las matrices asociadas a f, g, h respectivamente, en las bases dadas, entonces
C=B-A. (3.11)

En particular, deducimos que si f es biyectiva, la matriz asociada a f~! es A~1.

3.7.3 Ejercicios

Ejercicio 3.5. Calcular la matriz asociada a la aplicacién f € L(R3, R?)
definida por
f(xy,2) = (@ +y,y+2)

respecto de las bases canénicas de R? y R3.
Resolucion. Calculemos las imagenes de los vectores de la base canénica de R3,
en la base canénica de R?:

f(1,0,0) = (1,0)
f(0,1,0) = (1,1)
f(0,0,1) = (0,1)
Por tanto, escribiendo en columna estas imégenes, obtenemos la matriz A aso-
ciada a f en las bases dadas:
1 10
A= <O 1 1) ’
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Ejercicio 3.6. Sea 1 : Msyo — Mayo la aplicacion definida as?
n(Ad)=A+ AT,

(1) Demostrar que 7 es lineal.
(2) Hallar la matriz asociada a 7 respecto de la base canénica de Maxa.
Resolucidon. El punto (1) es dejado al lector.

(2) La base candnica de Moy es

3 6o o) G0

Tenemos:

Por tanto, la matriz asociada a 1 respecto de la base canénica de R? es

2 000
01 10
A_0110
00 0 2

3.8 Cambios de base y matrices asociadas a apli-
caciones lineales

El teorema del cambio de base es una de las herramientas mas relevantes en
algebra lineal, porque permite relacionar la descripcion de los vectores de un es-
pacio vectorial en distintas bases. Recordamos que, si V' es un espacio vectorial,
dmV=n,B={vy,...,vp}y B ={v],...,v),} son dos bases de V,y x € V,
entonces si
T .'I;l
X =
Ty x,,

son los vectores columna de las componentes del vector x en las dos bases B y
B, tenemos
X = PX'
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donde P es la matriz (invertible) de cambio de base.

Sean ahora V, W dos espacios vectoriales sobre Ky f € L(V,W). Una
pregunta natural es: ; Cémo cambia la matrix asociada a f bajo un cambio de
base en V' y en W 7 La respuesta es dada por el siguiente

Teorema 43. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre K, dim V = n,
dim W = m. Sean By y Bi, dos bases de V, Bw y B}y, dos bases de W y
feL(V,IW). Sea A € Myxn(K) la matriz asociada a f respecto de By y Bw,
A" € My xn(K) la matriz asociada a f respecto de By, y By, P la matriz de
cambio de By a Bi,, Q la matriz de cambio de By a By,. Entonces:

A=Q ' AP (3.12)

Proof. Sea x € V, ey = f(x) € W. Sabemos que, si A € M,,,xn(K) es la
matriz asociada a f respecto de las bases By y By, tenemos que

Y =AX . (3.13)
Andlogamente, si A’ € M, x,(K) es la matriz asociada a f respecto de las
bases By, y By, denotando con X’ e Y’ las componentes de x € V' y f(x) € W,
tenemos claramente
Y =AX. (3.14)
Ademas, valen las relaciones siguientes:
X = PX/, Y =QY'.
Entonces, sustituyendo estas relaciones en la ec. (3.13), deducimos
Y = AX < QY' = APX — Y' =Q 'APX’
Si ahora comparamos la relacién obtenida con la ec. (3.14), obtenemos
A =QtAP. (3.15)
O

Definicién 66. Una matriz M € M,,(K) se dird semejante a la matriz M’ €
M, (K) si existe una matriz N € GL,(K) tal que

M =N"'MN (3.16)
Se puede facilmente demostrar la
Proposicion 23. La relacion de semejanza es una relacion de equivalencia.
Desde la discusién anterior, deducimos inmediatamente el

Corolario 4. Sea f € L(V). Las matrices asociadas a f en dos bases distintas
de V' son semejantes.

Proof. Dado que V = W, desde el Teorema 43 obtenemos inmediatamente la

ecuacién de cambio de base
A =P 1AP.

lo que demuestra que A y A’ son semejantes. O
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3.9 Formas lineales

Como sabemos, un cuerpo conmutativo K es también un espacio vectorial, sobre
K mismo.

Estudiaremos ahora una familia interesante de aplicaciones lineales, precisa-
mente las f : V — K, que a un vector asocian un escalar.

Definicién 67. Sea V' un espacio vectorial sobre K, dim V = n. Una aplicacion
f € L(V,K) se llamard forma lineal de V.

Hemos demostrado que L(V, W) es un espacio vectorial por toda eleccién de
V' y W. Por tanto, L(V,K) es obviamente un espacio vectorial.

Definicién 68. FEl espacio vectorial L(V,K) se llamard espacio vectorial
dual de V, y se denota con el simbolo V* := L(V,K).

Ejercicio 3.7.
Sea x = (71, 22,23) € R? y w: R?® — R la aplicacién asf definida:

w(xy, e, x3) = x1 + 229 + 323 .

Es facil comprobar que es lineal: w(A1x1 + Aaxa) = Mw(x1) + Aaw(x2) V Aq,
Ay € R. Por tanto w € L(R3,R), es decir, es una forma lineal de R. Otra
manera equivalente de escribir: w € R3*.

3.9.1 Base dual

Dado un espacio vectorial V' sobre K, de dimensién n, es posible construir de

forma natural una base en el espacio dual V*. Precisamente, sea {ej,...,e,}
una base de V. Introducimos las formas lineales {f1,..., fn}
file) =gy =40 5 1Y (317)
i\€;) = 05 = . . 3 .
! ! 0 si i#j
Teorema 44. Las formas (3.17) son una base de V*.
Dicha base es conocida como la base dual de la base dada {e,...,e,}.

Como consecuencia de la discusién anterior, vale el siguente

Teorema 45. Sea V un espacio vectorial sobre K de dimension finita y V* su
espacio dual. Entonces
dim V = dim V*

Como V* es también, en si mismo, un espacio vectorial sobre K, podemos
reiterar la construccién anterior y construir el dual del dual, y asi siguiendo.

Definicién 69. Si V' es un espacio vectorial sobre K y V* su dual, el dual de
V* se denomina bidual de V y se denota con V**:

V= L(V*,K) .
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3.10 Aplicaciones multilineales

Introducimos las aplicaciones multilineales, como natural generalizacién de las
aplicaciones lineales en el caso de funciones de més variables. Como veremos,
una clase particularmente relevante de formas multilineales es representada por
los determinantes. Empezamos con la

Definicién 70. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre K, p € N, p > 2.
Una aplicacion
f:Vx..xV->W
—_———

p veces

(X1,...,%p) = f(x1,...%p) €W

se dird p-lineal su es lineal respecto a cada uno de los vectores Xi,...,Xp, €s
decir, si¥ i =1,...,p resulta:
(I) f(xh...,xi,l,yi—|—zi7xi+1,...7xp) = f(Xl,...,Xi,hyi,XiJrh...,Xp)
-+ f(Xl,...,Xi_l,Zi,XH_l,...,Xp)
(II) f(Xl,...,Xi_l,)\Xi7Xi+1,...,Xp) = )\f(xla-~-ax’i—lax’i7xi+17---7Xp)

Entonces, una aplicacién multilineal no es nada méas que una aplicacién que
es lineal respecto de cada una de sus variables (vectoriales) considerada por
separado.

Teorema 46. Si f es una aplicacion p-lineal, entonces

n n n
f( Q1iy Viy s (245 Vigy -« -5 E apz‘sz'p) =
1 1

1= io= ip=1
n n n
Z Z"'Za1i1a2i2"'appf(Vh""’Vip) . (318)
i1=11i2=1 ip=1
Demostracion.
n n " " .
f< Z A131Vigyeens Z ap’ipvip) = E alilf(ViU E Q245 Vigy ooy E a’p’ipvip>
11=1 ip=1 i1=1 io=1 ip=1

n

=1 ia=1 ip=1 i1=1 =1 ip=1

n

= Z A14,A244 '...~apipf(vi1,...,vip) .

i1,02,mip=1

Ejercicio 3.8. Sea w : R? x R3 — R la aplicacién

w(X,y) = 1y1 + T2y2 + T3Ys -
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Esta aplicacién es bilineal. Comprobémoslo:

wiz+w,y) = (z1+w)yr + (22 +w2)ye + (23 + w3z)ys =
= 21Y1 + 22Y2 + 23Y3 + w1y + wWay2 + wW3ys =
= w(z,y) +wlw,y) .

wW(AX,y) = (Az1y1 + Aay2 + Aw3ys) = AMz1y1 + 222 + 23y3) = Mw(x,y)(3.19)

De forma totalmente andloga se comprueban las propiedades de linealidad re-
specto de la segunda variable. La forma bilineal w(x,y) definida asi es conocida
como el producto escalar canénico de R? y en contextos fisicos usualmente
se denota preferentemente con x - y.

Teorema 47. Sea V' un espacio vectorial sobre K, y (x1,...,%xp) € VP. Supong-
amos que 31 tal que x; = Oy . Entonces, para toda aplicacion f : VP — W lineal,
tenemos

f(Xl,---,Xp) = OW . (320)

Demostracion. Observamos que, siendo Ov = 0 para todo v € V', tenemos

f(xla"'7Xi—170;Xi+17"'>Xp) :0'f(Xl,...,Xi_l,V,XH_l,...,Xp) = OW .

3.11 Aplicaciones alternadas

Definicién 71. Una aplicacion f: VP — W p-lineal se dird alternada si

FxL, o Xy, Xy Xp) = —f(X, Xy Xy Xp)

Por tanto, intercambiando entre si dos vectores, una aplicacién alternada
cambia de signo.

Definicién 72. Una aplicacion f: VP — K p-lineal se dird forma p-lineal. Si
ademds es alternada, se dird forma p-lineal alternada.

Ejercicio 3.9. Sea o : R? — R,

a(x,y) = r1y2 — 221
Esta aplicacién es una forma 2-lineal alternada. Desde un punto de vista fisico,
si
L=xxp, L-z=x1p2 —x2p1
la aplicacién a(x, p) se puede interpretar como la aplicacién en el plano euclideo

que define la tercera componente del momento algular de un punto material de
posicién x y momento lineal p.
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Teorema 48. Sea f : VP — W wuna aplicacion p-lineal alternada. Entonces
fx1, .o Xiy oo, Xy oo, Xp) = Oy (3.21)

Demostracion. Poniendo x; = x; en la definicién de aplicacién alternada, obten-
emos inmediatamente

FX1y oo Xy ooy Xy e, Xp) = —f(X1, ooy Xgy oo X, Xp)
es decir
2f(X1,...,Xi,...7Xj7...,Xp) :OW
valida si el cuerpo conmutativo K es de caracteristica distinta de 2. O

El teorema siguiente es de fundamental importancia en las aplicaciones: es-
tablece que la imagen de un conjunto de p vectores dependientes bajo cualquier
aplicacién p-lineal alternada es nula. Como veremos, se trata de una propiedad
crucial de los determinantes.

Teorema 49. Sea f : VP — W una aplicacion p-lineal alternada. Silos vectores
{x1,..., X} son linealmente dependientes, entonces

f(xla"'vxp):ow .

Demostracion. Si{xi,..., X,} es un conjunto de vectores dependientes, entonces
por lo menos uno entre ellos es combinacién lineal de los demdas. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que

X] = QoXo + ... + apXy, .

Entonces,
f(x1,...,xp) = floaexo+...+apXp,...,Xp)
= oaof(x2,X2,X3,...,Xp) + a3f(X3,X2,X3,...,%Xp) + ...
+ Oépf(Xp,Xg, R ,Xp) = 0w + a30w + ...+ a,0w =0y .

O
Desde la discusion anterior se deducen facilmente los resultados siguientes.

Corolario 5. Una aplicacion p-lineal alternada f : VP — W no cambia si a
uno de los vectores X1,...,X, anadimos una combinacion lineal de los demds
p — 1 vectores.

Corolario 6. Si dim V < p, entonces toda aplicacion p-lineal alternada
f:VP =W es nula, es decir

f(Xl,---,Xp) :OW .
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3.12 Grupo de permutaciones

Definicién 73. Sea S = {1,2,...,n} un conjunto finito de numeros naturales,
o bien de objetos identificados con esos numeros. Una permutacion ¢ es una
biyeccion de S':

p:{L,2,....;n} = {1,2,...,n} .

Ejemplo 3.10. Sea § = {1,2,3,4}. Una permutacién de S es la aplicacién

p:8=8,  p(1)=3, »2)=1 ¢B)=2, »4)=4.
Es inmediato comprobar que es biyectiva.

La permutacién anterior se puede también representar con una matriz:
(1 2 3 4
P73 1 2 4
Dado que la primera fila sélo representa la sucesion de los primeros n ntimeros
naturales (en este caso con n = 4), en realidad la permutacién esta fijada si

conocemos la segunda fila de la matriz. Por tanto, una representacién més

compacta es
p=23124 .

Puesto que se trata de aplicaciones biyectivas, podemos obviamente definir la

permutacion inversa:
1 (1 2 3 4
7 T\2 31 4

= 2314. Por supuesto,

St _(1 234
vew =°¢=\1 2 3 4/

Dado un conjunto S de n objetos, el niimero total de las posibles permutaciones
de Sesn!.

Observacion 3.4. El conjunto de todas las permutaciones de n objetos, dotado
de la composicién de permutaciones es un grupo, denotado con .S,. Efectiva-
mente, tenemos las propiedades siguientes:

1) VYex,w€Sn:  (pox)ov=¢po(xor)
(2) dee S, tq VeeS,: eocp=gpoe=yp

o bien o1

(3) VeeS, Jpltel, tqeopl=plop=c.

Definiciéon 74. Llamaremos transposicion una permutacion que intercambia
entre si dos elementos de S dejando invariados los demds elementos.

Ejemplo 3.11. La transposicién que intercambia los elementos i y j, i # j, es
1 2 ... ¢ ... 57 ... n
1 2 ... 7 ... 1 ... n)’
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Definicién 75. Diremos que en una permutacion ¢ € Sy, los elementos p(i) y
©(J) presentan una inversion si

i<j oy i) >e() .

Definicién 76. Una permutacion se dird par si el nimero total de inversiones
que presenta es par, e impar si el nimero total de inversiones es impar.

Definicién 77. Se define paridad de una permutacion ¢ € S, al nimero
I
o, =(-1)
siendo I el numero de inversiones de la permutacion .
Entonces,

{Jrl si la permutacion es par
Op =

-1 si la permutacion es impar

Se puede demostrar que
Op = 0¢—1
Equivalentemente, podemos definir la paridad de una permutaciéon como

{Jrl si el nimero de transposiciones necesario para ordenar la permutacién es par
Op =

—1 si el nimero de transposiciones necesario para ordenar la permutacién es impar

Ejemplo 3.12. Consideremos la permutacién ¢ = 3124. Tenemos dos inver-
siones: 31, 32. Por tanto o, = (—1)? = 1. Equivalentemente,

transp transp

p=23124 —" 1324 —" 1234,
es decir, con dos transposiciones podemos ordenar ¢. Por tanto o, = 1.
Lema 5. Sea f: VP — W una aplicacion p-lineal alternada y sea
. 1 2 . P
- <¢<1> p(2) ... go(p>)
una permutacion de S,. Entonces

f(XW(l)’XW(Q)’ ce ,X@(p)) = Uwf(Xl, cee ,Xp) .

Demostracion. Sea I el nimero de inversiones presentes en la permutacion
. Entonces, efectuando I transposiciones, ¢ se convierte en la permutacién
idéntica. Pero, bajo cada transposicién, la aplicacion f siendo alternada cambia
de signo, entonces:

F(xp(1) (@), -+ X)) = (1) 1,0 xp)
es decir
f(xga(l)v Xg,(z), ce 7X90(P)) = owf(xl, ce ,Xp) .
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Teorema 50. Sea f: VP — W wuna aplicacion p-lineal alternada, y sea

P
xi:Zaijvj Zil,,p
j=1
Entonces
f(x1,...,%xp) = Z Tpl1p(1) "+ Apo(p) S (Vi, oo, Vp) (3.22)
p€eSy
Demostracion.

Ya hemos demostrado (Teorema 46) que

p p p
f(x1,.,%p) f( E A1y Viy E A2i5Vigy -+ E am‘p"ip> =
i1=1

ig=1 ip=1
PP P
Z Z Z 14, A2y "'Gppf(Vilw-sz‘p) (3-23)
i1=lig=1  i,=1
donde la suma involucra los p? conjuntos de indices {j1,...,Jjp}, siendo j; =
1,...,p Vi€ {l,...,p}. Para cada conjunto de indices en que aparecen dos

indices iguales, evidentemente

f(le,...,Vjp) = OW .

Entonces, en la formula 3.23 sélo quedan los términos correspondientes a los
sistemas de indices distintos, es decir los términos correspondientes a las per-

mutaciones ¢ del conjunto {1,...,p}. Consecuentemente:
f(Xl, ces ,Xp) = Z A1p(1) " -+ - apsp(p)f(v(p(l), v ,V¢(p)) (3.24)
PES)
= Z OpQip(l) " -+ apw(p)f(vl, cee ,Vp) (3.25)
PES)

O

Fl siguiente teorema establece que, dados dos espacios vectoriales V' 'y W,

siempre podemos construir una aplicacion lineal alternada de VP en W que

asocia a una base de V' un vector asignado de W. Ademsds, dicha aplicacién es
unica. Con mads precision, tenemos el

Teorema 51. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre K, dim V = p. Para
cada base {v1,...,vp} de V y Vw € W, existe una dnica aplicacién p-lineal
alternada f : VP — W tal que

f(vi, ..., vp) =W (3.26)

Si, en particular, elegimos W = K, y entonces elegimos w = 1, vale el
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Corolario 7. Sea V un espacio vectorial K, dim V = p. Para toda base
{v1,...,vp} de V existe una tnica forma p-lineal alternada f : VP — K, tal
que

f(vi,...,vp)=1. (3.27)

Definicién 78. Sea V' un espacio vectorial sobre K, dim V = p, {v1,...,v,}
una base de V y {x1,...,%,} un conjunto de vectores de V.. Llamaremos deter-
minante del conjunto {x1,...,x,} respecto de la base {v1,...,v,} a la dnica
forma p-lineal alternada D : VP — K tal que

D(vi,...,vp)=1.

Evidentemente, siendo para cada forma p-lineal

D(x1,...,%xp) = Z Tpl1p(1) " -+ App(p) D(V1, ., Vp) (3.28)
PESp

en el caso de un determinante deducimos la formula fundamental

D(x1,...,%p) = Z Tpip(1) * - Opp(p) - (3.29)
PpES)

A menudo utilizaremos la notacién abreviada
w(i) =: ¢4, i1=1,...,p.

Mostraremos ahora que la expresién (3.29) nos devuelve el algoritmo familiar
para el célculo de los determinantes.

Definicién 79. Sea A = (a;;) € My(K), i,j =1,...,p. Llamaremos determi-
nante de A de orden p y lo denotaremos con el simbolo

ail ai2 cee Qpp
any ce c.. Q2p
det(A) =
ap1 . cee Qpp
al escalar asi definido:
det(A) = Z Tplip, oo Opp, - (3.30)
pESp

Ejemplo 3.13. Sea p = 2. Calculemos el determinante de orden 2. Tenemos

A= (a11 a12> , det(A) = = Z Ol A2, -

ail a2
a21  a22 21  Qa22 Peye
2

Estudiemos ahora las permutaciones de S;. Tenemos 2! = 2 permutaciones:

1 2 1 2
L)01 = 1 2 y 801 = 2 1 9 0901 = 1’ ULP2 = _1
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que en notacién abreviada escribiremos como ¢; = 12 y ¢ = 21. Entonces,
det(A) = 0y,011022 + 0yp,012021 = G11022 — G1202] -
Ejemplo 3.14. Sea p = 3 y calculemos el determinante de orden 3.

ai;p Q2 a3
A= |as az as]|, det(A) = E Tplip, 025,030, -
asy asz2 ass PESs
El grupo S3 contiene 3! = 6 permutaciones, de las que 3 tienen paridad par y

tres impar:

01 =132  5=213  pg=321

Por tanto:
det(A) = 04,a11022033 + 0, a12023031 + 0, A13021032

+  0p,011023032 + 045012021033 + 0pgG13022031

= Q11022033 + 012023031 + 13021032 — 011023032 — 412021033 — 413022031
es decir

det(A) = a11(a22(133 - a23a32) - alz(a21as3 - a23a31) + a13(a21a32 - azzasl) .
(3.31)

La férmula (3.31), que es una consecuencia directa de la Definicién 79, es cono-

cida como el desarrollo de Laplace del determinante (segin la primera fila).

El resultado siguiente es de gran relevancia tedrica.

Teorema 52. Sea A € M,(K). Entonces
det(AT) = det(A) . (3.32)

Como consecuencia, cualquier propiedad que concierne las filas del determinante
de una matriz cuadrada es valida también para sus columnas.

Una de las aplicaciones més relevantes de los determinantes es su uso para
determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente, o no.

Teorema 53. Condicidn necesaria y suficiente para que los vectores {x1,...,Xp}
de un espacto vectorial V' de dimension p sean linealmente dependientes es que
su determinante, respecto de una base {e1,...,e,} cualesquiera de V' sea nulo.

Demostracion. La condicion es necesaria: en virtud del Teorema 49, ya sabemos

que si {x1,...,%,} son linealmente dependientes, entonces cualquier forma p-
lineal alternada f : VP — W se anula: f(x1,...,%X,) = Ow. Entonces, en
particular

D(x1,...,%x5)=0.
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Demostremos que la condicién es suficiente, es decir:

D(x1,...,%x,) =0 = {x1,...,Xp} lin. dependientes .
Demostrémoslo por absurdo. Supongamos que {X1,...,X,} sean linealmente in-
dependientes; entonces, forman una base de V. Por tanto, los vectores {e1,...,e,}

se pueden expresar como combinacién lineal de ellos:

P
e, = E Q;iXj, ’L:L,p
j=1

Tenemos:
D(e,...,ep) = (Z‘Tsoalm . -ozp@p)D(xl, sy Xp) =0
%)
lo que implica D(e1, ..., e,) = 0, pero esto es absurdo porque, siendo {eq,..., ey}
una base de V, debe ser D(eq,...,e,) = 1. O

3.13 Determinantes e invertibilidad

Teorema 54 (Criterio para matrices invertibles). Una matriz A € M, (K) es
invertible si y solo si det(A) # 0.

Demostracion. Es suficiente observar que las afirmaciones siguientes son equiv-
alentes:

A invertible <= A es la matriz asociada a una aplicacién lineal biyectiva
(automorfismo) <= La imagen de una base {vi,...,v,} de V es otra base
{f(v1),...,f(vn)} de V <= Los vectores columna de A son linealmente inde-
pendientes <= det(A) # 0.

Corolario 8. Si una fila (columna) de un determinante es combinacion lineal
de las otras filas (columnas), el determinante es nulo.

Corolario 9. Si una fila (columna) de un determinante tiene todas sus entradas
nulas, o si dos filas (columunas) son proporcionales, el determinante es nulo.

Proposicién 24. Si anadimos a una fila (columna) una combinacion lineal de
otras filas (columnas) el determinante queda invariado.

Demostracion. Sea V' un espacio vectorial de dimensién p y sea un sistema de
vectores {X1,...,Xp}. En el determinante D(x1,...,X;,...,X,) vamos a afladir
al vector x; una combinacién lineal de los demds (p — 1) vectores:

D(xy,...,X—5, XX +. . a1 Xio 1+ Xip1+ . 0pXp, Xig 1, .., Xp) =
= D(Xl, ce 7Xp)—‘y-D(Xl, ey Xi—1, a1X1+. .. ai—lxi—1+ai+lxi+l+- . .—|—Oépo7 Xi4ly. .-
=D(x1,...,%p) ,

dado que el segundo determinante se puede repartir en la suma de determinantes
que contienen, cada uno de ellos, un par de vectores iguales.
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Corolario 10. Si se multiplican todos las entradas de una fila (columna) de un
determinante por un escalar X\, el determinante queda multiplicado por M.

Corolario 11. Si se intercambian entre st dos filas (columnas) de un determi-
nante, el determinante cambia signo.

Fl siguiente resultado, que presentamos sin demostracién, es conocido como
desarrollo de Laplace de un determinante segun la i-ésima fila.

Teorema 55. Sea la matriz A = (a;5), (i, = 1,...,p). Si denotamos con
A;ij la matriz obtenida desde A eliminando en ella la fila i-ésima y la columna
j-ésima, tenemos:

det(A) = i(—l)iﬂaij det(Aij), 1€ {17 e ,p} .

j=1
Existe también la férmula de desarrollo de un determinante segin la j-ésima
columna:

P

det(A) = Z(—l)”%w det(Aij), j e {1, . ,p} .

=1

Definicién 80. El determinante det(A;;) se denomina menor del elemento a;;
de A. La cantidad o
Aij = (—1)z+Jd6t(A7;j)

es dicha cofactor del elemento a;; de la matriz A.
Una consecuencia obvia, pero muy 1til, es la siguiente

Observacion 3.5. El determinante de una matriz diagonal es igual al producto
de los elementos de su diagonal principal. Efectivamente, si

A0 0O ... O
0O X O ... O
A =
0o ... R VS
entonces evidentemente
det(A) =A-A-o A, (3.33)

En particular, para el determinante de la matriz identidad I,, obtenemos in-
mediatamente det(I,,) = 1.

Enunciamos también un resultado, bien conocido, que proporciona un algoritmo
para calcular la inversa de una matriz utilizando la nocién de determinante.
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Teorema 56. Sea una matriz cuadrada A = (ai;), (4,7 = 1,...,p) tnvertible.
Entonces la matriz inversa de A es dada por

1 1

Por tanto, para calcular la inversa de una matriz A invertible, podemos
operar asi:

e Se escribe AT, la matriz transpuesta de A

e Se substituye cada elemento de A” con su cofactor

e Se divide la matriz asi determinada por det(A) # 0.

Un resultado crucial de la teoria de los determinantes es debido al matemaético
francés Binet:

Teorema 57. Sean A, B € M,(K). Entonces

det(AB) = (detA)(detB). (3.34)
Demostracion. Consideremos un espacio vectorial V' de dimensién p sobre el
cuerpo conmutativo K, y sea {e1,...,e,} una base de V. Sea en V un sistema
de vectores {v1,...,v,}, definido por:
P
V= ijkek, (Gj=1,...,p) (3.35)
k=1
y otro sistema {uy,...,u,}, definido por
P
u; = Zaijvj> (i=1,...,p) . (3.36)
j=1

Introducimos las matrices A = (a;;), B = (b;i). Ademas, sea D la unica forma
p-lineal alternada en V' tal que

D(ey,...,ep) =1, (3.37)
es decir, el determinante. Tenemos entonces

D(uy,...up) = (detA)D(vy,...,Vp) (3.38)

D(vy,...vp) = (detB)D(eq,...,ep) (3.39)

Sustituyendo la ecuacién (3.39) en la (3.38), y teniendo en cuenta la ecuacién
(3.37), obtenemos
D(uy,...up) = (detA)(detB) . (3.40)
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Por otro lado, observamos que, siendo los vectores u; € V, se podran es-
cribir, cada uno de ellos, como combinacién lineal de los vectores de la base
{e1,...,e,}. Por tanto,

p
u; = Zcikek (i=1,...,p) . (3.41)
k=1

Utilizando las relaciones (3.35) y (3.36), obtenemos entonces
P P P p P
u; = Zaijvj = Zaij (Z bjkek> = Z ( aijbjk>ek s

j=1 j=1 k=1 k=1 \j=1

de donde se deduce que
P
Ci = Zaijbjk .
j=1
Entonces, si C := (¢i), i,k =1,...,p, tenemos
C=A-B.

Ahora bien, desde la eq. (3.41) obtenemos

D(uy,...up) = (detC)D(eq,...,e,) = det(A- B). (3.42)
En definitiva, comparando las ecuaciones (3.40) y (3.42), deducimos que

det(A - B) = (detA)(detB) .
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Chapter 4

Autovalores y Autovectores

4.1 Definiciones y propiedades basicas

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K, y sea f € L(V) una
aplicacion lineal de V' en V' (es decir, un endomorfismo de V).

Definicién 81. Sea v # 0 de V. El vector v se dird autovector (o vector
propio) del endomorfismo f si existe un escalar A € K tal que se cumple la
condicion

fv)=Av. (4.1)

El escalar A se dird autovalor (o valor propio) de f correspondiente al autovector
V.

Definicién 82. El conjunto de los autovalores de un endomorfismo se denomina
espectro de los autovalores de f y se denota con Spec(f).

Teorema 58. Sea f € L(V), y sea A un autovalor de f. El conjunto Vy formado
por los autovectores correspondientes a A y por el vector nulo 0 es un subespacio
vectorial de V.

Demostracion. Sean vy y vy dos autovectores correspondientes al mismo auto-
valor A\ y sea oy, as € K. Entonces,

f(vi) = vy, f(va) = Ava .
Por tanto tenemos
f(qul + O‘2V2) = alf(vl) + a2f(V2) = a1 Av] + ag vy = )\(alvl + a2v2) ,

Esto implica que a1 vy 4+ aave es un autovector correspondiente al autovalor A.
O

Definicién 83. El subespacio V) se llamard autoespacio (o subespacio pro-
pio) correspondiente al autovalor .
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Proposicion 25. Los subespacios correspondientes a dos autovalores distintos
A1 Y Ao son disjuntos, es decir

Vi, NVy, = {O} .

Demostracion. Sea A1 # A y sean V), V), los autoespacios correspondientes.
Supongamos que v € V), NV,,. Entonces se cumple

fV)=Mv,  f(v)=Xev

lo que implica

()\1 — )\2)V =0.
Dado que, por hipétesis, A} # Ay, entonces v = 0, y por tanto Vy, N V), = {0}.
O
Teorema 59. SiVy,,..., V), son autoespacios correspondientes a p autovalores

distintos A1, ..., Ap, entonces su suma Vy, + ...+ V), es directa.

Demostracion. Utilizaremos el procedimiento por induccién. Sea p = 2. Si
A1 # Ag, entonces Vy, NVy, = {0} y la suma V; + V; es directa.

Supondremos ahora la propiedad cierta para p — 1 subespacios propios, y
demostraremos que es cierta para p subespacios propios.

Sea v; € Vi, i =1,...,p. Ahora bien, sabemos que la suma Vy, +...+ V),
es directa si y sdlo si la relacion

p
Yvi=0 = vi=0 (i=1,...,p). (4.2)
=1

Entonces tenemos
f( Vi)ZZf(Vi)Zf(O)zo.
i=1 i=1

Al mismo tiempo, dado que
fvi) = Xivi

obtenemos .
> Avi=0. (4.3)
i=1

Para demostrar que la suma es directa, utilicemos la propiedad (4.2). Clara-

mente, si Y 5_; v; = 0, también resulta (trivialmente) que

p
A Y vi=0. (4.4)
i=1

Por tanto, restando las ecuaciones (4.3) y (4.4), deducimos que

()\2—>\1)V2—|—...—|—(/\p—>\1)vp20.
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Estéd claro que wy, := (A — A\1)vg € Vi, k = 2,...,p. Entonces, utilizando la
hipétesis de induccién, obtenemos

wo+...+w, =0 = wy=0,...,w,=0,

es decir (A, — A1)vy =0, k =2,...,p. Esto implica vi, =0, k =2,...,p dado
que Ar # A;. Por tanto, en la suma Zle v; =0, siendo vo = ... = v, =0,
resulta que también vi = 0. En definitiva, hemos demostrado que la condicién
(4.2) se cumple, y que la suma es directa.

d

4.2 Subespacios invariantes

Introducimos la nocién de subespacio invariante por una aplicacién lineal f.

Definiciéon 84. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo conmutativo K,
f € L(V). Diremos que un subespacio W C V es invariante bajo f o es f-
1nvariante si

fwycw

es decir, f transforma vectores de W en vectores de W.

Supongamos ahora que V) sea un autoespacio de f relativo al autovalor A. Por
definicién, tenemos que

fv)=2xv Vvev,

y como V) es un subespacio vectorial, obviamente A\v € V). Por tanto, segin la
definicién anterior, los autoespacios de f son subespacios invariantes por f.

4.3 Ecuacidon caracteristica

El teorema siguente posee un papel crucial en la teoria.

Teorema 60. Sea V' un espacio vectorial sobre K, dimV =n, y sea f € L(V).
Sea A € M, (K) la matriz asociada a f respecto de la base {e1,...,e,} de V.
El escalar A € K es autovalor de f si y sdlo si

det(A—M,) =0, (4.5)
donde I,, es la matriz identidad n X n.
Demostracion. Sea A € Spec(f). Entonces 3 v # 0 tal que f(v) = A\v, es decir
fv)=Av=0 <= (f-X)(v)=0. (4.6)
donde 7 es la aplicacién identidad:

I(v)=v, VvevWV
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Sea A la matriz asociada a f, e I,, la matriz identidad (que es la asociada a 7).
Entonces la relacién (4.6), pasando a las matrices asociadas, implica

(A-AL) X =0 (4.7)

Esta ecuacion matricial representa un sistema lineal homogéneo en que el vector
columna X representa las componentes (z1,...,z,) de v en la base asignada.
Dado que v # 0, el sistema obviamente admite soluciones no triviales. Esto se
cumple si y solo si el determinante del sistema es nulo, es decir

det(A—MI,,) =0.

O
El teorema anterior nos proporciona un algoritmo para determinar los auto-
valores de un endomorfismo f. Sea A = (a;5), 4,5 = 1,...,n la matriz asociada

a f respecto de una cierta base. La ecuacién (4.5) entonces se escribe en la
forma

aip — A a2 e Q1n
as agy — A - aop
_0. (4.8)
an1 An2 e Qpp — A

Expandiendo el determinante obtenemos una ecuacién algebraica de grado n en
la variable A, con coeficientes en K, llamada ecuacion caracteristica del endo-
morfismo [ o de la matriz A (o bien “ecuacidn secular”).

Definicién 85. FEl polinomio
p(A) = det(A — \1I,) (4.9)
se dird polinomio caracteristico de la aplicacion f o de la matriz asociada A.
Se puede demostrar que el polinomio caracteristico asume la forma general
p(A) = (—=1)" A" + (=1)"1tr(A) A"t ..+ det(A). (4.10)
donde tr(A)=a11 + ...+ ann es la traza de A.

Definicién 86. Si A es una raiz simple de p()\), se dird que \ es un autovalor
simple de f; si A es una raiz de multiplicidad h, diremos que A es un autovalor
de f de multiplicidad algebraica h.

Por ejemplo, si
PN =N =4 -1 (A =5),

los autovalores son Ay = 0,Ao = 4,A3 = 1,\; = 5. Ademds, tenemos que
A1 = 0 es autovalor de multiplicidad 2, Ay = 4 de multiplicidad 3, A3 = 1 de
multiplicidad 4 y Ay = 5 es autovalor simple.

Hemos definido la multiplicidad algebraica de un autovalor como su multi-
plicidad como raiz del polinomio caracteristico. Existe también la multiplicidad
geométrica de un autovalor, definida como la dimensién del subespacio propio
asociado a A.

87



Definicién 87. Sea A un autovalor de f € L(V). Definimos multiplicidad
geométrica de \ a la dimension del autoespacio asociado V.

Ejemplo 4.1. Sea la matriz

La ecuacion caracteristica se escribe

‘ I —

_ _\\2 g — 2 _ 2
4 1_/\’—0 — (1-X)"—-4=0<= X -21-3=0.

Tenemos los dos autovalores Ay = 3, Ay = —1, ambos simples. Vamos a hallar
los autoespacios asociados.
i) Sea A1 = 3. Los vectores del autoespacio V3 satisfacen la relacién

(A— XX = O para A = 3 (véase la ec.(4.7)) :

171_310 xl_()(:>7271x1_0
Obtenemos la ecuacién 2z; + xo = 0, asi que
Vs ={(o,—2a) | « € R} esdecir V3 =1Ilin{(1,-2)}.

ii) Sea ahora Ao = —1. Andlogamente al caso anterior, los vectores del
autoespacio V_; satisfacen la relacién

(2 1)(@)_(0)@ 201 — 293 =0
4 2 ) \ay 0 Ay 421y =0

Vo1 ={(a,20) |« € R} esdecir V_;=Ilin{(1,2)}.

Por tanto

Una propiedad interesante de las matrices semejantes es la siguiente.
Teorema 61. Dos matrices semejantes poseen los mismos autovalores.

Demostracion. Sean A y B dos matrices semejantes: es decir, 3 P matriz
invertible tal que
B=P'AP.

Consecuentemente,
B-M,=P'AP-\,=P'AP-P'(\I,)P=P (A-\,)P

Entonces, utilizando el teorema de Binet (es decir, det(AB) = det(A)det(B)),
tenemos

det(B — \,,) = (detP~1)[det(A — \I,,)]det(P) =

88



det(P~'P)det(A — AI,,) = det(I,)det(A — AI,) = det(A — AI,,).

Por tanto las ecuaciones
det(A— X)) =0 y det(B—\,) =0

tienen las mismas raices.

4.4 Ejemplos

Ejemplo 4.2. Sea f € L(R?), y sea A su matriz asociada respecto de la base
candnica:
1 -1
()

-1
—-1-A

La ecuacion caracteristica es

det(A-\) = 0 <= ‘ 1 ; A ' =0<+<= (1-N)(-1-N)+2=0 <= N\+1=0.

Dado que f : R? — R?, buscaremos soluciones reales de la ecuacién carac-
teristica. Sin embargo, A2 + 1 = 0 no admite soluciones reales. Por tanto,
Spec(f) =9 .

Sin embargo, si consideramos una aplicacién lineal f € L(C?), entonces los
autovalores complejos son admisibles. Tenemos:

MNil=0<= A-i))\+i)=0, Spec(f) = {i,—i} .

Los autoespacios se determinan como antes:
i) Consideremos A; = i.

oo (50 L) ()= () {00

A [ [ R et

2

+

N
J’_
&

i1) Andlogamente, para Ao = —i, resolviendo el sistema de ecuaciones lineales
correspondientes obtenemos

V_i:{<<12i>a, a> |a€C} es decir  V_; =lin{(1,1+14)} .

Ejemplo 4.3. Sea el espacio vectorial R3, dotado de la base canénica, y sea
f:R3? = R3 la aplicacién linear definida por

f(.l‘l,xg,x;g) = (331 + 229 + 1023, 221 + 5 + 1023, —21 — 2 — 6333) .
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Determinemos sus autovalores y autovectores. La matriz A de f respecto de la
base candnica es

1 2 10
A= 2 1 10
-1 -1 -6
La ecuacion caracteristica es
1-A 2 10
2 1-A 10 =0
-1 -1 —6-AX

es decir
IT=X{A=XN(=6—-XN)+10} —2{—2(6+ )+ 10} +10{—2+1—-A} =0

y simplificando
—A+1)*A+2)=0.

Por tanto, tenemos los autovalores Ay = —1 (de multiplicidad algebraica 2)
y A2 = —2 (autovalor simple). Vamos ahora a determinar los autoespacios
correspondientes.
i) Hallemos V_;. La ecuacién matricial para los autovectores es
2 2 10 1 0
A+ X=0<= (2 2 10 2| =1{0
-1 -1 -5 T3 0

que nos proporciona la ecuacién independiente z; + xo + 5x3 = 0. Esta es la
ecuacion intrinseca del autoespacio V_;. Resolviéndola, obtenemos una base de
él

V_y =lin{(1,-1,0),(5,0,—-1)} .

i) Hallemos V_s. La ecuacién matricial para los autovectores es

3 2 10 x1 0
(A+2[)X:O<:> 2 3 10 zo | =10
-1 -1 -4 T3 0
Obtenemos el sistema
3x1 4 222 4+ 10z3 = 0,
e 2 3 T + x2 +4x3 =0, T, = —213
2x1 4 3x2 4+ 10x3 = 0, =
xo + 2503 = O, To = 721‘3
—$1—$2—4$3:0

Voo = {(—2a, 20, @) | « € R} = lin{(2,2,-1)} .

Observacién 4.1. Si A = 0 € Spec(f), evidentemente la ecuacién f(v) =0
admite soluciones no triviales, es decir su nucleo es no nulo. Por tanto, la
aplicacién no es invertible y consecuentemente el determinante de la matriz
asociada a f (en una base cualesquiera) es nulo:

A =0 € Spec(f) < ker(f) # {0} <= f no inyectiva <= det(A4) = 0.
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4.5 Independencia lineal

Otro resultado fundamental es el siguiente, conocido como teorema de la
independencia lineal. Esencialmente, establece que un conjunto de vectores
no nulos, cada uno de ellos extraido desde un autoespacio distinto, es linealmente
independiente.

Teorema 62. Sea V un espacio vectorial sobre K, f € L(V), y sean A1,...,A\p €

Spec(f) p autovalores distintos. Sean vi € Vy,,...,v, € Vi p autovectores no
nulos de f. Entonces {v1,...,v,} es un conjunto de vectores linealmente inde-
pendientes.

Demostracion. El resultado es una consecuencia directa del Teorema 59: la
suma de autoespacios correspondientes a autovalores distintos es directa.

Sea v; € Vi,, i =1,...,p. Sipor absurdo {vi,...,v,} fueran linealmente
dependientes, entonces al menos uno de ellos seria combinacién lineal de los

demads, por ejemplo:
P
Vi = E Q;Vy
i=2

Pero en este caso, evidentemente, v perteneceria tanto al autoespacio V; como
al subespacio suma V), + ...+ V). Por tanto

Vin(Va, +...+Vy,) # {0}

y esto es absurdo porque la suma Vy, @& ... ® V) es directa y por tanto (como
hemos visto) la interseccién de cada subespacio con la suma de los demds debe
contener sélo al vector nulo. O

4.6 Multiplicidad algebraica y geométrica

El siguiente teorema aclara la relacién entre las nociones de multiplicidad alge-
braica y multiplicidad geométrica.

Teorema 63 (Teorema de la multiplicidad). Sea V' un espacio vectorial sobre
Ky feL(V). Si\esun autovalor de f de multiplicidad algebraica h, y Vy el
autoespacio correspondiente, entonces

1<dimVy <h .

Demostracion. Sea A un autovalor de f. Entonces, por definicion 3v # 0, y
por tanto dimVy > 1. Para demostrar que vale también la desigualdad

dimVy < h
procederemos por absurdo. Supondremos entonces que

s=dimVy > h+1, h+1<s<n.
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Sea {vi,...,vs} una base de V). El subespacio V) admite por lo menos un
subespacio suplementario W C V, con dimW =n — s. Sea {uj,...,u,_s} una
base de W. Entonces,

{vi,.. ., ve,ug, ..., Up—s} (4.11)

es una base de V. Tenemos que
f(Vi):AVZ‘, i:1,...,s

Por otro lado, los vectores f(uy) serdn combinaciones lineales de los vectores de
la base (4.11), es decir

f(uk)zzaikvi+zbjkuj, k=1,...,n—s
i=1 j=1

con sendos coeficientes a;, b;r € K. Entonces la matriz asociada a f en la base
(4.11) es

A 0 0 ... 0 ail a2 N a1,n—s
0 A : a1 a2 A a2 n—s
0 ... ... ... A as1 s co. Qsp—s
o ... ... ... 0 b11 b12 bl,n—s
0 oo vii i 0 baisi buiss oo bposms

Claramente, desde el polinomio caracteristico de f deducimos que A es un au-
tovalor multiple de orden s con s > h, lo que es absurdo. En definitiva,

dimVy < h .

4.7 Diagonalizacion de un endomorfismo

Definicién 88. Sea V' un espacio vectorial sobre K, dimV =n y f € L(V).
Diremos que el endomorfismo f es diagonalizable si existe una base de V' tal
que la matriz asociada a f, respecto de esta base, es diagonal.

Definicién 89. Diremos que la matriz A € M,(K) es diagonalizable si ex-
iste una matriz cuadrada P € M, (K) invertible tal que la matriz P~'AP es
diagonal.

Claramente, las dos condiciones
1. f € L(V) es diagonalizable
2. La matriz A asociada a f es diagonalizable

son equivalentes.
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4.7.1 Primer criterio de diagonalizacion

Teorema 64. Sea V un espacio vectorial sobre K y f € L(V). El endomorfismo
f es diagonalizable si y solo si es posible hallar una base de V' formada por
autovectores de f.

Demostracion
Supongamos que exista en V una base {ej,...,e,} formada por autovectores
de f, es decir
f(el) :)\iei, 1= ].,...,TL (412)
Entonces, la matriz de f respecto de la base {eq,...,e,} es la matriz diagonal
A 0 L 0
0 X O 0
D=1 . ) . (4.13)
0o ... An

y por tanto f es diagonalizable.

Vice versa, si respecto de la base {ej,...,e,} la matriz asociada a f es
(4.13), entonces las ecuaciones de f, es decir las imédgenes de los vectores de una
base, son exactamente las relaciones (4.12); consecuentemente, los vectores de
base son autovectores.

4.7.2 Segundo criterio de diagonalizacién

Teorema 65. Sea V' un espacio vectorial sobre K y f € L(V), y {A\1,..., Am}
sus autovalores distintos. El endomorfismo [ es diagonalizable si y sélo si la
suma directa de sus autoespacios coincide con el espacio vectorial V :

V=V\,®.. .0V, (4.14)

Demostracion. =) Supongamos que f sea diagonalizable. Entonces, segin
el criterio anterior, existe una base B = {ey,...,e,} formada por autovectores
de f. Sean Vjy,, i = 1,...,m los autoespacios correspondientes a los autovalores
A;.  Claramente, dado que los vectores e; pertenecen cada uno a un cierto
subespacio, tenemos que

{e1,...,ex,} CVA,U.. .UV, .

Entonces, considerando los conjuntos de las combinaciones lineales asociadas,
tenemos

L({e1,...,en}) CL(Vy,U...UV,, ).

Esto equivale a la relacién

VCVy@...0V,

m
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dado que V = L({ey,...,e,}) , y por definicién de suma de subespacios, ten-
emos L(Vy, U...UV, )=V, +...+ V), ; ademds la suma es directa como
consecuencia del Teorema 59.
Por otro lado, siendo V), subespacios del mismo espacio vectorial V', obvia-
mente
VOoVy®...eV,,

asi que, en definitiva

V=WV,&...&a WV (4.15)

m

<) Supongamos ahora que f posee m autoespacios Vy,,..., V), ,y que

V=WV,®...&a WV (4.16)

m

Sean entonces:

{e1,...,ep, } base de V), formada por autovectores correspondientes a A
{€hn,+1,---,€n,+hy} base de V), formada por autovectores correspondientes a
Ao , etc.

Dado que vale la relacién (4.16), entonces la unién de todas esta bases es
una base de V, claramente formada por autovectores. Desde el primer criterio
de diagonalizacion deducimos que f es diagonalizable. O

Vamos a enunciar (sin demostracion) el

4.7.3 Tercer criterio de diagonalizacién

Teorema 66. Sea V un espacio vectorial sobre K y f € L(V). El endomorfismo
f es diagonalizable si y solo si se cumplen las propiedades siguientes.

1. El polinomio caracteristico se puede descomponer completamente en el
cuerpo conmutativo K.

2. Para cada autovalor )\;, de multiplicidad algebraica h;, resulta que

dimVy, = hy, i=1,...,m. (4.17)
Una interesante consecuencia del tercer criterio es el siguiente

Teorema 67. Sea V un espacio vectorial sobre K, dimV =n vy f € L(V). Si
f tiene n autovalores distintos, entonces f es diagonalizable.

Demostracion. Dado que f tiene n autovalores distintos, su polinomio
caracteristico es completamente factorizable (descomponible) sobre K. Ademas,
dimVy, = 1 = h,. Entonces se cumplen las hipétesis del tercer criterio de diag-
onalizacion.

Teorema 68. Sea V' un espacio vectorial sobre K, dimV = n. Sea f € L(V)
un endomorfismo diagonalizable de V' y A la matriz asociada a f respecto de
la base B = {e1,...,e,} de V. Denotemos con A1, ..., N\, los autovalores de f
(algunos de los cuales posiblemente coincidentes) y con vi,...,v, n autovec-
tores asociados (si A1 = Ao, se supondrd que vy y vo sean elegidos linealmente
independientes en Vy,). Si P es la matriz cuyas columnas son las componentes
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de los vectores vi,...,vy respecto de la base B, y D es la matriz diagonal de
los autovalores A1, ..., \,, entonces

P7'AP = D. (4.18)

Demostracion. Sean Xi,...,X, los vectores columna de las componentes de
vi,...,Vy, respecto de la base B. Resulta que

AX, = Xy (4.19)

AXy; = X, (4.20)

: (4.21)

AX, = X, (4.22)

Entonces, si denotamos con P la matriz cuyas columnas son integradas por los
vectores X1, ..., Xn, es decir las componentes de los vectores vy, ..., v, respecto
de la base B, obtenemos

AP = PD

Como la suma de los autoespacios es directa, entonces los autovectores {vy,...,v,}
son independientes, y P es invertible. Desde la relacién anterior, obtenemos

PlAP=D.
O

Proposicion 26. Si A es una matriz diagonalizable y tiene autovalores A1, Aa, ..., Ay
(distintos o no), entonces la matriz A™ es diagonalizable y tiene como autoval-
ores

Am

m m
1A, A

Demostracion
A™ = (PDP~ Y- (PDPY)...-(PDP ') =

=PD(P'-P)D(P~'.-P)D...DP™! = PD™P!

Por otro lado

A0 L 0
0 A& 0 0
D=1 . . . (4.23)
0 ... AR
Entonces A™ es diagonalizable y tiene como autovalores A7*, ..., A, O

95



4.8 Ejercicios

Ejercicio 4.4. Sea la matriz
1 0 3
A=10 3 0
3 01

Determinar sus autovalores y autovectores, y establecer si es diagonalizable.

Resolucion. Los autovalores de A son las raices de la ecuacién caracteristica:

1-A 0 3
0 3—A 0 =0 -(A+2)(A=-3)(A—4)=0
3 0 1—2A
Deducimos que los autovalores son

M=-2 A=3 A3=4.

Entonces A es diagonalizable, porque posee tres autovalores distintos (véase el
Teorema (67). Vamos a construir los autoespacios asociados.

i) AL = —2.

3 0 3
0 5 0
3 0 3

IS IS
Il
o oo

3 32=0 = _
Obtenemos el sistema { Tt oz <= {x ¥

Por tanto,
V,Q = lin{(l,O, —1)} .

i1) Ao = 3.
-2 0 3 T 0
0 0 0 y]l =10
3 0 -2 z 0

Resolviendo este sistema, obtenemos

Vs =1in{(0,1,0)} .

iii) A3 = 4.
-3 0 3 T 0
0 -1 0 y| =10
3 0 -3 z 0
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Obtenemos
Vi =lin{(1,0,1)} .

La matriz de paso es

1 01
P=|0 1 0
-1 0 1

Entonces A = PDP~!, con

\V]

S W o
- O O

D={ 0
0

Ejercicio 4.5. Determinar el valor del parametro a tal que la matriz
1 a a
A=|-1 1 -1
1 0 2

Resolucion. Escribimos la ecuacién caracteristica:

sea diagonalizable.

1—A a a
-1 1-X -1 |=0=-(A-1)2*0\-2)=0,
1 0 2-X

después de simplificaciones algebraicas elementales. Obtenemos los autovalores

M o= 1, k=2
o = 2, hp=1

donde hy y hs son las multiplicidades algebraicas de A1 y A2, respectivamente.

i) Ay = 1.
0 a a T 0
-1 0 -1 yl=10
1 0 1 z 0
Obtenemos el sistema {a(y +2)=0
r+2=0

Tenemos dos casos.
i1) a =0 = x = —z. Por tanto,

Vi = lin{(1,0,-1),(0,1,0)} y dimV; =2=h, .
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iz)a#0:>{x:_z
y=—z
Entonces
Vi =lin{(1,1,-1)} y dimVi=1<h.

i) Ay = 2.

-1 a a x 0 —z+a(y+z)=0 _
1 -1 1|y =]0] ={z+y+2=0 <:>{y_
1 0 o) \z 0 =0 z=0
Entonces

Vo =1in{(0,1,-1)} y dimVoa=1=hs.

En definitiva, la matriz A es diagonalizable si y solo si ¢ = 0. La matriz que
diagonaliza A es la matriz

0 0
P=|10 1 1
-1 0 -1
Como sabemos, P es invertible y satisface la relacién P~'AP = D, con
1 0 0
D=0 1 0
0 0 2
4.9 Teorema de Caley-Hamilton y polinomio minimo

El siguiente resultado nos permite construir identidades polinomiales que in-
volucran potencias de un endomorfismo f.

Teorema 69 (Caley-Hamilton). Sea V' un espacio vectorial sobre R o C, dimV =
n y sea f € L(V). Entonces, si p(x) es el polinomio caracteristico de f, tenemos

p(f)=0. (4.24)

Como consecuencia inmediata de este teorema, si A es la matriz asociada a f
en una cierta base, tenemos que

p(A) =0 (4.25)
En otras palabras, f (o equiv. A) anula a su polinomio caracteristico.

Ejemplo 4.6. Sea V espacio vectorial sobre R, dimV = 2. Sea f € L(V), y

()
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su matriz asociada respecto de una base de V. El polinomio caracteristico es

N —-B5\—2.

p()\)zdet(A—)\[):’ 1-x 2 ‘

3 4— )

Por tanto, el teorema de Caley-Hamilton nos asegura que
p(A) =A% —54 -2 =0

como podemos facilmente comprobar.

Observacion. El polinomio caracteristico no es el inico polinomio que anula
f, y en general tampoco es él de grado menor.

Definicién 90. Llamaremos polinomio minimo de f € L(V) al polinomio
mdnico (es decir, el coeficiente del termino dominante es 1) de grado menor
entre todos los que satisfacen la propiedad

p(f)=0.
Este polinomio se denotard con m(\).
Se puede demostrar que
Proposicion 27. El polinomio caracteristico es un maltiplo del polinomio minimo.

Entonces, dado que el polinomio minimo divide el polinomio caracteristico, cada
factor lineal del polinomio caracteristico tiene que aparecer en el polinomio
minimo. En general las raices del polinomio minimo también son autovalores.

La nocién de polinomio minimo nos proporciona un criterio ulterior de diago-
nalizacién.

Teorema 70. Sea V un espacio vectorial sobre C, dim'V =mn, y f € L(V).
Entonces f es diagonalizable si y sdlo si las raices del polinomio minimo tienen
multiplicidad igual a 1:

[ diagonal <= m(X\) = (A=) -...-(A=X\p) .

Si f es diagonalizable, entonces podemos construir inmediatamente el poli-
nomio minimo utilizando el resultado anterior: si A1,..., A, son los autovalores

distintos de f, m(A) = (A= A1) -...- (A= Ap).
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Chapter 5

Formas bilineales y
cuadraticas. Productos
escalares

5.1 Aplicaciones y formas bilineales

Definicién 91. Sean E, F, G tres espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo
K. Llamaremos aplicacion bilineal de E X F en G a una aplicacion

p:ExXF—G
tal que
1o
Vx,xX €E, VyeF, okx+x.y)=pxy)+ex.y)
VX, €E, Vy Yy eF oxy+y)=0xy)+exy)
90

VxeE, VyeF, VAeK, oAxy)=pxAy)=2o(xy).

En el caso particular £ = F', obtenemos la definicién de aplicacién 2-lineal
de E x E en G que ya conocemos.

Denotaremos con B(E x F, G) el conjunto de todas las aplicaciones bilineales
de E x Fen G,y con B(E,G) (o bien B(E x E,G)) el conjunto de todas las
aplicaciones bilineales de E x E en G.

Podemos introducir dos leyes de composicién en B(E x F,G). La suma de
dos aplicaciones 1, @2 € B(E X F,G) es la aplicacién

o1+ EXF—G
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definida por

VxeE, VyelF, (p1+¢2)xy):=pi(xy)+epAxy).

El producto del escalar a € K por la aplicacién ¢ es la aplicacion ap : ExX F —
G, definida por

VxeE, VyekF, (ap)(xy):=ap(xy).
Es inmediato comprobar la siguiente
Proposicién 28. Si ¢1, g2 € B(E x F,G) y a € K, entonces

w1+ @2 € B(E X F,G), ap € B(E x F,Q) .

También es inmediata la demostracion del
Teorema 71. El conjunto (B(E x F,G),+,-) es un espacio vectorial sobre K.

Como siempre, cuando el espacio vectorial codominio es K, hablaremos de for-
mas en lugar de aplicaciones.

Definicion 92. Una aplicacion bilineal de E x F — K se dird forma bilineal
de E x F. Una aplicacion bilineal ¢ € B(E,K) se dird forma bilineal de E.

Definicién 93. Una forma bilineal ¢ € B(E,K) se dird simétrica si
VxyeE  olxy)=elyx).
Ejemplo 5.1. En R3:

o(x,y) = 2x191 + 3T2Yy2 + T3Y3

es una forma bilineal simétrica.

Proposicién 29. El conjunto Bs(E,K) de todas las formas bilineales simétricas
de E es un subespacio vectorial de B(E,K).

Demostracion. Sean @1, w2 € Bs(E,K), a1, as € K. Entonces
v X,y € E: (0414,01 + QQQOQ)(X,y) = CX1<P1(X;}’) + O‘Q@Q(Xv y) =

= a101(y, %) + a2p2(y, x) = (a1p1 + azp2)(y, x) -

U
Sea ¢ € B(E x F,K). Supongamos que dim E = n, dim F = p, y sea
{e1,...,e,} una base de E, {fi,...,f,} una base de F. Entonces todo vector
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de E'y F' se puede descomponer como combinacion lineal de la base correspon-
diente: Vx € E,Vy € F, tenemos

n p
x:zzaciei7 y:Zyjfj .

i=1 j=1

Por tanto
n p n p
p(x,y) = @(ineiv Z yjfj) = Z Z ziyjp(ei, f;) -
i=1 j=1 i=1j=1
Introducimos la matriz
a;; = (e, 1), i=1,...,n, j=1,....p.

Obtenemos entonces

n p
p(x,y) = Z inyjaij -
i=1 j=1

De esta manera hemos asociado a la forma bilineal ¢ la matriz A = (a;;) €
M, ,(K), respecto de las bases {e1,...,e,} de Ey {f1,...,f,} de F.

Observacion 5.1. Se puede notar que la correspondencia
v € B(E x F,K) — A e M,_,(K)
es un isomorfismo de espacios vectoriales. Como consecuencia, tenemos que la

dimensién del espacio vectorial B(E x F,K) es np.

Teorema 72. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre K, dim E = n, dim
F = p y sea A la matriz asociada a ¢ € B(E x F,K) respecto de las bases
{e1,...,e,} de E y {f1,...,f,} de F. Denotemos por

x1 Y1

€2 Y2
X == B Y =

T Yp

las matrices columnas de las componentes de los vectores x € E yy € F.
Entonces
p(x,y) = X' AY o bien  o(x,y)=Y'A'X .

Demostracion. Es suficiente observar que la expresiéon

n p
px,y) =Y miyjai

i=1 j=1
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se puede reescribir utlilizando la relaciéon

ail <. Q1p Y1

n p
t _ . . . Z Z
X'AY = (1’1,...,‘%”) : : : = TilYjQij
— =
n1 - Gpp Yp =4
que representa un escalar en K, es decir una matriz 1 x 1. Ahora bien, dado que
la transpuesta de esta matriz es la matriz misma, concluimos que

o(x,y) = (XTAY) = Y'A X .
O

Teorema 73. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre K, dim E = n, dimF =
D, y sea A la matriz asociada a la forma bilineal ¢ € B(E x F,K) respecto de las
bases B de E yC de F. Sean B’ yC' dos nuevas bases de E y F respectivamente,
y P la matriz de cambio de base de B a B', Q la matriz de cambio de C a C’.
Entonces la matriz de ¢ respecto de B’ y C' es

A= P'AQ . (5.1)

Demostracion. Sabemos que las matrices de cambio de base verifican las rela-
ciones

X=PX', Y=QY.

Entonces
p(x,y) = X'AY = (PX")'A(QY") =
— (X')'PLAQY' = (X')(P'AQ)Y’
= (X" AY’
es decir
A= P'AQ .
O
Corolario 12. Si ¢ € B(E,K), entonces
A’ = P'AP (5.2)

Definicién 94. Dos matrices cuadradas A y A’ se dirdn congruentes si existe
otra matriz P invertible tal que

A = P'AP .
Como detP = det(P') # 0, tenemos que

detA' = (detP)*detA

y por tanto detA y detA’ tienen el mismo signo.
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Proposicién 30. La matriz A de una forma bilineal simétrica ¢ € Bs(F,K)
es simétrica.

Demostracion. Es suficiente observar que
aij = (e ej) = p(ej, e;) = aj; .
O

Definicién 95. Se dice que ¢ € B(E,K) es una forma bilineal antisimétrica si

o(x,y) = —p(y,%)

Ejemplo 5.2. En R3:

0(x,y) = a(r1y2 — T2y1) + b(T1y3 — 23Y1) + c(T2y3 — T3Y2), a,b,ceR
es una forma bilineal antisimétrica.

Se demuestra facilmente que la matriz asociada a una forma bilineal anti-
simétrica es antisimétrica:

aij = p(ei, e;) = —p(ej, ;) = —aj; .

Por tanto A = —A?. Denotaremos con B (E,K) el conjunto de todas las formas
bilineales antisimétricas de E.

Lema 6. El conjunto Ba(E,K) es un subespacio vectorial de B(E,K).

Demostracion. Sean @1, o € Ba(F,K). Tenemos
(11 + a2p2)(X%,y) = a1p1(X,y) + Qap2(X,y) = —1pi(y, X) — azpa(y,x) =

= —(a1p1 + a22)(y, %)
y por tanto B4(E,K) es un subespacio de B(E, K). O

Proposicién 31. Fl espacio B(E,K) se descompone en suma directa de formas
bilineales simétricas y antisimétricas:

B(E,K) = Bs(E,K) S BA(E,K)

nin+1)

:n(nfl)
5 _

dim Bs(E,K) = 5

dim Ba(E,K)

Demostracion. Tenemos que

[e(x,y) + ¢(y, x)] — %[@(X,y) —o(y,%)] = 0s(x,y) + va(x,y).

N | =

QO(X’ y) =
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Entonces una forma arbitraria se descompone en la suma de una forma simétrica
y una antisimétrica. También observamos que si ¢ € Bg(E,K) N B4(E,K) (es
decir ¢ es una forma al mismo tiempo simétrica e antisimétrica), evidentemente

P(x,y) =¢(y,x) v ¢xy)=—py,x)=¢=0.

La demostracion de la segunda propiedad desciende del hecho que el subespa-

cio vectorial de las matrices simétricas A € M, (K) tiene dimensién %;

analogamente para el caso antisimétrico. O

Proposicién 32. Sea E espacio vectorial sobre K =R o C, y ¢ € B(E,K).
FEntonces

© es antisimétrica <— @(x,x) =0 VxekFE.
Demostracion. Si ¢ es antisimétrica,

o(x,x) = —p(x,X) <= 20(x,x) =0 <= p(x,x) =0 .
Supongamos ahora p(x,x) = 0V x € R. Puesto que

px+y,x+y)=pxx)+pxy)+ ey x)+ oy, y)

se tiene
0=o(x,y) +¢(y,x)

es decir p(x,y) = —p(y, X). H

Teorema 74. Sea E un espacio vectorial sobre K, ¢ € B(E,K) y sea A la
matriz asociada a @ respecto de una base asignada de E. Entonces:

1. ¢ es simétrica <= A es una matriz simétrica.

2. ¢ es antisimétrica < A es una matriz antisimétrica.

Demostracion. Las implicaciones = ya han sido demostradas.
<=) Sea A = A’. Entonces

o(x,y) = X'AY = (X'AY)! = Y'A'X = Y'AX = p(y,x) .

De forma completamente andloga se demuestra el caso antisimétrico. O

5.2 Formas cuadraticas

5.2.1 Propiedades basicas
Definicién 96. Sea ¢ € B(E,K). La aplicacion

¢:F—K
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tal que
VxeE:Px)=pxx)

es llamada la forma cuadrdtica asociada a la forma bilineal . Si K = R, la
forma ® se dird forma cuadrdtica real.
Denotaremos con Q(E,K) el conjunto de las formas cuadrdticas de E en K.

N. B. En algunos textos se prefiere definir una forma cuadratica a partir de
una forma bilineal simétrica.

Proposicién 33. Si @ € Q(E,K), entonces

1° VxeE Vxek, D(Ax) = \?d(x) (5.3)
2°  ®0)=0 (5.4)

Demostracion. Sea ®(x) la forma cuadrética asociada a . Tenemos
P(Ax) = p(Ax, Ax) = Mp(x,x) = \2d(x)
En particular, cuando A = 0, tenemos
O(0x)=0-P(x)=0

es decir
®(0)=0.

Observamos que, si ¥ € Ba(F,R) es una forma bilineal antisimétrica, K =R o
K = C, entonces la forma cuadratica

d(x) =9(x,x) =0 Vxekl

es decir, la forma cuadratica asociada a una forma antisimétrica es idénticamente
nula.

Proposicién 34. Sea & € Q(E,K) la forma cuadrdtica asociada a una forma
bilineal ¢. Entonces

D(x+y)=2(x)+2(y) +o(x,y) +oly,x), Vxy€ek. (5.5)
Demostracion. Es una consecuencia directa de la definiciéon de ®. Si x,y € F,
P(x+y) = ¢x+y,x+y)=0xx) +exy)+e(y,x)+ey,y)

= O(x)+2(y) +o(x,y) + oy, %) .

Observacién 5.2. Formas bilineales distintas pueden dar lugar a la misma
forma cuadratica. Por ejemplo, sea ¢ € B(R?,R) definida por

ol(z1,72), (y1,92)] = T1y2 + T2y1 -
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La forma cuadritica asociada es ® : R?> — R dada por
(13(1'1,562) = 2.’E1(E2 .
Sea ahora x € B(R?,R) definida por

X[(xlva)v (yla 92)] = 2$1?J2 .
La forma cuadratica asociada es claramente la misma:
@(1’1,{52) = 2£U15172 .

Ademsds, si p € Bg(E,K) y ® es la forma cuadritica asociada, entonces para
cada forma bilineal antisimétrica ¢ € Ba(E,K) resulta que

(I)(X) = (P(va) = QD(Xv X) + %/J(va)

yva que ¥(x,x) = 0. En otras palabras, ® es la forma cuadratica asociada
también a p+1: la forma cuadratica asociada a una forma bilineal solo depende
de la parte simétrica de esta.

De entre todas las infinitas formas bilineales que dan lugar a la misma forma
cuadratica, solo existe una que sea simétrica. Con més precisién, vale il siguiente

Teorema 75. Sea ® € Q(E,K). Euziste una dnica forma bilineal simétrica
pp € Bs(E,K) cuya forma cuadrdtica asociada es ®.

Demostracion. Sea ¢ una forma bilineal, que tiene a ® como su forma cuadratica
asociada. Entonces desde la ec. (5.5) obtenemos

o(x,y) +o(y,x) = 2(x+y) — (x) — 0(y) .
Impongamos que ¢ sea simétrica; entonces queda

2¢0(x,y) = ®(x +y) — (x) — O(y)

con lo cual ¢ resulta univocamente determinada por la férmula

1
p(x,y) = 5[@(x+y) = 2(x) - @(y)] - (5.6)
O
5.2.2 Forma polar de una forma cuadratica
Definicién 97. La forma bilineal simétrica definida por
1
pr(xy) = 5[2(x+y) - 0(x) - 0(y)] . (5.7)

se dird la forma polar de la forma cuadrdtica P.
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Corolario 13. Sea ¢ € B(E,K) y ® € Q(E,K) la forma cuadrdtica asociada.

La forma polar ¢p de ® se puede obtener como:

1
) er(xy) = 5[@x+y)-®x) - ®(y)] (5.8)
1
2) gp(xy) = f[@(c+y) - 20—y (59)
1
3) vrxy) = slexy) +ely,x)]. (5.10)
Demostracion.
1) Obvia.
2) Tenemos que
P(x—y) =2(x) + (y) — 2¢p(x,y)
y dado que
O(x+y) = ®(x) + 2(y) + 20p(x,y)
obtenemos
dop(x,y) =P(x+y) - P(x—y) =
1
op(x,y) = i [@(X +y)—P(x— y)} .
3) Si @ es la forma cuadratica asociada a ¢, entonces
P(x+y) = 0(x)+ (y) + ¢(x,¥) + ¢(y, %)
Dado que
P(x+y) =2(x)+ (y) + 2¢p(x,y)
deducimos inmediatamente que
1
op(x,y) = 5[p(x,y) + oy, x)] -
O
5.2.3 Matriz asociada a ¢
Sea E un espacio vectorial sobre K, dim £ = n, x € F y sean z1,...,T,
las componentes de x respecto de una base B = {ey,...,e,} de E. Sea ® €

Q(E,K).

Definicién 98. Llamaremos matriz asociada a la forma cuadrdtica ® respecto
de la base B a la matriz asociada (respecto de la misma base) a la forma polar

de ®.

Claramente, si ¢ € Bg(F,K), la matriz asociada a ¢ y la asociada a @

coinciden. En general, tenemos

(I’(X) = Z AT T4

1,j=1
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Si X es el vector columna de las componentes de x en la base asignada, podemos
escribir equivalentemente

d(x) = X'AX .

Observacion 5.3. La matriz A asociada a ® por definicién es simétrica. En-
tonces, dado que a;; = aj;, resulta que

n
d(x) = Z a“-:c? + 2 Z Qi TiT; .
i=1 i<j
Si dim F = 2, se obtiene la forma general
O(x1,12) = a1123 + agex3 + 20107125 (5.11)
Si dim E = 3,
D(x1,x9,23) = a11I?+0J22I§—|—033I§-|—2CL121‘1£C2 +2a137123+ 2003223 . (5.12)

La matriz asociada a una forma cuadratica se deduce inmediatamente compara-
ndo su expresiéon explicita con estas férmulas.
Ejemplo 5.3. Consideremos la forma cuadratica ® € Q(R3,R) definida por

O(x,y,2) = 2° + 2* — 20y — 4oz .
Entonces
1 -1 -2

A=|-1 0 0
-2 0 1

Definicién 99. Denominaremos rango de la forma cuadrdtica ® al rango de la
matriz A. Llamaremos discriminante de ® al determinante de A.

5.3 Vectores conjugados

Introducimos ahora la nocién de vectores conjugados respecto de una forma
bilineal simétrica.

Definicién 100. Dos vectores x ey de E se diran conjugados respecto de la
forma bilineal simétrica ¢ € Bs(E,K) si

@(X>Y) =0.

5.3.1 Propiedades de los vectores conjugados

Proposicion 35. El vector nulo es conjugado con cualquier vector x € E re-
specto de cualquier forma ¢ € Bg(E,K).
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Demostracion. ¥ x,y € B,V A € K,
P(x,Ay) = Ap(x,y) -
Para A = 0, obtenemos
VxekE, 0(x,0)=0.
O

Teorema 76. Sea E un espacio vectorial sobre K y W C E un subespacio
generado por los vectores {uy, ..., u,}. Si el vectorx € E es conjugado, respecto
de una forma ¢ € Bs(E,K) con todos los vectores uy,...,u,, entonces X es
conjugado con todo vector de W.

Demostracion. Por hipétesis,
p(x,u;) =0, i=1,...,p.
Dado que para todo y € W resulta que y = aju; + ... apu,, entonces
e(x,y) = p(x,a1u; + ... 0pu,) = arp(x,ug) + ... app(x,uy) =0
es decir, x es conjugado con todo y € W respecto de la forma bilineal . O

Definicién 101. Sea E un espacio vectorial sobre K y ¢ € Bg(E,K). Dos
conjuntos no vacios A C E, B C E se diran conjugados respecto de ¢ si cada
vector x € A es conjugado con todo vector’y € B.

Teorema 77. Si A C E, A # &, el conjunto A’ de los vectores de E conjugados
con A respecto de una forma bilineal simétrica ¢ € Bs(E,K) es un subespacio
vectorial de E.

Demostracion. Tenemos que
A ={xeE|Vyed okxy)=0}
Si X1, X9 € A/, a1, Qg € K,

p(a1X) + aoXa,y) = a19(x1,y) + a2p(x2,y) =0  VyeA
entonces a1x; + aexy € A, O

Proposicién 36. Sea E un espacio vectorial sobre K, ¢ € Bg(E,K). Si A
es un subespacio de E, A’ el subespacio conjugado con A respecto de la forma
bilineal simétrica ¢ y A” el subespacio conjugado con A’ respecto de la misma
forma o, entonces A es un subespacio de A”.
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Demostracion. Por definicién,

A={xeE|VyeA o¢kxy) =0}
Yy

A"={zeE|VxeA, p(zx)=0}

Por tanto, si y € A, tenemos que ¢(x,y) =0V x € A, es decir p(y,x) = 0.
Entonces y € A” y A es un subespacio de A”. O

Definicién 102. Si A” = A, diremos que A y A" son totalmente conjugados, o
que A es un subespacio totalmente reflexivo.

5.3.2 Ntcleo de una forma bilineal simétrica

Definicién 103. Se llama nicleo (o radical) de una forma bilineal simétrica
» € Bs(E,K) al subespacio E' conjugado con E respecto de @, es decir

kero=F ={yeFE|VxeE, ¢kxy)=0}.

Definicién 104. Diremos que la forma ¢ € Bs(E,K) es reqular o no degener-
ada si ker ¢ = {0}. Si ker ¢ # {0} diremos que la forma ¢ es degenerada (o
no regular).

5.3.3 Conjugacion respecto de una forma cuadratica

La nocién de conjugacion se extiende de manera natural al caso de formas
cuadréticas.

Definicién 105. Sea ® € Q(E,K) una forma cuadrdtica, y pp € Bs(E,K) su
forma polar. Diremos que dos vectores x ey son conjugados respecto de ® si son
conjugados respecto de su forma polar pp, es decir op(x,y) = 0. Diremos que
x € E es un vector autoconjugado (o isétropo) si es conjugado consigo mismo,
esto es, si ®(x) = 0.

Definicién 106. Diremos que la forma cuadrdtica ® € Q(E,K) es regular o
no degenerada si lo es su forma polar pp. En caso contrario, diremos que la
forma ® es degenerada (o no regular).

Lema 7. Los vectores del nicleo de una forma bilineal simétrica ¢ € Bs(FE,K)
son autoconjugados.

Demostracion. Six € ker @, entonces ¢(x,y) =0V y € E. En particular, para
y = x se tiene
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Teorema 78. Sea E un espacio vectorial sobre K. Una forma cuadrdtica ® €
Q(E,K) es degenerada si y sdlo si su discriminante es nulo.

Demostracion. Supongamos que dim E =n y sea {ej,...,e,} una base de E'y
x € ker . La condicién

p(x,y)=0 VyeFE
claramente es equivalente a las condiciones sobre los vectores de base
p(x,e;)=0 ji=1...,n.

Ahora bien, como x = z1e1 + ... ZT,e,, tenemos
n
incp(ei,ej):() j=1,...,n
i=1
que se puede escribir como
n
Zaijxi:(), j=1,...,n (5.13)
i=1

donde a;; = ¢(e;, e;) es la entrada (¢, ) de la matriz asociada a ¢. El sistema
de ecuaciones lineales (5.13) admite soluciones no triviales (z1,...,2,) si y sélo
sirg A < n, es decir el discriminante de la forma cuadrética es nulo:

detA=0.
O

5.4 Clasificacion de las formas cuadraticas reales

Las formas cuadréticas se clasifican en tres familias: definidas, semidefinidas e
indefinidas.

Definicién 107. Sea E un espacio vectorial sobre K, ® € Q(F,K).
Se dice que ® es definida positiva (negativa) si
Vxek, P(x)>0 (£0) y ¢(x)=0<=x=0.
Se dice que ® es semidefinida positiva (negativa) si
VxeE, ®x) >0 (<0

pero existen vectores x # 0 tales que ®(x) = 0.

La forma ® se dice indefinida si es negativa para ciertos vectores de E y
positiva para otros vectores.
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Definicién 108. Una forma bilineal simétrica p € Bs(E,K) se dird definida,
semidefinida o indefinida si lo es su forma cuadrdtica asociada ®(x).

Estudiaremos ahora algunas propiedades elementales de las formas definidas.

Proposicién 37. Si una forma cuadrdtica es definida (positiva o negativa)
entonces es no degenerada.

Demostracion. Sea ¢ p la forma polar de ®. Por absurdo, si ® fuera degenerada,
entonces ker op # {0}; por tanto 3 x € E, x # 0 tal que pp(x,y) = 0 para
todo y € E. En particular, si y = x, obtendriamos

D(x) =p(x,x) =0

y @ no serfa definida. U

5.5 Desigualdades de Schwarz y de Minkowski

5.5.1 Desigualdad de Schwarz

Teorema 79. Sean ® € Q(E,R) una forma cuadrdtica real y ¢ € Bs(E,R)
su forma polar asociada. Si ® es positiva o negativa (definida o semidefinida),

entonces
p(xy)l < Vex)R(y) VxyeE. (5.14)
Demostracion. Supongamos ¢ positiva, y A € R. Tenemos
P(Ax +y) = p(Ax +y, Ax +y) = p(Ax, Ax) + 20(Ax,y) + ¢(y,¥)

es decir

DPAX +y) = N0 (x) + 2 p(x,y) + @(y), Vx,ye E, VYxeK. (5.15)
Distinguimos dos casos.
a) Si ®(x) # 0, el segundo miembro de la eq. (5.15) es un trinomio de segundo
grado en A. Como ® es positiva, entonces

N (x) + 2Mp(x,y) + ®(y) > 0

Esta desigualdad estd satisfecha si y solo si el discriminante del trinomio es
negativo o nulo:

[p(x,y)]2 = ®(x)®(y) <0 .
Dado que ®(x) > 0, ®(y) > 0 obtenemos la (5.14).

b) Si ®(x) = 0, obtenemos

P(Ax +y) =2 p(x,y) + 2(y)
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El segundo miembro es positivo V A € R si y solo si ¢(x,y) = 0. En este

caso la desigualdad (5.14) se cumple trivialmente. De forma andloga se puede

demostrar el caso en que ® sea negativa. O
Una interesante consecuencia de la desigualdad de Schwarz es la siguiente

Proposicion 38. El nicleo de una forma bilineal simétrica real o, positiva
o negativa, definida o semidefinida, coincide con el conjunto de los wvectores
isotropos de la forma cuadrdtica asociada .

Demostracion. =) coincide con el enunciado del Lema 7. Precisamente, si x €
ker ¢, entonces ¢(x,y) = 0V y € E. En particular, para y = x, p(x,x) =
®(x) =0y por tanto x € ker ®.

<) Si x € ker ®, ®(x) = 0 y la desigualdad de Schwarz (5.14) implica
p(x,y) =0, es decir x € ker ¢. O

5.5.2 Desigualdad de Minkowski

Teorema 80. Sea ® € Q(E,R) una forma cuadrdtica real y positiva (definida
o semidefinida). Entonces

Voex+y) <Voex) +Ve(y), VxyckE. (5.16)
Demostracion. Si ¢ € Bs(E,R) es la forma polar asociada a ®, tenemos que
P(x+y)=2(x)+20(x,y)+ D(y), Vx,yeE. (5.17)
Utilizando la desigualdad de Schwarz (5.14), tenemos
p(xy) < lp(xy)] < VE(x)2(y) -

Entonces

(x+7y) < (x) + 2/2(x)0(y) + D(y
= [\/<I>(X)+\/<1>(y)]

y siendo ®(x +y) > 0, obtenemos la desigualdad (5.16).
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5.6 Ejercicios

Ejercicio 5.4. Sea V un espacio vectorial sobre K, y sean ¢, x : V — K dos
formas lineales. Demostrar que la aplicaciéon w : V x V — K dada por

wx,y) =9ox)x(ly) VxyeV

es una forma bilineal.
Resolucion. Demostremos la linealidad respecto de la primera variable:

a)
w(x1 +x2,y) = d(x1 + x2)x(y) = [p(x1) + ¢(x2)]x(¥) =

= d(x1)x(y) + d(x2)x(¥) = w(x1,¥) + w(x2,y)
b)
w(Ax,y) = o(Ax)x(y) = Ap(x)x(¥) = w(x,y)

De forma andloga se demuestra la linealidad respecto de la segunda variable.
Ejercicio 5.5. Sea p € B(R? R) la forma bilineal definida por
P(X,y) = z1Y1 + 272Y2 + T2Y3 -

Determinar su forma cuadratica asociada y la forma polar de ésta, y la matriz
asociada a ¢ respecto de la base canénica de R3.

Resolucion. La forma cuadratica ® asociada a ¢ es
d(x) = p(x,x) = o7 + 223 + 273

La forma polar se puede obtener utilizando una de las expresiones (5.8)—(5.10).
Por ejemplo

1
pr(xy) = Slex+y)-2(x)-o(y)] =
1
= [z +y1)” +2(z2 +y2)* + (z2 + y2) (@3 + y3) — 2§ — 225 — 2013
2
— Y -2y — ey =... =
1 1
= 5[29@1% +4xoys + Tay3 + T3y2] = 1y + 2w2y2 + 5(332?43 + x3Y2)
Equivalentemente:
1 1
op(x,y) = 5[%’(& y) + @y, x)] = 191 + 222y2 + §($2y3 + 2392)

Hallemos ahora la matriz asociada a . Tenemos
(p(ehel) = 90[(17070)’(1)070)] =1 (,0(91,92) = 07 @(elveg) =0

p(ez,e1) =0 p(eg,e) =2 p(ez,e3) =1
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p(es,e) =0 p(es, e) =0 p(ez,e3) =0.

La matriz asociada a ¢ es dada por

100
A,=10 2 1
00 0

La matriz asociada a la forma cuadratica ® se obtiene inmediatamente uti-
lizando la férmula (5.12) y es

Ag =

o O =
V=N O
o= O

También, recordamos que Ag = A, y coherentemente con la férmula (5.10),
tenemos que

Ejercicio 5.6. Sea ¢ € Bg(R3,R) la forma bilineal simétrica dada V x =
(z1,22,23), ¥ = (Y1, 42,y3) por

28
o(x,y) = 2z1y1 +3T2y2 + 5 TaYs T T1Y2 ~ oY1 — 221y3 — 2w3y1 +4x2ys +4a3y2
y sea ® la forma cuadrética asociada a .

1) Escribir la matriz de la forma ¢ respecto de la base canénica de R® y calcular
su rango.

2) Hallar ker ¢.

3) Demostrar que {(1,1,1),(2,—1,2), (1,3, —3)} es una base de R? y determinar
la matriz de ¢ respecto de esta base.

Resolucion. 1) La matriz de ¢ respecto de la base canénica de R3 es

2 -1 =2
A=[-1 3 4
28
2 4 =
. 2 -1
Tenemos que det(A) = 0 y por €j. 13 | = 5 # 0 y por tanto rang(p) =
rang(A) = 2.
2)
kero ={y € R® | p(x,y) =0 VxcR3}.
Ty Y1
Sean X = |22 |,Y = | y2 |. Entonces y € ker ¢ si X'AY =0V X € R3, es
T3 Y3
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decir si AY = 0. Por tanto obtenemos el sistema

291 —ya —2y3 =0
—y1 +3y2 +4y3 =0

— 2
2y +4y + By =0 s 52/63
Y2 = —3Y3

En definitiva ker ¢ = {(2a, =6, 5r) | @ € R} y una base de ker ¢ = {(2,—6,5)}.
3) Se observa que

1 1 1
2 -1 2 |=1240
1 3 -3

Por tanto los vectores B = {(1,1,1),(2,-1,2),(1,3,—3)} son linealmente in-
dependientes y forman una base de R3. La matriz de ¢ respecto de esta nueva
base es

A = P'AP

donde P es la matriz de cambio de la base candnica a la nueva base:

1 2 1
P=|1 -1 3
1 2 =3
En definitiva, tenemos
1 63 36 —29
A=-13 27 2
-29 2 —67

Ejercicio 5.7. Sea R3 dotado de la base canénica {e1, ez, e3} y sea ¢ una forma
bilineal simétrica de R? dada V x = (x1,22,23), ¥ = (1, %2, y3) por

P(x,y) = 1y1+6 T2Y2+56 x3ys—2(T1y2+x2y1)+7(T1y3+23y1) —18(x2ys+x3y2) -

1) Escribir la matriz de la forma ¢ respecto de la base canénica de R3.

2) Mostrar que los vectores €] = e1, €, = 2e; + €3, e = —3e; +2e3+e3 forman
una base de R3.

3) Determinar la matriz de ¢ respecto de la base {e], e}, e5}.

4) Determinar la forma cuadratica ® asociada a ¢ respecto de las bases {e1, e2, e3}

y {1, 5, €5}

Resolucion. 1) Como a;; = ¢(e;, €;), tenemos

1 =2 7
A=1-2 6 —18
7 —18 56

117



2) Escribiendo en columna las componentes de los vectores {e}, e}, es} en la
base {e1, ez, e3} obtenemos la matriz

1 2
P=|01 2|, detP=1+#0
0 0

Por tanto {e, e}, e}} es otra base de R? y en particular P es la matriz de cambio
de la base candnica a esta nueva base.
3) La matriz de ¢ en la nueva base es

0 0
2 0
0 -1

A= P'AP =

S O =

4) La forma cuadratica ® respecto de la base {e1, ez, e3} es
B(x) = o(x,X) = 2% + 623 + 5622 — 4x129 + 142123 — 362023
Respecto de la base {e], e}, e} se escribe como

®(x) = (27)” + 2(23)” — (25)* .
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5.7 Productos escalares

5.7.1 Definicion

Una clase muy importante de formas bilineal simétricas son las definidas posi-
tivas.

Definiciéon 109. Sea E un espacio vectorial sobre R. Un producto escalar
en E es una forma bilineal simétrica definida positiva:

(,):ExE—R;U{0}

Un espacio vectorial E sobre R dotado de un producto escalar se llamard espa-
cio vectorial euclideo.

Propiedades. Un producto escalar, siendo una forma bilineal simétrica definida
positiva, posee las siguientes propiedades:

(x,y) (v, x) Vx,y€eE

Mx,y) = (xAy) = Ax,y) VxeEVYAER
(x+y,z) = (x,2)+ (y,z) Vx,y,z€FE

x,x) > 0y (xx) =0+ x=0

Ejemplo 5.8. En R™ podemos introducir el producto escalar estandar o
canoénico
(X,¥) = 2191 + Taya + ..+ Tnyn -

También se usa cominmente para el producto escalar estandar la notacién al-
ternativa x -y = x1y1 + xoy2 + ... + TpYn-

5.7.2 Norma asociada a un producto escalar

Definicion 110. Sea E un espacio vectorial euclideo y x € E. Se llama norma
de x al ndmero real no negativo

| x| :=+v(x,x) . (5.18)

Definicién 111. Un vector de norma igual a 1 se dird vector unitario.

Ejemplo 5.9. En R” podemos introducir la norma asociada al producto escalar
candnico, llamada norma euclidea:

I xll= /a3 + a3+ ...+ a2 .

Desde las propiedades generales del producto escalar deducimos que una norma
satisface a las propiedades siguientes:

lax | = |af | x| VxeE, VaelR
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[x]=0 <= =x=0

Observacion 5.4. Podemos escribir las desigualdades de Schwarz y Minkowski
en el lenguaje de las normas. Por ello, es suficiente observar que si ¢(x,y) =
(x,y) es un producto escalar, entonces ®(x) = (x,x) = [|x|°.

Por tanto, la desigualdad de Schwarz

lo(x,y)| < VO(x)(y) Vx,yek

se convierte en
[y <[ x|yl Vx,ycFE

y la desigualdad de Minkowski (5.16) nos da la desigualdad
Ix+tyl<lxl+lyl VxyekE

que es también llamada desigualdad triangular.

5.7.3 Distancia inducida por una norma

Dado un producto escalar, podemos definir la norma asociada (5.18). Al mismo
tiempo, dada una norma podemos introducir la nocién de distancia.

Definicién 112. Sea E un espacio vectorial euclideo. La aplicacion

d:ExE—R

definida por
dix,y)=|lx—y |, Vx,yeFE

se dird la distancia o métrica inducida por la norma.

Se verifica facilmente que una distancia satisface a las propiedades siguientes:

dx,y) > 0 y dxy)=0 <= x=y xye€k
dx,y) = d(y,x) x,yeFE
d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) x,y,z2€FE

Teorema 81 (Identidad de polarizacién). Si E es un espacio euclideo, dotado
del producto escalar ( , ) y norma || - ||, entonces

vy =1 (x4 I = Ix-y|?) (5.19)
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Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la férmula (5.9):

1
pr(xy) = 7(2(x+y) —2(x—y)) .
Es suficiente observar que, la norma || x ||= 1/ ®(x) asi que la férmula anterior
se escribe en la forma (5.19). O

Identidad del paralelogramo.
Ix+y [P+ IIx—yP=2(lIxIP+yl*?) VxyeE (5.20)
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de las relaciones

P(x+y)=2(x)+2pp(x,y) + 2(y)

P(x—y) = d(x) = 2pp(x,y) + (y)

que nos proporcionan la férmula :

P(x+y)+P(x—y)=2(2(x)+2(y)) .

5.7.4 Angulo entre vectores no nulos

Definicién 113. Sea E un espacio vectorial euclideo y x, y vectores no nulos
de E. El dngulo o (0 < a < 1) definido por

cosa = _y) £ o = arccos (7<X’ y) )
=yl = Iyl
se dird dngulo entre los vectores X e'y.
Observacion 5.5. Como
¥l <lIxlllyll VxyekE
resulta que
=y

y entonces la nocién anterior de angulo entre vectores esta bien definida.
También tenemos obviamente la relacién

y) ==yl cose

Sien R™ consideramos el producto escalar estandar, la desigualdad de Schwarz
se escribe como
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mientras que la de Minkowski se convierte en

n

n n
Z(Iieri)ZS ZIer ny
i=1 i1

i=1

Ejemplo 5.10. Sea R? dotado del producto escalar estandar, x = (21, x2),
y = (y1,92) € R? vectores no nulos. El d4ngulo entre X e y es

T1Y1 + T2y2
o = arccos > == >
\/951 +$2\/y1 + Y3

Problema 5.11. Verificar que en R? la aplicacién definida por
<(I‘1, :Z:Q)a (y17 y2)> == 5'1:1y1 + T2Y2
es un producto escalar.

Ejemplo 5.12. Sea P, (R) el espacio de los polinomios de grado menor o igual
a n, con coeficientes reales. Demostrar que la aplicaciéon

(p(z), q(z)) = / p(@)a@)ds,  p(a),q(x) € Pa(R)

es un producto escalar.
Ejemplo 5.13. En el espacio vectorial M, (R) se define el producto escalar
<A,B> = tr(ABt) = Z aijbij
i,j=1

Definicién 114. Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo. Diremos que dos
vectores X, y € E son ortogonales respecto del producto escalar ( , ) si

(x,y) =0
y escribiremos x1y.

Definicién 115. Sea (E,( , )) un espacio vectorial euclideo. Diremos que
W C E es un subconjunto ortonormal de vectores de E si

1 si i=j

VXZ‘,XJ'EWI <Xiaxj>:51j7 51]{0 si 7,7&]

Definicién 116. Sea (E,{ , )) un espacio vectorial euclideo y W C E un
conjunto de vectores. Se llama subespacio ortogonal a W el subespacio

Wt={xcE|VyeW:(x,y)=0}.
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En otras palabras, W+ es el conjugado de W respecto de la forma bilineal
simétrica definida positiva ( , ).

Definicién 117. Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo, dim E =n y sea
B ={ej,...,e,} una base de E. Se llamard matriz de Gram respecto de la
base B a la matriz asociada al producto escalar respecto de la base B:

aij = (ei7ej> .

Desde la teoria de las formas bilineales simétricas sabemos que la matriz A
es simétrica: A = A'. Ademss, six,y € E,y X e Y son los vectores columna
de sus componentes respecto de una base de F,

(x,y) = XTAY

férmula que nos proporciona la expresiéon matricial del producto escalar.
Si B’ es una nueva base de F, la matriz A’ asociada al producto escalar
respecto de B’ es
A= P'AP

donde P la matriz de cambio de la base B a la base B’. En otras palabras,
las matrices de Gram de un producto escalar respecto de bases distintas son
congruentes.

5.8 Bases ortogonales y ortonormales

Definicién 118. Sea (E,{ , )) un espacio vectorial euclideo, dim E = n. Se
dice que una base B = {e1,...,e,} es una base ortogonal si los vectores que
la forman son ortogonales entre si:

(€;,ej) =0 Vi£j.

Se dice que B es una base ortonormal si B es ortogonal y ademds || e; ||= 1,
Vi=1,...,n.
Corolario 14. Sea (E,( , )) un espacio vectorial euclideo, B = {e1,...,e,}

una base de E y A sea la matriz de Gram del producto escalar respecto de la
base B. Entonces:

1) La base B es ortogonal si y sdlo si A es una matriz diagonal.

2) La base B es ortonormal si y sdlo si A es la matriz identidad.

Demostracion.

B ortogonal <= a;; = (e;,e;) =0 Vi#j < A diagonal
B ortonormal <= §;; = (e;, e;) Vi,j=1,....,n < A=1
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Ejemplos 5.14. i) Sea E = R", dotado del producto escalar estandar (x,y) =
T1y1 + - .. + TpYn. La base candénica de R™ es ortonormal.
ii) Sea E = R2. La base {(%, %), (%, —%)} es ortonormal.

Definicién 119. Una matriz A € M,, invertible se dice ortogonal si
At=A"1, (5.21)

Proposicion 39. Sea E un espacio euclideo. La matriz de cambio de base entre
dos bases ortonormales de E es ortogonal.

Demostracion. Sean B, B’ dos bases de E y P la matriz de cambio de base.
Entonces, la matriz de Gram del producto escalar verifica

A’ =P'AP .

Al mismo tiempo, como B y B’ son ortonormales, resulta que A = A’ = 1. Por
tanto
1=P1P« P =P

5.8.1 Teorema de la independencia lineal

Teorema 82. Seca E un espacio euclideo. Si {Xi,...,Xx} son un conjunto de
vectores mo nulos y ortonormales, entonces son linealmente independientes.

Demostracion. Consideremos la relacién
AMX1+ ...+ x, =0 (5.22)

Calculemos el producto escalar de I miembro y IT miembro de la relacién (5.22)
con el vector x;:

)\1<Xj,X1> =+ ... +)\j<xj7xj> + ... +>\k<Xj,Xk> = <Xj,0> =0 <— )\j =0

donde hemos utilizado la propiedad de ortonormalidad (x;,x;) = J;;. Entonces,

repitiendo el mismo razonamiento para todo j € {1,...,n}, deducimos que
los escalares A1,...,Ax en la (5.22) son necesariamente nulos, y los vectores
{x1,...,Xx} son linealmente independientes. O

5.8.2 Descomposicién en coeficientes de Fourier

Teorema 83. Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo, dim E = n, y sea
B = {ei,...,e,} una base ortogonal de E. Todo vector x € E admite la
descomposicion siguiente:

<el’x> <emx>
= e +...+————e
Fer |27 len ™

(5.23)
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Demostracion. Sea x € E; entonces x = x1€1 + ... + x,€e,.

Si tomamos el
producto escalar de ambos miembros con el vector e;, tenemos

(e;,x) = x1(e;j,e1) + ...+ xi{e,e) + ... +x,(e;e,) =

=xi(e;e) = || e |
es decir

_ (e;,x) (x,e;)

el e l?

O

Definicién 120. Los coeficientes x; = j;ﬁij se denominan coeficientes de
£

Fourier de x respecto de la base B = {e1,...,e,}.

Ejemplo 5.15. Sea E = R? dotado del producto escalar estdndar, con base

ortogonal {(2,2,2), (2,-2,0), (3,1, —1)} y sea x = (2,0,3). Sus coeficientes de
Fourier son

T — <(27272)7(27073)> E §
e 126
oy ((2,-2,0),(2,0,3)) _4 1
TIe20R 82
11 _1
T3 = <(17171 1§) (12 0 3)> _ i _ 7§
(31, —2) II? 3/8 3
Lema 8. Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo. Si B = {e1,...,ey} es
una base ortogonal de E, entonces
€1 €n
B = { }
e len |l

es una base ortonormal de E.

Demostracion. Los vectores de la base son normalizados por construccién:

H H el _
Fedllll llell
Sea i # j. Tenemos
€e; €; >_ 1 < -
= e;,e;) =0

<|| e | eI/ leilllle; 7

Sii=j,
< e e >:||ei||2:1
el lleill/ el

El célebre teorema de Pitdgoras se puede reformular y generalizar de forma
natural en el contexto de los espacios euclideos.
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Teorema 84 (Pitdgoras). Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo, y {x1,...,Xx}
un conjunto de vectores ortogonales de E. Entonces

%1+ 4 xp [P=) x|+ | x| (5.24)
Demostracion.
k
1+ 4 xk]? = XXX 4+ X :Z (x4,%x5) =

i=1 j=1

k k

= > xx) =[xl
i=1 i=1

5.9 Meétodo de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

5.9.1 Procedimiento general

Teorema 85. Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo, y B = {X1,...,Xp}
base de E. FEntonces existe una base ortonormal {ui,...,u,} de E tal que
resulta

L(x1,...,xx) = L(uy,...,ug), Vk=1,...,n

Demostracion.
Sea,
€ = X1
e = <e17X§>
[e1]]
e3 = X3-— <el’xg>e1 - <82’X2>e2
le1]] [ez]]
(5.25)
e, = X,— <el’X">e1 — <e2’X”>e2 _ M .
n - n e n—1 -
e lea|” len—1]l?

Demostremos por induccién que:
(1) {e1,...,en} es un conjunto de vectores ortogonales dos a dos
(2) L(x1,...,xx) = L(e1,...,ex), VE=1,...,n.

Consideremos ante todo el caso k = 2. Tenemos

€1, X
<||; §> <e17e1>:(e1,x2>7<e1,x2>:0 .
1

(e1,e2) = (e1,x2) —

Ademés, claramente L(e1,es2) = L(x1,X2).
Entonces supondremos k& > 2.
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(1) Supongamos {ey,...,e;_1} ortogonales dos a dos. Ponemos

e, X; )
aij:M, =1,...,k, j=1,...k—1
lle;l
Entonces tenemos
(ex, ej> (xx — ag1€e1 — ... — Ok k—1€k—1, ej> =
= <Xkaej> —Oék,1<e1,ej>—...—ak,k,1<ek,1,ej> =
= (xk,€j) —ax;(ej,e5) =
= fxrey) — X o e
lle;ll

(2) Supongamos que

L(Xl, . ,X}Cfl) = L(el, . 7ek,1) .

Dado que

€p =Xk — O 1€1 — ... — Ok k—1€k—1 ,
entonces e, € L(ey,...,e,—1,Xg) = L(X1,...,Xk—1,Xg). Sea S = L(x1,...,Xg);
S C FE es un subespacio, con base {x1,...,Xx;}. Dado que {e1,...,ex} € S,y
como {ey,...,ex} son ortogonales dos a dos, entonces son linealmente indepen-

dientes y forman otra base de S. Por tanto
S =L(x1,...,xx) = L(ey,...,ex) .
En definitiva hemos demostrado por induccién que {ej,...,e,} es una base

ortogonal de E, y {ul = ”2—1", co, U, = H‘:—TH} es una base ortonormal. O

Ejercicio 5.16. Encontrar una base ortonormal del subespacio de R4
S =lin{(1,1,-1,-2),(-2,1,5,11),(0,3,3,7),(3,-3,-3,-9)} .

Resolucion. Los 4 vectores son dependientes: 2x; + X2 = x3; al mismo tiempo
X1,X2,X4 son linealmente independientes. Entonces:

er =x1 =(1,1,—1,-2) ley||> =7
—241-5-22
€ = Xz <e1,X§>e1 :(72’1’5,11)7L(1,1771’72):
el 7

= (=2,1,5,11) + (4,4, —4,-8) = (2,5,1,3) lea]> =39 .

e}, X €9, X
€3 = X3*<1 §’>e17<2 ;>62:
e lex]
3—-3-14 15+3+21
== (0,373,7) — 7 e — 39 €y =

= (0737377)+2(171771a72)7(2757133) =
= (2757 173) - (275a 173) = (0,0,0,0) :

127



<e17X4> <62,X4>

€4 = X4— P} - P} €y =
el ezl
3-3+3+18 6—15—3—27
= (3,-3,-3,-9) — %(1, 1,-1,-2) — T(“’ 1,3) =

(3,—3,-3,-9) — (3,3,-3,—6) + (2,5,1,3) = (2,—1,1,0) .

Hemos obtenido la base ortogonal de S {e1, e2, e4}. Normalizando estos vectores
llegamos a la base ortonormal deseada {u;,us,uz} con:

(S3] 1
w o= —=—_(1,1,-1,-2)

ledll V7
€9 1

w= = —=-—2,51,3)
leall /39
(SY} 1

uz = = :7(27_1a150) .
leall V6

5.9.2 Observaciones sobre el método

(1) Las ecuaciones de Gram-Schmidt se pueden también escribir recursivamente
de la forma siguiente:

X1
u; =
[l ]
€3
€ = X2 <u1,X2>1117 Uz = 7>
ezl
€3
€3 = X3— <111,X3>111 - <1127X3>u2, us = ”e ”,
3
€en
€, = Xp— <U.1,Xn>ll1 - <u2>xn>u2 T e T <un717xn>un717 U, = H .
n

(2) A la hora de aplicar el método de Gram-Schmidt, a menudo es muy
util transformar una base, o bien un sistema de generadores de un espacio
vectorial en otra mas “sencilla” mediante operaciones elementales de filas.
Por ejemplo, en R*, dotado de la base canénica, sea el subespacio

W =lin{(1,3,4,1),(2,6,8,2),(2,5,7,2)}

Consideremos la matriz cuyas filas son las coordenadas de los vectores del sis-
tema de generadores considerado. Mediante operaciones elementales de fila,
podemos reducir esta matriz hasta llegar a su forma escalonada reducida (o de
Hermite) por filas. Tenemos:
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1 3 41 1 3 4 1 1 3 41 1 01 1
2 6 8 2)~¢(0 O 0 OJ~f{0 1 1 OfJ~p|0 1 1 O
2 5 7 2 0 -1 -1 0 0 0 0 O 0 0 0 O

Las primeras dos filas de la forma escalonada reducida de la matriz nos
proporcionan una base de W. Entonces, W = lin{(1,0,1,1),(0,1,1,0)}.

En el caso del ejercicio anterior, aplicando este método llegamos al sistema
de generadores

{yl = (1717713 72)7 y2 = (0333377)7 y3 = (030a6711)}

La aplicacion del método de Gram-Schmidt a esta base es mas directa.

5.9.3 Bases ortonormales

Teorema 86. Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo, dim E = n. Todo
conjunto de vectores no nulos {X1,...,xx} ortogonales dos a dos se puede am-
pliar a una base ortogonal de E.

Demostracion. Es suficiente observar que, por el teorema de complecion de
una base, podemos encontrar vectores independientes yx1,...,Yn tales que el
conjunto {Xi,...,Xk, Yk+1,---,¥n} sea una base de E. Aplicando el proced-
imiento de Gram-Schmidt a esta base, los vectores {x1,...,x;} quedan invari-
ados (siendo ortogonales), mientras que los demds son transformados en sendos
vectores {Vg41,...,V,} de modo que el nuevo conjunto {X1, ..., Xk, Vkti,---,Vnt
es una base ortogonal de F. O

5.10 Complemento ortogonal

Definicién 121. Sea E un espacio vectorial euclideo, x € E, U C E subespacio
de E. Se dice que x es ortogonal a U y escribimos x L U si x es ortogonal a
todos los vectores de U, esto es

x1lU < V yeU:x1ly

Teorema 87. Sea E un espacio vectorial euclideo, U = L(y1,...,yk) subespa-
cio de E. Entonces, si x € E, se verifica

x Ly
x1U —

x Ly
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Demostracion. —> obvia.
<—SeayeU;y=a1y1 + ... 1Yk}

(x,y) = (X, 00y1 4+ ... nyr) = (X, y1) + ... + ap(x,yx) = 0.

Proposicion 40. Sea E espacio vectorial euclideo, dim E =n, y sea U C E
un subespacio. Entonces el conjunto

Ut={xecE|x LU}
es un subespacio vectorial de E, y
E=UeaU".
Demostracion. Sean x1, xo € UL, A1, A € R, y € U. Entonces

(A1x1 + AaxX2,y) = A1(x1,¥) + A2 (X2, ¥) = 0 => \ix1 + dox2 € UL .

Sea ahora {uy,...,u;} una base ortogonal de U, y ampliemos dicha base a una
base ortogonal: B = {uy,...,ug, Ugt1,...u, . Demostremos que {ugy1,...,u,}
es una base de U+. Evidentemente, ug1,...,u, € UL por construccién, y son

linealmente independientes. Demostremos que generan U~+. Sea z € U+. En-
tonces, siendo z un vector de F,

Z,u;
Z= 21Uy +...2,Uy,, zi:<7 Z2>.
[[ui
Puesto que z € UL, 2y = ... = 2z = 0, 0 sea
Z= 2 Upp1 + ... 200, = UL = L(ugy1,...,Uy).

O

Definicién 122. El subespacio U+ = {x € E | x L U} se llamard complemento
ortogonal de U.

Determinemos U~+. Si dim U =k, y {uy,...,u;} es una base de U, entonces
<X7 u1> =0
xc Ut —
(x,u;) =0

Ejemplo 5.17. Sea R* dotado del producto escalar canénico (x,y) = x1y1 +
..+ x4ys. Sea U =1in{(0,0,1,1)}. Entonces

X = (.131,562,])3,,564) clUt = <(33‘1,.732,.133,JU4),(0,0,1,1)> =0 <= x3+14=0
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Luego U+ es descrito por la ecuacién cartesiana x5 + x4 = 0.

Ejemplo 5.18. Sea R* dotado de un producto escalar cuya matriz de Gram es

— = O
o =N O
N O
=N O -

Sea U = 1in{(0,0,1,0),(0,0,0,1)}. Determinemos U-~.

<($1,$2,$3,$4), (0707 170)> =0
=0

331,5!1‘2,.1‘3,.’174) S l]L <
( {<(£L’1,ZL’2,(E3,$4),(0,0,0,1)>

1 0 1 1 0
(x1,22,23,%4) 0210 0 -0 <
1,42,L3,L4 1 1 3 2 1 =
1 0 2 4 0
1
1
(@1, 22,23, 24) 3 =0 <= z1+x2+3x3+224=0
2
1 0 1 1 0
(1,2, 23, 24) 02 1.0 0 -0 <
L2223, 74) [ 1 1 3 9 ol =
1 0 2 4 1
1
0
(21, 29,23, 24) 9 =0 <<= x1+2r3+424=0
4

Hemos por tanto obtenido el sistema

T, + To 4+ 3x3 + 224 =0 To = —x3 + 214
T+ 223 +4x4 =0 T, = —2x3 —4xy4

La solucién general del sistema es
{(—201 - 4/Bv —a+ 267 O‘vﬁ) ‘ aa/B € R}

En definitiva,
Ut =1lin{(-2,-1,1,0),(—4,2,0,1)} .
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5.11 Proyeccién ortogonal

Sea (F,{ , )) un espacio vectorial euclideo, U C FE un subespacio. Como
consecuencia de la Proposicién 40, todo vector x € E podra escribirse de forma
Unica como

X=u+v, uelU, veUt.

Diremos entonces que u es la proyeccién ortogonal de x sobre U y lo deno-
taremos con
u =7y (x) .

Podemos interpretar u como el tnico vector tal que u € Uy x —u € UL,
Entonces, podemos introducir la aplicacion

Ty B — U, Ty (x) :==u

es decir, la aplicacién que asocia a X su proyeccién ortogonal sobre U. La
aplicacién my es denominada proyector ortogonal sobre U. Observamos
que, como consecuencia inmediata de la definicién de proyector ortogonal, valen
las propiedades siguientes:

(a) immy = U;
(b) kermy = U+

(c) 73 = my.

La proposicion siguiente nos permite escribir explicitamente un proyector ortog-
onal sobre un subespacio a partir de una base del subespacio mismo.

Proposicién 41. Si {uy,...,u;} es una base ortogonal de U, entoncesV x € E
se verifica
ug, X ug, X
() = L 2> L 2>uk. (5.26)
[Jay | [Jug |

Teorema 88. Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo, y U C E un subespa-
cio. Six € E, entonces u := my(x) es el dnico vector en U que hace minima la
distancia

dix,w) = [x—wl|, weU,

es decir
Vwel, u#w, |x—u]|<||x—w]| .

Demostracion. Sea u = 7y (x). Entonces, si w € U, tenemos que u —w € U, y
al mismo tiempo, x — u € UL. Por tanto,

(x—u)l(u—w).
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Ahora bien, utilizando el teorema de Pitagoras, tenemos
I = Wi =[x —u -+ u—wl® = x =l + Ju— Wl > [x—uf?.
La igualdad se realiza si y solo si
lu—w|=0=u=w.
O

Ejercicio 5.19. Sea R3 dotado del producto escalar canénico. Calcular la
proyeccién del vector x = (1,0, 0) sobre el subespacio

U={(z,y,2) eR*| 2 +y=0}.

Resolucion. Una base de U es dada por B = {(1,—1,0),(0,0,1)}. Sea (x,y,z) €
U~. Entonces

<(x,y,z),(1,—1,0)>:0 x—y:O
{<($7y72)7(07071)>20 = {2’:0

Por tanto, U+ = lin{(1,1,0)}. Escribimos el vector x = (1,0,0) en la forma
x=y+z,cony €U, z¢c U Tenemos

(17070) = a1(17 _17 0) + aQ(Oa 07 1) + a3(17 170)

es decir
ar+as =1, 051:%,
—a1+az3=0 <= as =0
042:0 Oég:%

En definitiva,
L, 210 (1 ! 0) (1 L 0)
= — —_ = _, — = 7z = —_, =
y 2 ) b 2’ 27 b 2’2’

5.12 Producto vectorial en R?

Definicién 123. Sea R? dotado del producto escalar candnico, x = (1, x2,x3),
y = (y1,92,y3) € R3. Se define producto vectorial de x ey a la aplicacion
lineal

XXy = (v2y3 — T3Yy2,23Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1) (5.27)
_ T2 I3 xr3 I3 r1 T2 (5 28)
Y2 Y3 Y3 Y1 Y1 Yo ’ '

Vale el siguiente
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Teorema 89. Sean x, y € R3. El vector x x y es el unico vector que verifica
las propiedades siguientes:

(1) I x yll = [Ix[| [yl sin o

(2) (xxy)lx, (xxy)ly

(3) Six no es paralelo a 'y, la base C = {x,y,x Xy} tiene orientacion positiva
respecto de la base canonica, es decir la matriz de cambio de la base candnica a
la base C' tiene determinante positivo.

Otras propiedades. V x,y,z € R3, tenemos

a)xxy=0 <= xey son linealmente independientes
b) (M) xy=xx(Ay)=Axxy) VIER

c) (x+y)xz=xX2+yX2z

d

(
(
(
(d) (xxy)=—(y xx)

5.13 Formas sesquilineales y cuadraticas en es-
pacios vectoriales complejos

5.13.1 Definicion

Sea V un espacio vectorial sobre C. Una forma sesquilineal es una aplicacion:
w:VxV=C

tal que V x,y,z € V, VX € C,

wx,y+z) = wxy)+wlx,z) (5.29)
w(x,\y) = Awxy) (5.30)
wx+y,z) = wkxz)+w(y,z) (5.31)
wx,y) = Aw(x,y) (5.32)

Definicién 124. Una forma sequilineal se dird Hermitica si

w(x,y) = w(y,x) (5.33)

Una forma sequilineal se dird antihermitica si

w(x,y) = —w(y,x) (5.34)

Denotaremos con Sq¢(V,C) el conjunto de todas las formas sesquilineales
sobre C.

Las propiedades siguientes son una consecuencia directa de las definiciones
anteriores.

Proposicién 42. (S,(V,C),+,-) es un espacio vectorial sobre C.
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Proposicién 43. w € S,(V,C) es hermitica <= iw es antihermitica.

Definicién 125. Llamaremos forma cuadrdtica hermitica asociada a la forma
sesquilineal hermitica ¢ a la aplicacion

®:V—R
VxeV, ox)=pxx).

Proposicion 44. Sea V' un espacio vectorial sobre C. Vx eV, V¥V A € C:
P(Ax) = |\?®(x) .
Demostracion.

D(Ax) = p(Ax, Ax) = Mp(x, %) = [A*®(x) .

Definicién 126. Una matriz A € M, (C) se dice hermitica si

At =A.

Proposicién 45. La matriz de una forma sesquilineal hermitica ¢ € Sq(V,C)
es hermitica.

Demostracion. Sieq,...,e, es una base de V, tenemos:

aji:go(ej,ei) zap(ei,ej):&ij7 ,j=1,...,n.
Entonces A = A. O
Teorema 90. Sea V' un espacio vectorial sobre C, dimV =n, sea {e1,...,e,}

una base de V y ¢ € S,(V,C). EntoncesV x,y € V, x = (T1,...,2,), y =
(Y1, --+Yn), tenemos

p(x,y) = ZZ aijTiYj (5.35)
i=1 j=1
donde a;; = ¢(e;,e;). Equivalentemente:
o(x,y) = X'AY = Y'A'X (5.36)

Demostracion. Sean x, y € V. Tenemos

n n n n n n
p(x,y)=¢ < Z Tie;, Z yjej> = Z Z Tiyjp(ei,e;) = Z Z aijTiY;
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Pasando a las matrices asociadas, y teniendo en cuenta que ¢(X,y) es un escalar,
y coincide con su traspuesta, obtenemos la férmula (5.36). O
Estéd claro que, si @ es la forma cuadrética asociada a ¢ € Sg(V,C), tenemos
inmediatamente

D(x) = X'AX = X' A'X . (5.37)
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5.13.2 Teorema de los autovalores reales para matrices
hermiticas

Teorema 91. Una matriz hermitica de orden n posee n autovalores reales.

Demostracion. Sea V un espacio vectorial sobre C, y A la matriz de una forma
sesquilineal Hermitica ¢ € S,(V,C). Tenemos ¢(x,y) = X'AY. Si ®(x) es la
forma cuadratica asociada,

d(x) = X'AX.
La ecuacién caracteristica det(A — A1,,) = 0, siendo una ecuacién algebraica de
grado n con coeficientes en C, posee n raices complejas. Sea entonces A € C
un autovalor de A y X el vector columna de las componentes de un autovector

correspondiente. Tenemos
AX =)2X

y _ _ _

X'AX = X'AX = \X'X . (5.38)
Por otro lado, tomando las transpuestas de estas matrices y teniendo en cuenta
que A® = A, tenemos

XIA'X = XPAX = X'(\X) = A XX |
es decir -
XTAX = X'X .
Tomando la transpuesta de primer y segundo miembro, tenemos
X'A'X = A X'X
que nos da (At = A) B o
X'AX = \X'X
Por tanto, comparando esta ecuacién con la ec. (5.38), es decir X'AX = AX*'X,
llegamos a la relacién B o
MXEX) = MX'X)
Como X # O, se tiene X*X # O, y en definitiva
A=)\

O
Una matriz hermitica real es obviamente una matriz simétrica: la condicién
A? = A se convierte en A* = A. Por tanto, como consecuencia del Teorema 91
tenemos el

Corolario 15. Una matriz simétrica real posee n autovalores reales.

Teorema 92. Sea V' un espacio vectorial sobre C, ¢ € S4(V,C), y A la matriz
de ¢ respecto de una base B de V. Sea B’ otra base de V y P la matriz de
cambio de la base B a la base B'. Entonces la matriz de ¢ respecto de la base
B’ es

A’ = P'AP . (5.39)
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5.14 Productos escalares hermiticos

Definicién 127. Un espacio vectorial E sobre C se dird espacio hermitico o
unitario si es dotado de una forma sesquilineal hermitica definida positiva

(,Y:ExE—C,

que también se denomina producto escalar hermitico, y safisface las propiedades
siguientes:
Vx,y,ze E,¥VeC:

(xy+z) = xy)+(xz2) (5.40)
xy) = %) (5.41)
(x,y) = Ax,y) (5.42)
Ax,y) = Ax,y) (5.43)
(x,x) > 0, vy (x,x)=0 <= x=0. (5.44)

La aplicacién
X[ == v/ (x,x)

se dird la norma asociada al producto escalar hermitico (, ). Como consecuencia
de la Proposicién (44) tenemos

Il = Allxl  vYxeE, rec

Ejemplo 5.20. Consideremos el espacio hermitico C™ dotado de la aplicacién
(X,y) =Ty + ... + TnlYn (5.45)

Se comprueba facilmente que se trata de un producto escalar hermitico, denom-
inado producto escalar candnico (o estdndar) en C". La norma inducida por
este producto escalar es

Il = V]2 + ..+ [z (5.46)

5.14.1 Identidad de polarizacion

Sea (E,(, )) un espacio con producto escalar. Si E es euclideo,
1 2 2
) = 7 (Ix+yIP = Ix - yIP°) (5.47)
Si E es hermitico, tenemos
(a) Re((x,y)) =

(b) Im((x,y)) =

(I +yI” = Ix = yI*) (5.48)

(b +ayl® Ik —ayl®)  (5.49)

N
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Demostracion. La ec. (5.47) ya estd demostrada.

(@) Ix+yl* = (x+yx+y)=
Il + (x, 3) + v, %) + v
Il” + [y 11 + (e 3) + (e y)
Il + Iy |I* + 2Re({x, y))

x—yl> = Ixl*+Iyl* - 2Re((x,y)) =
ARe((x,y)) = [x+y[*-x—yl?
®) lx+iyl® = (x+iy,x+iy) =

= |Ix[* +1i? y]l* + i(x,y) — iy, %)
= [xII*+ lyl* +i((x,y) - (x,¥))
= [xI* + lyll* + 2Im((x,y))

Ix—iyll® = |x|*+ lyl* - 2Im((x,y)) =

AIm((x,y)) = [x+iyl* - [x—iy|?

O

5.14.2 Desigualdad de Cauchy-Schwarz y triangular en un
espacio hermitico

Sea E un espacio Hermitico. Tenemos la desigualdad
VxyeE:  xy) <I[xyll

conocida como desigualdad de Cauchy-Schwars. La desigualdad triangular de
la norma se escribe formalmente de la misma manera:

Vxyek: [x+yll <lxl+lyll -

Mencionamos también el

Teorema 93 (Riesz). Sea (E,(, )) un espacio vectorial unitario, w € E* =
L(E,C). Entonces exisite un dnico vector v € E tal que

Vxekl: w(x) = (v,x) .

5.14.3 Método de Gram-Schmidt en espacios hermiticos

El método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt también es vélido en el caso
de un espacio hermitico. Las relaciones (5.26) siguen siendo validas cuando K =
C, teniendo en cuenta que ( , ) es en este caso un producto escalar hermitico.
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5.15 Ejercicios

Ejercicio 5.21. En R*, dotado del producto escalar candnico, sean el vector
x = (5,1,5,1) y los subespacios

Vi ={(z,y,z,w)|z = 2,y = w}, Vo = 1in{(1,0,0,0),(0,1,0,0)}.
. Qué angulo forma x; = my, (x) con xg = 7y, (x)?
Resolucion. Una base de Vi es dada por

Vi = lin{(1,0,1,0),(0,1,0,1)}

Tenemos
1,0,1,0),(5,1,5,1 0,1,0,1),(5,1,5,1
g = GOLOGLEDN gy g (OLODGLED g o
= (5,0,5,0)+(0,1,0,1) = (5,1,5,1) = x3
m,(x) = {(1,0,0,0),(5,1,5,1)))(1,0,0,0) + ((0,1,0,0), (5,1,5,1))(0,1,0,0)
= (5,0,0,0)+(0,1,0,0) = (5,1,0,0) = x2
Entonces el angulo entre x; y x5 es
Q= arccos {(5:1,5:1),(5,1,0,0)) _ ATCCOS —= = ~
V/52v/26 V2 o4

Ejercicio 5.22.
(a) Comprobar que la aplicacién f : C* x C* — C dada por
fl(z1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)] = Tayr — iZ1y2 + T3y

es una forma sesquilineal sobre C3.
(b) Determinar la matriz de f en la base canénica de C3.
(c) Hallar la expresién de f en la base B de C? formada por los vectores

a; = (i7070)a a2 = (05 177;)7 asz = (0717_2) .

Resolucion.
(a) Comprobemos la sesquilinealidad de f:

fx+y.z) = f((z1,22,23) + (Y1,¥2,Y3), (21, 22, 23)] = (T1 + G1)21 — i(T1 + §1)22 + (T3 + U3) 22
= T121 —1T122 + T322 + Y121 — 1122 + Y322
f(($1,$27333)7 (21722723)} + f((y1>y27y3)> (21,22,23)] = f(X7Z) + f()ﬁz) .
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fx,y+2z) = f((z1,22,23),(W1,y2,y3) + (21,22, 23)] = T1(y1 + 21) —i%1(y2 + 22) + T3(y2 + 22)
= T1y1 —1T1Y2 + T3Y2 + T121 — 1T122 + Ty2e
= f((ml"r27$3>7 (ylay27y3)] + f((x1,$2,$3>7 (21,2272’3)} = f(X7Y) + f(X,Z) .

FOX,y) = AZ1y1 — iAT1y2 + ATaye = M (X,Y)

FxAy) = AZryr — iAZ1y2 + AZsyz = Af(x,y)
(b) Los elementos de la matriz A asociada a f respecto de la base canénica de
C3 son a;; = f(e;, e;). Tenemos
1 = 0
A=10 0 O
0 1 0

(¢) La matriz de cambio de la base candnica a la base B es

i 0 0
P=(0 1 1
0 ¢ —1
La matriz de f en B es ~
A" = P'AP |
con
1 -1 -1
A=[0 —i —i
0 =« 1
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Chapter 6

Aplicaciones lineales entre
espacios con producto
escalar

6.1 Aplicacion adjunta

Introducimos la nocién de aplicaciéon adjunta de una aplicacién lineal, que es
fundamental en muchas ramas de la matematica y de la fisica tedrica: por
ejemplo en mecédnica cudntica. Ante todo, enunciamos el siguiente

Teorema 94. Sea (E,(, )) un espacio vectorial hermitico, dim E = n. Sea
f € L(E). Existe una dnica aplicacion lineal

ff:E—-FE
que verifica la propiedad siguiente:

Vx,yck: (x, f(¥) = (f(x),) (6.1)

Llamaremos aplicacién adjunta de f a la aplicacién lineal ff : E — E
definida por la relacién (6.1). La aplicacién adjunta posee algunas propiedades
importantes.

Teorema 95. Sea (E,(, )) un espacio vectorial hermitico, y f € L(E). Valen
las propiedades siguientes:

(1) (fHr=f (6.2)
(2) (f+9f=rT+4 (6.3)
3) AN =2/ (6.4)
(4) (fog)t=gloft (6.5)



Demostracion. ¥V x,y € E:

1)
(%, f(y)) = {(fT1(x),y) = {y, 1)) = (fDT(¥), %) = (x, (/)T (¥))
(2)
(f+9)'),y) x (f+9)¥) = fy)+9¥)
= (X f(y)+x9) = (f1x),y) + (4"(x),y)
(3)
(ANTx),y) = (A(y) = Ax, f(¥)
/\<fT(X)>y> = <5‘fT(X)aY>
(4)

- - <X, f(Z)>, zZ = g(Y)
= (f1(x),2z) = (f1(x),9(y)) = (¢"(fT(x)),y) = (9" o fT)(x),¥)

O
La proposicién siguiente nos permite calcular la inversa de la aplicacion adjunta,
si existe, de una forma directa.

Proposicién 46. Sea (E,{, ) un espacio vectorial hermitico. Si f es biyectiva,
también lo es fT, y
(H7=Hr.

Demostracion. Observamos que, si f es biyectiva, f o f~! = I, siendo I €
L(E) la aplicacién identidad: V x € E: I(x) = x. También se comprueba
inmediatamente que IT = I. Entonces

(fof Ni=I=(Nofl= ("=
O

6.2 Nucleo de f e imagen de la aplicacion ad-
junta

Lema 9. Sea (E,(, )) un espacio vectorial hermitico, y B = {e1,...,e,} una
base ortogonal de E. Six € E es ortogonal a los vectores de B, entonces x = 0.

Demostracion. Tenemos la descomposicién en coeficientes de Fourier

<e17 X> <e717 X>
= 5 €1 Ce 5 €n =
e len|l
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El nicleo de una aplicacién f y la imagen de la aplicaciéon adjunta estdn direc-
tamente relacionados. Tenemos que

ker f = {veE|f(v)=0}={veFE|VweE:(w,f(v))=0}
= {(veE|YweE: (fi(w),v)=0}=(Gm fHt.

Entonces, dado que, como consecuencia de la Proposiciéon 40 tenemos que
E = (im f) & (im f1)*,

entonces el espacio F se descompone en la suma directa del nicleo de f y de la
imagen de su aplicacién adjunta:

E=ker f®im fT.

O
Ejercicio 6.1. Sea el operador lineal f € C3, representado en la base canénica
de C? por la matriz

11
A=(0 1
0 ¢

S0 = O

Siendo la base canénica ortonormal, la matriz asociada al operador adjunto f1
es

10
Af={1 1 —
0 1
La imagen de f es
me = {(y17y2>y3) € (C3 | Zy2 = yd} = lln{(17070)7 (07 172)}
y su nucleo es
kerf = {(x1,r9,23) € C* | 21 + 22 =0, zo + 23 = 0} = lin{(1,-1,1)}
Hallemos ahora el nicleo y la imagen de fT:

kerfT = {(x1,$2,$3) € (CS | Tl = 07 T2 — Z-I?) = 0} = lm{(O,z, 1)} = (me)L
meT = {(y17y27y3) E(C3 | (231 _y2+y3 :O}ZZZn{(lﬂlvo)v(oaLl)}: (]{/ier,f)L

6.3 Representacion matricial de la aplicacién ad-
junta

Sea (E,(, )) un espacio vectorial hermitico, dim E = n. Sea B = {ej,...,e,}
una base ortonormal de E, y A = (a;j) € M,,(C) la matriz asociada a f € L(E)
respecto de la base B. Tenemos

f(ei) = Zakiek~
k=1
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Sea A’ = (a;;) la matriz asociada a fT respecto de la base B:
n
fe:) = Z aji®k
k=1

Por definicién, V x,y € E :

x, f(y) = (/%)) -

En particular,

(ei, f(ej)) = (fT(ei),e;) <eivzakjek> = <Z a;ciekaej> —
k=1 k=1

n n n n
akj<e,-,ek> = aki<ek,ej> — akjéik = akidkj —
k=1 k=1 k=1 k=1

Q5 = a’; — Qi =a

I
ji j

Ji

y por tanto, tomando la transpuesta de ambos miembros,
@ij = Gji

Ahora bien si denotamos la matriz A’ con el simbolo A, hemos llegado a la
importante relacion

Al = (At . (6.6)

Definicién 128. Sea A € M,,(C). Llamaremos matriz adjunta de A a la matriz
Al = (AL

Observacion 6.1. Notese que, dada una aplicacién f € L(E), la matriz aso-
ciada a la aplicacién adjunta ff es AT = (A)* sélo en el caso en que la base
considerada es ortonormal.

6.4 Operadores normales, autoadjuntos y uni-
tarios

En esta secciéon vamos a introducir algunas nociones muy bésicas y, al mismo
tiempo, fundamentales de la teoria de los operadores lineales sobre un espacio
vectorial.

6.4.1 Definiciones

Definiciéon 129. Sea V un espacio vectorial sobre K. Llamaremos operador
lineal a cada endomorfismo de V.
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Para denotar la accién de un operador lineal, a menudo utilizaremos la notaciéon
siguiente: si
A:E—FE

es un operador lineal, escribiremos Ax en lugar de A(x). También se utiliza
comunnmente en estos contextos la notacién f(x).

Definicién 130. Sean f, g € L(E) dos operadores de un espacio vectorial E.
Llamaremos conmutador de f y g al operador

[f.g]:=Ffeog—gof
La definicion anterior se extiende al caso de las matrices asociadas.
Es comtn utilizar la notacién ffT en lugar de f o fT.

Definicién 131. Sea (E,( , )) un espacio vectorial hermitico, y sea f un op-
erador en E. Diremos que [ es un operador normal si

£ =fir. (6.7)
Diremos que [ es un operador autoadjunto si coincide con su adjunto:
f= (6.8)
Diremos que A es un operador unitario si
ffi=ff=1. (6.9)

Como consecuencia inmediata de la definicién anterior, tenemos que si f es
autoadjunto, entonces

(x, f(y)) = {f/(x),¥) (6.10)

mientras que si es unitario,

(f), f(y)) = (f(fT(x).y) = (x,¥) (6.11)

Las nociones anteriores se extienden de forma obvia al caso de las matrices
asociadas a los operadores normales. Con més precisién, se usa la siguiente

Definicién 132. Una matriz M € M, (C) se dird normal, autoadjunta o uni-
taria si M satisface las relaciones (6.7), (6.8), (6.9) respectivamente.

Ejemplos 6.2.
(a) La matriz

1 0 1+
N = 0 ? 0
—-1—-3 0 1

es normal. La matriz adjunta es



y se comprueba que NNT = NTN = 0o 1 0 |,

por tanto A/ es normal.

(b) La matriz

es autoadjunta: A= AT .

(c) La matriz

1 2 —V2 0

— | =i =2 3i
Vil 1 vz 3
es unitaria: tenemos que

1 2 ) 1
— | -v2 V2i V2
Vel o v V3

yuut =uty = 1.

Proposicion 47. Sea E un espacio vectorial hermitico. Entonces, respecto de
una base ortonormal:

(a) La matriz asociada a un operador normal es normal

(b) La matriz asociada a un operador autoadjunto es autoadjunta

(¢) La matriz asociada a un operador unitario es unitaria.

Observacion 6.2. Los operadores autoadjuntos y unitarios son normales, pero
existen operadores normales que no son ni autoadjuntos ni unitarios.

Estudiemos ante todo el caso mas general de los operadores normales, y en par-
ticular su teoria espectral. Para ello, consideremos algunos Lemas preliminares.

6.4.2 Propiedades generales

Lema 10. Sea (E,(, )) un espacio hermitico, dim E = n, y sean H, G dos
operadores de V' tales que
HG=GH .

Entonces existe un vector no nuloy € V que es simultdneamente autovector de

HyG.

Demostracion. Como E es un espacio vectorial sobre C de dimensién finita, en-
tonces el polinomio caracteristico de H posee al menos una raiz en C. Entonces,
dx € E tal que

Hx = \x, xeFE, x#0, MNeC
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Como H y G conmutan, entonces también HG* = G*¥H. Por ejemplo, si k = 2,
tenemos:

HG? = (HG)G = (GH)G = G(GH) = G*H

y andlogamente para k > 2. Por tanto los vectores Gx, G?x, Gx son también
autovectores de H respecto del mismo autovalor A:

HG*x = GFHx = \G*x, k=0,1,2,...

Sin embargo, los autovectores x, Gx, ..., G'x, ... no pueden se todos indepen-
dientes, dado que F es un espacio de dimension finita: entonces existe r € N tal
que G™t'x depende linealmente de los vectores x, Gx, G?x, ...G"x, es decir
G"t'x € lin{x, Gx, G?x, ...G"x}. Ahora bien, el subespacio

S = lin{(x,Gx,G?*x,...,G"x)}
es invariante por el operador G (o G-invariante):
GSCS

El subespacio S esta integrado por autovectores de H relativos al autovalor .
Dado que S tiene dimensién finita, entonces el polinomio caracteristico de la
restriccién del operador G : .S — S posee al menos una raiz en C. Por tanto,
existe en S un autovector de GG que es también autovector de H. O

Lema 11. Sea (E,(, )) un espacio vectorial hermitico, dim E = n. Sea f un
operador en E. Si W es un subespacio invariante por f (es decir, f(W) C W),
entonces el subespacio W es invariante por fT.

Demostracion. Sea x € W+, Entonces V v € E:
(v, f1(x)) = (f(v).x) .
Siendo W un subespacio f-invariante, si en particular v € W, f(v) € W, luego
(v, f1x) = (f(v).x) =0 = fl(x) e W" .
O

Proposicién 48. [3] Sea (E,(, )) un espacio vectorial hermitico y f un oper-
ador normal en E. Entonces

VxeBE, [fx)] =]

Demostracion. Tenemos

IF G = (£ (o), f(x)) = (FT(F(x))3) = (FFT(x))3) = (FT (), 1)) = || £ (x

O
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Proposicién 49. [3] (E,{, )) un espacio vectorial hermitico y f un operador
normal en E, x € E, A\ € C. Entonces

f(x) =Ax = (%) = x

Demostracion. Desde el Teorema (95) deducimos que el endomorfismo f — AT
tiene por adjunto f' — AZ. Ademaés,

(f=AD)o(f1=AT) = fofl=Af=AfT+ T =
= flof =M1 =Af+MT=
(ff = AZ) o (f = A\T)

Por tanto, f — AZ es normal. Como consecuencia de la Proposicién 48, resulta
que

I(f = AD) ) = [|(fT = XD (x)
’ 17) = Axl| = || £ (x) — x| -
Por tanto,
fx)=dx=0 <= fi(x)=x=0.

O

Corolario 16. Si f es un operador normal en un espacio hermitico (E,( , )),
entonces autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales.

Demostracion. Sean vy, vo autovectores correspondientes a A1, Ao, con Ay # Ao:
A (va, vi) = (va, \ivi) = (va, f(v1)) = (FT(v2), v1) = (Aava, vi) = Aa(va, V1)
Por tanto

M{ve,vi) = Aa(va, Vi) ¥y A # Ao = (va,v1)=0.

6.5 Teoria espectral para operadores normales

Teorema 96. Sea (E,(, )) un espacio vectorial hermitico, dim E =n, y f un
operador normal de E. Entonces, existe una base ortonormal de E formada por
autovectores de f.

Demostracion. Como f es normal, ffT = f1f (es decir, [f, fT] = 0), entonces
por el Lema 10 existe un autovector no nulo comtin a f y f%:

dxeV tq [f(x)=M\x, fl(x) = ux
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Desde la Proposicién 49 sabemos que A\; = p. Sea entonces

x
T

Claramente, u; es un autovector de norma unitaria de f y fT. Sea S el sube-
spacio generado por u;: S; = lin{u;}. Por construccién, es invariante por f y
fT. Utilizando el Lema 11, deducimos que Sll es invariante, al mismo tiempo,
por fTy (fH)f = .

Entonces, si restringimos f al subespacio Si-, como f y f! conmutan, en
virtud del Lema 10 obtenemos que Sf- contiene un autovector vo comun a f y
ik B

f(v2) = Aavo, f1(va) = Aava .

Sea ahora
V2

vl

Ademés, tenemos
<l.117 UQ> =0.

como consecuencia del Corolario 16.

Podemos introducir el subespacio Sy = lin{uj,uz}. Iterando el proced-
imiento, obtenemos al final el subespacio S, = E. En definitiva, hemos con-
struido una base de f formada por autovectores de f ortonormales. O

Observacion 6.3. Nétese que la base ortonormal de autovectores de f también
es por construccién una base ortonormal de autovectores de fT

Vale también el vice versa del teorema anterior.

Teorema 97. Sea (E,{ , )) un espacio vectorial hermitico, dim E = n, f
un operador de E y B = {u,...,u,} una base ortonormal de E formada por
autovectores de f. Entonces f es un operador normal.

Demostracion. Tenemos
flug) = N, .
Descomponiendo el vector ff(u;) en la base ortonormal B, tenemos

n

(uy, fH(w))uy = (), w)u; = > (Auy,u)u; =

1 j=1 j=1

n
Aj(uj,u;)u E Aj ﬂu]—)\uz
=1

M=

fT(ui) =

<.
Il

[
M:

1

<.
Il

por tanto, u; es autovector de fT con autovalor \;. Entonces
FUT ) = Aif(w) = Mdiws = A fT(w) = f1(f(w)), i

luego

I
—

=1y,
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dado que estos operadores coinciden sobre una base de E . O

Proposicién 50. Sea M € M, (C) una matriz normal. Entonces, existe una
matriz unitaria U tal que
U'MU =D

con D matriz diagonal.

6.6 Teoria espectral de los operadores autoad-
juntos

En el caso de operadores autoadjuntos, la teoria espectral se puede desarrollar
de una forma andloga.

Lema 12. Los autovalores de un operador autoadjunto son reales.

Demostracion. Sea A un autovalor de f, x un autovector relativo a A\. Entonces
siendo f = fT, -
Ax,x) = (f(x),x) = (x, f(x)) = Ax,x)

es decir

O

Teorema 98 (Teorema espectral para operadores autoadjuntos). Sea (E,( , ))
un espacio vectorial hermitico, dim E = n, y f un operador de E. El operador f
es autoadjunto si y solo si sus autovalores son reales y existe una base ortonormal
formada por autovectores de f.

Proposicién 51. Si M es una matriz autoadjunta, M es diagonalizable medi-
ante una matriz unitaria U:
U'MU =D

con D matriz diagonal real.

6.7 Teoria espectral para operadores unitarios

Lema 13. Los autovalores de un operador unitario tienen maodulo igual a 1.

Demostracion. Sea f unitario, y sea x un autovector de f con autovalor A.
Entonces: -
f(x) = xx = fT(f(x)) = AfT(x) = Mx = [A’x

Como f1f =T, tenemos

x=[A’x=|A\|=1.
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Teorema 99 (Teorema espectral para operadores unitarios). Sea (E,(, )) un
espacio vectorial hermitico, dim E = n, y f un operador de E. El operador f
es unitario si y solo si sus autovalores son de modulo unitario y existe una base
ortonormal formada por autovectores de f.

Proposicion 52. Si M es una matriz unitaria, M es diagonalizable mediante
una matriz unitaria U :
U'MU =D

con D matriz diagonal con elementos de modulo 1 en la diagonal principal.

6.8 Otras propiedades de los operadores unitar-
ios
El siguiente teorema ilustra las principales propiedades de los operadores uni-

tarios, que también justifican su considerable relevancia en contextos fisicos.

Teorema 100. Sea (E,(, )) un espacio vectorial hermitico, dim E =n, y u
un operador de E. Las propiedades siguientes son equivalentes;

(1) u es unitario

(2) u es normal y todos sus autovalores tienen mddulo unitario

(3)Vx,y € E: (u(x),u(y)) = (x,y)

(4)Vx € E, [[u(x)] = [x]

(5) u transforma bases ortonormales en bases ortonormales .

En una base ortonormal, la matriz U asociada a un operador unitario u €
L(E) es unitaria (UUT = UTU = 1). Como consecuencia obvia de la definicién
de matriz unitaria, tenemos que las matrices unitarias son invertibles, y vale la
importante relacién

Utt=ut. (6.12)

Las matrices unitarias cumplen
|detU|* =1

El conjunto de todas las matrices unitarias U € M,,(C) forma un grupo respecto
del producto de matrices, llamado grupo unitario y es denotado con U(n):

U(n) ={U € M,(C) | U'U =UU" =1} (6.13)

El grupo especial unitario es formado por las matrices de U(n) que tienen
determinante igual a 1:

SU(n) = {U € U(n) | det U = 1} (6.14)

Ambos grupos son fundamentales en teoria de las particulas elementales.
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6.9 Diagonalizacion simultanea de operadores nor-
males que conmutan

Proposicion 53. Sea E un espacio vectorial hermitico, dim E =n y f,g dos
operadores normales que conmutan: [f,g] = 0. Supongamos que [ tenga n
autovalores distintos. Entonces g es diagonalizable y todos los autovectores de
f son también autovectores de g.

Demostracion. Sea v # 0 autovector de f relativo al autovalor A:

fv)=xv = g(f(v)) = g(Av) = Ag(v)

Como f y g conmutan, tenemos f(g(v)) = g(f(v)) = Ag(v), asi que g(v) es
autovector de f con autovalor X\. Ahora, tenemos dos posibilidades.

(1) g(v) = 0, y por tanto v es también autovector de g con autovalor A = 0.
(2) g(v) # 0. En este caso, siendo g(v) autovector de f, g(v) € Vy. Como
dim V) = 1, entonces g(v) tiene que ser proporcional a v: g(v) = uv, y por
tanto g(v) es autovector de g con autovalor p. O

Observacion 6.4. La hipdtesis que los autovalores de f son todos distintos es
crucial. Si no se cumple, en general el resultado no es cierto.

Proposicién 54. Si f, g € L(E) son operadores normales, entonces existe una
base ortonormal de E formada por vectores propios comunes de f y g.

6.10 Proyectores ortogonales en espacios hermiticos

6.10.1 Descomposicion espectral

Sea (E, (, )) un espacio vectorial hermitico, dim F = n, y f un operador normal
de F, con espectro

spec(f) ={ M, .,k N#EN, i#g, 4,j=1,...,p<n.

Sea V; := ker(f — \ZI),i=1,...p, el autoespacio correspondiente al autovalor
Ai. Como A; # A, entonces V; LV}, i # j. Ademads, sabemos que

Sea
B —V;, X — X; .

Tenemos la descomposicion
X=X1+...+Xp,
donde (x;,x;) = 0 si i # j. El operador m; se dird el proyector ortogonal sobre

el autoespacio V;.
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Teorema 101 (descomposicién espectral). Sea (E,{, )) un espacio vectorial
hermitico, dim E =n, y f un operador normal de E. Los proyectores ortogo-
nales asociados a f satisfacen las propiedades siguientes:

(1) 7T;r =

(2) Wiwj:(sij']ri

(3) m+...+mp=1

(4) )\17T1+...+)\pﬂ'p:f

Demostracion.
(1)
(x,my) = (X,yi) = (Xi, ¥i) = (1%, yi) = (M:X,y)
i

es decir w; = m;.

(2)

x = mx) =X, es decir 72 =m; idempotencia
mmi(x) = m(x;)=0 si i#j.
Entonces
7Ti7Tj(X) = §ij7ri(x) .
(3)
(Mm+..m)x=x1+...+%X, =X
Por tanto

m+...mp=1.
(4)

M4+ Fm) (%) = Mxi+. o+ Xpxp = f(x)+ .+ f(xp)
= f(x14...+x,) = f(x)

es decir
f:)\17T1+...+)\p’/Tp . (615)

O
A la férmula (6.15) se da el nombre de descomposicién espectral del
operador f.
El siguiente teorema relaciona las propiedades de los proyectores con las de
los operadores normales.

Teorema 102. Sea (E,{ , )) un espacio vectorial hermitico, dim E = n, y
f un operador de E. Sea {m,...,m,} una familia de proyectores ortogonales
idempotentes y autoadjuntos, y {\1,...,A\p} un conjunto de escalares tales que
(1) T4 :0, 275]

(2) 7T1+...—|—7Tp:I

(3) )\17T1+...+)\pﬂ'p=f

Entonces, f es un operador normal.

Corolario 17. Silos escalares {\1,...,\p} son reales, f es adutoadjunto.
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Corolario 18. Si los escalares {\1,...,\p} tienen mddulo igual a 1, f es uni-
tario.

6.10.2 Calculo de proyectores ortogonales

Sea (E,{, )) un espacio vectorial hermitico, dim E = n, f un operador normal
de E y {uy,...,u,} una base ortonormal de F formada por autovectores de f.
Sean Vi,...,V, los autoespacios de f, dim V; = r;, 4 = 1,...,p. Supongamos
que los vectores de la base sean ordenados de forma tal que

Vi = lin{uy,...,u.}

Vo = lin{uﬁ—!—l, cees u?”1+?°2}

Vi = lin{ur1+“‘+rk—1+1ﬂ ) uT1+~~+7‘k}
‘/p = lin{ur1+_“+,np71+1,...,un} .

Si x € F, entonces la accion del proyector k-ésimo es dada por

r1t.. 1

(%) = > (uj, x)u; (6.16)

J=ride o141

Si Uj es el vector columna de las coordenadas de u; en una base asignada,
entonces la representacién matricial del proyector sobre el autoespacio Vi es

dada por
r1t... 7k

T = > U,U] (6.17)
Jj=ri+..+rg_1+1

En particular,

1=> U] (6.18)
i=1
mientras que la descomposicién espectral de f se escribe como
f=>_NUU} (6.19)
i=1

6.11 Ejemplos

Ejercicio 6.3. Sea



la matriz asociada a un operador lineal f € L(C?), dotado del producto escalar
estandar, respecto de la base canénica de C2. Comprobar que F' es una matriz
normal y determinar su descomposicién espectral.

Resolucidn. Observamos que, respecto de la base candnica (que es una base

ortonormal)
1 —i
T
P ()

FFfzfﬂFu:(2 0)

La matriz F' es normal:

0 2

Determinemos sus autovalores.

11—\ i ,
’ ; 1_)\‘:(1—)\)2+1:O:>)\1/2:1j:z

Determinemos el autoespacio asociado a Ay = 1 + i. Tenemos

o)\ 22 0 ixy] —ixg =0

Entonces V), estd generado por e; = (1,1). Normalizdndolo, y escribiéndolo en
forma de vector columna, tenemos

1 /1
MG <1> '
El proyector asociado es

1
75 1/1 1
T = U UT_ 1 1y
1 1% (ﬁ) (\/5 \/5) 2(1 1)

Determinemos el autoespacio asociado a Ao = 1 — i. Tenemos

i1 1\ _ (0 . L _
(i Z) <x2>—<0>:>zx1+m2—02>x1— T2

Tenemos el proyector

1
my = UpUf = (_\/§1>

En definitiva,

1+42/1 1 1—2 (1 -1 1



Ejercicio 6.4. Sea R? dotado del producto escalar canénico y sea el operador
cuya matriz asociada respecto de la base candnica de R? es

H =

== O
—_ o

1
1
0
Demostrar que es autoadjunto y determinar su descomposicién espectral.

Resolucién. Observamos que H! = H, es decir H es simétrico. La ecuacién
caracteristica asociada es

M_3A-2=0 = OA\+1D?*A-2)=0, AN =-1, X=2

Hallemos el autoespacio Vy,. Tenemos

1 1 1 T 0
1 1 1 o]l =10 = x1+ax2+x3=0
1 1 1 T3 0

Por tanto Vi = {(—a— 3, «, 8),a, 8 € R}, asi que V7 = lin{(1,0,—1), (1,—1,0}.
Determinemos una base ortonormal de V; mediante un procedimiento directo
(es decir, sin utilizar el de Gram-Schmidt). El primer vector de la base es

1
V2
Observamos ahora que los vectores de V; son de la forma (—a — 8,a, 8). Im-
pongamos que (uy, (—a—3,a,8)) =0= —a—F—-5=0= 0 = —«/2. Estd
claro que el vector vo = (1,—2,1) es ortogonal a u;. Entonces, si ug = ol =

L

V6

u; = —(1,0,-1).

(1,—2,1), tenemos que {u;, uz} forman una base ortonormal de V;.

El proyector sobre el primer autoespacio m; := 7y, es dado por

1 1
1 1
mo= DU +0Uf =2 0 (1 0 —)+c|-2]1 -2 1)=
-1 1
L1 0 -1y /1 =2 1 Lf2 -1 -1
= 50 0 0)rg2 4 2)=g(-1 2 -1
-1 0 1 1 -2 1 -1 -1 2

Hallemos el autoespacio V),. Tenemos

0 —2z1+22+23=0
1 -2 1 zo ] =10 - T, — 29+ 23 =0
0

x1+x2—2x3:0
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Entonces V), = {a, a, a}, y una base de V), es dada por el vector normalizado
us = %(1, 1,1). El proyector sobre Vy, es dado por

1 1 1 1 1 1
Ty = UsUd = 5 |1 (1 1 1) =51 11
1 1 1 1
En definitiva
1 2 -1 -1 9 1 1 1 0 1 1
H:/\17T1+/\2772:—§ -1 2 —1 +§ 1 1 1)]=(1 0 1
-1 -1 2 1 1 1 1 1 0

Ejercicio 6.5. Sea P»(R) el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes
reales de grado menor o igual a 2. Sea

@ PQ X P2 — R
la aplicacién

e(p(x),q(x)) = p(0)q(0) + p'(0)¢'(0) + p” (0)q" (0)

(a) Demostrar que @ es producto escalar en Ps.
(b) Si A = lin{(z,x?)}, determinar A+.
(¢) Calcular el dngulo formado por los polinomios

Resolucion.

(a) Observamos que ¢ es una forma bilineal simétrica definida positiva. Por
ejemplo,

e(p1(z) + pa(z),q(x)) = (P1(0) +p2(0))g(0) + (p1(0) + p5(0))g'(0)) + (p7(0) + p5(0))g" (0) =
p1(0)g(0) + p1(0)¢'(0) + pi (0)¢" (0
+ p2(0)g(0) + p5(0)q'(0) + p5 (0

= op1(2),q()) + ¢(p2(2), ¢(x))



lo que implica p(z) = 0. Por tanto ¢ es un producto escalar en Ps.
(b) Sea A = lin{(z,2?)} = {az + bx? | a,b € R}. Tenemos que

At = {p(z) € P, | ¢(p(x),2) =0, ¢(p(x),z*) =0}

Entonces:
_ 10) —
pp(r),z) =0 <= p'(0)=0 s p() = const
e(p(z),z%) =0 <= p"(0)=0
Concluimos que
At =1lin{1}.

(c) El dngulo entre dos polinomios de P, es dado por

(p(z), q(x))
o) {lg ()|

Cosx =

Entonces

p(r) =2, q(z)=ux, <x2,x> = QD(‘Tan) =

Por tanto a = 7.

6.12 Operadores positivos

Definicién 133. Un operador autoadjunto se dird positivo (no negativo) si
todos sus autovalores son positivos (no negativos)

Proposicion 55. Los operadores positivos satisfacen las propiedades siguientes:
e h positivo <= Vx#0, (x,h(y)) >0
e h positivo <=  h~! positivo

e h positivo <= 3 s € L(E) positivo tal que s> = h

6.13 Operadores simétricos en espacios vectori-
ales reales

Sea F un espacio vectorial euclideo. Un operador f tal que
f=1
se dird simétrico (en lugar de autoadjunto).

Proposicion 56. Sea E un espacio vectorial euclideo, y f un operador normal
en E. Six € E es un autovector de f con autovalor \, entonces x también es
autovector de fT con el mismo autovalor.
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Teorema 103. Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo de dimension finita.
Un operador [ es simétrico en E si y sélo si existe una base ortonormal de E
formada por autovectores de f.

La demostracién del teorema anterior utiliza la complejizacién de V. Un
resultado interesante es el

Teorema 104. Toda matriz simétrica real es diagonalizable mediante una trans-
formacion ortogonal:
P'AP =D .

6.13.1 Descomposicién espectral de un operador simétrico

Los operadores simétricos admiten una descomposicién espectral en proyectores

B —V

con
T = (Sijﬂ'i (620)
m+...+m=1 (6.21)
A17T1+...+Apﬂ'p:f, Al,...,APER. (622)

6.14 Complejizacion de un espacio vectorial real
6.14.1 Espacio complejificado
Sea V un espacio vectorial real. La complejizacién V¢ de V es el espacio
Ve=VxV
dotado de las leyes de composicién suma
+:Vex Ve — Vg,

(x1,y1) + (X2,¥2) = (x1 + X2, y1 + ¥y2)

y producto por escalares
Ve x Ve — Ve

(a+0bi)(x,y) = (ax — by, bx +ay),  a,b,€R
Evidentemente i(x,0) = (0,x). Introducimos la notacién
(x,y) =x+iy .

Si B = {vy,...,v,} es una base de V, entonces B. = {(v1,0),...,(v,,0) es
una base de V¢ que, en la notacién anterior, se suele seguir esribiendo B, =
{vi,...,vp}
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6.14.2 Complejizacién de un operador lineal

Sea f € L(V). Se define el operador f¢ € L(V¢) mediante la relacién

fe(x+iy) = f(x) +if(y)

Si I es la matriz de f en la base B, también serd la matriz de fc en la base B..
Como consecuencia, el polinomio caracteristico de fc es igual a él de f, y por
tanto tiene coeficientes reales. Si A es autovalor real de f¢, también es autovalor

de f:
fe(x+iy) = A(x+iy) <<= [f(x)+if(y) = x+idy — {

6.14.3 Complejizacién de un producto escalar real

Sea ( , ) un producto escalar real. Entonces, podemos introducir su complejifi-
cacion

<7>:VC><VC—>(C

definida asi:

(x1 +iy1, X2 + iy2)c = (X1, X2) + (y1,¥2) +i((X1,y2) — (¥1,%2))

6.15 Operadores ortogonales en espacios euclideos

Sea F un espacio euclideo. Un operador f € L(E) tal que ffT = fTf = Z se dir4
operador ortogonal. En otras palabras, la unitariedad en espacios hermiticos se
convierte en la ortogonalidad en espacios euclideos. Un operador ortogonal
posee un cierto nimero de propiedades interesantes.

(1) f es ortogonal <= conserva el producto escalar <= conserva la norma
asociada al p.e. <= transforma bases ortonormales en bases ortonormales (igual
que en el caso hermitico).

(2) En general un operador ortogonal no es diagonalizable, porque ahora no
se puede garantizar que su polinomio caracteristico tenga tantas raices reales
como orden tiene este polinomio.

(3) En una base ortonormal F* = F~1,
Las matrices ortogonales cumplen la simple propiedad (detO)? = 1.

Definicién 134. Se llama grupo ortogonal al conjunto de matrices:
O(n) = {0 € M,(R) | O'O =1}

Se llama grupo especial ortogonal al conjunto de matrices
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SO(n) ={0 € O(n) | det O =1}

Observacién 6.5. Las matrices de SO(n) representan rotaciones. Las de de-
terminante —1 representan reflexiones, o reflexiones compuestas con rotaciones,
y no forman subgrupo.

6.16 Diagonalizaciéon por bloques de un oper-
ador ortogonal

6.16.1 Consideraciones generales

Si f es un operador ortogonal en un espacio euclideo, y tiene autovalores reales,
entonces \; = +1. En general, si la dimension del espacio vectorial E es impar,
entonces existe al menos un autovalor real.

Al complejificar, el operador f¢ unitario tendra ademads autovalores comple-
joscon [\ =1 =

A=cosf —isinb, A =cosf +isin.

Si x + iy es autovector con autovalor A, entonces x — ity es autovector con
autovalor A:

fe(x+iy) = Ax+iy) = felx—iy) = AMx—iy)

Si @ #0,m, \# Xy autovectores correspondientes a autovalores distintos son
ortogonales:

(x+iy,x—iy)e = 0 =(x,x)—(y,y)—2ix,y) =
xy) = 0 y (xx)=(,y)

Entonces los vectores x, y (normalizados) forman una base ortonormal de un
subespacio invariante (no propio) de dimensién dos, ya que

f(x) = cosx + sindy, f(y) = —sindx + cosdy

Supongamos que el operador f ortogonal admite un conjunto ortonormal de au-
tovectores {ul, ey ul} de autovalor 1, un conjunto ortonormal de autovectores
{v1,...,vi} de autovalor -1, y fc tiene ademds p autovalores no reales distintos,
Ai = cosl; —isenf; (i = 1,...,p), y sus complejos conjugados, con (x; + iy;)
autovector (de norma 1) con autovalor \;, tal que | + k + 2p = n = dimE.
Entonces en la base de E dada por {uy,...,u;,vi,..., Vi, X1,¥1,...,Xp, Yp} la
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matriz que representa a f es diagonal por bloques y dada por

1 0 ... 0
0o . 0
1
-1
F:
1
cos?; —sinb,
sint;  cosv;
cost, —sind,
0 ... sind, cosd),

6.16.2 Cason=2

Sea F' € O(2):
a b f ¢ 1 0
F= <C d)’ FF'=F'F = <O 1>

La condicién F*F = 1 nos proporciona las condiciones

A+t = 1 =0b+d° (6.23)
ab+cd = 0 (6.24)
Claramente, siendo a? + ¢? = 1, existe un numero real  en el intervalo [0, 27)

tal que @ = cosf, ¢ = sinf. Analogamente, b>+d? =1 = b =sin#’, d = cos ¥,
con ¢’ € [0, 2m).

Ahora bien, la relacién ab + cd = 0 = cosfsinf’ + sinfcosf’ = 0 <—
0+6 =0
O+60 ==
Por tanto, tenemos las dos soluciones

sin(f +6') =0 <—

0 = -0, 0 =m—0.

Entonces, distinguimos dos casos:

(1)
o (cose —sin9>’ 625)

sinf  cosf

_ <cos€ sin9) | (6.26)

sinf —cosf

(2)

Analicemos el caso (1). Observamos que la forma (6.25) para § # 0 no admite
vectores invariantes (salvo el vector nulo), es decir vectores v tales que f(v) = v,
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siendo f el operador ortogonal asociado a F' en la base candnica. Esto se ve
facilmente porque

cos —1 —sinf

= 2 - .2 = J—
sinf  cosf —1 =cos“0 —2cosf+1+sin” 0 =2(1 — cosb)

que en el intervalo considerado se anula sélo para @ = 0. Para este valor, F' =1,
que trivialmente deja cualquier vector invariante. La matriz F' en la forma
(6.25) representa entonces una rotacién de un dngulo 6 en sentido antihorario
(positivo). Tenemos

det F =1, Tr F =2cosf . (6.27)

Toda matriz ortogonal 2 x 2 de determinante igual a 1 tiene esta forma (en
una base ortonormal).
Vamos ahora a analizar el caso (2). Ante todo

det F' = —1, TrF=0. (6.28)
La ecuacion caracteristica es

cosf — A sin @
sin 6 —cosf — \

’:)\2—1:0

Por tanto, A = 1. Los autovectores (normalizados) correspondientes son

0 n 0
A= 41, u1—<cosg>, A=—1, u2—<sm29> (6.29)

Sin 5 — COS bl

Entonces u; es fijo. En la base ortonormal B = {u;, us}, la matriz de F es

(6 5)

Este operador representa una reflexion: hay una recta que queda invariante,
y que corresponde al vector u;. El resto de vectores sufre una reflexién con
respecto a esta recta (en particular el us que simplemente cambia de signo).

Toda matriz ortogonal (2 x 2) de determinante igual a —1 es el producto
de una matriz que representa una rotacién (con determinante positivo) por la
matriz de la segunda forma candnica (6.26).

Ejemplos 6.6.
(I) Sea

F_}ﬁ—l FFt—l\/g_l V3 1Y\ (10
2\1 VB)” a4\l V3 \-1 v3) 01
Tenemos det F = 1, Tr F = /3. El operador F representa entonces una rotacién

2 ‘ _ V3 _
en el plano R*, de un dngulo ¢ = arccos 5> = .
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(11) Sea
r=ilos M) r=(0 1)

en este caso, det FF = —1, Tr F = 0. Vamos a hallar los autovectores de F
utilizando las férmulas (6.29). Tenemos

1 0
§:c080:200827—1:1—25m27

Por tanto,
COSQQ—g sinzg—1 blng_ = cosg—i@
2 3 2 3 2 \/3 ’ 2 T3
Entonces
1 /6 1
u = = hl
T3\ E
Tenemos Fu; = uj, F'us = —uy. El operador F' representa una reflexién con

respecto al eje u;.

6.16.3 Cason =3

Una matriz ortogonal de orden impar admite como autovalor A = 1 o bien
A= —1. Sea F € O(3). Consideremos el caso en que A = 1 sea autovalor, y sea
V1 el autoespacio asociado.

(ia) Sea dimVy = 1. Sea u el autovector (normalizado) asociado, Vi = lin{u}.
El operador ortogonal, despues de complejificar, admite autovectores x =+ iy
que corresponden a autovalores complejos conjugados. En la base ortonormal
{u,x,y} adaptada a la suma directa R® = V; @ V-, tenemos

1 0 0
F=10 cosf —sinf (6.30)
0 sinf cos@

Entonces
det F =1, TrF=142cosf

Tenemos una rotacion, de un angulo @, con eje de giro dado por la recta generada
por el vector u.

(ila) Si dimV; = 2, la matriz tomard la forma

1 0 0
F={|0 1 0 (6.31)
0 0 -1
que representa una simetria respecto del plano correspondiente a Vi, con
detF = —1.
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(iiia) Si dimV; = 3, tenemos la idendidad: F = 1.

Consideremos ahora el caso en que A\ = —1 sea autovalor, y sea V_; el
autoespacio asociado.

(ib) Sea dimV_; = 1. Sea u un autovector asociado normalizado, Vi = lin{u}
Respecto de una base ortonormal cuyo primer vector es u, tenemos

-1 0 0
F=10 cosf —sinb (6.32)
0 sinf cos@

que puede verse como el producto

1 0 0 1

F=1|0 cosf —sinf 0
0

0 0
1 0 (6.33)
0 sinf cosf 0 1

Por tanto, se trata de la composicién de una rotacién con eje de giro la recta
generada por u, y angulo 6, con una simetria respecto del plano perpendicular
a dicha recta.

(iib) Si dim V_1 = 2, se puede mostrar que regresarfamos a uno de los casos
discutidos en el apartado relativo a A = +1.

(iiib) Si dim V_; = 3, tenemos F = —1.

6.17 Foérmula de Rodrigues

La matriz de una rotacién en R3 de eje de giro u, normalizado, y dngulo de
rotacién 6, se puede escribir mediante la férmula de O. Rodrigues:

R;; = cos8d;; + (1 — cos O)u;u; — sin Oe; jruy (6.34)
donde u = (uy,uz,u3), y

+1 si (4,5, k) = (1,2,3),(2,3,1), (3,1,2)
eir =14 —1 si (i,5,k) = (1,3,2),(2,1,3),(3,2,1) (6.35)
0 sii=jj=kok=i

Uy
es el simbolo de Levi-Civita. En forma matricial, si U = | uz |, tenemos
us3
0 —us u9
R=cos 1+ (1 —cos@)UU" +sinf [ us 0 —u| . (6.36)
—U ul 0
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Dado un vector x € R3, podemos determinar su imagen x’ bajo una rotacién
de un angulo 6 asignado:

x' = R(x) = cosf x+ (1 — cosf)(u,x)u+ sinfu x x . (6.37)

Por otro lado, podemos definir el dngulo ¢ entre x y su transformado x’ bajo
la rotaciéon R de dngulo 6 y eje u. Para determinar el dngulo ¢ es suficiente

observar que ,
(x, R(x)) = [[x[|" cos ¢

donde hemos tenido en cuenta que |[R(x)| = ||x|| (nétese que este dngulo es
nulo para los vectores del eje u).
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Chapter 7

Diagonalizacion de formas
cuadraticas reales

7.1 Reduccion a forma diagonal

Sea (E, (, )) un espacio vectorial euclideo, y ® : E — R la forma cuadrética
asociada al producto escalar:

2
D(x) = (x,x) = [Ix]".
La forma cuadrética es definida positiva, dado que
P(x) >0 y P(x)=0 <= x=0

En general, como ya hemos visto, una forma cuadratica puede ser definida,
semidefinida o bien indefinida.

Ejemplos 7.1.

(1)
®:R? — R, (x) = 22 + o>

Claramente, ® es definida positiva.

(2)

d:R* — R, B(x) = —x? — 9y — 22

® es definida negativa.

3)
P:R*— R,  P(x)=2a>+y*+ 21y

® es semidefinida positiva, ya que para cada vector no nulo x = (r,y) € R?,
®(x) = (v +y)*>0.
En particular, existen vectores no nulos que anulan ®: por ejemplo,

x=(2,-2), ®(2,-2)=0.
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(4)
P:R*— R,  P(x)=—a—y*+2?

® es indefinida, dado que
®[(0,0,1)]=1>0 &[(0,1,0)=-1<0 y &[(1,0,1)]=0.

En general el problema de clasificar las formas cuadraticas en un espacio euclideo
de dimensién arbitraria no es obvio. La clasificacién se obtiene realizando un
cambio de base adecuado, mediante el cual la matriz de ® se diagonaliza (siendo
simétrica):

d 0 ... 0
A— 0 do
0 ... ... dy,

Por tanto, la forma cuadratica toma forma diagonal
O(x) =dizt + ... +dp2? .

Es importante subrayar que la expresién de una forma cuadratica como suma
de cuadrados no es tnica.

En general, si f es un endomorfismo del espacio E, con matriz asociada
simétrica: A = A’, entonces existe en F una base ortonormal formada por
autovectores de A. También sabemos que una matriz simétrica real se puede
diagonalizar mediante una matriz de cambio ortogonal: 3 P tal que P!AP = D,
con Pt = P~

Proposicién 57. Sea (E,( , )) un espacio vectorial euclideo, ® € Q(E,R)
y A la matriz asociada a ® respecto de una base de E. Si Ai,..., A, son los
autovalores de A, ® admite la forma diagonal

B(x) = \ad + ...+ A2 . (7.1)

Demostracion. Como A es una matriz real simétrica, sabemos que 3 P ortogonal
tal que

A 0 ...00
piap—p=| " A
0o ... An
Las columnas de P son las componentes de los vectores de una base ortonor-
mal B = {uy,...u,} de autovectores (cuya existencia tenemos garantizada),

respecto de la base original. Ademds, las componentes X de un vector de E en
la base original y las componentes Y en la de autovectores estan relacionadas
por

X=PY
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Entonces

d(x) = X'AX = (PY)'A(PY)=Y'P'APY =Y'DY =
= Myl .. AR

Por tanto, los autovalores de A son los coeficientes de la forma diagonal de la
forma cuadratica ®. O
Sin embargo, existen otras bases que no son bases ortonormales de autovectores,
en las que la matriz de la forma canénica también es diagonal.

7.2 Meétodo de Gauss-Lagrange

Se puede reducir una forma cuadratica ® a forma diagonal mediante un sendo
cambio lineal de variables, que se determina completando cuadrados. El
método, conceptualmente muy sencillo, se puede ilustrar facilmente con un ejem-
plo: sea

O[(21,z2,13)] = 207 + 23 — w179 — 41273

Mediante operaciones algebraicas elementales, tenemos:

D[(z1,x2,23)] = 295% + x% —4x1x9 — 403 = 2(95% —2r129) + x% — 4aqx3 =

2(x? — 219 + x%) — 222 + 22 — daoxs =

2y — x9)% — 22 — dwoxs =
2wy — x2)* — (23 + dagxs + 4a3) + 4as =
= 2(w; — x2)% — (w2 + 223)% + 423

Sea entonces

Y1 =T1 — T T1=y1+ Y2 —2y3
y2:$2+21‘3 <~ xgzy2—2y3
Ys = X3 T3 = Y3

relaciones que proporcionan el cambio de variables lineal deseado. En las nuevas
variables,

D[(y1,y2,y3)] = 2y7 — y3 +4y3 .

En general, el método se puede plantear de la forma siguiente. Sea una

forma cuadratica
E ;T +§ g Qi T;T 5

i=1 j#i

Elegimos un termino diagonal, por ejemplo el i-ésimo, y escribimos ®(x) en la

forma
2

O(x) =ay |z + Z

J#i @it

(Ej + (I)Q(X)
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donde ®5(x) es una forma cuadréitica que no depende de x;. Introducimos las
coordenadas

n
~ A5 ~ .
xi:xi—kg —T;, Tp = T, k#i
— 2a;;
J#i
En estas nuevas coordenadas,

d(x) = ai,-fﬁ? + $o(x),

donde ®5(x) depende de n—1 coordenadas; iterando el procedimiento, aplicdndolo
a @y, Pg, ..., llegamos a una suma de cuadrados.

7.3 Ley de inercia de Sylvester

Demostraremos que el nimero de coeficientes positivos y de coeficientes nega-
tivos de una forma diagonal de un forma cuadratica ® es invariante, es decir es
independiente del proceso de diagonalizacion.

Lema 14. Sea (E, (, )) un espacio vectorial euclideo y ® € Q(E,R). El nidmero
de coeficientes no nulos de una forma diagonal de ® es igual a su rango.

Demostracion. Como consecuencia directa de la Proposicion 57, si Aq,..., A,
son los autovalores no nulos de A, entonces

B(x) = \a? + ...+ a2 (7.2)

Por tanto, el rango de D = P!AP es igual a r que también es el rango de A y
entonces de ®. Cualquier otra forma diagonal de A tendra el mismo rango, y
por tanto ® tendra en cada forma diagonal el mismo nimero de coeficientes no
nulos. O

Teorema 105 (Ley de inercia). Sea (E,(, )) un espacio vectorial euclideo, dim
E=ny®ecQER) una forma cuadrdtica de rango r < n. Si D1 y Dy son
matrices diagonales asociadas a ® respecto de dos bases distintas, el numero p
de coeficientes positivos y el niumero q de coeficientes negativos que aparecen en
las formas diagonales de ® es el mismo.

Demostracion. Utilizando el Lema anterior, el rango de ® es 7 = p+ ¢q. Es
suficiente demostrar que p es el mismo sea cual sea la base en que diagonalizamos
D. Sean Bi = {Vi,...,Vp,, Vpi41,---Vn} ¥ Ba = {W1, ..., Wp,, Wpoj1..., Wy}
bases de F para las cuales ® es diagonal, y sean p; y p2 el nimero de elementos
positivos en las respectivas formas diagonales de ®. Las matrices asociadas a ®
respecto de By y By son

0 0 .. B(v) 0 0 ... ow,)
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Por hipétesis,

q)(vl) >0, ..., q)(vpl) >0, (b(vp1+1) <o, ... (I)(Vn) <0
y
(I)(Wl) > 0? Tt (D(Wpl) > Oa q)(wlerl) S 07 Tt (I)(Wn) S 0 .
Sean
V=lin{(vi,...,vp, }, W=lin{wp,41,..., Wy}
Entonces

VxeV, x#0, (x)>0, VyeW,y#0, &(y)<0.
Por tanto VN W = {0}, luego
dim(V + W) = dimV + dimW =p; +n —py .
Por otro lado
VUWCE = pi+n—-p<n = p1<ps.

Ahora bien, por simetria, intercambiando los papeles de p; y p2, tenemos que
p2 < p1. En definitiva, p1 = po. 0

Definicién 135. Llamaremos signatura de ® al par

sg(®) = (p, q)

Definicién 136. Llamaremos indices de inercia de ® al triple (p,q,c), siendo
c el numero de coeficientes nulos en una forma diagonal de .

La nocion de signatura de una forma cuadrética es 1til a la hora de proceder
con su clasificacion,

Teorema 106. Sea (E,( , )) un espacio vectorial euclideo, dim E = n y
® € Q(E,R) una forma cuadrdtica de rango r < n. Entonces

(1) @ es definida positiva <=  sg(®) = (n,0).
(2) @ es definida negativa <=  sg(P®) = (

(3) @ es semidefinida positiva <= sg(®) = (r,0), r<n
(4) @ es semidefinida negativa <=  sg(®)=(0,r), r<n

Demostracion.
(1) Sea ® definida positiva, B = {ej,...,e,} una base de FE y

d 0 ... 0
s |0 :
0 d,
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la matriz asociada a ® respecto de B. Por construccién, d; = ®(e;). Entonces,
siendo @ definida positiva, d; > 0, ..., d,, > 0 y por tanto sg(®) = (n,0). Vice
versa, supongamos que sg(®) = (n,0). Entonces, se tiene dy > 0, ..., d,, > 0.
Por tanto, si x € F, x = (21, ...,2,), se verifica

x #0, d(x) =dyz + ... +d,22 >0, P(x)=0 <= x=0

es decir, ®(x) es definida positiva. De forma completamente andloga se demues-
tran los demés casos. O

Ejercicio 7.2. Diagonalizar la forma cuadratica

®[(z1, w0, x3)] = 227 + 23 — 4w120 — 4023
mediante una matriz de cambio de base ortogonal.
Resolucion.

La matriz asociada a @ es

2 =2 0
A=|-2 1 =2
0 -2 0

La ecuacién caracteristica es
det(A=M1) =0 <<= MN-3\2-6) +8=0 <= A-1)A\+2)(\-4)=0
Tenemos

Al = ]., -2 0 -2 ZTo =

1 — 229 =0
—2x1 — 223 =0 <~ {
0 -2 -1 T3

—2.732 — T3 = 0

o O O

Obtenemos
Vi, =lin{(2,1,-2)} .

Un vector normalizado de este subespacio es u; = %(27 1,—2). Andlogamente,

1
)\2 = 72, Ug = 5(1,2,2)

1
)\3 =4 usz — 5(2, 72, ].)
Los vectores {uj, uz,uz} forman una base ortonormal de R?. La matriz ortog-

onal de cambio de base

1 2 1 2
P:§ 1 2 -2
-2 2 1
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nos proporciona el cambio de variable
£(2y1 + Y2 + 2y3)
X =PY — mgzé(y1+2y2—2y3)
(=21 + 2y2 + y3)

xr1 =

Tr3 =
mediante el cual la forma ® asume la forma diagonal:

D[(y1, Y2, y3)] = ¥ — 2y3 +4y3 .

7.4 Diagonalizacion por congruencia de una forma
cuadratica

Sean A y B dos matrices congruentes: 3 una matriz regular P tal que
B = P'AP

Como P! es invertible, se puede obtener como el producto de un cierto ntimero
de matrices elementales:

P =Ey - Ey_1-...-E (7.3)
Entonces
B=P'AP=(Ey-...-E\)A(Ey-...-E\)' =Ey-...-E,-A-El-....E! (7.4)
Entonces tenemos los resultados siguientes.

Proposiciéon 58. Dos matrices cuadradas A, B € M, son congruentes si y
solo si una puede obtenerse a partir de la otra efectuando transformaciones
elementales, las mismas por filas que por columnas.

Proposicion 59. Toda matriz simétrica real es congruente a una matriz diag-
onal en cuya diagonal sélo aparecen los valores 0, 1 y —1.

Corolario 19. Sea (E,( , )) un espacio euclideo y ® € Q(E,R) una forma
cuadrdtica, con matriz asociada A. Entonces:

d es definida positiva <= A es congruente a la matriz identidad 1
® es definida negativa <= A es congruente a la matriz —1

La discusién anterior nos permite introducir la nocién de forma candnica de
una forma cuadratica.

Definicién 137. Llamaremos forma candnica de la forma cuadrdtica ® a su
expresion como suma de cuadrados, en que en los coeficientes de la suma sélo
aparecen los valores 0, 1 y —1.
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Ejercicio 7.3. Diagonalizar por congruencia la forma cuadrética

(21, 22, x3)] = 227 + 22 — 4129 — 403

Resolucion. Tenemos

2 -2 0 (2 =2 0 /20
A= |—2 1 —2| FITELEIg g 9] Feulktrelo
0 -2 0 0 -2 0 0 -2

3°f—(—2)-2°f+3°f 0 0 3°c—(—2)-2°c+3°¢ 2 0 0

— -1 -2 — 0 -1 0

0 0 4 0 0 4

Repetimos las mismas operaciones por columnas, sobre la matriz identidad.
Tenemos

ro00_  _ (1 10 59 0ms(=2) 20487 1 1 -2
01 0 2 c—)l_c>+2 c 01 0 c 22 c c 0 1 _9
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Hemos obtenido que
1 1 =2 2 0 0
P=10 1 -2], P'AP=D=1[0 -1 0
0 0 1 0 0 4

La base (no ortonormal) en la que la forma cuadrética se diagonaliza es
B=1{(1,0,0),(1,1,0),(-2,-2,1)} .
La relacién entre las nuevas coordenadas y las antiguas es X = PY:

1 =Y1 +y2 — 2y3
To =Yz — 2y3

T3 =1Y3
y en las nuevas coordenadas la forma cuadratica se diagonaliza:
O[(y1,y2,y3)] = 207 — 3 + 43

Si queremos escribir la forma cuadratica en forma candnica, podemos seguir
adelante con transformaciones elementales:

2 0 0\ o1, (V2 0 0 ooy goo (10 0
f——==1°f 1°c——=1%

0 -1 0 2 0 -1 0 2 0 -1 0

0 0 4 0 0 4 0 0 4
1 0 0 1 0 0

o 1qo0 ocloC

IR g o) TzETC (o —1 o
0 0 2 0 0 1

174



Repitiendo las operaciones por columna sobre la matriz P, obtenemos

11 =2 ) 19 9
1°c—-L1°% [ V2 30 130 V2
01 -2 -5 0 1 -2 01 1
00 1 0 0 1 0 0 3
En definitiva, obtenemos
5 1 -1 1 0 0
- V2 ~ o~ -
P=(0 1 -1], PAP=D=10 -1 0
0 0 % 0 0 1
En las coordenadas X = PZ,
.’Elz%-l-Zg—Zg
X9 = Z9 — 23
Zgi%
la forma cuadrética ® adquiere su forma candnicas:
(21, 22, 23)] = 22 — 25 + 22 .
Ejercicio 7.4. Sea
O(x) = 2 + 323 + 723 + 22120 + 4173 + dagxs .
Diagonalizar ® por congruencia.
Resolucion. Tenemos
1122020101123030210 1 2
A={1 3 2|22 (o 2 o) PTTELY Lo 2 0
2 27 2 27 0 0 3
Efectuamos las mismas operaciones con las columnas:
112\ . o fto2y_ /100
0 2 0 2%c—2c—1"¢c 0 2 0 3~>3i>2-1c 0 2 0
0 0 3 0 0 3 0 0 3

1 -1 -2
0 1 0
0 O 1
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Entonces hemos construido las matrices

1 -1 =2 1 00
P=10 1 01, Pt=[-1 1 0
0 O 1 -2 0 1
En definitiva,
1 00
D=PiAP=|0 2 0
0 0 3

La base (no ortonormal) en la que la forma cuadritica se diagonaliza es
B={(1,0,0),(-1,1,0),(—-2,0,1)} .

En las coordenadas
T1=Y1— Y2 — 2y3
T2 = Y2
T3 = Y3

la forma cuadratica se diagonaliza:

D[(y1,y2,y3)] = yi +2y35 + 3y3 .

También podemos llegar a la forma canénica de ® siguiendo el procedimiento
ilustrado en el ejercicio anterior.

7.4.1 Criterio de Sylvester

Teorema 107. Sea A € M, (R) una matriz simétrica. Llamaremos submatrices
principales de A a las submatrices de A situadas en sus esquinas superiores
izquierdas. Con mds precision, si A:

a1 ai2 oo Q1n

a1 a922 ... Q2p
A= .

an1 Ann

entonces las submatrices principales son
Ak = (ai5)ij=1,...k
es decir
aiq ... A1k

a1 Aa22

A1 = dall A2 = (all a12> e Ak =

ak1 ... Qg
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Teorema 108. Sea ® una forma cuadrdatica real y A la matriz asociada a P
respecto de una base dada. Entonces:

O es definida positiva <= det(Ax) >0,Vk=1,...,n
® es definida negativa <= (—1)kdet(A;) >0,V k=1,...,n
Ejercicio 7.5.
Sea la forma cuadratica en R*
®(x) = ax] + brs + axs + br; + 2x173 + 20014, a,beR.

Determinar para qué valores reales de a y b la forma ® es definida positiva.
Resolucion.

La matriz asociada a ® es

a 0 1 0
0 b 0 1
AilOaO
0 1 0 b

La forma es definida positiva si y s6lo si las submatrices principales de A son
positivas:

(i)a>0
(ii) ab > 0
(iif)
a 0 1
0 b 0|=a*b—b=0ba*>-1)>0
1 0 a
(iv)
b 0 1 0 b 1
al0 a O|+|1 0 0[>0
1 0 b 0 1 b

Teniendo en cuenta las cuatro condiciones anteriores, obtenemos
a>0, b>0, bla*~1)>0=a>1, alab®—a)-b*+1=(a*>-1)(b*~1)>0=b>1

En definitiva, ® es definida positiva <= a > 1, b > 1.

7.5 Colnicas

7.5.1 Secciones cdénicas

Intersecando un cono con un plano obtenemos secciones cénicas. Con mas pre-
cision, sea un cono de ecuacién

w4y — 22 =0
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y consideremos distintas intersecciones:
(1) Con el plano 7 : z = 1. Llegamos a la ecuacién

2?4yt =1

ecuacién de una circunferencia (caso particular de una elipse).
(2) Con el plano 7 : y = 1. Se obtiene

22— 22 =1

ecuacion de una hipérbola.
(3) Con el plano 7 : © — z = 1. La ecuacién correspondiente es

yi=—2r+1
ecuacion de una parabola.

Observacion 7.1. Con el procedimiento anterior hemos obtenido cénicas no
degeneradas. Al intersecar un cono con un plano también podemos obtener
cénicas degeneradas.

(4) Sea 7 : z = 0. Obtenemos

2?42 =0

ecuacién que define el punto origen.
(5) Sea 7 : y = 0. Obtenemos

22—22=0

es decir,
(x—2)(z+2)=0

ecuacion verificada por los puntos de dos rectas que se cortan en el origen.
(6) Sea 7 : x — z = 0. La ecuacién correspondiente es

y? =0
ecuacién que representa una recta en que cada punto es una solucién doble
(recta doble).

7.5.2 Ecuacién general de una coénica

Desde un punto de vista algebraico, una cénica se puede interpretar como el
lugar geométrico de los puntos del plano que verifican una ecuacién de segundo
grado en dos variables del tipo siguiente:

a112? 4 2a102y + a20y® + 2b1x + 2boy + ¢ =0 (7.5)

Introducimos las matrices



Entonces la ecuacién (7.7) se escribe

XtAX +BX +¢=0 (7.7
En la notacién
3 aiyr a2 by B x
A= a2 ax b |, X=1ly (7.8)
bl bg C 1
tenemos la forma o
XtAX =0 (7.9)
Ejemplos 7.6.
(1) Elipse
2 2
Yy
@ !
(2) Hipérbola
22y
@ !
(3) Parabola
v = 2px

7.6 Ecuacion reducida de una cdonica

Como A es una matriz real simétrica, entonces es diagonalizable por semejanza
ortogonal (lo mismo que congruencia): existen D matriz diagonal y P matriz
ortogonal (que puede eligirse con det P = 1), tales que

P'AP =D .

Entonces, el cambio de variable X = PX’ representa una rotacién en la que el
origen de los ejes O queda fijo. En las nuevas coordenadas ('), la ecuacién (7.7)
se escribe en la forma

(X')'DX' + BPX'+¢=0 (7.10)

Otro paso consiste en eliminar los términos lineales en = e y, si A = 0 no es
valor propio de A, o almeno uno de ellos si A = 0 es valor propio de A. Esto se
realiza “completando cuadrados” (A # 0):

2?2 42 = (z+b)% 03
v 2y = (y+b2)? - b3

Por tanto, mediante la sustitucién (traslacién)

(f =X + bl
(7.11)
{ Y



quedan eliminados los elementos lineales de x e y. Si A = 0 es valor propio, s6lo
podemos completar cuadrados para una variable; la otra se puede modificar
para obtener un término independiente nulo.

En definitiva, podemos pasar de la ecuacion general de una conica a una ecuaciéon
reducida, mediante dos movimientos rigidos: una rotacién y una traslacién.
Como resultado de la discusién anterior, podemos enunciar el siguiente

Teorema 109. La ecuacion general de una conica
X'AX +BX +c¢

se puede transformar en una ecuacion reducida mediante un cambio de sistema
de referencia dado por
X" =P'X + X (7.12)

con P matriz ortogonal, det P =1 y Xy vector constante.

Ecuaciones reducidas

a?z? + B%y? = ¢ elipse real

a?r? + By = -2 elipse imaginaria

a?r? — p%y? = £¢2 hipérbola

y? = 2px parabola

o2 + By? =0 un punto

a’x? — ﬂzyQ =0 par de rectas que se cortan

y? =0 recta doble

y? =2 par de rectas reales paralelas

y? = —c? par de rectas imaginarias paralelas

7.7 Invariantes métricos de las conicas

Regresemos a la ecuacién general de una cénica:
f(z,y) = anx? + 2a100y + agy® + 2b1x + 2byy + ¢ =0

Introducimos las cantidades

I, = trA=ay1+ ax (713)
IQ = detA = a11a22 — (]EQ (714)
Iy = detA (7.15)

Vale el siguiente

Teorema 110. Las cantidades Iy, Iz, Is quedan invariantes al cambiar de un
sistema de coordenadas a otro mediante traslaciones o rotaciones.

Estas cantidades son denominadas invariantes métricos de una coénica y
nos permiten identificar el tipo de conica.
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7.8 Clasificacion de las conicas por invariantes
Como mostraremos mas adelante, vale la clasificacién siguiente.
I) Sea Is # 0. Tenemos cénicas no degeneradas.

a) Is > 0 Elipse. Si I;I3 < 0 la elipse es real. Si I; I3 > 0 es imaginaria.
b) I, < 0 Hipérbola
¢) I, = 0. Parédbola

IT) Sea Is = 0. Tenemos cénicas degeneradas.

a) Iy > 0 Un punto
b) Iy < 0 dos rectas secantes
¢) I = 0 Dos rectas paralelas (o una doble), o ningtin punto real

(
(
(
(
(
(
(
(

7.8.1 Centro de simetria de cdénicas

Dada una cénica de ecuacion

f(z,y) = an1x? + 2a100y + agy® + 2b1x + 2byy + ¢ =0 (7.16)

supongamos que I3 # 0, es decir la cénica es no degenerada. Ademds, supon-
dremos Iy # 0, es decir, la conica es una elipse o bien una hipérbola. Deter-
minemos entonces su centro de simetria.
Mediante consideraciones geométricas elementales se puede demostrar que
las ecuaciones del centro de simetria son dadas por
a1 +aiy+b =0
(7.17)
a127 + azy +by =0
o sea, en forma matricial, por la relacién AX, = B, siendo X, el vector columna

de las coordenadas del centro de simetria.
Las ecuaciones del centro de simetria también se escriben usualmente en la

forma equivalente
Of(z,y) of(z,y)
=0 =0 7.18
Ox ’ Oy (7.18)

Observamos que este sistema admite solucién tinica P = (z, y.), puesto que por
hipétesis, Is # 0. El punto P es el centro de simetria de la cénica considerada.

7.8.2 Reduccion a forma candnica. Caso [, # 0

Los autovalores de A, que denotamos con A1 y Az, son reales y distintos de
cero. Los autovectores correspondientes seran los vectores directores de los ejes
de la conica.
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Sea P la matriz cuyas columnas representan las componentes de los autovectores
ortonormales correspondientes a A1 y As, elegidos con el convenio

P = [u;|uy], det P=+1.
Tenemos

_ ~1 (A0
A=PDP !, D_<0 "

Sea el cambio de coordenadas
X =X,+PX’ (7.19)
!
donde X, denota las coordenadas del centro de la cénica, X' = (;,) Este
cambio de coordenadas lleva la ecuacién a su forma reducida
M@+ X)) +7=0 (7.20)

donde « es una cierta constante. Observamos que la matriz completa asociada
a la conica

R A 000
A=10 X O
0 0 ~«
tiene ahora determinante det(A) = A Apy. Como este determinante es el invari-
ante I3, y siendo I1 = A1 + A2, I = A1), deducimos que v = % Por tanto
obtenemos la forma
I
A (@) + Ao(y)? + 73 =0, I, #0. (7.21)
2

Distinguimos dos casos.

(a) Sea I > 0. Entonces \; y Ao tienen el mismo signo, que es el signo de I;.
Sily >0,I3 <0 (o bien I; < 0e I3 > 0), entonces la cénica es una elipse. Si
I5 = 0, tenemos un punto. Si Iy > 0, I3 > 0 (o bien I < 0, I3 < 0), tenemos
el conjunto vacio. En resumen, obtenemos una elipse si I; I3 < 0, mientras que
si I1 I3 > 0 tenemos el conjunto vacio (elipse imaginaria). Si I3 = 0 tenemos un
punto (véase la clasificacién de la seccién 7.8).

(b) Sea Iy < 0. Ahora A1 y Ag tienen signos diferentes. Tenemos una hipérbola
si I3 # 0, mientras que si I3 = 0 tenemos dos rectas secantes.

Ejemplo 7.7. Sea la ecuacién

522 + 6xy + 5y® — 322 — 32y + 56 = 0

()
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Los invariantes son

Il = trA=10
L, = detA=16#0
i 5 3 —16
Is = detA= 3 5 =16 |=-128<0
—-16 —-16 56

Por tanto, I # 0, I3 > 0, 1113 < 0: se trata de una elipse real.
Determinemos su centro de simetria:

10z + 6y — 32 =0
{ = (7c,¥c) = (2,2)

6 +10y —32=0
Determinemos autovalores y autovectores de A.

‘5)\ 3

- 29— 2 _ -
3 5_)\‘_0 = (B-XN)"-9=0 <= XN -10A+16=0

Por tanto, \; = 2, Ay = 8. Una base ortonormal de autovectores es dada por

u; = %(17 —1),us = %(17 1). La matriz ortogonal

1 1 1

nos permite escribir el cambio de variable

—128
2(2")? +8(y')* + —— =0
16
es decir ()2
T /\2
=1
T W)
Ejemplo 7.8. Sea la ecuacién
2
x2+4xy+y2+6x+4y—|—§ =0
1 2 3
A:G f) A=12 1 2
3.2 2
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Los invariantes son

Il = trA=2
IQ = detA =-3
I; = detA=09

Entonces, I3 # 0, Iy < 0: se trata de una hipérbola.
Ecuaciones del centro de simetria:

2rtdy+6=0 (o) = ( 1 4)
TeyYe) =\ — 5575
dz+2+4=0 Y 373
Los autovalores de A son A\ = 3, Ao = —1, y los autovectores normalizados
correspondientes son u; = %(1, 1), up = \%(—1, 1). Tenemos:
1 /1 -1

Cambio de variable:

1 /1 -1\ (2 -1
-6 (0) -
2\1 1 y' -3

7.8.3 Reduccién a forma canénica. Caso [, =0

Supongamos ahora que uno de los valores propios de A sea nulo, y que el otro
sea distinto de cero (si ambos fueran nulos, no tendriamos una curva de segundo
grado).

Con mads precision, sean A\; = 0, Ao = tr(A) # 0. Entonces I = 0.

Como antes, sea P la matriz de los autovectores ortonormales correspondi-
entes a Ay =0y Ay = A, elegidos con el convenio

P = [u;|uy], det P=+1.

Sea X = PX'. Esta rotacién diagonaliza la parte cuadratica de la ecuacién de
la cénica: tenemos
(X)'DX'"+ BPX'+¢=0 (7.22)
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Luego, completando cuadrados, determinamos la traslacién que lleva la ecuacion
/!
a su forma canénica. Con més precisién, en las coordenadas X' = <y’>’ la

ecuacién de la conica asume la forma
A2+ B+ Boy’ +6=0,  A#£0. (7.23)

Distinguimos dos casos.

(a) P1#0

Completando cuadrados, obtenemos

’ ﬂQ 2 / 5 %
A<y+20 +m(m+63_ﬁm>:0

Introducimos la traslacién

a8 ;B

A AV )

En las nuevas variables, la ecuacion de la cénica es
g?+%@=0 (7.24)

que representa una pardbola. En términos de invariantes, tenemos I3 # 0 (como
se deduce de la forma de la ecuacién reducida) e Iy = 0.

(b) p1=0

La ecuacién (7.23) toma ahora la forma
A2+ Bay +6=0

Completando cuadrados, obtenemos

B2 \° 83
/ - _—— =
A(y —|—2>\> + 5y 0

Mediante la traslacién

N _ B2
o — P2
T=x, y=vy + 2\
Llegamos a la forma reducida
1 2
§° = —0, y:AG—%> (7.25)

En definitiva, (i) si ¢’ < 0, obtenemos dos rectas paralelas § = £4/]0'|
(ii) si ' = 0, obtenemos la recta y = 0 (iii) Si ¢’ > 0, no tenemos puntos reales.
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Ejercicio 7.9. Sea la ecuacion
2?2y + 9y +4x—6y+1=0.

Tenemos
1 2

-1
A= <11 _11> A=|-1 1 -3
2 =3 1
Claramente tr(A) = 2. Los autovalores de A son A\; =0y Ay = 2. Entonces

I1=2 I,=0, I3=det(A)=-1<0.

En definitiva, siendo Is # 0, la conica es no degenerada, y como Iy = 0 se trata
de una pardbola. Una base ortonormal de autovectores es dada por

1 1
(1,1), ug= \ﬁ(fl, 1).

Tenemos:
1 -1
pe (), aeron

Sea el cambio de variable

R e [ IO
y) v\l 1)\y y= 5" +9)
La cénica asume la forma

2(y')? — V2(z' + 5y ) +1=0

Vamos a completar cuadrados:

2 2
5 25 5 21
20y ——) —=- 2x’+1:0<:>2<’—> —\/§<x’+>=0
( 2\/§> 4 2\/§ 4\/§

Entonces mediante la traslacion
VI RS
1 \@7 y=y 5 \/ﬁ

llegamos a la forma candnica

202 —V2& =0

Ejercicio 7.10. Sea la ecuacién

2?44y + 4y =32 4+2y+1=0
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12
A:(l 2), A= 2 4
1

Los invariantes son

Il = trA=5
IQ = detA=0
I; = detA=—-16

Entonces, I3 # 0, I = 0: se trata de una parabola.
Los autovalores de A son A\; = 5, Ay = 0, y los autovectores normalizados

correspondientes son u; = %(2, 1), up = %(1, 2). Tenemos:

1 (2 1
P_\/g(l 2), det P = +1

Cambio de variable (rotacién):

’ T = 1 2x/+ /
X:PXU:)(I>:1<2 1><x,> = 12( v)
y) V5 \-1 2)\y y = —s(—2' +2y)

Consideremos la transformacion

X'DX'+ BPX'+¢=0

sl

siendo ¢ = a3z = 1. Tenemos:

2 1 ’
5(y')2 + (=3 2) ( % \§5> <“’,) +1=0
v vs) VY
1
5(y)2 + —=(—62" =3y —22' +4y ) +1=0 <
) \/5( y y)
! 8 1 8
5 /2_|_y7_7$’+1:0 = 5( ’2+>—x'+1=0 —
) T ) i) T
(’+ 1)2 1 8’+1 = 5(’+ 1>2 83:’ %9 0=
E— _ — — —=XI = E— _—— _— =
Y05 100 5 TV V5 100
2
1 8 5 99
5<y’+) LI VARG
105 V5 8 100
Por tanto, introduciendo el cambio de variables
y'=y 101\/3
o — gl 93865
obtenemos la forma reducida 5(y")? — %x’ =0, es decir

8
11\2 /
= —=T .
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