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RESUMEN

En este trabajo se revisan algunos resultados sobre operacio-
nes de agregacion para aplicarlos a problemas de decision multi-
criterio en ambiente difuso.
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1. INTRODUCCION

Aunque en los primeros trabajos sobre la Teoria de Conjuntos Difusos
(Zadeh, 1965) se proponen los operadores para la interseccion de conjuntos
difusos (minimo y producto) y otros dos operadores para la uniéon (maximo
y suma), en muchas situaciones practicas ninguno de estos operadores resul-
ta apropiado. En concreto, tal deficiencia es notoria cuando un problema de
decision multicriterio se plantea como un problema de agregacion (Czogala
et al, 1984).

Si X ={x,, .., x,} representa el conjunto de alternativas a considerar, no-
temos por D={1, .., m} el conjunto de criterios utilizados para describir ca-
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da una de las alternativas. De este modo, el conjunto de alternativas sera
evaluado para cada criterio, en términos de un «grado de aceptacién» [0, 1]
valorado, que en principio dependera de un estado w € Q observable. Asi la
bondad de las alternativas bajo el criterio j € D vendra determinada por un
conjunto difuso de la forma

My XXQ—*[O, 1]

es decir, un «conjunto probabilistico» en el sentido de Hirota (1981) si sobre
un o-algebra de partes de Q se define una medida de probabilidad P.

Se tratara entonces de ir agregando las valoraciones bajo los diferentes
criterios hasta lograr una valoraciéon global

HUp: X xQ—[0, 1]
de modo que si la seccion
up(xi, ):Q-[0, 1]
es medible para toda x; € X, sea posible hacer uso del criterio de la esperan-

za para escoger la alternativa. Dicho de otfo modo, restringir nuestro pro-
blema al conjunto de alternativas x; tal que

E[“D(xi’ : )] =méx E[#D(xi’ ’ )]

xeX

2. DESCRIPCION FORMAL

Notemos entonces por .o/ (X) la familia de todos los conjuntos difusos
definidos sobre X, y por #(D) la familia de todas las partes de D (es decir,
todos los grupos de criterios). Nuestro objetivo sera ahora definir una opera-
cion de agregacion para cada w € Q fijo:

O: Hx Ut~ H

donde .# =.o/ (X) x # (D), de modo que a cada par de grupos de criterios le
corresponda el grado de aceptacion de su agregacion. En otras palabras:

(a4 A) O (up, B)=(u4,3 AU B) VA B
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Ademas, podemos suponer que el conjunto de criterios esta dado a tra-
vés de un conjunto difuso

p: D — [0, 1]

donde B(j) representa el grado en que el criterio j € D es realmente impor-
tante para el decisor. Supondremos que B(j)>0 para todo criterio en D.

Por tanto, u,(x;) nos indicara el grado de aceptacion o bondad de la
alternativa x; analizada a la luz del grupo de criterios 4 € #(D), valoracion
que vendra afectada no solo por el numero de criterios agregados en A, sino
también por las calidades B(j) de los criterios j € 4 agregados.

Definicion:
Una operacion de agregacion es toda correspondencia

o HAx M —> M
(14 A) O (4, B)z(ﬂAuﬂv A\UB) AN B=¢

verificando
((#Aa A) © (#B» B)) O (Ues C)=(#4s A) O ((ﬂua B) © (ll(‘a C))
(1t4r A) © (g, B)=(pp, B) O (14 A)
Y algunas condiciones pueden ser aceptadas con cierta generalidad:

i) Sean A, B e #(D) grupos disjuntos de criterios tales que u,=ug=
u e of (X). Entonces p, =

ii) Sean A4, B e 2(D) grupos disjuntos de criterios tales que

)= (x), npx)ZpPp(x) ¥ xe YT X

entonces

HausX)=puplx) YxeYC X

Bajo estas condiciones las siguientes definiciones tienen pleno sentido.
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Definicion:

Una familia de criterios G se dice «d-decisivo» frente a otra familia de
criterios G'(G M G'= ¢) y para una alternativa x € X tal que ug(x)# ug(x),
cuando

Houc(X)=0 " pug(x)+(1-90) - pg(x)

Es claro que gracias a las dos condiciones anteriores 6 € [0, 1] y se
puede notar

0=0%¢ (uc(x), pe(x))
de modo que
O6.¢ (P, q)=1— %.cld p) Vp#q
Definicion:

La «calidad» de un criterio j € D frente a un grupo de criterios G(j ¢ G)
con opiniones ., y u, respectivamente (uyy#ug) viene dado por

a({j}, GY/BG)
donde
sy} G)= inf &6 (ky(x), polx))
My (xX) # pg(x)

representa la decisividad minima del criterio j € D sobre el grupo de criterios
G.

3. REGLAS DE AGREGACION

La principal regla de agregacion viene justificada por el siguiente resulta-
do:

Teorema 1

Sea © operacion de agregacion verificando (i) y (ii). Entonces la regla
que hace maxima la minima calidad de los criterios viene dada por

.U(;u(;'(x):( Z Bi) - pe(x)+ X IOE #u'(x))/ Z B ()

ieG ieG' ieGUG

para G y G’ disjuntos cualesquiera.
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Demostracion:

Sea un grupo G y un criterio j € G. Como la regla propuesta viene
caracterizada por

&1 6-u1 (P q)=B(i)/‘_§G B) Vp#q, VxeX
bastara comprobar que toda regla bajo las condiciones (i) y (ii) presenta
algiin criterio j € G tal que
.-y (P q)SB(i)/ZG B (i)
para algun p#q y algin x € X. Y en efecto, por induccion:

a) Sicard (G—{j})=1, G—{j}={k}, y fuese

8t (B> B BG)+B(K))

entonces

0%, P)=1—0%.mp.q9)<
<1-=B@MA BG)+BKk))=
= B(k)A B(K)+ B())

b) Si suponemos que

8%.a-u (1) <BG) Y. BG)

ieG

para card (G—{j})=n y p#gq, bastara tomar
ug(x)=p

Ilc—m(x):#{k;(x):q

para algan criterio k ¢ G para que, por una parte,
Bou iy (X) =% 6ui-u® @ P+ O&um-ui(4P) - q

y por otra, si

z=pg(x)=0%, 6-uPs @) p+0%Guum-uny@ P) - 4
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tendremos que

Mouu(X) =08 u(2.9) - 0% - 1lg,p) - p+
‘*‘(5?;,:“(2,4) OG-y (g, p)+0%.(g.2)) * q

Por tanto,

% cum-u (P @ =(1-3%,6(q.2)) - 0% .6-ui(pq)
y podemos suponer z#gq, de modo que si fuese
O (4, 2)> B(k)/ ;;. B(i)
seria
Oty eu -y (P @) < BG)/ _ GZUW Bi)

y de cualquier manera el resultado es cierto.

En conclusion, bajo las tres condiciones del teorema,

po(X)=3 B pax) Y BY)

ieD jeD

y si el grupo D fuese homogéneo (es decir, B(j)=c para todo j e D, con ¢
>0), la regla vendria dada por

toue(x)=(card(G) - ps(x)+-card (G') - pe(x))/card(GUG’)

de modo que

np(x)=3 p(x)/card(D) V x e X

ieD

con lo que se generaliza el teorema 3 de Montero (1985) para grupos homo-
géneos. Ademas, si consideramos una extensidn

B*=2(D) - [0,1]
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tal que B*({j})=p() para todo j € D, definida a través de una operacioén de
agregacion bajo las condiciones del teorema 5(b) de Montero (1985), enton-
ces la decision solo tendria en cuenta los criterios mas importantes. Es decir:

Ho(X)= 3" uu(x)/card(M)

ieM
donde en el conjunto absolutamente decisivo

M ={i e D, B(i)=max B(j)}

jeDbD
se han supuesto las condiciones del teorema 1.
Analogamente, el teorema 4 de Montero (1985) nos asegura, bajo las

condiciones correspondientes dentro de M, la existencia de un valor
o € [0,1] tal que

mdx y{,,(x) si p{,-}(x)<a VieM
ieM
Uplx)= { a si 3j,keM, By (X)<a<<ppg(x)
min pyi(x) st pi(x)>o VieM
ieM

para cada x € X.

Sin embargo, esta regla de agregacion (de tipo «mixto» para Fung-Fu,
1975) aplicada a la importancia de los grupos de criterios puede llevarnos
facilmente a contradicciones:

Teorema 2.
Supongamos que existe o € (0,1) tal que

sup B(i) si f)<a VieG
ieG

p*(G)= < inf B(i) si pli)>a VieG
ieG

o en otro caso
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Entonces no existe regla de agregacion verificando i) y ademas

iii) B*(A)# p*(B)=p*(A U B) = pu, 4, ,s=us

Demostracion

Ante todo, hay que sefialar que bajo la condicion iii), todo criterio que
no modifique la importancia de un grupo de criterios tampoco modifica los
grados de aceptacion de las alternativas. Ademas, para un a € [0,1] en gene-
ral, tal condicion implica evidentemente que si un grupo G es tal que B*(G)
= u, este grupo es absolutamente decisivo frente a cualquier otro grupo G’,
G NG =¢ B*G)#a

La demostracion la llevaremos a cabo por reduccion al absurdo: sea
a € (0,1) y sean 4,4, B,B’ grupos disjuntos de criterios tales que u,Fugy

B*(A) < B*(A)<a< B*(B)<p*(B)
Entonces (4 \U B)=f(A" \U B)=ux, luego

HiuBua=HauB=EHauB

para cualquier u,. Por tanto, por i) sera

HauBua=Hs

Analogamente, pu, 5, 5=M4, 8=/ s Para cualquier pupy, luego ha de
ser

HayBuB=H

con f(A\J BU A)=p(A U B U B')=a. Pero entonces habria de ser
By ua=HauBua
en contradiccion con

HiuBusua=HauBUB

Ademas, para cualquier a general, tenemos que si el conjunto {i € D, B(i)
=o} es no vacio, entonces es absolutamente decisivo.
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4. EJEMPLO

Supongamos un grupo homogéneo de gran numero de criterios, y que Q
=(0,1) representa las posibles coyunturas, que siguen una distribucion P de
tipo beta con parametros p>0 y ¢> 1. Supongamos ademas que

ny(x, w)=w'
Entonces, bajo las condiciones del teorema |1,
polxi, @)=Y w/m=(u'/[(1-w))/m
ji=1

de modo que

E[un(x,«-)]=f Mp(Xi, w) dP(w)~
Q

~(1/m) - Jw (o' /(1 —w)) - To+a) wr ' (1—we'do=

m=0

=(/m) - (F(p) T(@/T(p+q) (F(p+i+g—1)/(T(p+i)  T(g—1)

y como hemos supuesto g>1,

ElupXivy, )= E[pp(x;,.)]

> E[ p(xi.)]

es claro que la alternativa que maximiza la esperanza del grado de acepta-
cion es la alternativa x

m*
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SUMMARY

AGREGATION OF FUZZY CRITERIA ON PROBABILIS-
TIC SETS

In this paper some results on aggregation operations are revi-
sed in order to its application in multicriteria decision making in
a fuzzy environment.

Key words: Multicriteria Decision Making, Agregation Operations,
Fuzzy Sets.
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