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RESUMEN

[_u^ re^tr^ct^vu^ re^ultadu^ de Hi,ng y F-u en la agregac^^ín de «pret'eren-

cias difusas clásicas» no se obtienen al basar la información individual en

«opiniones difusas», que permiten una mayor flexibilidad en los conceptos

de «racionalidad» y«decisividad». Las versiones difusas de estos concep-

tos nos permiten caracterizar las «operaciones de agregación de opiniones»

más importantes, y con éstas, las correspondientes reglas de agregación.

Puluhrus r•lu^^^: Preferencias difusas, función de bienestar social, operación

de agregación.

Cuando pretendemos estudiar la versión difusa de los teoremas de imposibil idad de

Arrow [1 ] en la agregación de opiniones, nos encontramos que la relación de preferen-

cia difusa clásica sigue Ilevando a resultados negativos (Pardo [6]). Sin embargo, el uso

de lo que Ilamamos «opinión difusa» nos permite (Montero [3]) concebir la «racionali-

dad» como concepto difuso, de modo que, en este contexto, los teoremas de Arrow son

resultados acerca de la imposibilidad de reglas absolutamente racionales, pero siempre

va a ser posible construir reglas no absolutamente irracionales, con la única condición

de que los individuos sean mínimamente racionales. En este artículo se carracterizarán

algunas de las reglas de agregación de opiniones desde el punto de vista del bienestar

social, no de la torna de decisión, definiendo para ello «operaciones de agregación» .
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DE F l N IC [ON 1

Una relación de opínión difusa en un conjunto X de n alternativas es toda aplicación

µ• X x ^{ "'^' [p • 1^ 3

(x, Y) --► ^µt(z^ y))^^i.2.3

tal que

^ µ,(x, y) = 1 (recípracidad).
^

i^ µ,(x, y)= µ^,(y, x) ( simetria).

iii) µ 2(x, x)= 1(reflexividad estricta).

De tal modo que s^e asignan gradas de verificación a cada una de las tres actitudes

básicas en la comparación entre dos alternativas (x > y, x^ y, x^ y). Cada individuo

expresará sus preferencias de este modo, y se trata de agregar en otra re 1 aci ón de

opinión difusa las preferencias globales del grupo considerado.

Sea D el conjun^o decisor formado por K individuos y .^ (D) todos los grupos

posibles contenidos en ^1. Notemos por ..^ (X) la familia de tadas las relaciones de

opinión difusa definidas en X. Entonces, una «función de bienestar social^ (SWF) es

toda aplicación

S: .^P x(X} --♦ r_^ (X)

que haga corresponder a cada perfil de K opiniones individuales F E,.^ x(X) u na

apíníón del grupo S( F) ^^(X) .

DEFINICIOIV 2

Una aperación de agregación difusa es toda aplicación que asigna a cada par de

opiniones difusas de sendos grupos disjuntos una opinión difusa del grup ►o unión:

C^«^ : M x M--; M

(F^, G^} x(F2, G2) - ► (F, ^ F^• G^ U GZ) dG, ^1 , G2 =^ó

G,, GZ ae 1'ó

donde M=^P{X) x.^(D), de mado que C4 es asociativa y conmutativa [la operación

binaria E9 depende de los grupos agregados G, y G2, aunque por simplificar la notación

^o escribamos ® (G,, G2)].
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A e^ta c^perac^ún ^1e ^^KreK^^c;^ún, que cun^er^^^ la t^il^^^uti^^ ^iel trahajt^ cie H ung-^^ u[?],

se le puede imponer versiones difusas de las corxiiciones que aparecen en los teoremas

clásicos de imposibilidad:

Corrdición de un^^rrimutv

Sean F; y F E<^ (X) las opiniones difusas de dos indivicuos i, j E D, tales que F; ^

^ Fj. Entonces (F;, {i }) ^*> {Fu, G) y (Fj, {j }) ^^ (F^, G) verifican que

F; ^ Fc = Fj ^3 FG t/(Fc, G) E M, G C D-{i, j}

^nd^penderrc•iu de ulterrruti^•us irrele^^untes

Sean F, y F2 E.^ (X). Las opiniones difusas de un grupo G C D tales que

µ F'(u^• uj) ^ µ^i(u;, uj)

para todo par de alternati vas (r^; , u^ ) E Y C X.

Entonces ( F,, G) ^( F', G') y( F2, G) O( F'", G') verifican que

µF^ F'(ai, Uj) ^ µ^ ^ F~(A;, uj) ^(U;, Uj) E Y

para todos (F', G'), (F", G') E M, tal que

i^ F' (Q i, a j) = il FwIQ f 1 u j ) b'(u; , a j) E Y

Condición de neutralidad

Sean F, y F2 E,^` ( X) dos opiniones difusas de un grupo G C D que coinciden en
todas las asignacíones entre parejas, excepto en dos (a; , a^) ^(a,^, u,>, de modo que

µF^(Qi^ aj) = ^=F=(ak, u 1)

µFi(ak, a ^) -=- µF2(Ai. uf)

Entonces

µF,^ F'(Q^^ uj) .= µFr^ F^{ak^ U^)

para todo (F', G') E M.
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LEMA

Sea c*> una operación de agregación veriffcando las condiciones de

i) Alternativas irrelevantes.

ii) Anonimato.

iii) Neutralidad,

Entonces, ^*j queda unívocamente determinada por un conjunto de operaciones bina-
rias

^ k: [o, I l.3 X[o, >>; -^ [v, 1 l3

para k= 2, 3, ..., card (D).

DYm^^slrucivn

Por I:^ asociatividad de 'C*^ , es claro que ínductivamente podemos obtener la agrega-

ción de todo par de grupos, teniéndola definida sobre las resiriceiones que agregan cada
subgrupo G C D con cualquier otro individuo en D- G. Por el anonimato, esta

^^Kreg^^ci^ín nc^ depende cie quiene^ intervengdn, ^ino ^cílo de cuantc^s. E^ decir, ha^ta
estudiar

^k: .^ (x) x .^ (X) -+^.`1^ (X)

que nos daría la opinión µ k E ^^(X) agregada al unir las operaciones µ' E y^ ( X) de un
individuo aislado y µ k-[ de un grupo formado por k - 1 individuos distintos de aquél.

Por el axioma de alternativas irrelevantes, la agregación sobre un par de alternativas no

depende del resto de las alternativas, y dada la condición de neutralidad, la operación

que agrega las preferencias entre dos alternativas cualesquiera es siempre la misma.

Además, al verificarse la símetría y la reciprocidad, µ' ® k µ k-^ queda determinada

conociendo su primera coordenada

^`i(µ ^, µ^t-^) = µ^ E [o, l^

Estas condiciones, i), ii) y iii}, corresponden a sendas iraducciones de las análogas a

Arrow; las condiciones de «asociación positiva^ o«asociación no negativa^ se refieren

a la forma en que una opinión parcial afecta a la opinión global. Esto obliga a un

ana[itii^ en lu^ conceptuti de dictadura y veto, que deben considerarse dit^usos t Monte-

ru [^)1.
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DEFINICIUN 3

Se dice que un grupo G C D es y(G) -- dictador en D sobre la coordenada t cuando

µD((!i, Uj) > Y(^) • µG(ur, U^) b(U^, U^)

DEFINICION 4

Se dice que G C D tiene un y(G) - veto sobre la coordenada t cuando

N^(^r^. ^l^) ^ 1- Y(G) • ^1 - µ^(u;, u^)) d(u;, u^}

DEFINICION 5

Se dice que G C D es y(+G) - decisivo en D cuando es y(G) - dictador y posee un

y(G) - veto en D.

Así, un conjunto sería «decisivo» en sentido nítido cuando fuese 1- decisiva sobre

las ires coordenadas.

TEOREMA

Sea r^+ una operación de agregación verificando i), ii), iii) y además:

iv) Unanimidad por coordenadas:

µr ^ r µr ` µr t = 1,2,3

v) Decisividad proporcional por coordenadas, es decir, que todo grupo G agregado

con otro grupo G' tiene una decisividad en el grupo unión G U G` igual al cociente

entre los cardinales de G y G U G'.

Entonces ha de ser, para t= 1, 2, 3

1 k k-1 1 1 k- ^ k-1
µ ffj µ = -•µ + •µ

r r r k r k r

que corresponde a la regla:

D j

µ f {u ^ ' u.i ^ ` ^^
k

µ{, {u^, u.) t - l, 2, 3^
d(a;, u;)

siendo en este caso µ^k} las opiniones individuales.
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Bajo aquellas condiciones, es fácii comprobar que la decisividad proporcional equi-

vale a imponer que

^ k ^-^ l
µ ^ µ E máx -

r r r k

1 ^
_ -. (1 _ µ ) ^

k ^

para t= l, 2, 3. Supongamos entonces que

1 k
µ ^ µ

r r r
>

^ k -- 1 k-r

µr ^ k . µr ^

k - l k--^
(1 - µ )

k r

t ^ k- I k-^
^ . µ -^.. . µ

k r k r

Por Ca condición de unanimidad, ha de ser µ ;,^ µ k- ^. Supongamos µ<< µ k"^

(análogo en el otro caso} y consideremos

1• k-1 l k-l k k-1 k-1
tlar, µr -- µr . 1-- µr )^(µr , 0, 1- µr )

que ha de verif ìcar (simplificando la notación, como antes}:

k k-1 1 k 1 k-^ k k-1 k-1
C Z(µr - µr• o) = 1-^ ^ EI^, , µr )-`^ 3(1 - µf , 1- µ, 1^

i ^ k- 1 k-^ k-^ 1 k-t ^
< 1 - _._. • µ + ------- • µ ^- (1 - µ ► _ - (µ - µ )

k r k r r k r r

lo cuai infringe ^a dictadura proporcional en la segunda coordenada. De haber impuesto

en [ 1^ el menor estricto se habña infringido el veto proporcional en dícha coordenada.

Otros tipa►s de reglas clásicas son las basadas en et operador minimo o máximo

(evidentemente, el mxnimo o máximo sobre todas las coordenadas no daría en general

una opinión difusa):

TEOREMA

Sea 0 verificando las condiciones i), ii}, iii}, y además:

iv') Unanimidad y asociación no negativa sobre la preferencia estricta.

v') Todo grupo tiene un l-veto sobre Ia preferencia estricta.
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Entonces la única regla compatible es la determinada por

µ ^Ef► k µ ^^ ^ = mín (µ ; • µ^`^-1)

es decir

µ`(u., a.) = mín µ'^'(u_, u:) t= l, 3
t ' ^ k = t ,. . . ,JC 1 '

µ°(u;, u^) = 1- µ°^(u;, u;) -- µ^°{u, ► u^)

o lo que es equivalente

µ° (u;, u^) = máx µ^`}(ur, u^)
12 k =1, ... ,JC 12

(por la simetría y reciproçidad queda unívocamente determinada la regla anterior).

Demostracivn

Trivial, pues por la condición iv') es, para µ; = min (µ ;^ u^^^):

®^ (µ; , µk-^) ^ ® ^ (µi• µ^) = µ^

pero por la condición v') no puede darse el mayor estricto.
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De este modo se llegan a caracterizar una mayor variedad de reglas que las propues-

tas por Fung-Fu [2], en cuya axiomática no cabe la regla de la media. A partir de la

agregación obtenida siguiendo alguna de las axiomáticas plausibles para el grupo deci-

sor, es factible elaborar procesos de elección de una alternativa social, según los

distintos enfoques existentes (Opricovic [4], Orlovsky [S], Roy [7], etc.).
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SUMMARY

AN AXIOMATIC TREATMENT OF COLECTIVE DECISIONS

WITH FUZZY OPINIONS

The restrictive resutts obtained by Fung and Fu retative t© fuzzy

preferences aggregation are avoided when we take «fuzzy opinions»

as individual information, which allows us to work with «rationality»

and «decisiveness» as fuzzy concepts. So, we can caracterize some

of the most important operations of aggregation and the respective

rules.

Keu wvrds: Fuzzy Preferences; Sociat Welfare Function, Aggr^egation

Operation.
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