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2 Defectos en grafeno

Grafeno es el nombre de un material bidimensional con propiedades mecéanicas
y electrénicas prometedoras. Su estructura cristalina consiste en un reticulo
hexagonal formado por atomos de carbén en dos dimensiones. Distintos tipos
de defectos alteran su estructura, influenciando sus propiedades mecdanicas y
electronicas.

Los modelos de elasticidad discreta periodizada [25, 23] describen defectos
tipicos en grafeno y su dindmica, explicindolos en términos de dislocaciones.

Consideremos un reticulo hexagonal plano e ignoremos las desviaciones en
la direccién vertical. En el limite continuo, las deformaciones en el plano se
describen mediante las ecuaciones de Navier de la elasticidad lineal para el
vector de desplazamiento (u,v),
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donde po es la densidad de masa en dos dimensiones A y p las constantes de
Lamé bidimensionales (A = Cia2, 1t = Cep, A+ 21 = C11).

A nivel de la red, obtenemos un modelo de elasticidad discreta para la
dindmica de los 4&tomos como sigue. Consideramos un punto A en la red hexag-
onal con coordenadas (z,y). Sus 9 (346) vecinos préximos tienen coordenadas
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Definimos los siguientes operadores que actiian en funciéon de las coordenadas
(z,y) del nodo A:

Tu [u(n1) = u(A)] + [u(ng) — u(A)] + [u(ng) — u(A)],
Hu = [u(ng) — u(A)] + [u(n7) — u(A)],

Diw = [u(ng) — u(A)] + [u(ng) — u(A)],

Dyu = [u(ns) — u(A)] + [u(ng) — u(A)],

Realizando desarrollos de Taylor de estas combinaciones de diferencias finitas



en torno a (x,y) obtenemos
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cuando a — 0. A continuacién, introducimos en las ecuaciones de movimiento
Hu/a?, (4T — H)u/a® y (D1 — D2)u/(v/3a?) en lugar de 9%u, 2wy 0x0yu,
respectivamente, con sustituciones similares para las derivadas de v. En cada
punto de la red obtenemos las ecuaciones de movimiento
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Las ecuaciones de Navier isétropas tienen soluciones singulares como e

u = % |:tan1 (i) + 2(1 — V;E(ym2 +y2):| )
a — 2V a? ’ i

donde v = A/[2(\ + p)] para todoa. Estas soluciones representan dislocaciones
en arista. Elegimos (zg, o) distinto de un punto de la red y resolvemos una
versién sobreamortiguada de las ecuaciones discretas
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con v > 0. Partiendo del valor inicial (u(x — zo,y — %o),v(x — Zo,y — Yo))
con velocidad cero, el sistema relaja a una solucién estacionaria que contiene
un tipico defecto heptdgono-pentdgono (en ocasiones octdgonos), cominmente
observado en grafeno.

Para permitir el movimiento y la interaccién de estos defectos teniendo en
cuenta las direcciones de la red efectuamos un cambio de variable. Pasamos de
coordenadas cartesianas a las coordenadas primitivas de la red hexagonal. Tras
ello periodizamos las diferencias en las direcciones primitivas (las sustituimos
por funciones periddicas con periodo igual a la constante de red) [25, 23, 34]. De



esa forma, los pares heptagono-pentdgono orientados de forma diferente interac-
cionan a través de sus campos eldsticos, se atraen y se repelen, formando otros
defectos conocidos tales como diferentes tipos de dipolos y lazos, incluyendo
defectos que son sélo temporalmente estables como los defectos de Stone-Wales.

3 Dislocaciones en cristales

Las dislocaciones son defectos soportados por curvas que se forman en los ma-
teriales cristalinos [6]. Cuando se aplica una tensién suficientemente grande,
las dislocaciones se deslizan a lo largo de los planos cristalograficos del cristal
e interaccionan con otras dislocaciones que encuentran en su camino. Ademsds,
se crean nuevas dislocaciones en ciertas posiciones. Como resultado, se forman
en niimeros muy grandes (102 dislocaciones/cm? en metales muy trabajados)
y modifican las propiedades mecénicas del material. En particular, se cree que
las dislocaciones controlan las propiedades plasticas de los sélidos cristalinos a
baja temperatura.

Es conocido que al aplicar una tension los cristales se deforman elasticamente
hasta alcanzar un valor critico de la tensién. Para tensiones mas altas, la defor-
macién se convierte en pléstica (irreversible) y termina eventualmente en frac-
tura. Se cree que la tension critica es aquella para la cual se empiezan a mover
grandes numeros de dislocaciones. Una vez en el régimen plastico, la creacion,
movimiento, e interacciéon de dislocaciones resulta en la formacién de compli-
cadas redes de defectos en la estructura microscépica del material. Cuando esas
redes son tan densas que las dislocaciones no se pueden mover libremente, el
cristal se endurece. Este efecto es muy importante al trabajar con metales,
porque los metales muy trabajados son mas duros que los no trabajados.

Podemos describir las dislocaciones de distintas formas, dependiendo de la
escala en la que las estudiemos. A nivel microscépico, aparecen como defectos en
la red cristalina. Si la separacién entre dislocaciones no es demasiado pequena,
hay una escala mesoscépica en la que podemos modelarlas como singularidades
del campo de tensiones de un material continuo. A escala macroscépica, pode-
mos describir grandes niimeros de dislocaciones en términos de densidades.

3.1 Modelos continuos para apilamientos

En plasticidad de metales, podemos definir una escala exterior en la que las
dislocaciones pueden considerarse singularidades, es decir, soluciones exteriores
de las ecuaciones de Navier de la elasticidad. El tensos de esfuerzos de segundo
orden se define como

€= (Vu)®

donde u es el desplazamiento eldstico, y el superindice S denota la parte simétrica.
El tensor de esfuerzos se relacionan con el tensor de tensiones a través de la se-
gunda ley de Hooke

o = Mr(e)I + 2ue



donde A\ y u son las constantes de Lamé. Las ecuaciones de equilibrio eldstico
son

div(eg) = 0.

Una dislocacién aislada se puede modelar como una solucién singular de estas
ecuaciones en la que el desplazamiento no es univaluado [1]. Este es el modelo
clésico del Volterra. En general, se pueden caracterizar por el vector tangente y
un parametro microscépico llamado el vector de Burgers, que mide la distorsion
local de la red.

Consideramos a continuacién un modelo para la interaccién de dos familias
de dislocaciones en arista. Tomamos la primera familia tangente a la direccién
z con vector de Burgers en la direccién z. Tomamos la segunda familia tangente
a la direccién y con vector de Burgers en la direccién x. Por tanto, la primer
familia desliza sobre el plano zz mientras que la segunda familia desliza sobre el
plano zy. Si asumimos que las dislocaciones permanecen rectas, ambas familias
se deslizan en la direccién x. Nos referimos a ellas como ‘dislocaciones de tipo 1’
y ‘dislocaciones de tipo 2’, respectivamente. Por simetria, el problema se puede
convertir en un problema uni-dimensional [2], dando lugar a dos poblaciones con
densidades wy (z,t) y wa(x, t), respectivamente. Deseamos determinar cémo esas
densidades evolucionan con el tiempo.

La conservacién de dislocaciones de cada familia implica [6]

8w1 0

o g =0
8w2 0 o
v + %(wm) =0,

donde v; es la velocidad de la familia 7. En nuestro contexto, la primera familia
de dislocaciones se puede ver como rectas paralelas al eje y-axis, y la segunda,
como rectas paralelas al eje z. Sin embargo, a medida que las dislocaciones
de la primera familia se mueven han de atravesar y cortar las de la segunda.
Suponemos que hay una fuerte resistencia a este corte dependiendo de la densi-
dad que consideremos, lo que nos lleva a velocidades de la forma [2]

v1 = sign(o1,2)(|o1 2| — ay/wr),
ve = sign(o1,3)(Jo1,3] — av/wa),

con a > 0. Resulta un sistema de leyes de conservacién que puede cambiar tipo
de hiperbdlico a eliptico. Este cambio de tipo corresponde al inicio de un proceso
de formacién de patrones, la formacién de apilamientos. Cuando regularizamos
el modelo, obtenemos un problema de frontera libre parabdlico que nos permite
estudiar el proceso [6].

3.2 Modelos discretos para dislocaciones aisladas

Un modelo elemental para la dindmica de dislocaciones en redes cristalinas viene
dado por las ecuaciones de Frenkel-Kontorova para el desplazamiento w, (t) de



los atomos respecto a su posicién de equilibrio siguiendo una fila de una red
cubica
mull + aul, = d(upt1 — 2up + Up—1) — Ag(u,) + F.

Todos los parametros son positivos: m representa la masa atémica, « la friccion,
d los muelles eldsticos entre dtomos (fuerza de interaccién) F' la fuerza aplicada
para poner en movimiento los defectos. g(u,) es una funcién periédica cuyo
periodo viene dado por la constante de red a. En el equilibrio todos los 4tomos
estan situados en posiciones de la red separadas una distancia a en una red
ciubica. En este marco, las dislocaciones se representan mediante soluciones
de tipo frente, es decir, soluciones que crecen de un cero estable z;(F/A) de
—Ag(z)+F al siguiente cero estable z3(F'/A), pasando a través del cero inestable
29(F/A). Cuando F =0, z1(F/A) =0y 2z3(F/A) = a.

Si la friccion es alta, el movimiento es sobreamortiguado. Podemos tomar
m = 0 para estudiarlo. En este caso, se puede encontrar un valor critico F,.(A)
s tal que [3]

e Si |F| < F.(A), tenemos soluciones de tipo frente estacionarias w, que
crecen monoténamente desde z1(F/A) en —oo a z3(F/A) en co.

o Si|F| > F.(A) y estd préximo a A, existen soluciones de tipo onda viajera
un(t) = u(n — ct) con velocidad ¢(F) y perfil u(z) solucién de

—cu(z) =u(z — 1) — 2u(z) + u(z + 1) — Ag(u(z2)) + F

que crece mondtonamente desde z1 (F/A) en —oco a z3(F/A) en co. Esta
solucién es unica médulo translaciones

e Frentes estacionarios y viajeros no pueden coexistir.

Los frentes estacionarios representan dislocaciones ancladas. Los frentes viajeros
representan dislocaciones en movimiento. F.(A) representa la tensién de Peierls
necesaria para mover dislocaciones en la red. A medida que |F| — F.(A),
tenemos que ¢(F') — 0, los perfiles u(z) desarrollan saltos y se hacen discontinuos
en F.(A). Tiene lugar una bifurcacién global en el sistema, que localmente es
de tipo nodo silla y se puede usar para estimar las velocidades como |¢(F)| ~
a(F)(|F| = F.(A)Y?, véase [12].

En ausencia de friccién, o, para friccién pequenia, debemos estudiar el prob-
lema con inercia. Para g lineal a trozos, por ejemplo, g(u) = u+1siu <0y
g(u) =u—1siu >0, es posible construir explicitamente todas las ramas de on-
das viajeras [14]. En este caso, los perfiles de ondas desarrollan colas oscilatorias.
En principio, son posibles diferentes perfiles y velocidades para el mismo valor
de F. En la préctica, se puede probar que son estables las familias con frentes
delanteros mondétonos, en los que las oscilaciones se producen en la otra cola y
cuya velocidad supera una velocidad minima [15]. Encontramos dos umbrales,
identificables con la tensién de Peierls estdtica F.(A) y la tensién de Peierls
dindmica Fy(A). Como antes, los frentes estacionarios existen si |F| < F.(A).
Sin embargo, los frentes viajeros existen para |F| > Fy(A). Ambos coexisten



si Fy(A) < |F| < F.(A). Por tanto, el sistema presenta comportamentos de
histéresis, Segtin incrementamos la fuerza aplicada desde cero, las soluciones
tipo frente que representan las dislocaciones empiezan a moverse cuando F' su-
pera F.(A). Una vez las dislocaciones se mueven en la red, podemos decrecer la
fuerza por debajo de F.(A). Las dislocaciones seguirdn moviéndose atin cuando
F caiga por debajo de Fy(A). Estas simulaciones se hacen en redes finitas por
razones computaciones y requieren condiciones de contorno no reflectantes como
las derivadas en [32] por ejemplo.

Podemos estudiar dislocaciones bidimensionales en una red ciibica mediante
redes bidimensionales [11, 13]. En su versién més simple, el desplazamiento de
los puntos de la red u; ;(t) en la direccién de movimiento (digamos, la direccién
x) obedece la dindmica

= w1y — 20 Ui+ Asin(uo1 — wig) sin(uigen = ug,)), A > 0.

Soluciones que representan dislocaciones se pueden generar usando los cam-
pos elésticos de dislocaciones como datos iniciales y de contorno [11]. El sis-
tema relaja a soluciones estacionarias que representan la distorsion en la red.
Por ejemplo, si elejimos condiciones iniciales y de contorno dadas por s;; =
6(i,j/v/A)+ Fj donde 6 es la funcién angulo de 0 a 27 y F > 0 es un pardmetro
de control, obtenemos soluciones estacionarias que representan dislocaciones en
arista para F' pequeno. Segun F' crece, las soluciones estacionarias desaparecen
y se observan los patrones viajeros [13]. Nétese que si linealizamos el operador
espacial alrededor de s; ;, tenemos un problema eliptico discreto para F' pequenio
que cambia de tipo a medida que F' crece.

Esta idea se puede extender a situaciones plenamente bi y tridimension-
ales desarrollando modelos de elasticidad discreta periodizados [17, 20]. Dis-
cretizamos las derivadas que aparecen en la expresién del tensor de tensiones
de la elasticidad con la simetria cristalina requerida mediante diferencias finitas
en las direcciones principales del cristal, con paso igual a la constante de red,
y entonces periodizamos, es decir, reemplazamos las diferencias por funciones
periédicas de las mismas con periodicidad igual a la constante de red. Tras ello,
derivamos las ecuaciones de movimiento usando el tensor de tensiones discreto
y periédico resultante. Por ejemplo, en dos dimensiones tenemos

Mu{ = Cuu DY [g(Df ur)g' (D ur)] + C12D7 [g(D3 uz)g' (DY ur)]
+CuaDy [(9(D3u1) + g(Dy u2))g'(Dy ur)],
Muy = C11 D5 [g(DF uz)g' (D3 uz)] + Cr2D3 [g(DY u1)g' (D3 uz)]
+Cua D7 [(9(DY u2) + g(DF u1))g' (D7 us)].

Ecuaciones similares se establecen para redes tridimensionales. Soluciones de

tipo dislocacion correspondientes a distintos tipos de cristales se generan usando
los campos eldsticos conocidos para cada una [17, 20].



4 Nucleacién de dislocaciones

Podemos usar modelos de elasticidad discreta periodizados para comprender los
procesos matematicos que estan detras de la nucleacion de defectos en una red.
A diferencia de los modelos que se implementan en simulaciones de dindmica
molecular de gran escala, que implementan truncamientos discontinuos para re-
ducir el coste computacional, estos modelos involucran nolinealidades regulares
y pueden ser analizados.
Consideremos una red ctbica bidimensional con constante de red a = 27. El
desplazamiento w; ;(t) del punto (4, j) en la direccién = obedece las ecuaciones
(’“)Qui,j aui’j
"o T o

+A(sin(ui7j,1 — ui,j) sin(umﬂ - Ui,j))

= Ui—1,j — 2Ujj + Uiyl

en una red cuadrada i =1,...,Ng, j = 1,..., N,. Imponemos condiciones de
contorno u; ; = F(j — (N, + 1)/2) [21]. A medida que F crece, observamos
que la solucién inicial nula se transforma lentamente en nuevas soluciones esta-
cionarias hasta alcanzar un valor critico F,. pasado el cual la estructura de la
red se distorsiona en dos formas distintas. Linearizando el problema en F' = F
encontramos un autovalor nulo para la matriz resultante, mientras que todos los
autovalores eran negativos para F' < F.. La rama de soluciones estacionarias
si,j(F) es estable hasta F' = F., cuando dos ramas distintas aparecen. Tiene
lugar en el sistema una bifurcacién de tipo pitchfork [21].

Cambiando la geometria podemos estudiar otros fenémenos, por ejemplo,
el proceso de indentacién del cristal. Denotamos ahora por v; ;(t) el desplaza-
miento vertical, gobernado por

82’074”' 81}1-,]-
a2 "o

+A(sin(vi7j_1 — Ui,j) sin(vi7j+1 — vi,j))

m

= Ui—1,j — 20i,5 + Vig1,5

en una red cuadrada ¢ =1,...,Ng, j =1,...,N,. Las condiciones de contorno
representan el empuje de un indentador en la zona central superior:

e Lado izquierdo: vy ; = vg ;.

e Lado derecho: vy, j = VN, +1,5-

e Parte izquierda de la pared superior (1 <i < p1): v N, = Vi, N, +1-
e Parte derecha de la pared superior (pz < i < N;): v N, = Vi, N, +1-
e Pared inferior: v; 9 = 0.

e Los dtomos centrales (p; < i < ps) son empujados hacia abajo: v; n, 11 —
vi,n, = —f(i), donde f tiene un perfil triangular. Se empuja hacia abajo,
con magnitud F > 0.



A medida que F' crece, observamos que la solucién inicial nula para F' = 0 desar-
rolla distorsiones localizadas en la red que se mueven hacia abajo. A medida que
decrecemos F' esas distorsiones viajan hacia arrib y pueden desaparecer salvo
que queden ancladas en algin obstaculo [29]. La rama de soluciones estacionar-
ias que comienza en F' = 0 desarrolla bifurcaciones en valores especificos de F' en
los cuales se van creado nuevos defectos. Las nuevas ramas creadas son estables
para algunos rangos de F', para los que los defectos existentes simplemente se
recolocan. Cada vez que ha una nueva bifurcaciéon un nuevo defecto se crea, y
as{ sucesivamente. Cuando decrecemos F' la situacion se revierte. Los defectos
creados se recolocan en posiciones mas altas y pueden desaparecer.

5 Formacién de particulas y burbujas

5.1 Nucleacién homogénea de particulas

La nucleacion homogénea se produce en muchos ejemplos de transiciones de
primera fase, como la condensacion de gotas liquidas a partir de un vapor su-
persaturado, las nucleacién de cristales en liquidos subenfriados, la cristalizacion
de coloides, el crecimiento de agregados esféricos superada una concentraciéon
micelar o la segregacion de aleaciones binarias.

Consideramos un modelo de nucleacién en una red en la que hay mas ubi-
caciones disponibles M, que particulas, N. Nos situamos en el limite ter-
modindmico N — oo, con una densidad de particulas fijada por ubicacion
p = N/M. Sea pj el nimero de clusters con k particulas (k-clusters) y sea
pr = pr/M la densidad de k-clusters. La conservacién de particulas implica que
la densidad total de particulas es constante

Z kpr = p.
k=1

En la teoria cinética de Becker-Doring, un k-cluster puede crecer o decrecer
capturando o emitiendo monémeros con el tiempo. La evolucién con el tiempo
viene dada por

P;g:jk—lfjlm kg27

Ik = Ak(€(epyr—er)/(KpT)PLPE — Pk1)-
La densidad de mondémeros p; se puede obtener a partir de la identidad de
conservacion que relaciona todas las densidades de los diferentes tipos de cluster.

Se observan distintas eras en el proceso de formacién de clusters que se pueden
analizar mediante métodos asintéticos adecuados [16, 18].

5.2 Nucleacion heterogénea

La nucleacién heterogénea ocurre en sitios preferenciales donde se encuentran
irregularidades.



5.2.1 Formacién de burbujas en residuos radioactivos

La formacion y crecimiento de burbujas de helio debidas a auto-irradiacién en
plutonio se ha modelado mediante ecuaciones cinéticas discretas para la densi-
dad numérica de burbujas con k dtomos. Este es un importante fenémeno que
ocurre en residuos radioactivos y puede danar los contenedores creando contami-
nacion radioactiva en el medio ambiente. A medida que una aleacién envejece, se
produce un estado transitorio inicial durante el cual la auto-irradiacién produce
lazos de dislocacion que saturan aproximadamente en dos anos. Las particulas
alpha que se crean durante este proceso se convierten en atomos de helio. Estos
atomos migran hasta encontrar huecos sin rellenar generados durante el pro-
ceso, hasta que son capturados por las burbujas de helio existentes. Un dtomo
de helio se difunde hasta que encuentra otro atomo de helio y forma un dimero
estable, o encuentra una burbuja de helio (un k-cluster estable con k dtomos),
que lo absorbe. Las burbujas de helio se anclan en los defectos, no se mueven y
no emiten atomos de helio porque el balance energético es desfavorable.

Denotamos por pg(t) la densidad numérica de k-clusters que tienen radio
efectivo ai (cuando el centro de un monémero esta a distancia ay del centro del
cluster, se absorbe). p1(t) es el nimero de monémeros por unidad de volumen, D
es el coeficiente de difusién y g(t) el nimero de monémeros creados por unidad de
volumen y por unidad de tiempo. El siguiente modelo cinético discreto describe
el proceso

pr. =4nDprag_1px—1 — 4w Dpragpr, k =3,
ph =81 Dpia; — 4t Dprasps,

o0 ¢
p+ Z kpr = / g(s)ds.
k=2 0

Estudios asintéticos [19] muestran que este sistema genera un perfil de onda que
describe la evolucion del nimero de clusters de distintos tamanos con el tiempo.
Un estudio analitico mas riguroso es posible tras reformular el sistema mediante
cambios de variable y transformaciones adecuadas [33].

5.2.2 Precipitacion de vapor y particulas

Consideremos la condensacién heterogénea de vapor mezclado con un gas porta-
dor en un flujo de punto de estancamiento cerca de una pared fria en presencia
de particulas s6lidas mas grandes que el camino libre medio de las particulas de
vapor. El vapor supersaturado se condensa en las particulas por difusién y las
particulas y gotas se dirigen a la pared atraidas por termoforesis.

Tenemos vapor diluido con densidad numérica ¢(x) en un gas portador con
una pequena cantidad de particulas sélidas individuales. La fraccién de masa
del vapor y de particulas sélidas es suficientemente pequena con respecto a la
fraccién de masa del gas portador, de modo que la velocidad y la temperatura
(estacionaria) u(x) y T'(x) no estdn afectadas por el proceso de condensacién y
deposicién. Las particulas sélidas pueden actuar como sitios de condensacion

10



del vapor. Sea n* el volumen de una particula dividido por el volumen molecular
del vapor condensado, de modo que una particula sélida equivale a n* moléculas
de vapor. Entonces, una gota de liquido que bana una particula sélida equivale
a n(x) moléculas de vapor, en el sentido de que n es igual al volumen de una
gota (particula més vapor condensado) dividida por el volumen molecular del
vapor condensado. Por tanto, el nimero de moléculas liquidas que banan una
particula sélida es n(z) —n*. Sea p(x) la densidad numérica de gotas, de modo
que p(z)[n(x) — n*] es la densidad numérica del condensado.

En una geometria de flujo de punto de estancamiento cerca de una pared,
las ecuaciones para u(x), n(z), T(x) y c(x) son[27]

u” Fun” +1— ()2 =0, x>0,
uw(0) = u'(0) =0, u'(c0) =1,
T+ PruT’ =0, x>0,

T(0) =Ty, T(c0) =1,

(u—i—aj;) n' = -Nn'B(c—c.) x,>z>0,
n(xy) =1,

Ty 1/1 1
o =z [ (7 7m))
"+ Scuc = Ron*3(c —¢.), 0<z <.,
c(0) = ce(0), c@s) = ce(w4),
'+ Scud =0, x>z,

() = colwn), ¢(ar) = ¢ (a) efo0) = 1,

donde el punto z* viene dado como parte de la solucién del problema de frontera
libre [27].

6 Propagacion de impulsos eléctricos en un semi-
conductor
Los semiconductores son materiales de gran interés en microelectrénica. Son

la base de numerosos dispositivos que explotan los fenémenos de formacién de
patrones y oscilaciones en el campo eléctrico.
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6.1 Modelos discretos para dinamica de paredes de do-
minio en superredes

Las superredes semiconductoras estdan formadas por una secuencia de capas
alternas de distintos semiconductores. A menudo se forman en ellas paredes
de dominio, que separan regiones con distinto campo eléctrico. La dindmica de
estas paredes la gobiernan sistemas de la forma

dt

donde F; es el campo eléctrico en el pozo i, siendo v, D funciones positivas
y v > 0 grande. v es una cubica que crece desde 0 a un méximo local, de-
crece a un minimo positivo, y luego crece hacia el infinito. Para un rango de
J tenemos tres ceros z1(J) < z2(J) < z3(J), dos de los cuales son estables.
Para v suficientemente grande, podemos construir soluciones de tipo frente [4],
en una situacién similar a la descrita para modelos de dislocaciones discretos.
Encontramos umbrales J., (v) < J.,(v) tales que [8]

(Bi —Ei—1) —

(Big1 —2E; + Eiq) = J —v(E;),

o Si J,(v) < J < Jg(v), tenemos frentes estacionarios E; que crecen
monoténicamente de z1(J) en —oo a z3(J) en oco.

o SiJ., (v)>JoJ>J.,(v), tenemos frentes viajeros F;(t) = E(i — ct) con
velocidad de onda ¢(J) y perfil E(z) que crece mondtonamente de z1(J)
en —oo a z3(J) en co. Tales ondas viajan con velocidades de signo opuesto
para cada rango de J, algunas de ellas en el sentido de los electrones, otras
en sentido contrario.

e Frentes viajerosn y estacionarios no pueden coexistir.

Los frentes estacionarios representan paredes de dominio ancladas. Los frentes
viajeros representan paredes de dominio en movimiento. A medida que J —
Jey(v) o J = Je,(v), ¢(J) — 0, los perfiles F(z) desarrollan escalones en los
valores criticos de J. Este hecho esta relacionado con una bifurcacién global en
el sistema, que es localmente una bifurcacién de tipo nodo silla, lo que se puede
usar para estimar la velocidad como |c(J)| ~ |a(J.)|(|J — Je|)'/2.

Podemos anadir ruido +¢; a la corriente aplicada J, donde v > 0 carac-
teriza la magnitud del desorden y &; es una variable aleatoria de media cero
que toma valores en el intervalo (—1,1) con igual probabilidad [10]. Tomando
v = 0, tenemos una velocidad que escala como |.J — J,|'/2. Sin embargo, cuando
anadimos ruido, para cada realizacién del ruido, los umbrales J, se desplazan
ligeramente hacia arriba o hacia abajo. La velocidad observada sera la media de
las velocidades observadas para un nimero alto de realizaciones. Para J > J,

enl ~ ~/alTBUIT —Jo) + 780G

1 & 1
o= 2 lenl = 5= [ (@B = o) 95 e (7 = 1)

R=1 -1
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donde el nuevo valor critico es J; = J. — 2.
A medida que v — 0, s6lo persisten los frentes que viajan en una direccion,
la misma que en el limite continuo, que toma la forma de una ecuacién de
reaccion-conveccion-difusién
dE
’n +v(E)E, — D(E)E., = J —v(E).

6.2 Modelos hiperbdlicos y cinéticos para el efecto Gunn

Cuando anadimos paredes y deseamos describir efectos de tipo Gunn, es decir,
la generacion de sucesivos pulsos eléctricos autosostenidos. Se crean en un
extremo, viajan hacia el otro, donde desaparecen para volver a generarse en el
primer extremo [5]. A nivel macroscépico, este fenémeno se describe mediante
el sistema

0’FE oOE oOF oJ

A— 4+ B— —~— 4+ D= L
8x5‘t+ 3t+ 81~+Cat+ O? .’EE(O, )7t>07
E(z,0) =0, xz € (0,L),
E(0,t) = pJ(t), t>0,
L
E(x,t)dx = ¢, t>0,

0

donde p, ¢, L son positivos y A, B,C, D son funciones acotadas, siendo A y B
positivas, mientras que C es negativa. FE(x,t) representa el campo eléctrico,
J(t) la corriente y ¢ el voltaje.

Modelos microscopicos mas detallados de este fenémeno conducen a ecua-
ciones de tipo Boltzmann para semiconductores [9, 28]. La densidad de porta-
dores f(z,k,t) viene dada por

. Te B
o f + Shons sin(k)0, f + gFakf =
L1 FPDag,. _ Vimp Vimp _
Ll ) — (1 ) g S )

OV =0,F=n—1

_ 1 " _ 1 " FDayy..
n=g- g fz, k,t)dk = o [ﬂf (k; u(n)) dk

FEP (k) = aln[1 + exp (1 — 6 + 5 cos(k))]
Um 5= A
Vendo o QkBT

La condiciones de contorno son, en x = 0:

fO o _
fT=pBF - —foﬂ sin (F) £ di /_7r sin (k) f~ dk
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con
2who Fyy

GAND

_ O 1 N
P = Wem P o <1 %/ / dk)

Las condiciones de contorno para el potencial eléctrico V' son

8=

yenx = L/xg:

¢ L
t) = ~
V.0 =0, V1) =61~ 7.
La condicién inicial es
> . — i F/T1,
POk = 3 e ) 1
j=—00

75200 =2 [T 720 ) con(i ak
0

con z € [0,L = L/xo] y f periodico en k con periodo 27. La energia promedio
FE se define como

B [T eW @k tydk [T (1 cosk) f(x, k,t) dk

T T T kT [ okt dk J7, fak,t) dk

Este modelo implementa una aproximaciéon BGK del ntcleo de colisién en la
ecuacién para la densidad de portadores. EIl modelo completo involucra un
ntcleo de colisién no local asi como ecuaciones para distintos tipos de portadores
de carga [9].

7 Testado no destructivo de materiales

En muchas situaciones necesitamos extraer informacién sobre la estructura in-
terna de un medio a partir de observaciones externas indirectas. Se han desar-
rollado numerosas herramientas para distintos fines: prospecciones geofisicas,
testado de materiales, deteccién de objetos ... Todas ellas se basan en emitir
algin tipo de onda que interacciona con el medio en estudio y a continuacion se
mide el resultado en una red de receptores. Conociendo los datos medidos en
los receptores y las ondas emitidas, se trata de reconstruir la geometria interna
y/o las propiedades materiales del medio. Consideramos aqui dos técnicas de
testado no destructivo de materiales basadas en el uso de ondas acusticas y
ondas térmicas.
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7.1 Ondas acusticas

Consideremos un medio que contiene inclusiones en su interior. Para simplificar

consideramos que la estructura del medio estd definida por Q. = R? \ Q;,
donde ©Q; C R? son las inclusiones. €; es un dominio abierto con frontera
regular I' := 0€); no necesariamente conexo. Puede constar de un nimero

indeterminado de componentes aisladas ; = Uleﬂi,j donde §2; ; son abiertos
conexos que satisfacen Q;; N Q; ; = 0 para [ # j.

Iluminamos esta configuracién mediante una onda incidente arménica plana
Uine(x,t) = e exp(1k° x - d) con frecuencia w, nimero de onda k° y direccién
de propagacién d, |d| = 1. La onda incidente interacciona con el medio y los ob-
jetos, generando una onda dispersa y una onda transmitida. El campo de onda
total se mide en detectores situados en I';,cqs, lejos de las inclusiones. I'yyeqs
puede ser un circulo que engloba las inclusiones o una colecciéon de receptores
en reconstrucciones mas realistas. Normalmente, se conoce el campo total en
una coleccién de receptores I'jeqs para diversas ondas incidentes d7.

La interaccion entre las inclusiones, el medio y la onda incidente queda de-
scrita mediante un modelo de transmisién para propacacién de ondas actsticas.
Al ser la onda incidente armoénica en tiempo, la solucién también es armoénica
en tiempo U(x,t) = e*“tu(x,t). La amplitud u = Ujne +use en Qe y la amplitud
transmitida u = uy, en €; satisfacen

V- (e Vu) + X2u = 0, en Q,
V- (;Vu) + Mu = 0, en ),
u” —ut =0, enT,
0;0pu”™ — aeOput =0, enT,

; 1/2 o N — k00 — — —
Tlgglor (8,.(u Uine) — 1K (U umc)) 0, r=|x|,

con parametros
Ae(x) > )\é >0, M\(x)> )\} >0, ae(x)> ai >0, o(x)> a} > 0.

El vector normal n exterior a ), apunta al interior de €;. ut y u~ denotan
los limites de u desde el exterior y el interior de 2; respectivamente. O, y O,
representan derivadas normales y radiales.

Conociendo los valores de u en un nimero de receptores, Umeas, para difer-
entes ondas incidentes deseamos recuperar informacién sobres las inclusiones
presentes en el medio. Esto nos conduce al problema de optimizacion

M
_ 1 ) )
J(R?\ Q) := 3 Z/F ! —ul |2l
j=1

meas

siendo u las soluciones de M problemas de transmisién con ondas incidentes
ul, . (x) = exp(1£°x - d7). Este funcional depende de la variable 2; a través del

problema de transmision, que actia como una restriccion.
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Las derivadas topoldgicas del funcional de coste nos permiten obtener infor-
macién sobre las inclusiones. Se define la derivada topoldgica de un funcional
de forma J(R) como

Dr(x,R) = lim J(R:) - I(R)

S Z SR R
Y

donde R, es R menos una bola centrada en x con radio €. V(¢) es la medida
de la bola. En nuestro caso, V(¢) = —me?. Obtenemos férmulas més faciles de
implementar mediante desarrollos asintGticos [22, 24]:

2(ae(x) = ai(x))

— 40 G () v (x)
1+ a: (x)

M
Dr(x, B2\ @) = _ZRe[
L) N2(x)) o ()P ()

pata todo x € R? \ Q; cuando los coeficienes son funciones regulares. El campo
directou’ es solucién del problema de transmisién con la j-ésima onda incidente.
El campo adjunto p? es solucién de

V(00T 4 N = (e — ) 0r, en B2\T,
V- (a;Vp!) + Aip =0, en €,
@) - @)+ =0, en 08,
a;On(p?)” — aedn(p!)" =0, en 09,
Thﬁrr;(} ri/2 (&q)j + mopj) =0.

or,,... es una masa de Dirac con soporte en I';,cqs. Visualizando la derivada
topolégica para ; = (), las inclusiones suelen estar localizadas en regiones de
grandes valores negativos de la derivada topolégica. Un procedimiento iterativo
permite mejorarla [24, 30]. Se pueden considerar condiciones diferentes en la
interfaz, como Dirichlet o Neumann, cuando se trata de inclusiones ‘duras’ o
‘blandas’ al sonido [31, 22].

7.2 Ondas térmicas

La descripcién anterior corresponde a un problema de imagen mediante ondas
acusticas armonicas en tiempo. Se puede aplicar una estrategia similar a ondas
térmicas dependientes del tiempo [26], considerando problemas de transmisién
para ondas térmicas

Ui — kAU =0, en RV \ Q; x (0, 00),
Uy — a;jk; AU = 0, en §2; x (0,00),

U~ —-UT = U, en 99Q; x (0,00),

o 22U = 2Ut = LU,  en 0Q; x (0,00),
U(-,0)=0, en RV,
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Los métodos de derivadas topoldgicas nos permiten aproximar las inclusiones
solucién del problema inverso empleando estas ondas [26]. Combinando estas
técnicas con métodos de gradiente podemos encontrar, no sélo la geometria de
los objetos, sino también sus constantes materiales x;, «;.
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