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Resumen

Esta memoria esta dedicada al analisis de la dispersion de datos de naturaleza
cualitativa ordinal. En ella comenzamos haciendo una revision profunda del
estado del arte analizando y formulando rigurosamente las medidas de
dispersiéon ordinal encontradas. A continuacidon estudiamos las propiedades
existentes en la literatura y proponemos otras nuevas propiedades relevantes
para las medidas de dispersion. Seguidamente clasificamos las medidas de
dispersién ordinal en funciéon de las propiedades que verifican. También
introducimos una relacién de equivalencia entre medidas de dispersion

ordinal que nos permite agruparlas.

Gracias al anélisis anterior nos es posible proponer dos generalizaciones de
forma paramétrica que pueden ser calculadas ad-hoc en funcién del problema
planteado. Proponemos también su uso en un escenario de escalas ordinales
con clases (que definimos como aquellas que presentan una estructura que
hace una particion de las categorias en funcidn del significado de la escala;
por ejemplo la clase del acuerdo, de la neutralidad y del desacuerdo en una
escala de Likert). A continuacidn analizamos las propiedades de ambas
propuestas de generalizacién de medidas de dispersion y la relaciéon con las

medidas de dispersidn presentadas.

Finalmente, presentamos dos casos de uso de las medidas propuestas. El
primero es el experimento motivador de esta memoria en el que se quiere
cuantificar el impacto del uso de etiquetas linglisticas o frecuentistas para
demostrar la necesidad de modelar la distancia entre las categorias de una
escala ordinal. La segunda aplicacion consiste en utilizar las medidas
propuestas para calcular los pesos asociados a operadores OWA para su uso

en problemas de decisién multicriterio.

Palabras clave (co6digo UNESCO): Estadistica analitica (120901), Calculo
en Estadistica (120902), Teoria y procesos de decisiéon (120904), Analisis de
datos (120903), Fuzzy sets (120799).
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Abstract

This work is dedicated to the analysis of dispersion when dealing with
qualitative ordinal data. We start by doing an in-depth review of the state of
art where we analyze and formulate in a rigorous way the measures of ordinal
dispersion found. Afterwards, we study the existing properties and we
propose other new relevant properties for ordinal dispersion measures. It is
possible to classify the measures based on their accomplishment of the
different properties. We also introduce an equivalence relationship that allows

us to group the existing measures.

Based on the previous described analysis, we are able to introduce two
generalizations in a parametric way that can be calculated ad-hoc depending
on the problem. We propose the usage of them in the framework of ordinal
scales with classes (that we defined as those with a structure that partitions
the categories based on the meaning of the scale; for example a Likert scale
presents the agreement, neutral and disagreement classes). We then analyze
the properties of both proposals and the relationship with the existing ordinal

dispersion measures.

Finally, we introduce two cases of usage of the proposed measures. The first
one is the experiment that motivated this dissertation in which we wanted to
quantify the impact of using linguistic vs. frequentist labels to show the need
of being able to model the distance between categories in an ordinal scale.
In the second application we propose the usage of the new dispersion
measures to calculate the weights associated to OWA operators within their

usage in multicriteria decision problems.

Keywords (UNESCO code): Analytical statistics (120901), Computing for
statistics (120902), Decision procedures and theory (120904), Data analysis
(120903), Fuzzy sets (120799).
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1 Introduccion

1.1 Motivacioén

1.1.1 Variabilidad de los datos — conceptos y contextos de uso

Esta memoria estd dedicada a uno de los conceptos mas importantes que
existen en Estadistica: "la variabilidad" de los datos. La variabilidad se refiere
a la cantidad de variacion de los datos y tiene su origen etimoldgico en la

palabra latina “variatio” que significa diferencia, divergencia o variacion.

En la literatura (Gini 1912; Fisher, 1919; Fisher, 1934; David, 1998; DeGroot
y Schervish, 2012; Gagolewski, 2015) pueden encontrarse diferentes
nombres, conceptos o ideas asociadas al término variabilidad. El término mas
general es el de dispersion vs. la concentracién de un conjunto de datos.
También son habituales los términos similitud o afinidad frente a disimilitud
o también la homogeneidad vs. heterogeneidad de los datos. En Fisica se
utilizan ademas los conceptos de inercia de una nube de puntos respecto a
un sistema de referencia y el concepto de entropia (Shannon, 1948), este

ultimo también usado en Teoria de la Informacién y Economia.

El concepto de la variabilidad en el analisis estadistico de la informacion ha
jugado un papel relevante desde las primeras aplicaciones de la Estadistica.
Harter (1978) y Garcia-Lapresta y Borge (2018), apuntan una de sus
primeras menciones en una cita de Ptolomeo en el siglo II a.C. La variabilidad
de un proceso aleatorio hace referencia a la incertidumbre asociada a un
experimento aleatorio o en un simple analisis de datos a la heterogeneidad
de los mismos (DeGroot y Schervish, 2012; Jeffreys, 1998; Fisher, 1934;
Spiegel, 2009). Existen multitud de técnicas estadisticas en las que es una
absoluta prioridad cuantificar la incertidumbre y la variabilidad de un conjunto
de datos (o de un proceso aleatorio) para llevar a cabo un buen estudio y
escoger un modelo adecuado. Algunos posibles ejemplos son: el analisis de

regresion, modelos de clasificacién, disefios muestrales, analisis de la
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varianza, técnicas de muestreo, problemas de machine learning, random
forest, clustering, medidas de consenso, redes neuronales y un largo
etcétera. En todas estas situaciones estd incoada la idea de la variabilidad y
por tanto es necesario poder cuantificarla para llevar a cabo un estudio

correcto.

La variabilidad es también de gran importancia en problemas de naturaleza
borrosa. Se aplica por ejemplo en problemas de modelizacién borrosa de
variables linglisticas, en problemas de operadores de agregacion, dentro de
los que cabe mencionar especialmente los operadores OWA (Yager, 1988) en
los que las medidas de dispersion sirven para determinar los pesos (como se
vera en el capitulo 7 de esta memoria) o en problemas de clusterizacion en
el mundo difuso (k-means vs. fuzzy c-means). Ademas, la dispersidon es muy
relevante a la hora de medir la fiabilidad de sistemas de clasificacién borrosos
(Gomez, Zarrazola, Yafiez y Montero, 2015a) o en problemas de

segmentacion borrosa de imagenes (Gémez et al., 2015b).

1.1.2 Medicién de la variabilidad en funciéon de la naturaleza de las

variables

Para poder estudiar medidas de dispersion o variabilidad en variables
estadisticas, es necesario primero hacer mencidn a la naturaleza de las
variables. Como puede verse en DeGroot y Schervish (2012), Jeffreys (1998)
o Fisher (1934), entre muchos otros, las variables estadisticas se clasifican
en dos grandes grupos en funcién de la naturaleza de los valores que tomen

las mismas:

- Variables cuantitativas (continuas o discretas): cuando la variable

toma valores numéricos. Estas pueden ser de naturaleza continua,
como la estatura o el peso, o variables numéricas discretas, tales como

el nimero de hijos.

- Variables cualitativas o categodricas (nominales u ordinales): cuando se

recogen atributos medidos con valores de tipo cualitativo. Se pueden

tratar de atributos nominales cuando no existe ningun tipo de relacién
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de orden entre ellos, por ejemplo el color de pelo, o de atributos
ordinales, cuando se puede establecer un orden entre los posibles
valores, como por ejemplo el grado de acuerdo con una determinada

afirmacion.

Este tipo de variables surgen de la recogida de datos con escalas de diferentes
naturaleza. Stevens (1946) propuso en un articulo de gran influencia cuatro
escalas y establecid las operaciones y los analisis estadisticos permitidos para

cada una de ellas:

TABLE 1
Seal Bagic Empirical . - Mathematieal . - Permissible Statistics
cale Operations Group Structure (invariantive)
NOMINAL Determinafion of Permutation group ' Number of cases
equality o/ =f(z) Mode
f(x) means any one-to-one N
. substitution - Contingency correlation
ORDINAL Determination of Isotonic group Median
greater or less @ =f(x) Percentiles

J(#) means any monotonic
inereasing funection

INTERVAL Determination of General linear group Mean
equality of intervals @ =ap+b Standard deviation
or differences
Rank-order correlation
Product-moment correlation
Rartio Determination of . Similarity group Coeflicient of variation
., equality of ratios &’ = a®

Figura 1.1 -Tipos de escalas, operaciones invariantes y estadisticas apropiadas para cada
tipo de escala (Stevens, 1946)

Aunque existe una gran aceptacion sobre el concepto de variabilidad o
dispersién de variables de naturaleza cuantitativa (algunas de las medidas
mas frecuentemente utilizadas para representar dichos conceptos son la

varianza, la desviacion tipica o el coeficiente de variacién), muchas mas dudas

genera el concepto de variabilidad para variables de naturaleza cualitativa.

Para variables cualitativas nominales se encuentran algunos estudios en
profundidad sobre su uso socioldgico y el tratamiento estadistico de la
variacion para este tipo de variables (Agresti y Agresti, 1978) y se usan

medidas como la razén de variacion o el indice de variacion cualitativa.

En el caso de las variables cualitativas ordinales, entre las que se encuentran

las variables recogidas mediante una escala de Likert (1932), Blair y Lacy
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(2000) afirman que no existe un tratamiento para datos ordinales equivalente
al llevado a cabo por Agresti y Agresti (1978) para variables nominales.
Existen varios autores que han abordado en detalle las medidas de variacidon
para variables ordinales, tal y como veremos en la seccién siguiente y a lo

largo del capitulo 2.

1.1.3 Medicién de la dispersion ordinal

Se han revisado varios autores que analizan de forma general los enfoques
utilizados para la medicion de la dispersidon ordinal (Blair y Lacy, 2000;
Kampen y Swyngedouw, 2000; Franceschini, Galetto y Varetto, 2004;
Bashkansky y Gadrich, 2008; Jamieson, 2004; Akiyama, Nolan, Darrah,
Rahem y Wang, 2016; entre otros), encontrando que todavia hoy es un
procedimiento muy habitual transformar las variables de naturaleza ordinal en
variables sobre una escala numérica y aplicar entonces medidas de dispersion
como la varianza o la desviacidn tipica. Este procedimiento es poco adecuado
y puede llevar a conclusiones ilégicas o erréneas (ver ejemplos en: Blair y
Lacy, 2000; Franceschini et al., 2004; Bashkansky y Gadrich, 2008). También
es muy comun encontrar el uso de la entropia, propia de variables cualitativas
nominales (como se vera en esta memoria), para medir la variabilidad de un

conjunto de datos de naturaleza cualitativa ordinal.

Y es que, tal y como apuntaba Lehman (1991), desde 1966, afio en el que
Leik propuso su medida de dispersién ordinal, en la literatura no se
encuentran otras medidas propias de este tipo de variables; hay que esperar
a 1992 para que surjan nuevas medidas de dispersion ordinal, y las que se
hallan desde entonces hasta hoy no son muchas y no estan estudiadas en
profundidad. En Gadrich y Bashkansky (2012) o en Gadrich, Bashkansky y
Zitikis (2015) puede verse un resumen de las diferentes medidas de
dispersién ordinal encontradas hasta la fecha. Existen otros autores
posteriores, no muy numerosos, que también abordan este tema de medidas
de dispersion ordinal (por ejemplo Akiyama et al. 2016 o Garcia-Lapresta y

Borge, 2018, entre otros).
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Por este motivo en esta memoria se presenta un analisis detallado sobre los
diferentes conceptos o ideas asociadas al término variabilidad asi como las
diferentes maneras encontradas para cuantificarla en variables de naturaleza
ordinal. También se proponen unas medidas que generalizan las medidas
cuantitativas de dispersidon ordinal encontradas hasta el momento y que

permiten resolver algunos problemas detectados en las medidas anteriores.

Existen numerosos escenarios en los que podrian aplicarse las nuevas
medidas de dispersion: cualquier técnica estadistica que utilice la varianza o
la entropia con variables de naturaleza ordinal es susceptible de ser estudiada
aplicando las medidas de dispersién propuestas en esta memoria. Por
ejemplo a técnicas de reconocimiento de imagenes, en la clasificacidon
supervisada, en arboles de decisidn, etc. También en el contexto de medicidn
del consenso en el que a menudo se utiliza la entropia y que no recoge las
situaciones de polaridad que se expondran en el analisis de las propiedades
(ver 3.4).

En esta memoria se han elegido 2 problemas de muy diferente naturaleza

como motivacion y ejemplo de algunas posibles aplicaciones:

1. Medicion del impacto de la naturaleza de las etiquetas (linglisticas o
frecuentistas) en la interpretacidon de la escala de Likert: problema
original que motivé esta memoria cuyo objetivo inicial era analizar la
distancia percibida entre las etiquetas ordinales, y para el que ademas
se llevara a cabo el andlisis de las respuestas y conclusiones de una

encuesta utilizando las medidas de dispersion propuestas.

2. Uso de las nuevas medidas de dispersion ordinal en la determinacién
de los pesos en operadores de agregacion OWA en problemas de

decision multicriterio.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general

Analizar y formular rigurosamente las medidas cuantitativas de dispersidon

ordinal encontradas hasta la fecha y presentar una generalizacion de una

manera paramétrica ad-hoc para los diferentes problemas, aplicandola a

algunos casos de uso.

1.2.2 Objetivos especificos

1.

Revisar y formular rigurosamente las medidas de dispersién ordinal

encontradas.

Proponer propiedades de las medidas de dispersion y analizarlas en

las medidas de dispersion presentadas.

Clasificar las medidas de dispersion presentadas basandose en sus

propiedades y analizar la relacion entre ellas.

Proponer una generalizacién de forma paramétrica que pueda ser

calculada ad-hoc en funcion del problema planteado.

Analizar las propiedades para esta generalizacién y su relaciéon con

las medidas de dispersion presentadas.

Cuantificar el impacto del uso de etiquetas linglisticas o
frecuentistas para demostrar la necesidad de modelar la no

equidistancia entre las categorias de una escala ordinal.

Cuantificar la dispersidn ordinal de los pesos asociados a operadores

OWA para su uso adecuado en problemas de decisidn multicriterio.

1.3 Metodologia

Para el cumplimiento de los objetivos planteados, hemos seguido la siguiente

metodologia:
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Para la revisidon y formulacion rigurosa de las medidas de dispersion
ordinal encontradas hasta la fecha hemos tenido que introducir algunos
conceptos basicos particulares de la problematica tratada. Por ejemplo
ha sido importante diferenciar entre la escala ordinal y los 6rdenes de
una escala ordinal que la mayoria de los autores no distinguen (Tastle
y Wierman, 2007). En esta tesis, formularemos las medidas de los
autores encontrados de una forma mas rigurosa matematicamente vy
propondremos ademas formulaciones alternativas con salida en el

espacio de los vectores de frecuencias relativas.

Una vez revisadas las medidas existentes, analizaremos las
propiedades planteadas hasta la fecha, las formularemos de una forma
rigurosa y propondremos nuevas propiedades que consideramos
relevantes para las medidas de dispersion ordinal, analizando ademas

cada propiedad en todas las medidas encontradas.

Para clasificar y establecer la relacion entre las medidas presentadas
hemos definido la relacién de equivalencia entre las medidas, siendo
dos medidas equivalentes si y sdlo si ordenan de forma similar

cualquier par de variables estadisticas ordinales.

Propondremos después una generalizacion de las medidas de
dispersién desde dos enfoques conceptuales, recogidos en una
formulacion analitica muy similar. De wuna profunda revisidn
bibliografica (Leik, 1966; Berry y Mielke, 1992; Kvalseth, 1995; Blair
y Lacy, 1996, 2000; Tastle y Wierman, 2007) acerca de las medidas
que representan la variabilidad en la literatura, deducimos estos dos
enfoques conceptuales de las medidas de dispersiéon de variables
ordinales. Por un lado se encuentran medidas basadas en los productos
de las frecuencias de las categorias analizadas dos a dos y ponderadas
con alguna medida por las distancias entre ellas. Estas son las medidas
de Berry y Mielke (1992), Kvalseth (1995) o de Blair y Lacy (1996,
2000). Por otro lado, se tienen medidas mas similares a la varianza de

los datos cuantitativos en las que se calcula el promedio de distancias
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a un punto de referencia ponderadas por un peso, tales como el
disenso de Tastle y Wierman (2007). Para estas ultimas entra en juego
el valor de referencia a utilizar por lo que en la seccién de conceptos
basicos y notacidon (2.1) presentaremos y analizaremos las diferentes

opciones posibles en el contexto de variables ordinales.

Para ambos enfoques utilizaremos una matriz de diferencias, que
requiere ser estudiada en profundidad tanto en su interpretacién como
en las propiedades que debe de cumplir. Presentaremos ademas una

propuesta de cdlculo semi-automatico en funcién de un vector.

Tal y como se afirma en Franceschini y Romano (1999), Franceschini
et al. (2004) o en Garcia-Lapresta y Pérez-Roman (2015), suponer
equidistancia entre las etiquetas linglisticas no es correcto y puede
llevar a resultados inadecuados. Como primer caso de uso de la
generalizacién de la medida de dispersion propuesta, aplicaremos la
medida al experimento original motivador de esta memoria cuyo
objetivo es demostrar la no necesaria equidistancia entre las categorias
de una escala ordinal de Likert. Se utilizaran las medidas propuestas
en el andlisis del impacto de la naturaleza de las etiquetas (linglisticas

vs. frecuentistas) en la interpretacion de la escala de Likert.

Finalmente expondremos un segundo caso de uso en un contexto muy
distinto en el que se utilizaran las medidas de dispersion ordinal
propuestas en la determinacién de los pesos en operadores de
agregacion OWA (Yager, 1988) (para un nivel de orness fijo) en

problemas de decisién multicriterio.

1.4 Estructura

Esta memoria estd estructurada de la siguiente manera: en el capitulo 2
comenzamos introduciendo algunos conceptos bdsicos y notacion. A
continuacion estudiamos la bibliografia hasta la fecha y analizamos las

medidas cuantitativas de dispersion ordinal mas relevantes y utilizadas. En
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algunas de ellas introducimos, para una mejor comprension, la medida

nominal previa al desarrollo de la medida ordinal.

En el capitulo 3 recogemos algunas propiedades de las funciones de
dispersién para variables ordinales y proponemos nuevas propiedades.
Ademas, realizamos un novedoso analisis de todas las propiedades (las
existentes y las propiedades nuevas propuestas en esta memoria) para cada

una de las medidas encontradas hasta el momento.

En el capitulo 4 proponemos dos generalizaciones de las medidas de
dispersién para variables ordinales presentando su interpretacion vy
estudiamos en profundidad la relacion con las medidas existentes. En el
capitulo 5 analizamos en detalle la matriz de diferencias con la que
trabajamos en las generalizaciones de las medidas de dispersién ordinal y las
hipétesis que ha de cumplir. También proponemos un calculo semi-
automatico de la matriz y llevamos a cabo el andlisis de las propiedades

presentadas en el capitulo 3.

En los capitulos 6 y 7 hemos seleccionado dos escenarios de aplicacion de las
medidas propuestas. En el capitulo 6 mostramos un experimento en el que
se analiza el impacto de la naturaleza de las etiquetas en la construccion de
un cuestionario con escalas de Likert para estudiar la distancia entre las
etiquetas de esta escala ordinal. Utilizamos ademas de las nuevas medidas
de dispersidn ordinal propuestas para el analisis de los resultados obtenidos
en este experimento. En el capitulo 7 mostramos uno de los muchos casos
en los que se utiliza la entropia, propia de variables nominales, y proponemos
una nueva forma de calcular los pesos de los operadores OWA utilizando la

generalizacidn de la medida de dispersion ordinal en lugar de la entropia.

Finalmente en el capitulo 8 resumimos las conclusiones y las futuras lineas

de investigacién que abre esta memoria.
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2 Medidas de dispersion en variables ordinales

Como se ha podido ver en el capitulo introductorio existen diferentes
enfoques y medidas para representar la dispersion en variables ordinales. En
este capitulo se revisara el estado del arte de las diferentes medidas de

dispersién encontradas en la literatura.

2.1 Conceptos béasicos y notacion

Antes de presentar las diferentes medidas que se han encontrado en la
literatura para medir la variabilidad en variables de naturaleza ordinal, se
introducen ciertos conceptos y notacion que resultaran necesarios en esta

memoria.

Definicion 2.1 Variable estadistica

Una variable estadistica es cada una de las caracteristicas o cualidades que
poseen los individuos de una poblacion y toma valores que pueden ser

medidos u observados.

Definicion 2.2 Variable estadistica cualitativa (ordinal y nominal)

Una variable estadistica cualitativa es una variable estadistica que presenta
modalidades no numéricas. Cuando estas modalidades no numéricas admiten
un criterio de orden, se dice que es una variable estadistica (cualitativa)
ordinal y cuando no presentan un orden se tratara de una variable estadistica

(cualitativa) nominal.

Definicion 2.3 Escala y ordenes de la escala de una variable

estadistica ordinal

Dada una variable estadistica ordinal X, denotaremos por Ax = {aj,az,...,ax} a

la escala o conjunto de las k categorias ordenadas en las que toma valor.

Sin pérdida de generalidad se puede establecer una relacion directa entre los
elementos ordenados del conjunto Ax y el conjunto Lx = {1,2,...,k} de érdenes

de las categorias que conforman la escala. Conviene no obstante notar que
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esta asignacion numérica se refiere exclusivamente a la posicidon que ocupan
en la escala de orden, no existiendo ninguna relacion de distancia definida

entre las categorias.

Como se vera a lo largo de este capitulo, la mayoria de los autores (Leik,
1966; Berry & Mielke, 1992; Kvalseth, 1995; Blair y Lacy, 2000; Tastle y
Wierman, 2007) establecen directa o indirectamente la distancia entre las

categorias como el valor absoluto entre los 6rdenes.

Para un mejor entendimiento, en adelante también podremos referirnos a Lx
como el “conjunto de categorias” asociadas a la variable ordinal X,

entendiéndose que nos referimos al vector de “drdenes de las categorias”.

Dada una variable estadistica ordinal X con dominio Lx, denotaremos por n;
a la frecuencia de la categoria j-ésima y denotaremos por N al tamafio
muestral ( gnFN ). Denotaremos por f; a la frecuencia relativa asociada a
cada categoria (fi = n/N). Se tiene entonces el vector de frecuencias n =

(ni,nz,...,nx) y el de frecuencias relativas f = (fi,f,...,f«). Asi, la variable

estadistica ordinal X queda caracterizada por los vectores neN¥ y /eNK o

equivalentemente fe[0,1]¥ y /eNk,

.7 . kS
Notacién: En esta memoria notaremos NX™ a los vectores neNX que cumplen

k

Zni N. De igual forma se notara [O,1]k* a los vectores fe[O,l]k tales que
i=1

'Mx
]
1]
'_I.

Tal y como se menciond, el vector [ hace referencia Unicamente al orden de

la categoria y los autores anteriormente citados establecen la distancia entre

las categorias como la distancia entre los érdenes.

Observacion 2.1

En esta memoria se trabaja con variables estadisticas y no con variables

aleatorias dado que por definicién una variable aleatoria es una funcion
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definida en el espacio de probabilidad (Q2,.4,P) cuya imagen esta en el espacio

real R, y éste no es necesariamente el caso de las variables ordinales.

Observacion 2.2

Salvo que se explicite lo contrario, cuando se haga referencia a dos vectores
de frecuencias relativas fy g se supondra sin pérdida de generalidad que son
vectores asociados a dos variables estadisticas ordinales X e Y que toman

valores en el mismo conjunto de categorias A o L.

Se tiene ademas el vector de la distribucion de frecuencias relativas

acumuladas F con:

Fer Yo, ie1,2,..,k}
N 55
Ejemplo 2.1
Supongamos una variable estadistica ordinal X que toma respuestas en una
escala de Likert de 5 categorias Ax = { MD = "Muy en Desacuerdo”, D =
"Desacuerdo”, N = "Neutro”, A = "Acuerdo”, MA = "Muy de Acuerdo”}. X
viene definida por los vectores n = (25, 40, 30, 5,0)y L = {1, 2, 3, 4, 5}.

Se tiene entonces la Tabla 2.1:

A L N f F
Conjunto de | Categorias (i.e. Ordenes de | Frecuencia Frecuencia Frecuencia
categorias las categorias) relativa Acumulada
a; Z n; fi F;
MD 1 25 0.25 0.25
D 2 40 0.4 0.65
N 3 30 0.3 0.95
A 4 5 0.05 1
MA 5 0 0 1
100 1

Tabla 2.1 - Ejemplo de variable estadistica ordinal (escalas y distribuciones)
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2.1.1 Medidas de tendencia central en variables ordinales

Aunque esta memoria se centra en medidas de dispersion ordinal en esta
seccidon se introducen medidas de tendencia central que se utilizan para

construir algunas de las medidas presentadas.

Media aritmética

Algunos autores eligen la media aritmética como valor de referencia en
medidas de dispersion ordinal (Tastle y Wierman, 2007). Conviene notar que
en variables estadisticas ordinales las operaciones aritméticas como la suma
o la divisién, entre otras, no estan permitidas por lo que esta medida de

referencia no es recomendable en el contexto de variables ordinales.

Moda

La moda es un valor de tendencia central muy intuitivo y grafico que si puede
ser utilizado en variables estadisticas ordinales. Existen muchas situaciones
en las que la moda seria una medida de tendencia central representativa de
la poblacidn. Por ejemplo, en unas elecciones en las que el voto mayoritario

es el ganador, la moda seria la medida de referencia mas adecuada.
La moda presenta dos inconvenientes:
e Unicidad: como es sabido, la moda muestral no tiene por qué ser Unica.

s Robustez: La medida de dispersion tomando como valor de referencia
la moda no es robusta ya que la moda depende fuertemente de la
muestra. Esto quiere decir que pequefas variaciones en la muestra
pueden cambiar la categoria de referencia de forma radical lo que
puede implicar grandes cambios en los valores que toma la medida de

dispersién para vectores muy similares.

Mediana Unica (Med u)

Por un lado, nétese que la mediana en variables aleatorias discretas no es
necesariamente Unica y por consiguiente el estadistico mediana en variables

estadisticas tampoco lo es.

Pagina 18



Por otro lado, ndétese también que en variables estadisticas ordinales las
operaciones aritméticas como la suma, la multiplicacién por un escalar, entre

otras, no estan permitidas.

Por estos motivos, en esta seccién se presentarda una adaptacion de la
mediana, que llamaremos mediana Unica (Med_u), para variables estadisticas
de esta naturaleza que consiste en tomar como valor central la primera
categoria que supera la mitad de la muestra al acumular su valor y el de

categorias inferiores.

Definicion 2.4 - Mediana Unica de una variable estadistica ordinal
(Med_u)

Dada X variable estadistica ordinal que toma valores en el conjunto de
categorias Ax = {ai,az,...,ax} o de forma equivalente en el conjunto de érdenes
de las categorias Lx = {1,2,...,k}. Sea F = (F,F>,...,,1) el vector de frecuencias
acumuladas. Se define la mediana Unica de X como Med_u(X) = min {j con
je{l,...,k} tal que F;>1/2 y Fi < 1/2 Vi<j}.

Ejemplo 2.2:

Dada una variable estadistica con 5 categorias, la mediana del vector f = (12,
0,0,0, %) serial, 2, 3,4y 5 ya que todas las categorias dejan la mitad de
la muestra por debajo y la otra mitad por encima. Notese que el vector de

frecuencias acumuladas seria F = (2, 2, 2, 12, 1).

En cambio, se tiene que Med_u(f) = 5, ya que es la primera categoria que

deja mas de la mitad de la muestra por debajo de ella.

D medida de dispersion ordinal

No existe una definicion formal universalmente aceptada sobre qué es y qué
propiedades debe satisfacer una medida de dispersion ordinal. De manera
muy general podemos decir que se trata de una funciéon no negativa que toma
el valor 0 en ausencia de dispersion y refleja la variabilidad de la distribucion

de la variable estadistica ordinal.
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En esta memoria denotaremos por medida de dispersidon ordinal a funciones

que reflejan lo anterior y que se pueden expresar de la siguiente manera:
D: N*x Nk - R+ (F1)
(n, ) - D(n, ).
0 equivalentemente:

D: [0,1]¥* x Nk - Rt (F2)
(f, ) - D(f, ).

Para un conjunto de categorias L fijo (con k categorias keN y k>1) y un

tamano muestral N dado, toda funcidén de dispersion podria expresarse sin

pérdida de generalidad en términos del vector de frecuencias absolutas como:

D;: N o5 R* (F3)
n — Di(n) = D(n,L).

Equivalentemente puede expresarse en términos del vector de frecuencias

relativas:

D.: [0, 1] - R* (F4)
f — Dy(f) = D(f.L).

Una vez introducida la notacidon pertinente, se analizaran en detalle las
medidas de dispersion mas relevantes y comunmente utilizadas en la
literatura. Para mas detalles, sobre las principales medidas existentes, ver
los articulos de revisién general de Gadrich y Bashkansky (2012), Gadrich et
al. (2015).

En concreto, se analizaran en detalle la medida LOV o variacion ordinal de
Leik (1966), el IOV o indice de variacién ordinal de Berry y Mielke (1992), el
COV o coeficiente de variacién ordinal de Kvalseth (1995), la medida (1-/) o
medida de dispersion de Blair y Lacy (1996, 2000), el Dsn o disenso de Tastle
y Wierman (2007) y la medida H o entropia muestral de Shannon (1948).
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Adicionalmente, incluimos una seccién con autores que han trabajado sobre
medidas de dispersion ordinal no cuantitativas (Franceschini y Romano,
1999; Franceschini et al., 2004 o Garcia-Lapresta y Borge, 2018).

2.2 Variaciéon Ordinal de Leik (LOV) - Leik (1966)

La primera medida con cierto impacto que trata de cuantificar la dispersion o
heterogeneidad de una variable ordinal se debe a Leik en 1966. En este
trabajo, Leik presenta una medida de consenso ordinal basada en la
dispersién de las respuestas. Para ello define previamente la medida de

variacion ordinal de Leik (Leik’s ordinal variation, LOV).
Sea la funcion d:
d: Nk 5 [0, 1]%
n — d(n) = (di(n), dz(n),..., di(n)),
Fi siFi<1/2,
con di(n)=
1-F en otro caso.

Notese que en el caso particular en el que toda la muestra esté en la misma
categoria j, setieneque FF=0Vi<jy Fi=1Vi>j = di= 0 Vi. Ademas, se

cumple que vneNK* dj(n)<1/2 Vi.

Definicion 2.5 Variacion ordinal de Leik (Leik, 1966) - LOV:

Dado un vector de frecuencias neN * de una variable estadistica ordinal X se

define la medida de variacion ordinal LOV como:
Lov: N 5 [0, 1]

d.(n)

k
n o> LOV(n)= —= |
Max > d;(m)

meN i=1
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Para calcular el denominador, hay que tener en cuenta que el caso de
dispersién maxima es aquél en el que la mitad de la muestra esta en la
primera categoria y la otra mitad en la ultima, n = (N/2, 0,..., 0, N/2). Se
tiene entonces d = (1/2, 1/2,..., 1/2, 0), es decir, se tiene siempre el valor d;
= F; = 1/2 para las k-1 primeras categorias y 0 para la categoria k-ésima por
lo que =di(n) = (1/2) (k-1). Entonces:

idi(n) K
Lov(n) = = = (k—z_l)Z (n)
MaggZdi(m) =

Obsérvese que esta medida de dispersiéon no depende del tamafio muestral
ni de la distancia entre categorias. Lo Unico que se utiliza en su férmula es el

orden, no depende de las etiquetas.

La medida propuesta por Leik representa la dispersion o heterogeneidad de
una variable estadistica ordinal. Como concepto antagoénico y basandose en
esta medida, Leik también propone la idea de consenso ordinal de una
variable estadistica ordinal. El consenso maximo se da cuando todos los
miembros de un grupo eligen la misma respuesta de entre un conjunto de
alternativas, habiendo por tanto dispersion cero en el vector de respuestas.

Leik define entonces el consenso ordinal como:

Consenso Ordinal (n) = 1 - LOV(n).

Observacion 2.3

Sea fe[0,1]¥" un vector de frecuencias relativas, entonces, el LOV puede ser

definido andlogamente de la siguiente manera:

Lov: [0, 11¥ - [0, 1]

>dh o,
f - LOV(f) = L = 1Zdi(f),
Ma)é*zdi(g) (k-1) =
gel0A] i1
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y teniendo en cuenta que F; = Z f, se puede expresar todo en términos de
r=1

frecuencias relativas:

d: [0, 1] - [0, 1]
f - d(f),
(.

f, si > . <1/2,
r=1

r=

con di(f) = <

1->.f.  enotro caso.

Ejemplo 2.3:

Calculando la de variacidén ordinal de Leik para la variable estadistica X del
ejemplo inicial (Ejemplo 2.1) con vector de frecuencias n = (25, 40, 30, 5,0),
se tiene el vector de frecuencias acumuladas F = (0.25, 0.65, 0.95, 1, 0) y
por tanto d = (0.25, 0.35, 0.05, 0, 0). Se obtiene entonces LOV(n) = 0.33 y
Consenso Ordinal (n) = 0.67.

2.3 Indice de variacion ordinal (I0V) - Berry y Mielke (1992)

En su articulo, Berry y Mielke (1992) corrigen y extienden el indice de
variacion cualitativa (IQV), medida de variacién para variables nominales
presentado por Mueller, Schuessler y Costner (1977), para definir una medida

de variacién para categorias ordenadas.

Para una mejor comprensién del Indice de Variacién Ordinal (IOV) de Berry

y Mielke se presentara previamente el indice de variacién cualitativa IQV:

Definicion 2.6 Indice de variacion cualitativa (Mueller, Schuessler y
Costner, 1977) - IQV:

Dado un vector de frecuencias neN¥* de una variable estadistica nominal X

se define el indice de variacion cualitativa IQV como:
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Qv: N - [0, 1]

vy &
n i<j .o
n - IQV(n)=U = . , conl<i j<k.
max  Max » mm,

meN i<j

El valor minimo de este indice es 0 y se obtiene cuando todos los elementos
se encuentran en la misma categoria, i.e. 3i €{1,2,...,k} talque ni= Ny n; =
0Vj=I.

El maximo valor se alcanza inicialmente cuando los elementos se reparten

por igual entre las k categorias, i.e. ni= N/k Vie{1,2,...,k}:

_(K)Y(NY _ (k-1N?
U’”"’X"[zj[kj T2k

El IQV puede entonces expresarse de la siguiente manera:

Zninj Zan,nJ
<J i<j

T (k-1DN?'

conl<i j<k.

IQV(n) =

e Zmm,

El problema de esta medida es que su valor maximo depende del tamafio
muestral N y que cuando N no es multiplo del nimero de categorias k, el
vector de maxima dispersidn nunca podria ser alcanzado (pues requeriria
tener al menos una componente no entera) y por tanto el IQV no llegaria a

tomar el valor 1.
Berry y Mielke dan una correccion del denominador en este caso:

e Si N no es multiplo de k entonces existen a y b €N tales que N = a*k

+ b, con 0<b<k.

El vector de dispersion maxima en este caso tomara valores (a+1) para
b componentes y a para las restantes (k-b) componentes por lo que

puede escribirse como:
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k b , (k-b)
Umaszangm,mjz 5 (a+1)7+ 5 a’+blk -b)a(a+1)-
meN i<j
e Notese que esta expresion es extensible al caso en el que N es
multiplo de k, ya que de ser asi se tiene que b = 0 y el denominador

coincide con el dado inicialmente.

Observacion 2.4

Aunque en la Definicidon 2.6 se exige que la variable sea de caracter nominal,

el IQV podria calcularse para cualquier tipo de variable estadistica.

Definicion 2.7 iIndice corregido de variacion cualitativa (Berry y
Mielke, 1992) - IQV_corregido:

Dado un vector de frecuencias neNXde una variable estadistica nominal X se

define el indice de variacién cualitativa IQV corregido como:

.Z mn; Zn,nj
IQV_corregido(n) = I<J =7 - ,z ,
2 - 2
Malgg Z m,'mj (Zj(a + 1) + [ 5 Ja + b(k - b)a(a + 1)

meN i<j

donde a y b eN tales que N = a*k + b con 0<b<k y 1<i, j<k.

Se cumple entonces que el valor maximo del IQV_corregido es 1

independientemente de N y se tiene por tanto que 0 < IQV_corregido < 1.

Obsérvese que las medidas anteriores son insensibles a permutaciones del
vector de frecuencias n lo que indica claramente que se trata para variables
estadisticas de naturaleza nominal. Por este motivo y aunque en principio

podria usarse como medida de variacién ordinal, no parece lo mas deseable.

Para paliar esta deficiencia, los autores tratan de extender las ideas del IQV
a un contexto donde el orden de las categorias tenga relevancia en la medida.
Por este motivo, tomando esta medida como base, Berry y Mielke (1992) la

amplian a variables ordinales teniendo en cuenta la diferencia en el orden de
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cada uno de los sumandos del indice y definen el Indice de Variacién Ordinal
(IOV):

Definicion 2.8 Indice de variacién ordinal (Berry y Mielke, 1992) -
I0V:

Dado un vector de frecuencias ne N¥*de una variable estadistica ordinal X se

define el indice de variacion ordinal IOV como:

Iov: N 5 [0, 1]

T(n) Zninj(j —1)
n - IoV(n)=—="-= L , conl1<i j<k.
e Max > mm.(j—i)

meN i<j

El IOV toma su valor minimo 0 cuando todos los elementos se encuentren en

una categoria, i.e., 3i €{1,2,....k} talque ni=Nyn; =0 Vvj =I.

Para calcular el valor maximo de IOV hay que analizar la variacion maxima.
En este caso de variables ordinales, ésta se alcanzara cuando se tenga la
mitad de la muestra en cada extremo. Al igual que para el IQV, este valor

depende de la relacidén entre N y k, concretamente de si N es par o impar.

e Si N es par, se tiene el vector de dispersidon maxima (N/2,..., N/2) con

lo que:

K N 2

7-max = Malf(zmimj(.] - I) = (Ej (k - 1)
meN™ j<j

e Si N es impar, no se puede distribuir la muestra por igual en los dos

extremos. La situacion mas similar a tener la muestra dividida por igual

en las dos categorias extremas cuando el tamafio muestral N es impar

presenta 3 casos diferentes:

1. La ultima categoria tiene un elemento mas que la primera:
n: = (N-1)/2, nk = (N+1)/2 y ni = 0 Vie{2,...,k-1}.
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2. La primera categoria tiene un elemento mas que la ultima:
ni = (N+1)/2, ne = (N-1)/2 y ni = 0 Vie{2,...,k-1}.

3. Ambas categorias extremas tienen la misma muestra y existe
alguna categoria no extrema que tiene un elemento:
n: = nk = (N-1)/2, 3je{2,...,.k-1} tal que nj =1y n; = 0 Vi = {1,i,k}.

En cualquiera de estas situaciones el maximo se alcanza en:

T =Max S mm G —iy= =D 1,

meN" j<j 4
Asi pues, el valor maximo del IOV es 1 y se tiene 0 < IOV < 1.
Tomando los célculos anteriores, el IOV se define por tanto como:

ov: N [0, 1]

> nn(j—i)
R;VZ— si N par,
e
n - IoV(n) = <
> onn,(j-1i)
- si N impar,
(N 4— IJ(k 1
\

conl<i,j<k.

Ejemplo 2.4:

Calculando el indice de variacidon ordinal de Berry y Mielke (1992) para la
variable estadistica X del ejemplo inicial (Ejemplo 2.1) con vector de
frecuencias n = (25, 40, 30, 5,0), se tiene que I0OV(n) = 0.46.
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Observacion 2.5

Sea fe[0,1]¥" un vector de frecuencias relativas, entonces, el IOV puede ser

definido analogamente de la siguiente manera:

Iov: [0, 11— [0, 1]

T(f) 2 fif (-1
f - IOoV(f) = T = < , conl<i j<k.
™ Max > g,9;(i—)

9<[01]" i

Se tiene por tanto:

ov: [0, 11> [0, 1]

(4
— N f(j-i -
k—l%—l G -1) si N par,

f - IoV(f) =X
4N S (-i) sini
(k—l) (NZ —l) - il SI impar,
\

conl<i j<k.

Observacion 2.6

En este trabajo nos referiremos al término de “ordinal variation” (variacion
ordinal) segun Berry y Mielke (1992) y denotaremos como OV(f) al indice de
variacién ordinal IOV sin normalizar. Obsérvese que OV(f) representa el salto

medio.

2.4 Coeficiente de Variacion Ordinal (COV) - Kvalseth (1995)

Kvalseth detecta algunos problemas en las medidas de variacion nominal y
ordinal presentadas por Berry y Mielke en 1992, y propone por tanto dos
nuevas medidas de dispersidon para variables categdricas, una para variables

nominales y otra para variables ordinales.
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Para variables nominales, comienza rechazando la idea de Berry y Mielke de
normalizar el IQV a 1 independientemente del valor de N (multiplo o no del
numero de categorias k). Es decir, rechaza el IQV_corregido presentado por
Berry y Mielke (ver Definicién 2.7). Argumenta que en esta nueva propuesta
se pierde la propiedad de invarianza, i.e. IQV(n) = IQV (c*n) vceR* (ver
Definicion 3.2) y que ademas afiade complejidad algoritmica. El autor pone
como ejemplo los vectores n; = (2,3) y n> = (4,6) pero trabaja con los
vectores de frecuencias relativas f; = (2/5, 3/5)y f> = (4/10, 6/10) para decir
que IQV(f;) = IQV (f;) pero es facil ver que IQV_corregido (fi) =
IQV_corregido (f2). Kvalseth justifica que normalizar es innecesario
mostrando una serie de ejemplos que funcionan de forma razonable entre 0

y 1 con el IQV no normalizado.

Kvalseth trabaja el IQV aplicado a frecuencias relativas en lugar de al vector
de frecuencias y evita asi el problema de tener vectores muestrales con

componentes no enteras.

IQv: [0, 1]+ - [0, 1]

2k fif;
f — IQV(%) =(';J—1) con fi = ni/N Vie{l,...,k}.

El autor plantea que existe un desvio al alza de esta medida para valores
intermedios. Por ejemplo, dada que una muestra con fmin = (1,0) tiene
dispersién 0 y otra con fmax = (0.5, 0.5) tiene dispersion 1. Seria de esperar
que una distribucion f = (0.75, 0.25) tuviese un valor de dispersion de
alrededor del 0.5, puesto que ambas componentes estan en el punto medio
de la fminy fmax. Sin embargo se tiene que IQV(0.75, 0.25) = 0.75.

Kvalseth define entonces el coeficiente de variacién nominal (CNV) como

medida mas apropiada para recoger la variabilidad de datos nominales:
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Definicion 2.9 Coeficiente de variacion nominal (Kvalseth, 1995) -
CNV:

Dado un vector de frecuencias relativas fe[0,1]¥" de una variable estadistica

nominal X se define el indice de variacion nominal CNV como:

CNV: [0, 11 o= [0, 1]
f — CNV(f) = 1-J@-1QV(f))).

Para cualquier nUmero de categorias k se cumple que 0 < CNV < 1. Kvalseth
menciona ademas en su articulo que parece existir una relaciéon lineal entre

el CNV vy la desviacidon muestral.

Para las medidas ordinales, Kvalseth inicialmente trabajé con una medida
muy similar al IOV de Berry y Mielke aplicado de nuevo a frecuencias relativas

[lamada indice de variacion ordinal:
A*: [0, 11> [0, 1]

Zfif.‘i—j|
oy ] J _izfif"i_”.
- 4% = = k-p&=
Ma)é*zgigj‘l_” <]

gel01]” icj

Esta medida es igual a 0 cuando Jie{l,...,k} con fi= 1y f;= 0 Vj=i. El valor
maximo lo toma cuando la distribucion esta polarizada, es decir, f; = fx = V3,
y fi=0Vje{2,..,k-1} y toma el valor (k-1)/4 por lo que se tiene que 0 < A*<
1.

De hecho, si N es par, esta medida coincide con el indice de variacion ordinal
de Berry y Mielke. Si N impar se cumple que 4*(f) = (1-(1/N?)) IOV(n).

No obstante, Kvalseth expone que esta medida muestra los mismos
problemas de desvio al alza para valores intermedios que la medida para
variables nominales y propone entonces una medida analoga, el coeficiente

de variacién ordinal (COV):

Pagina 30



Definicion 2.10 Coeficiente de variacion ordinal (Kvalseth, 1995) -
CoVv:

Dado un vector de frecuencias relativas fe[0,1]¥" de una variable estadistica

ordinal X se define el indice de variacion ordinal COV como:
CoVv: [0, 1] — [0, 1]

f - CoV(f) = 1—4/(1—A*(f)).

Para cualquier nUumero de categorias k se cumple que 0 < COV < 1. No
obstante, no alcanzara el valor 1 para valores de N impares y pequefios. El

procedimiento computacional para calcular el COV es sencillo.

Ejemplo 2.5:

Calculando el coeficiente de variacién ordinal para la variable estadistica X
del ejemplo inicial (Ejemplo 2.1) con vector de frecuencias n = (25, 40, 30,
5,0) y vector de frecuencias relativas f = (0.25, 0.4, 0.3, 0.05, 0) se tiene
que A*(f) = 0.46 y por tanto COV(f) = 0.27.

2.5 Medida de dispersion (1-1?) - Blair y Lacy (1996, 2000)

Estos autores son los primeros en la bibliografia estudiada que se refieren de
forma concreta a la variabilidad de los datos como “medidas de dispersién”,
y a su opuesto, la ausencia de dispersion, a las que llaman “medidas de
concentracidon”. Inicialmente trabajan con medidas de concentracion.
Conviene notar que hoy en dia el término “concentracion” se asocia en
Estadistica a la concentracion de un bien, como por ejemplo el valor que viene
dado por el coeficiente de Gini y cualquiera de las formas alternativas de
expresarlo (Gini, 1921; Giorgi, 1990; Yitzhaki, 1998). No obstante, Blair y
Lacy se refieren a la concentracidn de los datos en una etiqueta como opuesto

a la dispersion o variabilidad de los datos entre varias etiquetas.

Como se ha visto, tanto el IOV como el COV se basan en frecuencias (n) o
frecuencias relativas muestrales (f), mientras que Leik desarrolld una medida

basada en las frecuencias acumuladas (F). Blair y Lacy toman las frecuencias
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acumuladas como punto de partida para definir una nueva medida de

dispersién que unifica las medidas anteriores.

Dada una variable estadistica ordinal X con k categorias, Blair y Lacy (1996,
2000) trabajan con las (k-1) componentes del vector de frecuencias
acumuladas (ya que Fx = 1 siempre). A continuacion modelizan este vector

de k-1 coordenadas como un punto S en Rk1,

Una vez transformada la variable ordinal en un punto S en Ek!, cuantifican
la ausencia de variabilidad de una variable estadistica ordinal (formalmente
utilizan el nombre de concentracién como opuesto al de dispersién), como la
distancia euclidea cuadratica del punto S a un punto C de coordenadas (1/2,
1/2,..., 1/2). El punto C refleja la funcién de distribucion de frecuencias
acumuladas que se corresponderia con un vector de frecuencias polarizado,

es decir, de dispersién maxima.
F2

V(0,1 |- uam

LT S — R

W (00) ' L f
1/2
Figura 2.1 —Representacion geométrica de la medida de Blair y Lacy si N par y k=3 (Blair y
Lacy,1996)

En esta seccién se analizara por simplicidad el caso N par (para mas detalles
sobre el analisis del caso impar ver Figura 2.2 y Blair y Lacy, 1996). Se tiene
por tanto la medida d?:

@ [0, 11" = [0, 1]

-1
S=(FL..R1) » &(S) =Y.(F-1/2)°,
=
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La siguiente imagen muestra la razén de la complejidad en el calculo si N
impar, ya que en este caso, el punto C no es unico. Por ejemplo, si se tienen
tres categorias (k = 3), el punto C no se alcanza y existen dos puntos de
dispersion maxima: Q = ((1/2)-(1/2N), (1/2)-(1/2N)) y R = ((1/2)+(1/2N),
(1/2)+(1/2N)).

F2

v UuQ1,1)

R

w2 - C(112.1/2)

W (0,0) ' l F

Figura 2.2 —-Representacién geométrica de la m1e’9dida de Blair y Lacy si N impar y k=3 (Blair y
Lacy,1996)

La razén de tomar como referencia en esta medida el punto de dispersién

maxima se debe su unicidad, cuando N es par. Para una variable ordinal con

k opciones de respuesta, existen k puntos de dispersion minima (aquellos que

concentran la muestra en cada una de las categorias) y sélo uno de dispersion

maxima por lo que se toma éste como referencia.

A continuacion los autores normalizan esta medida d? dividiendo entre el

maximo y se tiene la medida de concentracién de datos:

Definicién 2.11 Medida de concentracién (Blair y Lacy, 2000) - /? :

Dada una variable estadistica ordinal X con k categorias, sea S = (Fy,...,Fk-1)
el vector de las (k-1) frecuencias acumuladas (Fi<F:<...<Fi.1<1=F), se

define la medida de concentraciéon de datos de Blair y Lacy /2 como:
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2 [0, 1]¥1 - [0, 1]

k-1
2
d%(S) (F-1/2)
S=(F...Fa) > PB(S) = 2= EH .
max Max G _1/2)?
Gefogkt g( : )
G<..<Gy ;<1

La distancia maxima al vector de dispersion polar (cuyo punto de
distribuciones acumuladas seria C = (1/2,..., 1/2)) se alcanza en cualquiera
de los k puntos de dispersién minima (aquellos que concentran la totalidad
de la muestra en cada una de las categorias) por lo que d?max = (k-1)/4 y por

tanto:

k-1 )
43 (F -1/2)
(s _ &

dZ (k-1

P(S) =

Teniendo en cuenta que /2 toma el valor 0 cuando la dispersién es maxima y
el valor 1 cuando los datos estan concentrados en una categoria, los autores

proponen como medida de dispersion 1-/:

Definicion 2.12 Medida de dispersiéon (Blair y Lacy, 2000) - (1-/°):

Dada una variable estadistica ordinal X con k categorias, sea S = (Fi,...,Fk-1)
el vector de dimensién (k-1) de frecuencias acumuladas (Fx = 1), se define

la medida de dispersidon de Blair y Lacy, que denotaremos como (1-/) a:
1-2: [0, 1]x1 - [0, 1]

max

d2

max

d> —d¥(s)
S=(Fu...Fia) — 1-P(S)= —T=_—=2

Ejemplo 2.6:

Calculando la medida de Blair y Lacy para la variable estadistica X del ejemplo
inicial (Ejemplo 2.1) con vector de frecuencias n = (25, 40, 30, 5,0) y vector
de frecuencias relativas acumuladas F = (0.25, 0.65, 0.95, 1, 1) se tiene que
el punto S en el espacio 4-dimensional viene dado por las coordenadas S =

(0.25, 0.65, 0.95, 1) por lo que definiendo la distancia euclidea cuadratica
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normalizada entre S y C (punto de dispersion maxima y coordenadas '2) se

tiene que FA(S) = 0.54 y en términos de dispersion es 1-F° = 0.46.

Observacion 2.7

Sea fe[0,1]%* un vector de frecuencias relativas, y teniendo en cuenta que

F;=Zfr, entonces la medida de Blair y Lacy (/) puede ser definida

r=1

analogamente de la siguiente manera:

2: [0, 11 - [0, 1]
k-1 i
4O -1/2)°

2/f) — _i=1r=1
f - (1) k1)

Observacion 2.8

Blair y Lacy (2000) establecen la relacién entre las medidas de concentracién

?, 'y las medidas de dispersién existentes hasta ese momento:

La variacién ordinal de Leik (LOV) puede expresarse geométricamente

como la distancia de Manhattan entre la distribucidn observada y el

punto de dispersidén maxima Fnax. Para ello basta con expresar di=1/2-
k-1

IFi-1/2| y definir B = Z|(Fi ~1/2)| y Bmax = (k-1)/2. Se tiene entonces
i=1

que LOV = 1 - B/Bmax.

Es decir, LOV difiere de / y > en que es una medida de dispersion en
lugar de una medida de concentracién y en que utiliza la distancia de

Manhattan en lugar de la euclidea.

Blair y Lacy (2000) demuestran que la Unica diferencia con el indice de
variacion ordinal de Berry y Mielke es que es una medida de dispersién
y se expresa por tanto como el complementario de la medida /?:
Iov=1 - P,
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e Finalmente, dado que el coeficiente de variacidon de Kvalseth cuando N

es par cumple que COV = 1-y1-I0V se tiene que COV = 1 - /. Asi

COV es el complemento de la distancia euclidea normalizada de la

distribucion acumulada observada a la distribuciéon maxima.

Por tanto la medida de Blair y Lacy (1-/%) no se trata en realidad de ninguna
nueva medida sino que es un aglutinador de medidas que recoge las

anteriores.

Observacion 2.9

Existen otros autores (Gadrich et al., 2015) que proponen también una
generalizacién de dos de las medidas fundamentales (LOV e IOV) basandose
en una medida de distancia entre las categorias. Formalmente, dado un
vector de frecuencias relativas fe[0,1]<* de una variable estadistica ordinal X
con k categorias en una escala ordinal Ax y sea L(aj,a;) una funcidén definida

de AxxAx en R no negativa, simétrica y tal que L(ai,ai) = 0 Vie{l,...,k} se

k

k
define la variacién total de f como: V(f) = >, > L(a,a,) f, f; . Conviene notar
i=1 j=1

que Vr(f) coincide con OV(f) (ordinal variation, ver Observacién 2.6) cuando
se toma como medida L la distancia absoluta entre los ordenes de las

etiquetas: L(a;, a;) =L (I, ) ) = |j-il.

2.6 Consenso (Csn) y Disenso (Dsn) - Tastle y Wierman
(2007)

Las medidas analizadas hasta este momento se basan en los productos de
las frecuencias de las categorias analizadas dos a dos y ponderadas con
alguna medida por las distancias entre ellas. El enfoque que proponen Tastle
y Wierman (2007) con la medida que se presenta a continuacién es distinta
y recuerda a la varianza de los datos cuantitativos, ya que en ella se calcula
algo similar al promedio de las distancias a un punto de referencia

introduciendo un ponderador.
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Entre los afnos 2005 a 2007 (Tastle y Wierman, 2005, 2006, 2007) estos
autores desarrollan una nueva medida de dispersiéon cuando trabajan sobre
el problema de la toma de decisiones en un grupo, lo que motiva el nombre
que recibe (Tastle y Wierman, 2006). Construyen esta nueva medida de
dispersién como la representacién del consenso (acuerdo) y disenso
(desacuerdo), expresandolas una como opuesta de la otra siguiendo la idea
de Blair y Lacy (2000) de que ausencia total de dispersion en un conjunto de

datos implica consenso absoluto.

El consenso se utiliza en varios contextos (Akiyama et al., 2016; Elzinga,
Wang, Lin y Kumar, 2011). Es una medida que puede entenderse en el
entorno socioldégico de consenso cultural como la opinién colectiva de un
grupo, teniendo en cuenta que se aceptan grados de variacidon entre los
individuos. Se encuentran dos grandes contextos de medicién de consenso:
el propuesto por estos autores, como el porcentaje de acuerdo,
habitualmente en escalas de Likert con gradacién entre las respuestas. Y
también se mide habitualmente el consenso dentro de los modelos de

relaciones de preferencia, es decir en la toma de decisiones multicriterio, etc.

Pero Tastle y Wierman (2007) lo definen como una medida matematica que

permite determinar la dispersién entorno a un valor.

Definicion 2.13 Consenso (Tastle y Wierman, 2007) - Csn:

Dada una variable estadistica ordinal R con k categorias Az ={ai,az,...,a},
Tastle y Wierman recodifican esta variable ordinal a una variable discreta X
1

con k categorias Ax = {li,...,.Ik} con lieR vy li<l; Vi<j Realizada esta

recodificacidn, el consenso de Tastle y Wierman se define como:

! La definicion original de Tastle y Wierman (2007) no viene formulada en estos
términos. No obstante, se incluye esta definicion de escala ordinal utilizada por otros
autores (por ejemplo Kampen y Swyngedouw, 2000) para facilitar la comprension.
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Cns x: [0, l]k* -»> R

f - Cns x(f) =1+ Z fi log (1_I|I—IX) /
i=1 max _ 'min
k
donde ux(f) la media de X con u(f) = z fili v Imax — Imin €s la distancia
i=1

maxima entre categorias (independientemente del tamafo muestral en esa

categoria).

Definicion 2.14 Disenso (Tastle y Wierman, 2007) - Dsn:

El disenso es el opuesto al consenso, es decir:

K I —
DSnL,X(f) =1- CnSle(f) = —Z fl |og2(1_‘|—‘ux|) .

i=1 Imax —Imin

Observacion 2.10

Conviene notar que para poder computar el disenso de Tastle y Wierman es
necesario conocer la codificacidn numérica que se hace de las categorias.
Tastle y Wierman en ausencia de informacidon consideran que Ax = Lx =
{1,...,k} por lo que reescriben la férmula anterior como:
K ‘i_,ux| ST
Dsn x(f) = —Z f; IOQZ(l_W)’ con ux(f) = ; fii.
i=1 -

Ejemplo 2.7:

Para la variable estadistica X del ejemplo inicial (Ejemplo 2.1) con vector de
frecuencias n= (25, 40, 30, 5,0) y vector de frecuencias relativas f = (0.25,
0.40, 0.30, 0.05, 0) se tiene que ux(f) = 2.15, Imax — Imin = 4 y por tanto
Cns.x(f) = 0.71 y Dsn x(f) = 0.29.

Observacion 2.11

Notese que la formulacidn de la medida de consenso de estos autores tiene

cierto parecido con la Entropia de Shannon (ver 2.7).
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2.7 Entropia muestral de Shannon (H) - Shannon (1948)

Debido a su importancia y a su habitual uso como medida de dispersion en
escenarios de variables de naturaleza ordinal, se introduce en esta seccion la
Entropia muestral, definida por Shannon en 1948. No obstante, tal y como se
explica en la Observacién 2.12 y se ilustra en el Ejemplo 2.8, no se trata de

la medida adecuada para reflejar la dispersidon de una variable ordinal.

La entropia de una variable estadistica discreta tiene su origen dentro del
contexto de teoria de la informacién, para definir la cantidad media de
informacion atribuible a un mensaje constituido por un conjunto de sefiales.
La entropia constituye el grado de incertidumbre que se tiene ante la aparicion
de cada sefial. Si la probabilidad es la misma para todos, la incertidumbre es

maxima.

Definicion 2.15 Entropia muestral (Shannon, 1948) - H:

Dada la variable estadistica ordinal X, el conjunto L de categorias ordenadas
en el que la variable se define y sea el vector f = (fy,...,fk) de frecuencias

relativas, se define la entropia de X mediante la siguiente funcién:

Hx: [0, 1]k* -» R

7

k
f — Hyu(f) = - 2 Tilog,(f).

i=1
Notese que, por convenio, si fi = 0 entonces fi logx(fi) = 0.

Observacion 2.12

Tal y como se vera en un analisis mas exhaustivo en el capitulo 3 y tal y como
ya adelantaban algunos autores (Tastle y Wierman, 2006, 2007), la entropia
no es la medida de dispersion adecuada en el caso de variables ordinales ya
que no es sensible a permutaciones de las componentes de un vector. Esto
quiere decir que dos vectores de componentes idénticas, que difieran

Unicamente en la ordenacion de éstas, tienen la misma entropia.
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Ejemplo 2.8:

Sean v; = (50, 0, 0, 0, 50) y v> = (50, 50, 0O, 0, 0) los vectores de respuestas
dadas a una variable X que toma respuestas en una escala de Likert de 5
categorias. De forma intuitiva puede apreciarse que la dispersién ordinal de
v: es extrema, mientras que la dispersiéon de v es mucho menor. No

obstante, ambos vectores tienen la misma entropia de valor 2.

Observacion 2.13

Tal y como se ha mencionado, esta seccion sobre la entropia de Shannon se
ha incluido por su habitual uso como medida de dispersion en escenarios de
variables de naturaleza ordinal. Ademas, la entropia es utilizada por Tastle y
Wierman (2007) como base para construir su medida de dispersion ordinal.
Existen otras medidas de dispersién nominal en la literatura que también han
dado lugar a medidas de dispersion ordinal relevantes por lo que se han
incluido en esta memoria (el IQV, ver Definicién 2.6 y el CNV, ver Definicion
2.9).

2.8 Medidas de dispersion ordinal no cuantitativas

Algunos autores como Franceschini y Romano (1999), Franceschini et al.
(2004) o Garcia-Lapresta y Pérez-Roman (2015) cuestionan la conversién
numeérica realizada al asignar numeros a las etiquetas linglisticas de una
escala ordinal ya que al hacerlo se le asignan propiedades que inicialmente

no poseian.

Recalcan que no se pueden localizar en el eje de abscisas las etiquetas de

una manera correcta, dado que no hay distancia relativa definida entre ellas.

Asi, pueden encontrarse algunas medidas de dispersidon no cuantitativas
como son: el “rango de 6rdenes” (Franceschini y Romano, 1999), construido
a partir de la familia de operadores OWA (Ordered Weight Averaging) (Yager,
1988) que utilizan Unicamente operadores de minimo y maximo sin necesidad
de codificar con numeros las etiquetas de cada categoria o también la medida

de “rango ordinal” (Franceschini et al. 2004) que es una evolucion de la
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medida anterior que establece la diferencia entre las categorias teniendo en
cuenta ademas la posicidon de los niveles en la escala ordinal. También en
esta linea, hay que destacar los trabajos desarrollados por Garcia-Lapresta y
Borge (2018) en los que también se proponen nuevas medidas no
cuantitativas de dispersion ordinal (una basada en rangos, Dr, y otra basada
en Gini, D) asi como aplicaciones como las de Franceschini y Garcia-Lapresta

(2019) que utilizan esta metodologia en el contexto de problemas de decision.

2.9 Resumen

En este capitulo se ha puesto de manifiesto la importancia de tratar de medir
adecuadamente la dispersion en variables estadisticas de naturaleza ordinal
asi como la importancia de recopilarlas y formalizarlas con el rigor

matematico necesario.

Para concluir esta seccidn, a continuacién se muestra la Tabla 2.2 que resume
las principales medidas de dispersion recogidas en este capitulo asi como la

notacion, los autores, fechas y sus principales caracteristicas:
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. - Nominal Cuantitativa
Nombre Abreviatura Autor(es) Afo . / . /
Ordinal Cualitativa
Entropia H Shannon 1948 Nominal | Cuantitativa
muestral
Variacion
Ordinal de LOV Leik 1966 Ordinal Cuantitativa
Leik
Indice de
variaciéon IQv Mueller et al. 1977 Nominal Cuantitativa
cualitativa
Indice de
variacion 0oV Berry & Mielke 1992 Ordinal Cuantitativa
ordinal
Coeficiente de
variacion CNV Kvalseth 1995 Nominal Cuantitativa
nominal
Coeficiente de
variacion cov Kvalseth 1995 Ordinal Cuantitativa
ordinal
Rango de - Franceschini & 1599 | Ordinal | Cualitativa
ordenes Romano
ledida de 1-2 | Blair & Lacy 2000 | Ordinal | Cuantitativa
ispersién
Rango ordinal r_ord z;’anceschlnl et 2004 Ordinal Cualitativa
Disenso psn | jastle & 2007 | Ordinal | Cuantitativa
Wierman
Variacion Total VT Gadrich et al. 2015 |Nom./Ord.” | Cuantitativa
Medida de
dispersion Dr Garcla-Lapresta | 5515 | Ordinal | Cualitativa
basada en & Borge
rangos
Medida de Garcia-Lapresta
dispersién De P 2018 | Ordinal | Cualitativa

basada en Gini

& Borge

*Depende de la funcién L

Tabla 2.2 - Medidas de dispersién cualitativas del capitulo 2 (en orden cronoldgico)
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3 Clasificacion de las medidas de dispersion
existentes: propiedades, analisis y equivalencia.

Con el objetivo de realizar un analisis y una clasificacion de las diferentes
medidas de dispersién existentes, en esta memoria proponemos y definimos
formalmente una serie de propiedades que van permitir clarificar las
diferencias entre las diferentes medidas de dispersién existentes. Estas
propiedades haran posible detectar las principales deficiencias/bondades de la
mayoria de las medidas asi como clasificar dichas medidas en diferentes

grupos segun su comportamiento.

Para formalizar y definir las propiedades de una funcion de dispersion, se ha
analizado el trabajo llevado a cabo sobre este tema en la literatura. De
manera general, podemos decir que se le ha dedicado poca atencién a la
revision de las propiedades que una medida de dispersién ha de cumplir.
Stevens (1946) apuntaba que la propiedad de invarianza bajo
transformaciones monotonas es la propiedad basica de variables ordinales y
otros autores como Kvalseth (1995) y Blair y Lacy (1996) también mencionan
la necesidad de la invarianza ante los cambios de escala (Allison, 1978) (ver
propiedad 3.3). La presuncion de que la maxima dispersiéon se da en el vector
polar (con la mitad de la muestra en cada una de las categorias extremas,
ver Definicion 3.5), también estd presente en la mayoria de los autores

estudiados (ver propiedad 3.4).

Sin embargo, no es hasta 2006 cuando Tastle y Wierman definen mas
formalmente las reglas que debe cumplir una medida de dispersion. (Tastle y
Wierman, 2006, 2007). Posteriormente, Gadrich y Bashkansky (2012)
también enuncian una serie de propiedades deseables que debe cumplir una
medida de dispersion ordinal, entre las que se encuentran las anteriores y la
propiedad de invarianza frente a distribuciones complementarias (ver

propiedad 3.9).

Teniendo en cuenta por tanto que la formalizacidon de las propiedades que

deben cumplir las medidas de dispersion ordinal ha sido muy poco tratada en
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la literatura (Unicamente las propiedades 3.3, 3.4 y 3.9 han sido vagamente
introducidas por otros autores y no siempre formuladas matematicamente),
parece deseable introducir mas rigurosidad en este tema. Ademas, en nuestra
profunda revision bibliografica, no hemos encontrado ningun autor que analice

las propiedades en cada una de las medidas existentes.

Por estas razones, a continuacion definimos formalmente propiedades de las
medidas de dispersién (ver (F4) en 2.1) y analizamos en las medidas
presentadas en el capitulo anterior. Nétese que no se analizaran las
propiedades en la medida (1-/) (Blair y Lacy, 2000) ni con la distancia
euclidea ni con la distancia de Manhattan, dado que su relacion directa con el
resto de medidas (ver Observacién 2.8) hacen que las demostraciones de las
propiedades sean triviales. Por la misma razén, tampoco se analizara la

medida de variacién total Vr de Gadrich et al. (2015) (ver Observacion 2.9).

3.1 Tipo de output

Aunque en principio, y por definicién de lo que se entiende por una "medida",
parece natural afirmar que toda medida deberia tomar valores en el conjunto
de los numeros reales para cuantificar de alguna manera el grado de
dispersion que tiene nuestra poblacion; ni siquiera en esto estan de acuerdo
todos los autores por lo que se ha decidido incluir esta propiedad para poder
clasificar algunas medidas encontradas en la literatura como el rango ordinal
de Franceschini et al. (2004) o las medidas de Garcia-Lapresta y Borge
(2018) (Dr y Dg).

El tipo de output de la medida de dispersion puede ser cualitativo o
cuantitativo. Dentro de los cualitativos puede ser ordenado (linealmente o

parcialmente) o no ordenado (comunmente referenciado como nominal).
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3.2 No negatividad

Definicion 3.1 - D no negativa

Una medida de dispersidon D es no negativa si se cumple que
D(fi, f5,...,fx) >0 Vfe[0,1]~".

A continuacidn se demuestra que las medidas propuestas en la literatura

satisfacen esta propiedad:

Proposicion 3.1

Las medidas LOV, IOV y COV son no negativas.

Demostracion: Dado que los vectores n, f, F son no negativos y que el vector
L de categorias estd ordenado de forma que (j-/)>0 Vj>i, las métricas

anteriores cumplen esta propiedad de forma trivial. 0

Proposicion 3.2

La entropia de Shannon (H) es no negativa.

Demostracion: (ver Shannon, 1948). 0

Proposicion 3.3

El disenso de Tastle y Wierman (Dsn) es no negativo.

Demostracion:

k | — k
Dsnux(f) = =) f; logz(l——" al ) con px(f) = 2 f I
i=1 i=1

max _lmin

Como fe[0,1]%* se cumple que ).fi= 1y por tanto /Imin< (f) < lmax-

k
i=1

Ademas, por construccion de la escala ordinal se cumple que /min</i</max

| _
Se cumple por tanto que ‘/,. - yx| < lmax - Imin Vie{1,...,k} y que /|'—#/X|51.

max min
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= w]

Ademas se cumple trivialmente que >0 (por definicion de valor

absoluto y de las etiquetas de la escala ordinal).

Se tiene por tanto que [1 _/|l"_—ﬂ/x|]e[0,1] Vie{l,...,,k} y por tanto al igual

max min

que en la proposicidn anterior se cumple que Dsn. x(f)>0. 0

3.3 Invarianza de la escala (Independencia de N)

El criterio de la invarianza de la escala fue descrito por Allison (1978) y
referido por el resto de los autores estudiados. Esta propiedad asegura que
la medida de dispersion no varia cuando el tamafio muestral de cada

categoria es multiplicado por un mismo factor.

Definicion 3.2 - D invariante en la escala
Una medida de dispersion D es invariante en la escala o independiente de N

cuando se cumple que D(n1,ns,...,nk) = D(c*ni,c*n,...,c*ni) VceRT, neNk*,

Observacion 3.1

Notese que esto implicaria que el tamafio muestral del primer vector N =

K
Z”i es distinto del segundo, N’ = c*N, y por tanto esta propiedad implica
i=1
también la independencia de la medida de dispersién D respecto al tamano

muestral N.

Proposicion 3.4

El LOV es independiente de la escala.

Demostracion: (ver Leik, 1966). n|

Proposicion 3.5

El IOV (segun su definicién original, ver Definicién 2.8) no es independiente

de la escala.
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Demostracion: En la definicién de Berry y Mielke (1992) las cotas entre las
gue se divide esta medida se adaptan en funcidon de la paridad de N por lo

gue el resultado varia en funcién de N. 0

Observacion 3.2

Tal y como se indico en la Observacion 2.6 en esta memoria se trabajara con
la adaptacién de la medida IOV que toma valores en el espacio de frecuencias
relativas y utilizando para cualquier N la formula dada por Berry y Mielke para

el caso N par.

Con caracter general, es importante mencionar que aquellas medidas que no
sean invariantes en la escala, deben reformularse adecuadamente para que
satisfagan dicha condicidon y sea posible definirlas a partir de sus

distribuciones de frecuencias relativas.
Definicion 3.3 IOV indpten:
Sea fe[0,1]" un vector de frecuencias relativas, se define el IOV indpten COMO:

IOV_indpteN: [O, 1]k*_) [Or 1]

4 .
meifj(J—l) conl1<ij,j<k.

i<j

f —> IOV_indpteN(f) =

Proposicion 3.6

La medida IOV inpdpten €S independiente de la escala.

Demostracion: 10V ingpten depende del vector de frecuencias relativas y su

formulacion no depende de la paridad de N. 0

Proposicion 3.7

El COV es independiente de la escala.

Demostracion: Esta medida depende de la distribuciédn de frecuencias

relativas f que es independiente del tamafo muestral N. 0
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Proposicion 3.8

La entropia de Shannon (H) y el Disenso de Tastle y Wierman (Dsn) son

independientes de la escala.

Demostracion: Estas medidas son funcién de f, que tampoco depende del

tamano muestral por lo que también verifican esta propiedad. 0

3.4 Valores de frontera

Los autores estudiados coinciden en que la ausencia total de dispersion se da
cuando toda la muestra se concentra en una Unica categoria y que en este
caso, la dispersidon toma el valor 0. Conviene notar que esto implica la no

negatividad de las medidas analizadas (ver 3.2).

A la hora de definir la dispersién maxima, se debe mencionar que en la
bibliografia analizada refieren dos tipos de situaciones de dispersion maxima
de variables cualitativas en funcidn de si se trata de variables nominales u
ordinales (Blair y Lacy, 2000). En el caso de variables nominales la dispersion
es maxima cuando la muestra se distribuye de manera uniforme entre las
categorias (también llamado caso de mayor “spread”) y se hablara del vector
uniforme (1/k, 1/k,...,1/k). En variables ordinales en cambio la dispersion es
maxima cuando se tiene la mitad de la muestra en cada una de las categorias
extremas, es decir en la primera categoria y la k-ésima. En este caso se dice

que la muestra esta polarizada y hablaremos del vector polar (1/2,...,1/2).

Definicion 3.4 — Vector uniforme

Sea X una variable estadistica categdrica con k categorias k>1. Se define el

vector de frecuencias relativas uniforme funiforme €[0,1]<* como

funiforme = (1//(, 1//(,,1//()
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Definicion 3.5 — Vector polar

Sea X una variable estadistica categdrica con k categorias k>1. Se define el

vector de frecuencias relativas polar fooare[0,1]1€° como
fpolar = (1/2,,1/2).

Observacion 3.3

De forma general, dado un vector polar, es facil ver que la mediana Unica

serd la categoria k-ésima, es decir, se cumple que: Med_u(fpoar) = K.

Definicion 3.6 — D satisface las condiciones de frontera uniformes o

de “"spread”

Dada una variable estadistica cualitativa X diremos que una medida de
dispersion D sobre X satisface las condiciones de frontera uniformes o de

“spread” si:

1) Dispersion minima: Se alcanza la dispersion minima en los k vectores

que concentran toda la muestra en una Unica categoria.
D(f,f5,...,fc) = 0 & Jie{l,...,.k} talque fi= 1y =0 Vje{1,... k} j#i.

2) Dispersién _maxima: Se alcanza la dispersién maxima en el vector

uniforme.
D(fi1,f3,...,fc) > D(g91,92,...,9«) ¥(91,92,...,9x) < fi= 1/k Vie(1,...,k).

Definicion 3.7 — D satisface las condiciones de frontera polarizadas

Dada una variable estadistica cualitativa X diremos que una medida de

dispersion D sobre X satisface las condiciones de frontera polarizadas si:

1) Dispersiéon minima: Se alcanza la dispersion minima en los k vectores

que concentran toda la muestra en wuna Unica categoria.
D(fi,f,...,f) = 0 < 3ie{l,..,k} tal que fi= 1y fi= 0 Vje{l,.. ,k} j#i.

2) Dispersién _maxima: Se alcanza la dispersién maxima en el vector

polar.
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D(f1,fz,...,fc) > D(91,92,...,9¢) V(91,92,...,9k)

s f=1/2, fik=1/2y f=0Vje{2,..,k-1}.
Las medidas presentadas en el capitulo anterior alcanzan su dispersién
maxima por definicion en las condiciones de frontera polarizadas, excepto la

entropia de Shannon que alcanza su maxima dispersién en las condiciones de

frontera uniformes (Tastle y Wierman, 2007).

En general, se puede hablar de condiciones de frontera polarizadas para
medidas de dispersion ordinales mientras que las medidas de dispersién

nominales suelen verificar las condiciones de frontera uniformes o de spread.

3.5 Mitosis

Definicion 3.8 - D satisface la propiedad de mitosis

Sea fe[0,1]¥" vector de frecuencias relativas. Sea relN con 1<r<k y sea acR

con 0<¢a< f;. Sea f’€[0,1]¢" definido como:

fi+(a/2) Sii

(r-1)oi=(r+1),
T =< fira sii=r,

fi en otro caso.

Se dice que una medida de dispersion D satisface la propiedad de mitosis si
D(f) < D(fF).

Proposicion 3.9

El LOV satisface la propiedad de mitosis.

Demostracion: Dados fy f" como en la Definicion 3.8, se tienen los vectores

de frecuencias acumuladas:
F= (Fll---,Fr-ll Fr, Fr+1,...,1).

F' = (F1,..F'r1, F'r, Firs1,..,F%) = (F1,.c.,Fr-1+(a/2), Fr-(/2), Fr+1,...,1).
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Es decir, los vectores de frecuencias acumuladas difieren Unicamente en las

componentes r-1 y r. Se observa ademas que F’~; + F’r= Fr1+F;.

Para demostrar que LOV(f") = LOV(f), supongamos s € {1,...,k} tal que F< 2
y Fsi1> Ya.

Se recuerda que LOV(f) = (2/(k-1))id,-(f), con di(f) = Fisii<sy di(f) = (1-
Fi) si i>s. h

Si s<(r-1) o s=(r+1) = Trivialmente se tiene que LOV(f) = LOV(f"), ya que
las dos componentes diferentes estarian siendo sumadas ambas como

frecuencias acumuladas o0 ambas como su complementario, en cualquiera de

los dos casos se obtiene la misma suma.
Sis = r-1 se tiene que F1i< 2y Fr> Y

e Supongamos que también se cumple F’-;< 2y F> 2, entonces:

r-2 k
LOV(F) = (2/(k-1)) [ O F,+ Frat (1-F))+ Y. (1-F )=

i=1 i=r+1

r—

2 k
=(2/(k-1)) [ ) F + Fr1+(a/2)+ 1-Fr+(a/2)+ Z (1-F)1=
j=1

i= i=r+1

= LOV (f) + (2/(k-1))a.
Y como a=0 = LOV(f) = LOV(f).

e Supongamos o/2 tal que F'.1 = Fr.1+(a/2)>"2. Se tiene por tanto que

F’>>, entonces:

r-2 k
LOV(FY = (2/(k-1)) [ 2 F; + (1-Fra)+ (1-F7)+ 2, (L-F))1=

i=1 i=r+1

k
Fo+ (1-Fra-(a/2)+1-Fr +(a/2)+ ), (1-F) 1=

i=r+1

=(2/(k-1)) [

r-2
i=1

r-1

k
=(2/(k-1)) [ LF +1-2F1+ 2 (1-F)1=

i=1
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= LOV (f) +(2/(k-1)) (1- 2F1).

Y como Fr.1£1/2 = 2 Fr.; £1 = (1-2 F-1)=0 = LOV(f) =LOV(f).
e Supongamos «/2 tal que F’r; < V2 pero también F’-< 72 Conviene notar

que F’r+1 = Fr+12 F>1/2, entonces:

r-2 k
LOV(F) = (2/(k-1)) [ 2 F i+ Frg+ Fry ), (1-F )=

i=1 i=r+1

-

k
Fi+ Frat(af2)+F-(ef2)+ ), (1-F) 1=

i=r+1

=(2/(k-1)) [

-2
1

—

r—

k
=(2/(k-1)) [ D F +2F-1+).(1-F)1=

i=1 i=r
= LOV (f) +(2/(k-1)) (2F-1).

Y como F>1/2 > 2 F>1 = (2 F~1) >0 = LOV(f) > LOV(f).

Sis = rsetiene que Fr< V2 y Fryi>V2:

Notese que Frr; = Fre1 >Y2 . Ademas, como F’r = F-(a/2) y a20 = F< F.<
Y2y F'r.1 < Y2, luego las dos componentes ry (r-1) del vector de frecuencias
acumuladas que son diferentes en F y F’ son sumadas directamente y como

1 + F’-= F.1+F; se tiene que LOV(f) = LOV(f). O

Proposicion 3.10

El IOV indpten Satisface la propiedad de mitosis.

Demostracion:

4 Ve LS L
IOV_indpteN(f,) = k_lzf/fj(.]_l) = k—lz Zlfffj(]_l)-
i<j i=1 j=i+

Tras algunos calculos puede verse que:
IOV_indpteN(f,) = IOV_indpteN(f) + a (fr' (05/2))

Como 0<a<f;, entonces a (f--(a/2))=0y por tanto IOV indgpten(f) =IOV jngpten(f).
0
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Proposicion 3.11

El COV satisface la propiedad de mitosis.

Demostracion:

)
COV(F) = 1~ I-TOV o or(F) = 1- \/1 ~[IOV gpien(F) + a(f, - %)] >

1)
> 1= [1-I0V e (F) = COV(E).

(1) La desigualdad se cumple porque 0<(a/2)<a<f;y por tanto
a(f-(a/2))=0. O

Proposicion 3.12

La medida Dsn no satisface la propiedad de mitosis.

Demostracion: Sea una variable estadistica ordinal R recodificada a una
variable discreta X con 5 categorias Ax = {1, 2, 4, 6, 7} y sea el vector f =
(0.2, 0.2, 0.1, 0.2, 0.3). Tomando r = 4y a = 0.1 se tiene f = (0.2, 0.2,
0.15, 0.1, 0.35). Se tiene que Dsn(f) = 0.732 y Dsn(f") = 0.729 por tanto no

se cumple la propiedad de mitosis. 0

Proposicion 3.13

El Dsn con Ax = Lx = {1,...,k} (ver Observacién 2.10) satisface la propiedad

de mitosis.

Demostracion: Dados fy f’como en la Definicién 3.8. Las Unicas componentes

que difieren entre ambos vectores son las componentes (r-1), ry (r+1).

k k

Se cumple que u(F) = 2 F' 01 =D F1 +(a/2)(r-1)-a r+ (o/2)(r+1) = (.
i=1 i=1

Notaremos wu(f) = wu(f) = p.

Se quiere demostrar que:

_ & i = « i —ay _
Dsn(f) = -3 f',log,(1 - 21y 2 -3 flog,(1 - L—£1y = Dsn(h.
i=1 k - 1 =1 k — 1
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Como u(f) = wlf) y fi = fivi= {(r-1), r, (r+1)} se quiere demostrar que:

. C-D-d el ¢ +1)-s
fr—llogz(l—‘kT|+f,|092(1—H)+fr+1|092(1——‘ 1 |)5
(r=1)-pu (r+1)-pu
<f, ,log,(1- ‘k%) f.log,(1 - ‘k |)+f+1|ng(1 —‘ 1 |)

Teniendo en cuenta la Definicion 3.8, la inecuacidon anterior quedaria:

(r=1)-4 Ir = 1 (r+1) - 4]

(e/2) Ing(l_T a log,(1 - P )+( a/2) log,(1 - T) <0.
(r-1)- uI (r+1) - 4 Ir = 1

Ing(l T |ng(1—T)SZIng(1—H).

—-1)-— —
|092[(1—‘(rk_)1 Ay L k) “)1<log, 11 - ‘ “')21

(r-m-1_  |(r-m+1] |r =4 —u|

[(I_T)(l_T)]S(l P 1

Como k-1>0, [(k —1)=|(r — u) = YI[(k = 1) =|(r = z1) + YT < ((k = 1) =|r — )’
Sean a = k-1y b = r-u, se tiene entonces:
[a-|b-1][(a-|b+1]<(a—|b]).
Hay que notar que como 1<r<k > k=23 > a =k-1 2 2>0>
2> (a-1) 21> (a-1)?=(a-1).
A continuacion se analizaran las diferentes casuisticas:

e Sib=0->(a-1)? <a°

e Sib=16b=-1->a(a-2) <(a-1)>

e Sib>1-> (a-(b-1))(a-(b+1) <(a-b)?<((a-b)+1))((a-b)-1) <(a-b)>.
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e Sib<-1>(a+(b-1))(a+(b+1)<s(a+b)*<((a+b)-1))((a+b)+1)<(a+b)%.

e Si 0<b<1>(a+(b-1))(a-(b+1))=<(a-b)* & ((a-1)+b)((a-1)-b)<(a-b)?

& (a-1)%2-b?<(a-b)*< (a-1)?<(a-b)?+b?, que se cumple ya que 0<b<1.

e Si -1<b<0->(a+(b-1))(a-(b+1))<(a+b)’=((a-1)+b)((a-1)-b)<(a+b)?
< ((a-1)+b)((a-1)-b)<((a-1)+(1+b))? & (a-1)?>-b*<((a-1)+(1+b))?,
gue se cumple ya que (1+b)>0 vy b>>0. 0

Proposicion 3.14
La medida de entropia muestral H no satisface la propiedad de mitosis.

Demostracion: A continuacion se muestra un contraejemplo. Sean f = (0.1,
0.2,0.3,0.1,0.3)y f= (0.1, 0.35, 0, 0.25, 0.3), se cumple que H(f) = 2.17

> 1.88 = H(f"), por lo que la entropia no satisface la propiedad de mitosis. O

3.6 Indice D€[0,1]

Otra propiedad deseable de una medida de dispersién es que se encuentre

acotada en el intervalo [0,1].

Proposicion 3.15

Las medidas LOV, IOV indgpten Y COV toman valores en el intervalo [0,1].

Demostracion: Estas medidas se construyen dividiendo entre el valor maximo

gue pueden tomar (ver capitulo 2), por tanto verifican esta propiedad. 0

Proposicion 3.16

El Disenso de Tastle y Wierman (Dsn) esta acotado en el intervalo [0,1].

Demostracion: (ver Tastle y Wierman, 2007). 0

Proposicion 3.17

La entropia de Shannon (H) no esta acotada en el intervalo [0,1].

Demostracion: La entropia de Shannon verifica la cota inferior ya que es
minima cuando 3je{1,2,...,k} talque f; = 1y fi= 0 Vizj.
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Se tiene entonces por convenio que H(f) = - fi*log.f; = 0.

Pero no verifica la cota superior en el caso de frontera de distribucién
uniforme. En este caso se tiene que f; = (1/k) Vvie {1,2,...,k}, y por tanto H(f)
= - k (1/k) log2(1/k) = logz(k) que no estad acotado, con lo que la entropia

no verifica la cota superior de 1. 0

Obsérvese que para el caso frontera de polarizacion se tendria que f; = 1/2,
fc=1/2 y fi= 0 Vie{2,....k-1}. Por tanto, H(f) = - ((1/2)log2(1/2) +
(1/2)log2(1/2)) = - log2(1/2) = 1.

Definicion 3.9 — Entropia de Shannon acotada - H*:

La entropia de Shannon acotada viene dada por la siguiente expresion:

H*(f) = H(f) /logz(k).

Notese que en ese caso H* si verificaria H*(f)<[0,1] Vf €[0, 1]~.

3.7 Invarianza frente a traslaciones

Una de las propiedades que mas se le atribuyen al concepto de dispersién o
varianza en Estadistica es la de invarianza de la medida frente a traslaciones.
Tanto en el marco de variables estadisticas cuantitativas como en el de
variables aleatorias, cuando a un conjunto de datos X lo trasladamos una
constante a (es decir transformamos la variable estadistica X en otra Y =
X+a) cualquier medida de dispersion deberia dar el mismo valor sobre X que

sobre X+a.

Si bien es cierto que esta propiedad parece clara en el contexto de variables
estadisticas cuantitativas, no queda claro cémo expresar dicha propiedad en
el contexto de variables no cuantitativas (ya sean ordinales o nominales). A

continuacion se presentan un concepto que recoge la idea de traslacién:
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”

Definicion 3.10 f?> Vector resultado de una traslacion de “a

posiciones en el vector de frecuencias relativas f

Dado un parametro aeN vy fe[0,1]¥" un vector de frecuencias relativas con f;
= 0 Vje{k-a+1,...,k}, se define f%) como el resultado de una traslacién de “a”
posiciones en el vector de frecuencias relativas f cuando se cumple que f#; =
0 Vje{1,..,a} y f¥; = fi, Vie{a+1,... k}.

Ejemplo 3.1:
Dado a = 2 y un vector f = (0.2, 0.5, 0.3, 0, 0) entonces f? = (0, 0, 0.2, 0.5,
0.3) es el resultado de una traslacidn de 2 posiciones en el vector de

frecuencias.

A\ 4

Esta traslacién puede ser entendida como que la poblacién se desplaza “a

posiciones en la escala ordinal fija de forma homogénea.

Si el ejemplo anterior fuese tomado de una escala de Likert, se entenderia
gue inicialmente el 50% de la poblacién estaba en “Desacuerdo”, encontrando
un 30% “Neutral” y un 20% "“Muy en Desacuerdo”. Las opiniones de la
poblaciéon se desplazan 2 posiciones en la escala de Likert encontrando
entonces que el 50% de la poblacion esta en la categoria de “Acuerdo”, el
30% antes “Neutral” esta ahora “Muy de acuerdo” y finalmente el 20% que

estaba “Muy en Desacuerdo” que paso6 ahora a “Neutral”.

Definicion 3.11 - D invariante frente a traslacion en f

A\ /4

Diremos que una medida D es invariante frente a una traslacién de “a
posiciones en el vector de frecuencias relativas cuando se cumple que D.(f)
= D,(f?) Vvf vector de frecuencias y % vector de frecuencias resultado de

una traslacion “a” posiciones de f.

Ejemplo 3.2:
Dados los vectores anteriores f = (0.2, 0.5, 0.3, 0, 0) y f# = (0, 0, 0.2, 0.5,
0.3), y el parametro a = 2 y una medida D invariante frente a traslaciones,

se tiene entonces que D(f) = D(f?).
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Proposicion 3.18

El LOV es invariante frente a traslaciones en f.

Demostracion: Sean los vectores f = (fi,f>,...,fk-2,0,..(...,0) y ) = (0,...¢%)...,0,
f@,44,...,,f%), vector trasladado de f “a” posiciones. Como f?; = fi,
vie{a+1,...,k} se tiene que f? = (0,...,0,f1,...,fk-a).

El vector de frecuencias acumuladas del vector trasladado f? viene definido

i
por F(@); = Z f (a)r
Si i < a entonces F@; = 0 y por tanto d;(f?) = F@;=0

i a i i
Si i>a entonces F@; = Zf(a)r =Zf(a)r+ zf(a)r= 0 + Zfr—a=

r=1 r=1 r=a+l r=a+l
i—a
Z fj = Fi.a (cOn j = r-a).
j=1
Por definicion:
- -
F@;  si F@;< 1, Fiia  SiFia< 2,
di () =< =< = di-o(f).
1 - F@; si F@); >, 1 - Fia Si Fra >V,
- -
Se tiene entonces que:
2 g @ ; (@) 2§
LOV(f®) = —=->"di(1®) (F@y = 2 N4 () =
(k—l)é | (k- 1)%1 (k-3 5,
k
9 ka o) 2
k—l); () k& i(f) = Loveh.

(1) Por la definicién de f, se tiene que F; = 1 Vie{a+1,...,k} y por tanto
di(f) = 0 vie{a+1,...,k}. 0
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Proposicion 3.19

El IOV indpten €S invariante frente a traslaciones en f.

Demostracion: Sean los vectores f = (fi,f>,...,fk-2,0,..(...,0) y 2 = (0,...¢%)...,0,
f@,41,...,f%), vector trasladado de f “a” posiciones. Como f?; = fi,
vie{a+1,...,k} se tiene que f? = (0,...,0,fi,...,fk-a).

4 .
napten (F) = _4_ S @, @ (i i) = — P 1930 =
IOV_[ dptN(f ) me i f ](J_I) k—l Z 1 J(J )

i<j je{ a+l,...k}

D
_ i—_i= 4 Py =
= 2 fi fJ(J |) 1 E fi fj(J_l)_ IOVJndpteN (f)

Ry i<j
(1) fj= 0 Vje{k-a+1,...,k}. O

Proposicion 3.20

El COV es invariante frente a traslaciones en f.

Demostracion: Sean los vectores f = (fi,f>,...,fk-2,0,..(...,0) y f%) = (0,...¢%)...,0,
f@s41,...,F2) = (0,...,0,f1,...,fa), vector trasladado de f en “a” posiciones. Se

tiene entonces segun indican Blair y Lacy (2000) que COV(f®) =

1-J1-IOV(f®). Y por la proposicidn anterior se tiene que la expresién

anterior es igual a 1 -1 - IOV(f) = COV(f). 0

Proposicion 3.21

La medida Dsn no es invariante frente a traslaciones en f.

Demostracion: A continuacién se muestra un contraejemplo. Sea una variable
estadistica ordinal R recodificada a una variable discreta X con 5 categorias
Ax = {1, 2,4, 6,7} y sea el vector f = (0.2, 0.5, 0.3, 0, 0) y f# = (0, 0, 0.2,
0.5, 0.3), vector resultado de una traslacién de 2 posiciones. Se tiene que
Dsn(f) = 0.26 y Dsn(f?) = 0.21 por tanto la medida de disenso de Tastle y

Wierman no es invariante frente a traslaciones en f. O
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Proposicion 3.22

El Dsn con Ax = Lx = {1,...,k} (ver Observacion 2.10) es invariante frente a

traslaciones en f.

Demostracion: Sean los vectores f = (fi,f>,...,fk-2,0,..(%...,0) y f2) = (0,...¢%)...,0,

f@s41,...,f7%) = (O0,...,0,f1,...,fc-a), vector trasladado de f en “a” posiciones.

Se demostrard primero que u(f?) = a + u(f). Sea m = j-a, entonces:

k k k k-a
wt@ = 2t o @ o Y - S aem ity -
j=1 m=1

j=a+l j=a+l

k—a k-a Kk k k
ame+mem=ame+mem =a+ux(f)yaque2fm=1.
m=1 m=1 m=1

Se tiene entonces que:

: (@) & —(a+ (1)
DSnL,x(f(a)) =—Zf(a)i |092(1— 1 =—-Z fi—a |092(1—‘T)
i=1 i=a+1
Sea m=j-a, entonces la expresidn anterior es igual a:
k—a m— f K _
x ()] m—px (1)
- fm Iogz(l—‘—x|) = - fn Iogz(l—‘—x|) = Dsnyx(f). 0
o} k-1 o] k-1

Proposicion 3.23

La entropia de Shannon (H) es invariante frente a traslaciones en f.

Demostracion: Sean los vectores f=(fi,f,...,fc-2,0,..4...,0) y f&) =(0,..?...,0,
f@a41,...,f2) = (0,...,0,f,...,f-a), vector trasladado de f en “a” posiciones. Se

tiene entonces que:

k k-a
Hxu(f) = =) flog,(f) = =Y flog,(f,) =
i=1 i=1

Pagina 60



K K
= = FDog,(F?) = 3 F'10g,(F,) = Hy, (@), ;
i=1

i=a+1

3.8 Invarianza frente a permutaciones

Definicion 3.12 - D invariante frente a permutaciones
Una medida de dispersion D satisface la invarianza frente a permutaciones si
y solo si D(f) = D(II(f)) VII permutacion de k elementos, fe[0,1]<" vector de

frecuencias relativas.

Observacion 3.4

Notese que las medidas de dispersidn que satisfagan esta propiedad son
validas para variables cualitativas nominales pero no lo son para variables
cualitativas ordinales, por lo que no es una propiedad deseable de las

variables ordinales.

Proposicion 3.24

Las medidas LOV, IOV indpten, COV y Dsn (tomando Ax = Lx = {1,...,k}, ver

Observacién 2.10) no son invariantes frente a permutaciones.

Demostracion: Se mostrara un contraejemplo. Sean los vectores v = (0.5,

0.5, 0) y sea el vector permutacién w = (0.5, 0, 0.5). Se tiene entonces que:

e LOV(v)=0.5=1=LOV(w).

o IOV indgpten (v) = 0.5 % 1 = IOV jndpten (W).

e COV(v) =0.29=1=COV (w).

e Dsn(v) =0.42 =1 = Dsn(w). 0

Proposicion 3.25

La medida H (entropia de Shannon) es invariante frente a permutaciones.

Demostracion: Dado un vector de frecuencias relativas f y cualquier
permutacion del mismo I1(f), se cumple por la propiedad conmutativa de la

suma que:
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K K
Hx,.(f) = _zfilogz(f;) = _an(i)Ing(fn(i))- U
i1 i-1

3.9 Invarianza frente a distribuciones complementarias

Esta propiedad, propuesta de forma poco rigurosa por Gadrich y Bashkansky
(2012) se formaliza a continuacién y se analiza para las diferentes medidas

existentes.

Definicion 3.13 - Distribuciones complementarias

Sean dos vectores de frecuencias relativas fy f’ con f, f’[0,1]<". Se dira que

fy f’son complementarios si verifican que i’ = fri+1 Vie{1,...,k}.

Notese que esto quiere decir que f' = (f1,f%>,...,f«x) = (f«,fx-1,...,f1).

Ejemplo 3.3:
Dado un vector f = (0.1, 0.4, 0.3, 0.2, 0) entonces "= (0, 0.2, 0.3, 0.4, 0.1)

es el vector complementario.

Definicion 3.14 - Invarianza frente a distribuciones complementarias

Una medida de dispersion D satisface la invarianza frente a distribuciones

complementarias si y solo si D(f) = D(f") V f, f complementarios.

Proposicion 3.26

El LOV es invariante frente a distribuciones complementarias.

Demostracion: Sean fy f’ dos vectores de frecuencias relativas

complementarios, se tiene entonces que: LOV(f’) = —Zdi(f').

El vector de frecuencias acumuladas F’ del vector complementario f’verifica

que:

Si i = k entonces Fx = 1 y por tanto d«(f") = 0.
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i i k-i
Sliik: Fi=Zflr =ka_r+1 =1'Zfr =1—Fk_,',
r=1 r=1 r=1

Entonces:
Fi Si Fi<2, (1-Fii Si 1-Fri<Va, 1-Fii Si Fi-i> V2,

di(f) = = = = dii(f).
1-F; siFi>Y2, |Fii Sil1-Fii>"2, Fi-i Si Fi-i<'2,

Notese que si Fx-i = 2 entonces 1-Fx.; = Y2 y por tanto la igualdad se cumple

en cualquiera de las dos expresiones.
Se tiene entonces que:
k-1

LOV(f)—ﬂZ (1) = 4= 1)2 i(f )—ﬂ dy_i(f)

o kl

kD2 d—i(f) = = 1de jn(f) = Lov(h).

(1)Por definicion se tiene que F« = 1 y por tanto dvk = 1-Fc = 0.

Conj =i+1y teniendo en cuenta la propiedad conmutativa de la suma.no

Proposicion 3.27

El IOV indpten €S invariante frente a distribuciones complementarias.

Demostracion: Sean fy f” dos vectores de frecuencias relativas

complementarios, se tiene entonces que:

' (-0) = —ka i1 fioja (5 -1) .

i<j I<j

IOV_indpteN (f ’) - k 1

Seam = k-i+1y n = k-j+1. Entonces i = k-m+1y j = k-n+1y j-i = m-n.

Como i<j, entonces n<m y por tanto m-n>0.
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Haciendo el cambio de variable se tiene que la expresion anterior es igual a:

4

1 Dt fa(m=n) = IOV ingpren(f). u

n<m

Proposicion 3.28

El COV es invariante frente a distribuciones complementarias.

Demostracion: Sean fy f’ dos vectores de frecuencias relativas

complementarios, se tiene entonces que:

COV(F) = 1-\1-I0V ,y0(F).

Y por la proposicién anterior se tiene que la expresidn anterior es igual a

1= \1-I0V ye(F) = COV(H). 0

Proposicion 3.29

H es invariante frente a distribuciones complementarias.

Demostracion: Sean f y f° dos vectores de frecuencias relativas
complementarios y sea j = k-i+1. Se cumple entonces por la propiedad

conmutativa de la suma que:
k k 1

Hou(f) = - 3 Filoga(Fi) = - Y fiivaloga(fiisn) = - D, fjloga(fy) =
i=1 i=1 j=k

= Hx,.(f). 0

Proposicion 3.30

La medida Dsn no es invariante frente a distribuciones complementarias.

Demostracion: Se muestra a continuacion un contraejemplo. Sea una
variable estadistica ordinal R recodificada a una variable discreta X con 5
categorias Ax = {1, 2,4, 5, 7} y sea el vector f= (0.1, 0.4, 0.3, 0.2, 0) y su
complementario f* = (0, 0.2, 0.3, 0.4, 0.1) Se tiene que Dsn(f) = 0.36 y
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Dsn(f?)) = 0.32 por tanto la medida de disenso de Tastle y Wierman no es

invariante frente a distribuciones complementarias. 0

Proposicion 3.31

El Dsn con Ax = Lx = {1,...,k} (ver Observacion 2.10) es invariante frente a

distribuciones complementarias.

Demostracion: Sean f y f° dos vectores de frecuencias relativas

complementarios.

Dsn.x (f7) = Zf |092(1—‘ il )|) con px(f’) = Zlf
j=1

Se demostrara primero que u(f) = k+1 - u(f):
Sea m = k-j+1, entonces:

k k 1

j=1

j=1 m=k

K K Kk k
=k Y fn=>mfn +> fo =k+l- (), yaque: Y fy =1

m=1 m=1 m=1 m=1
Entonces:
k i—,u (f') k i—(k+1—y (f)
DSnL,X(f ,) =_Zf'i |ng(1_‘+|) =—Z fk—i+1 Ing(l—‘ = X |) =
i=1 i=1
: (k=1+12) - 1, ()] ‘ m— ()
= _Z fki+llogz(1_‘ k 1 ‘ - _Z fm |ng(1—‘ k 1 ‘) -
i=1 m=1 -

= Dsn; x(f), con m=k-i+1 y teniendo en cuenta la propiedad conmutativa de

la suma. O
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3.10 Monotoniaen k =2. Linealidad, concavidad y convexidad

Kvalseth (1995) detectd que la medida IOV presentaba un desvio al alza para
valores intermedios. Esto plantea el estudio de la monotonia de las medidas

analizadas.

A continuacion se estudiard la monotonia de las funciones de dispersidon

presentadas en el caso k = 2.

Dada una variable estadistica X con k = 2 categorias se tiene que su vector
de frecuencias relativas podra expresarse en funcién de un Unico parametro
a, ac[0, V2] siendo f= (a, 1-a) y F = (a, 1).

En este caso la funcidén de dispersion se define de R en R:

Dy: [0, 1/2] - R
o > Di(a) = D(f.L).

En este caso particular se tiene que las condiciones de frontera son las
mismas, ya que el caso de maximo spread es también el caso de polarizacion.
Se cumple que D(0) = 0y D(1/2) = 1.

Proposicion 3.32

El LOV es una funcion lineal.
Demostracion: Como F = (¢,1) se tiene que d:(n) = Fi=ay d2(n) = 1-F> =0.
Entonces, LOV(a) = 2a y la funcion LOV es lineal. n|

Proposicion 3.33

El IOV indpten €S Una funcidn no lineal, creciente en a<[0, 2] y concava.

Demostracion: El indice de variacién ordinal puede expresarse en funcién de

las frecuencias relativas mediante la siguiente transformacion:

4 ..
IOV_indpteN(f) = mz 1:I fJ(J _I).

i<]j
IOV indpten(@) = 4 a (1-a) = 4a-42.
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Como 4a-4c?# 2a, IOV indpten NO €s una funcién lineal.

Se tiene ademds que IOV ingpten'(2) = 4-8a > 0 en «e[0,Y%2], entonces
IOV indpten €S UNa funcién creciente. Como IOV indpten’’(a) = -8 es una funcion

concava. 0

Proposicion 3.34

El COV es una funcion lineal.

Demostracion: Como se menciond anteriormente, se cumple que COV =

1-[1-I0V .. entonces: COV(a) = 1-1-4a +4a’ = 1-/(1-20)? = 1+(1-2a)

=2a , dado que a<[0, ¥2]. Asi pues COV(a) es lineal. 0

Proposicion 3.35

La entropia de Shannon H es una funcién no lineal, creciente en a<(0, 2] y

concava.

Demostracion:
k
Hxu(a) = =2, fi100,(f) = —[alog,(a)+(1-a)log,(L-a)].

() 1, _
l-a)In2”

11
(Hx,(2))" = —[logy(a) +a———+(-1)logy(1-a)+(1-a)
aIn?

~lloga @)+ —loga(t-a)- ] = ~loga ().

Como ae(0, 2], entonces «/(1-a)<1 y por tanto (Hx,.(a))" = 0 con lo que

Hx,i(a) es creciente.

Se tiene ademas que:

I [ B e N ) W R N
(Hx, ()" = (1—a)2 . In2] = {—(1_0[)“'”2} < 0 por lo que
Hx,.(a) es concava en ae(0, 2]. 0
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Proposicion 3.36

Dsn con Ax = Lx = {1,...,k} (ver Observacion 2.10) es una funcién no lineal,

creciente en ae(0, 2] y cdncava.

Demostracion:

k i K
Dsn; x(f) = —Zfi |092(1—%), con ux = Z fil.
i=1 B i=1

Como f = (a, 1-a), se tiene que u(f) = a + 2(1-a) = 2-a

Dsnix(f) = —[alogy(1-[1-(2—a)|) + 1—-a)log, (1—[2— (2—a)|)]

= —[alogy (1—|a 1)) + (1-a)log (L —|a])] -
Y como ae(0, 2] se tiene que:
Dsnix(f) = alog,(a)+(@Q—«a)log,1—a)].

Por tanto Dsn en el caso kK = 2 se corresponde con la entropia y por la

proposicidon anterior se trata de una funcién no lineal, creciente y cdncava. o

3.11 Independencia a valores extremos en situaciones
simétricas

Existen varios estudios que analizan el impacto de los rangos utilizados en las
respuestas para los valores extremos (Albaum y Murphy, 1988; Watkins,
1992; Clarke, 2000). Por ello parece interesante analizar cémo las medidas
de dispersion toman en cuenta estos valores. La propiedad que se presenta a
continuacion analiza el impacto de los valores extremos en la dispersion
calculada con las diferentes medidas propuestas anteriores en el caso de
distribuciones simétricas, entendiendo por esto que se trata de distribuciones
“centradas”, es decir, variables estadisticas cuyas medidas de tendencia

central se encuentran en la categoria media.
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Definicion 3.15 - Independencia a valores extremos en situaciones
simétricas (mediana Unica central)

Sea X una variable estadistica ordinal que toma valores en una escala ordinal
con k un numero impar de categorias y sea fe[0,1]%" vector de frecuencias
relativas tal que Med_u(f) = j = (k+1)/2. Sea acR tal que f* = (fi-o,f>,...,fk-1,
fi+a)e[0,11¥" y que sigue cumpliendo que Med_u(f*) = j= (k+1)/2. Entonces,
se dice que una medida de dispersién D es independiente a valores extremos

en situaciones simétricas (mediana Unica central) si D(f) = D(f%).

Ejemplo 3.4:
A continuacion se muestra el calculo de la dispersién con las métricas
presentadas en el capitulo 2 para 3 vectores con mediana Unica en la

categoria central que difieren Unicamente en la distribucién en los valores

extremos:
Ejemplo 1 2 3 4 5 LOV IOV jndpten COV Dsn H
f 50% 0% 50% 0% 0% 0.5 0.5 0.29 042 1

fo4 10% 0% 50% 0% 40% 0.5 0.66 042 052 136
fo-2 25% 0% 50% 0% 25% 0.5 0.75 0.5 0.5 1.5

Tabla 3.1 - Dispersion de vectores con mediana Unica central con las diferentes medidas

Proposicion 3.37

Las medidas IOV ingpten, COV, Dsn y H no son independientes a valores

extremos en situaciones simétricas.

Demostracion: El ejemplo anterior sirve como contraejemplo. 0

Proposicion 3.38

El LOV es independiente a valores extremos en situaciones simétricas.

Demostracion: Sean los vectores f = (fi,f5,...,f;...,fc-1.,k) Yy f*= (fi-a,f5,..., ...,
fe-1.fk+a) con j = (k+1)/2 = Med_u(f) = Med_u(f*), entonces:

Lov(F) ‘mZd( Rl 1)[Zd(fa)+2d(fa }—
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O&, | < N - T = A = v R
k- 1){ ' +;(1_r=1fr)} (k_l)[- fﬁZZ"f}

r=

T%

2

= m[[ f“1+( f“1+f2)+...+( fa1+f2+...+fj_1)] +

+ [(fjr1+fea+. .+ )+ (fjea+. .+ )+ L+ f4]] =

2
(k-1

[[(f1+a)+((f1+oc)+f2)+ +((f1+0c)+f2+...+fj-1)] +

@
+ [(fj+1 + fj+2+...+(fk-oc)) + (fj+2+...+ (fk-a)) + .. +(fk-0c)]] =

W 2 (k-1 &Y
= (k_l)[ AN _( a)+22f}=LOV(f)-

i=1r=1 i=j r=j+1

(1) j=(k+1)/2. 0

3.12 Discusién sobre las medidas de dispersion ordinales

A continuacion se muestra un cuadro resumen del estudio realizado a lo largo
de esta seccion indicando en rojo aquellas medidas que son diferentes del

resto en el analisis de cada propiedad:
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rxyr_ord Dsn

Propiedad Lov 10V indpte cov H
. Dr Y Da AndpeeN Ax={ly,e, i}
Tipo de output Cualit. Cuanti Cuanti Cuanti Cuanti Cuanti
P P Ordinal ) ' ) ) )
No negatividad No aplica Si Si Si Si Si
Invarianza . , , , , ,
Escala/N No aplica Si Si Si Si Si

Valores frontera No aplica Polarizada Polarizada Polarizada Polarizada Spread

Mitosis No aplica Si Si Si No No
De[0,1] No aplica Si Si Si Si No
Invarianza . , , , ,
. No aplica Si Si Si No Si
Traslaciones
Invarianza . ,
. No aplica No No No No Si
Permutaciones
Invarianza
Distribuciones No aplica Si Si Si No Si
complementarias
No lineal, No lineal, No lineal,
Andlisis en k=2 No aplica Lineal creciente Lineal  crecientey crecientey
y céncava concava concava
Independencia a
valores extremos . ,
. No aplica Si No No No No
(mediana
central)

Tabla 3.2 - Resumen del andlisis de las propiedades de las medidas del capitulo 2
(en rojo las medidas que son diferentes del resto en cada propiedad)
Dejando al margen las medidas cualitativas de Franceschini y Romano
(1999), Franceschini et al. (2004) y las medidas Dr y D de Garcia-Lapresta
y Borge (2018), la Tabla 3.2 de propiedades permite clasificar las diferentes

medidas estudiadas de acuerdo a sus propiedades.

La medida H o entropia de Shannon (1948) es la Unica medida que cumple
las condiciones de frontera uniformes o de spread y es invariante ante
permutaciones lo que hace que sea una medida de dispersidon adecuada para

variables cualitativas nominales pero que no lo sea para variables ordinales.

El resto de las medidas contemplan la dispersién ordinal y son todas medidas

no negativas, invariantes de la escala e indices.
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El disenso de Tastle y Wierman (Dsn) tal y como lo definieron sus autores
(ver Definicion 2.14) es la uUnica medida que no verifica la propiedad de
invarianza frente a traslaciones o a distribuciones complementarias. Al igual
gue la entropia, Dsn no satisface tampoco la propiedad de mitosis. Hay que
resaltar que es una medida construida de forma muy diferente a las demas
medidas cuantitativas de dispersidon ordinal, encontrando cierta semejanza
por un lado con la formulacion de la Entropia y por otro con la varianza de

variables continuas ya que contempla la distancia a un valor promedio.

Las medidas LOV, IOV indgpten Y COV son las mas similares en cuanto a las
propiedades que satisfacen. No obstante, el COV se diferencia del IOV indpten
en que es una medida lineal en k = 2, lo que tiene sentido ya que su autor
queria precisamente corregir el desvio que habia encontrado en la medida del
IOV indpten. Para conseguir esta correccion el autor introduce la raiz cuadrada

lo que hace la medida mas compleja analiticamente.

Finalmente el LOV es idéntico al COV en todas las propiedades analizadas
salvo en que el LOV satisface la independencia a valores extremos en caso

situaciones simétricas.

3.13 Equivalencia entre funciones de dispersion

En esta seccidn se introduce el concepto de equivalencia entre funciones de
dispersion con el objetivo de generar una relacién entre medidas de

dispersidén que permita clasificarlas en grupos similares.

Definicion 3.16 - Medidas de dispersion equivalentes

Dos medidas de dispersiéon ®; y ®> son medidas de dispersidon equivalentes
(d1 ~ ®7) si: V X, Y variables estadisticas ordinales que toman valores en el

mismo conjunto de categorias Ax se satisface que ®i1x < @1y & Dax < Day.

En otras palabras, dos medidas son equivalentes si ordenan la dispersion de

cualesquiera dos variables estadisticas ordinales de la misma manera.
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Obviamente, la relacién “ser equivalente” establecida entre medidas de
dispersién en la definicidon anterior es una relacidén de equivalencia y por tanto

proporciona una clasificacion del conjunto de medidas ordinales.

Proposicion 3.39

La relacion ~ entre dos medidas de dispersion dada en la Definicion 3.16 es

una relacién de equivalencia.
Demostracion:
Reflexividad: v® medida de dispersion se cumple de manera trivial que ©~®.

Simetria: Sean ®; y ®, medidas de dispersidén, se cumple de manera trivial

que si @1 ~ ®; = O, ~ Oy,

Transitividad: Sean @1, ®,, ®3 medidas de dispersion, se demostrara que si @1
~Oy Oy ~ O3 = O ~ D3,

Sean X e Y variables estadisticas ordinales que toman valores en el mismo
conjunto de categorias Ax . Por hipotesis se satisface que ®i1x < P1y & Dax <
Dy ¥ Dax < Oyy <& DO3x < O3y por lo que se tiene que ®i1x < Oy & D3x <

dsy, es decir, ®; ~ O3. a

El hecho de que la relacién definida sobre el conjunto de medidas de
dispersidén sea una relacion de equivalencia permitira clasificar las medidas

de dispersidn en clases.

Lema 3.1

Sean ®; y @, dos medidas de dispersion equivalentes (®; ~ ®,), entonces se

satisface que vV f, g € [0,1]¥":

®1(f) = D1(g) & Do(f) = D2(g).
Demostracion:

= Sean f, g € [0,1]¥" con ®1(f) = d1(g).
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Entonces se tiene que ®1(f) < ®1(g) lo que implica que ®,(f) < ®2(g) por ser
equivalentes. Por otro lado, también se tiene que ®1(g) < ®:(f) lo que implica

que ®(g) < O,(f), y por tanto que tiene que ®(f) = ®2(g).

< Idem. O

Proposicion 3.40

Sean ®@;, ®; dos medidas de dispersion equivalentes, entonces se satisface

que:
a) No negatividad: @, satisface 3.2 < @, satisface 3.2.
b) Invarianza de la escala: ®; satisface 3.3 < ®; satisface 3.3.
c) Valores de frontera: ®; satisface 3.4 < @, satisface 3.4.
d) Mitosis: ®; satisface 3.5« ®; satisface 3.5.
e) Invarianza frente a traslaciones: ®; satisface 3.7 < @, satisface 3.7.
f) Invarianza frente a permutaciones: ®; satisface 3.8 < ®; satisface 3.8.

g) Invarianza frente a distribuciones complementarias: ®; satisface 3.9 <

@, satisface 3.9.

h) Independencia a valores extremos en situaciones simétricas: @1

satisface 3.11 < @, satisface 3.11.
Demostracion:

a) Propiedad 3.2 - No negatividad

La propiedad 3.2 de No negatividad se cumple trivialmente por definicidon de
medida de dispersién, en particular para cualquier par de medidas de

dispersion equivalentes.

b) Propiedad 3.3 - Invarianza de la escala (Independencia de N)

< Sea ®; una medida de dispersidn que satisface 3.3. Entonces VceR*, neN#

se cumple que ®1(ns,nz,...,nx) = ®i(c*n;,c*ny,...,c*ny). Por el Lema 3.1 se
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tiene entonces que VceRY, neN¥ ®y(ny,nz,...,n) = ®2(c*ni,c*ny,...,c*nk) por

lo que se deduce que @, satisface 3.3.

= Idem.

c)

1)

2)

d)

Propiedad 3.4 - Valores de frontera

= Sea ®; una medida de dispersidon que satisface las condiciones de

frontera polarizada. Entonces se satisface que ®1(f) < ®1(f) < ®1(fpolar)
vfe[0,1]%*, con fo = (fi, f5,..., fk)€[0,11<" en el que 3ie{1,...,k} tal que
fi=l vy fooar=("2,...,Y2) el vector polar (Definicion 3.5).
< Sea @, una medida de dispersidon equivalente a ®;, entonces

vfe[0,1]¥, se satisface que ®(fy) < ®2(F) < D2(fpoar) Ya que ambas

medidas ordenan igual.

= Sea ®; una medida de dispersidén que satisface las condiciones de

frontera uniformes o de spread. Entonces se satisface que ®i(fp) <
®1(f) < ®1(funirorme) VFE[0,11%%, con fo = (fi, f,..., fi)€[0,11<" en el que
die{1,...,.k} tal que fi= 1Y funirorme = (1/k, 1/k,..., 1/k) el vector uniforme
(Definicion 3.4).

< Sea ®; una medida de dispersion equivalente a ®;, entonces
vfe[0,1]%", se satisface que ®(fp) < ®2(f) < D(funiforme) Ya que ambas

medidas ordenan igual.

Propiedad 3.5 - Mitosis

= Sea ®; una medida de dispersidn que satisface 3.5. Entonces
vfe[0,1]¥" se cumple que ®1(f)< d1(f) con f dado en la Definicion 3.8.

Como @1 ~ @, se cumple que ®z(f)< O(f) y por tanto @, satisface 3.5.

< Idem.
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e)

f)

g)

h)

Propiedad 3.7 - Invarianza frente a traslaciones

= Sea ®; una medida de dispersién que satisface 3.7, entonces

vfe[0,11" con fi = 0 Vje{k-a+1,..,k} se tiene que ®i(f) = O1(Ff¥)
donde f? es el vector resultado de una traslacion de “a” posiciones en
el vector (Definicién 3.10). De manera trivial puede demostrarse que
si @, es una medida de dispersidon equivalente a ®;, debe satisfacerse

que Oy(f) = ®(f%) por el Lema 3.1.
< Idem.

Propiedad 3.8 - Invarianza frente a permutaciones

= Sea ®; una medida de dispersidon que satisface 3.8. Entonces, VII
permutacion y Vfe[0,1]¢" se cumple que ®:(f) = ®4(I1(f)). Por el Lema
3.1 se tiene que si @, es una medida de dispersidn equivalente a @1,
debe satisfacerse que ®,(f) = ®(T1(f)).

< Idem.

Propiedad 3.9 - Invarianza frente a distribuciones complementarias

= Sea ®; una medida de dispersion que satisface 3.9. Entonces
vfe[0,1]¥" se cumple que ®i(f) = ®1(f) siendo f’ la distribucion
complementaria (Definicién 3.13). Por el Lema 3.1 se tiene que si @,
es una medida de dispersion equivalente a ®@;, entonces debe

satisfacerse que ®; (f) = ©(F).
< Idem.

Propiedad 3.11 - Independencia a valores extremos en situaciones

simétricas

= Sea ®; una medida de dispersidon que satisface 3.11 Entonces
vfe[0,1]¥" se cumple que ®1(f) = ®1(f*) siendo f* el vector dado en la
Definicién 3.15. Por el Lema 3.1 se tiene que si ®, es una medida de
dispersion equivalente a ®;, entonces debe satisfacerse que ®y(f) =
Do(f%).
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< Idem. 0

Observacion 3.5
Obsérvese que dos medidas equivalentes no tienen necesariamente que

satisfacer las propiedades 3.6 y 3.10.

3.14 Equivalencia de las medidas de dispersion existentes
para variables ordinales

A continuacién se analizard la relacion de equivalencia entre las medidas
estudiadas en el capitulo anterior. Para ello, se comenzara viendo un ejemplo

y posteriormente se pasard a demostrar las diferentes relaciones de

equivalencia.

Ejemplo 3.5:
La Tabla 3.3 muestra cinco vectores de frecuencias relativas de respuestas
dadas a una variable estadistica ordinal con respuestas en una escala de

Likert de 5 categorias:

EJEMPLOS MD D N A MA
Ej.1 0% 32% 16% 53% 0%
Ej.2 0% 0% 5% 50% 45%
Ej.3 7% 7% 33% 50% 3%
Ej.4 3% 0% 0% 11% 86%
Ej.5 83% 4% 4% 8% 0%

Tabla 3.3 - Ejemplo 3.5 Frecuencias relativas de 5 vectores en una escala de Likert
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La representacidn grafica de los ejemplos anteriores es la siguiente:

-

MA
. @ Q @ T -
v @ Q o
@ ° o
MD @ o

@Ej.l OFj.2 9Ej.3 QEi.4 @Ej5
Figura 3.1 - Representacion grafica de los vectores de frecuencias relativas del Ejemplo 3.5

A continuacion se muestran las medidas cuantitativas del capitulo 2 aplicadas
a estos vectores del ejemplo (de nuevo las medidas (1-/?) con la distancia
euclidea y de Manhattan y la medida de variacién total Vr han sido excluidas
del analisis dada su relacion directa con el resto de las medidas, ver

Observacién 2.8 y Observacion 2.9):

EJEMPLOS LoV 10V _indpten cov Dsn H
Ej. 1 0.39 0.47 0.27 0.34 1.43
Ej. 2 0.25 0.3 0.16 0.21 1.23
Ej. 3 0.35 0.46 0.26 0.32 1.71
Ej. 4 0.11 0.2 0.11 0.22 0.68
Ej. 5 0.19 0.32 0.18 0.29 0.9

Tabla 3.4 - Dispersion de los vectores del Ejemplo 3.5 con las medidas del capitulo 2

Teniendo en cuenta la dispersién de cada ejemplo con cada medida, a
continuacion se muestra el ranking de los ejemplos ordenados de mayor a

menor dispersién indicando en color cuando el orden difiere entre ellos:
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Lov IOV_indpteN cov Dsn H

Mayor Dispersion 1 1 1 1 3
3 3 3 3 1

2 5 5 5 2

5 2 2 4 5

Menor Dispersion 4 4 4 2 4

Tabla 3.5 - Ejemplos ordenados decrecientemente segln su dispersién con cada medida

Puede apreciarse que la ordenaciéon es bastante similar en todas las medidas
excepto en la entropia (H) lo que es logico ya que la entropia es una medida

de dispersidn propia de variables nominales.

Para las medidas restantes puede apreciarse que IOV indgpten Y COV ordenan
los ejemplos de manera similar (dado que son medidas equivalentes, como
se demostrara en la Proposicion 3.41). EI LOV y el Dsn presentan diferencias
en la manera de ordenar los ejemplos por lo que no son medidas equivalentes

ni entre ellas ni con la clase de las medidas IOV indpten Y COV.

Proposicion 3.41

Las medidas IOV _ingpten Y COV son equivalentes.

Demostracion: Como COV = 1—4/1—IOVJndpte,v , se trata de una transformacion

biyectiva estrictamente creciente del IOV jndpten Y por tanto se cumple que son

equivalentes. 0

Proposicion 3.42

El LOV no es equivalente ni a IOV jndpten Ni @ COV.

Demostracion: El Ejemplo 3.5 muestra un contraejemplo. 0

Proposicion 3.43

La entropia H no es equivalente a LOV, IOV indpten Ni @ COV.

Demostracion: El Ejemplo 3.5 muestra un contraejemplo. 0
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Proposicion 3.44

El Dsn no es equivalente a LOV, IOV indpten, COV, ni a la entropia H.

Demostracion: El Ejemplo 3.5 muestra un contraejemplo. 0

3.15 Conclusiones sobre la clasificacion de medidas
existentes

Las propiedades definidas a lo largo de este capitulo y el analisis de las
mismas sobre cada una de las medidas existentes en la literatura, permiten
clasificar de manera univoca las medidas de dispersién ordinal encontradas
hasta la fecha. La relacién de equivalencia introducida permite agrupar las

medidas.

En principio las medidas consideran equidistancia entre las categorias de la
escala subyacente; bajo esta hipétesis, los analisis anteriores llevan a pensar
que la medida de IOV ngpten Seria la mejor medida en términos de propiedades

analiticas e interpretativas.

Por otra parte, el Dsn o disenso de Tastle y Wierman (2007) es una medida
que propone un enfoque conceptual diferente e interesante ya que puede
entenderse como trasladar el concepto de varianza en variables continuas a
variables ordinales, puesto que utiliza una transformacion de la distancia a la
media con una formulacion parecida a la entropia, propia de variables
cualitativas. Presenta no obstante algunos problemas ya que al utilizar una
formulacion similar a la entropia, los resultados dejan de ser facilmente
interpretables y es mas complejo a nivel analitico. Ademas en el calculo del
disenso, Tastle y Wierman (2007) realizan operaciones propias de variables

continuas que no estan definidas en un entorno ordinal.
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4 Generalizacion de las medidas de dispersion para
variables ordinales

En este capitulo se propondra un enfoque general de las medidas presentadas
anteriormente y se estudiaran en profundidad los elementos que lo integran.
Teniendo en cuenta las conclusiones del capitulo anterior (3.15), seran
generalizaciones a partir de las medidas IOV ingpten Y Dsn. Se estudiara

ademas la relacidn entre esta generalizacion y las medidas existentes.

4.1 Enfoque general de las medidas existentes

Tras el andlisis realizado en los capitulos anteriores sobre las medidas de
dispersion de variables ordinales encontradas hasta el momento y sus
propiedades, se pueden agrupar la mayoria de ellas en dos bloques segun el

enfoque conceptual que utilicen.

Por una parte estan aquellas que miden la discrepancia media entre dos
observaciones escogidas al azar (IOV_ingpten Y COV). Estas medidas se basan
fundamentalmente en los productos de las frecuencias de las categorias dos
a dos ponderados por una medida de distancia entre ellas. Este enfoque
podria entenderse como una manera natural de definir el GMD (Gini Mean
difference) en un contexto ordinal (Yitzhaki, 1998; Yitzhaki, 2003; Giorgi,
2005).

Por otra parte, existe un segundo enfoque formado por las medidas que
miden la concentracién en torno a un punto de referencia, es decir aquellas
que calculan distancia media de todas las observaciones a un punto de
referencia. Este es el caso del Disenso de Tastle y Wierman (2007) (Dsn) que
se basa en una idea similar a la varianza de datos cuantitativos ya que se
calcula como el promedio de una funcién de distancias relativas a un punto

de referencia ponderadas por un peso.

Las medidas de Franceschini et al. (2004) y de Garcia-Lapresta y Borge

(2018), dada su naturaleza cualitativa, no pertenecen a ninguno de estos dos
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grupos. Finalmente, aunque a priori la formulacién de la medida LOV no se
asemeja a ninguno de los dos enfoques planteados, demostraremos en la
seccién 4.3 una formulacién equivalente que permite incluirla en el segundo

grupo de medidas.

Ejemplo 4.1

Si las observaciones fuesen la ciudad de residencia de cada individuo, el
primer tipo de medidas, que mide la discrepancia media de dos observaciones
escogidas al azar, calcularia la distancia entre las ciudades de cada par de
individuos elegidos de forma aleatoria de forma que el peso de ciudades con
mayor poblacién les asignaria una probabilidad mayor. El segundo tipo de
medidas, que mide la discrepancia media a un punto de referencia, calcularia
en cambio la distancia de cada individuo a un punto de referencia, que podria
tomarse como el centro geografico en este caso, asignando también como

peso la probabilidad de la poblacion del individuo.

Antes de poder presentar en esta memoria una formulacién general sobre las
diferentes medidas cuantitativas de dispersién ordinal, es necesario realizar

las siguientes dos observaciones:

Observacion 4.1

Obsérvese que las medidas de dispersién ordinal clasificadas en el primer

grupo (IOV indpten Y COV) pueden reescribirse como D(f) =h i f.f, disc(i, j) |,

i,j=1
i#j

donde h es una funcién mondtona creciente y disc es una funcion en B* que

recoge la diferencia o discrepancia entre las categorias.

Asi se tiene por ejemplo que IOV jngpten puede escribirse como ®gsc CON

4

= =D (x) y disc(i,j) = |j - i|. Conviene notar que si h(x) = x es facil

h(x)

ver que se tiene la medida Vr (Gadrich et al., 2015).

De manera analoga, siendo h y disc las funciones descritas anteriormente,

las medidas definidas en el segundo grupo (Dsn) pueden expresarse como
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Di(f) = h[

k .
f, disc(i, r)j, donde r es el punto de referencia en torno al cual se
=1

!

calcula la dispersién y se obtiene a partir del vector de frecuencias f.

Observacion 4.2

Obsérvese por otro lado que las dos expresiones anteriores asumen la
posibilidad de definir una diferencia o discrepancia entre las categorias (disc),
lo que no siempre es facil cuando se esta tratando con etiquetas de una
variable ordinal. En particular, en Franceschini et al. (2004) se detecta y
analiza este problema de la atribucién de una medida de distancia entre las
categorias de una variable ordinal, cuyas caracteristicas son exclusivamente

el orden de las categorias. Para ello muestra el siguiente ejemplo:

Ordinal distribution Ordinal distribution
b 0.3

03 — »
% S 02
3 021 =
g o
£ s
g £ 0.1 —
® 01 T .
a o
[

0.0 T_ — ==
T reject  medium  good excellent
0. = == = == = ualit ualit uality
reject [ty madiurm gead excallan poor_q v qualy ety
uaity quaity quality qualty quality Uncoded levels

Figura 4.1 - Ejemplo de distribucion de una variable ordinal donde el concepto de distancia
no esta definido (Franceschini et al., 2004)

El autor trata de resolverlo definiendo la medida cualitativa mencionada en el
capitulo 2, de forma que no le atribuya propiedades que la variable ordinal
no posee. Esta solucion, si bien correcta, es poco practica dado que limita
excesivamente cualquier tipo de analisis de la variable. Otros autores han

continuado en esta linea de investigacion (ver Garcia-Lapresta y Borge,
2018).

Como ya se ha mencionado, la mayoria de los autores resuelven este
problema asignando distancias entre los 6rdenes de las categorias, es decir,
transformando la variable ordinal en una variable cuantitativa discreta. Al
hacer esto, estan atribuyendo propiedades no presentes en la escala original.

Por ejemplo, este tipo de transformacién permite entender que en una escala
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de Likert de 5 categorias la diferencia entre la categoria “Muy de Acuerdo” y
“Neutro” es la misma que el salto de la categoria “Acuerdo” a “Desacuerdo”,
algo que teniendo en cuenta el cambio de opinién que subyace en el segundo
salto no parece cierto. Es decir, intuitivamente no es cierto que disc(1,3) =
disc(2,4). Ademas, se estd suponiendo una linealidad que no tiene por qué
cumplirse. Por ejemplo, al asignar valores a la siguiente escala de valoracién
de peliculas {“"Obra Maestra”, “Muy Buena”, “Buena”, “Regular”, “*Mala"} se
esta suponiendo la que la distancia de “Buena” a “Mala” equivale al doble de
la distancia de “"Obra Maestra” a "Muy buena”, algo que de nuevo no refleja

la intuicion natural de las etiquetas.

No existe por tanto una distancia definida entre las categorias de las escalas
ordinales y por tanto no pueden realizarse operaciones aritméticas con las
categorias o equivalentemente con los érdenes de las categorias. Por esta
razon, al calcular la dispersion de una variable estadistica ordinal sélo tendria
sentido considerar las discrepancias entre las categorias existentes en la

escala.
Todo lo anterior tiene dos implicaciones directas sobre la Observaciéon 4.1:

e La funcién disc debe interpretarse por tanto como una matriz de
diferencias que representa las posibles discrepancias entre las

etiquetas de la variable ordinal.

e El valor de referencia en el segundo enfoque presentado debe ser una
categoria de la variable ordinal ya que ni las etiquetas ni los érdenes
de las variables ordinales permiten realizar ninguna operacién para

calcular otro valor.

Por estos motivos en esta memoria se proponen dos familias de medidas @y
y ®w,rer €n funcidn de la naturaleza de la medida de dispersidén. Se buscara
que permitan recoger la escala ordinal con las posibles tendencias
subyacentes (por ejemplo las mencionadas anteriormente: Likert, escala de

valoracion de cine, etc).
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Teniendo en cuenta la Observacién 4.2, la propuesta del primer enfoque de
las medidas de dispersion, una medida basada principalmente en los
productos de las frecuencias de las categorias dos a dos ponderados por una

medida de discrepancia entre ellas, puede expresarse del siguiente modo:

Definicion 4.1 - Medida de dispersion sin referencia para variables

ordinales (®w)

Sea X una variable estadistica ordinal que toma valores en el conjunto de
categorias Ax = {ai,az,...,ax} o de forma equivalente en el conjunto de érdenes
de las categorias Lx = {1, 2,..,k}. Dada una matriz de diferencias W de
dimensiones kxk tal que w; denota la discrepancia entre la categoria a; y la
categoria aj, o equivalentemente entre los 6rdenes asociados /iy /;, y dada h,
funcidn monodtona creciente con h(0) = 0, se define la siguiente medida de

dispersién:

ow: [0,1]> R

k
2. 1 WuJ'

i,j=1
i#j

f - Ow(f) = h[

El segundo tipo de medidas de dispersion, definido a partir de la diferencia
media ponderada de todas las observaciones a un punto de referencia de la
escala, puede expresarse de forma muy similar al primero teniendo en cuenta

las discrepancias de cada categoria a la categoria de referencia:

Definicion 4.2 -Medida de dispersion con referencia (®w,iref)

Sea X una variable estadistica ordinal que toma valores en el conjunto de
categorias Ax = {a;,az,...,ax} o de forma equivalente en el conjunto de érdenes
de las categorias Lx = {1, 2,..,k}. Dada una matriz de diferencias W de
dimensiones kxk tal que w;; denota la discrepancia entre la categoria a; y la
categoria aj, o equivalentemente entre los érdenes asociados /iy /j y sea h
una funcién mondtona creciente, con h(0) = 0, se define la siguiente medida

de dispersion:
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(DW,Iref: [0,1]k*—) R

1

K
f - Owie(f) = h f/ Wirer |,
=]

donde /ref es una medida de tendencia central que toma un Unico valor que
coincide con el orden de una categoria de la escala (arercAX, lrerelx) y €s

obtenida a partir de la distribucion de frecuencias f.

Teniendo en cuenta Observaciéon 4.2 y el analisis de las posibles medidas de
tendencia central visto en 2.1.1, en esta memoria trabajaremos con la
mediana Unica Med_u (ver Definicidn 2.4) como medida de tendencia central

y denotaremos a dicha medida de dispersidon por ®w med u.

Observacion 4.3

Notese que podriamos haber escogido la moda como medida de tendencia
central forzando la unicidad al valor mas alto o bajo por ejemplo. No obstante,
es bien conocido el problema de robustez de la moda como medida de

tendencia central tal y como se muestra en el siguiente ejemplo:

Sean los vectores f = (0.34, 0.33, 0,0, 0.33) yg = (0.33, 0.33, 0, 0, 0.34)
cuya diferencia es minima f- g = (0.01, 0, 0, 0, -0.01).

Se tiene que Moda(f) = 1 y Moda(g) = 5 y la dispersion viene dada por:
@, |, moda(f) = 1*0.33 + 4*0.33 = 1.65.
(I)\ Iy Moda(g) = 4*%0.33 + 3*0.33 = 2.31.

La discrepancia media respecto al valor de referencia en el vector fes de 1.65
mientras que para g es de 2.31. Esto supone mas de medio punto de
diferencia en la dispersién en una escala de 5 categorias donde la

discrepancia maxima entre categorias es 4.

Esto se debe a que, a pesar de la similaridad de los vectores fy g, al calcular
la dispersion respecto a la moda en el vector f, un tercio de la poblacidon dista

4 categorias de la referencia y otro tercio tan sdlo una categoria. En el vector
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g en cambio, dos tercios de la poblacidn distan 4 6 3 categorias, por lo que

la dispersién es mucho mayor.

0,5 \MODA =1 fo~ 1/3 0,5 - . 13 MODA =5
< 1~ 5
f,~ 1/3 -
0,4 . 12 / 04 - g, ~1/3 R

o
w

03

o
o

0,2

o
s

0,1 -

Frecuenciarelativa de cada salto
Frecuenciarelativa de cada salto

(=}
i
[=}

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Discrepancia o Salto Discrepancia o Salto

Figura 4.2 - Explicacion grafica de la Observacion 4.3

4.2 Interpretacion de las medidas propuestas

La matriz de diferencias W representa las posibles discrepancias las
categorias asociadas a cada par de observaciones. Es decir, define Ia

“distancia” o los “saltos” entre cualesquiera dos categorias.

Asi, la medida de dispersidn con referencia ®w,med v que se propone, podria
interpretarse como la agregacién de una variable estadistica discreta que

toma valores wiveq v para cada categoria i con frecuencia f.

Ejemplo 4.2:

Sea f = (0.55, 0.2, 0.10, 0, 0.15). Sea w; = |i - j|. Se tiene que Med_u(f) =
1. Por tanto, en este caso se medira la discrepancia de cada categoria a la
primera categoria. Podria considerarse la variable aleatoria que toma valores
0 (el salto de la categoria 1 ala 1), 1, 2, 3 6 4 (salto de la categoria 5 a la
categoria 1) con la probabilidad definida por la frecuencia relativa del vector
f.
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Figura 4.3 -Frecuencia relativa de los saltos del Ejemplo 4.2

Definicion 4.3 - Variable estadistica discreta asociada a una medida

de dispersion con referencia

Sea X = {xi,..,xny} una variable estadistica ordinal que toma valores en el
conjunto de categorias Ax = {ajaz,..,ax} o de forma equivalente en el
conjunto de érdenes de las categorias Lx = {1, 2,...,k} y sea f = (f1,f>,...,f) el
vector de frecuencias relativas asociadas a X. Dada W una matriz de

diferencias y l.r el orden de la categoria de referencia. Sea D = {Wirer
ie{1,...,k}}. Se define entonces la variable estadistica d que toma valores
en el conjunto D con frecuencias f,.

a: D - [0,1]

Wimed v —> d (Wirrer) = fi.
Observacion 4.4
d= Dw Med_u-

Definicion 4.4 - Variable estadistica discreta asociada a una medida
de dispersion sin referencia

Sea X = {xi,..,xny} una variable estadistica ordinal que toma valores en el
conjunto de categorias Ax = {ajaz,..,ax} o de forma equivalente en el
conjunto de érdenes de las categorias Lx = {1,2,...,k} y sea f = (fi,f>,...,f«) €l

vector de frecuencias relativas asociadas a X. Sea W una matriz de

Pagina 88



diferencias. Sea D = {dr= wy i,j €{1,...,k}, re{1,..., kxk}. Se define entonces

la variable estadistica d que toma valores en el conjunto D con frecuencias

k
dr= Z fi fj .
i, jelL,. k
con w;=d,

Q|
O
2
—
o
[
—

g - d@y=g= 2N,

Observacion 4.5

d=q)w.

4.3 Relacion entre las medidas propuestas y las medidas
existentes

En esta seccién se estudiara la relacion entre las medidas propuestas y las

medidas cuantitativas presentadas en el capitulo 2.

No se consideraran en este analisis las medidas de dispersidn cualitativas
(medida de Franceschini et al., 2004, ni la medida de Garcia-Lapresta y
Borge, 2018) ni aquellas medidas que aglutinan las anteriores (ver
Observacién 2.8 y Observacion 2.9). Se analizara por tanto la relacién de LOV
(Leik, 1966), IOV (Berry y Mielke, 1992), COV (Kvalseth, 1995) y Dsn (Tastle

y Wierman, 2007) con las medidas propuestas anteriormente.

En primer lugar se analizaran las medidas de dispersion sin referencia.

Proposicion 4.1

Sea X una variable estadistica ordinal que toma valores en el conjunto de
categorias Ax = {ai,az,...,ax} o de forma equivalente en el conjunto de érdenes

de las categorias Lx = {1, 2,...,k} y sea f = (f,f>,...,f«) el vector de frecuencias
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relativas asociadas a X. Sea W una matriz de diferencias de dimensiones kxk
tal que w; denota la discrepancia entre la categoria a; y la categoria aj, o
equivalentemente entre los érdenes asociados /i y ;. Se cumple que la medida
de dispersiéon ®w con w; = |j - i | (que se notard como @) es equivalente a
las medidas IOV indpten Y COV.

Demostracién: El Indice de Variacion Ordinal (IOV ingpten) Y €l Coeficiente de
Variacion Ordinal (COV) son transformaciones biyectivas estrictamente
crecientes de @, , por tanto ordenan la dispersidn de cualesquiera dos
variables estadisticas ordinales de la misma manera y se cumple que son

equivalentes. 0

Para el analisis de las medidas de dispersion con referencia, se analizara la
relacién con el Dsn (Tastle y Wierman, 2007) que establece distancias entre
cada categoria y el valor de referencia. El problema es que el valor de
referencia no es necesariamente un valor de la escala ordinal, es decir, los
autores no tienen en cuenta la problematica explicada en la Observacién 4.2
sobre el la medicidon de la distancia entre las categorias de una variable
ordinal y las operaciones permitidas entre los drdenes de la misma. Por esta

razon, esta medida no puede ser una particularizacion de ®w,ier (Definicion

1

4.2). Si es en cambio una particularizacidon de D/(f) = h( 3 f d,-sc(,-,r)j (ver

Observacién 4.1):

Proposicion 4.2
Dsn o el disenso de Tastle y Wierman (2007) aplicado a una variable
estadistica discreta X con k categorias Ax = {/1,...,Ik}, ieRy i< |; Vi<j

(recodificacion necesaria de una variable estadistica ordinal genérica, ver

Definicién 2.14) es una particularizacion de la medida de dispersién D

|l, - r k
tomando como disc (i, r) = -log,(1-———) y r = u(f) = Z fili .

max min i:1

Demostracion: Trivial. ]

Quedaria pendiente la relacidon con el LOV que se presenta a continuacion:

Pagina 90



Teorema 4.1

La medida de dispersion ®w,ref tomando como valor de referencia la mediana
Unica (ver Definicidon 2.4) y como diferencia el valor absoluto (@ med u) €S
proporcional al LOV (Leik, 1966).

Demostracion: Teniendo en cuenta la Observaciéon 2.3 se tiene que LOV

puede ser expresado como:

LOV(f) = ﬂz i(f),
donde d: [0, 1]¥ - [0, 1]
f S d),
( i i
F/=Zfr siF;=Zfrsl/2,
r=1 r=1
con di(f) = <

1-F=1- sz en otro caso.

Supongamos je{1,...,k} con F;>%2y Fi<1/2 Vie{1,...,j-1}, entonces:

Lov(h) = o= 1)201() (k 5 Zd(f)+2d(f) =

-1 k-1 k
_ (k 5 g; r+Z(1 Zf) = (k 5 ;;fr+;r;lfr _

= m[[fﬁ (fi+f2)+..+(fr+fo+. 1)) + [(fr1 + fzt. ) + (Frz+..+ fi)

+ .. +f]] =
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k 2
{Z(Jl)f + Z(l i] (kzl)[Z“ j fi]=m @ ,4() 2

i=j+1

@ 2

= &-1) D |, med_u(f).

(1)La dltima igualdad se cumple ya que utilizando la Definicion 2.4, el valor j
gue define el cambio en la funcién d; del LOV es la mediana Unica del

conjunto de datos.

Asi se tiene que LOV es igual a @, ,veq v Mmultiplicada por una constante y por

tanto son medidas proporcionales. 0

Observacion 4.6

Hay que notar que si por un momento consideraramos la variable estadistica
ordinal como una variable continua y se tuviese una distribucién cuya
mediana Unica coincidiese con la media y fuera una de las categorias de la
escala, el LOV seria la misma medida que la desviacidn media (Dm(x) =

>

i=1

X; —X‘

ZIH

Es decir, la primera medida ordinal encontrada en la literatura, propuesta en
1966, es muy similar a la desviacién media y puede por tanto interpretarse
como la distancia media con respecto a la medida central de la distribucidn,

entendiendo como medida central la mediana Unica.

A continuacién se presenta un resumen de las equivalencias encontradas
entre las medidas de dispersidn propuestas ®w y ®w,ref Y las medidas de

dispersion del capitulo 2:

@” ~ Iov_indpteN ~ COV

@l |, Med_u ~ LOV

Pagina 92



5 Analisis paramétrico de las diferencias entre
categorias de una variable ordinal

En este capitulo se presentaran las hipdtesis y propiedades que debe cumplir
la matriz de diferencias W, incluyendo el caso particular de escalas ordinales
con clases. A continuacion incluimos una propuesta para el calculo de la
matriz de forma semi-automatica en funcién de un vector de parametros y
estudiaremos si las medidas resultantes del uso de esta matriz verifican las

diferentes propiedades presentadas en el capitulo 3.

5.1 Hipotesis sobre la matriz de diferencias W

En esta seccidn se definen ciertas propiedades de la matriz W de las medidas
de dispersidn propuestas, que representa las diferencias entre las categorias
de una variable estadistica ordinal. Se muestran ademas ciertas propiedades

deseables que se verifican a menudo.

5.1.1 No negatividad

Como medida de distancia, la matriz W debe verificar que W(/,1;})>0 Vi,j e {1,
2,...,k}.

5.1.2 Distancia nula

La matriz W debe cumplir que W(/;,l;}) = 0 vie{1, 2,...,k}.

5.1.3 Concordancia entre categorias

Esta propiedad refleja algo que intuitivamente es claro: fijando una categoria,
el peso o distancia de las categorias restantes a la categoria fijada debe
aumentar a medida que se toman categorias mas alejadas. Una matriz de

diferencias W en escalas ordinales debe satisfacer esta propiedad.
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Definicion 5.1 - Propiedad de concordancia entre categorias

Sea W una matriz de diferencias de dimensiones kxk, se dice que W satisface

la propiedad de concordancia entre categorias si se cumple que:

j-il<lj-il o wy<wyVi j,je{l,.. k.

5.1.4 Simetria
Con frecuencia, la matriz W cumple propiedad de simetria: W(/;,1;) = W(l;,1})
vije{l, 2,..,k}.

Conviene notar que aunque intuitivamente se trata de una matriz simétrica,
el conocimiento experto o posibles investigaciones abren la posibilidad de que
la distancia varie en funcién de si se mide en un sentido o en el sentido
inverso. Segun el contexto podria suceder, por ejemplo, que en una escala
de Likert el cambio hacia el acuerdo sea mas “facil” que hacia el desacuerdo
y por tanto habria menos distancia o ponderacion. Asi la distancia de “Neutro”
(3) a “Muy de Acuerdo” (5) seria inferior que la distancia de “Muy de Acuerdo”
a “Neutro” W(3,5) < W(5,3).

Observacion 5.1

Notese que si la matriz W es simétrica, se cumple que wj; = wj y entonces se
cumple que la medida de dispersidn sin referencia ®w verifica la siguiente

relacion:

k k

ow(f) = 2, Fif; wy =2 2 Ff; wy
o= =l
1#] J

-

5.2 Matriz de diferencias en escalas ordinales con clases

Una escala ordinal puede presentar clases, es decir, sus categorias pueden
particionarse en grupos o clases. Por ejemplo, en general, una escala de
Likert esta particionada en tres clases: la clase de la actitud positiva, la de

actitud negativa y la clase de actitud neutra que generalmente coincide con

Pagina 94



una unica categoria, la categoria central. Las escalas de Likert son un ejemplo
muy habitual de escala ordinal, no obstante, cualquier escala ordinal podria
agrupar sus categorias en clases. Por ejemplo, las categorias en las que la
agencia de rating Standard & Poor’s califica las empresas a largo plazo. La
escala es: Ax = {AAA, AA+, AA, AA-, A+, A, A-, BBB+, BBB, BBB-, BB+, BB,
BB-, B+, B, B-, CCC+, CCC, CCC-, CC, C, D} y presenta 4 clases {A},
{B},{C} y {D}, cada una de ellas conteniendo las categorias que comienzan

con su letra.

Las clases asociadas a una escala ordinal pueden suponer un problema en la
hipétesis de equidistancia entre etiquetas y también en la posibilidad de
representar o de asignar a cada etiqueta un valor numérico en R para obtener
la discrepancia entre las etiquetas. Esta problematica es mencionada por
algunos autores en el marco de las escalas de Likert (Cohen, Manion y
Morrison, 2002; Lalla, Facchinetti y Mastroleo, 2005; Duncan y Stenbeck,
1987; Brody y Dietz, 1997; Oppenheim, 2000) o en estudios sobre medicién
de magnitudes y problemas de decision multicriterio (Jaffe-Katz, Budescu y
Wallsten, 1989; Oppenheim, 2000; Goémez, Montero y Yanez, 2005).

A continuacién presentamos algunos conceptos de escalas ordinales con
clases asociadas y algunos ejemplos en los que se pone de manifiesto la

problematica mencionada anteriormente:

Definicidon 5.2 — Escala genérica de Likert

Diremos que una escala ordinal de k categorias es una escala genérica de
Likert cuando el conjunto de categorias A = {ai,az,...,ax} en las que toma
valores especifican el nivel de acuerdo o desacuerdo con una declaracién y

las categorias de respuesta de esta escala se particionan en 3 clases:
Clase del Desacuerdo: C
Clase Neutra: CV
Clase del Acuerdo: C*

Se cumple que A =Cu C'u C*.
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Definicion 5.3 — Escala tradicional de Likert

Diremos que una escala de Likert es tradicional cuando el nimero de
categorias en C" es el mismo que el numero de categorias en C* (es decir, se

cumple que: |C|=|C*]).

Definicion 5.4 — Escala ordinal con s clases

Sea Ax = {aj,az,...,ak} una escala ordinal y Lx = {1, 2,...,k} el conjunto de
ordenes de las categorias. Se dice que A es una escala ordinal con s clases
cuando Ax = {C},...,,C°} es una particién de las categorias de las clases. De
igual manera, el conjunto de érdenes Lx se puede particionar en s clases de

la siguiente manera: Lx = {{1=r1,...,r>-1},{r2,...,r3-1},...,{rs,..., K} }.

Intuitivamente, en una escala de Likert de 5 puntos, la distancia de “*Muy en
Desacuerdo” a “Neutro” es menor que la distancia de “Desacuerdo” a
“Acuerdo” (aunque en ambos casos el salto sea de dos categorias), ya que el
segundo se produce un cambio de opinién. De la misma manera, parece que
no es lo mismo que una empresa baje 6 categorias en la escala de Standard
& Poors cuando baja de BBB a B que cuando baja de B a C.

La matriz de diferencias deberia recoger esta estructura de la escala ordinal,
deberia penalizar de alguna manera el hecho de que haya un cambio de clase.
Es decir, intuitivamente en el ejemplo de la escala de Likert la matriz de
diferencias deberia verificar que W(MD,N) < W(D,A) y en el caso de Standard
& Poors deberia cumplirse que W(BBB,B) < W(B,C).

Por tanto, cuando una escala ordinal presenta clases subyacentes, la matriz
asociada debe reflejar esas tendencias o cambios de clase por lo que de forma
general la matriz W no cumple la equidistancia entre categorias, es decir, no

se verifica de manera general que w; = c|j - i| ceR Vi je{1,...,k}.

Observacion 5.2

La desigualdad triangular no es por tanto una propiedad deseable en las
matrices de distancias de medidas de dispersion ordinales. Es decir, no se

cumple de manera general que wj < wiz; + W5 Vi,j,z €{1, 2,...,k} con i<z<j.
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Ejemplo 5.1:

Supongamos una escala de Likertcon L ={1,...,7} conlas clases C'={1,2,3},
C'= {4} y C*= {5,6,7}. Supongamos ademas que la matriz de diferencias
W estd basada en la distancia entre los 6rdenes de las categorias pero
penaliza ademas los saltos entre clases tomando el doble de la distancia en
el caso de cambio de opinidn y un ponderador de 1.5 en el caso de cambio
con la clase neutra. Asi se tiene que w;y = 2*(7-1)= 12, wis= 1.5%(4-1)= 4.5

Yy Way = 1.5%(7-4)= 4.5, y por tanto wi,>wis+wy;.

5.3 Céalculo de la matriz de diferencias W

En los casos sencillos en los que no existan clases en la escala ordinal ni
aparezcan los problemas anteriormente planteados, la matriz de pesos puede
venir definida como w; = |j - i|o funciones de la misma, tal y como se ha

hecho en la mayoria de las medidas existentes hasta el momento.

En contextos mas complejos, lo ideal seria que la matriz de diferencias W
fuese definida por un experto. Existen diferentes técnicas que permiten
construir matrices de discrepancia entre decisor y experto (para mas detalles
ver Saaty, 1988). Otros autores como Garcia-Lapresta y Pérez-Roman (2015)
o Garcia-Lapresta, del Pozo y Pérez-Roman (2018) proponen un método de
construccién de medidas de la matriz de diferencias agregando la informacién
de diferentes expertos por una regla mayoritaria con un tratamiento de las

etiquetas puramente ordinal.

Sin embargo, en esta memoria, se propone una situacién intermedia en la
que no sea necesaria la colaboracion de un experto o el uso de métodos
complejos para la construccién de la matriz de diferencias, pero en la que si
se tenga en cuenta la estructura de clases de la escala ordinal, en caso de
haberla. Se introduce una definicidn de esta matriz W de manera semi-
automatica en funcidn de un vector de parametros o que refleja precisamente

los cambios de clase entre las etiquetas. A continuacién se muestra esta
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definicion para el caso de escalas de Likert y posteriormente se generalizara

a cualquier escala ordinal con clases.

5.3.1 Matriz de diferencias semi-automatica en escalas de Likert

Dada una escala de Likert genérica, a la hora de definir la matriz de pesos W,
puede considerarse lo siguiente: para categorias de la misma clase se toma
el valor absoluto de la diferencia entre las mismas. Cuando se analice la
discrepancia entre categorias de distinta clase, se tomaran dos parametros
ai, azelR con ai<a tales que si las categorias involucradas son contiguas
(Negativa y Neutra o Positiva y Neutra) la distancia esté penalizada con el
parametro a; y si las categorias discrepan de Negativo a Positivo la

penalizacién aplicada, a2, sea mayor.

Definicion 5.5 - Matriz de diferencias semi-automatica para una

escala de Likert genérica (W?)

Sea una escala de Likert genérica con k categorias y sean a:, azelR con ai<as.

Se define la matriz de diferencias semi-automatica W como:

(- si {ijeC*} 6 {i,jeC"} 6 {i,jeC}
We(li,l)) =< ar|j-i|  si{ieCV, jeC'} 6 {igCV, jeC'}
a2 |j—1| si {ieC*, jeC} 6 {ieC*, jeC}.

Ejemplo 5.2:

En una escala tradicional de Likert de 5 categorias con a; =

tendria la siguiente matriz de diferencias:

ﬁ 1 3 6 m
1 0 1.5 4 6
w152 = 3 1.5 0 1.5 3
6 4 1.5 0 1
6 3 1
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Ejemplo 5.3:
Sean los siguientes vectores de frecuencias relativas, definidos en una escala
de Likert tradicional: f; = (0.1, 0.5, 0.4, 0, 0) y f>= (0.5, 0.5, 0, 0, 0).

Para ambos vectores la mediana Unica es la segunda categoria con la
diferencia de que el 40% de la muestra que estaba en la categoria neutra en

el primer vector se mueve a la clase C en el segundo.

Calculando la medida de dispersion con referencia la mediana Unica y matriz
de diferencias el valor absoluto se obtiene la misma dispersion para ambos

vectores @ || med_u (f1) = @|| Med_u (f2) = 0.5.

Al calcular la medida de dispersion con referencia la mediana Unica y matriz
de pesos W para s clases con vector a« = (1, 1.5, 2) se obtiene no obstante
que el segundo vector tiene menos dispersion ®yap.q (fi) = 0.7 > 0.5 =
Oyayeq «(f2), 10 que era de esperar ya que toda la muestra esta en la clase C

y por tanto hay menos dispersién.

5.3.2 Matriz de diferencias semi-automatica en escalas ordinales con

clases

En el caso que hubiera varias clases en la escala ordinal, la definicién de la
matriz de diferencias es algo mas compleja. De hecho, una escala de Likert
es una particularizacién del caso general con varias clases por lo que se
formalizard a continuacién la definicion de la matriz W de forma semi-

automatica para s clases:

Definicion 5.6 — Matriz de diferencias semi-automatica en escala

ordinal con s clases (W®)

Sea X variable estadistica ordinal con Ax = {ai,az,...,ax} el conjunto de las k
categorias ordenadas en las que toma valor y Lx = {1, 2,...,k} el conjunto de
ordenes de las categorias. Supongamos que la escala tiene s clases con lo
que el conjunto de 6rdenes Lx se puede particionar de la siguiente manera:
Lx = {{1=r1,...,r2-1} ,{r2,...,r3-1},...,{rs,..., K} }.
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Se denota Ci = clase de la categoria i y Cj = clase de la categoria j y se define

entonces la matriz W de dimensiones kxk como: Wa(/i’/j):a‘c._c.‘ |j—i|, con
Jj i

a=1< a1< a2< ..< as-1, arc R Vre{0,...,5-1} Vi je{1,...,k}.

Observacion 5.3

Puede observarse de forma trivial que la matriz definida anteriormente es

simétrica.

Observacion 5.4

Notese que si ap = a1 =...= as-1 = 1 entonces la matriz de diferencias semi-

automatica con s clases verifica que w;; = |j - i| Vi, je{1,...,k}.

Ejemplo 5.4:

Las categorias en las que la agencia de rating Standard & Poor’s califica las
empresas a largo plazo son las siguientes: Ax = {AAA, AA+, AA, AA-, A+, A,
A-, BBB+, BBB, BBB-, BB+, BB, BB-, B+, B, B-, CCC+, CCC, CCC-, CC, C,
D}. Se tiene que Lx = {1,2,...,22}. De manera intuitiva un cambio de letra
en la calificaciéon es mas grave que un cambio dentro de la misma letra. Por
ejemplo, la distancia de la categoria 7 a la 8 es mayor que la distancia entre
cualesquiera dos categorias dentro de las 7 primeras. Se tendria por tanto en
este caso que existen s = 4 clases y Lx quedaria particionado como Lx =
{{1,2,..,7},48,9,...,163},{17,18,...,21}{22}}. Sea «a el vector (o, a1, a2, a3)
con areRVvre{0,1,2,3}y oo = 1 < as < a2 < a3, entonces la matriz de diferencias

semi-automatica con 4 clases (®,,«) se formularia de la siguiente manera:
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CLASE 1 2 3 4
ORDEN CATEGORIA 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
ORDEN
CLASE CATEGORIA ETIQUETAS AAA AA+ AA AA- A+ A A- BBB+ BBB BBB- BB+ BB BB- B+ B .- | CCC+ CCC ccc- cC C D

1 1
2

a o *j-| oL j-| o j-| o* -1
5
6
7
2 8
9
10

2 o *|j-i| Oo*|j-if ou|j-if o *]j-if
13
14
15
16
3 17

. ol oy o - oy
20
21

4 z oz |j-if o *|j-if oy [J-il Olp*|j-if

Figura 5.1 —Estructura de W<* para el ejemplo de Standard & Poor’s

Por ejemplo, sisetoma aw = 1< a1 = 2< a2 = 3 < a3 = 4 se tendria la siguiente

matriz (ndtese que se trata de una matriz simétrica en este caso):

ORDEN
CLASE CATEGORIA ETIQUETAS AA A+ A A- BBB+ BBB BBB- BB+ BB BB- B+ B -0 | CCC+ CCC ccc- cc C D
1 0 1 2 3 4 5 6 14 16 18 20 22 24 26 28 30 48 51 54 57 60 84
2 1 0 1 2 3 4 5 12 14 16 18 20 22 24 26 28 45 48 51 54 57 80
3 2 1 0 1 2 3 4 10 12 14 16 18 20 22 24 26 42 45 48 51 54 76
4 3 2 1 0 1 2 3 8 10 12 14 16 18 20 22 24 39 42 45 48 51 72
5 4 3 2 1 0 1 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22 36 39 42 45 438 68
6 5 4 3 2 1 0 1 4 6 8 10 12 14 16 18 20 33 36 39 42 45 64
7 6 5 4 3 2 1 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 30 33 36 39 42 60
8 14 12 10 8 6 4 2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 18 20 22 24 26 42
9 16 14 12 10 8 6 4 1 0 1 2 3 4 5 6 7 16 18 20 22 24 39
10 18 16 14 12 10 8 6 2 1 0 1 2 3 4 5 6 14 16 18 20 22 36
11 20 18 16 14 12 10 8 3 2 1 0 1 2 3 4 5 12 14 16 18 20 33
12 22 20 18 16 14 12 10 4 3 2 1 0 1 2 3 4 10 12 14 16 18 30
13 24 22 20 18 16 14 12 5 4 3 2 1 0 1 2 3 8 10 12 14 16 27
14 26 24 22 20 18 16 14 6 5 4 3 2 1 0 1 2 6 8 10 12 14 24
15 28 26 24 22 20 18 16 7 6 5 4 3 2 1 0 1 4 6 8 10 12 21
16 30 28 26 24 22 20 18 8 7 6 5 4 3 2 1 0 2 4 6 8 10 18
3 48 45 42 39 36 33 30 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0 1 2 3 4 10
51 48 45 42 39 36 33 20 18 16 14 12 10 8 6 4 1 0 1 2 3 8
54 51 48 45 42 39 36 22 20 18 16 14 12 10 8 6 2 1 0 1 2 6
57 54 51 48 45 42 39 24 22 20 18 16 14 12 10 8 3 2 1 0 1 4
60 57 54 51 48 45 42 26 24 22 20 18 16 14 12 10 4 3 2 1 0 2
4 22 D I 84 80 76 72 68 64 60 42 39 36 33 30 27 24 21 18 10 8 6 4 2 0
Figura 5.2 - W« con a = (1,2,3,4) para el ejemplo de Standard & Poor’s

Observacion 5.5

La matriz dada en la Definicién 5.5 es una particularizacion de la dada en la
Definicion 5.6 para el caso en el que la escala ordinal tenga una estructura

concreta de Likert.

Observacion 5.6

Notese que las medidas de dispersidn que utilizan la matriz de diferencias
semi-automatica asociada a un conjunto de categorias con s clases con a>1

para algun r (y por la Definicién 5.6 para todo Vje{O,...,s-1} con j>r) no
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cumplen las propiedades de mitosis, invarianza frente a traslaciones ni la de
invarianza frente a distribuciones complementarias (ver 3.5, 3.7 y 3.9). Esto
tiene sentido dado que se quiere penalizar de forma no lineal estas tendencias

o cambios de clases (ver detalles en la proxima seccion 5.4).

Observacion 5.7

La interpretacion de la dispersion en el caso de utilizar matrices semi-
automaticas asociadas a escalas con s clases varia dado que la discrepancia
ya no se corresponde exactamente con la unidad de la escala. Para una
correcta comprension el valor de dispersion obtenido hay que tomar como

referencia las penalizaciones dadas en la matriz de diferencias.

5.4 Propiedades de la funcidén de dispersion para una escala
ordinal con s clases y matriz de diferencias semi-
automética W«

A continuacién analizaremos si las medidas propuestas ®w (sin referencia o
con referencia la mediana Unica) con la matriz de diferencias semi-automatica
presentada en la seccion anterior (W) verifican las propiedades de las
funciones de dispersion presentadas en el capitulo 3. Para este analisis,
hemos agrupado las propiedades en proposiciones en funcién de si se
verifican o no, detallando algunos casos particulares en otras proposiciones,
observaciones y corolarios. Las propiedades mas complejas se presentan
aisladamente en proposiciones especificas. La Tabla 5.1 muestra un resumen

de los analisis que hemos llevado a cabo en esta seccion:
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Propiedades capitulo 3 Proposicion

3.1 Tipo de output
3.2 No negatividad Proposicidn 5.1

3.3 Invarianza Escala/N

3.4 Valores frontera Proposicidn 5.2
3.5 Mitosis
3.6 D€[0,1]
3.7 Invarianza Traslaciones Proposicidn 5.3

3.8 Invarianza Permutaciones
(Proposicién 5.4 caso particular para 3.9)

3.9 Invarianza Distribuciones complementarias

3.10 Monotonia en k = 2. Linealidad, concavidad

y convexidad Proposiciéon 5.5

3.11 Independencia a valores extremos en

. . P . Proposicién 5.6
situaciones simétricas (Med_u central, k impar) P

Tabla 5.1 - Proposiciones para el analisis de las propiedades de ®wa Y ®waMed_u

Proposicion 5.1

Sea X variable estadistica ordinal que toma valores en una escala de k
categorias con s clases y sea ae R® con ap = 1 < a; < a2 <..< as-1, €ntonces se

satisface que:

a) Propiedad 3.1 - Tipo de output: el output de @y« y de Dyapey ., €S

cuantitativo.

b) Propiedad 3.2 - No negatividad: ®ya(f) 20 y Opapeq (f) 20 VFe[0,1]%",

c) Propiedad 3.3 - Invarianza de la escala (Independencia de N): ®yay

dyapeq 4 SON iNvariantes en la escala y por tanto, independientes del

tamafo muestral.
Demostracion:

1. Trivial por la Definicién 4.1 y la Definicién 4.2.
2. Trivial ya que por definicion w%;> 0 Vi je{l, 2,...,k} y fi>0 Vvie{1, 2,...,k}.
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3. Trivial ya que ambas medidas se definen para el vector de frecuencias
relativas f que es invariante en la escala e independiente del tamafo

muestral. O

A continuacién analizaremos la propiedad de las condiciones de frontera y
demostraremos que @y« y Oyey.q, Satisfacen las condiciones de frontera

polarizadas. Para ello previamente se demostrara el siguiente lema:

Lema 5.1

Sea X variable estadistica ordinal que toma valores en una escala de k
categorias con s clases y sea acR® con ap = 1 < a1 < a2<...< as-1. Las medidas

Oyay Pyayeq , €stan acotadas por el valor as-1(k-1)/2.
Demostracion: Sea el vector polar fooar= (1/2, 0,...,0, 1/2).

En el caso de medida de dispersion sin referencia, teniendo en cuenta la
definicion de la matriz de diferencias semi-automatica (Definicion 5.6) y la
Observacién 5.1 sobre la formulacién de la medida de dispersion con matrices

simétricas, se tiene que la dispersion del vector polar se alcanza en:
cI)W"‘(fpolar) = 2(1/2)(1/2) as-1(k-1) = as-1(k-1)/2.

En el caso que se tome como referencia la mediana Unica, para el vector polar

se cumple que Med_u = k (ver Definicion 3.5) y por tanto:
(DW“Med_u(fpolar) = (1/2) os-1 | 1- kl = as-1(k-1)/2. 0

Proposicion 5.2 -Valores de frontera (Propiedad 3.4)

Sea X variable estadistica ordinal que toma valores en una escala de k
categorias con s clases y sea ac RS con ap = 1 < a1 < az<..< as-1, €ntonces,

las medidas @y« y ®yyap.4 o, Satisfacen las condiciones de frontera polarizadas.
Demostracion:

Dispersion minima: Se cumple que w;>0 y que Vfe[0,1]¢* fi=0 Vvie{1,...,k} y

*f; = 1, entonces ®,« satisface la condicidn de dispersidn minima ya que:
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k
Oya(f) =2 ff; W; =0 3ie{l,. k) tal que fi= 1y fi= 0 Vje{l,.. Kk} j=.
1
1<]j

Y ®Oyapeq , Satisface la condicion de dispersion minima ya que:

k
Oyareqw(D= D F; Wyeq,; = 0 Jie{l,...,k} tal que fi=1y =0 Vje{1,..,k} j=i.

j=1

Dispersion méaxima: Sea el vector polar fpoar=(1/2,0,...,0,1/2) y sea ge[0,1]¥*

vector de frecuencias relativas, entonces:

(;) 2 Ols-1 k -1 (i) (I)Wa(fpolar) .

K K
Dya(g) = 2 zgigj Wy < 2 as'lzgigj“_”
i1 =

i<j i<j

K K K
Dyapeq «(9)= legj Woeg 0, = Z;‘gj O s j- Med_u| < Os-1 Z;gj |] - Med_u| @
= J= - J=

1) k_l 2)
=< Os-1 5 = Dyapequ (Foolar).-

(1) Esta desigualdad se cumple por la cota del IOV (ver seccion 2.3).

(2) La ultima igualdad se verifica por el Lema 5.1. 0

Proposicion 5.3
Sea X variable estadistica ordinal que toma valores en una escala de k
categorias con s clases y sea ae RS con ap = 1 < a1 < a2<..< as-1. Entonces de

forma general se tiene que:

a) Propiedad 3.5: Las medidas @y« Yy ®yepeq , NO satisfacen la propiedad

de mitosis.

b) Propiedad 3.6: Las medidas @y« y ®yapeq,, NO €stan necesariamente

acotadas en [0, 1].

c) Propiedad 3.7: Las medidas @y« y ®yapeq , NO SON invariantes frente a

traslaciones.
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d)

e)

Propiedad 3.8: Las medidas @y« y ®yapeq ,, NO SON invariantes frente a

permutaciones.

Propiedad 3.9: Las medidas @y« y ®yapeq , NO SON invariantes frente a

distribuciones complementarias.

Demostracion:

a)

b)

Se mostrara un contraejemplo: sea una variable estadistica definida
en una escala de Likert tradicional de 5 categorias (ver Definicion 5.3).
Sea la matriz de pesos definida de forma semi-automatica con o = (1,
1.5, 2):

w52 = | 3 1.5 0 1.5 3

Se define f; = (0.9, 0, 0, 0.1, 0) y f> = (0.9, 0, 0.05, 0, 0.05) (f> vector

resultante de una mitosis en r = 4 con « = 0.1). Entonces se tiene que:

Oye(fr) = 1.08 > 1.01 = dya(f2) Yy que Dyapeq (f1) = 0.6 > 0.55 =
Dyapeq u(f2). Por tanto @y« y dyepeq,, NO satisfacen de forma general

la propiedad de mitosis.

Trivial, por el Lema 5.1 ya que k=22 y as-1eR® con 1< as-1.
Se mostrara un contraejemplo: sea una variable estadistica definida
en una escala tradicional de Likert de 5 categorias (ver Definicién 5.3)

con a=(1, 1.5, 2) y W*definida por tanto como en el apartado anterior.

Dado el vector f = (0.2, 0.5, 0.3, 0, 0) y el parametro a = 2 se tiene

que el vector trasladado 2 posiciones seria f? = (0, 0, 0.2, 0.5, 0.3).

Entonces se cumple que: ®y«(f) = 0.20.5+0.20.33+0.50.31.5=
0.51 y que ®,«(f?) = 0.20.51.5+ 0.20.33 + 0.50.3 = 0.48.
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Como Med_u(f) = 2 y Med_u(f?) = 4, se tiene que: ®yapeq ,(f) = 0.2
+0.31.5 = 0.65 y que Oyapeq o(f?) = 0.2 1.5 + 0.3 = 0.6.

Por tanto @y« y ®yapeq ,, NO SON invariantes frente a traslaciones.

d) Esta propiedad no se cumple para el vector unitario o= 1Vie{0,...,5-1}
(Propiedad 3.8), entonces no se cumple de manera general para
cualquier vector aeRS,

e) Se mostrard un contraejemplo: sea una escala ordinal con Lx = {1, 2,
3, 4, 5} en la que las clases son Lx = {{1},{2,3},{4,5}}. Se toma el
vector de pesos a = (1, 1.5, 2) con lo que se tiene la siguiente matriz

de pesos:

w152 =1 3 1 0 1.5 3

3 1.5 0 1

6
Q 45 3 1 y
Dado un vector f = (0, 0.5, 0, 0, 0.5) y su vector complementario f'=

(0.5, 0, 0, 0.5, 0), se cumple que ®y«(f) = 2*¥0.5*%0.5*w>,5 = 0.5*%4.5
= 2.25 y que ®ye(f) = 2*%0.5%0.5*w;,4 = 0.5%6 = 3.

Como Med_u(f) = 5y Med_u(f") = 4, se tiene que ®yas (f) = 0.5*w,,5
= 0.5%4.5 = 2.25 y que ®ya, () = 0.5*w;,4 = 0.5%6 = 3.

Por tanto @y« y dyepyqq, NO Son invariantes frente a distribuciones

complementarias. 0

Corolario 5.1

Las medidas de dispersidon @y« y Oyapeq , pueden transformarse en un indice

dividiendo entre el la cota as-1(k-1)/2.

Demostracion: Trivial por el Lema 5.1. 0
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Observacion 5.8

En esta memoria no se han acotado las medidas @y« y Oyap,q o, €N €l intervalo
[0,1] para mantener su valor como la discrepancia media al tomar dos
individuos de la muestra al azar (en el caso de dispersidn sin referencia) o la
discrepancia media entre la referencia y un individuo al azar (dispersion con
referencia). Para la correcta interpretacién de la dispersion hay que tener en
cuenta las penalizaciones definidas en la matriz de diferencias (ver

Observacién 5.7).

Observacion 5.9

Salvo la entropia, ninguna de las medidas de dispersiéon ordinal presentadas
en el estado del arte del capitulo 2 (LOV de Leik, 1966; IOV de Berry y Mielke,
1992; COV de Kvalseth, 1995; 1-/7 de Blair y Lacy, 2000; o Dsn de Tastle y
Wierman, 2007) verifican la invarianza frente a permutaciones. Esta no
invarianza frente a permutaciones es precisamente una caracteristica
necesaria en medidas de dispersién de variables cualitativas ordinales (ver

Observacién 3.4).

Observacion 5.10

Conviene notar que dado que el objetivo de una matriz de diferencias semi-
automatica definida en escalas con s clases es precisamente penalizar los
saltos entre esas clases de manera no lineal, era de esperar que las
propiedades a), c) y e) de la proposicidon anterior no se cumplan de forma
general. Se trata de propiedades no deseables en una matriz de diferencias

definida para una escala con s clases.

Observacion 5.11

La propiedad de invarianza frente a traslaciones (c) se cumplira para una
matriz que defina las distancias de manera lineal. Este es el caso de wy =1j
- i| 0 en general de cualquier vector « de pesos con o= ¢, ceR* Vie{0,...,5-1}.
En este caso concreto, la medida de dispersién sin referencia ®,,« satisface la
invarianza frente a traslaciones al ser equivalente a IOV y COV. Por otro lado,

la medida de dispersion con referencia ®y«y.q ,, €S equivalente a LOV con lo
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que también satisface la invarianza frente a traslaciones (ver Proposicién

3.18, Proposicion 3.19 y Proposicion 3.20).

Proposicion 5.4

Sea W matriz de diferencias verificando que wj = Wk-j+1, k-j+1, €ntonces @y« y
Dyayeq w cumplen la propiedad de invarianza frente a distribuciones

complementarias.
Demostracion:
Sean fy f’ vectores complementarios, se tiene entonces que:

‘ i 5w feipg f 9
Ddya(f’) = i jWij = Z k—i+1 Tk—j+1Wij = me foWmn = Oya(f).

i<j i<j n<m

(1) La igualdad anterior se cumple tomando m = k-i+1 y n = k-j+1 y teniendo
en cuenta que Wi = Wi-i+1, kj+1 = Wmn.

k K (2)
cI)W"‘Med_u(fy) = Zf',- W (/;, /Med_u(f‘)) = szfm W ( /k—i+1, lk—Med_u(f')+1) =
i1

i=1

—~

2) k K
= kafm W (s /Med_u(f)) = th w(l,, /Med_u(f)) = q)W“Med_u(f)(f)'
i t=1

i=1

~

(2) Esta igualdad se cumple porque Med _u(f) = k-Med_u(f)+1, con fy f

vectores complementarios, tal y como se demuestra a continuacion:

Sear = Med u(f)= F>1/2y F;<1/2 Vi<r. Entonces se cumple que:

& r k-r
r= 2 fY = 2 a>12= <12,
=1 i=1 i-1

r-1 r-1 k-r+1
Yaue Fru= D f'y = > f <12 ) fi>1/2,
i=1 i=1

i=1

Y por tanto k-r+1 es la mediana Unica de f. 0
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Corolario 5.2

Sea X una variable estadistica ordinal con una escala de Likert tradicional (ver
Definiciéon 5.3), entonces las medidas de dispersion ordinal ®yey ®yapeq 4

son invariantes frente a distribuciones complementarias.

Demostracion: La escala de Likert tradicional es simétrica por lo que la matriz
de pesos W en escalas ordinales con esta estructura verifica la condicion de

la Proposicidn 5.4 para cualquier vector de pesos a. 0

Corolario 5.3

Las medidas de dispersion @y @ med_u (W; =17 - i|) son invariantes frente a

distribuciones complementarias.

Demostracion: COMO Wii+1, kj+1 = | (k-j+1) - (k-i+1)| = |j-i| = wy, se tiene
por la Proposicién 5.4 que @,y ®|,med_u SON invariantes frente a distribuciones

complementarias. 0

Proposicion 5.5 -—Monotonia en k = 2 (Propiedad 3.10)

Sea X variable estadistica ordinal que toma valores en una escala de k = 2

categorias. Entonces se cumple que:

a) ®ye«es una funcidn no lineal, creciente en p<[0, 2] y cOncava.

b) ®wapeq , €5 una funcién lineal en ge[0, Y2].
Demostracion:

a) Como ya se vio anteriormente (ver 3.10) para toda variable estadistica
X con k = 2 categorias se tiene que su vector de frecuencias relativas

puede expresarse en funcidon de un Unico parametro B, B<[0, V2]
siendo f= (B, 1-p) y F = (B, 1).

Ademas, en este caso, la matriz W* puede formularse mediante un

Unico parametro « con a > 1 como:
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Se tiene entonces que la medida de dispersion sin referencia puede

2
expresarse como ®y«(f) = ZZfifJ— wjj = 2aB(1-p), funcién no lineal
=
iJ<j

en pe[0, 2].

Derivando respecto a g se tiene que: ®'«(B8) = a (1-28) > 0 en

pe[0,2], por lo que es una funcién creciente.

Finalmente, como ®",« (8) = -2a con a > 1 se tiene que es una funcion

concava.

b) Sea r la referencia, se tiene entonces que:

2
Sir=1: Oya, (B) = Zfi wy =0+ (1-8) a = (1-§) a

i=1

2
Sir=2: Oyey (B) = D fiw, = fa+ (1-5) 0 = ap.

i=1

En ambos casos se trata de una funcién lineal en g<[0, 12]. 0

Proposicion 5.6: Independencia a valores extremos en situaciones
simétricas (Propiedad 3.11)

Sea X variable estadistica ordinal que toma valores en una escala de k
categorias (k impar) con s clases y sea ae RS con ap =1 < as1 < a2< ..< as-1 qUE
representa los cambios de clase en las etiquetas. Entonces de forma general
se tiene que las medidas @y« y Oyapyeq,, NO cumplen la propiedad 3.11 de

independencia a valores extremos en situaciones simétricas.

Demostracion: se muestran contraejemplos con los vectores del Ejemplo 3.4.
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Para @y« se toma la matriz de pesos W* con « = (1,1.5,2):

Ejemplo | 1 2 3 4 5 (O
f 50% 0% 50% 0% 0% 1.50
o4 10% 0% 50% 0% 40% 2.14

fo2s 25% 0% 50% 0% 25% 2.50
Tabla 5.2 - Dispersion de vectores con mediana Unica central con oy

Para ®yap.4 , SUpONgamos que X toma valores en una escala ordenada de 5
categorias y sea Lx = {1,2,...,5} el conjunto de 6rdenes de estas categorias.
Supongamos que la escala tiene 4 clases con lo que el conjunto de d6rdenes
Lx se puede particionar de la siguiente manera: Lx = {{1, 2},{3},{4},{5}}.
Sea el vector « = (1, 1.5, 2, 2.5). Se tiene por tanto la siguiente matriz W«

ﬁ 1 3 6 m
1 0 15 4 7.5
wais225 = | 3 15 0 1.5 4

6 4 1.5 0 1.5

Q 75 4 1.5 y

Entonces se tiene que:

Ejemplo | 1 2 3 4 5 Dyaped u
f 50% 0% 50% 0% 0% 1.50
o4 10% 0% 50% 0% 40% 1.9

fo2s 25% 0% 50% 0% 25% 1.75
Tabla 5.3 - Dispersiéon de vectores con mediana Unica central con ®w’med_u

Obsérvese que en el contraejemplo mostrado, la clase de la categoria central
es la segunda y existe una asimetria en la distancia de las clases de la primera
categoria a la categoria central (clases 1 a 2) y la distancia de la clase de la
Ultima categoria a la categoria central (clases 4 a 2). Si la escala muestra una

simetria entre las clases de las categorias extremas y la clase de la categoria
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central, entonces si que existe independencia a valores extremos en caso de

simetria central:

Proposicion 5.7

Sea X variable estadistica ordinal que toma valores en una escala de k

categorias, k impar, con s clases tales que se cumple:

€ = Cot| = |Gk — Cha (a)
2 2

Sea ademas ace RS con av=1< a:1< a2 < ..< @s-1.

Entonces se cumple que ®y«y,4 , €S independiente frente a valores extremos

en situaciones simétricas.
Demostracion: Sean fy f’ como en la Definicién 3.15.

Por definicion se tiene que Med_u(f) = Med_u(f’) = (k+1)/2, que notaremos

Med_u. Entonces se cumple que:

K k-1
(1)
B
Dyyapeq () = zf/ Wimed u = (F1=f)Wi,med u + Zf/ Wi ved u +(fctf) Wimed u =
i=1 i=2

(1)
= Oyapeq (F).

(1) La ultima igualdad se verifica por (a) y porque como la matriz W* se define

de forma semi-automatica para el vector ¢, se tiene que:

_k+1 _k+1

=
‘Ck _CMed,u‘

Ww. = - Wk,Medfu '

1,Med _u

C1_CMed,u‘

Observacion 5.12

Una escala genérica de Likert verifica (a) de la proposicidn anterior ya que la
primera categoria siempre estara en la clase 1 y la ultima en la clase 3 y por
tanto la distancia entre las clases de estas categorias extremas sera siempre

2, es decir el salto estara ponderado por a;.
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Esto quiere decir que ®paye, C€ON una escala de Likert genérica es

independiente frente a valores extremos en situaciones simétricas.

5.4.1 Resumen de propiedades de las medidas propuestas

A continuacion se muestra un cuadro resumen del analisis realizado a lo largo

de esta seccion:

Propiedades capitulo 3

D"

(sin referencia o con referencia Med_u)

Condiciones bajo las que se verifica cada

propiedad para @ y,*
(sin referencia o con referencia Med_u)

complementarias
®w": nolineal, crecienteen B<[0, 2] y

3.10 Monotonia en k =2. Linealidad, )
concava

concavidad y convexidad
v Dy Med_u :lineal en Bel0, %]

3.11Independencia a valores
extremos en situaciones simétricas No
(Med_u central, k impar)

Para (DWOL, Med_u|

¢ ~Cp

2

1

Cc = Crn

3.1Tipo de output Cuanti.
3.2 No negatividad Si
3.3 Invarianza Escala/N Si
3.4 Valores frontera Polarizada
3.5 Mitosis No
3.6 De[0,1] No Cota: as.; (k-1)/2
3.7 Invarianza Traslaciones No aj=c,ce R*vie{0,..,s-1}.
3.8 Invarianza Permutaciones No
3.9 Invarianza Distribuciones
No Wij = Wi+l k-j +1

2

Tabla 5.4 - Resumen del analisis de las propiedades de ®w*y ®w*Med_u

Las medidas propuestas satisfacen las propiedades deseables de cualquier
medida de dispersion de variables cualitativas o categdricas: son
cuantitativas, no negativas, invariantes de la escala y se indexan facilmente
dividiendo por su cota. Ademas, son medidas propias de variables cualitativas
ordinales ya que alcanzan su valor maximo en el vector polar y no son

invariantes frente a permutaciones.

Sin embargo, no satisfacen de manera general la propiedad de “mitosis”, la
propiedad de la “invarianza frente a traslaciones” y la de “invarianza frente a
distribuciones complementarias” (ver 3.5, 3.7, 3.9 respectivamente). Esto no
es de sorprender, dado que el objetivo de una matriz de diferencias con s
clases es precisamente recoger la potencial no equidistancia o no simetria

penalizando los saltos entre las clases de clases de manera no lineal.
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Finalmente, de manera general no son independientes a valores extremos en
situaciones de simetria (ver 3.11), algo que es deseable en medidas de
dispersién ordinal. Existe no obstante un tipo de escalas bastante frecuentes
(escalas tradicionales de Likert o en general, escalas con clases impares con
la misma distancia de la clase de la categoria central a las clases de la primera
y la ultima categoria (ver Proposicion 5.7), para las que la medida propuesta
con referencia la mediana Unica si es independiente a valores extremos en
situaciones de simetria, lo que puede hacer cuestionarse la idoneidad de esta

medida.
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6 Medicion del impacto de la naturaleza de las
etiquetas en el diseiio de un cuestionario

En este capitulo se presenta un experimento que evalla el impacto de la
naturaleza de las etiquetas de una escala ordinal para poner de manifiesto la
dificultad subyacente en la percepcién de las mismas. Ademas, para recoger
adecuadamente el impacto de la naturaleza de las etiquetas aplicaremos las

nuevas medidas de dispersion ordinal definidas en el capitulo 4.

Concretamente y a modo de breve introduccion, el estudio plantea si las
respuestas y conclusiones finales de un estudio varian y de qué manera
dependiendo de la formulacién de las preguntas y las correspondientes
etiquetas de respuesta. La investigacién propone preguntas susceptibles de
ser formuladas tanto en grado de acuerdo (con etiquetas linguisticas
habituales en una escala Likert), como en frecuencia de realizaciéon de la

accion (con las etiquetas numeéricas correspondientes).

6.1 Objetivos del estudio

A continuacién se detallan los objetivos del experimento llevado a cabo.

6.1.1 Objetivo Principal

El objetivo principal es cuantificar el impacto del uso de etiquetas linguisticas
o frecuentistas para demostrar la necesidad de modelar la no equidistancia

entre las categorias de una escala ordinal.

6.1.2 Objetivos Especificos

En concreto se plantearan los siguientes puntos:
0O1. éiInfluyen las preguntas en el impacto de las etiquetas?

02. ¢Cémo influye el consenso/dispersion previo en el impacto de las

etiquetas?
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03. ¢Existe algun tipo de tendencia / asimetria en la traslacidn de las
respuestas dadas con etiquetas linguisticas a las respuestas dadas

con etiquetas frecuentistas?

6.2 Marco teérico

6.2.1 Escalas ordinales

La medicién de actitudes, opiniones o intensidades de un concepto es muy
frecuente en la investigacion social. En 1946, Stevens exponia en su articulo
gue el mundo académico se planteaba desde hacia algunos afios si era posible
medir sensaciones humanas y en caso afirmativo, como hacerlo. En su
trabajo, Stevens (1946) clasifica las escalas en nominales, ordinales, de
intervalo y de proporcion y establece las operaciones y estadisticos permitidos

con cada una de ellas (ver Figura 1.1).

Hoy en dia son muchas las disciplinas que basan sus conclusiones en
investigaciones realizadas mediante cuestionarios con un nimero limitado de
respuestas. Cuando las opciones de respuesta son un conjunto cerrado y

ordenado se dice que es una escala ordinal (ver Definicién 2.3).

Observacion 6.1

Conviene notar que en la literatura se han encontrado dos conceptos

diferentes de “escala” en un contexto muy relacionado:

1. Escala (ordinal) como conjunto cerrado ordenado de opciones

ordenadas de respuesta a una pregunta.

2. Escala como instrumento para recoger informacion sobre las actitudes

(habitualmente llamada escala ordinal sumada).

Tal y como sefiala Casper (2013) existe mucha bibliografia en el campo de
las ciencias sociales sobre el segundo concepto de escala, sus posibles

construcciones y la evolucion de la misma en la historia.
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En esta experimento se trabajara sobre el primer concepto de escala,
concretamente con una escala ordinal de Likert de 5 puntos para expresar el
grado de acuerdo (se detallard en 6.3.Experimento: disefio y materiales). No
obstante, se introduce muy brevemente el segundo concepto por su relevancia

en la bibliografia y su relacién con el primer punto.

La escala sumada es un instrumento para recoger informacién sobre las
actitudes que consiste en diferentes metodologias para asignar a cada
encuestado puntuaciones sobre la actitud medida en funcion de las
respuestas dadas a diferentes items o preguntas (Bozal, 2005). Algunas de
las escalas sumadas mas relevantes son: Thurstone (1927), Likert (1932),
Guttman (1974) y Osgood (Osgood, Suci y Tannenbaum, 1957).

6.2.2 Limitaciones y factores a tener en cuenta en las escalas ordinales

La escala de Likert es muy utilizada por su rapida construccion, aplicacion e
interpretacion (Duncan y Stenbeck, 1987), no obstante presenta algunas

limitaciones que han de ser tenidas en cuenta.

Existen numerosos estudios sobre el impacto que pueden tener en las
respuestas y conclusiones los diferentes problemas que las escalas ordinales
en general pueden presentar. Estos van desde el disefio del cuestionario
(nimero de opciones de respuesta, formulacion de las etiquetas utilizadas,
etc.) hasta el analisis estadistico de los datos recogidos (tipo de estadisticos

utilizados, analisis de factores en las respuestas, etc.).

Algunos autores exponen que el hecho de tener un numero de respuestas
cerrado obliga al entrevistado a contestar una de ellas que quizds no se
corresponde con su respuesta real (Cohen et al., 2002; Lalla et al., 2005). El
numero de respuestas que se ofrecen y la posicion de los items en el
cuestionario, pueden también influir sobre los resultados (Cox, 1980; Watkins,
1992; Lalla et al., 2005; Gonzéalez-Betanzos, Leenen, Lira-Mandujano y Vera-
Valero, 2013). También genera debate y es objeto de estudio la paridad del
numero de escalas ya que si es impar se detecta una tendencia a responder

la escala intermedia lo que sugiere utilizar un nimero par de respuestas, si
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bien algunos autores defienden que si el entrevistado quiere responder con un
valor intermedio deberia tener la opcién (Cohen et al., 2002). Varios autores
analizan el impacto de algunos de los factores anteriores sobre las respuestas
dadas en los valores extremos (Albaum y Murphy, 1988; Watkins, 1992;
Clarke, 2000). También se estudian con frecuencia otras caracteristicas como
las diferencias culturales, la raza, el género, la edad o la personalidad del
encuestado que pueden producir divergencia en los patrones de respuesta
(Watkins, 1992; Cohen et al., 2002; Martinez Garcia y Martinez Caro, 2010).

La escala de Likert presenta ademas otros dos problemas importantes, ya
mencionados en el capitulo 5: supone unidimensionalidad en las actitudes y
supone equidistancia entre las alternativas expuestas localizadas en un
espacio continuo (Duncan y Stenbeck, 1987; Brody y Dietz, 1997; Cohen et
al., 2002; Oppenheim, 2000; Lalla et al., 2005). La equidistancia y en general
la suposicidon de una distancia subyacente y por tanto la posibilidad de utilizar
estadisticos propios de escalas de intervalo ha generado controversia desde
que Stevens introdujera su propuesta en 1946 (Gardner, 1975; Knapp, 1990;
Cohen et al., 2002).

La formulacién de las etiquetas linguisticas utilizadas en la escala es también
foco de analisis (y concretamente objeto de estudio en esta aplicacion),
debido, entre otros, a su importancia en la percepcion de la distancia entre las
categorias. Existen estudios que analizan los conjuntos de etiquetas
linglisticas que deben utilizarse para tratar de garantizar la equidistancia y

poder asi utilizar estadisticos propios de escalas de intervalo (Casper, 2013).

Otros autores que han detectado este problema han optado por la
modelizacidon borrosa de las variables linglisticas (mencionaremos algunos

ejemplos en la siguiente seccién).

6.2.3 Ldgica difusa aplicada en este contexto

La decision de la medicion de la incertidumbre con légica difusa o con
probabilidad es un tema de gran interés en la comunidad cientifica. Aunque

es claro que ambos modelos resultan utiles dependiendo del contexto, es

Pagina 120



obvio que las variables que se utilizan en el cuestionario con una u otra

metodologia varian pudiendo arrojar resultados y conclusiones diferentes.

El disefio del cuestionario es otro campo donde la disyuntiva de si borroso o
probabilistico es de interés. Por eso en este experimento se ha querido medir
el impacto de la naturaleza de las etiquetas linguisticas vs. probabilisticas y la

relacion de los resultados obtenidos con cada una de ellas.

La bibliografia analizada parece mostrar que el uso de las escalas para la
medicién de la intensidad tiene un factor subjetivo, cultural o conceptual. Esta
medicion depende de alguna forma de la interpretacion que cada persona dé
a la etiqueta linglistica utilizada en la escala y existen estudios que muestran

gue ésta puede ser distinta.

El poder recoger la informacion dada por una escala de una forma nitida y
precisa se plantea como algo no muy realista. Se presenta entonces la
necesidad de representar adecuadamente la incertidumbre generada en torno
a cada etiqueta linguistica de la escala, lo que se conseguira mediante la l6gica

difusa o borrosa presentada por Zadeh en 1965.

La utilizacidén de la ldgica borrosa es amplia en muchas disciplinas. Para este
trabajo nos hemos concentrado en los campos sociales, donde también

encuentra numerosas aplicaciones.

Por ejemplo, relacionada con el marketing y los procesos de decision de
compra, que es uno de los temas del cuestionario de una de las aplicaciones
en esta memoria, es interesante la aplicacién de la légica difusa al marketing
del comercio electronico (Yager, 2000) o a la mejora de segmentacién de
clientes para las estrategias de marketing (Carrasco, Blasco, Garcia-

Madariaga y Herrera-Viedma, 2019).

La légica difusa se utiliza también concretamente en estudios de evaluacién o
satisfaccion, existiendo diversas investigaciones relacionadas con
experimentos en la linea de lo aqui presentado. Existen articulos describiendo
experimentos tales como asignar de forma libre etiquetas lingulisticas y valores

numeéricos a las mismas para estudiar su relacion (Martinez Garcia y Martinez

Pagina 121



Caro, 2010; Wallsten, Budescu y Zwick, 1993) presentar diferentes escalas
linglisticas y completar con la nota numérica para analizar de nuevo la
equivalencia y distancia entre ellas (Lalla et al., 2005) u otros en los que se
ofrecen escalas numéricas y verbales y se pide que se relacionen ambas
(Jaffe-Katz et al., 1989).

Son muchos los autores que han abordado el problema sobre la dimensién
numeérica de variables linglisticas. No obstante, no se ha encontrado ningun
estudio que plantee concretamente la equivalencia entre la formulacidon de
preguntas expresando el grado de acuerdo con una frase que conlleve una
accion y la formulacién de la misma pregunta indicando la frecuencia con la
que se realiza esta accidén. Por lo expuesto anteriormente, encontramos que
profundizar en el tipo de relacién existente entre etiquetas lingUisticas y

etiquetas frecuentistas supuestamente equivalentes es un estudio de interés.

6.3 Experimento: disefio y materiales

Con el objetivo de medir el impacto que tiene el uso de etiquetas linguisticas
frente a frecuentistas, se ha disefiado el experimento que se detalla a

continuacion.

El instrumento utilizado es un cuestionario que interroga sobre dos temas. El
primero consta de 13 preguntas relacionadas con las acciones llevadas a cabo
durante el proceso de decision de compra de un champu (C1,C2,...,C13) y el
segundo se compone de 14 preguntas (S51,S2,...,S14) sobre la consideracion
de la sostenibilidad medioambiental en las acciones diarias del entrevistado
(ver 10.Anexos). Se tienen por tanto 27 preguntas J € {1, 2,..., 27} donde J1
=Cl1,..,J13=C13,J14 = S1,... ,J27 = S14.

El cuestionario se formula en dos versiones, segun la naturaleza de las

respuestas (ver en 10.1 y 10.2 cada una de las versiones):
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- Cuestionario lingiiistico (Ling): las respuestas a cada pregunta son

definidas mediante el siguiente conjunto de etiquetas linglisticas:

MD. Muy en desacuerdo.

D. Bastante en desacuerdo.

N. Ni de acuerdo, ni en desacuerdo.
A. Bastante de acuerdo.

MA. Muy de acuerdo.

Es decir, se tiene A.ing conjunto de categorias de la variable Ling con Aiing =
{MD, D, N, A, MA%}.

- Cuestionario frecuentista (Frec): las respuestas a cada pregunta son
definidas mediante frecuencia de realizacidon definidas mediante el siguiente

conjunto de etiquetas frecuentistas:

~0%. Alrededor del 0% de las veces.
~25%. Alrededor del 25% de las veces.
~50%. Alrededor del 50% de las veces.
~75%. Alrededor del 75% de las veces.
~100%. Alrededor del 100% de las veces.

Es decir, se tiene Ar.c conjunto de categorias de la variable Frec con Arrec =
{~0%, ~25%, ~50%, ~75%, ~100%}.

Conviene notar que pese a que los conjuntos de etiquetas de ambos
experimentos son distintos (Acing # Arrec), €l orden de las categorias en ambos

métodos es idéntico, es decir, Liing = Lrrec = {1, 2, 3, 4, 5}.

Previo al lanzamiento del campo, se llevd a cabo un test de ambas versiones
del cuestionario para asegurar la correcta expresion y comprension de cada
pregunta, asi como la equivalencia semantica de ambos cuestionarios. Con el
analisis de los resultados de esta fase de test y los comentarios recibidos se

redactaron los cuestionarios finales.

La primera parte del cuestionario se construye en torno a los factores de
decision de compra de un champl, conteniendo preguntas sobre las
diferentes etapas del proceso habitual de compra de un producto (Gonzalez
Lobo y Carrero Lépez, 1997; Howard, 1993; Solé Moro, 2003). La segunda
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parte trata diferentes acciones sostenibles de los consumidores descritas en
manuales de organizaciones publicas. Las preguntas de ambas secciones son
susceptibles de ser formuladas con etiquetas linglisticas y con etiquetas
frecuentistas. Se incluye una pregunta de filtro para asegurar que los
encuestados han comprado champu en los ultimos doce meses y tienen por

tanto criterio para responder a la primera parte del cuestionario.

Se define un publico objetivo que permita obtener una muestra suficiente
para el analisis por lo que se decide llevar a cabo el estudio en el ambito de
la Universidad. La captacién se realiza mediante contactos en colegios
mayores, anuncios en diferentes facultades de la Universidad Complutense
de Madrid y la publicacion del estudio en la pagina de Facebook “Doctorado

Matematicas”.

Se recoge una muestra que, tras eliminar las encuestas incompletas y
depurar los datos, consta de 95 individuos que completaron ambas fases del
estudio. Esta muestra se compone de un 58% de estudiantes con perfil de
ciencias y un 42% con perfil de letras, habiendo un 17% de hombres y 83%
de mujeres. Este ultimo desbalanceo es probablemente debido a la pregunta

de filtro sobre la compra de champu en los Ultimos doce meses.

La versidn linglistica del cuestionario se llevd a cabo mediante encuestas
autoadministradas online desarrolladas con el software Surveymonkey. El

cuestionario frecuentista se lanzé dos semanas después.

El analisis de este estudio requiere identificar las respuestas de un mismo
entrevistado. Para ello, cada individuo incluyd las iniciales de su nombre y
primer apellido y su fecha de nacimiento en ambos cuestionarios de forma

gue se pudiese generar un identificador Unico manteniendo el anonimato.

Para poder alcanzar a los mismos individuos en el segundo cuestionario, se
les pidid en la primera fase su direccion de correo electrénico. Se utilizd
ademas la mencionada pagina de Facebook “Doctorado Matematicas” para

que aquellas personas que fuesen reacias a proporcionar este dato, pudiesen
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hacerse “fans” de la misma y ser alertadas de forma andnima en su perfil de

Facebook cuando se lanzase el segundo cuestionario.

6.4 Metodologia

La cuestidon principal de este estudio es saber si existe algun impacto en las
respuestas debido a la naturaleza de las etiquetas y si lo hay analizarlo y tratar

de cuantificarlo.

Los resultados del experimento se recogen conjuntamente mediante una
variable estadistica ordinal bidimensional (Ling’, Frec’) con dominio en Liing =
Lrec = {1, 2, 3, 4, 5} que representa las respuestas dadas por cada individuo
al mismo cuestionario con cada una de las metodologias. Dado el individuo i
denotamos (ling’i, frec’;)) las respuestas dadas por el individuo i-ésimo a la

pregunta J-ésima en cada una de las versiones linglistica y frecuentista.

Individuo

Ling1

1
Frec

Ling2

2
Frec

LingJ

J
Frec

Ling27

27
Frec

1
2

95

3
2

ling 1 i

2

3
3

1
frec”;

1

1
5

ling 2 i

3

2
5

2
frec”;

4

ling ! i

J
frec”;

2
4

ling 2 i

5

4
5

27
frec”™’;

4

Tabla 6.1 - Esquema ilustrativo de la base de datos que recoge la variable (Ling’, Frec’)

Se tienen por tanto 27 variables estadisticas ordinales bidimensionales.
Conviene notar que las variables Ling’ y Frec’ son las distribuciones
marginales de la variable bidimensional (Ling’, Frec’) que recoge los
resultados del experimento conjuntamente. Por lo que también se trabajara

con 27 x 2 = 54 variables unidimensionales.

Del calculo de frecuencias asociadas a las 54 variables unidimensionales se
obtienen los vectores de frecuencias n.ing Y Nrred’ y l0s vectores de frecuencias
relativas fiing Y frecd que recogen los resultados del experimento para cada

una de las variables.
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Pregunta Método ny n, n3 ng ns iy f, f, f3 fs fs

1 Ling 10 19 12 37 16 94 11% 20% 13% 39% 17%
1 Frec 8 26 26 20 14 94 9% 28% 28% 21% 15%
2 Ling 7 12 16 37 22 94 7% 13% 17% 39% 23%
2 Frec 3 12 17 40 22 94 3% 13% 18% 43% 23%
J Ling n Ling ! il fLing !

J Frec N Frec ! i] fFrec !

27 Ling 13 12 10 21 26 82 16% 15% 12% 26% 32%
27 Frec 8 16 17 24 17 82 10% 20% 21% 29% 21%

Tabla 6.2 - Esquema ilustrativo de los vectores de frecuencias y frecuencias relativas de las
distribuciones marginales de (Ling’, Frec’)
A continuacién se enuncian los analisis que llevaremos a cabo. Presentamos
todos los detalles metodoldogicos en esta seccion y mostraremos los
resultados obtenidos en la seccién siguiente. Comenzamos con un analisis
descriptivo de las variables unidimensionales. Seguidamente, analizaremos
las discrepancias en las respuestas dadas por cada individuo para cada
pregunta y de forma global. Posteriormente estudiaremos la relacion entre el
impacto de las etiquetas y el consenso generado en la pregunta. Finalmente,
en las Ultimas dos secciones, evaluaremos si existe alguna asimetria en el
impacto mediante el analisis de la variable bidimensional (Ling’, Frec’) y
estudiaremos como es la traslacién de opiniones del método linguistico al
método con etiquetas frecuentistas a través de las distribuciones

frecuentistas condicionadas a cada una de las categorias linguisticas.

Observacion 6.2

Es importante mencionar antes de empezar los analisis estadisticos que en
esta memoria se tratara de llegar a conclusiones de caracter general a partir
de un analisis pormenorizado para cada una de las preguntas. Para poder
agregar los diferentes resultados obtenidos en cada una y llegar a rechazar
de manera significativa una hipdtesis nula global, sera necesario que se
rechace la hipétesis nula localmente en un nimero significativo de contrastes

locales.

En particular, se llevaran a cabo diferentes contrastes de hipotesis sobre las
27 variables, de los que se tratara de extraer conclusiones a nivel global. En

el siguiente analisis se muestra que para poder concluir que existe evidencia
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significativa para rechazar la hipdtesis nula con un nivel de confianza del
95%, serda necesario que se rechace la hipdtesis nula en 19 de las 27

preguntas.

Se define la variable:

/
1 si se rechaza la hipdtesis nula para la pregunta J-ésima,
Y; =<
0 en caso contrario.
N~
Y; ~ Ber (p).
27
Se puede definir por tanto una variable Y = ZYJ que representa el nimero
J=1

de preguntas significativas. Se tiene que Y ~ Bin (27, p).

_ __ f 1-
Se define Y =Y/ 27 para la que puede suponerse Y ~ N(p, p(27 P) )y se

define el contraste: Ho: p < 0.5 frente a Hi: p>0.5.

Bajo Ho cierta se tiene que Y ~ N (0.5, 0.096). Por tanto para rechazar la

Y-05

hipdtesis nula con un nivel de confianza del 95% ha de cumplirse que 05096

>2 = Y >0.7 = Y >18. Por tanto, para poder afirmar de forma general que
se rechaza la hipdtesis nula con un nivel de confianza del 95%, ha de

cumplirse en al menos 19 de las 27 preguntas.

Observacion 6.3

En esta seccion trabajaremos con una matriz de pesos W<*definida mediante

el vector o = (1, 1.5, 2) y que notaremos como W0.

6.4.1 Analisis de variables unidimensionales

Como un primer paso para tener conocimiento sobre las caracteristicas

generales y la poblacién de estudio se hara un analisis de estas variables
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unidimensionales correspondientes a cada pregunta y metodologia en base a

la naturaleza de las etiquetas.

Analisis descriptivo

Para cada pregunta J se mostrara un grafico contrastando ambas
distribuciones. A continuacién se mostrara para cada método y cada pregunta

J, medidas de tendencia central propias de variables ordinales.

Finalmente, con el objetivo de entender mejor la distribucion, se incluirdn

ademas los graficos de frecuencias acumuladas para ambas variables.

Homogeneidad marginal

Si las distribuciones de las respuestas por pregunta con cada uno de los
métodos no son homogéneas quiere decir que existe algun tipo de impacto de
la naturaleza de las etiquetas. Se analizara por tanto la homogeneidad de las
distribuciones marginales para detectar si existen diferencias significativas

entre las mismas.

La homogeneidad marginal de ambos métodos se analiza mediante la
extension de Stuart (1955) y Maxwell (1970) al test de McNemar (1947). Se
contrasta si las diferencias entre las proporciones marginales son
significativas, es decir, si las proporciones de las respuestas lingUisticas frente

a las respuestas frecuentistas son significativamente distintas.

La hipédtesis nula es Ho: pie = poi con i=1,...,5, y se calcularan los p-valores

para cada pregunta Je{1,2,...,27}.

Tras realizar el contraste para cada pregunta, analizaremos el nimero de
preguntas para las que se rechaza la hipdtesis nula para poder llegar a una
conclusion de caracter global. Tal y como se explicé en la Observacion 6.2,

tendria que rechazarse la hipotesis nula en 19 de las 27 preguntas.

Observacion 6.4

Conviene resaltar que en caso de que no hubiera diferencias significativas en
las distribuciones marginales, esto no seria una condicién suficiente para

afirmar que no exista impacto de la naturaleza de las etiquetas. En la Tabla
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6.3 se muestra un ejemplo ficticio extremo de 2 poblaciones que han realizado
el mismo experimento con 2 métodos diferentes. Ambas poblaciones tienen
una distribucién polarizada con el 50% de la muestra en cada extremo con
cada método y por tanto las distribuciones marginales son idénticas. No
obstante, en la primera poblacién las opiniones se mantuvieron idénticas con
ambos métodos mientras que en la segunda poblacién se dio un salto radical

en las opiniones de todos los individuos.

Método 2 Método 2
3 Poblacion 2 f1 3
0 0 50 f1 0
f2
3
fa
50 50 5
50 100

N
N
al
N
N
o

Poblacién 1 1
fl
f2
3
f4
5

50

Método 1

50
50 100

o|jo O O oo
o|jo o o o
o|jo O oo o
o
o
Método 1
o O o
o|jo © O oo
o|jo ©o ©o o
o|jo o o oo

ala
=] [=}

Tabla 6.3 - Ejemplo de homogeneidad marginal como condicién no suficiente

Por tanto, parece necesario hacer un analisis detallado de las discrepancias

entre las respuestas dadas por los individuos.

6.4.2 Discrepancias (cambios de opinion)

Con el objetivo de medir el impacto de la naturaleza de las etiquetas sobre
las respuestas dadas a cada pregunta se define a continuaciéon una nueva

variable:

Definicion 6.1: Discrepancia entre los métodos Ling y Frec para la
pregunta J:

Sean Ling = Lgec = {1,..,5} los érdenes de las categorias asociados a las
conjuntos de etiquetas Aiing Y Afrec Y S€aN ling’icLiing y frec’icLsec las respuestas
dadas por un individuo / a una pregunta J con cada uno de los dos métodos.
Se define entonces la discrepancia entre el método linglistico y el frecuentista

para la pregunta J como:
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D’: Liing X Lfrec - {0, 1%}
1 si ling’i = frec’;,

(ling’;, frec’) - D

Il
A

0 si ling’; = frec’..
N~

Analisis global

Para poder llevar a cabo algunos analisis descriptivos globales, se estudiara
la discrepancia media por individuo, es decir, el porcentaje de preguntas para
las que en promedio los individuos no dan respuestas equivalentes. Para ello,
se calcula inicialmente la discrepancia media por individuo, es decir, el
porcentaje de preguntas que cada individuo contesta de forma diferente.
Posteriormente se calcula la media muestral en todos los individuos. Dado
que en la recogida de datos ha habido algunos valores nulos para algunas
preguntas, se introduce la variable ji que refleja el nimero de preguntas
contestadas por el individué i-ésimo. Conviene notar que D/i(ling’;, frec’;) es

nulo si el individuo i-ésimo no respondié la pregunta J-ésima. Entonces:

127 .
Discrepancia media del individuo i-ésimo: D =J.—ZDJi(|mgiJ ) freCiJ) .
i i J=1

1 9%
Discrepancia promedio: D =—2Di .
95ia

Se quiere ademas evaluar si las discrepancias en funcidn del tema son
diferentes, para ello se calculan las medidas anteriores por bloques de
preguntas. Para reflejar el nimero de preguntas contestadas por cada
individuo en cada tema, Champu y Sostenibilidad, se utilizaran las variables

Ci Yy Si respectivamente. Entonces:
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Discrepancia media del individuo i-ésimo por tema:

113 .
Champu: Dci ZC—ZDJi(“ngiJ , frec)')
i J=1

1 Z .
Sostenibilidad: Dsi e > D’i(ling, frec) .
i J=14

Discrepancia promedio por tema:

195 .
_ZD e

Champu: D°¢=
95ia

Sostenibilidad: © S— gif DS

i=1

Analisis por pregunta

A continuacidn se analizaran las discrepancias promedio por pregunta (D).
De nuevo, teniendo en cuenta que puede haber valores nulos, se utilizara la
variable j; para representar el nimero de individuos que dieron respuesta a

la pregunta J-ésima:

19 )

. . . J J J J
Discrepancia media por pregunta: D = >.Di(ling;, frec;) .
J i=l

Finalmente se estimaran los intervalos de confianza para cada pregunta y se

mostrara en un grafico el ranking significativo de preguntas.

6.4.3 Relacion entre el impacto de las etiguetas vy el consenso generado

en la pregunta

Otro de los objetivos de esta memoria es tratar de explicar el impacto de la
etiqueta en una pregunta dada en funcién del consenso existente con cada
método. Teniendo en cuenta que el impacto de la etiqueta se ha recogido
mediante la variable discrepancia D’ y que el consenso se define como medida
opuesta a la dispersién, se llevard a cabo un andlisis de las variables

discrepancia y dispersion.
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El analisis de la discrepancia por pregunta fue estudiado en la seccién anterior

por lo que en esta seccién se analizara la dispersién por pregunta y método.

Anadlisis de la dispersidén por pregunta y método

Se comenzara por calcular la dispersién por pregunta y método (®w(fiing’) Y
Ddw(fred), que por simplicidad se notard como ®w(Ling’) y ®w(Frec’)). Este
analisis se realizara utilizando como medidas de dispersidn tanto la entropia
como las medidas de dispersidén ordinal propuestas en el capitulo 4 de esta
memoria. Concretamente se trabajara con 4 medidas, dos sin referencia y
dos con referencia la mediana Unica y cada una de ellas calculada con 2
matrices de pesos: la generada por el vector unitario « = (1,1,1) que es
equivalente a la diferencia en valor absoluto (ver Observacién 5.4) y la
definida mediante el vector o« = (1, 1.5, 2) que se ha notado como W0 (ver

Observacién 6.3). Es decir, se analizara con @, ®wo, || ,med_u Y Pwo,med_u.

Se quiere ver si la naturaleza de las etiquetas (método) tiene un impacto en
el consenso. Dado que el consenso se calcula para cada pregunta, se querra
comprobar si el consenso esperado con etiquetas linglisticas es

significativamente distinto del consenso esperado con etiquetas frecuentistas.

Para ello se hace un analisis de medias pareadas donde Mow(wingsy denota el

consenso esperado con el método linglistico y MHaow(rrea) refleja el consenso

esperado con el método frecuentista.

Este contraste de diferencias de medias pareadas se define con la hipdtesis
nula Ho: Maow(ings) - How(Freay = 0 frente a Hi: Haow(Ling) - Mow(rrecsy # 0 y detecta
si existen diferencias significativas entre las medias de ambos métodos. Se
contrastara mediante una t-Student, pero para poder aplicarlo, debe
verificarse previamente que cada una de las muestras sigan una distribucién
normal y que sus varianzas sean iguales. Para contrastar la normalidad se
utilizara el contraste de Shapiro — Wilk y para contrastar la homocedasticidad
(o igualdad de varianzas), se aplicara el test F de Fisher. Esto se llevara a
cabo con cada una de las medidas de dispersidn bajo analisis detalladas

anteriormente.
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Relacidon entre discrepancia y dispersion

Para estudiar la relacion entre la discrepancia y la dispersién por pregunta,
se comenzara con un analisis descriptivo mediante un grafico XY que muestre
por pregunta el promedio de las dispersiones linglistica y frecuentista frente

a la discrepancia.

Posteriormente se estimara el grado de discrepancia mediante modelos de
regresion lineal multiple con estimacién de parametros minimo cuadratica
para analizar en qué grado la discrepancia puede ser explicada mediante una
combinacion lineal e las dispersiones linglistica y/o frecuentista. El modelo

tendra por tanto la formulacién siguiente:
Y=bo+ b - Xi+ b2 X2+ ¢,

donde la variable respuesta es:
Y = Discrepancia por pregunta (D).

Y se introducen como variables explicativas:
X:: Dispersidon por pregunta con el método linguistico,
X>: Dispersidon por pregunta con el método frecuentista,
€: Error del modelo,

y se estimaran los coeficientes del modelo by, b: y b>.

Conviene notar que se trabajaran 5 modelos distintos, uno para cada medida

de dispersion detallada en la seccidn anterior (Entropia, @, ®wo, ®@||Med uY

CDWO,Med_u)-

6.4.4 Asimetria en el impacto

Para dar respuesta al objetivo de analizar en detalle la traslacion de las
respuestas dadas con etiquetas linglisticas a etiquetas frecuentistas (03), se
llevara a cabo un analisis de la variable bidimensional (Ling’, Frec’) para cada

pregunta J y se evaluaran las diferencias en las respuestas.
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Analisis descriptivo de la variable bidimensional (Ling’, Frec®)

En un primer analisis descriptivo se calcularan las tablas de contingencia 5x5
de la muestra para cada pregunta y se mostraran los graficos de los

resultados mediante graficos de burbujas.

A continuacién se llevaran a cabo los siguientes analisis:

Independencia de métodos

Para comenzar se estudiard la independencia entre los métodos, aunque
resulte en cierto modo evidente. Se realiza por tanto un contraste de
independencia chi-cuadrado en el que contrastaremos la hipétesis nula de
independencia Ho: pjj = pispej Vi,j con el estadistico de Pearson que, bajo la

hipotesis nula, tiene una distribucion de probabilidad asintética y24*4.

Diferencia

Con el objetivo de estudiar si existe algun tipo de tendencia o asimetria al
trasladar las respuestas dadas con etiquetas linglisticas a etiquetas
frecuentistas, se profundizara en los cambios de opinién (medidos
anteriormente con la discrepancia, ver 6.4.2) para estudiar la direccion e
intensidad de estos cambios, es decir, se analizara la diferencia entre las

respuestas de ambos métodos.

Definicion 6.2: Diferencia entre los métodos Ling y Frec (Diff’)

Sean Ling = Lrec = {1,...,5} los érdenes de las categorias asociados a las
conjuntos de etiquetas Aung Y Arec Y sean ling’ieliing Yy frec’ieLrec las
respuestas dadas por un individuo / a una pregunta J con cada uno de los dos
métodos. Se define entonces la diferencia entre el método linguistico y el

frecuentista como:
lefj: LLingX LFrec - {'4,...,0,...,4}
(ling’i, frec’) >  DIiff(i) = ling’; - frec’;.

Se llevara a cabo un analisis descriptivo de esta nueva variable mostrando el
grafico de distribucién para cada pregunta, sefialando la moda y la mediana

y visualizando estas distribuciones mediante un diagrama de caja.
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Contraste de proporciones para las discrepancias laterales

Para estudiar las posibles asimetrias, se definen a continuacion las siguientes

variables:

Definiciones: Discrepancias laterales del método lingiiistico vs. el
frecuentista para la pregunta J (D). y D,_;):
Sean Ling = Lfec = {1,..,5} los érdenes de las categorias asociados a las

conjuntos de etiquetas Aiing Y Afrec Y S€aN ling’icLiing y frec’icLsec las respuestas

dadas por un individuo /i a una pregunta J con cada uno de los dos métodos.

Se definen entonces las discrepancias laterales del método linglistico vs. el

frecuentista para la pregunta J como:

Definicion 6.3 Discrepancia lateral superior para la pregunta J (DLJEF)

DszF: Liing X Lerec - {0, 1}

1 si ling’; > frec’;,
(ling’,, frec’) > Dl = <

0 si ling’; < frec’;.

N~

Definicién 6.4 Discrepancia lateral inferior para la pregunta J (D/_;)

DL]sF: Liing X Lfrec - {0, 1}

1 si ling’; < frec’;,

(ling’;, frec’;) > Dls) =

0 si ling’; > frec’;.

N~
Para cada tipo de discrepancia lateral y cada pregunta J (Dl.. , D]..)
calcularemos la media (D/., , Di.;) y el intervalo de confianza con un nivel de

confianza del 95% y ordenaremos estos intervalos de menor a mayor segun

el limite inferior del intervalo.

A continuacion se definen los siguientes contrastes de hipotesis para cada

una de las discrepancias laterales:
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Contraste D)., Ho: P(D).;)< p:" frente a Hi: P(D),;) > p:".
Contraste D’LsF Ho: P(DL]SF)S p2" frente a Hi: P(DL]SF) > po.

El objetivo de estos contrastes es determinar los valores limite p;* y p>” tales
gue permitan rechazar cada hipétesis nula de forma global con un valor de
significacion de « = 0.05. A continuacion se estudiara si existe algun desvio

entre p;" y p2".

Para determinar estos valores, recordemos primero la Observacion 6.2 sobre
el niumero significativo de contrastes locales necesarios para poder concluir
gue también se rechaza la hipétesis nula a nivel global. Tal y como se explicd
en esta observacidn, es necesario rechazar la hipétesis nula en al menos 19
de las 27 preguntas para poder rechazar la hipotesis nula de forma global.
Hay que tener en cuenta que las preguntas se han ordenado de forma
creciente segun el extremo inferior del intervalo de confianza de la media.
Por tanto, si tomamos como p;" o p>" el extremo inferior del noveno intervalo
de confianza, se puede afirmar que se rechaza la hipétesis nula en las 19
preguntas siguientes del listado ordenado (de la novena pregunta a la
vigesimoséptima) y por tanto se podra afirmar a nivel global que se rechaza
la hipotesis nula con un nivel de confianza del 95%. Se analizard entonces si

estos valores p;” o p>" son similares entre ellos o existe algun tipo de desvio.

6.4.5 Traslacion de opiniones

El objetivo de esta seccién es analizar como se producen las discrepancias
laterales introducidas en el apartado anterior y mas concretamente entender
si existe algun patrén en la traslacion de respuestas dadas por cada individuo

de una metodologia a otra.

Conviene recalcar que este analisis en profundidad se realizara a nivel
individuo, es decir, se examinaran por individuo los cambios de opinién que
se producen al pasar de etiquetas linglisticas a etiquetas frecuentistas. Para

ello, se estudiaran las distribuciones frecuentistas condicionadas a las
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diferentes categorias linglisticas para cada pregunta J: Frec’|ing=mp,
Frec]| Ling=p, Frec’ | Ling=n, Frec’ | Ling=A ¥ Frec’ | Ling=MA-

Notese que Unicamente se han estudiado aquellos casos en los que el tamafo
muestral de la distribucion frecuentista condicionada a cada etiqueta es de al

menos 5 individuos.

Analisis grafico de las distribuciones condicionadas

En esta seccion se trabajara por tanto para cada una de las 27 preguntas con
5 distribuciones frecuentistas condicionadas a los valores de cada etiqueta
linglistica. Se comenzard con un breve andlisis grafico de estas

distribuciones.

Analisis del consenso

Tal y como se ha mencionado anteriormente (ver 4.1), son varios los autores
gue han trabajado en la problematica de la distancia en escalas ordinales y
la suposicion de equidistancia entre las categorias. Igualmente existen
estudios sobre el comportamiento en categorias extremas, ya que parece
haber diferencias interesantes. En este trabajo también se querra analizar en
profundidad estas categorias y detectar si existe algun patrén en la traslacién

de las respuestas extremas linglisticas a las respuestas frecuentistas.

Se estudiara por tanto el consenso de la distribucidon frecuentista al trasladar

las opiniones dadas con etiquetas linglisticas.

Notese que este analisis es diferente al descrito en la seccion 6.4.3 sobre el
analisis de medias pareadas para estudiar la dispersion con cada método ya
que en este caso se esta estudiando la dispersién de las respuestas
frecuentistas dadas Unicamente por aquellos individuos que contestaron una
categoria linglistica concreta y prefijada. Es decir, se estudia la dispersion de

la distribucién frecuentista condicionada a cada etiqueta linglistica.

Para ello, lo primero serd calcular la dispersién de cada una de las
distribuciones condicionadas por pregunta con las diferentes medidas

propuestas en esta memoria. Es decir, se calculara ®w(fred |Ling=mp), ...,
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Ow(frred’ |Ling=ma) que por simplicidad notaremos como ®w(Frec’ | Ling=mp), ..
Ow(Frec’ | Ling=ma) donde ®w serdn las medidas de dispersién ordinales @y y

dwo y se calculard ademas con la entropia.

A continuacién se llevara a cabo un disefio de experimentos bifactorial
tomando como variable respuesta la dispersién (como medida opuesta al
consenso), como factores las categorias a las que se condiciona cada
distribucién y como bloque (factor no deseado) las preguntas. Es necesario
realizar previamente un test ANOVA para detectar si efectivamente existen
diferencias significativas en la variable de respuesta. Posteriormente, con el
objetivo de ordenar los consensos/dispersiones asociados a las diferentes
categorias, se llevara a cabo un ranking siguiendo el método de Newman-
Keuls de comparaciones multiples (Newman, 1939; Keuls, 1952) para
agrupar las medidas significativamente distintas entre las categorias de

respuesta.

6.5 Resultados

Por tanto, en el experimento realizado se tienen 95 individuos (ie{1,...,953})
que contestan 27 preguntas (Je{1,...,27}) aplicando el método linglistico y

frecuentista.

6.5.1 Analisis de variables unidimensionales

Analisis descriptivo

A continuacién se muestra para cada pregunta J € {1, 2,..., 27} un grafico

con la distribucién de las variables unidimensionales Ling’ y Frec’:
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Figura 6.1 - Distribucidn de Ling y Frec por pregunta J
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En algunas preguntas, como por ejemplo la C1 o la S5, se aprecia una
diferencia entre las distribuciones de las respuestas dadas con cada método.
Tal y como se menciond en la metodologia, tras este apartado de analisis
descriptivo, realizaremos un contraste de homogeneidad marginal para cada
pregunta J para analizar si las diferencias entre las distribuciones son

significativas.

A continuacién analizaremos las medidas de tendencia central (mediana Unica,

ver Definicién 2.4 y la moda) para cada pregunta y método:

Mediana Moda Mediana Moda
Pregunta |, o Frec Ling Frec Pregunta | | ing Frec Ling Fre
c1 4 3 4 2,3 S1 5 5 5 5
c2 4 4 4 4 s2 5 5 5 5
c3 4 4 4 4 S3 5 5 5 5
ca 2 2 1 1 sS4 5 5 5 5
cs 5 5 > 5 S5 4 4 5 4
c6 3 2 1 1 23 2 g g i
c7 8 8 5 1 S8 3 3 3 4
c8 4 3 4 4 s9 s 5 5 s
c9 3 3 4 2,4 510 5 5 5 5
C10 2 2 2,3 2 S11 2 2 1 1
c11 4 3 4 4 S12 5 5 5 5
C12 4 4 4 5 S13 4 4 5 5
C13 3 3 1 1 C14 4 4 5 4

Tabla 6.4 - Medidas de tendencia central de Ling y Frec por pregunta J

En relacién a la mediana Unica, se observa que suele ser similar con ambos
métodos, siendo incluso idéntica en la seccidn del cuestionario relacionada con
el tema de Sostenibilidad para todas las preguntas excepto una (5S6). Ademas,
se cumple que, cuando no son iguales, la mediana de la variable Ling’ es

superior a Frec’.

Las modas son muy variadas y se aprecia que las preguntas relacionadas con
los criterios de seleccién de un Champu generan distribuciones bimodales, no

existiendo ninguna distribucién asi en las preguntas de Sostenibilidad.

Continuando con el analisis descriptivo, a continuaciéon se muestra un grafico

por pregunta con las frecuencias acumuladas de ambas variables:
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Figura 6.2 - Distribucion
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Cuando se mira en detalle la diferencia entre las frecuencias acumuladas de
las categorias 1 a la 4, se aprecia que la distribucién linglistica estda a menudo
por debajo de la frecuentista (concretamente en el 75% de los casos,
creciendo al 81% cuando se analizan sélo las categorias 1 a 3). Esto quiere
decir que comparativamente parece existir una menor concentracion de la
distribucién linglistica en las categorias bajas de la escala, o
equivalentemente, que la distribucion linglistica se concentra mas que la

frecuentista en los valores altos de la escala.

El analisis anterior sobre las frecuencias acumuladas y la relacién entre las
medianas de la variable Ling’ y Frec’ sugieren una tendencia a expresar un
mayor acuerdo con el método lingtliistico que con el frecuentista. Esto es algo
que abordaremos en la seccion sobre la asimetria en el impacto (ver 6.4.4

para explicacién metodoldgica y 6.5.4 para resultados).

Homogeneidad marginal

Tal y como se mencion6é anteriormente, los graficos de las distribuciones
marginales muestran diferencias acusadas para algunas preguntas (ver Figura
6.1). Al llevar a cabo el contraste de homogeneidad marginal con la extensién
de Stuart (1955) y Maxwell (1970) al test de McNemar (1947) se obtienen los
p-valores que se muestran a continuacion, indicando en rojo aquellos que son

inferiores a 0.05:

CHAMPU SOSTENIBILIDAD

C1 0,0084 S1 0,5747
Cc2 0,6824 S2 0,0765
C3 0,0376 S3 0,1556
C4 0,5003 S4 0,4344
C5 0,6297 S5 0,00001
C6 0,0169 S6 0,0388
C7 0,0673 S7 0,0551
C8 0,3446 S8 0,4352
C9 0,1924 S9 0,6518
C10 0,2345 S10 0,0469
Ci1 0,4463 S11 0,1039
Ci12 0,0698 S12 0,3904
C13 0,4411 S13 0,0410

S14 0,0902

Tabla 6.5 - P-valores del contraste de homogeneidad marginal (resaltado si p-valor < 0.05)
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Asi pues, existen 7 de las 27 preguntas realizadas en este estudio para las
que existen diferencias significativas en las distribuciones marginales
linglisticas frente a las frecuentistas por lo que se puede afirmar con un nivel
de confianza del 95% que en esas preguntas hay un impacto de la naturaleza

de las etiquetas.

Tal y como se explicaba en el apartado sobre la metodologia, estos resultados
no son suficientes para afirmar que de manera sistematica haya diferencias
significativas entre los métodos. Para ello hubiera sido necesario rechazar la
hipétesis nula en 19 de las 27 preguntas (ver Observacion 6.2). No obstante,
tal y como se menciond anteriormente, para poder llegar a una conclusion
definitiva sobre el impacto de la naturaleza de las etiquetas es necesario el
analisis de discrepancias, ya que podrian existir poblaciones con
distribuciones marginales idénticas cuyas respuestas con un método u otro

hayan cambiado radicalmente (ver Observacion 6.4 y ejemplo en Tabla 6.3).

6.5.2 Discrepancias (cambios de opinion)

Anélisis global

El analisis del promedio de discrepancias arroja que los entrevistados
contestan de manera diferente casi una de cada dos preguntas.

Concretamente, el 49.3% de las respuestas dadas por un individuo no

coinciden al comparar ambas versiones del cuestionario (D).

Es claro que de forma natural existiria una cierta discrepancia entre las
respuestas dadas por los entrevistados a dos cuestionarios incluso que fueran
idénticos. Seria necesario por tanto conocer esta discrepancia natural para
poder estimar de forma correcta el porcentaje de respuestas discrepantes
debido al cambio en la naturaleza de las etiquetas. No obstante, que haya un
cambio de opinidon en casi la mitad de las preguntas parece de forma intuitiva

un valor excesivamente alto.

Pagina 143



Los resultados de la discrepancia promedio por tema, D¢ = 55.6% y D°=

43.4%, indican que existe una mayor discrepancia en el tema de Champu vs.
Sostenibilidad.

Analisis por pregunta

En la Tabla 6.6 se presenta para cada pregunta la discrepancia promedio asi
como su intervalo de confianza. Se resaltan en rojo y verde las preguntas con

mayor o0 menor discrepancia por tema respectivamente:

CHAMPU D' IC SOSTENIBILIDAD D' IC

c1 60,6% 50,8% 70,5% s1 23,2% 14,7% 31,6%
C2 52,1% 42,0% 62,2% S2 32,6% 23,2% 42,1%
c3 52,1% 42,0% 62,2% S3 27,7% 18,6% 36,7%
ca 52,2% 42,0% 62,4% S4 32,6% 23,2% 42,1%
c5 55,3% 45,3% 65,4% S5 47,9% 37,8% 58,0%
c6 60,0% 50,1% 69,9% S6 58,9% 49,1% 68,8%
c7 46,3% 36,3% 56,3% S7 62,4% 52,5% 72,2%
c8 54,3% 44,2% 64,3% S8 54,7% 44,7% 64,7%
c9 57,0% 46,9% 67,1% S9 26,3% 17,5% 35,2%
c10 63,2% 53,5% 72,9% 510 36,8% 27,1% 46,5%
c11 64,2% 54,6% 73,9% s11 60,0% 50,1% 69,9%
c12 53,7% 43,7% 63,7% 512 46,8% 36,7% 56,9%
c13 51,1% 41,0% 61,2% 513 45,3% 35,3% 55,3%

514 54% 42,9% 64,5%

Tabla 6.6 - Porcentaje de discrepancias e intervalo de confianza por pregunta J
(Rojo: las 2 preguntas discrepancia maxima,; Verde: las 2 preguntas discrepancia minima)

Se observa que la discrepancia es mayor en preguntas relacionadas con la
decision de compra de un champd, tal y como se detectd en la discrepancia

promedio por tema.

Para ahondar en detalle sobre esta hipdtesis de si las discrepancias de las
preguntas relacionadas con la decision de compra de un champu son
significativamente mayores que las discrepancias relacionadas con el tema
de sostenibilidad, a continuacién se muestra un grafico de los intervalos de

confianza con las preguntas ordenadas de mayor a menor discrepancia.
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Figura 6.3 - Intervalos de Confianza de la Discrepancia por pregunta (de mayor a menor)

El grafico anterior permite agrupar algunas de las preguntas Discr_Alta =
{C11, C10, S7, C1, C6, S11, S6, C9} (mayoritariamente preguntas de la
seccién de Champu) y Discr_Baja = {510, S2, S4, S3, S9, S1} (todas ellas
del bloque de Sostenibilidad), y concluir que con un nivel de confianza del
95% las preguntas del grupo Discr_Baja tendran una discrepancia menor que

las de Discr_Alta.

Por tanto, teniendo en cuenta que se ha utilizado la discrepancia como la
variable de medida el impacto del cambio en la naturaleza de las etiquetas,
puede concluirse que existe discrepancia, que esta en torno a 49.3%, y que
ésta varia significativamente en funcion de la pregunta. Ademas, el impacto
que tiene la pregunta en la discrepancia de opiniones por método esta
relacionado con el tema sobre el que versa la pregunta (Champu o

Sostenibilidad) siendo mayor en Champu que en Sostenibilidad.

6.5.3 Relacion entre el impacto de las etiguetas y el consenso generado

en la pregunta

Analisis de la dispersion por pregunta y método

La Tabla 6.7 a continuacidon muestra la dispersion por pregunta y método. Tal

y como se menciond en la metodologia, se han incluido la entropia y las
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diferentes medidas de dispersién propuestas en el capitulo 4. Se ha utilizado
una escala de color por medida y método para mostrar la comparativa de los

métodos y las diferentes medidas de dispersion mas claramente.

Medida Dispersion Entropia D Do D | Med u Do, Med u

Método| Ling Frec Ling Frec Ling Frec Ling Frec Ling Frec
Cc1 2,15 2,21 1,39 1,33 2,46 2,29 1,02 0,96 1,81 1,44
c2 2,11 2,00 1,29 1,14 2,18 1,87 0,88 0,77 1,45 1,21
c3 2,01 2,02 1,18 1,20 1,98 1,99 0,78 0,86 1,26 1,36
ca 1,86 1,83 1,14 1,04 1,84 1,57 0,86 0,76 1,20 1,02
c5 2,06 2,17 1,20 1,35 2,04 2,33 0,88 0,99 1,46 1,67
cé 2,28 2,13 1,70 1,51 3,04 2,66 1,35 1,08 2,02 1,79
c7 2,22 2,19 1,74 1,79 3,07 3,26 1,36 1,46 2,04 2,19
c8 2,10 2,25 1,19 1,40 2,00 2,41 0,91 1,05 1,55 1,58
c9 2,25 2,26 1,47 1,42 2,57 2,45 1,11 1,05 1,66 1,58
C10 2,13 2,07 1,27 1,27 2,11 2,10 0,96 0,88 1,52 1,36
c11 2,09 2,06 1,20 1,14 2,03 1,95 0,87 0,84 1,49 1,26
C12 1,66 1,79 0,86 1,11 1,24 1,82 0,59 0,83 0,76 1,17
c13 2,30 2,23 1,67 1,67 2,94 2,97 1,29 1,33 1,93 1,99
S1 1,33 1,46 1,04 1,20 1,86 2,14 0,64 0,77 1,15 1,37
S2 1,26 1,59 1,00 1,11 1,77 1,88 0,62 0,75 1,08 1,24
S3 1,28 1,44 0,92 1,11 1,58 1,94 0,56 0,70 0,96 1,22
sS4 1,47 1,73 1,04 1,23 1,76 2,12 0,66 0,86 1,12 1,46
S5 1,83 2,07 1,14 1,24 1,83 2,03 0,85 0,85 1,18 1,34
S6 2,21 2,10 1,38 1,29 2,37 2,15 1,03 0,94 1,55 1,47
s7 2,25 2,19 1,41 1,50 2,40 2,59 1,00 1,18 1,50 1,77
S8 2,32 2,28 1,59 1,60 2,76 2,81 1,18 1,21 1,77 1,82
S9 1,00 1,14 0,53 0,70 0,72 1,11 0,33 0,42 0,43 0,65
s10 1,16 1,60 0,59 0,98 0,72 1,57 0,40 0,68 0,48 1,07
S11 2,22 2,15 1,50 1,42 2,56 2,46 1,17 1,02 1,89 1,66
S12 1,67 1,82 1,11 1,22 1,85 2,06 0,83 0,90 1,36 1,51
S13 1,92 2,00 1,37 1,24 2,40 2,06 0,97 0,89 1,52 1,33
S14 2,23 2,25 1,61 1,42 2,85 2,45 1,21 1,10 2,04 1,88

Tabla 6.7 - Medidas de dispersion por pregunta y método
(Cada columna muestra una gradacion de colores de Microsoft Excel de Verde a Rojo donde
Verde indica los valores de dispersion mas bajos y Rojo los valores de dispersion mas altos)
De manera general se observa un comportamiento similar en la dispersidn
con las diferentes medidas. Por ejemplo, todas las medidas asignan la minima
dispersién a la pregunta S9. No obstante se aprecian algunas diferencias
como que la maxima entropia es alcanzada en la S8 mientras que la maxima
dispersion ordinal (con cualquiera de las medidas ordinales) se detecta en la
pregunta C7 (distribucion mas polarizada, ver Figura 6.1). Ademas, la
entropia asigna de forma relativa menor dispersion a las primeras preguntas
relacionadas con sostenibilidad (S1 - S4) que las medidas de dispersién
ordinales. Esto se debe a que son preguntas con la distribucidon concentrada
en torno a la categoria extrema 5 y por tanto los valores fuera de esta
categoria generan mayor dispersion polar (ordinal) que uniforme (entropia).
De entre las medidas de dispersion ordinales, las medidas que utilizan la

matriz de pesos WO asignan de forma relativa mayor dispersidon ya que
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penalizan mas las distancias teniendo en cuenta las tendencias subyacentes

de la escala.

Cabe destacar que en el bloque sobre Champd, las preguntas C7 y C13, que
muestran alta dispersion, son las que arrojan el menor porcentaje de
discrepancias (ver Tabla 6.6). Para el tema de sostenibilidad por el contrario
coincide que la pregunta S9 que arroja la menor discrepancia es también la
gue menor dispersion tiene. Esto se analizard en mas detalle en el siguiente

punto.

A continuacién realizamos un contraste de diferencias de medias pareadas
para cada una de las medidas de dispersion presentadas anteriormente para
ver si la dispersion varia significativamente en funcién de la naturaleza de las
etiquetas utilizadas. Para poder llevar a cabo este contraste es necesario, tal
y como mencionamos en la metodologia, confirmar la normalidad y la
homocedasticidad de varianzas. La Tabla 6.8 muestra los resultados de los

tests de Normalidad:

Shapiro test
p-value

(Normalidad)
Entropia_Ling 0.001208
Entropia_Frec 0.002783
Phi_Abs_Ling 0.4965
Phi_Abs_Frec 0.8043
Phi_W_Ling 0.1952
Phi_W_Frec 0.8274
Phi_Abs_Med_Ling 0.7713
Phi_Abs_Med_Frec 0.6354
Phi_W_Med_Ling 0.2163
Phi_W_Med_Frec 0.9641

Tabla 6.8 - P-valores del contraste de normalidad de las medidas de dispersiéon

Para la entropia se rechaza la hipotesis de normalidad por lo que no se podra
aplicar el test de muestras pareadas. A continuacion se muestran los

resultados de contrastes de homocedasticidad para las medidas restantes:
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F Fisher
p-value o )
(Homocedasticidad Varianzas)
Phi_Abs (Ling vs. Frec) 0.1179
Phi_W (Lingvs. Frec) 0.1324
Phi_Abs_Med (Ling vs. Frec) 0.2455
Phi_W_Med (Ling vs. Frec) 0.1593

Tabla 6.9 - P-valores del contraste de similaridad de varianzas de las medidas de dispersion

Con ninguna de las medidas restantes existe evidencia para rechazar la
hipétesis de igualdad de varianzas, por lo que se puede aplicar el test de

medias pareadas obteniéndose los siguientes resultados:

t-Student
p-value (Medias pareadas)
Phi_Abs (Ling vs. Frec) 0.1754
Phi_W (Lingvs. Frec) 0.2033
Phi_Abs_Med (Ling vs. Frec) 0.2273
Phi_W_Med (Ling vs. Frec) 0.3174

Tabla 6.10 - P-valores del contraste de medias pareadas de las medidas de dispersion

A la vista de estos resultados, no existe evidencia para rechazar la hipotesis
nula de igualdad de medias de la dispersion en funcion de la metodologia, por
tanto, no puede concluirse que exista evidencia de alguna tendencia en

términos de dispersidn al utilizar etiquetas linglisticas vs. frecuentistas.

Es decir, no hay diferencias significativas en el consenso esperado con cada

metodologia.

Relacidon entre discrepancia y dispersion

Los siguientes graficos muestran para cada pregunta el promedio de las

dispersiones linglistica y frecuentista frente a la discrepancia entre métodos:
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Figura 6.4 - Dispersion promedio (diferentes medidas) vs. Discrepancia por pregunta

Puede observarse que al utilizar métricas de dispersién ordinal sobre los

mismos datos, dispersiones ordinales altas no implican tan claramente

discrepancias altas. No obstante, esta relacién se cumple mucho mas

claramente con la entropia, medida de dispersidon nominal.

La correlacién entre la discrepancia y la dispersidn calculada con la Entropia

(medida de dispersion propia de variables nominales) es claramente mayor

(0.76) que la correlacién cuando se mide la dispersion con cualquiera de las

medidas de dispersion ordinal (@) = 0.33, ®wo =

(DWO,Med_u = 0.3 1) .

0.26, ®||med v = 0.38 y

La diferencia fundamental entre las medidas de dispersion nominal y las

medidas de dispersion ordinal es que la dispersibon maxima nominal se

alcanza con una distribucion uniforme mientras que la dispersion ordinal es

maxima en el caso polar. Intuitivamente a distribuciones uniformes les
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corresponderda una mayor discrepancia que a distribuciones polares (lo que
explicaria una mejor correlacion). Esto se debe a que ante un cambio de
etiquetas, cabe esperar que una poblacién repartida mas o menos por igual
entre todas las categorias de respuesta varie sus respuestas mas que otra

poblacién practicamente dividida por igual en las dos opiniones extremas.

Por tanto, parece que las medidas de dispersidn nominal correlacionan mejor
con la discrepancia ya que una mayor dispersion nominal supone una mayor
discrepancia mientras que esta relacion no es tan clara en el caso de medidas

de dispersién ordinal.

A continuacién se calcularan modelos de regresion multivariante con
estimacién paramétrica minimo-cuadratico con las diferentes medidas de
dispersién para analizar en qué grado la discrepancia por pregunta puede ser
explicada mediante una combinacion de las dispersiones linglistica y/o

frecuentista. La Tabla 6.11 muestra los modelos de regresién multivariante

calculados:
Medida Dispersidn R? bo b: b
(Coef. Ling) (Coef. Frec)
Entropia 76.6% -3.22 22.04 5.38
D, 40.0% 28.46 35.88 -18.50
Dwo 33.8% 33.13 16.26 -8.29
Dy, Med_u 46.3% 27.89 40.02 -15.71
Dwo, Med_u 45.0% 33.19 26.79 -14.92

Tabla 6.11 - Resultados modelos regresion multivariante

De entre las medidas de dispersidon analizadas, se observa que la entropia es
la medida que mejor modela la discrepancia ya que tal y como se ha visto en
los graficos anteriores cumple una relacidn mas clara. Las medidas de
dispersion ordinales @, y @ vweda v predicen algo peor la discrepancia,
funcionando la medida de dispersion ordinal con referencia algo mejor. Las
medidas de dispersion con saltos penalizados con la matriz WO son
ligeramente peores cumpliendo igualmente que la medida con referencia

funciona mejor.
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La dispersién medida con la entropia parece por tanto una buena variable
para predecir linealmente la discrepancia, no siendo éste el caso con las

medidas de dispersién ordinales que se han evaluado.

6.5.4 Asimetria en el impacto

Con el objetivo de dar respuesta a si existe algun tipo de asimetria o
tendencia en la traslacién de las respuestas dadas con etiquetas lingUisticas
a las respuestas dadas con etiquetas frecuentistas, se comenzara por realizar
un analisis descriptivo de la variable bidimensional (Ling’, Frec’) para cada

pregunta J.

Analisis descriptivo

Para cada pregunta se construye la tabla de contingencia 5x5 generada por el
experimento (ver 10.3.Tablas de contingencia). La Tabla 6.12 muestra a modo
ilustrativo la tabla de la primera pregunta sobre el proceso de decision de la
compra de champu en la que encontramos las respuestas al cuestionario
linglistico en las filas y las respuestas al cuestionario frecuentista en las

columnas:

Frecuentista

o1 1 2 3 4 5
~0% ~25% ~50% ~75% ~100%

g [t-mp] 3 4 2 0 1 |10
= |2-D 3 8 6 2 0o |19
S |3-N 0 3 6 3 o |12
Sla-a 2 9 11 11 4 |37
—15-MA] o 2 1 4 9 |16

8 26 26 20 14 [ o4

Tabla 6.12 - Ejemplo de tabla de contingencia de la pregunta 1 de la secciéon “"Champu”

A continuacién se incluyen los datos de las tablas de contingencia de cada
pregunta en graficos de burbujas encontrando en el eje horizontal las

categorias linglisticas y en el vertical las frecuentistas:
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Preguntas Champu
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3 p—ee— @ — 00— I3
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T @ e o « |
0 [0
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Figura 6.5 -Graficos de respuestas Linglisticas vs. Frecuentistas por pregunta (Champu)
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Preguntas Sostenibilidad
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Figura 6.6 -Graficos de respuestas Linguisticas vs. Frecuentistas por pregunta
(Sostenibilidad)
Se observa, como era de esperar, que en general las diagonales tienen el
mayor numero de casos. No obstante, se aprecian discrepancias en las
respuestas dadas. Se quiere estudiar si existe algln tipo de asimetria o

tendencia en esas discrepancias.

A continuaciéon se muestran los resultados de los analisis propuestos en la

metodologia para el estudio de la variable bidimensional.

Independencia de métodos

Se obtiene, como era de esperar, que existe evidencia para rechazar la

hipétesis nula de independencia en todas las preguntas.
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Diferencia

Los graficos a continuacién muestran la distribucion de las diferencias en las

respuestas Linglisticas vs. Frecuentistas para cada pregunta J:
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Figura 6.7 -Distribucién de Diff
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Aunque a priori puede observarse que siguen una distribucién con forma de

binomial se observa cierta asimetria hacia la derecha en la mayoria de las
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preguntas. Estudiaremos esta asimetria mediante el contraste de
proporciones descrito en la secciéon 6.4.4, no obstante analizamos
previamente el siguiente diagrama de caja sobre las diferencias, en el que

también puede observarse esta asimetria:

ioid

-2

%

< . .

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 (C9 C10 C11 C12 C13

~ 4 . .
. N . .
o~ o . .
° .
O_ — — — — —
. . . .
o . . L
. ]
< 4 ] . .

S1 82 53 S4 S5 86 S7 S8 S9 810 S11 S12 S13 S14
Figura 6.8 - Diagrama de caja de Diff (Diff(i) = ling’; - frec’;)

A primera vista se observa que las diferencias son muy distintas en funcién

del tema.

En las preguntas relacionadas con sostenibilidad, las diferencias tienen menos
dispersion, concentrando incluso toda la muestra en diferencias de 0 (salvo
valores atipicos) para la mitad de las preguntas. Para aquellas en las que no
es asi, se cumple que el rango intercuartilico maximo de las diferencias es de
1 punto, es decir, para esas preguntas el 50% de los encuestados variaron su
respuesta como maximo en 1 punto de la escala ordinal. Nétese que, en cada
pregunta, el grafico muestra la distribucidn de las diferencias ling’; - frec’;. Por
tanto, teniendo en cuenta que las variables son ordinales, tenemos que ling’;
- frec’; = 0 6 ling’; - frec’; =1. Esto quiere decir que para la mitad de la muestra
sucede que o bien las respuestas fueron idénticas, o bien las respuestas

linglisticas tomaron un valor en la escala de un punto mas que las respuestas
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frecuentistas, lo que se traduce como un punto mas en el grado de acuerdo
(ver Tabla 6.13 ):

ling', = frec’, +1

Iing’i frec’i
Muy en Desacuerdo 1 -
Bastante en Desacuerdo 2 1 Alrededor del 0% de las veces
Ni de Acuerdo, ni en Desacuerdo 3 2 Alrededor del 25% de las veces
Bastante de Acuerdo 4 3 Alrededor del 50% de las veces
Muy de Acuerdo 5 4 Alrededor del 75% de las veces

Tabla 6.13 - Relacion entre las respuestas linguisticas y frecuentistas dadas a una pregunta
por el individuo /-ésimo

A continuacion, para estudiar esta hipotesis sobre la asimetria en

profundidad, llevamos a cabo el contraste de proporciones descrito en la
seccion 6.4.4.

Contraste de proporciones para las discrepancias laterales

La Tabla 6.14 muestra para cada pregunta J el promedio y los intervalos de

confianza de las discrepancias laterales del método linglistico vs. el
frecuentista (discrepancia lateral superior DLJEFy discrepancia lateral inferior

Dle)-

Las preguntas se muestran ordenadas de forma creciente segun el extremo

inferior del intervalo de confianza:
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J J
Disp Dicp

PREGUNTA PROMEDIO ICMIN IC MAX PREGUNTA PROMEDIO ICMIN IC MAX

c2 71,3% 62,1% 80,4% S6 56,8% 46,9% 66,8%
C12 71,6% 62,5% 80,6% S7 57,0% 46,9% 67,1%
C4 72,8% 63,7% 81,9% S5 59,6% 49,7% 69,5%
C5 73,4% 64,5% 82,3% cé 61,1% 51,2% 70,9%
Cc11 73,7% 64,8% 82,5% C9 61,3% 51,4% 71,2%
C10 74,7% 66,0% 83,5% C10 62,1% 52,3% 71,9%
C3 75,5% 66,8% 84,2% Cl1 62,1% 52,3% 71,9%
C1 76,6% 68,0% 85,2% S11 62,1% 52,3% 71,9%
Cc8 76,6% 68,0% 85,2% C1 62,8% 53,0% 72,5%
S13 76,8% 68,4% 85,3% c7 67,4% 57,9% 76,8%
S14 78,0% 69,1% 87,0% S8 67,4% 57,9% 76,8%
S12 77,7% 69,2% 86,1% S14 68,3% 58,2% 78,4%
S11 77,9% 69,6% 86,2% C13 69,1% 59,8% 78,5%
S8 77,9% 69,6% 86,2% Cc8 69,1% 59,8% 78,5%
Ccé 78,9% 70,7% 87,1% C5 71,3% 62,1% 80,4%
C13 79,8% 71,7% 87,9% C3 72,3% 63,3% 81,4%
S7 80,6% 72,6% 88,7% C12 74,7% 66,0% 83,5%
Cc9 81,7% 73,9% 89,6% S10 74,7% 66,0% 83,5%
S6 84,2% 76,9% 91,5% Cc4 75,0% 66,2% 83,8%
c7 86,3% 79,4% 93,2% S12 75,5% 66,8% 84,2%
S10 88,4% 82,0% 94,9% C2 76,6% 68,0% 85,2%
S2 88,4% 82,0% 94,9% S13 77,9% 69,6% 86,2%
S9 88,4% 82,0% 94,9% S4 77,9% 69,6% 86,2%
S4 89,5% 83,3% 95,6% S2 78,9% 70,7% 87,1%
S3 90,4% 84,5% 96,4% S3 81,9% 74,1% 89,7%
S5 92,6% 87,2% 97,9% S1 84,2% 76,9% 91,5%
S1 92,6% 87,4% 97,9% S9 85,3% 78,1% 92,4%

Tabla 6.14 - Discrepancias laterales método linglistico vs. frecuentista : Promedios e IC
(ordenados de menor a mayor segun extremo inferior del IC)
Se recuerda que en la secciéon de descripcion metodoldgica de los analisis
(6.4.4) se definieron los siguientes contrastes de hipotesis para las variables

de discrepancias laterales:
Contraste D> Ho: P(D.oF)< p:” frente a Hi: P(D.F) > p:™.
Contraste D, Ho: P(D.<)< p2" frente a Hi: P(D.F) > p2".

Para la variable D, se tiene que p1* = 67.9%, es decir, hay al menos 19 de
27 casos (de hecho hay 20 casos) en los que P(D.»’) > 67.9% vy por tanto
existe evidencia para rechazar la hipétesis nula. Se puede por tanto afirmar
que con probabilidad 97,5% (ya que el contraste es unilateral) sucede que
P(D.s) = P (Ling’> Frec’) > 67.9%.
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De forma andloga, para la variable D, se tiene que p>" = 52.9% y por tanto
existe evidencia para rechazar la hipotesis nula. Se puede por tanto afirmar
que con probabilidad 97,5% sucede que P(D.') = P (Ling’i< Frec’))> 52.9%.

Del contraste anterior podemos concluir la existencia de un sesgo hacia un

mayor valor de respuesta con escalas linglisticas que con frecuentistas.

6.5.5 Traslacidon de opiniones

Tal y como se menciond en 6.4.5, en esta seccidn se estudiaran las
distribuciones frecuentistas condicionadas a las diferentes categorias
lingisticas para cada pregunta J: Frec’|iing=mp, Frec|iing=p, Frec’|iing=n,

FrecJ| Ling=A Y Frec’| Ling=MA-

Anélisis grafico de las distribuciones condicionadas

Para cada pregunta J se calculan las distribuciones frecuentistas condicionadas
a cada etiqueta linglistica (cuando n>5). A continuacidén se incluye una
seleccion de preguntas que arrojan resultados interesantes (ver 10.4 para

todos los detalles):
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Figura 6.9 -Seleccion de graficos de distribuciones frecuentistas condicionadas a cada
etiqueta lingtistica (Champu)
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Figura 6.10 — Seleccion de graficos de distribuciones frecuentistas condicionadas a cada
etiqueta linglistica (Sostenibilidad)
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Para las preguntas mostradas en las figuras anteriores (C6, C9, C13, S7, S8,
S14) se ve que la dispersidn de los datos frecuentistas correspondientes a la
quinta categoria del cuestionario linglistico (*"Muy de Acuerdo”) parece mayor
que la encontrada alrededor de la primera etiqueta ("Muy en Desacuerdo”).
Esto querria decir que las personas que expresaron un grado de acuerdo
maximo en el cuestionario linglistico dieron respuestas frecuentistas mas
variadas que aquellas que expresaron desacuerdo en el linglistico, quienes
mantuvieron la respuesta frecuentista mas concentrada en torno al
desacuerdo. En la siguiente seccion se llevara a cabo un contraste para

confirmar esta hipodtesis.

Analisis del consenso

A continuacion se analizara el consenso en la traslacion de las respuestas

linglisticas dadas en cada etiqueta al pasar a etiquetas frecuentistas.

Para ello, entendiendo el consenso como la medida opuesta a la dispersion,
el primer paso es calcular para cada pregunta y para cada una de las etiquetas
linglisticas la dispersidn de las distribuciones frecuentistas condicionadas con

la entropia y con las medidas de dispersiéon ordinal.

A continuacién se lleva a cabo un test ANOVA para detectar si existen

diferencias significativas en la variable de respuesta:

Pruebas de efectos inter-sujetos
Variable Tipo Il de suma Cuadratico
Origen dependiente de cuadrados Gl promedio F Sig.
Ling Disp_Entro 6.092 4 1.523 15.297 0.000
Disp_Phi_Abs 1.633 4 0.408 5.430 0.001
Disp_Phi_W0 7.567 4 1.892 6.306 0.000

Tabla 6.15 - Resultados del Test ANOVA Dispersién

Este test arroja que si existen diferencias significativas en los resultados de
la dispersidn por categoria. Estas diferencias se dan con cualquiera de las tres

medidas de dispersidn analizadas.
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La Tabla 6.16 muestra los resultados de aplicar el método de Newman - Keuls
de comparaciones multiples a las diferentes medidas de dispersién para

ordenar y agrupar las medidas significativamente distintas:

Subconjuntos homogéneos

Disp_Entro

Student-Newman-Keuls®"*

Subconjunto
MA 24 | 1,317597998883509
MD 23 | 1,336617412129838

D 19 1,747037530224265

A 27 1,829716168335084

N 22 1,820361246554212

Sig. 840 160

Disp_Phi_Abs Disp_Phi_WO0
Student-Newman-Keuls®"¢ Student-Newman-Keuls®*
Subconjunto Subconjunto

Ling N 1 2 Ling N 1 2
MA 24 | 762457359828973 MA 24 | 1138973852428892
MD 23 ,937965814675780 MD 23 1,576628972793596
D 19 1,016941516406545 D 19 1,597774913610673
A 27 1,0836848532825120 A 27 1,818487132341492
N 22 1,134429116835338 N 22 1,923137146069451
Sig. 1,000 ,082 Sig. 1,000 152

Tabla 6.16 - Test de Newman-Keuls aplicado a las diferentes medidas de dispersion

Los resultados anteriores muestran que efectivamente las dispersiones en las

respuestas extremas son significativamente distintas.

Se encuentra que la entropia recoge un comportamiento significativamente
distinto en ambos extremos mientras que las medidas de dispersién ordinal

@ y dwo captan la asimetria lateral detectada en las secciones anteriores.

Existe por tanto evidencia para afirmar que la etiqueta linglistica de acuerdo
maximo (“Muy de Acuerdo”) se corresponde con un mayor rango de
respuestas frecuentistas, tal y como se observaba en el analisis descriptivo

de las distribuciones condicionadas en la seccion anterior.
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6.6 Conclusiones

El objetivo principal de este experimento es medir el impacto en los
resultados al cambiar la naturaleza de las etiquetas, de etiquetas linguisticas
a frecuentistas, en escalas tipo Likert, para poner de manifiesto la dificultad
a la hora de disefar las etiquetas de una variable ordinal asi como computar

las discrepancias entre las mismas.

Conviene notar que el marco tedrico desarrollado sobre medidas de
dispersién ordinal propuestas en esta memoria ha permitido abordar de

manera mas eficiente el impacto que tiene el uso de un tipo de escala u otro.

Desde un punto de vista aplicado, el disefio de cuestionarios con etiquetas
linglisticas genera valoraciones mas positivas que el uso de etiquetas de

naturaleza frecuentista.

En este experimento se ha propuesto ademas una metodologia novedosa que
con el uso de técnicas tradicionales de Estadistica y las medidas propuestas
de dispersion ordinal permite analizar el impacto que tiene el uso de

diferentes tipos de etiquetas en las respuestas que se producen.

A continuacién se detallan la consecucion de los objetivos propuestos y como

este analisis ha dado respuesta a algunas de las preguntas planteadas.

6.6.1 Objetivo especifico 1 - ¢éInfluyen las preguntas en el impacto de las
etiqguetas?

Para dar respuesta a este objetivo especifico, hemos llevado a cabo varios

analisis de los que se puede concluir que efectivamente si, las preguntas
influyen en el impacto de las etiquetas. Aunque para algunas el impacto es
minimo, existen otras para las que directamente hay diferencias significativas
en las distribuciones por método (ver Tabla 6.5 con contrastes de
homogeneidad marginal). Ademas, un analisis pormenorizado de Ia
discrepancia promedio y su intervalo de confianza para cada pregunta nos ha
permitido hacer un ranking significativo de preguntas y mostrar que existen

dos grupos con una discrepancia media significativamente distinta: uno con
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discrepancia alta (mayoritariamente preguntas de la seccion de Champu) vs.

otro con discrepancia baja (todas del bloque de Sostenibilidad).

6.6.2 Objetivo especifico 2 - ¢Como influye el consenso/dispersion previo

en el impacto de las etiquetas?

En el experimento desarrollado se ha observado hasta qué punto es posible
explicar la discrepancia a través del consenso o equivalentemente de la

dispersion. En particular merece la pena destacar que la discrepancia es baja

cuando o bien existe mucho consenso de la poblacidén concentrada en torno a
una categoria o bien cuando, no existiendo consenso, las opiniones estén muy
radicalizadas, es decir, cuando se trata de opiniones polares a las que un
cambio de naturaleza de la etiqueta no les haga variar su opinién. En el primer
caso se tiene una situaciéon de dispersion baja que se corresponde con poca
discrepancia (analizada con cualquier medida de dispersidon). En el segundo
caso, no obstante, se trata de una situacion de dispersién polar (maxima con
medidas de dispersién ordinales) que se corresponderia igualmente con
discrepancias bajas. Es por esta razén que las medidas de dispersién ordinales
no han obtenido buenos resultados en los modelos de prediccion lineal de la

discrepancia.

6.6.3 Objetivo especifico 3 - ¢Existe algun tipo de tendencia / asimetria

en la traslacién de las respuestas dadas con etiguetas linquisticas a

las respuestas dadas con etiguetas frecuentistas?

Finalmente, en relacién con el ultimo objetivo especifico sobre si existe algun
tipo de tendencia o asimetria en las respuestas dadas con etiquetas
lingUisticas vs. frecuentistas y mas concretamente en la traslacion que se

hace de un tipo de etiquetas a otras llegamos a dos conclusiones principales:

Mayor acuerdo con etiguetas linquisticas que frecuentistas

A lo largo de los analisis de este estudio, hemos detectado varias veces de
forma descriptiva una tendencia a expresar un mayor acuerdo con etiquetas

lingUisticas que con las frecuentistas. El contraste de discrepancias laterales
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confirma que existe una diferencia significativa de 15 puntos entre ambas

distribuciones lo que confirma esta tendencia.

A continuacién se detallan los analisis que hemos llevado a cabo y que ponen

de manifiesto la tendencia mencionada anteriormente:

Anadlisis de las variables unidimensionales (distribuciones marginales)

Para cada pregunta la mediana de la variable Ling’ es igual o

superior a Frec'.

Las distribuciones marginales acumuladas muestran una menor
concentracion de la distribucién linglistica en las categorias bajas
de la escala, o equivalentemente puede decirse que la distribucion
linglistica se concentra mas que la frecuentista en los valores altos

de la escala.

Anaélisis de las diferencias por pregunta (Diff)

En la mayoria de las preguntas hay mayor volumen de diferencias

positivas que negativas.

El diagrama de caja de las diferencias muestra que en 21 de las 27
preguntas sucede que para al menos la mitad de la muestra o bien
las respuestas fueron idénticas, o bien las respuestas linguisticas
tomaron un valor en la escala de un punto mas que las respuestas
frecuentistas, lo que se traduce como un punto mas en el grado de

acuerdo (salvo valores atipicos).

El contraste de proporciones realizado para analizar las
discrepancias laterales arroja que existe una diferencia significativa
de 15 puntos porcentuales entre ambas discrepancias laterales con
sesgo hacia un mayor valor con las escalas linglisticas que con las

frecuentistas.
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La etigueta “Muy de Acuerdo” se corresponde con un mayor rango de

respuestas frecuentistas

Aunque vemos un patrén hacia un mayor acuerdo en la distribucion de las
respuestas marginales con el método linguistico que con el frecuentista, el
test de medias pareadas no detecta diferencias significativas en la dispersién
de las respuestas. Es decir, las respuestas se trasladan, pero el consenso con

uno u otro método no se ve modificado.

No obstante, al profundizar en la traslacién de las respuestas que cada
individuo hace de un tipo de etiquetas a otras se detecta que las personas
que expresaron un grado de acuerdo maximo en el cuestionario lingiistico
dieron respuestas frecuentistas mas variadas que aquellas que expresaron
desacuerdo en el linglistico, quienes mantuvieron la respuesta frecuentista
mas concentrada en torno al desacuerdo. Es decir, la percepcién de la
etiqueta “Muy de acuerdo” se corresponde con mas de una escala

frecuentista.

La afirmacion anterior es posible gracias al uso de las nuevas medidas de
dispersién ordinal ya que el analisis utilizando la entropia, propia de medidas
de dispersidén nominal, no capturaba esta asimetria lateral detectada de forma

visual en analisis previos.
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7 Aplicaciones: Nueva determinacién de los pesos
OWA basada en medidas de dispersién ordinal

Una de las técnicas mas comunes para encontrar los pesos OWA adecuados
esta basada en el concepto de orness. Los pesos se calculan maximizando la
variacién mediante la entropia para un valor de orness fijo. La entropia, como
ya se ha mencionado anteriormente, es una medida de dispersién adecuada
para variables nominales. Teniendo en cuenta que los pesos de los
operadores OWA pueden ser vistos como medidas ordinales (en lugar de
como medidas nominales), en esta seccién proponemos una nueva forma de
determinar estos pesos basada en las nuevas medidas de dispersion ordinal
presentadas en esta memoria en lugar de utilizar la entropia. Presentamos
una formula explicita para los pesos y mostramos las diferencias realizando

varios ejemplos de decisién multicriterio.

Los resultados de esta metodologia pueden verse con mas detalle en

Martinez, Gdmez, Olaso, Rojas y Montero (2019).

7.1 Introduccion

La agregacion es una parte fundamental de la ciencia. El proceso de agregar
la informacion es la herramienta clave en la que se basan la mayoria de los
sistemas de conocimiento. En general, se puede decir que la agregacién tiene
la misién de llegar a una conclusién o decisién, utilizando diferentes fuentes
de informacién. Muchas comunidades investigadoras utilizan este tipo de
herramientas tales como la comunidad de decisidon multicriterio, la de data
mining o la comunidad de investigadores en procesos de agregacién, entre

otras muchas.

Aunque no sea una suposicién necesaria, los operadores de agregacién fueron
inicialmente definidos para agregar valores asociados a funciones de
pertenencia (Calvo, Kolesarova, Komornikova y Mesiar, 2002; Cutello y
Montero, 1994, 1999; Gomez y Montero, 2004; Gémez, Rojas, Montero,
Rodriguez y Beliakov, 2014; Grabisch, Marichal, Mesiar y Pap, 2009; Rojas,
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Gdémez, Montero y Rodriguez, 2013) y ésta es la razén por la que son
definidos como funciones: A: [0,1]1"— [0, 1] que satisfacen las propiedades
de monotonia y presentan dos condiciones de contorno: A(O,..,0) = 0y
A(1,..,1) = 1. Los operadores de agregacion han sido estudiados en
profundidad en diferentes disciplinas debido a su gran numero de

aplicaciones.

Los operadores ordered weighted averaging (OWA), introducidos por Yager
(1988), son una importante clase de funciones de agregaciéon que han sido
discutidas y estudiadas en un numerosos articulos (ver Yager, 1988; Cutello
y Montero, 1994, 1995, 1999; De Miguel et al., 2019; Mesiar, Kolesarova,
Gdémez y Montero, 2019; Montero, Gonzalez-del-Campo, Garmendia, Gémez
y Rodriguez, 2018; entre otros). Algunas de las mas notables funciones tales
como el maximo, la media artimética, la mediana y el minimo pueden ser

vistas como casos particulares de operadores de agregacion OWA.

Un tema clave de la teoria de los operadores OWA es la determinacion de los
pesos asociados. Existen diferentes maneras (Liu, 2011) de determinar los
pesos de los operadores OWA. O'Hagan (1988) sugiere que el vector de los
pesos debe ser aquel que maximiza el operador entropia para un nivel de
orness fijado. Fuller y Majlender (2003) estudian el mismo problema,
transformando el modelo de maxima entropia en una ecuacién polinomial que
puede ser resuelta de manera analitica. También en este articulo, la entropia

se cambia por la varianza clasica para un determinado nivel de orness fijado.

Otros enfoques que combinan la dispersién y el orness han sido estudiados
para determinar los pesos adecuados en un proceso de agregacion OWA.
Marchant (2006), por ejemplo, propone fijar la variabilidad del peso del
operador de agregacion (ya que esta variabilidad esta asociada con el riesgo)
y maximizar el orness. Estas situaciones responden a un problema en el cual
el decisor prefiere tener un nivel de riesgo fijado y usar un operador tan

disyuntivo como sea posible (por ejemplo maximizando el orness).

Pero cuando los operadores OWA se usan para agregar los diferentes grados

de pertenencia de una secuencia de elementos, los pesos deberian ser vistos
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como una variable ordinal ya que el j-ésimo peso esta asociado al i-ésimo

elemento una vez que los grados de pertenencia han sido ordenados.

Aunque un operador de agregacién OWA es una funcion simétrica (es decir,
OWA(u(a)) = (OWA(1 (@), ..., in(a)) = OWA(Hz(1) (@), .o, Knmy(@)), con (i)
permutacion), sus pesos claramente no lo son. Teniendo esto en cuenta, la
medida de dispersidn deberia ser sensible a cambios en el orden de los pesos.
De otro modo, vectores como w = (0.5, 0, 0, 0.5) y w” = (0, 0.5, 0.5, 0)
tendrian la misma dispersion tal y como de hecho sucede cuando se usa la

entropia clasica.

Lo que proponemos en esta seccion es resolver el problema de Ia
determinacion de los pesos en un problema de operadores de agregacién
OWA utilizando las nuevas medidas de dispersidon ordinal propuestas en el
capitulo 4 de esta memoria (concretamente se aplicara @) en lugar de una

medida de dispersién nominal como es la entropia.

7.2 Preliminares

En este apartado, se recuerdan algunos conceptos y propiedades de los
operadores de agregacion OWA, el concepto de orness y el de medida ordinal,

utilizados todos ellos a lo largo del resto del capitulo.

7.2.1 Operadores de agregacidon: operadores de agregacion OWA

Definicion 7.1: Operador de agregacion

Un operador de agregacion puede definirse como una funcion 4:[0,1]* - [0,1]
tal que para n elementos en [0, 1], genera un valor de agregacion en el
mismo intervalo (Beliakov, Gdmez, James, Montero y Rodriguez, 2017; Calvo
et al., 2002; Gémez y Montero, 2004; Gomez, Rodriguez, Montero, Bustince
y Barrenechea, 2016; Montero et al., 2018) y que ademas satisface las

siguientes propiedades:
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e A es no decreciente en cada argumento: si x;<y, entonces A(x;y, ...,
Xn) s A(Xll or Xictr Yo Xiv1y - 'Xn)'

e A(0,..,0)=0.

e A(1,..,1)=1.

Definicion 7.2: Operador de agregacion OWA

Un operador de agregacion OWA de dimensién n es una clase especial de
operadores de agregacién que se define como una funcién F: [0,1]" = [0,1]
con un vector de pesos asociado w = (wy,...,w,) que cumple las siguientes

propiedades:

n

Y tal que F(xi,...,Xn) = ZW,-X(,-) , con X la i-ésima componente mas grande de
i=1

xe[0,1]".

Conviene notar que el aspecto clave de los OWA es el paso de reordenacion.
El peso OWA w; no esta asociado con la posicién original del vector. Si se
plantean los pesos OWA como un vector columna seria conveniente colocar
los pesos con indices mas bajos en la parte superior del vector y los pesos
con indices mas altos en la parte inferior del vector. Con este nuevo enfoque,
diferente de la agregacion clasica por la media ponderada, las funciones de
agregacion OWA han sido ampliamente usadas en inteligencia computacional
debido a su facilidad para modelar instrucciones de agregacién expresadas

lingUisticamente.

7.2.2 Determinacion de los pesos OWA mediante la entropia y el orness

Un operador OWA tiene una medida orness asociada que representa en cierto
modo el grado en el que un operador es disyuntivo. A continuacidon se

presenta la definiciéon formal:
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Definicion 7.3: Orness de un operador de agregacion OWA

Dado un operador de agregacion OWA con un vector de pesos w, se define el

n
orness como: orness (w) = %Z(n—i) w, .
n-—175

Los conectores compensadores tienen la propiedad de que un alto grado de
satisfaccion de uno de los criterios puede compensar un grado bajo de
satisfaccion de otro criterio. “Oring” los criterios significa compensacién
completa y “anding” los criterios significa que no hay compensacién. Por lo
tanto, es claro que el orness para Wmax = (1,..,0) es 1 (totalmente
disyuntiva), wmin = (0,...,1) es 0 (totalmente conjuntiva) y para cualquier otro
vector de pesos toma un valor entre 0 y 1, en particular para Waverage = (1/n,
..., 1/n) es 0.5.

O’Hagan (1988) propone determinar los pesos maximizando la entropia del

vector de pesos dado un determinado valor de orness («).

Definicion 7.4: Pueowa(a)
Dado un nivel de orness «a se define el problema de programacién matematica

Pumeowa(a) como:

maximizar dispersion(w) = — izt w; Ln (w;),
s.a ! YEY n—Dw; =a
: D) 2i-1 Dw; =a,
=n
i=1 Wi 1/
0<w; <1, i=1,..,n

Utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange es posible
transformar este problema en una ecuacion polinomial que debe resolverse

para determinar los pesos éptimos.

A continuacidn se analiza brevemente el caso n=3 y a = orness en el intervalo
(0, 1). Sea L la funcién lagrangiana del problema de optimizaciéon y sean

A1 y 1, niumeros reales. Formalmente:
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=1

n n . n
LW, 24,4,) = —z w; In(w;) + 44 <z %wt - a) + 1, (Z w; — 1).
i=1 ‘

Entonces, las derivadas parciales de L son:

oL n—i ]
ﬂ—VVj: ll'lWl 1+Al+ _1/12=0 V],
AL~

a—fZWi‘l: ’

n
é’L_zn—i _
oNy ¢ n—lwi *=

Después de trabajar con estas ecuaciones se llega a una expresion general

que establece la relacion entre los pesos para cualquier nivel de a:

wj = n_lfwl(n_j)wrgj_l) vVji=1,..,n

Se trata por tanto de ecuaciones no-polindmicas que no pueden ser resueltas,
en general, de manera trivial y que presentan ademas algunos problemas
computacionales (O’'Hagan, 1988; Filev y Yager, 1998; Fuller y Majlender,
2001, 2003). Como consecuencia, no hay una férmula explicita para su
resolucion y debido a su complejidad hay numerosos autores (véase entre
otros por ejemplo Fuller y Majlender, 2001) que usan una aproximacion

heuristica para un célculo simple.

De ahora en adelante se denotara al conjunto de todos los operadores de

agregacion OWA obtenidos por el procedimiento anterior como MEOWA:
Definicion 7.5: Operador de agregacion MEOWA
n
Sea F un operador de agregacién OWA (F(xi,...,.Xn) = ZW,.X(,) ), se dira que
i=1

F es un operador de agregacion MEOWA (Fe MEOWA) si y sdlo si existe un «

para el cual el vector w es la solucién al problema Pveowa(«).
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Observacion 7.1

El caso de « € {0,1} puede ser facilmente analizado ya que los dos problemas
de optimacion asociados a esos niveles de orness presentan sélamente una

Unica solucion factible.

La solucién 6ptima (y unica) del problema Pveowa(1) es el vector w = (1,...,0),
y la solucién éptima (y Unica) del problema Pueowa(0) es el vector w = (0,...,1).
Una consecuencia natural de lo anteriormente mencionado, los operadores

de agregaciéon Max y Min pertenecen a la clase MEOWA.

7.2.3 Medidas de dispersion ordinales y nominales

Como se adelantaba en la introduccion de esta seccién (7.1) la idea que se
propone es aplicar la nueva medida de dispersidon @, en lugar de la entropia

utilizada por O’'Hagan (1988).

i1
i<j i<Jj

k k
Por simplicidad, y dado que @ () = Y. ff, ‘J' - I" =2 D ff, (j-i) , en esta
=1

aplicacion se trabajara sin tomar en cuenta la constante, es decir, se utilizara

k
o (A = Y Ff;, (J-1).
=

i<j

En la Tabla 7.1 se presentan algunos vectores de pesos (5 componentes) con
sus niveles de orness asociados variando desde 0.8 hasta 1. Después, se
muestran las diferencias de dispersion cuando se utiliza la entropia acotada
(ver Definicién 3.9) vs. cuando se utiliza ®;;. Como ya se menciond
anteriormente, la entropia se usa para variables nominales y ésta es la razén
por la que vectores de pesos que son muy diferentes (en relacion a los
operadores OWA que generan) tienen el mismo orness y la misma entropia

pero diferentes valores de dispersion ordinal @.
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Wi w2 " Wi Ws Orness Entropia* O
1 0 0 0 0 1 0 0
0.7 0.3 0 0 0 0.925 0.3796 0.21
0.6 0.4 0 0 0 0.9 0.4182 0.24
0.7 0.2 0.1 0 0 0.9 0.4982 0.3
0.9 0 0 0 0.1 0.9 0.202 0.36
0.5 0.5 0 0 0 0.875 0.4307 0.25
0.6 0.3 0.1 0 0 0.875 0.5579 0.33
0.7 0.1 0.2 0 0 0.875 0.4982 0.37
0.7 0.2 0 0.1 0 0.875 0.4982 0.39
0.8 0.1 0 0 0.1 0.875 0.3971 0.43
0.4 0.6 0 0 0 0.85 0.4182 0.24
0.6 0.2 0.2 0 0 0.85 0.5904 0.4
0.6 0.3 0 0.1 0 0.85 0.5579 0.42
0.7 0 0.3 0 0 0.85 0.3796 0.42
0.7 0.1 0.1 0.1 0 0.85 0.5843 0.46
0.7 0.2 0 0 0.1 0.85 0.4982 0.48
0.8 0 0.1 0 0.1 0.85 0.3971 0.5
0.3 0.7 0 0 0 0.825 0.3796 0.21
0.5 0.3 0.2 0 0 0.825 0.6398 0.41
0.6 0.1 0.3 0 0 0.825 0.5579 0.45
0.6 0.2 0.1 0.1 0 0.825 0.6766 0.49
0.6 0.3 0 0 0.1 0.825 0.5579 0.51
0.7 0 0.2 0.1 0 0.825 0.4982 0.51
0.7 0.1 0 0.2 0 0.825 0.4982 0.53
0.7 0.1 0.1 0 0.1 0.825 0.5843 0.55
0.8 0 0 0.1 0.1 0.825 0.3971 0.57
0.2 0.8 0 0 0 0.8 0.3109 0.16
0.5 0.2 0.3 0 0 0.8 0.6398 0.46
0.5 0.3 0.1 0.1 0 0.8 0.7259 0.5
0.5 0.4 0 0 0.1 0.8 0.5861 0.52
0.6 0 0.4 0 0 0.8 0.4182 0.48
0.6 0.1 0.2 0.1 0 0.8 0.6766 0.54
0.6 0.2 0 0.2 0 0.8 0.5904 0.56
0.6 0.2 0.1 0 0.1 0.8 0.6766 0.58
0.7 0 0.1 0.2 0 0.8 0.4982 0.58
0.7 0 0.2 0 0.1 0.8 0.4982 0.6
0.7 0.1 0 0.1 0.1 0.8 0.5843 0.62
0.8 0 0 0 0.2 0.8 0.3109 0.64

Tabla 7.1 - Orness, entropia acotada y dispersidn ordinal ®|| para algunos vectores de pesos
5-dimensionales ordenados de acuerdo a su orness de forma decreciente desde 1 a 0.8
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A continuacién se muestran los graficos de los valores anteriores con el orness

variando en todo el rango 0 - 1:
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Figura 7.1 - Valores de la entropia acotada y la dispersion ordinal frente al orness

En la Tabla 7.1 y la Figura 7.1 pueden verse las grandes diferencias que se
generan entre la dispersién ordinal ®|| y la entropia acotada. La Figura 7.1
muestra cdmo el rango de valores de la medida de dispersién ®|; es mayor
que el rango de valores producido por la entropia. La razén principal es que
la entropia no es sensible a las permutaciones de orden y por tanto, dado un
vector de pesos w, cualquier permutacién de este vector de pesos w tendra
la misma entropia. La entropia es una medida de dispersion propia de
variables nominales y por tanto no se altera ante cambios en el orden de los
elementos. Obviamente, ®|| es sensible al orden y ésta es la razén por la que

sus rangos son significativamente mayores.
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Esta diferencia es especialmente relevante en algunas situaciones. Véanse,
por ejemplo, los dos pesos 5-dimensionales w? y w? de la Tabla 7.2: estos
vectores de pesos presentan el mismo nivel de orness y el mismo nivel de
entropia pero son muy diferentes en cuanto al operador de agregacién OWA
gue generan. El agregador OWA asociado al peso w? = (0.2, 0.2, 0, 0.6, 0)
es completamente diferente del agregador OWA producido por el peso w? =
(0, 0.2, 0.6, 0.2, 0). En el primer caso la agregacion estd hecha considerando
casos extremos, mientras que en el segundo se calcula considerando
principalmente los casos intermedios. Es importante enfatizar que no es
posible discriminar entre estas dos situaciones desde el punto de vista de la
entropia o del orness. Por el contrario, la dispersién ordinal @ identifica
perfectamente las diferencias entre ambas. En el primer caso, la dispersion

ordinal es muy alta mientras que en el segundo es practicamente la mitad.

w; w; w3 Wy ws Orness Entropia | Dispersion ordinal
w! | 0.2 0 0.4 0.4 0 0.5 |1.054920168 0.56
w? | 0.4 0 0.2 0 0.4 0.5 |1.054920168 0.96
w? | 0.2 0.2 0 0.6 0 0.5 |0.950270539 0.64
w? 0 0.2 0.6 0.2 0 0.5 |0.950270539 0.32

Tabla 7.2 - Comparacién entre la dispersion y entropia para un valor de orness dado

7.3 Una nueva forma para determinar pesos de los
operadores OWA: operadores de agregacion MOOWA

Ademas de los problemas computacionales anteriormente mencionados, se
observa que la idea del enfoque presentado por O’Hagan (1988) es maximizar
la funcidén entropia para un valor de orness dado. Esto quiere decir que la
idea por tanto es distribuir los valores del vector de forma lo mas
uniformemente posible. Por ejemplo, si el valor del orness es 0.5, la solucién
gue maximiza la entropia es Unica y asigna el mismo valor 1/n a todos los
pesos. Aunque esta solucién podria ser razonable es muchos casos, existen
algunas situaciones (especialmente cuando queremos evitar la compensacion

en los problemas multicriterio) en las que esta solucidon no es deseable.

Pagina 176



La mayor diferencia entre utilizar la entropia y utilizar la dispersion ordinal es
gue la entropia alcanza su valor maximo cuando todos los pesos del vector w
tienen el mismo valor, o si esto no es una solucion factible, cuando estan
proximos a esta idea. Por otro lado, una soluciéon ordinal alcanza su valor
maximo en el caso del vector polar, es decir, cuando tenemos el valor maximo

en las categorias extremas.

Por ejemplo, para un valor de orness de 0.5, el vector de peso éptimo sera w
= (0.5,0,...,0,0.5), que maximiza la dispersiéon ordinal. En este caso, la
agregacion se obtiene como el promedio entre el valor mas bajo y el mas

alto.

A continuacidn se presenta el problema de programacidon matematica

Pmoowa( ) correspondiente:

Definicion 7.6: Pmoowa(a)

Dado un nivel de orness «a se define el problema de programacién matematica

Pmoowa(a) como:

max ® | (w) = RiIZF T ww; (G - D),

1

Y- Dw = a

i
3

w;=1 0<w; <1, i=1,..,n

[

i:
Tal y como se hizo con la entropia, de ahora en adelante denotaremos el

conjunto de todos los operadores OWA obtenidos por el nuevo procedimiento

propuesto anteriormente como MOOWA (Operadores OWA de maxima

dispersién ordinal en lugar de operadores OWA de maxima entropia).
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Definicion 7.7: Operador de agregacion MOOWA
n

Sea F un operador de agregacién OWA (F(xi,...,Xn) = ZW,-X(,-) ), se dira que
i=1

F es un operador de agregacion MOOWA (Fe MOOWA) si y sblo si existe un «

para el cual el vector w es la solucién al problema Puoowa( ).

Observacion 7.2

El caso de ae{0,1} puede ser facilmente analizado ya que los dos problemas
de optimizacion asociados a esos niveles de orness presentan solamente una

Unica solucion factible.

La solucion dptima (y unica) del problema Pmoowa(1) es el vector w = (1,...,0)
y la solucion éptima (y Unica) del problema Pmoowa(0) es el vector w =
(0,...,1). Una consecuencia natural de lo anteriormente mencionado es que

los operadores de agregacion Max y Min pertenecen a la clase MOOWA.

A continuacién se analiza el caso general para a € (0,1). Para ello se vera

primeramente un ejemplo:

Ejemplo 7.1:

Sea el vector de pesos w = (0.25, 0, 0.25, 0, 0.5). Su orness viene dado por

a= %(4.0_25+2.0,25) = 0.375. Y la dispersion es:
@ (w) =2-0.25+4-0.25-0.5+2-0.25-0.5=0.875.

Hay que notar que si se toma el peso wsz y se distribuye por igual entre w; y
ws (proceso similar a la mitosis presentada en 3.5) se incrementa la dispersion
manteniendo el mismo nivel de orness. Si afiadimos 0.125 a w; y ws, se tiene
el nuevo vector pesos w’ = (0.375, 0, 0, 0, 0.625), que sigue siendo un vector
de pesos valido para un operador OWA ya que la suma de sus pesos es 1y

tiene el mismo orness, pero mayor dispersion.

Generalizando lo anterior, sea w = (wy,...,.Ww,) el vector de pesos de un

operador OWA (es decir, ZW,- =1) con un nivel de orness dado o =
i=1
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n - s - -
1 T > (n-i)w,, Yy sea e el i-esimo vector de la base ortonormal del espacio
n-—1=

R™ (es decir, e;= (0,...,1,...,0) cuya Unica componente no nula la tiene en la

posicion j-ésima). Si Ja: 1<a<n con w, # 0, se puede definir el vector w' =

— -1 ;. ¢

W—Wa-ea+%-wa-el+%-wa-en, y es facil comprobar que Y w' - 1. El
i=1

orness para w’ sigue siendo a pero @ (w’) > @ (w). Resumiendo, el vector

de pesos con la mayor dispersién para un nivel determinado de orness o sera

aquel cuyos Unicos pesos no nulos sean el primero y el ultimo y, como o =

1
n-1

> (n-i)w,, setiene que wi= ay wWnr= 1-a.
i=1

Es posible obtener el mismo resultado utilizando los multiplicadores de
Lagrange, como se mostrara de manera resumida en la demostracién del

siguiente teorema:

Teorema 7.1

Fijado un valor a en el problema de programacién matematica Pmoowa(a)
(Definicion 7.6), es posible probar que el vector peso w = (¢,0,...,0,1-a) es el
vector de pesos 6ptimo que maximiza la dispersion ordinal (se denotarad como
el vector MOOWA).

Demostracion: Se analiza el caso n=3 y orness a<(0,1). Sea L la funcién
lagrangiana del problema de optimizacién con restricciones, donde A,y 1,

numeros reales. Formalmente:

i=n—-1i=n n , n
n—i
i = Y w0+ Y - )+ 22 Y1)

i=1 j=1 i=1 i=1

Entonces, las derivadas parciales de L son:
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No es dificil ver que las ecuaciones anteriores forman un sistema lineal con
n+2 ecuaciones y n+2 variables. Al calcular el rango de la matriz asociada se
concluye que se trata de un sistema compatible (ya que las n+2 ecuaciones
son linealmente independientes) con solucién Unica. Tras esto, es facil

comprobar que w = (¢,0,...,0,1-a) es una solucién del sistema lineal. 0

Para concluir este apartado, se presenta a continuacion un ejemplo en el que
las funciones de agregacion MOOWA son utilizadas para resolver un pequeino

problema de toma de decisidon multicriterio:

Ejemplo 7.2:

Supdngase unos padres que quieren comprar una motocicleta a su hijo por
su cumpleafios. La seguridad es un criterio principal, pero también lo es el
que tenga un precio asequible. Las preferencias del hijo a la hora de elegir el
modelo de moto también han de ser tenidas en cuenta ya que la mejor moto
en términos de seguridad y precio puede no ser un regalo valido si es un
modelo que el hijo detesta. Los padres han seleccionado 10 motos diferentes
y las han evaluado de 0 a 1 en cada uno de los criterios anteriores

obteniéndose las siguientes puntuaciones:

Motocicleta| Seguridad Precio Pref::f:das
P1 0 1 1
p2 0.8 0.2 0
P3 0.4 0.6 0
P4 0.6 0.2 0.2
P5 0.5 0 05
P6 0.5 0.5 0.5
p7 0.1 1 0.5
P8 1 0.2 0
P9 0.4 1 03
P10 0.7 0.2 0.3

Tabla 7.3 - Evaluacién en [0,1] de las 10 motocicletas para cada uno de los 3 criterios
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Para poder elegir la mejor motocicleta, se quieren ordenar los modelos y se
decide utilizar un operador de agregacion OWA. Primero, se debe ordenar la
informacidon de manera que el valor del criterio mejor cumplido de cada moto
sea el primero, a continuacion el segundo criterio mejor cumplido y por ultimo

el peor, lo que genera la siguiente tabla:

Motocicleta| Mejor Medio Peor
P1 1 1 0
P2 0.8 0.2 0
P3 0.6 0.4 0
P4 0.6 0.2 0.2
P5 0.5 0.5 0
P6 0.5 0.5 0.5
P7 1 0.5 0.1
P8 1 0.2 0
P9 1 0.4 0.3
P10 0.7 0.3 0.2

Tabla 7.4 - Evaluacién ordenada en [0,1] de las 10 motocicletas basada en el mejor, medio
y peor criterio

La cuestidon ahora es como agrupar estos criterios para poder obtener un
Unico valor por modelo que permita establecer un orden entre ellos.
Inicialmente la media podria ser un buen agregador OWA pero posicionaria
como primera opcidn a P1, que tiene un 0 en Seguridad por lo que P1 no es
una buena eleccion. Si ser muy débil en uno de los criterios no es aceptable,
se podria usar el operador min OWA y los modelos serian ordenados de
acuerdo al criterio peor cumplido. En este caso P6, con una puntuacién media
en todos los criterios, seria el modelo seleccionado. Pero esta motocicleta no
sobresale en ninguno de los criterios. Si se quiere una moto que sobresalga
en alguno de los criterios, entonces el operador max OWA seria el correcto,

pero pondria los modelos P1, P7, P8 y P9 en la misma primera posicion.
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Min Average Max

Ranking OWA - OWA OWA

w = (0,0,1) Ry w=(1,0,0)
1 P6 0.5 P1 0.67 |P1, P7, P8, P9 1

2 P9 0.3 P9 0.57 P2 0.8

3 P4 0.2 P7 0.53 P10 0.7

4 P10 0.2 P6 0.50 P4 0.6

5 P7 0.1 P8, P10 0.40 P3 0.6

6 P1, P2, P3, P5,P8 0 P2, P3, P4, P5 0.33 P6 0.5

7 P5 0.5
Tabla 7.5 - Motocicletas ordenadas segun diferentes operadores OWA

La media se ve afectada por compensaciones, el minimo no da valor a

aquellos modelos que tienen una evaluacidon alta en algun criterio, y el

maximo no discrimina bien, ademas de no penalizar a aquellos que tienen

evaluaciones bajas en alguno de los criterios. Asi que la pregunta sigue siendo

qué operador OWA elegir, es decir, cdmo definir el vector w del operador

OWA. Las siguientes tablas (Tabla 7.6 y Tabla 7.7) muestran los valores de

agregacion final y el orden correspondiente para escenarios con diferentes

valores de orness (a) utilizando los pesos MEOWA y MOOWA:

MEOWA MOOWA

cl ¢c2 c3| a=03 a=04 a=0.5 0=06 | a=0.3 «a=0.4 «a=0.5 0=0.6
P11 1 0] 045 0.56 0.66 0.76 0.30 0.40 0.50 0.60
P2 (0.8 0.2 0| 0.18 0.26 0.33 0.42 0.24 0.32 0.40 0.48
P3 (06 04 0| 0.21 0.27 0.33 0.39 0.18 0.24 0.30 0.36
P4 (0.6 0.2 0.2]| 0.26 0.30 0.33 0.38 0.32 0.36 0.40 0.44
P5 (05 05 0| 0.22 0.28 0.33 0.38 0.15 0.20 0.25 0.30
P6 (0.5 0.5 0.5| 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50 0.50
P71 1 05 01| 0.36 0.44 0.53 0.62 0.37 0.46 0.55 0.64
P81 02 0] 021 0.30 0.40 0.50 0.30 0.40 0.50 0.60
P9 |1 04 03| 044 0.50 0.56 0.64 0.51 0.58 0.65 0.72
P1010.7 0.3 0.2 0.31 0.35 0.40 0.45 0.35 0.40 0.45 0.50
Tabla 7.6 - Valoracién de motocicletas con MEOWA y MOOWA segun niveles de exigencia («)
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MEOWA MOOWA

¢l c2 c3| a=03 a=04 a=0.5 a=0.6 | a=0.3 a=04 =05 =0.6
P11 1 O 2 1 1 1 6-7 4 3-4-5 3-4
P2 108 02 0 10 10 8-10 7 8 8 7-8 7
P3 106 04 O 8-9 9 8-10 8 9 9 9 9
P4 10.6 0.2 0.2 6 6-7 8-10 9-10 5 7 7-8 8
P5105 05 0 7 8 8-10 9-10 10 10 10 10
P6 10.5 0.5 0.5 1 2-3 4 4-5 2 2 3-4-5 5-6
P71 1 05 0.1 4 4 3 3 3 3 2 2
P81 1 02 O 8-9 6-7 6-7 4-5 6-7 5-6 3-4-5 3-4
P91 1 0403 3 2-3 2 2 1 1 1 1
P10(0.7 0.3 0.2 5 5 6-7 6 4 5-6 6 5-6

Tabla 7.7 - Orden de motocicletas con MEOWA y MOOWA segun niveles de exigencia ()

Notese que independientemente del nivel de exigencia (orness: « = 0.3, 0.4,
0.5, 0.6), las motocicletas que ocupan las primeras posiciones son similares
para los dos agregadores. Es mas, se ve de forma constante que a medida
gue se relaja el nivel de demanda, las puntuaciones son iguales o mas altas.
Obsérvese el primer modelo, que es muy bueno en los criterios primero y
segundo es el que presenta el peor resultado en el tercero: si todos los
criterios son importantes y tomando el escenario mas demandante con o =
0.3, no parece razonable tener a P1 en la segunda posicion de la ordenacion
teniendo en cuenta que hay otros modelos que tienen una mejor evaluacion
en el tercer criterio y una evaluacion media en el seqgundo. MEOWA asigna
esta buena posicidon en la ordenacién a P1 por su alto valor en los primeros

dos criterios, viéndose afectado por el clasico problema de compensacion.

Esto no ocurre con los operadores MOOWA ya que estos penalizan el bajo
valor del tercer criterio, posicionando a P1 en sexto lugar y ascendiendo
aquellos modelos que superan el valor minimo en este criterio a una mejor
posicion (P9, P7, P10 y P4). Por tanto, como todos los criterios son
importantes parece menos preciso poner un modelo (P1) que tiene valor cero
en uno de los criterios (a pesar de tener otro criterio con valor maximo) que
a otro como P9 que tiene valor medio en los criterios C2 y C3. Si se observa

la ordenacion de las motocicletas en los escenarios con diferentes niveles de
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demanda, puede apreciarse que los operadores MEOWA posicionan P1 en
primera posicién para casi todos los posibles escenarios dados sus altos
valores en algunos criterios, viéndose afectado por la compensacion. Mientras
que los operadores MOOWA, que penalizan los valores bajos, colocan P9 en
la primera posicion independientemente del nivel de demanda, ya que
corresponde al modelo que mejor cumplimenta todos los criterios en

conjunto.

7.4 Algunas propiedades de los operadores de agregacion
MOOWA

La primera propiedad que puede ser facilmente demostrada es que el
conjunto de todos los operadores OWA con pesos MOOWA (es decir, el

conjunto MOOWA) pueden ser caracterizados segun su nivel de orness y los

operadores de agregacion maximo y minimo.

Proposicion 7.1

El conjunto MOOWA puede ser reescrito como:
{a MAX + (1-a) MIN «ac[0,1]%},

donde las funciones MAX y MIN son los operadores clasicos de agregacién
definidos de [0,1]" en [0O,1].

Demostracion:

= Sea AeMOOWA una funcién de agregacibn MOOWA, entonces existe
n

ae[0,1] tal que los pesos de la funcién de agregacién A(xi,...,Xn) = ZW,X(,)
i=1

son la solucién éptima del problema Pmoowa(a) y por tanto su correspondiente
vector de pesos w = («,0,...,0,1-a). Asi, la funcidon de agregacidon puede ser

reescrita como A(Xi,...,Xn) = a Max(xi,....Xn) + (1-a )Min(xy,...,Xn).

Pagina 184



< Sea A una funcién definida de [0,1]" en [0,1], entonces, como A(Xi,...,Xn)
= a Max(xi,...,xn) + (1-a )Min(xy,...,Xn), €s muy facil comprobar que el vector
de pesos w = (¢g,0,...,0,1-a) es la solucién éptima del problema Pmoowa(a) y
por tanto Ace MOOWA. 0

Otra diferencia importante entre la familia de los MOOWA y la de los MEOWA
es la convexidad de las dos familias. En la siguiente proposicién se puede ver
gue la combinacién lineal de dos agrupaciones MOOWA es otra agregacion
MOOWA.

Proposicion 7.2

Sean A;, A> dos operadores MOOWA con niveles de orness a1 y
respectivamente, entonces para cualquier 1[0,1] la funcion A = 1A;+(1-1)Az

es un operador de agregacion MOOWA con nivel de orness Aa: + (1-1)az.

Demostracion: Es facil ver que para cualquier x = (xy,...,X») €[0,1]7, la funcién
de agregacion A(xi,...,xn) = AAi(xi,..,xn) + (1-1)Az(xi1,...,xn) puede ser

reescrita como:

A(X1,.. Xn) = (asi+az(1-2))Max(X1,...,xn) +((1-a2)A+(1-a2)(1-A)IMin(xi,...,xn),

lo que prueba el resultado. 0

Como consecuencia del anterior resultado se tiene el siguiente corolario:

Corolario 7.1

La clase MOOWA es convexa.
Demostracion: Directa de la proposicién anterior. 0

Observacion 7.3

Notese que la familia de operadores de agregacion MEOWA (Fuller y
Majlender, 2001) no satisface esta importante propiedad y por tanto el

conjunto de los operadores de agregacién MEOWA no es convexo.

El Corolario 7.1 puede ser extendido de la siguiente manera:
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Proposicion 7.3

Sea B: [0,1]" = [0,1] una funcién de agregacién y sean también Aj,...,Acx k
familias de funciones de agregacién MOOWA. Entonces, la funcidon de
agregacion C:U[0,1]” > [0,1] construida como C(xi,...,Xn) =

B(Ai1(x1,...,.Xn),...,A(X1,...,Xn)) pertenece a la clase MOOWA.

Demostracion: Inmediata. o

Para concluir este apartado, se vera que el orden natural inducido por la

propiedad de monotonia es un orden lineal sobre el conjunto MOOWA.:

Proposicion 7.4
Sean A; y A dos elementos de MOOWA con nivel de orness a; y az. Entonces

se verifica que:
a1 £ a2 & Ai(x) £ Ax(x) vxe[0,1].

Demostracion: Sea x un elemento de [0,1]7, se denota por a = Min(x) < b =
Max(x). Entonces se verifica la siguiente ecuacion: A:;(x) < Ax(x) © a a1 +
b(1-a:) £ a ax+ b(1-a2). Lo que es equivalente a decir que (a2-a:)(b-a)=0. Y
esta Ultima desigualdad se verifica si y sélo si a: < a2 y por tanto se verifica

la proposicién. 0

Como consecuencia de la ultima proposicion, el orden natural definido por la
propiedad de monotonia entre los operadores de agregacidon induce un orden

lineal en el conjunto MOOWA.

Corolario 7.2

El conjunto MOOWA es un orden lineal con el orden <04 definido para A;
y A2 de MOOWA como A; <yoowaA2Si Yy sOlo si Az;(x) < Az (x) para todo
xe[0,1]".

Demostracion: Inmediata. 0
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Notese que este reticulo es completo ya que existe un elemento maximo (el
operador de agregacién Maximo) y un elemento minimo (el operador de

agregacién Minimo).

Para finalizar esta seccién de propiedades se analiza el concepto de
compensacion (o trade-off) de los MOOWA y se compara con los MEOWA. La
compensaciéon no es siempre algo deseable cuando se estd trabajando en
problemas de agregacion o en de decision multicriterio. Jiang y Eastman
(2000) introdujeron una definicion de la medida de compensacién para
operadores de agregacion OWA que representa la manera en la que una

puntuacién baja puede ser compensada por puntuaciones altas:

Definicion 7.8: “Trade-off” (Compensacion) (Jian y Eastman, 2000)

Dado un operador OWA con un vector de pesos w, se define la medida de

compensacion asociada como:

1

wg) |

TOw) =1-
n—1

Observacion 7.4

No es dificil ver que la medida de compensacién TO alcanza su maximo en el
caso del promedio y el minimo cuando existe un w; = 1 para algun i. También
conviene hacer notar que se puede probar que los operadores de agregacion
MEOWA muestran siempre mayor compensacion que los MOOWA, como se
observa en la figura a continuacién. En ella, variando el orness de 0 a 1, para
cada nivel de orness se han generado vectores MEOWA y MOOWA, obteniendo
una muestra de 1.150 casos. A continuacion para cada uno de ellos se ha
calculado la compensacion del vector MEOWA y del vector MOOWA asociados
pudiendo observarse que la compensacidon MEOWA siempre es superior a la
MOOWA:
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I 70 MEOWA
Il TO MOOWA

20 400 600 800 1000 1200

Figura 7.2 - Valores del trade-off para los pesos asociados a 1.150 vectores éptimos
(MEOWA y MOOWA) para niveles de orness entre (0.1, 0.9)

7.5 Conclusiones

En este capitulo proponemos una manera alternativa para determinar los
pesos de un operador OWA basandose en medidas de dispersion ordinal para

un nivel de orness dado. Estos pesos se han denominado los pesos MOOWA.

Los pesos de los operadores de agregacién OWA pueden ser vistos como una
medida ordinal en la cual el orden es relevante. La entropia, como medida
clasica de dispersién, no tiene en cuenta el orden del vector y por tanto un
vector como w = (0.5,0.5,0,0,0) (que agrega la informacién teniendo en
cuenta los dos valores mas altos), tiene la misma dispersién que el vector w’
= (0.5,0,0,0,0.5) (que es una combinacion lineal del valor mas alto y el mas
bajo). Como se ha mencionado anteriormente, hay algunas situaciones en las
que los pesos MEOWA producen compensaciones no deseadas (trade off)
entre los criterios debido al hecho de que al maximizar la entropia se esta
maximizando el reparto de forma equitativa entre todas las componentes del
vector de pesos. Como se ve en la Figura 7.2, los MOOWA son una propuesta
gue reduce este problema de la compensacion entre criterios a la hora de

agregarlos.
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Aunque es claro que los operadores clasicos MEOWA son muy Uutiles en
algunas situaciones para agregar informacion, presentan dos inconvenientes
importantes en algunos casos reales. El primero es la complejidad de los
calculos y el segundo es el uso de la entropia. En este capitulo hemos utilizado
una medida de dispersidn propuesta en el capitulo 4 de esta memoria (@)
para evitar estos dos importantes problemas y se ha incluido un ejemplo

practico que pone de manifiesto las diferencias entre ambos enfoques.
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8 Conclusiones y futuras lineas de investigacién

8.1 Conclusiones

La variabilidad de un conjunto de datos es un concepto amplio al que se
asocian diferentes nombres dependiendo de la disciplina y contexto del
problema. Encontramos la denominacion de “dispersidn” como una de las
maneras mas generales de referirse a ella. Es un concepto fundamental en
Estadistica, existiendo numerosas técnicas que lo utilizan de forma muy

relevante.

Las medidas para analizar la variabilidad de los datos dependen de la
naturaleza de los mismos. En contextos con variables numéricas, las medidas
de variabilidad o dispersién son claras y estan comuUnmente aceptadas
(varianza, desviacion tipica, coeficiente de variacidon). En variables
cualitativas nominales es habitual utilizar la entropia como medida de
dispersion ademas de medidas clasicas como la razon de variacién o el indice

de variacion cualitativa.

En variables cualitativas ordinales, en cambio, no existe una medida comun
que haya sido claramente aceptada. Demasiado a menudo, la técnica
utilizada es convertir la variable ordinal en una variable numérica
(suponiendo una escala continua subyacente no existente) o en una variable
nominal (ignorando la ordinalidad de los datos), y aplicar entonces las
medidas de dispersién conocidas y propias de estos tipos de variables. Este
procedimiento no es matematicamente correcto y puede llevar a una

interpretacion errénea de los resultados.

En esta memoria se ha llevado a cabo un anélisis riguroso y una formalizacién

matematica de las medidas de dispersién ordinal encontradas hasta la fecha.

Se han clasificado estas medidas de dispersiéon a partir de una serie de
propiedades (algunas existentes, reformuladas con mayor rigurosidad, y

otras planteadas de forma novedosa) para entender mejor su
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comportamiento; definiendo ademas una relacién de equivalencia entre las
mismas cuando ordenan cualesquiera dos conjuntos de datos de la misma

manera.

De este profundo anélisis se han encontrado dos enfoques conceptuales para
la dispersion: el que la mide como la discrepancia media entre dos
observaciones cualesquiera elegidas al azar y el que la enfoca como el
opuesto a la concentracion en torno a un punto de referencia (idea similar a

la desviacion media en datos cuantitativos).

Ambos enfoques pueden ser formulados analiticamente de forma muy similar,
a saber, como una expresion que combina las frecuencias de las categorias
ponderando la diferencia entre ellas (bien entre categorias dos a dos en el
caso de la discrepancia media, bien entre cada categoria y la categoria de

referencia). Se presentan ambas generalizaciones.

Es fundamental tener en cuenta que, dado que la escala ordinal carece de la
propiedad de distancia entre sus categorias, no pueden realizarse
operaciones aritméticas con las categorias o equivalentemente con los
ordenes de las categorias. Hay dos implicaciones fundamentales de esto
sobre las generalizaciones propuestas. Por una parte, el valor de referencia
en el segundo enfoque conceptual presentado tiene que ser una categoria de
la escala, lo que lleva a pensar en la moda (descartada por su falta de
unicidad y robustez) o la mediana, que ha sido redefinida en la “"mediana
Unica” para evitar el caso en que operaciones entre categorias fueran
necesarias garantizando ademas su unicidad y siendo asi la medida de
referencia propuesta en esta memoria. La segunda implicacion muy
importante del hecho de que no exista la distancia en la escala de datos es
que la discrepancia entre las categorias tiene que venir dada por una matriz
que defina los saltos entre cualesquiera dos categorias. En este trabajo,
interpretamos esta matriz, analizamos las hipdtesis que debe cumplir, tales
como capturar las posibles clases subyacentes en una escala ordinal, y
proponemos un calculo semi-automatico de la matriz en funcién del vector

de pesos a.
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Con esta propuesta, trabajamos con las dos generalizaciones y analizamos
las propiedades de las medidas de dispersidon introducidas anteriormente.
Encontramos que ambas medidas satisfacen algunas propiedades como ser
medidas cuantitativas y no negativas, invariantes de la escala, susceptibles
de ser indexadas y que alcanzan su dispersién maxima en el vector polar. No
satisfacen de manera general algunas nuevas propiedades presentadas como
la mitosis o la invarianza frente a traslaciones o frente a distribuciones
complementarias, algo que era de esperar ya que se pretende precisamente
recoger la posible no equidistancia conceptual entre las clases de una escala
ordinal. Existe una propiedad que no verifican de manera general: se trata
de la independencia a valores extremos en situaciones de simetria. No
obstante, hay que tener en cuenta que en escalas de Likert tradicionales,
muy habituales en la investigacidn social, la medida propuesta con referencia
la mediana Unica (similar a la desviacién media en variables continuas) si
satisface esta independencia, lo que podria considerarse no muy adecuado

en este caso.

En relacién a las aplicaciones presentadas encontramos que en el caso del
analisis del impacto de la naturaleza de las etiquetas en una escala de Likert,
el andlisis entre la relacion entre el consenso (como opuesto a la dispersién)
y el impacto del cambio de etiqueta es muy interesante y diferente al trabajar
con medidas de dispersidn ordinales vs. medidas de dispersién nominal como
la entropia. Ademds, al analizar la traslacion de respuestas de una
metodologia a otra, se encuentra que aunque la entropia recoge un
comportamiento significativamente distinto en las categorias extremas, no es
capaz de detectar la asimetria lateral observada en analisis descriptivos
previos, algo que las medidas de dispersion ordinal propuestas @y ®wo si
capturan. Esta asimetria permite concluir que la percepcién de la etiqueta
"Muy de acuerdo” se corresponde con un rango de etiquetas frecuentistas
mayor que cualquier otra etiqueta de la escala lingliistica. Una Ultima
conclusion de esta primera aplicacion es que detectamos una tendencia a
expresar mayor acuerdo con etiquetas linglisticas que con etiquetas

frecuentistas.
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La aplicaciéon de la nueva generalizacién de medidas de dispersion en el
contexto de operadores de agregacion nos lleva a proponer una nueva familia
paramétrica de operadores OWA: los MOOWA (Maximum Ordinal dispersion
OWA operators). Es generada maximizando la dispersiéon ordinal de los
vectores asociados a los operadores OWA, en lugar de maximizar la
dispersiéon nominal mediante el uso de la entropia (operadores MEWOA: ver
Yager, 1988; O’'Hagan 1988; Fuller y Majlender, 2003). Comparados con los
MEOWA, los MOOWA presentan unos calculos mucho mas sencillos y e
intuitivos en la interpretaciéon ya que se trata de una combinacién lineal

convexa del mejor y el peor criterio cumplidos.

8.2 Contribuciones relacionadas con este trabajo

En esta seccién se presentan las contribuciones realizadas producto del
desarrollo de esta memoria. Concretamente, en la subseccion 8.2.1 se listan
los articulos publicados en revistas. A continuacién, en la subseccién 8.2.2,
se muestran otras publicaciones. Y finalmente en 8.2.3 se presentan las

contribuciones realizadas en congresos.

8.2.1 Articulos en revistas

Flores-Vidal, P. A., Martinez, N., & Goémez, D. (2018). Post-processing in edge
detection based on segments. World Scientific Series on Computer
Engineering and Information Science 11, pp. 1425 - 1432.

Martinez, N., Gémez, D., Olaso, P., Rojas, K., & Montero, J. (2019). A novel
ordered weighted averaging weight determination based on ordinal dispersion.

International Journal of Intelligent Systems 34(9), pp. 2291-2315.

Martinez, N., Gédmez, D., Rojas, K., Olaso, P., & Montero, J. (In press). Social
indexes segregation based on MEOWA and MOOWA aggregation operators.
Studies in Computational Intelligence. In press.
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8.2.2 Otras publicaciones

Martinez N., Gdmez D., & Montero J. (2012). Impacto de las etiquetas en la
interpretacion de la escala de Likert. In ESTYLF, XVI Congreso Espafol sobre

tecnologias y Idgica fuzzy (pp. 253-258). Universidad de Valladolid, Valladolid.

8.2.3 Contribuciones a congresos

Martinez N., Gédmez D., & Montero J. (2012). “Impacto de las etiquetas en la
interpretacidon de la escala de Likert”. ESTYLF, XVI Congreso espafol sobre

tecnologias y I6gica fuzzy. Valladolid (Espana).

Martinez N., Gébmez D., & Montero J. (2017). “Medidas de similitud en
contextos linglisticos”. Jornada FuzzyMAD-17. Madrid (Espafia).

Flores-Vidal, P. A., Martinez, N., & Gédmez, D. (2018). “Post-processing in edge
detection based on segments”. 13% International FLINS Conference. Belfast
(Irlanda).

Martinez N., Gédmez D., & Montero J. (2018). “Nuevo calculo de los pesos OWA
mediante medidas de dispersién ordinal”. Jornada FuzzyMAD-18. Madrid

(Espafa).

Martinez, N., Gbmez, D., Olaso, P., Montero, J., & Rojas, K. (2018). “A novel
OWA weights determination based on ordinal dispersion”. 13" International
FLINS Conference. Belfast (Irlanda).

Martinez, N., Gdmez, D., Rojas, K., Olaso, P., & Montero, J. (2019). “Social
indexes segregation based on MEOWA and MOOWA aggregation operators”.
ESCIM 11" European Symposium on Computational Intelligence and

Mathematics. Toledo (Espafia).
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8.3 Futuras lineas de investigacion

El analisis de las medidas de dispersion ordinales existentes, sus propiedades

y la generalizacion propuesta para los dos enfoques conceptuales han abierto

algunas cuestiones sobre las que seria interesante seguir trabajando:

Andlisis de la inercia como medida de dispersion.

Estudio de la relacidon entre la dispersiéon maxima ordinal y nominal
bien mediante un enfoque similar al de Blair y Lacy (ver 2.5)
estudiando la relacién entre la dispersion maxima ordinal dada por el
punto C = (1/2,...,1/2) y la dispersion maxima nominal que vendria
dada por el punto DeR*!, D = (1/k, 2/k,...,(k-1)/k) (ver también
conclusiones al objetivo especifico 2 en la seccion 6.6).

Como se ha visto en la aplicacién del capitulo 6 (subseccién 6.5.3), no
es posible expresar la discrepancia entre diferentes etiquetas a partir
de medidas de dispersion ordinal, siendo la entropia un regresor mas
eficiente en el modelo planteado. La Tabla 8.1 a continuacion muestra
algunos ejemplos ficticios extremos que pasan de una distribucién con
un consenso maximo (y por tanto con una discrepancia intuitivamente
baja) hasta una distribucidn uniforme en las categorias (para la que
intuitivamente la discrepancia sera alta) pasando entre esos ejemplos
(intuitivamente crecientes en discrepancia) por la distribucién polar

maxima:
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Ejemplos 1 2 3 4 5 Entropia | @) | dwo | @), L0V
Med_u Med_u
C Consenso mdx. | 0% 0% 0% 0% 100% 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
P3 10% 0% 0% 0% 90% 0.5 0.7 14 0.4 0.8
P2 30% 0% 0% 0% 70% 0.9 1.7 34 1.2 24
P1 polar méxima | 50% 0% 0% 0% 50% 1.0 2.0 4.0 2.0 4.0
u3 35% 10% 10% 10% 35% 2.1 1.9 35 1.6 2.4
u2 25% 17% 16% 17% 25% 2.3 1.7 31 1.3 2.0
U1 Uniforme 20% 20% 20% 20% 20% 2.3 1.6 2.8 1.2 1.8

Tabla 8.1 - Ejemplos ficticios de evolucidn del consenso y medidas de dispersion
asociadas

Puede observarse que la evolucién de la Entropia en estos ejemplos es
creciente de forma lineal mientras que en para las medidas de
distribucién ordinales, la dispersion crece hasta el vector polar y luego
comienza a decrecer. Es por esta razén que las medidas de dispersion
ordinales no predicen bien de forma lineal la discrepancia. Una futura
linea de investigacidn que nos parece interesante seria analizar e
interpretar la distancia entre la distribucién polar maxima y la

distribucidon uniforme.

Estudio de posibles metodologias para la definicién del vector « de la
matriz W*(ver 5.3).

Desarrollo y analisis de las medidas de dispersién ordinal planteadas
en esta memoria (®wy ®w,irer) cONstruyendo la matriz W de forma que
respete las preferencias dadas por un experto y agregando las mismas
con la metodologia de decisidn multicriterio propuesta por Saaty
(1988).

Desarrollo y analisis de las medidas de dispersion ordinal planteadas
en esta memoria (®w Yy ®w,irer) construyendo la matriz W con la
metodologia que se propone en Garcia-Lapresta y Pérez-Roman (2015)

o en Garcia-Lapresta et al.(2018).
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e Busqueda de vectores de parametros « no triviales que hagan que la
medida de dispersidn resultante de la matriz W= satisfaga la propiedad

de mitosis (ver Proposicién 5.3.c).

En el estudio de las aplicaciones propuestas de esta memoria surgen también

algunos temas de investigacién futura como son:

e Ser capaz de medir la discrepancia natural en un experimento como el
planteado para poder diferenciar de la discrepancia debida al cambio

de la naturaleza de las etiquetas (ver 6.5.2).
e Utilizacion de otras medidas de dispersion en el calculo de los MOOWA.

e Desarrollo de otros operadores de agregacion OWA minimizando la

dispersion del vector de pesos en lugar de maximizarlo (MinOOWA).

e En relacién operadores OWA, otra linea interesante seria estudiar la
aplicacion de las medidas de dispersidon propuestas a los operadores
OWA recursivos Yy jerarquicos (Cutello y Montero, 1994, 1995, 1999).

Finalmente, ya se ha mencionado que la variabilidad de un conjunto de datos
es utilizada en multitud de contextos por lo que la aplicacién de las medidas
de dispersién propuestas para variables ordinales es muy variada. Como

futuras lineas de aplicacién se plantea el uso de estas medidas en:

e La identificacion de bordes de objetos en el tratamiento de imagenes:
identificacion de bordes de objetos: una de las medidas para describir
el borde es la variacion en la intensidad del borde, para lo que se utiliza
la dispersion en la intensidad de esas silueta medida frecuentemente
con la entropia. Pero esto querria decir que permutaciones en las
intensidades de ese borde no afectan a la valoracidn global. La
aplicacion de medidas de dispersidén ordinales permitiria discriminar
mejor ya que si se considera que se esta trabajando con segmentos
con un inicio y un fin, la dispersién no tomara el mismo valor si la
intensidad alta esta en una posicién u otra, lo que permitiria mejorar

la clasificacion de los segmentos en los objetos finales. Sobre este tema
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ya se ha publicado un articulo en un congreso (Flores-Vidal, Martinez,
Gémez, 2018), y estd previsto mandarlo a una revista de impacto

pronto.

Algunos autores (Reardon y Firebaugh 2002, Reardon 2009) utilizan
las medidas de dispersién ordinal en la construccion de indices de
segregacion con variables de naturaleza ordinal. Una linea futura
interesante seria el uso de las medidas de dispersién propuestas para
la construccién de indices de segregacién ordinales que de alguna

manera extiendan las medidas de segregacion propuestas.

Finalmente, otra linea de investigacién ya iniciada es la aplicacién de
las medidas de dispersién ordinal propuestas en el marco de desarrollo
de indices sociales. Los indices sociales pueden considerarse un
proceso de agregacion y tratamiento de la informacién bajo un enfoque
borroso en el que la utilizacion de medidas de dispersién ordinal en la
generacion de pesos para familias de OWA puede conseguir una
construccién de indices sociales mas precisa y robusta. Los primeros
avances en esta linea han sido presentados en el congreso ESCIM 2019
(ver Martinez, N., Gdmez, D., Rojas, K., Olaso, P. y Montero, J., 2019).
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10 Anexos

10.1Cuestionario online — Version etiquetas linguisticas

Cuestionario Difuso

Hola, jmuchas gracias por participar en esta encusstal. vamos con |3 primesa pregunta:

1. ;Has comprado champu en los Gltimos doce meses alguna vez?

() si

iPerfeciol, formas partz del publico chietive de este estudio que, come quizis sepas, es para un rabajo de doctorado. Este proyecto fiene dos
fases por ko que al final del cuestionario te pediremos tu email o que t2 hagas fan de nusstra pagina de facsbook "Doctorado Matematicas”
para poder avisane cuando se lance |a segunda fase

Esfa encuesta te llevara unos 10 minutos, jgracias de antemano por tu colaboracion en este proyecio!

1. A continuacion, indica por favor en qué grado estas de acuerdo con las siguientes

afirmaciones:
Ni de
Wuy de Bastante de  acuerdo, i Bastanie en Muy =n
acuerdo acusndo &n desacuerdy  desacusrdo
desacuendo

Ny
A

P

Ny
A

Cuando compro champu, dedico un tiempe a decidir cual me llevo L)

'
|

o
—
|
s

S

AN
4
e
AN

Compro la misma marca de chamgl

N
A
A
N
A

Sopeso formalmente la idea de lo importants que es la calidad del
champl que estoy comgrando

'
.,
.,
'
.,

Comgro una marca de champl que no conozoo

Curicseo en el lineal y prusbo champus diferentes que he visto
anunciados

Miro las etiquetas del champl para ver sus caracteristicas esgecificas
ylo compenentes quimicos

Huelz el champu antes de comprarlc

Presto una atencién especial al coste del champd, por su relevancia
en el carmite de la compra

Comgro champl que esta en promocian (2x1, % producto gratis,
reduczion de precio... efg)

En mi decisién influye |a funcionalidad del @isefio del envase (forma
tagdn, tamafo. etcldsl champd que elijo

Me fio de la opinién de familiares y amiges 3 |a hora de decidir gué
champu utilizar

Comgro una marca de champl con |a gues estoy segurc'a de que se
cubren mis necesidades y se resuehien mis problemas capilares

5i no encuentro mi marca de champl, no compre ninguno ¥ esperc a
& proxima Compra o a ir a ofre establecimiento para poder comprar |3
MAarca que quero

OO00O0 000000000
OO00O0 000000000

2. ;i Te consideras una persona que dedica un tiempo y una atencion a la compra de
productos habituales de tu cesta de la compra, como por ejemplo el champu?

P Py
[ )5 L) Mo
L L
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3. Por favor, indica en qué grado estas de acuerdo con las siguientes afirmaciones,
sobre ti mismo o sobre tu hogar:

Mi de
Wuy de Bastante de  acuerdo, ni  Bastante en Muy en
acuerdo acuendo &n desacuerdn  desacusndo
desacuerdo
Reciclo vidno
Reciclo papel

Reciclo plastico y envases

Reciclo pilas

Utilizo bomiillas de bajo consumo

Fresto atencidn a las etiguetas de los producios que compro para
comprobar que son respetucsos con el medio ambients

Fresto atencién a que los envases de los productos empagquetados que
compro sean facilmente reciclables (papel, cartan, widrio)

Utilizo bolsas ecolégicas o de tela 3l ir ala compra

Ciemro el grifo meentras me laveo los dientes

5 friegas los platos a mano: Presto atencion 3 cerrar 2 grifo mientras
o5 estoy fregande. Sitienes lavaplatos: Preste atencién a que el
avap'atos esté 3 complato antes de ponerlo.

Utilize vajilla de plastice cuando organize una reunién en casa

Utilizo servilletas de papel

OO0 OO0 O 000000
OO0 OO0 O OOO0O0OO
OO0 OO0 O OOO0O0OO
OO OO0 O 000000
OO0 OO0 O OOO0O0OO

4. Apago el ordenador cuando he terminado mi trabaje

O Muy de O Bastants de O Mi de acuerdo, O Bastante en O Muy en O No tengo

acuendo acuerdo ni en desacusndo desacuerdo desacusrdo crdenador

5. A la hora de realizar un desplazamiento en mi ciudad, que sea posible cubrir en
transporte publico y en transporte privado, elijo el transporte publico

O Muy de acusrdo O Basfantz de [::) Mi de acuerds, O Bastants en O Muy en O Salo dispongo

acuerdo ni en desacusrdo desacuerdo desacusndo del transporte
puibdico para mis
desplazamientos

6. ;i Te consideras una persona que tiene en cuenta la sostenibilidad medioambiental en
tus acciones diarias?

() =i () ho
7. Eres...

O Hombre O Mujer
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8. Si eres estudiante universitario, por favor indica qué bachillerato cursaste para
acceder a los estudios universitarios que estas realizando:

O Tecnologia (Ciencias)

O Ciencias de la Naturaleza y la Sa'ud (Ciencias mixtas)

O Humanidades y Clencias Sociales (Letras mixtas)

O Artes (Leras)

O Wo soy estudiante universitario

O Cdros (bachilleraio en otro pals, acceso mayores de 25 .ete)

Estz trabajo de investigacon tiens una segunda fase que consistird en ofro cusstionars onling de la misma longtud. A continuacicn te
pediremnos una serie de datos de forma que sea posible identificar las respuestas para la correcta investigacion garantizando ademas tu
anonimato.

9. Por favor, incluye
DD MM ARAA

Tu fecha de _ ! |_| !

nacimiento

10. Por favor, incluye

Mombre Primar Apellido

3 IMICIAL de tu... l - - |

¥a hermas llegado al final del cuestionario, jrmuchas gracias!
La segunda fase de esta investigacidn comenzara en Marzo.

Para poder aprovechar tu aywda en este trabajo de doctorado, necesitamos que participes en las dos fases, por lo que e agradeceriamos
mwche que incluyesss tu direccidn de comeo electronico para poder emviartz el link de! segundo cuestionario.

Te garantzamos que la direccion que incuyas serd utilizada Gnicamente para &l envio descrito antericrmente.

1. Direccion de correo electronico:

Si no deseas infroducir tu emad, por favor, hazte fan de nuestra pagina de Facebook "Doctorado Matematicas™ (visita la pagina y cliquea scbre
"Me gusta”) para ser asi avisado en tu facebook cuando se pubtgue el link de la segunda parte del estudio.

http:/femen. facebook. comipages/Doctorade-Matematicas! 1 742 5666261 74628 papes/Doctorado-Matematicas/ 174 25088 28 17462 Tv=wall

Si tenes amigos universitarios que hayan comprade chamgl en el Oitmo afo y a los que no les importaria parficipar en estz estudio, por
favor, reenviales el link de la encuesta:

httpcitwwe. surveymonkey.comis/cuestionario_doctorado_1

O remiteles el link anterior de la pagina de Facebook "Doctorado Matematicas”

Thank
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10.2Cuestionario online — Version etiquetas frecuentistas

Cuestionario Frecuentista

Hela, jrmuchas gracias por participar en la segunda parie de este trabajo! Como ya anticipamos, se trata de un cuestonario de duracion simiar
al anterior. Wamos con l3 primera pregunta:

1. ¢ Has comprado champl en los Ultimos doce meses alguna vez?

iPerfectol, formas parte del poblico objetve de esta segunda fase. Comenzamos con las preguntas de este cuestionario:

1. A la hora de comprar un champu, ;con qué frecuencia...

Alrededor del Alrededor del Alrededor del Alrededor del Alrededor de
100% delas TE%delas S0% delas 25%delas (O delas
VECES QUE&  WECES QUE  VECES (UE  WECESQUS  VEeCEs que
COMpra COMpro compro COMpre COMpro
champl champd champu chamgl champd
o P Pt
{1} {1 {1}
L L L
it P it
{1} {1
L L

oRe

...dedicas un tiempe a decidr cudl te llevas?

...comgras la misma marca de champu? L)

..sopesas formalmente |3 idea de lo imporante que 2s la cafdad del
chamgd que estas comprando?

"
A
™
A

...COMpras una marca de chamgpd gue no conoces?

N
A

...curioseas en el lineal y prusbas champls diferentes que has visto
anunciados?

—
s
—
s

OO OO0 0O0O 000000
OO OO0 OO0 000 OO0

_..miras las etiquetas del champl para ver sus caracteristicas
especficas yo componentes quimicos?
.hueles el champl antes de comprario?

...prestas una atencion especial al coste del champl, por su relevancia
en el carrito de la compra?

...compras 2l champu que ests en promocion (2x1, % producto gratis,
reduccion de precio... ete)?

__.influye en tu decisicn la funcionalidad del disefic del envase (forma,
tapdn, tamafio.. sto)del champd que eliges?

..te fias de la opinion de familiares y amigos a la hora de decidir qué
champu utilizar?

...COMpras una marca de champd con |3 que =st3s seguro de que se
cubren tus necesidades y se resuehen sus problemas capilares?
..dejas de comprar champu si no encuentras tu marca y esperas a la
DICOGMA COMpra o a ir @ oine establecimiento para poder comprar la
Marca que guieras?

2. ;Te consideras una persona que dedica un tiempo y una atencidn a la compra de
productos habituales de tu cesta de la compra, come por ejemplo el champui?

TN Lt
[ =] 1 | Mo
L L
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3. i Con qué frecuencia realizas (o se realizan en tu hogar) las siguientes acciones?:
Alrededor del Alrededor del Alrededor del Alrededor del Alrededor de
100% deli/de 73% del{ide 50% deliide 25% delide D% del{ide
las) que las) que a5) que las) que las) que
utilize utilizo utilizo utilizo utilizo

Reciclas vidrio O O O O O
Reciclas papel O O O O O
Reciclas plastico y envases O O O O O
Reciclas pilas O O O O O
Utilizas bombillas de bajo consumo O C} O O O

4. c'_c'Dn lJII.IE frecuencia realizas {D se realizan en tu hogar] las SiQUiEﬁtES acciones?;
Alrededor del Alrededor del Alrededer del Alrededor del Alrededor del
100% delas To%delas S0%defas 25%delas O delas

WECES vees weres WECES veres

Prestas stencién a las efiquetas de los producios que compras para

comprobar que son respetucsos con el medio amiiente

Prestas stencién a que los envases de los producios empaguetados

gue compras sean facilmanie reciclables (papel, cartén, vidrio)

O

Utilizas bolsas ecolbgicas o de tela al ir a la compea

Cierras el grifo mientras te lavas los dientes

Si friegas los platos a mano: Prestas atencign a cemar el grifo mientras
o5 estas fregando. Sitienes lavaplatos: Prestas atencion 3 que el
avaplatos esté al completo antes de ponerlo.

Utilizas wajilla de plastico cuando crganizas una reunién en casa

OO 000 0O
OO0 OO0 OO
OO0 OO0 OO
OO 000

OO0 OO0 OO

Utilizas servilletas de papel

5. ;i Con qué frecuencia apagas el crdenador cuando has terminado tu trabajo?

I:::I Alrededor de I::::I Alrededor del O Alrededor del (:::I Alrededor del O Alrededor del I:::I No tengo

100% de las veces T5% de las weces 50% de las veces 257 de las veces 0% de las veces gue  ordenador
que utilizo el que utilizoe e que utilizo el gue utilizo & utilizo el ordenadaor
ordenadar ordenador ordenadaor ondenador

€. A la hora de realizar un desplazamiento en tu ciudad, que sea posible cubrir en
transporte publico y en transporte privado, ;con qué frecuencia eliges el transporte
publico?

O Alrededor de O Alrededor del O Alrededer del O Alrededor del O Alrededer del O Solo dispongo

100% de los TE% de los 50% de los 25% de los 0% de los del transporte
desplazamientos de  desplazamisnios de  desplazamientos de  desplazamienios de desplazamientos de  plibico para mis
este tpo este tipo este tipo este tipo este tipo desplazamientos

7. ;i Te consideras una persona gue tiene en cuenta la sostenibilidad medioambiental en
tus acciones diarias?

O si () me
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8. Eres...
O Hombre O Mujer

9. Si eres estudiante universitario, por favor indica qué bachillerato cursaste para
acceder a los estudios universitarios que estas realizando:

I.Z::l Tecnaologia (Ciencias)

O Ciencias de la Natura'eza y la Sa'ud (Ciencas mixtas)
O Humanidades y Ciencias Sociales (Letras mixtas)

O Artes (Lefras)

O No soy estudiants universitaro

O Odros (bachillerato en otro pais, acceso mayores de 25 anos...eto)

Como ya sabes, este cusstionario es |la segunda fase de un trabajo de investigacion de doctorado, A continuacién te pediremos de nuevs una
serie de datos para gue se3 posble identificar las respuesias garantizando tu ancnimato.

10. Por favor, incluye
OO MM AARA

Tu fecha de T |_| !

nacimientio

11. Por favor, incluye

Mombre Primer Apellido

2 INICIAL de .. = —

‘fa hemos fnafizado &l cuestionario. jMUCHAS GRACIAS POR TU COLABORACION en las dos fases de este trabajo!

12. Si estas interesado en conocer los resultados de este estudio, incluye tu direccion

de email y sera un placer compartir contigo las conclusiones una vez finalizado el
trabajo (a partir de Julio de 2011)

Si reerviaste |a primera fase de este cuestionario 3 tus amigos, por faveor, resnvizles el fnk de esta segunda fase:
http-iiwwe. surveymaonkey.comisicuestionario_doctorado_2

“?;%?

Gracziasl
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10.3Tablas de contingencia
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10.4Graficos de distribuciones frecuentistas condicionadas a

cada etiqueta linguistica
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