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Resumen. En este trabajo revisamos algunas de las investigaciones mds relevantes en
Didactica de las Matematicas relativas a los niveles de Educacion Infantil y Primaria y
realizadas en las ultimas décadas. En primer Ilugar abordaremos los trabajos
presentados en la Sociedad Espaiiola de Investigacion en Educacion Matemdtica
(SEIEM) desde el aiio 1997 hasta 2010 atendiendo al contenido matemdtico tratado. En
segundo lugar haremos una revision de algunas de las contribuciones llevadas a cabo
bajo diferentes enfoques teoricos dentro del PME (The International Group for the
Psychology of Mathematics Education) durante los ultimos 30 aiios, y otras no
presentadas en el PME y realizadas respectivamente en los ambitos de la Teoria de las
Situaciones Diddcticas, el Enfoque Ontosemiotico o la Teoria Antropolégica de lo
Didactico.
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Abstract. This paper reviews some of the most relevant research in Mathematics
Education relating to levels of Primary Education (between the ages of 3 and 12)
carried out in recent decades. First we will address the papers presented at The Spanish
Society for Research in Mathematics Education (SEIEM) since 1997 to 2010 taking into
account the mathematical content treaty. Secondly we will review some of the
contributions carried out under different theoretical approaches within the PME (The
International Group for the Psychology of Mathematics Education) for the past 30
years, and others not presented in the PME and held respectively in the fields of the
Theory of Didactic Situations, the Onto-semiotic Approach or the Anthropological
Theory of Didactics.
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1. INTRODUCCION

Ante el encargo de llevar a cabo una revision de las investigaciones realizadas en
didactica de las matematicas a lo largo de los ultimos 20 afios, en los niveles de
Educacién Infantil y Primaria, se puede responder de diversas formas. Se podria, por
ejemplo, hacer un listado de trabajos clasificados por el afio de realizaciéon o bien por
autores o grupos de trabajo y, a continuacidn, clasificarlos segiin diferentes criterios.
Entre dichos criterios pueden citarse los que se basan en:

(a) Los contenidos matemdticos que estan involucrados en cada uno de los
trabajos.

(b) El enfoque teorico en didactica de las matematicas o paradigma utilizado.

(¢) La metodologia de investigacion a la que se recurre en cada caso para abordar
el problema didactico planteado.

(d) La amplitud y la naturaleza del dmbito institucional y de la actividad
matemdtica que el problema didactico planteado toma en consideracion.

Mientras que el criterio (c) se utilizard en otro de los Seminarios de este Simposio, en
este trabajo utilizaremos parcialmente los criterios (a) y (b) y propondremos para
terminar el (d) como punto de partida de una futura linea de investigacion relacionada
con el cada vez mas urgente “didlogo” entre teorias o enfoques teéricos en didactica de
las matematicas.

2. CONTENIDO MATEMATICO DE LAS INVESTIGACIONES DIDACTICAS
PRESENTADAS EN LOS SUCESIVOS SIMPOSIOS DE LA SEIEM (1997 —
2010)

Sin pretender ser exhaustivos, intentaremos revisar brevemente las principales
aportaciones presentadas en los diferentes Simposios de la SEIEM desde el afio 1997
hasta el 2010. A lo largo de estos 14 afios se han presentado en torno a 6 trabajos que
hacen referencia al nivel de Educaciéon Infantil (EI) y 26 relativos al nivel de Educacion
Primaria (EP).

2.1. Investigaciones relativas a la Educacion Infantil

De los 6 relativos a la EI, uno de ellos (Giménez, Ruesga, Orozco 2003) trata sobre la
equilibracion y la introduccion de tareas de transformacién mediante flechas en EI. En
él se estudian las diferentes respuestas de los nifios de Infantil cuando se les plantean
tareas en modo directo y en modo inverso.

Del resto trabajos presentados, cuatro versan sobre el numero en EI y uno sobre el
aprendizaje de la geometria en EI.

Fernandez (2002) tiene como objetivo realizar una modelizacion de las competencias
ordinales de los alumnos de EI mediante entrevistas clinicas.
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Lacasta &Wilhelmi (2008) analizan la introduccion de las nociones conjuntistas en EI
durante la reforma de los afios sesenta y su influencia en la ensefianza del nimero,
sefialando algunos de los fendmenos didacticos originadas por dicha reforma.

Salgado & Salinas (2009) analizan el tratamiento que hacen del nimero los manuales de
Educacion Infantil con el objetivo de ver si, a través de las actividades propuestas en los
libros de texto, se tratan los contenidos establecidos en el curriculo.

Nuiiez, Castro, del Pozo & Mendoza (2010) pretenden con este trabajo, que se halla en
fase inicial de desarrollo, la elaboracién y progresivo refinamiento de un producto
curricular (el taller de problemas), dentro de un esfuerzo mas amplio por desarrollar el
curriculo matematico de Educacion Infantil.

Para ello, utilizan un modelo de investigacion de diserio, utilizando como modelo
teorico de partida la “Ensefianza de enfoque cognitivo”.

Se plantean las siguientes cuestiones: ;Como ayudar a los nifios en la transicion de
estrategias de modelizacion directa a las de conteo, y de éstas a las de uso de hechos
numéricos? jCudl es el papel de materiales manipulativos y recursos diddcticos como
la ‘banda numérica’ en estas transiciones? ;Qué edad es la adecuada para comenzar
este tipo de trabajo? jComo favorecer el inicio de nifios de 4-5 afios en este tipo de
actividad?

Para abordarlas comienzan el disefio de un taller para nifios de 4-5 afios poniendo
especial atencién en el uso de materiales didacticos y en las representaciones infantiles
de cantidades, y cuidando aspectos afectivos y cognitivos del trabajo en estas edades,
para lo que deciden introducir la literatura infantil.

Participan en la investigacién 55 nifios y nifias pertenecientes a los tres grupos de 2°
curso del 2° ciclo de Educacion Infantil (4 afios).

El taller se desarrolla en tres fases: lectura de la carta (contextualizacion y comprension
del problema), trabajo individual (busqueda de solucién) y puesta en comun y busqueda
de consenso sobre resultado y estrategia.

Wilhelmi & Lacasta (2007) muestran una experiencia que busca la deconstruccion del
modelo epistemoldgico centrado en técnicas aisladas y terminadas de resolucion de
problemas de las matematicas de las estudiantes para Maestro de Infantil, para el caso
de la geometria, y la determinacion de un modelo epistemologico basado en la
modelizacién del saber utilizada en el marco de la Teoria de las Situaciones Didacticas.
La experiencia se ha realizado con 49 estudiantes de una asignatura de Didactica de las
Matematicas, de 30 horas lectivas, de tercer curso de la diplomatura de Maestro de EL
Las estudiantes después del proceso de enseflanza deben elaborar situaciones didacticas,
modelizadas seglin el esquema propuesto durante dicho proceso, donde se muestre los
papeles, que juegan la maestra y los nifios, y la funciéon de las matematicas como
instrumento de resolucion de problemas.

2.2 Investigaciones relativas a la Educaciéon Primaria
2.2.1 Numeros en la Educacion Primaria

En lo que se refiere a investigaciones en Didactica de las Matematicas sobre los
numeros en la EP tenemos 5 trabajos en total.
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En uno de ellos (Ortiz, 1998), el objetivo general es analizar la naturaleza y evolucion
del razonamiento inductivo numérico en alumnos de EP mediante entrevistas
semiestructuradas.

Otros dos tratan sobre la numeracion. En el primero de ellos (Salinas, 2007) se analizan
las dificultades que surgen en el aprendizaje del valor posicional de las cifras del
sistema de numeracion posicional. En particular, se sefialan los errores que cometen tres
grupos de estudiantes para Maestro de diferentes planes de estudio, cuando se les
plantean cuestiones en torno a dicho sistema. En el segundo (Bosch, Gascén & Sierra,
2009) se realiza un analisis de manuales utilizados en la formacion de Maestros en
Espafia en torno a los sistemas de numeracion. Para ello se empieza proponiendo un
Modelo Epistemoldgico de Referencia del desarrollo de los sistemas de numeracion,
que no es otra cosa que un modelo relativo y provisional, una hipdtesis elaborada desde
la didéctica, que sirve de referencia para dicho andlisis y permite escapar de las
restricciones o condicionantes que conlleva el proceso de transposicion didactica.

Hay, también, otros dos trabajos en torno a los niimeros racionales, por un lado el
trabajo de Escolano (2001) donde se presenta un estudio de tipo exploratorio e
interpretativo, en el que se evalua una experiencia de aula dentro del enfoque de
Investigacion-Accion con el mismo grupo de alumnos, en 4° y 5° de Primaria, en torno a
las fracciones y los numeros decimales. Por otro, el de Perera & Valdemoros (2007) en
el que se realiza un estudio de caracter cualitativo sobre los efectos producidos por una
propuesta didactica sobre las fracciones en un grupo de 30 alumnos de 4° de Primaria de
una escuela mejicana. Dicha propuesta, que ha sido realizada dentro del marco de la
Matematica Realista, utiliza situaciones y experiencias de la propia vida de los alumnos.

2.2.2 La resolucion de problemas en la Educacion Primaria

Hay 6 trabajos sobre la resolucion de problemas en la EP. Dos de ellos tratan sobre la
clasificaciéon de problemas aditivos (Gonzalez, 1997 y Socas, Hernandez & Noda,
1997). En el primero se clasifican los problemas atendiendo a sus estructuras numérica
y semantica global y en el segundo se aporta una clasificacién de los problemas
aritméticos verbales elementales con el objetivo de ampliar el marco tedrico existente
hasta ese momento y mostrar que los niimeros enteros son un buen modelo para
caracterizar el campo conceptual de las magnitudes discretas mientras que las categorias
de cambio, combinacion y comparacion son pertinentes para la clasificacion de
problemas.

Castro, Castro, Rico, Gutiérrez, Tortosa, Segovia, Gonzalez, Morcillo & Fernandez,
(1997) analizan los problemas aditivos compuestos de dos o mas pasos con el fin de
determinar cuales son sus variables estructurales y ver qué influencia tienen éstas en las
dificultades que surgen al resolverlos.

Noda & Bruno (2009), describen entrevistas realizadas a alumnos con sindrome de
Down. En ellas se les propone resolver problemas aditivos simples y calculos aditivos y
sustractivos para analizar las dificultades con las que tropiezan y los errores que
cometen en sus estrategias, con la finalidad de proponer metodologias adecuadas que les
ayuden a avanzar en su aprendizaje.
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Molina & Ambrose (2010) exploran la relacion entre el lenguaje y las matematicas. Se
plantea a un grupo de alumnos latinos la resoluciéon de un conjunto de problemas
formulados en inglés y en espafiol con el fin de analizar si tienen mas éxito en la
resoluciéon de problemas en su lengua materna o si su éxito es el mismo en ambas
lenguas.

Por 1ultimo, en Ayllén, Castro & Molina (2010) se recoge un estudio de caso donde se
analiza la actuacién de dos niflos de 1° EP al responder a cuestiones y resolver
problemas. Se pretende obtener cudl es el conocimiento informal de los alumnos sobre
la nocion de problema, cudl es el papel que juegan los nlimeros en un problema y qué
factores influyen sobre el grado de dificultad de un problema.

2.2.3 La geometria en la Educacion Primaria
Hay 5 trabajos relacionados con la ensefianza-aprendizaje de la geometria en EP.

Fiol (1999) plantea un problema de caracter general: ;Como garantizar una dptima
relacion entre la ensefianza-aprendizaje de la geometria y el desarrollo cognitivo de los
alumnos de 6 a 12 afios?

Guillén, Saiz, Figueras & Corberan (2003) presentan tres items de un cuestionario
disefiado para valorar si la geometria ensefiada se corresponde con la que aparece el
curriculum de Primaria de las escuelas de algunos estados de Méjico.

Ademas hay dos investigaciones que consisten en estudios exploratorios sobre la
ensefianza de la geometria. Una de ellas, (Figueras & Guillén, 2004), contiene un
trabajo, que se enmarca dentro de la formacion del profesorado, donde se describe una
segunda version de un cuestionario, administrado a 20 maestros en ejercicio, elaborado
para analizar la situacion de la ensefianza de la geometria en algunas escuelas mejicanas
de Primaria. Y en la otra, Guillén & Figueras (2005) presentan las creencias y
concepciones de 20 maestros mejicanos en ejercicio relacionadas con la ensefianza de la
geometria de los sdlidos y con los contenidos que imparten en sus clases. Las creencias
y concepciones han sido obtenidas a partir de un estudio exploratorio llevado a cabo
durante las actividades realizadas en un curso taller.

El quinto trabajo es de Climent & Carrillo (2005) y aborda un estudio comparativo,
desde una perspectiva cualitativa y cuantitativa, sobre la ensefianza de los poligonos en
6° de Primaria en cuatro paises (Bélgica, Hungria, Espafia e Inglaterra). La docencia
analizada ha sido llevada a cabo por un maestro de cada pais y ha sido considerada por
los investigadores como ejemplo de buenas practicas en su contexto.

2.2.4 Razon, proporcion y proporcionalidad en la Educacion Primaria

Puig & Fernandez (2002) se plantean el problema de la ensefianza y aprendizaje de la
razdn, proporcion y proporcionalidad el 2° y 3° ciclo de Primaria y lo abordan utilizando
el marco teodrico de los Modelos Tedricos Locales. Dicho marco teérico tiene cuatro
componentes: La componente de competencia formal que elaboran mediante el analisis
fenomenologico de los conceptos de razén, proporcion y proporcionalidad. La
componente de cognicién y comunicacion que se lleva a cabo con una revision
bibliografica atendiendo a los problemas, las actuaciones de los alumnos y las variables
que afectan a dichas actuaciones. Aqui la componente de comunicacién se limita a la
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forma como se presentan a los alumnos las tareas. Y en la componente de ensefianza se
tienen en cuenta dos disefios curriculares (el nacional y el autonémico), los libros de
texto de primaria de Matematicas y de Ciencias Sociales. Luego llevan a cabo una
experimentacion donde tienen en cuenta dos partes: el estudio de los grupos de los
alumnos en el aula y el estudio de casos de alumnos seleccionados. Para realizar el
analisis y clasificacion de las actuaciones utilizan el modelo de interpretacion de
comportamientos construido en anteriores investigaciones sobre razon y proporciéon en
Mgéjico.

2.2.5 La optimizacion y la medida en la Educacion Primaria

Lacasta, Malaspina, Pascual & Wilhelmi (2009) se plantean la cuestion siguiente: /Es
posible construir una situacion de optimizacion en el transito del numero natural a la
medida a partir de los conocimientos escolares propios del primer ciclo de EP? Mas
tarde, reformulan la cuestién para buscar cuales deben ser caracteristicas de dicha
situacion. Y luego describen el analisis a priori y la experimentacion de una situacion de
optimizaciéon planteada en el paso del numero natural a la medida, realizada con
alumnos del primer ciclo de Primaria.

2.2.6 Sobre el dlgebra temprana en la Educacion Primaria

Molina (2007) presenta una caracterizaciéon del Early-Algebra (EA) o Algebra temprana
explicando que dicha propuesta promueve en las aulas la observacion de patrones,
relaciones y propiedades matematicas y, de ese modo, cultiva habitos de pensamiento
que atienden a la estructura que subyace a las matematicas.

Sefiala las diferencias entre el Early-Algebra y la Pre-dlgebra y habla del origen y la
evolucion del EA.

Nos muestra la vision del algebra dentro de la propuesta EA, indicando que es
compartida por los estandares del NCTM. Segun la autora, dicha visién consiste en
distinguir como componentes estandar del algebra la comprension de patrones, las
relaciones entre cantidades y funciones, la representacion de relaciones matematicas, el
analisis de situaciones y estructuras matematicas utilizando simbolos algebraicos, el uso
de modelos matematicos para representar y comprender relaciones cuantitativas y el
analisis del cambio.

El interés de la autora por la EA se concreta en el andlisis del uso del pensamiento
relacional por parte de los alumnos, ya que conjetura que el pensamiento relacional
puede ayudar a los alumnos a desarrollar métodos propios, personales y flexibles, para
la resolucion de ecuaciones. Algo que, seglin la autora, suele trabajarse en el aprendizaje
de la aritmética pero no en el aprendizaje del 4lgebra.

Para analizar el uso de pensamiento relacional puesto de manifiesto por los alumnos, ha
realizado un experimento de ensefianza con un grupo de 26 alumnos de 3° de EP.

El estudio se enmarca dentro del paradigma de la investigacion de disefio.

El contexto elegido para analizar el uso del pensamiento relacional de los alumnos ha
sido la resolucién de sentencias numéricas de suma y resta, basadas en propiedades
aritméticas basicas.
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Para terminar, la autora propone dos lineas a profundizar: el proceso de generalizacion
de las propiedades aritméticas, una vez los alumnos han explicitado el uso de
pensamiento relacional, y el uso de este tipo de pensamiento en contextos algebraicos,
en especial, en el trabajo con expresiones, igualdades y ecuaciones algebraicas.

2.2.7 Sobre el desarrollo profesional del profesor en la Educacion Primaria

En lo que se refiere al desarrollo profesional del profesor hay un total de 6 trabajos. Dos
de ellos estan dedicados al analisis del desarrollo profesional de una maestra a partir de
un estudio de caso. En el primero, Carrillo & Climent (2002) analizan la evolucién que
experimenta una maestra, que esta implicada en un proceso de reflexion y modificacién
de su practica, en el contexto de una investigacion colaborativa sobre la resolucion de
problemas, en el aula de matematicas. Un resultado obtenido, fruto de este analisis, es
que el principal detonante de cambio de sus concepciones se produce cuando la maestra
reflexiona sobre la necesidad de dominar el conocimiento del contenido que se requiere
para trabajar en el aula desde el enfoque de la resolucion de problemas.

En el segundo trabajo (Mufioz-Catalan, Carrillo &Climent, 2006), siguiendo en la
misma linea de trabajo, analizan el desarrollo profesional de una maestra novel (no
prototipica) inmersa en un proyecto de investigacion colaborativo. Primero se centran
en su reflexion durante el periodo de practicas, cuando todavia es estudiante para
maestra, y después estudian su actuacién como maestra durante el primer trimestre de su
vida como docente. Se pretende conocer sobre qué reflexiona y cdmo se posiciona como
estudiante en practicas y como maestra en ejercicio, identificando las posibles
diferencias en ambos casos. Para el analisis de los datos obtenidos combinan la técnica
de analisis de contenido con el método de comparacion constante de la Grounded
Theory.

Hay otros dos dedicados al trabajo cooperativo. Asi, Lopes & Salinas (2006), a partir de
un experimento realizado sobre una unidad curricular de Matematicas, en una clase de
25 alumnos de 5° de Primaria, se plantean el problema siguiente: ;Como influye en la
forma que los alumnos aprenden y ven los conceptos geométricos y de medida, la
ensefianza que privilegia el aprendizaje en grupos cooperativos?

Y Lopes, Salinas & Palhares (2008) presentan un estudio de caso. A partir de una
experiencia educativa de una sesion, donde se proponen dos problemas de areas a un
grupo de cuatro alumnos de 5° de Primaria, utilizando una metodologia que privilegia el
trabajo cooperativo, analizan como interactian los alumnos al resolver ambos
problemas. El proposito es investigar con detalle si las estructuras de aprendizaje
cooperativo introducen o no cambios significativos en los participantes en el aula.

Alfonso, Rigo & Gomez (2008) exponen un estudio de caso de caracter etnografico
donde se destacan las actuaciones diarias en el aula, y en especial la conducta de la
profesora. La investigacion se lleva a cabo en un aula con 25 alumnos de 6° grado de
una escuela publica de Ciudad de México. La maestra de 25 afios de experiencia
profesional resalta como buena docente ya que sus alumnos obtienen muy buenos
resultados en las evaluaciones oficiales. El propdsito de los autores es identificar como
la maestra, en condiciones espontaneas, promueve entre sus alumnos el desarrollo de
competencias de regulacion auténoma en sus procesos de aprendizaje de las
matematicas. Privilegian la observacion no participante como metodologia de toma de
datos y proponen un instrumento de analisis.

131



Sierra, T.A., Gascon, J.

En el ultimo trabajo, Ribeiro, Carrillo & Monteiro (2009) pretenden obtener una mayor
comprension del papel que juegan los objetivos del profesor en su practica docente. Para
ello analizan dos secuencias de clases de matematicas de una maestra en dos momentos
distintos, estando uno de ellos asociado a un trabajo colaborativo.

2.2.8 Sobre el juego en la EP

Edo & Deulofeu (2005) tienen como objetivo general conseguir una mejor comprension
sobre el modo en que alumnos del primer ciclo de Primaria aprenden contenidos
matematicos en una situacion didactica que incorpora juegos de mesa, gracias a los
procesos de interaccion. El marco psicoldgico de referencia adoptado es la concepcion
constructivista del aprendizaje y la ensefianza. La investigacién estd basada en el
modelo conceptual y metodolégico para el andlisis de algunos mecanismos de
influencia educativa que operan en la interactividad.

Los autores obtienen los datos a partir de una experiencia de innovacion que consiste en
la realizacién de un Taller de juegos y matemadticas en una clase del primer ciclo de
Primaria.

3. CLASIFICACION DE ALGUNAS INVESTIGACIONES DIDACTICAS EN
BASE AL ENFOQUE TEORICO QUE LAS SUSTENTA

El criterio elegido para clasificar las investigaciones en Didactica de las Matematicas en
los niveles de Educacion Infantil y Primaria no tiene por qué ser Gnico. En esta seccion
hemos elegido el enfoque tedrico que sustenta cada una de las investigaciones como
criterio porque nos ha permitido una mayor facilidad de aplicacion. Primero
consideraremos los trabajos llevados a cabo dentro del PME (The International Group
for the Psychology of Mathematics Education), luego, los realizados en el marco de la
TSD (Teoria de las Situaciones Didacticas); a continuacidn los trabajos sustentados en
el EOS (Enfoque Ontosemidtico); para terminar con los enmarcados en la TAD (Teoria
Antropologica de lo Didactico).

3.1 Investigaciones sobre el desarrollo de los conocimientos matemiticos en
alumnos de Educacién Infantil y Primaria en el PME

Las bases teoricas de las primeras investigaciones desarrolladas dentro del PME fueron
explicadas, en su mayor parte, a través de trabajos realizados con alumnos de Educacion
Infantil y Primaria. La mayor parte de estos trabajos giraron en torno al aprendizaje del
conteo y de la aritmética. En los ultimos 15 afios, se ha empezado a investigar con
alumnos de Infantil y Primaria sobre el desarrollo de contenidos matematicos que
previamente se habian tratado s6lo con alumnos de mayor edad (Secundaria), como el
razonamiento multiplicativo, el algebra, la exploracién y andlisis de datos y la
modelizacion matematica.

35 o . . .

Para la revision de los trabajos del PME hemos tomado como base el capitulo que realizan
Mulligan & Vergnaud (2006) en el Handbook of Research on the Psychology of Mathematics
Education: Past, Present and Future. (pp. 117 - 146).
(http://www.sensepublishers.com/catalog/files/90-77874-19-4.pdf ) (Ultima consulta el 1/05/2011)
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Ha habido mas concentracion de investigaciones en el nivel de Educacion Infantil y
Primaria y en el ambito del aprendizaje de la aritmética entre los afios 1975 y 1995 que
posteriormente. Dichos trabajos versaron sobre el desarrollo del conteo, la nocion de
cardinalidad, la comprension de las estructuras aditivas y multiplicativas, la iniciacién a
la nocién de fraccion y algunos estudios de figuras geométricas. Entre los afios 1995 y
2005 ha habido menos de un 10% de estudios dedicados al desarrollo de las
matematicas en alumnos de Educacion Infantil y Primaria (excluyendo los trabajos
sobre el desarrollo profesional del profesor).

Este ultimo periodo se ha caracterizado porque las investigaciones muestran una
ampliacion de los contenidos y procesos matematicos considerados y un mayor ambito
de aplicacion con estudios transversales y longitudinales. Los paradigmas de
investigacion se han vuelto mas dinamicos y ya no abordan estudios de contenido tnico,
centrados en el andlisis de las estrategias y niveles de los nifios, sino que pasan a
analizar los sistemas de enseflanza y el aprendizaje de determinados contenidos
matematicos, por ejemplo Anghileri (2001). Algunas contribuciones recientes derivan
de proyectos gubernamentales de gran escala sobre la aritmética, que se han llevado a
cabo en el ambito de marcos teodricos basados en trabajos de investigadores del PME
como, por ejemplo, Askew (2003), Brown (2002), Clarke, McDonough & Sullivan
(2002). La investigacién ha evolucionado y en lugar de estudiar unicamente las bases
psicologicas del desarrollo matematico ha pasado a cuestionar la ensefianza de la
aritmética elemental.

Las conferencias del PME que se han centrado en campos relacionados con la
Educacion Infantil y Primaria, han sido las siguientes: sobre los primeros esquemas del
conteo y la simbolizacién (PMES, 1984), sobre el pensamiento numérico elemental
(PME21, 1997), sobre las matematicas en la educacion infantil (PME26, 2002) y sobre
el Algebra temprana o Early-Algebra (PME28, 2004).

3.1.1 Perspectivas tedricas de las investigaciones sobre el desarrollo matemadtico de los
nifios en el PME.

Los enfoques tedricos desarrollados en los primeros afios del PME se centraron
fundamentalmente en el estudio del aprendizaje de los nifios y en el desarrollo de
diferentes perspectivas psicoldgicas. Algunos ejemplos de estas contribuciones son: Los
modelos intuitivos de Fischbein, la estructura de los resultados del aprendizaje de
Collis, los campos de experiencia de Boero, los campos conceptuales de Vergnaud, el
conteo temprano y el desarrollo de Goldin, una vision proceptual de Gray, Pitta y Tall,
el constructivismo social de Yackel y las perspectivas interaccionistas de Hershikowitz.
a) La teoria de los modelos intuitivos de Fischbein (1978) afirma que los modelos
primitivos (implicitos) influyen en el desarrollo de los conceptos y en el
comportamiento en la resoluciéon de problemas de los nifios, y, ademas, esos modelos
continian ejerciendo influencia con matematicas mas complejas (Fischbein, 1983). Su
investigacion sobre problemas de multiplicacion y divisién y pensamiento probabilistico
han contribuido de modo significativo a comprender el pensamiento matematico y las
dificultades experimentadas por estudiantes de la escuela secundaria. Las bases
psicologicas de su teoria aparecen en muchos estudios sobre el desarrollo intuitivo del
nifio que emergen en el grupo del PME.
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b) La estructura de los resultados del aprendizaje observados (SOLO)* de Collis se
basa en los modos de funcionamiento y en los niveles de estructura de las respuestas de
los estudiantes: preestructural, uniestructural, relacional y de resumen extendido.
Aunque este modelo estructural ha mejorado nuestra comprension de la estructura
cognitiva, tiene algunas limitaciones cuando se aplica al aprendizaje de las matematicas
escolares, particularmente para nifios pequefios, debido a la carencia de
recomendaciones didacticas. Las mismas limitaciones asociadas con el modelo de Collis
pueden ser esgrimidas para otras descripciones propuestas de los niveles de desarrollo,
mas o menos influenciadas por la teoria Piagetiana de los estadios, tales como la
propuesta por Harrison, Bye y Schroeder (1985).

¢) Los campos de experiencia de Boero.

A mediados de 1980, los investigadores desarrollaron amplias perspectivas sobre el
aprendizaje de las matematicas que consideraban que el conocimiento de los nifios se
desarrollaba principalmente cuando éste se enfrentaba a situaciones dentro y fuera de la
escuela. Los primeros trabajos de la escuela brasilefia (Nunes y Schlieman, 1987)
pusieron de relieve en varias reuniones del PME que era esencial estudiar el
conocimiento matematico informal, y comprender cémo dicho conocimiento podria ser
utilizado en la escuela. Una importante cuestion didactica aparecio al cuestionarse en
qué forma y con qué objetivos muchas experiencias de la vida diaria podrian ser
introducidas en las clases de matematicas. Una reflexion sistemdtica y un analisis de
este problema fueron avanzados por Boero (1989) en el PME13. Lesh (1985) y otros
también contribuyeron a esta cuestién. Sin embargo, otros miembros de PME afirmaron
que la referencia a la experiencia no era necesariamente autosuficiente desde un punto
de vista epistemoldgico, puesto que esta no lleva directamente a conceptos matematicos
solidos de numero, espacio, algebra y geometria.

d) Los campos conceptuales de Vergnaud

En relacién con la problematica anterior, la idea de campo conceptual ofrecié una
conexion entre las matematicas de la experiencia y las convencionales, identificando las
principales relaciones y conceptos que podrian ser tomados y estudiados como objetos
matematicos. Las situaciones encontradas en la experiencia no son consideradas de
manera organizada y sistematica. Por lo tanto, la nocién de campo conceptual fue util
para reflexionar sobre las situaciones desde un punto de vista conceptual e intentar
organizarlas en un conjunto de situaciones estructuradas. Para ello, Vergnaud (1981)
introdujo el concepto de campo conceptual (estructuras aditivas, estructuras
multiplicativas, algebra elemental y geometria elemental), que estd en la base de
muchos de los trabajos sobre problemas aritméticos verbales que siguieron (Vergnaud,
1983, 1990). Vergnaud acufio los términos “estructuras aditivas” y “multiplicativas”
para describir este nuevo campo de trabajo basado en estructuras conceptuales.

e) Las investigaciones sobre e/ conteo.
En el PMES celebrado en Grenoble, se presentan muchas investigaciones en torno al

conteo. Por ejemplo, comunicaciones de Comiti & Bessot; Fischer; Richards, Schimidt
& Steffe; Van den Brink; y Von Glasersfeld. Steffe, Von Glasersfeld y Richards

% the Structure of Observed Learning Outcomes (SOLO)
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discutieron el papel del conteo en las primeras concepciones de numero de los nifios
(Richards, 1981; Steffe, 1981; Von Glasersfeld, 1981). Cuestionaron si una unidad de
conteo es concreta o abstracta y se preguntaron cual es el elemento que se cuenta.
Concluyeron que depende de su posicion de la secuencia completa de acciones de
conteo, y del problema que se debe resolver.

f) Las bases iniciales de las investigaciones sobre las estructuras aditivas.

Ya en 1978 varios grupos de investigacidn propusieron clasificaciones de tareas
cognitivas implicadas en problemas de adicion y sustraccion. Vergnaud (1978) en el
PME3 y Nesher y Greeno (1981) en el PME6 identificaron tres relaciones principales
que los niflos deberian construir para enfrentarse a esas tareas: combinacion de dos
partes en un total, transformacion de un estado inicial en un estado final, y comparacion
de dos cantidades. Carpenter & Moser (1979) afiadieron el caso de igualar 2 cantidades.
Vergnaud consider6 relaciones mas complejas como la combinacion de
transformaciones, la combinacion de relaciones y la transformacion de una relacion. La
ventaja fue que se extendio la clasificacion a problemas con nimeros con signo,
incluyendo sustraccién de numeros de distinto signo, un caso que plantea obstaculos de
larga duracion, incluso para los alumnos mayores de 15 afios y para adultos. La
principal contribucion de la investigacion sobre estas clasificaciones es que hace posible
el estudio sistematico de la dificultad comparativa de diferentes tareas cognitivas
implicadas. Esas clasificaciones también hacen posible introducir el marco de los
campos conceptuales y los conceptos de esquema, concepto en accion y teorema en acto
(Vergnaud, 1982, 1984).

g) Las investigaciones en torno a las estructuras multiplicativas y las fracciones

El campo conceptual de las estructuras multiplicativas proporciona otra importante
contribucién al estudio de los procesos aritméticos de los nifios. Vergnaud ilustr6 el
prototipo de estructura multiplicativa como la relacion de proporciéon de cuatro
términos, la cual a menudo es pasada por alto en simples problemas de multiplicacion y
divisién porque uno de los términos es el numero 1. Describié 4 casos prototipicos:
multiplicacidn, “quotition”, particién y encontrar el cuarto término. Durante las dos
primeras décadas del PME se han presentado muchos estudios sobre problemas de
multiplicacién y division (particion y “quotition”) y sobre situaciones de encontrar el
cuarto término. Si consideramos la fraccidn como un concepto asociado con la division
y la multiplicacion en el campo conceptual de las estructuras multiplicativas, entonces
las principales aportaciones a este ambito las encontramos en los primeros afios del
PME (hay 5 o 6 comunicaciones cada afio). Por ejemplo, Behr, Bell, Figueras,
Fischbein, Greer, Gaza, Hunting, Karplus, Lesh, Nohda, Post, Reiss, Seeger, Southwell,
Strefland, Vinner, Waschsmuth, y muchos otros han realizado trabajos en este campo.
La mayoria de las contribuciones se refieren a primaria y secundaria, de modo que los
problemas de proporcion no se considera que sean dominados por los niflos hasta el
final de la escuela primaria. Lo sorprendente es que, a pesar del gran niumero de trabajos
presentados en el PME sobre este tema, se echan en falta trabajos sobre las relaciones
entre las fracciones y el razonamiento proporcional, y esto a pesar de que una fraccion
es primero comprendida como una relacion escalar entre dos cantidades o magnitudes
del mismo tipo.
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h) Investigaciones sobre las representaciones simbdlicas: la numeracion.

Durante la década de los ochenta en las reuniones del PME hubo una serie de
contribuciones sobre la comprensién de los simbolos por los nifios y sobre su uso en la
ensefianza. Se tuvieron en consideracion diferentes sistemas simbolicos como tablas y
gréficos, simbolos algebraicos y fracciones, pero el sistema simbolico mas investigado
fue la representacion del valor posicional de los niimeros naturales y decimales. Janvier
& Bednarz (1989) diagnosticaron errores persistentes en la escuela primaria (por
ejemplo, los nifios no reconocian la equivalencia entre 40 decenas y 400) y Nunes
(1989) mostro las dificultades encontradas por alumnos brasilefios en situaciones “fuera
de la escuela”.

i) El impacto de las teorias constructivistas.

La mayoria de los participantes en las primeras reuniones del PME eran
constructivistas. Glasersfeld y sus colegas Cobb, Confrey, Richards y Steffe
promovieron un enfoque radical constructivista. De acuerdo con este enfoque, es
imposible representar el mundo real, y por tanto la comunicacién podria ser
problematica, tanto palabras como simbolos podrian no tener significados univocos.

Aunque Von Glasersfeld en 1983, presentd una version débil del constructivismo
radical, dicho enfoque teérico rapidamente llegd a ser dogmatico. Y se convirtid en uno
de los temas polémicos en la historia del PME. Kilpatrick (1987) abogo por una visién
mas equilibrada y afirmé que, después de todo, los constructivistas no habian sido
capaces todavia de desarrollar nuevos métodos para ensefiar y aprender matematicas.
En la misma sesion del PME, Sinclair (1987) afirmé que Piaget nunca habia sido un
constructivista radical sino un “constructivista interactivo” o incluso un “constructivista
dialéctico”. Para él, se trata de conocer los resultados de las transformaciones que el
sujeto introduce en la relacion conocedor/conocido como una “accidén y reaccion”.
Vergnaud (1987), alumno de Piaget, también argumentd que Piaget habia dedicado gran
atencion a las propiedades fisicas de los objetos, e incluso se opuso a la contraposicion
entre abstraccion matematica desde la accion por un lado y abstraccidn fisica desde los
objetos por otro lado. Vergnaud advirtiéo que podria ser peligroso ir demasiado lejos en
la critica al constructivismo, porque algunos enfoques alternativos como el
procesamiento de la informacién, la manipulacién simbolica, o las secuelas de larga
duracion del conductismo podrian ser contraproducentes para la investigacion en
educacion matematica. La ideologia predominante de los profesores del momento
estaba marcada todavia por el dogmatismo (la verdad matematica es expuesta y
transmitida) y por el empirismo (la ciencia consiste en observar regularidades). Por
tanto, el constructivismo tenia la fecundidad potencial de cuestionar una vision
demasiado ingenua de los procesos, promoviendo que se tuviera en cuenta la
epistemologia especifica de los conceptos matematicos.

A pesar del aparente conflicto de posiciones tedricas y las interpretaciones y
disparidades ofrecidas por los investigadores en este ambito, los trabajos relativos al
desarrollo temprano de las matematicas, basados en el constructivismo, florecieron
desde 1980 hasta pasado 1990. El trabajo de Steffe (1984) y sus colegas sobre el
comienzo del conteo y los esquemas multiplicativos jugé un papel decisivo en articular
el proceso de abstraccion reflexiva y el desarrollo de las estrategias aritméticas de los
nifios. Este enfoque tuvo un impacto muy significativo en la direccion de las
investigaciones llevadas a cabo por el grupo del PME de Norteamérica.
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J) La teoria proceptual del pensamiento matemdtico elemental

Gray y Tall (1991) propusieron en el PMEI1S5 la teoria proceptual del desarrollo de los
conceptos matematicos. Una vision de la aritmética simple, donde los simbolos usados
dualmente como proceso y concepto, pasan a denominarse “proceps”. Mas tarde, Gray
y Pitta (1996) ampliaron la nocidn de proceps a distintos tipos de representaciones
mentales.

La perspectiva teérica de Gray, Pitta y Tall ha ido avanzando a través de las diferentes
contribuciones realizadas en la reuniones del PME, tales como el estudio de imagenes
(Pitta & Gray, 1996), una teoria explicativa del éxito y el fracaso en matematicas (Gray
& Tall, 2001), y el papel de las imagenes en el cdlculo mental (Bills & Gray, 2001).
Mas recientemente, el papel de esta teoria se ha visto reflejado en los estudios sobre
fracciones (Pitta-Pantazi, Christou & Gray, 2002) y el andlisis del patron y de la
estructura en la aritmética temprana (Mulligan, Prescott & Mitchelmore, 2004).

k) La perspectiva social constructivista e interaccionista

A finales de los afios 1980 y 1990, ha habido un nuevo cambio de paradigmas de
investigacion, los nuevos enfoques se han centrado en el andlisis de la ensefianza y
aprendizaje del aula. Los puntos de vista socio-cultural e interaccionista del aprendizaje
de las matematicas han influido en los investigadores que han tratado de comprender
mejor la relacion entre la ensefianza y el aprendizaje a través de las practicas en el aula.
La perspectiva constructivista social traslado la investigacion mas alla de considerar al
individuo como sujeto de desarrollo matematico, hacia el estudio del desarrollo de la
construccion social del significado a través de la negociacion y el consenso en la
comunidad de estudiantes. Experimentos de ensefianza como los realizados por Cobb,
Yackel, Wood y sus colegas, durante largos periodos, han caracterizado el desarrollo y
disefio de esta investigacion en los primeros afios de la escolaridad (Cobb, 1994,
McClain & Cobb, 2001). En el PME25, Yackel (2001) discutié la importancia de
desarrollar formas de analizar las aulas de matematicas que fomentan el aprendizaje
significativo. Describié de qué forma la construccién de las normas sociales y socio-
matematicas, que surgen cuando se adopta una perspectiva simbolica, proporcionan un
medio para analizar y fomentar los aspectos de la explicacion, justificacion y
argumentacion en las clases de matematicas. Yackel se baso en ejemplos de interaccion
profesor/alumno en segundo de Primaria, proporcionando formas sofisticadas de
explicacion y justificacion en la descripcidn de las estrategias mentales para la adicion.
Las ideas importantes surgieron del pensamiento del grupo ya que ello permitié que
emergiera el razonamiento matematico y la argumentacion. En el PME23, Hershkowitz
(1999) puso de relieve la complejidad de la investigacion en educaciéon matematica
como la interaccion de multiples entornos de aprendizaje entre los estudiantes, entre
estudiantes y profesores, con la herramienta o con las tareas, etc. Afirmé que no debe
descuidarse el papel del individuo, que utiliza los conocimientos construidos, mientras
se esta investigando la interaccion social dentro de la comunidad de la clase.

Hasta aqui hemos visto la diversidad de perspectivas tedricas (psicoldgicas, cognitivas o
sociales) que han influido en los investigaciones sobre el desarrollo matematico
temprano presentadas en las reuniones del PME.
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3.1.2 Investigaciones mas recientes dentro del PME

Las investigaciones mas recientes han tratado sobre los conceptos numéricos y los
procesos de célculo, los modelos matematicos, el razonamiento y el dlgebra temprana.

Uno de los cambios mas importantes en la atencion de la investigacion en las ultimas
dos décadas ha sido el desarrollo de la investigacion de las ideas de los nifios asociadas
con los procesos matematicos. Estas incluyen la modelizacién y el razonamiento
matematico, la representacion y la comunicacion de ideas (Jones, Langrall, Thornton &
Nisbett, 2002; Perry & Dockett, 2002). Este énfasis en la resolucién de problemas y el
pensamiento matematico entre los nifios mayores durante los 80 y los 90 y un aumento
de la evidencia de las capacidades para resolver problemas de los nifios pequefios, ha
inspirado a los investigadores para diseflar investigaciones de modelizacion y
razonamiento matematico en los primeros afios. Esta tendencia es la que ha
proporcionado la direccion de las investigaciones mdas recientes sobre las
representaciones matematicas, la modelizacién, el razonamiento y el pensamiento
algebraico temprano.

a) El papel de las imdgenes y las representaciones matemdticas

Varios grupos que investigan las estrategias y el razonamiento matematico en la
resolucion de problemas se han centrado en aspectos como la visualizaciéon y las
imagenes (Gray & Pitta, 1999; Pitta-Pantazi, Christou & Gray, 2002). Algunas
investigaciones han empleado estudios longitudinales para analizar el desarrollo del
razonamiento de los nifios como, por ejemplo, en el aprendizaje de las fracciones
(Goldin & Passantino, 1996) e investigaciones estructuradas (Diezmann, Watters &
English, 2001; Maher, 2002). Otros estudios han investigado el uso de diagramas en la
resolucion de problemas (Diezmann, 2000). Al mismo tiempo, la investigacion sobre la
resolucion de problemas ha integrado el papel del desarrollo estructural y de patrones en
una variedad de estudios sobre conteo (Thomas et al., 2002), patrones de numero
utilizando calculadoras (Groves, 2002) y razonamiento analogico (English, 2004).

Por ejemplo, en un estudio descriptivo con 103 estudiantes de primero de Primaria,
incluyendo 16 estudios de caso longitudinales, Mulligan, Prescott & Mitchelmore
(2004) y Mulligan, Mitchelmore & Prescott (2005) encontraron que la percepcioén y
representacion de los nifios de la estructura matematica era generalizada a lo largo de
los dominios matematicos (conteo, particion, “unitizing”, patrones, medida, espacio y
graficos). Describieron como los conceptos matematicos de los nifios se desarrollan en 5
estados de desarrollo estructural. El logro de estas investigaciones en relacion a las
matematicas escolares iniciales fue encontrar la relaciéon entre el desarrollo y la
percepcion de los nifios de patrones y estructuras matematicas. Estos hallazgos apoyan
lo que los investigadores del PME han dicho sobre la importancia de las imagenes y la
estructura en la comprensién matematica (Gray & Tall, 2001).

Sin embargo, ha habido pocos estudios que examinen las practicas de ensefianza y
aprendizaje que fomentan que los nifios pequefios se centren en patrones y estructuras.
Esto podria requerir que los investigadores pusieran mas atencion a los procesos de
representacion y abstraccion y al desarrollo de estructuras matematicas inherentes a
varias situaciones.

138



Investigacion en didactica de las matemativas en la educacion infantil y primaria

b) La modelizacion y el razonamiento matemdtico

Los primeros investigadores interesados en el modelizacién matematica se centraron en
la resolucion de problemas aritméticos verbales. Algunos han construido sobre esta
investigacion las bases para investigar los procesos de razonamiento y comunicacion
matematica en contextos de resoluciéon de problemas mas abiertos utilizando
paradigmas de investigacion mas dindmicos.

Un ejemplo de esta linea de investigacion lo constituye el trabajo de English (1996,
1997, 2004) sobre el desarrollo de la modelizacién matematica en estudiantes de
Primaria, la resolucion de problemas, el planteamiento de problemas y el razonamiento
matematico, (deductivo, combinatorio y analdgico). En un estudio longitudinal y
transcultural English (2004) estudié el desarrollo del razonamiento analdgico y
matematico en nifios de 4 a 7 afios. Observo que los nifios que destacaban en
razonamiento analogico y matematico reflexionaban sobre lo que habian aprendido y
aplicaban su conocimiento en nuevas situaciones. English &Watters (2005) hicieron un
estudio longitudinal a lo largo de tres afios con nifios de 8 afios sobre problemas de
modelizacién que requerian que los nifios plantearan problemas e hipdtesis y hasta
matematizaran una situacion. El estudio se centraba en las caracteristicas estructurales
de los sistemas a modelizar tales como los patrones y las relaciones entre sus elementos
en lugar de quedarse en las caracteristicas superficiales.

¢) Elrazonamiento algebraico temprano

Los estudios sobre pensamiento algebraico de nifios pequefios (Blanton & Kaput, 2002,
2004; Schliemann, Carraher, Brizuela, Earnest, Goodrow, Lara-Roth & Peled, 2003;
Tabach & Hershkowitz, 2002; Warren, 2005) estan principalmente centrados en las
bases de la abstraccion y la generalizacion matematica. En particular, investigaciones
recientes sobre el pensamiento funcional (Blanton & Kaput, 2004; Schliemann & al.,
2003) descubren recursos, desconocidos hasta la fecha, de razonamiento algebraico en
nifios de 3 a 8 afios. En un estudio longitudinal sobre el algebra temprana o early
algebra, Schliemann & al. (2003) encontraron que estudiantes de tercero de Primaria
tenian una rica comprension de la funcion y eran capaces de describir algunos aspectos
del pensamiento algebraico utilizando multiples representaciones. Otros investigadores
han abordado el problema del razonamiento algebraico temprano alejandose del enfoque
casi exclusivo en la aritmética y el calculo y centrandose en el estudio de la
comprension infantil de la naturaleza algebraica de la aritmética (Fujii & Stephens,
2001). La eficiencia computacional ya no se considera la razéon dominante para el
estudio de la aritmética. Otro aspecto de la relacion entre el algebra y la aritmética es la
comprension de la equivalencia, pero ha habido pocos estudios que examinen esta area
con los estudiantes mas jovenes (Irwin, 1990, Womack & Williams, 1998).

3.1.3 Futuras lineas de investigacion en el desarrollo matemdtico temprano

Los estudios de la ensefianza de las matematicas utilizando los enfoques socio-
culturales son limitados, puesto que existen pocos estudios de corte cultural y
etnografico.

Es posible que haya que revisar algunas teorias fundamentales que proporcionan, en
muchos sentidos, marcos teoéricos integrados de los procesos matematicos. Por ejemplo,
la teoria de Fischbein sobre la intuicién no se ha explorado a fondo en particular en el
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contexto del aprendizaje de los nifios pequefios o en sus consecuencias practicas para
situaciones de ensefianza. Del mismo modo, la teoria de los campos conceptuales que
abarca las estructuras aditiva y multiplicativa podria utilizarse en el desarrollo de una
nueva investigacion mas comprensiva.

a) Nuevas lineas de investigacion sobre razonamiento algebraico temprano

A pesar de las reformas curriculares y el interés de las investigaciones recientes en el
pensamiento algebraico temprano, sigue habiendo relativamente poca investigacion
sobre el desarrollo de patrones matematicos en los nifios pequefios y estudios de los
programas educativos que promocionen patrones (Fox, 2005; Papic, 2005).

La investigacion sobre los principios de pensamiento funcional algebraico puede
mejorar nuestra comprension de cémo los niflos distinguen entre las relaciones aditivas
y multiplicativas. Se podria considerar que la investigacion sobre razonamiento
matematico y principios de la modelacién matematica esta vinculada con el estudio del
algebra temprana. Teniendo en cuenta esto, podria resultar conveniente utilizar
conjuntamente, en un mismo estudio, las tareas de investigacion que involucran
patrones cuantitativos y espaciales, la modelizacién y el razonamiento.

b) La investigacion sobre el papel de la tecnologia

El estudio sobre el uso y la influencia de la tecnologia en el desarrollo matematico
temprano ha sido bastante limitado. El grupo de investigadores PME no ha prestado
suficiente atencion a este tema.

El estudio sobre la aplicacion de las calculadoras de mano también ha sido escaso a
pesar de la evidencia cientifica de sus efectos positivos en la escuela infantil y primaria.
Otra area que parece estar insuficientemente representada dentro del PME es el
desarrollo de conceptos elementales de medicidn tales como el tiempo, la velocidad, el
crecimiento y el cambio, a menudo representados a través del uso de la tecnologia.

¢) La investigacion sobre la alfabetizacion cuantitativa en los primeros afios.

Dentro del PME ha habido pocos estudios sobre la influencia de la lectura infantil en el
aprendizaje de las matematicas de los nifios pequefios. Los estudios sobre la lectura
infantil y la utilizacion de la literatura fuera de la escuela, en preescolar y en ambientes
de clase podrian proporcionar mayor informacién sobre el desarrollo de conceptos
matematicos, del lenguaje y del razonamiento. Esto puede contribuir a hacer avanzar la
comprension de las bases sociales, culturales y psicoldgicas de la educacion matematica
temprana.

Otra area de investigacion que es necesario impulsar en el PME dentro de este campo es
la realizacidon de estudios que se centren en la exploracion de datos y habilidades de
manejo de datos. En Jones & al. (2002) se lleva a cabo una investigacion de las
representaciones que realizan los niflos pequefios de graficos sencillos y tablas,
incluyendo el uso de la tecnologia. También hay un trabajo reciente sobre el
analisis del rendimiento de alumnos de primaria en lenguajes
graficos en matematicas (Lowrie & Diezmann, 2005).

Del mismo modo, ha aumentado el interés de la investigacion por los vinculos entre los
conceptos numéricos de los nifios pequefios y la representacion grafica (Selva & al.,
2005). Un programa de investigacion relacionado con la exploracion del razonamiento
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probabilistico ofreceria una imagen mas coherente del desarrollo de los nifios en este
dominio (Perry, Putt, Jones, Thornton, Langrall & Mooney, 2000; Spinillo, 1997).

Para terminar, digamos que desde el PME se propone proporcionar una vision mas
holistica de las diferentes perspectivas o enfoques de investigacion.

La colaboracion entre equipos de investigadores a nivel internacional podra fomentar
los estudios interculturales y la ampliacioén de las bases de investigacion del grupo del
PME. Por otra parte, la integracion de la investigacion del PME con otros d&mbitos como
la ciencia y la alfabetizacion, contribuird significativamente al disefio de los futuros
estudios de aprendizaje y desarrollo de los niflos pequefios que rebasen los limites de
plan de estudios tradicional.

En el PME26, Brown destaco la necesidad de llevar a cabo investigaciones desde
multiples perspectivas con el fin de tener una vision mas holistica de la ensefianza y el
aprendizaje y evitar conclusiones simplistas.

En la ultima década la atencion de la investigacion se ha fijado sobre la influencia de la
ensefianza en el aprendizaje en las aulas (Boaler, 2003).

Otros estudios han observado los aspectos sociales de la situacion de aprendizaje, tales
como el papel de la tarea en el aprendizaje (Groves & Doig, 2002), el discurso de los
nifios (Irwin & Ginsburg, 2001) o la interaccion dialdgica entre el estudiante y el
maestro (Saenz-Ludlow, 2003).

Es evidente, en resumen, que la investigacion didactica enla escuela elemental ha
pasado del estudio clinico de la evolucion de los conceptos matematicos al estudio de la
enseflanza practica en aula y en grupos pequefios. Sin embargo, hay todavia una escasez
de investigacion sobre como los nifios construyen su conocimiento matematico previo a
la escolarizacidn, y fuera de la escuela.

Desde el PME se preguntan si es necesario reunir, a través de meta-analisis o grupos de
estudio, los nuevos enfoques tedricos para el estudio del desarrollo matematico
temprano, con el fin de combatir las diferencias y disparidades habidas en este campo
de investigacion en la ultima década.

3.2 Investigaciones didacticas sobre las matemaiticas de Educaciéon Infantil y
Primaria dentro de la Teoria de Situaciones Didacticas

Una de las aportaciones mas relevantes de los ultimos afios a la investigacion en
Didactica de las Matematicas en los niveles de Educacion Infantil y Primaria es la
realizada por las investigaciones desarrolladas en el ambito de la Teoria de las
Situaciones Didacticas (TSD).

La TSD surge en torno al afio 1970 con el proyecto de construir un modelo de las
situaciones que permita tanto ser utilizado para ensefiar como para cuestionar las
nociones matematicas escolares intentando construir otras mas adecuadas.

Una situacion es un modelo de interaccion entre un sujeto y un medio determinado que
esta asociado a un conocimiento dado. Aqui este conocimiento se presenta como el
recurso del que dispone el sujeto para poder conseguir un estado éptimo dentro de ese
medio. Dentro de estas situaciones va a haber algunas que le van a permitir al individuo
construir por si mismo un conocimiento nuevo mediante un procedimiento de génesis
artificial.
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El principio metodoldgico fundamental de la TSD es que el conocimiento matematico
esta representado por una “situacién” que involucra problemas que pueden resolverse de
manera optima usando este conocimiento.

El objeto fundamental de estudio de la TSD no es el sujeto que aprende, sino la
situacion en que el sujeto interactiian con otro y con la matematica (Artigue, 2004).

Desde la perspectiva de la teoria de las situaciones, los alumnos se convierten en
los reveladores de las caracteristicas de las situaciones a las que reaccionan (es
importante sefialar esta inversion de posicion con respecto a las aproximaciones de
la psicologia, donde las situaciones suelen estudiarse como dispositivo para
revelar los conocimientos del alumno. (Brousseau 2007, p. 24)

Esta es la diferencia clave con respecto a los demas enfoques tedricos, de caracter
psicologico o cognitivo. En la TSD, se parte de la hipotesis de que para cada
conocimiento matematico existe al menos una situacion que lo caracteriza y lo
diferencia de los demas (Brousseau, 2000). Por ello, dado un conocimiento matematico
determinado, se busca qué tipo de situaciones son capaces de propiciar que aparezca, se
utilice y se construya y, en consecuencia, se aprenda. Ademads, se conjetura que el
conjunto de situaciones que caracterizan una nocion matematica esta estructurado y se
puede generar, a partir de un pequefio nimero de situaciones llamadas fundamentales, a
través del uso y manejo de las variables didacticas. Veamos un ejemplo:

La nociéon de conteo o cardinacidon estd caracterizada por las tres situaciones
fundamentales siguientes:

Situaciones fundamentales de la cardinacion:
Aspecto cardinal (1)

“Un emisor E dispone de una coleccion de objetos y debe fabricar un mensaje para
que un receptor R pueda realizar una coleccion que tenga tantos objetos como la
de E”

Aspecto cardinal (2)

“Un emisor E dispone de una coleccion de objetos y debe fabricar un mensaje para
que un receptor R que dispone también de otra coleccion, pueda prever cudl de las
dos es mas numerosa”

Aspecto ordinal

“Un emisor E dispone de una coleccion de objetos organizados en una fila y debe
fabricar un mensaje para que un receptor R pueda reconocer la posicion de un
objeto sefialado por el emisor en la fila”

En este caso las variables didacticas que van a permitir generar la nocion de conteo
y cardinacion en el sujeto seran: el tamaiio de la coleccion, la disposicion de los
elementos, el tipo de comunicacion, el tamaiio de los nimeros utilizables por el
alumno, el numero de viajes que se permite realizar para ir de una coleccion a la
otra, la accesibilidad simultanea a las dos colecciones (esta variable sélo puede
tomar dos valores), el hecho de que los objetos de las colecciones tengan o no
movilidad (dos valores), la proximidad o lejania del objeto senalado de los
extremos de la fila.
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Por tanto, en este marco tedrico seran los comportamientos de los alumnos los que
revelaran como funciona el medio que se considera como un sistema. Asi tenemos que
la caja negra dentro de la TSD es el medio (Brousseau, 2000). Por ello, lo que es
problematico, donde estd el misterio y, por lo tanto, lo que se modeliza, es el medio
considerado como un medio auténomo y antagonista del sujeto.

3.2.1 Tres investigaciones relevantes dentro de la TSD

La TSD ha realizado relevantes aportaciones a la investigacién en Did4ctica de las
Matematicas en torno a la ensefianza de diferentes nociones matematicas, como los
numeros naturales, los racionales, los decimales, el espacio y la geometria, la iniciacion
al algebra, la estadistica y la probabilidad, el estudio del razonamiento y de la logica, y
la medida de magnitudes. A continuacion presentaremos de una forma un poco mas
detallada tres investigaciones desarrolladas en los niveles de Educacion Infantil y
Primaria, que consideramos muy relevantes por la problematica didactica que abordan.

Dicha problematica gira en torno al siguiente fendémeno:

En ciertas situaciones, el alumno tiene necesidad de conocimientos que no le son
ensefiados, pero que él debe poner en prdctica para aprender algo o para utilizar
lo que ha aprendido... Por tanto, existen conocimientos necesarios para realizar
ciertas prdcticas sociales o de ensefianza relativos a un cierto saber, que no pueden
ser objeto de ensefianza porque no aparecen como una forma cultural conocida.
Generalmente dichos conocimientos son dejados bajo responsabilidad del alumno,
y el profesor no puede hacer nada para cambiar este reparto de responsabilidades.
(Briand, 1993, p. 5)

Los trabajos realizados en torno a esta problematica muestran que existe otro modo de
estudiar el reparto de responsabilidades entre el profesor y el alumno. Dichos
conocimientos son la enumeracion de colecciones, los conocimientos espaciales y el
razonamiento natural.

La enumeracion de colecciones

En Briand (1993), se lleva a cabo un cuestionamiento de las actividades de conteo y de
cardinacién. Se observa que para poder tener un dominio efectivo del conteo y de la
cardinacién de los elementos de una coleccion finita es necesario que los alumnos sepan
enumerar, es decir, sean capaces de pasar por cada uno de los elementos de dicha
coleccién una y solo una vez. Este nuevo saber, enumerar, apenas es reconocido
culturalmente y en algunos casos es confundido con contar o cardinar. Ademas el
aprendizaje de la enumeracion no figura en el curriculum de la ensefianza elemental. La
primera parte del trabajo de Briand se dedica a mostrar, por un lado, que para poder
controlar el conteo y la cardinaciéon se requiere que los alumnos dominen la
enumeracion, y, por otro lado, que dicho dominio es necesario para la construcciéon y
comprension de las operaciones aritméticas. En la segunda parte, se estudian las
consecuencias que tiene el hecho de que la ensefianza tenga necesidad de conocimientos
de los que no se puede hacer cargo, porque no forman parte del curriculum. La
imposibilidad de realizar la transposicion didactica de la enumeracion conduce a que sea
el propio alumno quien debe adquirir dicho conocimiento bajo su exclusiva
responsabilidad. Esto produce dificultades tanto a los alumnos como a los profesores.
Con el fin de hacer posible dicha transposicion didactica el autor desarrolla una
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ingenieria didactica de la enumeracion de conjuntos y muestra como puede ser
aprendida y utilizada por los estudiantes para Maestro.

Los conocimientos espaciales

Berthelot & Salin (1992) estudian el papel de los conocimientos espaciales en la
transposicion didactica de la geometria. Dichos autores (Salin, 2004) subrayan las
diferencias entre los conocimientos espaciales y los conocimientos geométricos y
sefialan las relaciones que hay entre estos dos tipos de conocimientos. Por un lado la
geometria euclidea ha surgido en gran parte de la resolucion de problemas espaciales vy,
por otro, el control eficaz del sujeto de sus relaciones con el espacio sensible es mas
facil si domina los conocimientos geométricos.

El aprendizaje de los conocimientos espaciales apenas aparece en el curriculo de
Educacion Primaria y es reemplazado por la geometria de las figuras elementales. Esta
ausencia deja a los nifios y a los adultos sin recursos en muchas situaciones que
implican la utilizacién o produccidon de representaciones espaciales de la vida diaria o
profesional. Por otra parte, la ensefianza de la geometria en la secundaria es para
muchos estudiantes un obstaculo para el aprendizaje de las matematicas.

Los autores proponen distinguir tres tipos principales de relaciones con el espacio,
llamadas problematicas: la problemadtica practica, la problematica de la modelizacion
“espacio-geométrica” y la problematica geométrica propiamente dicha (deductiva o
tedrica). Muestran mediante numerosos ejemplos, que la falta de consideracion o de
articulacion de estas problematicas en la ensefianza, las constituye en obstaculos para el
aprendizaje.

Para la construccion de situaciones de ensefianza que permitan la superacion de la
problemdtica préctica, los autores incorporan y amplian el andlisis de las
representaciones del espacio introducidas por G. Galvez y G. Brousseau, micro, meso y
macro-espacios (Galvez, 1985).

Desarrollan para tal fin varios procesos experimentales sobre la enseflanza de planos y
maquetas, sobre la ensefianza de los angulos y su medida, sobre la introduccién del
razonamiento en las figuras elementales asi como un andlisis comparativo de las
diversas situaciones de introduccion a la demostracion en la Secundaria Obligatoria.

Una de las conclusiones de este trabajo, que se reitera posteriormente en Berthelot &
Salin (1999-2000) es que, mas alld del micro-espacio que es el espacio de trabajo
habitual de la geometria escolar, hay que conseguir que los alumnos de la Escuela
Primaria adquieran conocimientos espaciales utiles, en particular en el macro-espacio y
en el dominio de las representaciones materiales de los objetos.

El razonamiento natural

En la tesis doctoral de Pilar Oras (1992) se analiza una problematica semejante a las dos
anteriores que, en este caso, gira en torno al razonamiento natural. “Saber razonar” es
una de las competencias que espera el profesor del alumno. El profesor no dispone de
medios para ayudar al alumno que tiene dificultades relacionadas con este conocimiento
y la falta de estos conocimientos es considerada como una falta de capacidad intelectual
del alumno. La ensefianza del saber sabio correspondiente, o sea, de la logica, se ha
llevado a cabo, en los afios 70, en la escolaridad obligatoria; pero ello no produjo los
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efectos esperados. En este trabajo la autora hace una propuesta que permita llevar a
cabo dicha ensefianza.

La problematica es la siguiente: el profesor habitualmente solicita de sus alumnos (de
modo implicito) que razonen en sus aprendizajes personales, utiliza el razonamiento
“natural” cuando ensefia y controla cudndo y cémo se utiliza dicho razonamiento en su
clase, pero no puede aceptarlo como resultado de un conocimiento matematico. Por otro
lado, el alumno lo utiliza en sus actividades escolares, tanto para producir sus respuestas
personales como para comunicar y explicar sus conocimientos, pero no puede distinguir
cuando es utilizado por €] mismo o por el profesor.

Asi, por un lado, el razonamiento natural es necesario, pero no suficiente para producir
razonamientos matematicos y, por otro, el profesor no puede ensefiar directamente el
razonamiento natural, ya que no forma parte del saber a ensefiar, pues no aparece en el
curriculum de forma explicita.

Ante esta problematica, la autora propone una ingenieria didactica que permita a los
maestros de Educacion Primaria poder llevar a cabo la transposicion didactica del
razonamiento y evitar que dicho conocimiento, tan necesario, quede bajo la
responsabilidad exclusiva del alumno al tiempo que es tomado en cuenta por el
profesor. Propone un conjunto de situaciones didacticas y adidacticas que permiten
construir un campo comun para la logica, que se emplea en matematicas, y el
razonamiento natural. Modeliza dicho campo comtn utilizando el analisis tipoldgico.

3.2.2 Otras aportaciones de la Teoria de Situaciones Diddcticas

En Briand, Loubet & Salin (2004) se presentan un conjunto de documentos (escritos,
articulos, fotografias, videos) que describen muchos de los trabajos realizados en el
Centro para la Observacion e Investigacion en la Ensefianza de las Matematicas
(COREM) de la Escuela Jules Michelet de Talence sobre investigacion en Didactica de
las Matematicas, durante 20 afios, en el nivel de Educacion Infantil, bajo la direccion de
Guy Brousseau. Son 23 situaciones de aprendizaje por adaptacion al medio (situaciones
a-didécticas)’” en torno a las matematicas de la Educacion Infantil (situaciones de
designacion y marcado, de enumeracion, de conteo y cardinacion, de orden, de
clasificacién, de iniciacion a las magnitudes).

Peres (1984) lleva a cabo una investigacion sobre la construccion de un cédigo comiin
de designacion de objetos por alumnos de la Escuela Infantil.

37 . » i -

Es una situaciéon especifica del conocimiento que se pretende y debe aparecer ante los alumnos como
una interaccion con un medio no didactico, de modo que sus decisiones no se guien por la lectura de las
intenciones del profesor, sino por la propia légica del problema. Ademas el alumno podra modificar sus
decisiones teniendo en cuenta las informaciones que el medio con el que interactia le devuelva. También
puede decirse que es una situacion donde se plantea a los alumnos un problema, que estos no saben
resolver de inmediato. Pero los alumnos deben disponer de una estrategia inicial que les permita poder entrar
en el problema. Dicha estrategia inicial pronto se vuelve ineficaz para resolver dicho problema ya que no
coincide con la estrategia 6ptima. La intencién didactica del profesor debe permanecer oculta ante los ojos de
los alumnos. Ademas, la propia situacion debe permitir a los alumnos saber si han resuelto bien o no el
problema sin necesidad de tener que acudir al profesor. Para poder gestionar este proceso en el que el
alumno construye la estrategia optima en interaccion con sus iguales, el profesor utiliza las variables
didacticas, que son elementos de la situacion que puede manejar el profesor con el objetivo de provocar en
los alumnos un cambio de estrategia. Por ello, no sirve como situaciéon adidactica cualquier situacién. La
construccion de situaciones adidacticas resulta de un trabajo de investigacion de ingenieria matematico-
didactica.
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En el trabajo de El Bouazzaoui (1982) se analiza la actividad matemadtica escolar en
torno al numero y la numeracion en la Educacion Infantil y en los primeros cursos de
Educacién Primaria y se hace una propuesta de situaciones adidécticas para su
ensefianza.

Foucaud & Brousseau (1992) presentan situaciones adidacticas o de aprendizaje por
adaptacion al medio con las que se pretende iniciar al alumno en el estudio de las
operaciones con numeros de dos cifras en primer ciclo de Primaria. Dichas situaciones
son fruto de las investigaciones realizadas en el COREM.

También hay algunos trabajos de investigacion relacionados con las magnitudes y su
medida, como los que figuran en Brousseau (2000, 2001) y Chamorro (1997).

Del mismo modo, se han llevado a cabo varias investigaciones sobre la ensefianza de la
estadistica y la probabilidad en la educacion Primaria. En http:/guy-
brousseau.com/?s=probabilit%C3%A9 se pueden consultar las diferentes
experimentaciones realizadas en el COREM sobre la primera enseflanza de la
estadistica y la probabilidad.

Digamos, para concluir esta apretadisima sintesis, que en Brousseau (2010) se
analizan las dificultades de aprendizaje de los algoritmos cléasicos de la multiplicacion y
de la divisiéon. Se comparan con otros algoritmos estudiando tanto la facilidad de
aprendizaje como la facilidad de utilizacién y los comienzos de su ensefianza, y se
relaciona el sentido de la operacion con la construccion del algoritmo.

Son muchos los trabajos de investigacion en Didactica de las Matematicas llevados a
cabo, a lo largo de ultimos cuarenta afios en el marco de la TSD, en los niveles de
Educacion Infantil y Primaria. Para tener una vision mas completa se puede acceder a
las siguientes paginas web:

http://guy-brousseau.com/,
http://www.ardm.eu/contenu/guy-brousseau-espanol,

http://gismo.fi.ncsu.edu/versionl/files/articles/15df9093ccc761d57¢c1cd9768¢3173dc.pd
fa

http://math.unipa.it/~grim/homebrousseau.htm

3.3 Investigaciones didacticas sobre las matematicas de Educacion Infantil y
Primaria dentro del Enfoque Ontosemiético

El EOS fue iniciado por el grupo de investigacion “Teoria de la Educaciéon Matematica”
de la Universidad de Granada a principios de los afios 90. El Enfoque Ontosemidtico
(EOS) es un marco tedrico cuyo objetivo tiene un caracter holistico de integracion de
los diferentes modelos teodricos usados en la investigacion en Educacion Matematica,
como los enfoques de la fenomenologia didactica, la etnomatematica, la teoria
antropologica, la teoria de situaciones, los campos conceptuales, los registros de
representacion semidtica, la socioepistemologia, etc., para el estudio de los procesos de
enseflanza y aprendizaje de las Matematicas. Los fundamentos de este enfoque pueden
analizarse con detalle en: http://www.ugr.es/~jgodino/indice_eos.htm
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Algunos de sus trabajos de investigacion han sido llevados a cabo sobre contenidos de
Educacion Infantil y Primaria.

Asi, por ejemplo, en Godino, Font & Wilhelmi (2006) se utilizan las herramientas que
propone el EOS para valorar la idoneidad global de una leccion sobre la suma y la resta
de un manual de 5° de Educacion Primaria. Dicha idoneidad global supone tener en
cuenta criterios de idoneidad epistémica, cognitiva, semiotica, mediacional y emocional.

En Castro (2007) se plantea un modo de evaluar algunos de los métodos utilizados para
la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en la Educacion Infantil, utilizando lo
que dentro del EOS se llama criterios de idoneidad didactica.

En Godino, Font, Wilhelmi & Arrieche (2009) se aborda el estudio de las relaciones
entre las nociones conjuntistas y los numeros naturales. El andlisis realizado se basa en
la nocién de significado personal e institucional de los objetos matematicos.

Y en Godino, Font, Wilhelmi & Lurduy (2011) se muestra de qué forma las nociones de
sistemas de prdcticas y configuracion de objetos y procesos, junto con la nocién de
funcion semiotica, desarrollan y hacen operativa la nocion de sistema semiotico. Para
ello, analizan algunos sistemas semidticos utilizados en el estudio de los nimeros
naturales, aplicando dichas nociones al analisis de las respuestas de un alumno a una
tarea de recuento y de escritura de numeros mayores que diez, donde aparecen las
dificultades de aprendizaje de la decena.

3.4 Investigaciones didacticas sobre las matematicas de Educacion Infantil y
Primaria dentro la Teoria Antropoldgica de lo Didactico

La Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) considera que la actividad matematica,
o sea, la actividad del estudio de las matematicas, es, como cualquier actividad humana,
una actividad institucionalizada. Se postula que toda actividad humana regularmente
realizada puede describirse con un modelo Unico, que se resume aqui con la palabra de
praxeologia (unién de los términos griegos praxis y logos). Se asume asi que, toda
practica o “saber hacer” (praxis), que se compone de un tipo de tareas y de una técnica
(manera de hacer sistemdtica y compartida en una institucion), aparece siempre
acomparfiada de un discurso o “saber” (logos), que contiene una fecnologia (discurso
sobre la técnica en cuestidbn) y wuna teoria que aporta eclementos descriptivos,
justificativos y generativos de los demas componentes de la praxeologia.

La ventaja de la nocion de praxeologia es que unifica el saber-hacer (praxis) y el saber
(logos) en una misma nocién, y ademas de mostrar, en su propia expresion, su
significado, valora del mismo modo cada uno de sus componentes.

Asimismo dentro de la TAD se propone un modelo de praxeologia diddctica que debe
venir generada por una cuestion generatriz (Gascon, 2010) cuya respuesta consistira en
la elaboracion de la praxeologia matemdtica que es objeto de estudio. Dicho modelo
estara basado en la dialéctica entre cuestiones y la bisqueda de elementos de respuesta a
dichas cuestiones, y en él deberan aparecer diferentes dimensiones o momentos
didacticos como el momento del primer encuentro, el momento exploratorio, el
momento tecnolégico-tedrico, el momento del trabajo de la técnica, el momento de la
institucionalizacion y el momento de la evaluacion.

Para poder tener una vision mas detallada de este enfoque pueden consultarse:
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http://yves.chevallard.free.fr
http://www4.ujaen.es/~aestepa/TAD/Comunicaciones.htm
http://www4.ujaen.es/~aestepa/TAD_II/listado_comunicaciones.htm
http://www.crm.cat/Conferences/0910/cdidactic/cdidactic.pdf

La mayor parte de los trabajos realizados en el marco de la TAD tratan problematicas de
los niveles de Secundaria Obligatoria, Bachillerato y Universidad. Aunque no hay
muchos trabajos que estudian problematicas relacionadas con la Educacion Infantil y
Primaria, si existen algunos como, por ejemplo, Sierra (2006) donde se realiza una
reconstruccion de los sistemas de numeracion 'y de la medida de magnitudes continuas
que servira, posteriormente, de referencia para el analisis de manuales y de procesos de
estudio de dichas praxeologias matemadticas y para el disefio de varios procesos de
estudio en diferentes instituciones, entre ellos, uno en torno al nimero y la numeracion
en el primer ciclo de Educacion Primaria.

En Sierra, Bosch & Gascén (en prensa) se propone un recorrido de formacion de
maestros de Educacion Infantil que pretende responder a la cuestion: ;Como ensefiar a
contar a alumnos de Educacion Infantil? Para ello, se analiza primero ;cudl es la razon
de ser de la actividad de contar?, o sea, ;jcudles son las cuestiones a las que responde
la necesidad de utilizar los primeros numeros? Y, en consecuencia, /cudles son las
tareas problematicas que dan sentido a los primeros niimeros y cudles las posibles
técnicas que permiten resolverlas? Para ello se utilizan y reinterpretan algunos
resultados de investigaciones realizadas dentro de la TSD.

En Ruiz-Higueras & Garcia (2011) se describe y se analiza un proceso de modelizacion
disefiado e implementado en la etapa de Educacién Infantil (3 a 6 afios) sobre un
sistema dinamico de variacion en términos de praxeologias matematico-didacticas.
Dicho proceso es generado por una cuestion generatriz que va a conducir a la
construccion por los alumnos de cuatro praxeologias matematicas en torno a los
primeros conocimientos numéricos. Ademas se analiza, describe y justifica la accién
didactica de la maestra en la gestion de las praxeologias didacticas.

4. PROPUESTA DE UN CRITERIO PARA INTERPRETAR Y RELACIONAR
ENTRE SI LAS INVESTIGACIONES DIDACTICAS Y LOS ENFOQUES
TEORICOS QUE LAS SUSTENTAN

En este apartado propondremos, como criterio para interpretar y clasificar las
investigaciones didacticas y, mas ampliamente, los enfoques tedricos que las sustentan,
un criterio inspirado en la teoria de la trasposicion didactica (Chevallard, 1985/1991) y,
mas concretamente, en la progresiva ampliacion de la base empirica que propugna la
Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) cuando propone como unidad de andlisis
de los procesos diddcticos una secuencia del proceso didactico que incluya todas las
etapas de la transposicion didactica®®, esto es, el proceso de reconstruccién escolar de

% Para que un conocimiento pueda llegar a ser ensefiado en la escuela ha sido necesario que éste sufra un
conjunto de transformaciones que hagan posible que algo que no fue creado para la escuela pueda ser
reconstruido dentro de ella. A este conjunto de transformaciones es a lo que se llama proceso de
transposicién didactica. Dicho proceso comienza cuando un conjunto de representantes de diferentes
instituciones debe elegir el cuerpo de conocimientos, que se considera que los individuos de una institucion
deben estudiar y aprender, dentro del conjuntos de conocimientos cientificos existentes en Matematicas, es
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una Organizacién Matematica local relativamente completa (Bosch, Fonseca & Gascon
2004; Bosch & Gascén 2005).

Matematica Matematica Matematica Matematica
“sabia” “a ensefiar” “efectivamente “aprendida”
Institucion ensefiada” =) Comunidad de
productora Noosfera Institucién escolar estudio

Postulamos que todo enfoque tedrico en didactica de las matematicas, toma, de manera
mas o menos explicita, una unidad de andlisis que es, a la vez, el constructo tedrico
basico y el ambito elemental en el que se analizaran todos los datos empiricos. La
unidad de anélisis elegida ocupara, por lo tanto, un lugar central y privilegiado en la
relacion entre la teoria y los datos empiricos y constituira asi uno de los rasgos
esenciales para caracterizar el enfoque tedrico en cuestion.

Es evidente que cuando se elige una unidad de analisis particular se estdn tomando

decisiones sobre:

= El tipo de datos empiricos que se van a tener en cuenta y, por tanto, sobre los datos
que se van a ignorar.

= Las formas posibles de interpretar dichos datos.

= Fl tipo de relaciones que se van a priorizar en el andlisis y que serdn, en ultima
instancia, relaciones entre elementos constitutivos de la unidad elegida.

= El tipo de problemas didacticos que el enfoque tedrico va a considerar.

En el esquema de las etapas de la transposicion didactica, I es la institucion productora
del saber matematico, I, la noosfera, 13, la institucion escolar e 14, la comunidad de
estudio protagonista del proceso didéctico. El “saber aprendido” estd compuesto por
aquellos elementos praxeologicos que, al final del proceso didactico, integraran el
medio matemdtico del grupo y que, por lo tanto, podran ser utilizados (por la
comunidad de estudio) de manera relativamente no problematica para la realizacion de
nuevos tipos de tareas y para el estudio de nuevas cuestiones.

A continuacion propondremos un nuevo criterio cuya aplicacion sistematica postulamos
que permitira:

1. Dar una primera interpretacion de los trabajos en investigacion didactica.

decir, lo que se llama el saber matematico o matematica sabia. A continuacion, un grupo de expertos debera
realizar un proceso de reconstruccion de dichos conocimientos con la finalidad de transformarlos en objetos
ensefiables, esto es lo que se llama el saber a ensenar. Dicho grupo de representantes y expertos (que
llamamos, la noosfera) estara formado por profesores que disefian los planes de estudio, matematicos
productores del saber sabio o cientifico, por miembros del sistema de ensefianza (profesores, inspectores,
representantes de la sociedades de profesores, etc.). Mas tarde los profesores de la institucion de ensefianza
deben llevar a cabo las preparaciones de las lecciones que han de impartir a sus estudiantes sobre dicho
cuerpo de conocimientos, es lo que se llama el saber ensefiado. Este proceso termina cuando los
estudiantes consiguen aprender dicho cuerpo de conocimientos dandoles sentido, esto es lo que se llama e/
saber aprendido. Este proceso, necesario para que la ensefianza sea posible, es fuente de muchas
restricciones sobre el tipo de ensefianza que se imparte y sobre el tipo de actividad matematica que es
posible realizar en la institucion escolar. A veces, puede suceder que la actividad matematica, que el alumno
realiza en el aula, esté muy alejada del saber matematico que se propuso como saber a ensefiar, de ahi la
necesidad de vigilar este proceso de transposicion a lo largo de las diferentes etapas por las que pasa y a
través de las cuales se va transformando y reconstruyendo.
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2. Ayudar a proponer formas de desarrollar o completar relativamente dichos
trabajos,

3. Relacionar las investigaciones a las que se aplique y hasta colaborar en el
desarrollo del “didlogo” entre teorias o enfoques teoéricos en didactica de las
matematicas.

El criterio consiste en mostrar en cada caso la naturaleza y la amplitud de la base
empirica, la actividad matematica que se ha tomado en consideracion y, en la medida de
lo posible, la relacion entre ambas. De esta forma se podran comparar los alcances
respectivos de las diferentes investigaciones y se podran proponer desarrollos posibles
de estas que, en algunos casos, podran facilitar el didlogo entre enfoques diferentes. Su
aplicacion efectiva requeriria responder para cada trabajo de investigacion concreto y,
sobre todo, para cada enfoque tedrico que sustenta un conjunto de trabajos, a dos tipos
de cuestiones:

(1) ¢(Cual es la amplitud, el alcance del ambito institucional (en referencia a las
instituciones que intervienen en la transposicion didactica de los saberes matematicos)
que se toma en consideracion en el problema diddctico concreto que se plantea? Esto
es, jen qué institucion o instituciones se toman prioritariamente los datos empiricos?
(En cudl o cudles de las etapas de la transposicién didactica se cuestiona el
conocimiento matematico? Esto es, ;jse cuestiona la matematica “aprendida”, la
matematica “efectivamente ensefiada”, la matematica “a ensefiar” y la matematica
“sabia”? A fin de explicitar y hacer operativo dicho cuestionamiento, ;se elabora
explicitamente un modelo epistemoldgico alternativo de, por ejemplo, la matematica “a
ensefiar”?

(2) (Cual es la amplitud de la actividad matemdtica que se toma en consideracion en el
problema diddctico que se plantea? Teniendo en cuenta la relatividad institucional del
conocimiento matematico, esto es, la forma especifica en que se consideran los objetos
matematicos en las diferentes instituciones (en nuestro caso, la Educacion Infantil y
Primaria), ¢la actividad matematica considerada en dicho problema didéctico, se reduce
a una tarea puntual acompaiiada por una técnica matematica relativamente aislada o,
por el contrario, contiene un conjunto de tareas y técnicas, una practica matematica, que
engloba lo que en Educacion Infantil y Primaria se considera como un “tema”
(actividad matematica local)? ;La actividad matematica tomada en consideracion llega
a englobar toda un drea de la matematica escolar como, por ejemplo, la geometria
(actividad matematica regional)? ;Cudl es la “razén de ser” de la actividad matematica
considerada? Esto es, jcudles son las cuestiones a las cudles dicha actividad matematica
responde?

Para responder a estas cuestiones es imprescindible que el trabajo de investigacion que
pretendemos interrogar proponga explicita y claramente un problema diddctico (con la
ayuda de las herramientas proporcionadas por el enfoque tedrico que lo sustenta). Asi
podremos empezar a caracterizar el tipo de problemas que plantean las investigaciones
que se sustentan en cada uno de los enfoques teodricos y, en consecuencia, el objeto de
estudio de la didactica de las matemdticas tal como es construido por los enfoques
tedricos en cuestion.

Una vez respondidas estas cuestiones para un trabajo de investigacion determinado, se
plantearan posibles ampliaciones del problema didactico inicial mediante la inclusion, si
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fuera necesario, de datos empiricos provenientes de instituciones no tomadas en
consideracion en primera instancia, mediante la potencial ampliacion de la actividad
matematica considerada en el mismo, haciendo explicita la “razén de ser” de dicha
actividad matematica. Obtendremos asi, hipotéticamente, una mas profunda
comprension de la problematica involucrada y, en algunos casos, una soluciéon mas
sencilla de la misma.

En general, postulamos que la aplicacion sistematica de este criterio — que, aceptamos a
priori, requerira un enorme esfuerzo — permitird, mas alla de cuestiones puramente
formales, relacionar de forma mas detallada el “contenido” de los problemas didacticos
planteados y abordados por los diferentes trabajos de investigacion por lo que puede
favorecer el necesario didlogo entre las diferentes teorias didacticas.

Iniciamos la puesta en marcha de esta propuesta aplicandola a dos ejemplos que utilizan
marcos tedricos distintos.

Ejemplo (1): Guillén, G. (2004). El modelo de Van Hiele aplicado a la geometria de
los solidos: describir, clasificar, definir y demostrar como componentes de la
actividad matematica, Educacion Matemadtica, 16/3, 103-125.

En lo referente al alcance del ambito institucional que se toma en consideracion en este
trabajo hay que decir que los datos empiricos a los que se alude se toman esencialmente
de una comunidad de estudio virtual. No se analizan ni se cuestionan ni la matematica
“efectivamente ensefiada”, ni la matematica “a enseflar” ni, mucho menos, la
matematica “sabia”. De hecho, en coherencia con el modelo de Van Hiele, se asume de
manera explicita un modelo epistemologico general de la actividad matematica bastante
proximo al euclideanismo (Gascon, 2001) que es el modelo dominante en la institucion
productora del conocimiento matematico. Este modelo es compatible con una
interpretacion de la actividad matematica a través de las etapas de describir/analizar,
clasificar, definir y demostrar.

En cuanto a la amplitud de la actividad matemdtica que se toma en consideracion
podria decirse que, en primera instancia, engloba un sector de la matematica escolar (la
geometria de los solidos) dentro del drea de la geometria. Es importante subrayar, sin
embargo, que la naturaleza de la actividad matematica que interviene efectivamente en
este trabajo esta completamente determinada —como no podria ser de otra forma— por el
modelo epistemoldgico de las matematicas que se asume. Ademas, en este caso, el
trabajo se centra en la primera de las etapas de dicha actividad, esto es, principalmente
en la descripcion y andlisis de objetos geométricos (s6lidos).

Ejemplo (2): Berthelot, R & Salin, M. H (1996). L’enseignement des angles aux
éléves de 10 a 13 ans : identification d’un obstacle didactique, Revue des sciences de
éducation, 22/2, 417-442.

Los datos empiricos a los que se alude en este trabajo se toman explicitamente tanto de
la comunidad de estudio, como de la institucion escolar 'y de la noosfera. En coherencia
con los presupuestos basicos de la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) se analiza
y cuestiona no sélo la matematica “aprendida” sino también la matematica
“efectivamente enseflada” y la matematica “a enseflar”. Ademads, cuando los autores
construyen un modelo epistemoldgico especifico de la actividad matematica escolar en
torno al concepto de angulo, no asumen acriticamente el modelo dominante en ninguna
de dichas instituciones ni, tampoco, el modelo dominante en la instituciéon productora.
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Por todo ello podemos afirmar que el &mbito institucional que se toma en consideracion
en este trabajo contiene todas las etapas de la transposicion.

La actividad matemaética que se toma en consideracion en este trabajo gira en torno a la
nocién de angulo, por lo que podemos decir que abarca lo que en Educacion Primaria se
considera como un “tema” (actividad matematica /ocal). De nuevo hay que interpretar
la naturaleza y la amplitud de la actividad matematica que se pone en juego a la luz del
modelo epistemologico general de las matematicas en el que se sustenta la TSD y que
permite dar sentido a investigaciones centradas en dmbitos relativamente reducidos de
la actividad matematica.

5. CONCLUSIONES

Hemos realizado una revision de algunas de las mas relevantes investigaciones en
Didactica de las Matematicas sobre las Matematicas de la Educacion Infantil y Primaria.
Las relativas a la Educacién Elemental son escasas y, especialmente escasas las de
Infantil tanto dentro de la SEIEM, como dentro del EOS y la TAD. Sin embargo, son
numerosos los trabajos con esta tematica en el ambito del PME entre los afios 1976 y
1986 y, asimismo encontramos una amplia investigacion didactica sobre las
matematicas de Infantil y Primaria en el marco de la TSD. Estos ultimos son,
probablemente, los que mas han influido en el desarrollo del sistema educativo. En
efecto, los resultados de los trabajos realizados dentro de la TSD se han visto reflejados
en el curriculum francés, aportando nociones que estaban ausentes anteriormente como
los conocimientos espaciales y la simbolizacion (ver http://dpernoux.chez-
alice.fr/Docs/vers_les_math.pdf).

Asi, por ejemplo, a partir de la publicacion de un trabajo de Guy Brousseau en los afios
70 sobre las ventajas de la técnica de la multiplicacion “Per Gelosia” (Brousseau, 1973)
para ser utilizada por los alumnos de Educacion Primaria, con respecto a la técnica
clasica o de Fibonacci, algunos textos escolares y materiales para maestros de Francia
(Ermel, 1978, 1981) proponian la técnica “Per Gelosia” como técnica que debian
aprender los alumnos de Primaria.

Esta influencia se ha dejado sentir en otros paises como, por ejemplo, en Chile, dentro
del proyecto “Estrategia LEM” (Lectura-Escritura-Matematicas) del Ministerio de
Educacion. En este macro-proyecto se ha llevado a cabo en los ultimos afios una
propuesta de enseflanza-aprendizaje de las Matematicas en Infantil y Primaria basada
fundamentalmente en los resultados de investigaciones realizadas en el marco de la
TSD. Este proyecto, dirigido por la profesora Lorena Espinoza (Espinoza y Barbé,
2006), también utiliza, en su fundamentacién y desarrollo, algunos elementos del
modelo de praxeologias matematicas y didacticas que propone la TAD. Los resultados
obtenidos en la experimentacion del equipo chileno, que se inicid en el 2003 con un
plan piloto en la regiéon Metropolitana de Santiago de Chile, trabajando con 20
escuelas, 4500 alumnos y 160 profesores, permitird, en un futuro préximo, avanzar en el
disefio e implementacion de procesos de estudio analogos en otros paises. Para una
revision mas detallada consultar la pagina del Centro Felix Klein:
http://www.centrofelixklein.cl/?page id=38.

En la ultima parte de nuestro trabajo hemos presentado una propuesta para interpretar y
relacionar entre si las diferentes investigaciones didacticas y los enfoques tedricos que
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las sustentan. Se trata de una propuesta disefiada desde el enfoque que proporciona la
Teoria Antropoldgica de lo Didactico y ha sido presentada con el objetivo explicito de
ser discutida en el ambito de esta comunidad. Postulamos que no es posible proponer
criterios “neutros” de clasificacion e interpretacion de trabajos de investigacion
didactica, a menos que se trate de criterios puramente formales como los que hemos
indicado al principio de este trabajo, esto es, criterios relativos al contenido matematico
que aparece en el trabajo, al enfoque teodrico que lo sustenta o al tipo de metodologia de
investigacion utilizada. Pero si pretendemos tomar en consideracion el contenido de los
trabajos y, en especial, el tipo y la naturaleza de los problemas didacticos que éstos
formulan y abordan, entonces deberemos situarnos necesariamente en un enfoque
didactico concreto y elaborar criterios con ayuda de las herramientas tedricas y
metodoldgicas que dicho enfoque nos proporciona. Creemos que s6lo asi serd posible
valorar y comparar adecuadamente el alcance y las limitaciones de los diferentes
trabajos de investigacion y potenciar el necesario dialogo y desarrollo mutuo, que no
necesariamente integracion, de los enfoques tedricos en didactica de las matematicas
que sustentan los trabajos en cuestion.
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