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RESUMEN

En este trabajo se trata el problema de la existencia de observaciones
andmalas en modelos de eleccién binaria, Se demuesira que la presencia de
estas observaciones afecta a la consistencia de los estimadores de mixima
verosimilitud, En cvanto a su deteccién: (i) se muestra que el andlisis de
residuos no es un instrumento adecuado, debido a la censura de Ia variable
dependiente y (i) se deriva un estadistico, similar al propuesto por Cook
(1977) para modelos lineales, que resulia apropiado para la deteccién de
anomalfas en este tipo de modelos. Los resuliados fedricos se contrastan con
datos simulados.

ABSTRACT

This paper deals with the problem of outliers in binary response
models. It is proved that the existence of these observations in the sample
affects the consistency of maximum likelthood estimators. Regarding to
detection of outliers: (i) it is shown that residual analysis is not a useful
diagnostic tool, due to the censoring of the dependent variable and (ii) it is
derived a statistic, analogous to the one proposed by Cook (1977) for linear
models, which scems o be appropiated for outlier detection in this type of
models, The theoretical results are tested using simulated data.
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1. Introduccidn

La presencia de anomalias es frecuente en la estimacidn de
mogelos con datos de corte transversal. En estos modelos puede
haber un conjunte reducido de observaciones que, debido a su
augencia de homogeneidad con el resto de la muestra, puede
distorsionar sustancialmente los resultados de la estimacién,
incluso si se utilizan muestras de gran tawafio. En la literatura
econométrica, se ha tratado ampliamente este problema para el
cago de los modelos lineales de regresién [Box y Tiao (1968},
CooK (1977), Pefia (1987) y Pefia y Ruiz-Castillo (1982 y 1984) son
algunas referencias]. 8in embargo, el estudio de la deteccién y
consecuencias de las anomalias en modelos de eleccidn discreta
ha recibide menos atencidén. Para el caso de los modelos de
eleccidn binaria (MEB), este problema se trata por primera vez
en Pregibon (1981) ¥y, posteriormente, en Jennings (1986),
Williams (1987), Copas (1988) y Bedrick y Hill (1990} entre
otros; en Lesaffre y Albert (198%9) se estudia el caso de los
modelos de eleceifn miltiple. Tedos estos trabajos analizan
basicamente los medelos logit y su planteamiento puede resumirse
en los siguientes puntos: (i) no parten de una definicidn de dato
anémalo, considerando come anomalia toda observacidn cuyo residuo
en valor absoluto es "grande" y (ii) adaptan a los modelos logit
los procedimientos para la deteccidn de anomalias utilizados en
los modelos 1lineales que, como es conocido, se basan
fundamentalmente en el andlisis de residuos Yy en evaluar el
efecto de cada observacisn en la estimacién de los parémetrosg del

modelo,

En este trabajo tratamos el problema de forma diferente, yva
que partimos de la definicién de observacién andmala dgue
habitualmente se utiliza en la literatura econom@trica: una
cbservacidn andmala es agquella que no se ha generado por el mismo
modelo estocdstico gque se supone para las restantes observaciones
nuestrales (ver, por ejemplo, Box y Tiao (1968))]. A partir de
esta definicién, comenzamos demostrando gue en los MEB 1la
existencia de anomalias en la muestra afecta a la consistencia




de los estimadores de méXima verosimilituad (Mﬁ);'ﬁlibfse debe a
gue la presencia de estas observaciones hace que la funcién de
verosimilitud del modelc sea diferente de la habitual, por lo
que, si se ignora este hecho y se maximiza la funcién de
verogimilitud habitual, les parametros se estimaran
inconsistentemente.

Sequidamente, se trata el problema de la deteccidén de
anomalias, siendo el objetivo principal del trabajo mostrar que,
contrariamente a lo que se ha propuesto en la literatura
anterior, en los MEB g1 an&lisis de residucs no es un instrumento
adecuado. Ello se debe a gue s86lo Se observa una realizacién
dicotémica de la variable Qependiente, por lo que el valor de los
residuos estd acotado y no proporciona informacién relevante
sobre la probabilidad gue tiene un dato de ser anémalo, La forma
adecuada de detectar si una observacién es anfmala consiste en
evaluar su peso en la estimacién MV de los paradmetros del modelo.
la idea es que si una observacién provoca un cambio significativo
en el valor de los parametros estimados, este cambio puede
considerarse como una medida del sesgo de estimacién gue causa
_ dicha-obseryacién.

Sobre 1a base ‘de lo anterior, derivamos un estadistico
_propuesto por ‘Cook (1977) para modelos 11nea1es, ¥ que

'3de las: observaciones muestrales, a partir de la estimac;on MV del

'  modelo gon 1la muestra completa. Esto es, permite contrastar si
ca&a observacién en la muestra es anémala sin tener que volver
a, estimar el modelo, por el procedimiento no lineal habitual,
omitiendo la cgrrespondlente observacisn. En Pregibon (1981) se

deriva un estaﬂistlco gimilar; sin embargo, el estadistlco quer
proponemos en este trabajo puede calcularse fécllmentq.parag

cualquier MEB y no s8le para los modelos loglt.. ‘Para lé;

derlvacidn de este estadistico, nos basames en que 1a esti
MV de los parémetros de un MEB, utilizando eL’a}g

ngcoring”, puede obtenerse por un procedimiento de minimos
cnadrados ordinarios (MCO) iterativo [Amemiya (1981 y 1985)].

por dltimo, presentamos experimentos realizados con datos
simulados con el objeto de comprobar empiricamente los resultados
tedricos obtenidoe. En concreto, tratamos de: (i) evaluar los
sesgos en la estimacidn MV de estos modelos ante la presencia de
anomalias y (ii) probar la efectividad del estadistico que

proponemos para la deteccidn de éstas.

Es importante sefialar gue, aungque a lo largo del articulo
nos referimos al caso de los modelos probit, el supuesto de
normalidad no es, en absolute, necesario. Todos los resultados
que aqui se presentan son aplicables a cualquier MEB, siempre gue
se suponga una distribucién continua y simétrica, como es el caso
de los modelos logit. Ademds, hemos elegide los modelos probit
porque dan lugar a expresiones mas generales gue los logit, va
gue la distribucién logistica permite simplificar, en muches
casos, las expresiones analiticas que utilizamos.

La organizacisn del articulo es la siguiente, En la seccién
2 se revisa el procedimiento de estimacién por MV de los modelos
probit binarios. En la seccidén 3 se analiza el modo en gue la
existencia de observaciones andmalas en la muestra afecta a la
funcién de verosimilitud de estos modelos, produciendo
inconsistencia en las estimaciones de los paradmetros. En la
geccién 4 se ilustran las razones por las que el andlisis de
residuos no es un instrumento adecuado para la deteccién de
anomalias en este tipo de modelos, mientras que el estadistico
que proponemos para la deteccién de éstas se deriva en la seccidn
5. La seccién & contiene los resultados obtenidos con datos
simulados y, finalmente, en la seccidn 7 se resumen las

principales conclusiones.




2. Los modelos probit binarios: deriv!éiéﬁa& estimacién por
méxima verosimilitud

Los modeles de eleccidn binaria pueden derivarse a partir
de modelos de regresién, en donde la variable dependiente es
latente y s6lo se observa una realizacién dicotémica de la misma.
La variable observable representa la eleccién, por parte de los
individuos, entre dos posibles alternativas. Consideremos el caso
del modelo probit. Sea la ecuacién:

Zi*.—_xi'a + £y i=1,...,n (1}

donde zi* es una variable continua no observable, el vector Xj
contiene las observaciones de las k variables explicativas
correspondientes al individuo i-ésimo, a es un vector de
coeficientes desconocidos vy Ei son variables aleatorias
iiaq N(O,uz). pividiendo la ecuacién [1] por o, se tiene:

TR T R i=1,...,n (23
donde yi* = zi*/o, B = a/o y u; = £3/0, de forma gque uj son
variables aleatorias iid N{0,1). La variable yi* representa el
"gsentimiento" del individuo i hacia una de las alternativas pero,
en la prédctica, lo tnico gue se observa es si dicho individuo

elige esa alternativa o no. Si denotamos por y; la realizaeidn
dicotémica de Yi*r se puede establecer la siguiente relacisnt;

{1 si yi* > 0 (individuo i elige la primera alternativa)
i 0 =i yi* < 0 {individuo i elige la segunda alternativa)

Entonceséﬁsi Py es la probabilidad de que Yi=1 y (1~P;)
es la probabiﬁidad de gue y;=0, se tiene: e

Py = Py;=1] = Ply;*20) = P[“ia'”i'gr_f'-i::'

0 1o que es lo mismo:

P; = #(x;'H) i=1,...,n [3}

que es el modelo probit, donde # es la funcidn de distribucién
de la normal estandar.

Como es conocide, la estimacién Sptima de un modelo probit
requiere la utilizacién de un criterio de MV lo que, en este
caso, obliga a resolver un problema de estimacién no lineal2,
Para una muestra de n individuos, el logaritmo de la funcién de
verosimilitoud del modelo [3], viene dada por [ver, por ejemplo,
Amemiya {1981) o Maddala (1983)1]:

n
2p) == [yi loghi + (1-yq) log(l - 2;) ] (4]

donde 3; denota ¥(xy’8).

El vector gradiente de esta funcidn es:

n Yi - %
g=—= .S - Py Hy [5]
=1 25 (1 - &)

donde ¢; denota la derivada de ?; con respecto a x;’f; esto es,
el valor de la funcién de densidad normal esténdar en x;’f.
Mientras que la matriz hessiana puede escribirse como:

a%e n Y 1 -y
= —=F iz i ¢j_2 xiEg’ o+
apapr i=1 | e (1 - 9;)2
n VA X
+ = —_— ¢i' xixi' {6]

=1 #; (1 - I’i)



donde ¢;° es la derivada de ¢;. Dado que Ey; = &, a partir de
{6] la matriz de informacién se reduce a:

a2 n ¢iz
T=-E—— = £ —0 — xu’ (71
a8’ i=1 @, (1 - #;)

Una posible forma de resolver este problema de optimizacién
ez mediante el algoritmo de “scoring", cuya iteracién 7+1 puede

escribirse como:
Braa = By + 3,704, (8}

donde por if‘l ¥y af se denota respectivamente la inversa de la
matriz de informacidn y el vector gradiente evaluados en 37'

Los estimadores resultantes son consistentes,
asintéticamente eficientes y tienen una distribucién asintdtica
normal cuya matriz de covarianzas viene dada por la inversa de
[7}. Por lo tanto, dicha matriz de covarianzas puede estimarse
evaluando la inversa de [7] para la estimacidn MV de § obtenida
en el proceso iterativo.

En Amemiya (1981 y 1985) se demuestra que la estimacién MV
del modelo [3], utilizando el algoritmo de "“scoring", puede
obtenerse por un procedimiento lineal iterativo. Especificamente,
la estimacidn de Br+1 gue se obtiene a partir de (8] coincide con
la estimacidn MCO de f,., en el siguiente modelo de regresidn:

ﬁﬁ Fig = Ry Braq + Ty {2
3

con las variables transformadas:

. vi - 85 + Si.%B (0]
5 (1 - 3..111/2
(85,01 = 234))

Pir¥i [11)
3. - 3. y11/2
Lé;,(1 - 3;,)]

Xis =

donde sir Y éif denotan respectivamente las funciones %; ¥ ¢

evaluadas en ﬁr y la var(¥;) = 1 para todo i.

Seglin este resultado, una vez alcangzada la convergencia en
el modelo {9), 1las estimaciones vresultantes de f§ son
nupéricamente jdénticas gue las MV. Por otra parte, definiendo:
17 = (ﬁlr""'ﬁnr)' de orden (nxk), la matriz de covarianzas de
BT puede estimarse faclilmente por (RT'RT)'l. Obsérvese due la
expresién de esta matriz coincide con la inversa de la matriz de

informacidn en [7].




3. Efecto de la existencia de observaciones andémalas en la
estimacién de modelos probit

El objetivo de esta seccién es analizar las posibles
consecuencias de la existencia de observaciones andmalas en los
resultados de la estimacién MV de un modelo probit.

Consideremos la ecuacién [2] utilizada para derivar el
modelo probit. Fsta ecuacién es un modelo lineal de regresidn en
el gque la variable dependiente Yi* no es observable, la varianza
de las perturbaciones es conccida e igual a 1 y las restantes
hip6tesis habituaies del modelo se cumplen. En particular, la
ecuacidén [2] establece gue las variables Yi* se han generado por
el mismo modelo estocdstico; esto es: Yi* se distribuye iid
N(xi’ﬂ,l). Entonces, teniendo en cuenta gue una observacién
anémala puede definirse como aquella gue no se ha generado por
el mismo experimento aleatorio que las restantes observaciones
muestrales [Box y Tiao (1968)}, un valor de Yi* sera andmalo si
no se ha generado por el modelo [2]. Obsérvese que el hecho de
que Yi* sea una variable latente no significa que teéricamente

no pueda presentar anomalias?,

SeqgGn esto, una forma de modelizar la presencia de
observaciones andmalas en el modelo [2] es suponer gue, aungue
las perturbaciones u; son iid N(0,1), existe una pequefia
proporcion desconocida € de perturbaciones gue siguen una
distribucisn también normal, con media 0 y varianza hz, donde h>1
[ver, por ejemplo, Box y Tiao (1968 y 1973) y Pefia y Ruiz-
castillo (1982 y 1984)}. Esto es, se supone que las variables Yi*
en [2] provienen, bien de una distribucién N(xy’@8,1), © bien de
una N(xi'ﬁ,hzgg con proporciones (l-¢) ¥ € respectivamente. En
Box y Tiao (1@68) se demuestra que, bajo estas condiciones, las
perturbaciones en [2) pueden considerarse iid con una funcién de
distribueisn gue es una combinacién lineal de dos distribuciones

normales gue depende de ¢ y h, tal gue:

F(ug) = (1-e)#(ug|o,1) + e@h(uiib;ﬁ? [12)

donde, 1o mismo gue en la segcién anterior, & denota la funcidn
de distribucién de la normal esténdar y ¢, la funcidn de
distribucién de una normal con media 0 y varianza h2. Esto es,
si €=0 se tiene gque F(uj) = #(u;|0,1), por lo que se mantiene la
hip&tesis de normalidad con parametros 0 y 1 de u;. Pero ante la
presencia de un porcentaje € de observaciones anémalas, la
distribucién de uj es la indicada en [12}, gque no es normal.
Rdemds en este caso, para todo i:

E(ui) =0
var{uj} = 1 + €(h%-1)

por lo gue la varianza de la distribucidn F{u;) es mayor que la

unidad.

La implicacién fundamental de gue las perturbaciones en el
modeloe [2] se distribuyan como en [12] es gque se produce un
cambio en la forma funcional gue determina P;, ya yue:

P; = P[y;=1] = Ply;"20} = Plug2-x;'f] = F(%;'f) = F;
por lo gue, a partir de [12]:

Py =F; = (1-E)Qi + oedy = Byt E(‘I’hi'@i) [13}

donde ¥; ¥ #&,; denotan #(x;'f) y @h(xi'ﬂy respectivamente,

Obgérvese gue ante la presencia de este tipo de anomalias,
la especificacién correcta en la determinacidn de Pj viene dada
por la ecuacién [13], que establece que Pj=F;, donde F; es igual
a &; mds un término adicional cuya magnitud depende de h y ¢,

En la Figura 1 se representan las funciones 2; y F;. Dado
que &), e5 una funcién de distribucién normal con media 0 y
varianza mayor gue 1, esta funcidn se encontrard por encima de
¢; para valores de X;’fi<0 y por debajo de &; para valores de
x;’8>0. Por lo tanto, se tiene que:

11



x4 "fi<0 3 2,,4>¢4 # Fi>#; para P;<1/2
si xi'ﬂﬂﬂ 3 Ppy=dy Fyj=¢; Ppara Pi=1/2
Xy /820 3 Bpi<¥y 2 Fj<#; para Pi>1/2

Luego, Fj tendria la forma que se indica en la Figura 1 ¥y la
discrepancia entre Fj y ¢3 dependera del valor de los parametros
h y €. A partir de {13] se tiene:

B{F;-%3)
400 e e e e e 2 — L sy -2y
_ de
a(ri-2y) 8oy _ delei B/ xy'B ([ %18 )
ah an oh h n? J

0.75 -
por lo gque ambas derivadas son mayores que 0 para valores de

xi'ﬂ<0 y wmenores gue 0 para valores xi'ﬁ>0. Por lo tanto, cuanto
mayor sea el valox de € y/o h, mayor serd en términos absolutos

| -
o 0.50 4
1a diferencia entre F; ¥ ¥;.
: Seglin estos resultados, el logaritmo de la funcién de
0.25 4 5 verosimilitud correspondiente al modelo {13] es:
: n
@ =5 [ yg dogFy + (1yy) log(1 - Fy) ]
0.0¢ I =1

n
= 21 [ yilog(dj+e(pi-#5)] + (1-y;)log[1-2;-€(2y;~%1) ] ]
[14]

Figura 1: Representacion de las funciones %; y Fy

donde sdlo si €=0 esta expresién coincide con el logaritmo de la
funcién de verosimilitud del modelo probit gue figura en [4].
Perc si hay un porcentaje € de observaciones con varianza mayor
que 1, la expresidn en {141 es la funcién gue deberia maximizarse
para obtener las estimaciones MV del vector §. El problema es gue
esta funcién depende de los parémetros € Y h que, por lo general,
no son conocidos. El1 desarrollo de un procedimiento de estimacidén
adecuado para este caso es algo gque no nos proponefos en el
presente estudio4. Ho chstante, el objetivo de la ecuacién [14]

S -

el
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es mostrar el tipo de error de especificacién que se comete si
se ignora la presencia de observaciones anémalas en un modelo
probit y se utiliza #; en lugar de F; para calcular 1a
verosimilitud de cada observacién.

La conseéﬁeﬁdié;inmediata de este exror de especificacién
enuia“fuhciéh de verosimilitud del modelo es que el vector f ¥
las probabilidades Py se estimaran inconsistentemente. En Godfrey
(1988, cap.6) se encuentra una demostracidn de esta afirmacién.
En ese trabajo se trata el problema de la heteroscedasticidad en
los MEB y se demuestra que la existencia de dos grupos de
observaciones con distinta varianza es equivalente a un error de
especificacién en la forma funcional del meodelo, lo gue produce
inconsistencia en la estimacién MV de los pardmetros, E1
correspondiente sesgo asintdtico no puede evaluarse ya gue, en
nuestro caso, depende de € y h., S5in embargo, como hemos

comprobado anteriormente, el sesgo serd mayor cuanto mayor sea

;;'el nﬁmero de observaciones anémalas en la muestra y cuanto mayor

: e la dlstrlbuclén que ha generado estas
'observaciones. Nﬁte e que esta es 1a prlnc;pal ‘diferencia gque

’.f{presentan los MEB con respecto a los modelos lineales donde, a

pesar de” la presencia de este tipo de anomalias, los estimadores
MCO siguen siendo insesgados, aundgue no eficientes.

Es importante sefialar gue los resultados anteriores se basan
en gue, si existen anomalias en la muestra, la funcién de
distribucidn de uy viene dada por la expreéién {12}. No obstante,
este supueste se hace por simplicidad, ya gue otros supuestos
alternativos sobre la generacidn de anomalias por el lado de su
varianza, conducirian a errores de especificacién del mismo tipo
en la funcién de verosimilitud. En particular, el anAlisis
anterior pued@ extenderse ficilmente al caso en gque las anomalias
se consideren@generadas por distribuciones normales con distintas

varianzas.

Un segundo tipo de observaciones anémalas podria qeberse a
fue una proporcién de las variables yl se haya generado por una

g
i
3
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distribucién con distinta media gue las restantes. Esta situacién
podria modelizarse suponiendo que, aungue las variables yi* son
iiad N(xi’ﬂ,l), existe un porcentaje desconocido € de estas
variables que siguen una distribucién iid N(x;'y,1). Obviamente,
si la proporcidn ¢ es grande, estariamos ante la presencia de un
cambio estructural; esto es, la poblacidn a analizar se
compondria de dos grupos de individuos distintos entre si. Sin
embarge, el caso gque consideramos en este trabajo es cuando € es
pegquefio ¥y s6lo se trata de unos pocos individuos atipicos. En
estas circunstancias, la funcién de distribucidn de Yi* vendra
dada por:

G(yi™) = (1re)aly;*Ix; 78,1 + ed(y;*|n;7y,1)

por lo gue es inmediato que:

P; = P[y;*20] = (1-€)P{u;2-%;’B) + eP{uj>-x;'y]

B(xi'B) + ele(xi'y)-¥(x;'f)) = ¥; [15]

De manera similar al caso anterior, ignorar el segundo
término del lado derecho de la ecuacién [15], conduce a un error
de especificacién en la determinacién de P;. De nuevo, si se
ignora este té&rmino y se utiliza &; en lugar de ¥; para calcular
la verosimilitud de cada observacidn, los parémetros del modelo
se estimardn de forma inconsistente. Obsérvese que, segin [15],
para un x; dado, el hecho de gque la funcién Wi esté por encinma
o por debajo de &; dependerad del valor de los coeficientes en el
vactor y. En cualgquier caso, la discrepancia entre ambas
funciones serd mayor cuanto mayor sea € y/o la diferencia entre
los componentes de y y f§.

15



4. El1 problema de la detaccidn de ancmalias en los modelos probit

En la prédctica, no se conoce a priori si existen
okservaciones andémalas en la muestra, ni mucho menos, cudl es la
distribucién que las ha generado. Por lo tanto, la forma habitual
de detectar la presencia de estas observaciones es mediante la
inspeccién de los datos muestrales, de manera que un dato se
considera anémalo si es poco probable gque se haya generado por
la distribucidn gue se supone para las restantes observaciones.

En un modelo de regresidn lineal pueden existir bdsicamente
dos tipos de anomalias, tal y como se ilustra en la Figura 2
[Pefia y Ruiz-Castillo (1982 y 1984)). En la regresién de z; sobre
Xj, el punto A puede considerarse un dato anémalo, ya que
responde a un valor de zj muy superior al de la media de las
restantes observaciones muestrales. Este punto desplazaria hacia
arriba 1a recta estimada y ademés su residuo sera grande. Por
otra parte, el puntc B también puede considerarse anémalo, ya gue
tanto el valor de z; como de x; estadn muy por encima de sus
valores medlos. 8in embargo, aungue este punto afectaria
gravemente a la pendiente de la recta estimada, su residuo puede
ser muy peguefio en valor absoluto. Segiin esto, la inspeccidn de
residuos es un instrumento de apdlisis importante para la
deteccién de anomalias, aunque no suficiente, ya due s6lo sirve
para detectar las del tipo A. En Belsley et al. (1980) se
presentan distintos procedimientos de diagnosis del modelo
basados fundamentalmente en medir el efecto de cada observacién
sobre los coeficientes estimados y la matriz de covarianzas y
que, por tanto, permiten detectar si una observacién es andmala

aungue su residuo sea pequefio.
i
El objetiyvo de esta seccidn es mostrar que en el proceso de
deteccién de observaciones anfémalas en un wmodelo probit (o
cualquier MEB en general), los residuos no juegan el mismo papel
gue en los modelos lineales. Ello se debe a gue en un modelo

probit el valor de leos residuos estd acotado como consecuencia

16
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ngura Z: Dos tipos de anomalias en un modelo de regresidn lineal
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de la censura gue presenta la variable yi*, de la que s85lo se
sabe si es mayor o menor que 0. Definiendo el residuo
correspondiente a la observacidn i-ésima como la diferencia entre
Yi Y ﬁi {ver Pregibon (1981), Jennings (1986) y Cox y Snell
(1989), por ejemplo}:

e; = ¥y - ﬁl'. {16]

donde E(ej) = 0 y var(ej) = ﬁi(l— ﬁi), se tiene que e; esta
acotado entre (-1,1) pudiendo tomar, para cada observaciédn,
solamente dos valores: (1-§i) b4 (—ﬁi).

El problema de la deteccidn de observaciones andmalas en los
MEB se trata por primera vez en Pregibon (1981), donde se
considera como anomalia toda chservacién que, una vez estimado
el modelo, presenta un residuo e préxime a 1 en valor absoluto.
En consecuencia, en el citado trabajo se propone el andlisis de
residucs como un elemente de diagnosis para la deteccidn de
anémalos y se desarrollan una serie de estadisticos bhasados en
les residuos ey estandarizados. Posteriormente, este andlisis se
extiende en Williams (1987), Copas (1988) y Bedrick y Hill (1990)
entre otros. Por el contrario, Jennings (1986) critica el trabajo
de Pregibon (1981), sefialando los puntos siguientes: (1) los
residuos ey no son comparables a los residuos MCC, ya que cada
e; depende de X; a través de P;, por lo gue cada residuo tiene
una distribucién tnica y los residuos estandarizados no siguen
una digtribucién normal y {2) eliminar de la muestra datos con
un residuo préximc a 1 en valor absolute eguivale a truncar la
muestra por una sola cola, con &l consiguiente sesgo en la
estinacién de los parédmetros. En este sentido, para Jennings
{198s, pag.98%§ ",.. las anpomalfas son necesarias",

En relacién con la discusién anterior, es importante sefialar
gue si una observacidén presenta un residuo e; préximo a 1 en
valor absoluto, simplemente guiere decir gque 1la P[yi=s]xi} < o,
donde s=0,1 y o es pegueiio; esto es, que el valor que toma ¥; en
la muestra es poco probable. Pero no quiere decir que se trate
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necesariapente de una observacién anfmala, ya gue el hecho de gue
un valor de y; sea poco probable no implica que yi* no haya sido
generada por el modelo considerado, sino gque puede ocurrir que
yi* se encuentre en las colas de la distribucidn. Por
consiguiente, estamos de acuerdo con Jennings en gue no deben
eliminarse de la muestra las observaciones con un residuo cercano
a 1 en valor absocluto, pero no porqgue "las anomalias sean
necesarias", sino porgue es posible que estas opservaciones no

sean andmalas.

La afirmacién anterior puede ilustrarse mediante la Figura
3. La parte inferior de la Figura contiene la nube de puntos
(yi*,xi') {donde, en este caso, X;'=(1l xj)}j asociada al modelo
[2] ¥ la correspondiente recta tedrica. En la parte superior de
la Figura se han transladado al eje de abscisas los valores de
la recta teérica x;’8, mientras que en el eje de ordenadas se
representan las probabllidades tedricas P; y 1los valores
ohservados de y;. Las probabilidades P; se cbtienen evaluando la
funcién de distribucién normal estandar en x;’#, mientras gue los
valores de y; responden a la siguiente relacidn: y;=1 si yi*zo
e y;=0 si yi*<u. El problema es que la muestra disponible para
la estimacién del modelo consiste solamente en los puntos
(¥{,%;'), por lo que ho ge observa la nube de puntos de la parte
inferior de la Figura. Entonces, pueden darse las siguientes

situaciones:

(a)} consideremos el punto C en la parte inferior de la
Figura, correspondiente a un valor negativo de x; y a un valor
muy grande y positivo de Yi*' En el caso de un modelo lineal,
donde observasemnos yc*, este punto presentaria un residuo grande
y positivo, por lo que considerariamos con una probabilidad alta
que se trata de un datoc andmalo. Sin embargo, en el caso de un
modelo probit, la realizacién de yc*>o es yo=1, por lo que el
correspondiente residuo e; seréd positive y con un valor proximo
a l.
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{b) Consideremos ahora el punte D, donde para el miswmo valor
negativo de x;, el valor de Yi* es negativo y estd a la misma
distancia de la recta tebrica que el punto C. Igual que antes,si
ohservasemos yD*, este punto presentaria un residuo grande aungue
negative. No obstante, el residuo e; gque obtenemos, una vez
estimado el modelo probit, seria muy préximo a 0, puesto gue, en
este caso, yp=0 al ser yD*<0.

ton este ejemplo, hemos tratade de ilustrar gque dos
observaciones igualmente andémalas pueden presentar, dependiendo
del signo de la variable nc observable Yi*r un residuo préximo
a 1 6 a 0, Sin ignorar gue, en estos modelos, una anomalia gel
tipo C es, por lo general, mis "peligrosa" gue una del tipo D,
se pueden extraer las siguientes conclusiones:

{1) Que una observacién i tenga un residuco préxime a 0 no
implica gque no sze trate de una observacidédn andmala. En el caso
maés simple de upa sola variable explicativa, observaciones con
*;<0 e yi*<0 6 %470 e yi*>0 pueden presentar un residuo e; muy
peguefic ¥y ser realmente anémalas, como es el caso del punto D en
la Figura 3. Notese que en un modelo lineal también puede haber
observaciones andmalas con un residuo proximo a 0, perc dichas
anomalias no son del tipo del punte D, que podria detectarse

facilmente por su residuo si se observase YD*'

(2) Que una observacidn tepga un residuo préximo a 1 en
valor absoluto puede ser un indicio de gue se trate de una
observaoién andémala, pero no tiene gue ser necesariamente asi.
Por ejemplo, una vez estimado el modelo probit, el punto E de la
Figura 3 presentaria un residuc e; positivo y préximo a 1 (de
hecho, idéntico al del punto C} aungue, en este caso, si se
observase yE* no habria razén para pensar gue se trata de un dato
anfémalo; esto es, que no haya sido generado por una distribucién

N(xi'ﬁ,l).

En definitiva, los residuos resultantes de la estimacién de
un modelo probit no son en absolute informativos sobre la
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probabilidad gue tiene cada observacién de ser anémala. Como
acabamos de ilustrar, residuos proéximos en valor absocluto a 1 &
a 0 pueden corresponder tanto a observaciones anémalas como a
observaciones generadas por el modelo considerado. Esta es la
mayor diferencia que presentan estos modelos respecto a los
modelos lineales, donde el an&lisis de residucs no permite
detectar tode tipo de anomalias (s&le las del tipo A de la Figura
2}, pero donde un residuo grande si presenta evidencia de que el
correspondiente dato puede ser anémalo.

Soliiiiy,
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§. Un estadistico para la deteccién de observaciones andémalas en

los modelos probit

De la exposicién en la seccidén anterior se deduce gque la
forma adecuada para detectar si una observacidn es anémala en un
modelo probit, debe ser mediante un estadistico que mnida el
efecto de esa cbservacidn en la estimaciédn MV de los parametros
del modelo. Como se ha demostrado en la seccibén 3, la existencia
de observaciones andmalas genera un eryor de especificacidn en
la funcién de verosimilitud del modelo, gue puede conducir a
sesgos en la estimacidn de los parametros. Por lo tante, si el
efecto de una observacién en el valor de los coeficientes
estimados es grande, dicho efecto puede considerarse como una
medida del sesgo de estimacidn provoeado por la presencia de esa

observacién en la muestra.

El estadistico que proponemos a continuacién mide el efecto
de cada observacién en la determinacién del vector B, donde ﬁ
denota la estimacidén MV de f. Para la derivacién de este
estadistico puede utilizarse el Teorema 4.30 de White (1984, pag.
70): Sea un vector de variables aleatorias © de dimensién k. Si
e ? Ny (0,E), donde ¥ es la matriz (kxk) de covarianzas asintética
de ©, vy existe una matriz & simetrica y definida positiva tal
gque plim £ = E, entonces e/E-le @ *2x-

Por lo tanto, teniendo en cuenta gue; (i) el vector B de
estimaciones MV sigue una distribucidén asintética normal con
media # y con matriz de covarianzas gue es la inversa de la
matriz de informacifn I en [7] y (ii) el procedimiento MV
yarantiza que plim -1 = 1°}, donde 17! denota 1”1 evaluada en
ﬁ, se tiene que:

(B-;13 (B-p) 2 x3
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Entonces, si denotamos por ﬁ(i) la estimacion MV de § eliminande
la ohservacién i-ésima, una medida de la distancia entre 3 ¥ ﬂ(i)
vendra dada por el estadistico:

Dy = (B-B(5y)E B-B(sy i=1,...,n (17}

Este estadisticeo, gue es similar al estadistico propuesto
por Cook (1977) para los modelos de regresidn lineales [ver
también Cook vy Weisberg (1980), Pefia (1977) y McCullagh y Nelder
(1989)3, no sigue una distribucién oonocida. Sin embargo,
proporcicna una medida de la distancia entre f y ] i) en términos
de niveles de significacién de la distribucién X“y. Esto es, a
partir del valor de Dy y de la tabulacién de la distribucion szf
puede determinarse en gué medida la eliminacién del punto i
desplaza el vector de coeficientes estimados dentro de la regidn
de confianza de f, calculada sobre 3, a un nivel de significacidn
determinadc. Por ejemplo, si D3;=0.57 y k=2, diremos que la
eliminacidén de la observacién i-ésima desplaza la estimacién de
8 hasta el borde de la regién de confianza de nivel 25% alrededor
de 3. Cook (1977) sugiere, sobre la base de experimentos
realjzados en modelos lineales, que &s deseable que cada ﬁ(i) se
encuentre dentro de la regién de confianza de nivel 10%. Sin
embargo, nosotros pensamos gue lo importante de un estadistico
de este tipo, no es la eleccidn del nivel de significacidn, sino
la deteccién de las observacicnes para las gque el estadistico
toma un valor mas alto en términos relativos. Como es obvio,
égtas serdn las observaciones con una probabilidad mds alta de

ser anémalas.

El proble@% del estadistico Dj, segiin su expresién en (17},
es gue para su %élculo es necesario conocer 3(1), lo que exigiria
estimar de nuevo el modelo, omitiendo una observacién, cada vez
que se desea contrastar si esa observacién es anémala. Por lo
tanto, para medir la influencia de cada una de las observaciones
mues:rales, seria necesario estimar n veces el modelo}por un
procedimiento no lineal. Obviamente, si el tamafic de la nuestra

3
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es grande, el cadlculo de este estadistico puede resultar muy
costoso desde el punto de vista computacional.

Para sclucionar este problema, utilizamos el mnétodo de
estimacidén MV por un procedimiento lineal propuesto por Amemiya
(1981 y 1985} y que se describe en la seccidn 2. Dado que el
modelo [9] se estima por MCO, aplicando un resultado clasico de
inversidén de suma de matrices a:

Briy = (7% - &;%; )71 (R§ - #;§;)
se deriva facilmente gue:

Biyy =B+ (x7 & (1 - % @l (%08 - §))
[18)

donde X, ii ¥ ?i denctan respectivamente la matriz ®,, el vector
i, y la variable ¥;, evaluados en B, mientras que ¥ es un vector
{nxl) cuyas componentes son las variables ¥;. Obsérvese que esta
expresién, aplicada recursivamente, permite tambi&n obtener la
estimacién MV de § cuando se elimina un grupo de cobservaciones.

Sustituyendo [18] en [17] ¥ teniendo en cuenta gue i= (R %)
¥ que ?i—ii'ﬁ = Wy, donde w{ es el residuo e; definido en [16]
estandarizado: Wy = ei/[ai(l—si)}lfz, se obtiene:

Wi2 ii'(xfﬂ)'lx’ii
Dy = i=1,...,n [12)
i = wleg .2
[1 - &7 (R°X)""%41

Nétese que la expresién [19] permite calcular el estadistico
Dy para cada una de las n chservaciones muestrales, a partir de
la estimacidén MV de # con la muestra completa, sin tener gue
llevar a cabo ninguna estimacién auxiliar.
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El estadistico en [17] puede particularizarse para el caso
en gue se desee medir el efecto de una obgervaciétn en la
estimacidn de un pardmetro ﬂj del vector f§. Denotando por V34 el
elemento .j~ésimo de la diagonal principal de la matriz 11, es

inmediato que el estadistico:

By - By
dui = ———————

J1
1/2
(Vj.) /

proporciona una medida del desplazamiento que experimenta la
estimacién del coeficiente ﬁj cuando se glimina de la muestra la
cbservacién i-8sima. En este caso, la magnitud de dicho
desplazamiento debe determinaxse a partir de la distribucidn

tn_k_-

Un estadistice similar al de la ecuacidn [19] se propone en
Pregibon (1981). En este caso, para su derivacién se utiliza el
algoritmo de Newton, en lugar del algoritmo “scoring", en el
proceso de estimacidn MV. Dado que el citado trabajo se restringe
al caso particular de los modelos logit y gue con la distribuecidn
logistica la expresién de la matriz hessiana en (8} se reduce a:
-EA (A-Ag)RIX; 7, siendo Ay la funcién de distribucién logistica
estandar evaluada en x;'f, el estadistico Dy resultante tiene una
expresidn sencilla. gin embargo, esto no ocurre con los modelos
probit, donde la utilizacién del hessiano (ver expresidén [6]},
complicaria innecesariamente la expresién del estadistico. En
este sentido, el estadistico en [12] es nés general, ya gue puede
aplicarse a cualquier MEB.

El estadis%ico en {19) puede también derivarse a partir del
estadistico de:@nfluencia para modelos lineales generalizados
(MLG) propuesto por Mccullagh y Nelder (1589). sin embargo,
aungue los MLG engloban tanto el modelo probit como el logit, el
estadistico propuesto en la referencia anterior tiene una
expresién genérica, donde no se tienen en cuenta las
caracteristicas propias de cada modelo, por lo que la ectacién

%
i
26

[19] supone la particularizacién de dicho estadistico para el
caso de los modelos probit.

También es importante sefialar dque, aungue en este trabajo
nos hemos centrado en el estadistico de Cook, existen otras
medidas del efecto de una cbservacién en la estimacidén de un
modelo lineal, que pueden también adaptarse fdcilmente a los MEB.
por ejemple, en Belsley et al. (1980) se propone el estadistice
COVRATIO;, que Se calcula como el cociente entre los
determinantes de las matrices de covarianzas de B sin y con 1la
observacién i-&sima. En los MEB, puede demostrarse ¢ue este
estadistico se calcularia a partir de la expresisn 1/(1-h;) donde
hj = ﬁi'(!'l}"lﬁi. En Cock y Weisberg {1980) se proponen otras
medidas similares.

Por Gltimo, de la misma forma que en los modelos lineales,
puede utilizarse el valor h; que es proporcional a la distancia
de Mahalanobis, como una medida de la distancia entre el punto
i y el centro de gravedad de todas las observaciones muestrales
{ver Cock (1977), Pefia (1987) y Pefia ¥ Ruiz Castillo (1982 y
1984) para el casc de los modelos lineales}. Esta medida puede
resultar de utilidad para detectar si existen puntos en la
muestra para los gue las variables explicativas presenten valores
muy diferentes del resto de las observaciones.

27




6. Resultados con datos simuladoes

En esta seccidn ilustramos los resultados teéricos de las
secciones anteriores utilizando datos simulados. En concreto,
tratamos de evaluar: (i) los sesgos en la estimacidén MV de un
modelo probit, derivades de la existencia de anomalias en la
muestra y (ii) el comportamiento del estadistico en [19] para la
deteccidén de dichas anomalias.

consideramos un modelo problit con una sola variable

explicativa y términe constante, en el que las observaciones se
han generado mediante el siguiente mecanismo:

yi¥ = By + Baxg +ug

vi = 1 si yi* ]
i 0 si yj" <o

)
it

i P[yi*zol = §(fy+Pyxy)
donde:
xi~iid N(0,1), uj~iid N(0,1) ¥ B’ = (~0.65,1)

siendo ¥ *20 = s2=] ara, aproximadamente, el 25% de las
i Yi P

observaciones en la muestra.

A partir de este mecanismo, se han creado muestras donde se
incluye un porcentaje € de observaciones Yi* generadas por una
distribucién también normal, pero con distintos momentos gue los
gue acabamos de@ sefialar. En particular, consideramos los

siguientes casoséya discutidos en la seccifn 3:

caso_1: Un porcentaje ¢ de observaciones Yi* en la nuestra
proviene de una distribucidn normal con la misma media gque las
restantes observaciones, pero con varianza h2=7. Esto es, las
anomalias se han generado por la distribucisn: yi*~iid N(xi'ﬁ,7).

Y
i
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Ccaso_2a: Un porcentaje e de observaciones Yi* proviene de una
distribucién normal con varianza igual a 1, pero con distinta
media gue las restantes observaciones. En concreto, hemos
incluido una proporcién € de observaciones yi*~iid M{X{'Y.1),
donde #y’=(1,-0.5). Obsérvese que se ha consideradoc un caso
extremo, en el gque las componentes del vector g sSon nuy
diferentes a las del vector 8.

caso 2h: Un porcentaje ¢ de observaciones yi*~iid N(R;‘4.1),
donde §'={-0.5,0.5) y, ademds, para egtas cbservaciones, Xj~iid
N(5,1). Esto es, las componentes del vector § no son may
distintas de las del vector i pero, es de esperar que, para las
anomalias, los valores de x; sean mucho mayores gue los de las

restantes observaciones.

Estos tres esguemas pretenden reflejar situaciones gque
pueden producirse con cierta frecuencia en el andlisis de datos
de corte transversal. El caso 1 se basa en la idea de gue la
heteroscedasticidad es habitual en este tipo de datos. Los casos
2a y 2b consideran el hecho de que la muestra puede incluir
elementos de subpoblaciones distintas entre si; por un lado,
respecto del comportamiento, aungue no respecto a sus variables
caracteristicas (caso 2a) y por otro, respecto a sus variables
caracteristicas, aungue homogeneas en Su comportamiento (caso
2b) .

En la Tabla 1 se presentan los resultados de la estimacién
MV, con muestras de 200 observaciones y 500 repeticiones, para
cada uno de estos tres casos. Estas estimacjones se han obtenido
mediante la linealizacidn del algoritmo de scoring de la ecuacidn
[2]. En la primera linea de la Tabla, figuran las wedias de las
estimaciones muestrales de los parémetros con €=0; esto es, sin
anomalias en la muestra. También se incluyen las medias del error
cuadritico medio (ECM) y de la suma residual (SSR).

Los resultados més Iimportantes de esta fTabla, pueden
resumirse en los siguientes puntos:
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Pabla 1. Estimaciones MV con anomalias en la muestra

€(%) By By EcM | SSR

0 -0.65 (0.15) |1.01 (0.15) | 0.03 | 29.23

CASO 1 5 -0.63 (0.14) ]0.97 {0.14) | o0.04 | 30.16
10 -0.59 (0.14} 0.92 (0.14) 0.04 31.66

15 -0.56 (0.13) |0.86 (0.13) | 0.05 | 32.41

20 -0.54 (0.13) |0.82 (0.13) | 0.07 | 32.97

30 -0.48 (0.12) [0.74 (0.22} [ o0.12 | 34.81

CASO 2a 5 -0.80 (0.13) |o0.83 (0.13) | 0.08 | 33.13
10 -0.40 (0.12) [o0.69 (0.12) | 0.18 | 36.29

15 =-0.29 (0.11) 0.59 (0.11) 0.31 39.28
20 -0.21 (0.10) | 0.51 (0.10) | 0.44 | 41.81

30 -6.08 (0,10) | 0.38 (0.10) | 0.72 | 45.38
CASO 2b 5 -0.65 (0.14) |0.96 (0.14) | 0.05 | 28.20
10 -0.64 (0.13) |0.87 (0.13) | 0.0o7 | 27.68

is =0.64 {0.13) 0.83 (0.13) 0.08 26.32

20 -0.64 (0.12} 0.78 {0.12) 0.10 25.44

30 -0.62 (0.11) 0.70 (0.11) 0.14 23.56

Notas:

(1)

(2)

Modelo verdadero: Yi* ~ iid N(xi'ﬁ,i), fi =(-0.65,1)
caso 1: un % € de observaciones y; ~ iid N(x;’f,7)
Caso 2a! un % € de observaciones yj ~ iid W(xzy'y,1)
con y = (1.90,-0.5) .
caso 2zB: un % € de observaciones y;= - iid N{=;’s,1)
4 con § = (-0.5,0.5) y xj ~ iid N(5,1)
n = 200, 500 repeticiones. §, y B, son las medias de
las estimaciones muestrales de los pardmetros y entre
paréntesis figuran las medias de sus desviaciones
tipicas estimadas. ECM es la media del A error
cuadratico medio definido como (3-ﬁ]'(3'ﬂ) Yy SSRies la
media de la suma residual. ¥
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(i) En los tres casos considerados, el valor de los
pardmetros estimados se aleja de =u valer tebrico a medida que
aumenta el porcentaje de anomalias en la muestra. Como
consecuencia de este gesgo de estimacidén, el ECM y la SSR
presentan valores més altos cuanto mayor es €. La linica excepcién
a este hecho es el caso 2b, donde la S5R disminuye al aumentar
¢ ya que, al tratarse de observaciones extremas en las variables
explicativas pero deneradas con parametros similares a las
observaciones no andmalas, los errores de previsién son menores.
Por otra parte, las desviaciones esténdar de los coeficientes
estimados no se ven demasiado alteradas.

(ii) BEn el caso 1, los sesgos en la estimacién de f, son
menores gue en los otros casos, Esto se debe a gue, aungue la
varianza de las observaciones anbmalas es igual a 7, estas
observaciones estdn aleatoriamente distribuidas alrededor de la
recta tedrica x;’8, por lo gue valores grandes positivos y
negativos de Yi* se Ycompensan' (seria, por ejemplo, el caso de
los puntos C y D de la Figura 3). En este sentido, cabe resaltar
que no ocurriria lo mismo si, por ejemplo, en una muestra dada,
los valores anémalos de yi* fuesen sistemdticamente positivos.

(iii) El caso 2a, donde existen observaciones muestrales con
una media muy distinta de las restantes, parece especialmente
grave. Obsérvese gque, solamente con un 5% de este tipo de
anomalias en la muestra, los sesgos de estimacién en los dos
pardametros son ya muy elevados, siendo cési tan altos como los
detectados en el casc 1 cuando €=30. En la prActica, obviamente
desconocemos el origen de las anomalias existentes; sin embargo,
este anilisis muestra gue es erréneo pensar gue un nimero
reducido de anomalias tenga efectos despreciables en la
estimacién del modelo, yva gue esto depende del tipo de anomalias
de gque se trate.

(iv) El caso 2b trata de reflejar una situacién habitual en
la préactica, donde para los individuos andémalos, no sélo la

variable dependiente del modelo proviene de otra distribucién,
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sine gque también las variables explicativas toman valores muy
distintos que para el resto de la muestra. Un ejemplo tipico de
esta situacién puede encontrarse cuando se trabaja con la
encuesta de Central de Balances, debido a la hetercgeneidad de
empresas gque contiene. Obsérvese gue aungue, en el casoc que
consideramos, el vector de parimetros § no es muy distinto del
que se ha utilizade para generar las restantes ohservaciones, los
sesgos en la estimacidén de los parémetros son relativamente

altos, especialmente el de f,.

Por Gltimo, ilustramos como los sesgos En la estimacién de
los parametros del moéelo se traducen en gue las probabilidades
Py también se estiman inconsistentemente. iLa Figura 4 contiene
las probabilidades estimadas en el caso 2b para valores de €=0,
15 y 30. Obsérvese que estos sesgos también pueden ser
considerablemente altos.

En la segunda parte del experimento, tratamos de evaluar
cémo se comporta el estadistico Dy, propuesto en [12], para la
deteccién de anomalias. Como se ha indicado en la Seccién 5, el
problema de este estadigstico es que no sigue una distribucién
conccida. Por lo tanto y para poder llevar a cabo la simulacidn,
un procedimiento para la elecclidn de valores criticos es analizar
los puntos que, en una muestra sin observaciones andémalas, hacen
gue el estadistico supere dichos valores para un percentaje dado
de observaciones. Este enfoque se basa en la probabilidad de
error de tipo I; esto es, en la frecuencia con que se rechaza la
hipdtesis nula cuando es cierta. En la Tabla 2 se presentan los
valores criticos (Di*) del estadistico Dy, tales gue para un a%
de observaciones se superan dichos valores. En la construccién
de esta Tabla, 1%% miestras se han generade como se ha descrito
anteriormente Yy &1 vector de pardmetros también se generd, para
cada replicacién, a partir de variables normales estandar. Al
1ado de cada valor critico figura entre paréntesis su desviacidn
tipica muestral para las 500 repeticiones.

o,
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Figura 4: Ilustracion del caleulo de las prokbabilidades estimadas
en el Caso 2b
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Tabla 2. Valores criticos (Di*) del estadistico Dy que eliminan
un porcentaje « de observaciones de la muestra

o Di*

1.0 0.1133 (0.0459)
2.5 0.0636 (0,0226)
5.0 0.0382 {(0.0127}
10.0 0.0202 (0.0055)

A partir de la Tabla 2 se puede comprobar que los valores
criticos para a=1.0 ¥y a=10.0 supondrian cambios en la region de
confianza de una distribucién sz del 1% vy del 5%

respectivamente.

En la Tabla 3 se presentan los resultados de la simulacidn
realizados para los tres casos en estudio. Para cada valor de €
y de los valores criticos Di* de 0.1133 y de 0.0382 obtenidos de
ia Tabla 2, se incluyen las medias de los siguientes
estadisticos: el ECM una vez eliminadas las observaciones para
las gue el valor de D; supera a Di* (ECM(I)) y, entre paréntesis,
el ECM sin eliminar dichas observaciones; el nimero de
observaciones que el estadistico D; ha detectado como andmalas
(0BS) ; y el nGmero de observaciones realmente anémalas entre las
detectadas por D; (ANOBS}. A partir de esta Tabla, cabe resaltar

lo siguiente:

(i) cuando no hay anomalias en la muestra (€=0), el ECM(rt)
es mayor que el ECM. Este hecho se debe a gue el estadistico Dy
detecta como ;%némalas observaciones de las colas, cuya
informacién es’ necesaria para 1la estimacién del modelo.
obviamente, la diferencia entre ambos ECM es mayor para el nivel
de significacidn del 5% que del 1%, ya gue en el primer caso se
estd forzando la eliminacién de un mayor nimero de observaciones.

ﬁ‘
"t
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Tabla 3. Evaluacién del comportamiento del estadistico Dj
o = 1%, Dg* = 0.1133 a =58, 0;" = 0,0382
£%
ECM 1) (EcM) | oBS ANOBS | ECH,p, (ECH) [o0Bs | ANOBS

0 |0.10 (0.03) |2.55 |~-- 0.26 (0.03) 9.95 -

CASO 1 5 | 0.07 (0.04) |2.59 [ o0.57 0.20 (0.04) 9.87 | 1.44
10 | 0.05 (0.04) | 2.51 | 1.11 0.14 (0.04) 9.66 | 2.57
15 | o.05 (0.06) | 2.47 | 1.30 0.11 (C.06) .72 | 3.54
20 | 0.05 (0.07) | 2.44 {1.54 0.08 {0.07) 9.65 | 4.56
30 | 0.07 (0.12) |2.35 | 1.85 0.06 (0.12) 9.58 | 6.00

cASso 2a | 5 | 0.04 (0.08) |2.68 | 1.59 0.07 (0,07} 9.52 |3.48
10 } 0.10 (0.28) | 2.56 | 2.04 0.06 {0.18) 9.63 | 5.50
15 fo.20 (0.31) |2.52 |[2.31 0,11 (0.31) 9.34 | 6.68
206 § 0.35 (0.44) |2.09 | 1.96 0.20 (0,44} 9.16 | 7.25
3o | 0.67 (0.72) }1.19 | 1.13 0.48 (0.72) 8.17 | 6.95

CASO 2Zb 5 0.08 {0.05} 2.46 0.32 0.25 {0.05) 9.45 | 0.34
10 | 0.07 (0.07) | 2.44 |0©.78 0.17 (0,07} g.32 | 0.78
1s | o.o8 (0.08) }2.43 | 1.10 0.16 {0.08) 7.85 | 1.10
20 | 0,06 (0.10) | 2.50 | 1.50 0,14 (0.10) 7.20 | 1.48
30 | 0.07 (0.18) |[2.74 ]2.04 8.10 (0.14) 6.91 {2.31

Notas:
{1) En el modelo generador de los datos: Br=(-0.65,1).
Para la definicién de 1los casos, ver nota (1) en
Tabla 1.
(2) n 200, 500 repeticiones.
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{(ii) En el caso 2a, donde las anomalias son mis peligrosas,
el comportamiento del estadistico Dj parece satisfactorio. El
ECM (1) es menor que el ECM a partir de ¢=5, mientrasg que a medida
gue aumenta € el ratio entre ANOBS y OBS se va acercande a la
unidad, lo gue indica que el estadistice detecta como andmalas
obgervaciones gue realmente lo son. Un hecho curioso es gue para
€=26 y €=30 el estadistico detecta como andémalas menos
ohservaciones que para valores inferiores de €, lo cual se debe,
posiblemente, a un efecto de enmascaramiento.

{iil) En el caso 1 y en el caso 2b, donde las anomalias son
menos peligrosas, los resultados del experimento son diferentes
gue en el casoc anterior. Como puede apreciarse, para valores
pequefios de €, el ratio entre ANOBS y OBS es bajo, reflejando el
hecho de gue el estadistico todavia detecta como andmalas muchas
observaciones de las colas y, en consecuencia, el ECM(x) es
superior al ECM. Estos resultados mejoran a medida gue aumenta
el porcentaje de anomaiias en la muestra, siendo sensiblemente
més favorables cuando se considera un nivel de significacién del
1% frente al 5%.

hungue los resultados obtenidos solamente representan un
ejercicio muy simple de simulacidén y no pretenden ser
concluyentes, ponen de manifiesto que, para un punto de corte
dado, la efectividad del estadistico depende del nGmero y de la
magnitud de las observaciones andémalas en la muestra. Por lo
tanto, parece que la forma méds adecuada de proceder en la
practica no es prefijar de antemance un punto critico, sino
detectar y analizar las observaciones para las que el estadistico
toma un valor wmds alto en términos relatives, ya gque estas serén
las gue tengan§una probabilidad mé&s alta de ser andémalas.

%
Respecto ;ﬁ valor de los residues e;, definidos en [16], hay
gue sefialar gque estos residuos son altos {superiores a 0.5 en
valor absolute en todos los casos) para las observaciones gue ha
detectado el estadistico, y gque sabemos gue son andmalas. Sin
embargo, también hay un porcentaje considerable de observaciones
4
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generadas por el modelo considerado, gque tienen un residuo
superior a 0.5 en valor absoluto, e incluso muy proxime a 1 6 a
-1, ¥ due sabemos gue no son andémalas. Lo mismo ocurre con los
valores ej
resultado aporta evidencia a favor de lo que hemos intentado

estandarizados, aungue éstos no estén acotados. Este

mostrar en la seccién 4: el residuo (estandarizado o no} no
aporta informacién sobre la probabilidad que tiene un dato de ser
anbmalo.

Fipalmente, queremos mencionar que los resultados de esta
seccién no resultan prdcticamente alterados si se utilizan
muestras de 400 observaciocnes y/o si los valores de X; se generan
por una distribucién uniforme, con la misma esperanza y varianza
gue la distribucidén normal que se ha utilizado.
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7. Conclusiones

Los resultados més importantes de este trabajo pueden

resumirse en los siguientes puntos:

(i) Hemos demostrado gue la existencia de observaciones
antmalas en la muestra produce inconsistencias en la estimacitn
MV de los MEB. También, a partir de un andlisis realizado con
datos simulados, mostramos que, dependiendo de la naturaleza de
las anomalias, estos sesgos pueden ser muy altes, incluso si la
muestra es grande y contiene un porcentaje reducido de este tipo

de observaciones.

(ii) Para la deteccitn de anomalias en estos modelos, el
andlisis de residuos no es un instrumento adecuade, va que =u
valor estd acotado entre -1 y 1. Ademds, residuos préximos a 0
& a cualquiera de estos limites pueden corresponder tanto a
observaciones andmalas como a observaciones generadas por el

modelo subyacente,

(iii) El procedimiento adecuado para detectar si una
observacién es anémala en los MEB es midiendo el efecto de esa
obgervacién en la estimacidn MV de los parametros del modelo. El
estadistico derivadc en la seccién 5 cumple con este objetivo y
puede calcularse facilmente, para cada una de las ohservaciones,
a partir de la estimaci6én MV del modelo con toda la muestra.
Experimentos realizados con datos simulados sugieren que este
estadistico puede ayudar a la deteccién de observaciones
andmalas. No obstante, un tema que gueda pendiente es 1la
realizacidn de un andlisis sobre la potencia de dicho estadistico
ante distinta%fcondiciones, como por ejemplo: nimero de variables
explicativas &n el modelo, valor critico y tamafio muestral.

Para terminar, es importante sefialar que, aunque en los
edxperimentos realizados con datos simulados se eliminan de 1la
muestra las observacinnes detectadas como anﬁma}as, no
pretendemos decir que esta sea la forma correcta de proceder en
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todos los casos. Adn guedan muchas pPreguntas por contestar y
guiza una de las mas iImportantes sea: éique hacemos con las
anomalias?. Nuestra postura es que depende de cuidl sea el
porcentaje de anomalias detectado, si es un porcentaje alto y
existe la sospecha de que estamos ante la presencia de un "cambio
estructural™ o si, por el contrario, se trata solamente de unos
pocos individuos atipicos, Si se trata de unos pocos individuos
atipicos, pensamos que deben eliminarse de la muestra, a fin de
evitar los sesgos gue éstas provocan, pero también hay que
contemplar la posibilidad de que el modelo esté mal especificado.
En cualquier caso, para tomar una decisidén en 1a linea de
“robustificar® la metodologia de estimacién habitual de estos
modelos, es necesaric llevar a cabo un andlisis de deteccidn de
anomalias en el modelo inicialmente especificado. Otra
posibilidad seria abordar el problema de utilizar técnicas de
estimacién robusta o de influencia acotada ante la presencia de
anomalias. Esto exigiria desarrollar procedimientos de estimacidn
para formas funcionales del modelo como las especificadas en las
ecuaciones [13) y [15], teniendo en cuenta que el porcentaie de
ancmalias en la muestra no es conocido.
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NOTAS.

{1} Dado gue yi* no es observable, por conveniencia se establece
un valor critico igual a cero.

(2) 56lo si la muestra estid formada por un nimerc suficiente de
observaciones repetidas o datos agrupados resulta posible obtener
estimaciones consistentes y asintéticamente eficientes mediante
un procedimiento de estimacién lineal por MC ponderados [Amemiya
(1981) y Maddala (1983)1].

{3) Por ejemplo, si Yi* representa la predisposicién que tiene
el individuo i-&simo a adgquirir un automs$vil de lujo, gue se
supone depende tUnica y positivamente de su renta, entonces un
valor andmalo de yi* seria el de un individuo con renta muy alta
gque "odia®" los coches de luje o el de un individuo con renta muy
baja gue gana un automévil de lujo en una rifa. En ambos casos,
el valor de Yi* es andémalo porgue no se ha generado por el medelo

considerado.

{4) En Quandt y Ramsey (1978) se trata el problema de estimacién
de modelos lineales cuyas perturbaciones se distribuyen como en
[12}. En el caso de los modelos lineales, si el parametro h no
es conocido, la correspondiente funcidn de verosimilitud no esta
acotada, por 1lo que, para obtener consistencia y normalidad
asintética, se propone un método de estimacién basado en 1la
funcifn generatriz de momentos. Sin embafgo, este método no es
directamente aplicable a nuestro caso., En Quandt (1983) se
abordan algunos aspectos relativos a este problema.

Lol

40

REFERENCIAS.

amemiya T. (1981) "Qualitative Response Models: A Survey",
Journal of Economic Literature, XIX, 1483-153&.

Amemiya T. (1981) Advanced Econometrics, Oxford: Basil Blackwell.

Bedrick E.J. y J.R. Hill (1990} "outlier Tests for Logistic
Regression: a Conditional Approach", Biometrika, 77, 4, 815-B27.

Belsley D.A., E. Kuh y R.E. Welsch (1980) Regression Diagnestics,
John Wiley.

Box G.E.P. y G.C. Tiac (1968} "“A Bayesian Approach to some
outlier Problems", Biometrika, 55, 1, 119-129.

Pox G.E.P. y G.C, Tiao (1973) Bayesiap Inference in Statjistical

Analysis, Reading Mass: Addison-Wesley.

Cook R.D. (1977) "Detection of Influential Observation in Linear
Regression", Technometrics, 19, 1, 15-18.

Cook R.D. y Weisberg {1980) "Characterization of an Empirical
Influence Function for Detecting Influential Cases in
Regression®, Technometrics, 22, 4, 495-508.

Copas J.B. (1988) "Binary Regression Models for Contaminated

pata", Journal of the Royal Statistical Society, 50, 2, 225-265,

Cox D.R, y E.J. Snell (1989) Analysis of Bipary Data, Monographs
on Statistics and Applied Probability, 232, Chapman & Rall,
segunda edicidn.

Godfrey L.G. (1988) Misspecification Tests in Feconometrics,

Cambridge University Press.

41



Jennings D.E. (1986) *"“outliers and Residual Distributicns in

Logistic Regression", Journal of the Amerjcan Statistical
Association, 81, 396, 987-990,

Lesaffre E. y A. Albert (1989) "YMultiple-group Logistic
Regression Diagnostics®, Applied statistics, 38, 3, 425-440.

Maddala G.S. (1983) Limited Dependent and Qualitative Variables
in Fgonometrics, Cambridge University Press.

McCullagh P, y J.A. Nelder (1983) gGeneralized Lineay Models,

Londres: Chapman and Hall.

Pefia D, (1987) "Obgservaciones Influyentes en Modelos

Econométricos®, Investigagiones Econémicas, XI, 1, 3-24

Pefia b. y J. Ruiz-castillo (1982) "Métodos Robustos de
Construccién de Modelos de Regresidén., Una Aplicacién al Sector

de la Vivienda, Estadistica Espafiola, 97, 47-76.

Pefia D. y J. Ruiz-castillo (1984) "Robust Methods of Building
Regression Models. An Application to the Housing Sector, Journpal

of Bussines and Economic Statistics, 2, 1, 10-20.

Pregibon D. (1981} “lLogistic Regression Diagnostics", The Annals
of Statistics, 9, 4, 705-724.

Quandt R.E. (1983) “Computational Problems and Methods" en
Hapdbook of Econometrics, vel. 1, 3. Griliches ¥ M.D Intriligator
Eds., North Holand Publishing Co.

f
Quandt R.E. y%J. Ramsey (1978} "Estimating Mixtures of Normal
Distributions ;nd Switching Regressions, Journa)l of the American
Statistical Association, 73, 364, 730-752.

White H. (1984) Asymptotic Theory for Econometricians, Academic

Press,

42

Williams D.A.

Deviance and Single Case Deletion", Applied Statistics,

181-191.

(1987)

"Generalized Linear Medel Diagnostics: The

43

38,

2,



i

4

9301

9302

9303

9304

9305

9306

9307

9308

9309

SERIE DE DOCUMENTOS DE TRABAJO DEL ICAE

"Andlisis del Comportamiento de las Colizaciones Reales en la Bolsa de
Madrid bajo la Hipétesis de Eficiencia”. Rafael Flores de Frutos. Diciembre
1992, (Versitn final aceptada para publicacién en Estadistica Espaiiola)

"Sobre la Estimacion de Primas por Plazo dentro de la Estructura Temporal
de Tipos de Interés". Rafael Flores de Frutos. Diciembre 1992,

"Cambios de Estructuras de Gasto y de Consumo en el Cdlcule del IPC”",

Antonio Abadia. Febrero 1993, (Versitn final pubicada en Revista de Bconomfa Aplicada,
Yol.l, N°I)

“Tax Analysis in a Limit Pricing Model". Félix Marcos. Febrero 1993,

El Tipo de Cambio Propio: Reformulacién del Concepto y Estimacién para
el Caso Espariol”. José de Hevia Payd. Junio 1993. (Version final acepiada para
publicacifin en Revista Espafiola de Econamia)

"Price Volatility Under Alternative Monetary Instruments®. Alfonso Novales,
Abril 1992,

"Teorias del Tipo de Cambio: Una Panordmica”. Oscar Bajo Rubio. Simén

Sosvilla Rivero, Junio 1993. {Versitn fina! publicada en Revista de Bconomia Aplicada, Vol.1,
N°2).

"Testing Theories of Economic Fluctaations and Growth in Early Development
{the case of the Chesapeake fobacco economy)”. Rafael Flores de Frutos.
Alfredo M. Pereira. Diciembre 1992,

"Maastricht Convergence Conditions: A Lower Bound for Inflation?". Jorge
Blézguez. Miguel Sebastidn, Marzo 1992.



9310

9311

9312

9313

9314

9315

9316

9317

9318

"Recarsive Identification, Estimation and Forecasting of Nonstationary
Economic Time Series with Applications te GNP International Data". A.
Garcfa-Ferrer. J. del Hoyo. A. Novales. P.C. Young. Marzo 1993.

"General Dynamics in Overlapping Generations Models™, Carmen Carrera.
Manuel Morin, Enero 1993, (Version finat aceptada para publicacion en Journal of Beonomic
Dynamics and Control}

"Further Evidence on Forecasting International GNP Growth Rates Using
Unobserved Components Trangfer Function Models". A. Garcia-Ferrer, J. del

Hoyo, A. Novales, P.C. Young. Septiembre 1993, e préxima aparicitn en un
velumen de homenaje a A, Zellner)

*Public Capital and Aggregate Growth in the United States: Is Public Capital
Productive?". Rafael Flores de Frutos. Alfredo M. Pereira. Julio 1993,

"Central Bank Structure and Monetary Policy Uncertainty®. José 1. Garcia de
Paso, Abril 1993.

"Monetary Policy with Private Information: A Role for Monetary Targets".
José 1, Garcia de Paso. Julio 1993,

“Exact Maxinum Likelihood Estimation of Stationary Vector ARMA Models".
José Alberto Mauricio. Julio 1993, (Versién final aceptada para publicacién en Journal of
the American Seatistical Assochation)

"The Exact Likelihood Function of a Vector ARMA Model". José Alberto
Mauricio. Julio 1993,

1
“Business Telephone Traffic Demand in Spain: 1980-1991, An Econometric
Approach”. Teodosio Pérez Amaral. Francisco Alvarez Gonzélez. Bernardo
Moreno Jiménez, Septiembre 1993, (Version final aceptada para publicacion en Information
Economics and Policy)

9401

2402

9403

9404

9405

9406

9407

9408

9409

9410

"Contrastes de momentos y de la matriz de informacién®, Teodosto Pérez
Amaral. Junio 1994, (versién final acepiada para publicacién en Cuadernos Econgmicos del ICE)

"A partisan explanation of political monetary cycles”. José 1. Garcfa de Paso.
Junio 1994.

"Estadisticos para la deteccion de observaciones andmalas en modelos de
eleccién binaria; Una aplicacidn con datos reales”, Gregorio R. Serrano.
Junio 1994,

"Effects of public investment in infraestructure on the spanish economy”.
Rafacl Flores de Frutos. Mercedes Gracia Diez. Teodosio Pérez Amaral.
Junioc 1994.

" Observaciones andmalas en modelos de eleccion binaria". Mercedes Gracia.
Gregorio R. Semrano. Junio 1994, (Version final aceplada para publicacién en Estadistica
Espaiinta)

“ Permanent componenis in seasonal variables”. Rafael Flores. Alfonso
Novales. Junio 1994.

" Money demand instability and the performance of the monetary model of
exchange rates”. Rodrigo Peraga. Junio 1994,

" Una nota sobre la estimacién eficiente de modelos con pardmetros
cambiantes”. Sonia Sotoca. Junio 1994.

* Distribucion de la renta y redistribucion a través del IRPF en Espafia".
Rafael Salas. Junio 1994.

" Trade balances: Do exchange rates matter?". Rodrigo Peruga. Junio 1994,




