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PRÓLOGO

En esta tesis se estudiala resolución de problemasde programación

matemáticaen los quealgunoso todos los parámetrosdel problemasonvariables

aleatorias.Se abordaesteanálisisparaproblemasde estascaracterísticascon una

y varias funciones objetivo. Como se verá a lo largo del trabajo, la mayor

dificultad en la resolución de los problemas que planteamos está en la

especificaciónde un conceptode soluciónparalos mismos.En laspublicaciones

existentesse han definido distintos conceptosde solución. Estasdefiniciones

surgena partir de problemasque se obtienen al transformarel problema de

programación estocásticao de programación estocásticamultiobjetivo en

determinista,lo que haceque la evaluaciónde una solución como “buena” o

“mala” seadifícil. Esto nosha llevado a consideraralgunosde los conceptosde

solucióndefinidoshastaahoray aestudiarlaposibleexistenciade relacionesentre

ellos. Esta cuestión es el objetivo fundamentalde esta tesis, que ha sido

estructuradade la siguienteforma:

En el capítulo uno se estudian conceptosbásicos de programación

estocasticay de programaciónmultiobjetivo que seránutilizados a lo largo del

trabajo.

El capítulo dos se dedicaal estudiode la programaciónestocásticacon

restriccionesprobabilísticaso de azar. A lo largo de todo el capitulo se considera

la obtención del que se denominaproblema deterministaequivalente.Dicho

problemase obtiene a partir de las característicasestadísticasdel problemade

programaciónestocásticade partiday, siempre,en base a las preferenciasdel

decisor.En primerlugar, seanalizala obtencióndel conjuntodeoportunidadesdel

problema determinista equivalente y, posteriormente, se considera la

transformacióndel objetivo estocástico.Parallevar a caboestatransformaciónse

considerancinco posibles criterios, todos ellos definidos y estudiadosen la

literaturay seanalizasu transformaciónparafUnciones objetivo estocásticasde

tipo lineal condeterminadascaracterísticasestadísticas.

Hastaaquíel trabajoseha dedicadoaunarecopilacióny estructuraciónde

los conceptosnecesariospara el desarrollode estatesis. Los siguientescuatro
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PRÓLOGO

capítulosrecogennuestrasaportacionesal campode la programaciónestocástica

en susvertientesmonobjetivoy multiobjetivo.

En el capítulotres, sedefineun problemade programaciónestocásticaal

que hemos denominadoproblema estocásticocon función objetivo cuadrática.

Dicho problema se define en estetrabajo y se analiza,además,su resolución

mediantelos criterios anteriormentemencionados.La razónfundamentalque nos

ha llevado a plantearestetipo de función objetivo esque medianteestetipo de

funcionessepuedenplantearproblemasde programaciónestocásticaen los queel

objetivo mida diferenciascuadráticasentrevariables de decisióny parámetros

aleatorios. Creemosque este tipo de funciones objetivo son de utilidad en

problemasde ámbito económico, en los que las funciones objetivo de tipo

cuadráticose utilizan con frecuencia.Finalmente,se cierra el capítulo con un

análisis de las relacionesexistentesentre los distintos criterios existentespara

transformarel la funciónobjetivoestocásticaensudetenninistaequivalente.En él

sedeterminabajoqué condicionesla aplicaciónde criteriosdistintosda lugara la

misma solución para el problemade programaciónestocástica,de lo cual se

deduceque la aplicación de criterios que surgendesdeópticas distintas están

estrechamenterelacionados.

Los capítuloscuatro y cinco se dedicana la resoluciónde problemasde

programaciónestocásticamultiobjetivo. Para resolver estos problemasse han

definido en la literatura distintos conceptosde solución y se han establecido

distintas técnicas. Ben Abdelaziz (1992) clasifica éstas en función de las

transformacionesquesellevanacabopararesolverel problema.Estaclasificación

esla que sesigueenestetrabajo.El capitulocuatroanalizalo queBenAbdelaziz

denominaEnfoqueMultiobjet¡vo, en el que se englobantodas las técnicasque,

pararesolverel problemade programaciónestocásticamultiobjetivo, transforman

ésteen uno multiobjetivo deterministaequivalente,aplicandoa cadaobjetivo, por

separado,un criterio de transformación.A partir de esteproblemamultiobjetivo

deterministaequivalentesehandefinidovariosconceptosde solucióneficientede

problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo. Cadauno de ellos es una

extensiónde los conceptosexistentesen la literatura para los problemasde

programación estocástica.En este trabajo se recogenestos conceptosy se

establecenrelacionesentre ellos. Los resultadosque se obtienen sobre los

3
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conjuntos solucioneseficientes que sepuedenasociara un mismo problemason

paralelosa los queseobtienenen el capitulotres.

El capítulo cinco se dedica al Enfoque Estocástico.Se denominaasí al

conjunto de técnicasque resuelvenel problema de programaciónestocástica

multiobjetivo transformandoel problema multiobjetivo estocásticoen uno de

programaciónestocásticaconunafbnciónobjetivo, obtenidaa partirdel conjunto

de objetivosestocásticosdelproblemade partida,y, posteriormente,seresuelveel

problema obtenido eligiendo algún criterio de la programaciónestocástica.

Consideramosla aplicación del método de las ponderacionesy la resolución

posterior del problema resultante aplicando algunos de los criterios de la

programación estocéstica.Una vez obtenidos los problemas deterministas

equivalentesaplicando distintos criterios, se analiza las relacionesentre las

solucionesde éstosy los conceptosde solucióneficientedefinidosenel capítulo

cuatrode estetrabajo.

Porotro lado, de nuestroestudiosededuceque la resoluciónde cualquier

problemade programaciónestocásticaes, en general,complicada,debido a la

existenciade distintoscriterios pararesolverel problema. Incluso en problemas

conun solo objetivoy conpocasvariables,lo normalesque, dadounproblemade

programaciónestocástica,sedeseeconocerlas solucionesdel mismo mediante

másde un criterio. Estonosha llevadoa la liuplementacióncomputacionalde los

problemas analizados en este trabajo En el capítulo seis se explica el

funcionamientode estosprogramas.Los listadosde estosprogramasaparecenen

el anexo,asícomolas solucionesobtenidasparadistintosejemplos.
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1. INTRODUCCIÓN.

1. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA.

Muchos problemasde programaciónmatemáticaincorporanparámetros

que se suponenconocidosen el momentode resolverel problemay, por tanto,

constantesa la horade resolverlo.Sin embargo,si el problemade optimizaciónes

el resultadode la representaciónmedianteun modelo de una situación real en la

que hemosde tomarunadecisión,esfrecuenteque se desconozcanlos valoresde

algunosde los parámetrosque intervienenen él. Estedesconocimientoda lugara

que en el momento de adoptar una decisión se desconozcanlas posibles

consecuenciasde la misma.

En basea la informacióndisponible acercade los posiblesresultadosde

unaacciónen cualquierprocesode tomade decisiones,podemosdecirquecuando

tomamosunadecisiónestamosanteunasituaciónde:

• Certidumbre: Si cada acción da lugar a un resultado conocido e

invariable.

• Riesgo: Si cadaacción lleva a un posibleresultadoy cadaresultado

lleva asociadaunaprobabilidaddc queocurra,conocidaparael decisor.

La situaciónde certidumbreesun casodegeneradode una situaciónde

riesgoconprobabilidadesceroy uno.

• Incertidumbre: Si cada acción tiene una consecuenciade entre un

conjuntode posiblesresultados,pero sedesconocenlas probabilidades

de éstos.

Pararesolverproblemasen los que sedesconocenlos valoresde algunos

de los parámetrosque intervienenen el mismo (situacionesde riesgo o de

incertidumbre), es posible adoptar distintas “soluciones”. En determinadas

circunstancias,y en basea la informacióndisponibleacercade ellos, es posible

“sustituir” estosvaloresporunaestimaciónque seajustebiena datoshistóricosde

6



1. INTRODUCCIÓN.

los mismos,una mediciónno exactade su valor esperado Otra posibilidad es

tratarestosparámetroscomovariablesaleatorias.

La programación estocásticaanaliza la resolución de problemas de

programaciónmatemáticaen los que algunosparámetrosson desconocidospero

se conoce la distribución de probabilidadasociadaa ellos y, por tanto, las

situacionesqueseanalizanmediantelamismasonsituacionesde riesgo.

Prékopa(1995)define la programaciónestocásticacomo “la resoluciónde

problemas de programación matemática en los que algunos o todos los

parámetrossonvariablesaleatorias”.

En programaciónestocásticaserelaja,por tanto, la hipótesisde que todos

los parámetrosdel problemasondeterministas,permitiendotratarcomo variables

aleatoriasparámetrossujetosa incertidumbreo a posibleserroresensumedición

o estimacióny de los quese conocesudistribuciónde probabilidad.

Los problemasde programaciónestocásticapuedendividirse en modelos

estáticosy dinámicos.Noscentraremosen el estudiode los modelosestáticos.

La formulación general de un problema estático de programación

estocásticaes:

s.a

xeD

donde ~ es un vectoraleatoriodefinido sobreun conjunto E c R5. Suponemos

dadala familia IP de eventos,es decir, subconjuntosde E, y la distribuciónde

probabilidadP definidasobreIP, de maneraque paracualquiersubconjuntode E,

A c E, A e IP, la probabilidadde A, P(A), esconocida.Además,se mantienela

.7



1. INTRODUCCIóN.

hipótesis de que la distribución de probabilidad, P, es independientede las

variablesde decisión,x

Suponemosque las funciones~‘(x, ~),~1(x,Z),~2(xÁ,) j~(x,~), x e

R~, estándefinidasen todoelespacioIt” x E.

Si analizamosel problemade programaciónestocástica,el hechode que

algunos parámetrosdel problema sean aleatorios da lugar a que la fUnción

objetivo y las fUnciones~, i = 1,2,...,q,seanvariablesaleatorias,¡oqueimplica

que el problemano esté bien definido matemáticamente.Nóteseque si bien la

elecciónde un vectorx esdeterminista,puestoque las decisionesque adoptael

decisor no estánsujetasa incertidumbre, el hecho de que los parámetrosdel

problemaseanvariablesaleatoriaspuededar lugara que la decisiónadoptadasea

no factible unavez que se resuelvela incertidumbreo que, aún siendofactible, no

seaóptima

Así, paracadarealización~ de ~ el problemadeprogramaciónestocástica

esun problemadeterministade programaciónmatemática,pero, si seha de elegir

un vector x antesde que serealicenlas variablesaleatorias,el término “opt” no

tiene sentido,puestoque el conjunto de solucionesfactiblesdel problemaserá

distinto paracadarealizaciónde ~.

En cuantoa la funciónobjetivo, al estarafectadaporparámetrosaleatorios,

es ella misma una variable aleatoria, y, puesto que un conjunto de valores

aleatoriosno admiteunarelaciónde orden,podemosteneruna realizaciónde ,
~,parala que:

y otrarealización,~2’ parala cual:

e
8



1. INTRODUCCIÓN.

Portanto,enunproblemade programaciónestocásticano existeunvector

x queseaóptimo paratodaslas realizacionesde lavariablealeatoria.

De todo ello se desprendeque hemos de especificarel concepto de

soluciónde un problemade programaciónestocástica.

Conceptosdesolucióndeun problemadeprogramaciónestocástica.

Distinguimos en primer lugar los conceptosde solución en las dos

situacionesen las que nos podemosplantear la resolucióndel problema de

programación estocástica,denominadassituación “esperar y ver” y situación

“aquí y ahora”.

La situación “esperar y ver” se caracteriza porque se conocen las

distribucionesde probabilidadde las variablesaleatoriasque intervienenen el

problema,pero, además,las variables aleatoriasse realizan antesde tomar la

decisión,de maneraque en el momentode elegirel vectorx óptimo del problema,

seconocenlos valoresde todos los parámetrosdel mismo,porlo queel problema

a resolveres deterministay su soluciónse puedeobtenerpor cualquierade las

técnicasde optimizacióndeterminista.

Se podríapensar,por tanto, que en la situación“esperary ver” no existe

desconocimientode los parámetrosdel problemay, por tanto, que seestáen una

situación de certidumbre.Sin embargo,en determinadoscasosse puedeestar

interesadoen conocerla distribución del óptimo del problemao algunosde sus

momentos(valor esperado,varianza,...),antes de que se realicen las variables

aleatorias,con el fin de conocerla elecciónóptimadel problemaen cadauna de

las posiblessituacionesen las que nos podamosencontrarcuandose resuelvala

incertidumbre.

El estudiode problemasdel tipo “esperary ver” esdenominadotambiénen

la literaturacomoprogramaciónestocásticapasiva o resoluciónde problemas

de distribución y ha sido ampliamenteestudiado,entreotros,por Bereanu(1980)

9



1. INTRODUCCIÓN.

y Vajda (1972), para problemaslineales,y por Stancu-Minasian(1984) en los

casoslineal y fraccional.

La situación“aquí y ahora”correspondeaproblemasen los que se ha de

tomarunadecisiónantesde quese resuelvala incertidumbreala queestánsujetos

los parámetrosdel mismo y en los que la adopciónde una decisiónu otra no

afectaa la distribuciónde probabilidadde los parámetrosaleatorios.Kall (1982)

distinguecuatroplanteamientosdistintosa lahorade resolverestosproblemas.A

continuación describimos brevemente estos cuatro enfoques. Para ello

consideramosel problemade programaciónestocástica:

Mm” ~‘(x, ~)
x

xe D

en el que, sin pérdida de generalidad, se ha adoptado como criterio de

optimizaciónel demínimo.

1. Resoluciónmedianteteoríadejuegos.

Correspondea situaciones en las que no se conoce exactamentela

distribuciónde probabilidaddel vectorde parámetrosaleatoriosdel problema,~,
y sólo puedesuponerseque sufunción de distribución, F, pertenecea una cierta

clasede funcionesde distribución, F. Para resolverel problemaestocásticose

puede utilizar una estrategiapropuestausualmenteen teoría de juegos (en

concreto en juegos bipersonalesde suma cero): elegir el punto de vista más

pesimista,escogiendoaquelladistribuciónFE F, parala queel valor esperadodel

objetivo seamayor.El problemaaresolvermedianteestaaproximaciónes:

Mm MaxE{2’(xÁl)}

s.a XED

‘o



1. INTRODUCCIÓN.

Un recientetrabajoque abordaestetipo de problemasesel de Rustemy

Howe(1998).

2. Obtencióndesolucioneseficientes.

La base de este enfoquees la definición de un concepto de solución

eficienteparael problemadeprogramaciónestocásticay, enbaseaesteconcepto,

la obtencióndel conjunto de solucioneseficientesdel problema. Se han definido

en la literatura distintos conceptosde solución eficiente. Para ello se buscan

definiciones que sean coherentes matemáticamentey, además, tengan un

significadoparaelproblemaqueseplantea.

Ben Abdelaziz (1992) realizaun análisis exhaustivode esteenfoquey

agrupaestosconceptosde solución en dos bloques: la eficienciapuntual y la

eficienciaen distribución.En el primerode ellos,eficienciapuntual,seencuadran

todos los conceptos que se basan en la determinación de las posibles

consecuenciasde todos los posibleseventoso estadosde la naturalezaquepuedan

darseen el problemay en la búsquedadel subconjuntoformadopor las soluciones

eficientes de este conjunto de posibles resultados.Uno de los trabajosmás

importantesen estebloquesedebea Tammer,que defineel conceptode solución

e- eficiente(véaseTamnier(1978) ) y analizala obtenciónde solucionesde este

tipo mediantela resoluciónde problemasparamétricos.

La eficiencia en distribución se basaen la teoría clásicade la utilidad

esperadade von Newmann y Morgenstern. En este caso se supone que la

estructurade preferenciasdel decisorsatisfacelos axiomasde estateoría, lo que

implica que existeuna función u, llamadafunción de utilidad, únicasalvo una

transformaciónmonótonaafin positiva, tal que, dadasdos variables aleatorias

4 y tj, ~ espreferidao indiferente a ff si y sólo si:

E{u(tfl} =E{z44)}

II



1. INTRODUCCIÓN.

A partirde esto,el análisisde la eficienciaendistribuciónsereducea fijar

la función de utilidad del individuo y determinarla elecciónque maximiza su

nivel de utilidadesperada:

Max
x

s.a reD

Evidentemente,la solución a esteproblemadeterministadependerádel

tipo de preferenciasdel individuo que sc materializanen el tipo de función de

utilidad delproblema.

De entre los trabajosmás recientesen los que se analizaeficiencia en

distribución cabe destacarel de Ben-Talí y Teboulle (1986) que analizanla

resoluciónde problemasde programaciónno lineal con restriccionesestocásticas

medianteel enfoquede la teoríade la utilidad esperada.Ben Abdelaziz(1992)

analiza también problemasde eficiencia en distribución para problemasde

programaciónestocásticay su extensiónal caso multiobjetivo. Además,como

veremosmás adelante,este enfoquese utiliza frecuentementeen estudiosde

TeoríaEconómicade análisisde elecciónbajo incertidumbre.

3. Modelosquepenalizanla violaciónde las restricciones.

La resoluciónde problemasde programaciónestocásticamedianteesta

técnicaconlíevala transformacióndel problemaestocásticoen uno determinista

denominadoproblemadeterministaequivalente.Dicha transformaciónserealiza

en base a las característicasestadísticasdel problema estocásticoy a las

preferenciasdel decisor. Mediante este enfoque, para obtener el problema

determinista equivalente se penaliza la posible violación del conjunto de

restriccionesdel problema.Dadoel problemade programaciónestocástica:

“Mm” 2’(x, ~)
x

s.a ff,(x,~) =0, 1 = 1,2 m

XE D

12



1. INTRODUCCIÓN.

podemoscuantificarestapenalizaciónmediantela función Q(x, ~),que sedefine

de la siguienteforma:

Q(x,~) {h(g,(x,4),g2(x,1),...,g»(x4)) si algun ~(xjj>>0,i = 1,2,...,m.
[o en otro caso

conh: RYx E e It.

Estafunción, que penalizala violación de las restricciones,se interpreta

comoun costeextrao unapérdidadebidaa laposibleinfactibilidadde la solución

delproblema,unavezquesehanrealizadolas variablesaleatoriasdel mismo.

Unavezdefinidala función ~(x, ~>,seplanteael siguienteproblema:

Mm” 2Rx. ~)+ Q(x,~)
x

s.a xeD

problemaestocásticoque setransformaendeterministasiguiendoalgunareglade

decisión.Generalmente,en estosmodelosseutiliza el criterio de valor esperado

paraobtenerel deterministaequivalente,con lo cual el problemade decisiónque

hemosde resolveres:

Mm E{~’(x, ~,)±Q(x.~,)}

s.a reD

La resoluciónde estos problemasha sido ampliamenteestudiadahasta

ahora.Cabedestacarlos trabajosde Kall y Wallace(1994)y de Prékopa(1995>.

En ambostrabajosseestudianlas característicasde estosproblemasy los métodos

existentesen la literaturapararesolverlos.
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4. Programacióncon restricciones probabilísticaso de azar.

Al igual que en el enfoqueanterior, estastécnicastransformanelproblema

estocásticoen uno determinista,denominadoproblemadeterministaequivalente,

cuyasoluciónesconsideradasolucióndel problemaestocástico.Paratransformar

las restriccionesestocásticasen deterministassefija unaprobabilidady se exige

que severifiquenlas restriccionesestocásticascon esaprobabilidad.En cuantoa

la función objetivo se sueletomar su valor esperado,si bien existendistintos

criteriosparatransformarel objetivo enunafuncióndeterminista.En estetrabajo

nos centramos en este último enfoque: programación estocástica con

restriccionesprobabilisticaso deazar.

La existenciade más de un conceptode solución de un problema de

programaciónestocásticaen la situación “aquf y ahora” puede dar lugar a cierta

confUsión. Kall (1982)señalaque la elecciónde un métodode resoluciónu otro

dependedel tipo de problemaque se pretendaresolvery deberáde realizarseen

basea las característicasdel problemaconcretoque sepretenderesolvery a las

preferenciasdel decisor.Incluso, sepuedeconsiderarla posibilidadde combinar

más de un criterio para poder recoger aspectosdeseablesde la solución al

problema,pero,engeneral,no esposibleordenarestosconceptos.

De todo esto se deduceque la resoluciónde cualquier problema de

programaciónestocásticalleva implícita la necesidadde elegir un conceptode

solucióny estaeleccióndebellevarsea caboen función de las característicasdel

problemareal quesedeseeresolver.

14
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2. PROGRAMACIÓN MULTIOBJETIVO.

Muchos de los problemasque se resuelven mediante programación

matemáticareflejan,de unaformau otra, problemasrealesde tomade decisiones.

En estoscasos,sedansituacionesen las que seha de elegirla mejoralternativade

entreun conjunto de ellas. En estoscasosel problemade decisiónserealiza en

basea un conjunto de objetivos que, generalmente,estánen conflicto. Esto ha

dadolugaraplantearla resoluciónde problemasde programaciónmatemáticacon

objetivosmúltiples.Consideremos¿problema:

Min(z4xX...,zq(x)) (P)

s.a XED

con x vectorde variablesde decisióndel problema,D subeonjuntode It”, y Zk,

firnciónreal denvariablesreales,zk:K~ e R,paratodokE (1,2, ...,q}.

Evidentemente,el hecho de que el número de funciones objetivo del

problema(P) seamayorqueuno implica que el conceptode óptimo del problema

de la programaciónmatemáticano seaadecuadoy que parasu resoluciónhaya

que definir conceptosde solucióndel mismo. Surgeasí el conceptode solución

eficiente,queenunciamosa continuación.

Definición 1. Solución eficiente.

Un punto x’« sedice que esun óptimo de Paretoo solucióneficiente del

problema(P) si no existeningúnX E D tal que:

Zk (x) =Zk (x*) paratodok e (1,2,...,q}

z~(x)czz~(x*)paraalgúnsE (1,2, ...,q}.U
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Es decir, x~’ es solución eficiente del problema(P) si no existe en el

espaciode decisiónun punto, distinto al considerado,que mejore o mantenga

todos los objetivos y mejoreestrictamentealgunode ellos. Denotamospor E al

conjuntode solucioneseficientesdel problema(P).

A partirde esteconceptose hanconsideradootros,relacionadoscon éste,y

quepasamosadefinir.

Definición 2. Solución débilmenteeficiente.

Un punto i? E D essolucióndébilmenteeficientesi no existex E D tal

que zk(x)<zk(x )paratodoke{1,2, ...,q}.U

De estadefinición se desprendequeun punto factible del problema(P) es

óptimo débil de Paretoo solucióndébilmenteeficientesi no existeotraalternativa

factible enel problemaque mejoreestrictamentetodoslos objetivosdel problema.

Denotamosporg ~al conjuntode solucionesdébilmenteeficientesde (P).

Una vez definidos los conceptosde eficiencia y de eficiencia débil,

consideramosahorala posibilidadde excluir algunasde las solucioneseficientes

del problema(P) que puedenno serdeseablespor cuantosuponenuna mejora

infinita de alguno de los objetivos sin empeorara los otros demasiado.Para

excluir estoscasossurgenlos conceptosde eficienciapropia.Nos centramosen

unosde ellos,el de eficienciapropiade Geoffrion.

Definición 3. Eficiencia propia de Geoffrion.

x” ED es solución propiamenteeficiente segúnGeoffrion del problema

(P) si eseficientey existealgúnnúmeroreal positivoM tal que paratodo

k E {l, 2, ..., q} y para todo x E D que verifique zk(x) <zk(x) existeal

menosun s e {l, 2 q} tal que zjx*) <z~(x) y’ además,se verifica

que:
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zk(x)zk(x) =M.U

z}x) — zjx*)

Esteconceptoestableceunacotacomúnsobrelas tasasde intercambiode

los objetivosque mejorany los que empeoran,cuandose comparauna solución

eficientecon las demássolucionesfactiblesdel problema.

DenotamosporE” al conjuntode solucionespropiamenteeficientessegún

Geoffriondelproblema(P).

Existen otros conceptosde solución propiamenteeficientes y se han

establecidorelacionesentre estos conceptos.Sawaragi, Nakayama y Tanino

(1985) analizanestosconceptos,así como el de solucióneficienteno propiay las

relacionesentreellos.

De las tres definicionesdadassededuceque, en general, el conjuntode

solucionesdébilmenteeficientes del problema (P) contiene al de soluciones

eficientesy éste,asuvez,al de propiamenteeficientes:E “c E c E d

Una vez definidos los conceptosde solución eficiente, débilmente y

propiamenteeficiente,analizamoslas condicionesparalas que podemosasegurar

que elpodemosasegurarla existenciade solucioneseficientesdel problema(P).

Teorema1. (Sawaragi,Nakayamay Tanino,(1985,pág.59).

Sea z una función vectorial, z=(z ,z4)’:R” —*R~ y sea D un

subconjuntocompactoy no vacio de It”. Si cadacomponentede z,
2k’ es

unafuncióncontinua,entoncesel problemamultiobjetivo(P):

Min(z,(x) zq(x)) (P)

s.a XED
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tieneunasoluciónóptimade Pareto.U

En cuanto a las técnicas existentes en la literatura para resolver el

problema(P), podemosagruparlasen técnicaso métodosgeneradores,técnicas

con información a priori y técnicas interactivas. Las diferencias entre estas

técnicas radican en la existenciade información previa a la resolución del

problemay del intercambiode informaciónentrelos dosagentesque intervienen

enel procesodedecisión(analistay decisor).Así, si pararesolverel problemano

se utiliza información acerca de las preferenciasdel decisor respectode la

solucióndel problema,la labordel analistase centraen la obtencióndel conjunto

de solucioneseficientesdelproblemao un subeonjuntode ésterepresentativo.Las

técnicasqueseencargande estosedenominantécnicasgeneradoras.

Si pararesolverel problemaseutiliza informacióna priori acercade las

preferencias del decisor, las solucionesobtenidas se denominansoluciones

satisfactoriasy los métodosde resolución técnicascon información a priori.

Finalmente, las técnicas interactivas se caracterizanporque la resolucióndel

problemaselleva a caboestableciendoun flujo de informaciónconstanteentre

analistay decisor. Las solucionesque se obtienenmediante estas técnicasse

denominansolucionesde compromiso.

Estudiamosbrevementeunade las técnicasgeneradoras:el métodode las

ponderaciones.

Método de las ponderaciones.

Pararesolverel problema(P) medianteel métodode las ponderacionesse

asignaunpesoo ponderaciónno negativoa cadaunade las funcionesobjetivo del

problema,y seplanteael problemade minimizar lasumade las funcionesobjetivo

del problema(P), ponderadacadauna de ellaspor el pesoasignadaa la misma.
Sea ~<y ,fiq)t el vector de pesos, /4 E ]RL. El problema asociadoal

problema(P) medianteel métodode las ponderacioneses:

18
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Mm S.ukZk(x) (P(g))

s.a XED

El siguienteteoremanosdeterminalas relacionesentre las solucionesdel

problema(P(kO)y las solucioneseficientesdel problema(P).

Teorema2. Sawaragi,Nakayamay Tanino(1985).

a) Supongamosque las funciones~ ..~z<, son convexasy que D es un

conjunto convexo. Si x~ es soluciónpropiamenteeficientedel problema

(P), existen p~ Mq~éUk >0 paratodokE {l,2,...,q}, tales que x’ es

solucióndel problema(P(pj).

b) Si x’~ es solución del problema (PQ.fl), con ji > O, entoncesx’ es

soluciónpropiamenteeficientedel problema(P).

c) Si x” essoluciónúnicadel problema(PQ.fl), con ji =O, entoncesx* es

solucióneficienteelproblema(P).M

A partir de esteteoremapodemosafirmar que si se verifica la convexidad

del conjunto de oportunidadesy de las funcionesobjetivo, el conjunto de

solucionespropiamenteeficientesdel problema(P) se puedeobtenersin másque

resolver el problema (P(ji)) para todos los posibles valoresdel vector ji con

componentesestrictamentepositivas.En cambio,si no severifica la condiciónde

convexidad algunasde las solucioneseficientesdel problema (P) puedenno

obtenersemedianteeste método. Además, a partir del apanado(c) de este

teorema,si consideramosvectoresde pesoscon algunacomponentenula (lo que

implica que la funciónobjetivo asociadaaesacomponenteno seconsideracuando

se resuelveel problema(P(ji))) podemosasegurarque la solución obtenidaes

eficientesólo si essoluciónúnicade (P(ji)). En otro caso,sólo podemosasegurar

quelas solucionesobtenidassondébilmenteeficientes.
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3. LA PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA Y LA PROGRAMACIÓN

MULTIORJETIVO EN LA ECONOMÍA.

Una vez analizados los conceptos de solución de problemas de

programación estocásticay de programación estocásticamultiobjetivo, nos

centramosenesteapartadoen laaplicaciónde éstosen la resoluciónde problemas

económicos.

A partir dela definicióndePrékopa(1995),señaladaanteriormente,deque

la programaciónestocásticaserefiere “al estudiode problemasde programación

matemáticaen los que algunoso todoslos parámetrossonvariablesaleatorias”,es

claratantosuaplicaciónaproblemasde naturalezaeconómicacomoel interésque

la programaciónestocásticatiene para la economía. En este sentido amplio,

consideramosque ello aparece reflejado en importantes libros actuales de

economíacomo,porejemplo: Sargent(1987ay 1987b),Conrady Clark (1987),

Duffie (1988),Laffont (1989),Zenios(1993),Dixit y Pindyck (1994),Takayama

(1994),Mas-Collel, Whinstony Oreen(1995)y Tapiero(1998).

Referencias importantes en la literatura económica que incorporan

modelosde optimizaciónestocástica,específicamentedinámica,son,porejemplo,

las siguientes: Chow (1975, 1981 y 1997). Kendríck (1981 y 1988), Mangel

(1985), Stockeyy Lucas (1989), Bertsekas(1995), Amman. Kendrick y Rust

(1996),Senguptay Fanchón(1997).

Tal y como comentanGravelle y Rees (1984), muchos aspectosde la

actividadeconómicano puedenmodelizarsesi el mareoteóricomedianteel quese

analizanno incorporan la aleatoriedadinherentea ésta. En estesentido, cabe

señalarque muchos problemaseconómicos,modelizadosen un ambiente de

certidumbre,admiten, de manera natural, una formulación como problemas

estocásticos,puestoque en estosproblemasalgunosparámetrosque se suponen

conocidospuedenno serloen el momentode tomar la decisión.En situacionesde

este tipo, si el problema de decisión se formula mediante un modelo de

programaciónmatemática,lacuestiónanteriorpuedetraducirseen la existenciade
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parámetrosenel problemaconvalor desconocidoy que puedensertratadoscomo

variables aleatorias,con lo cual, el problema a resolver es un problema de

programaciónestocástica.

La mayoríade los modelosteóricosenteoríaeconómica,en el ámbito que

estamoscomentando,utilizan, pararesolverlos problemas,la teoríade la utilidad

esperadade von Newman-Morgenstem(1947). Apoyándose en el llamado

Principio de Bernouilli, que Daniel Bemouilli sugirió para superarla famosa

paradojade SanPetesburgo,vonNewmanny Morgenstern,en la segundaedición

de suimportantelibro, que daríaorigena la Teoríade Juegos,demostraronque si

se cumplen determinadosaxiomas, las preferenciassobre loterías puedenser

expresadas en términos de utilidad esperada,para problemasde decisión en

ámbito dc riesgo. Diferentes formulacionesde estos axiomas se encuentran

tambiénen Hersteiny Milnor (1953)y Hausner(1954).Estosconceptos,asícomo

una nuevaformulación axiomática,fueron divulgadosy difundidospor Luce y

Raiffa (1957).

En otros trabajosde economía, más aplicados,encontramostambién1os

otros tratamientosy métodosde soluciónde problemasestocásticoscomentados

en el apartadouno. Ya en 1976, Stancu-Minasiany Wets, en una descripción

exhaustivade publicacionesde trabajos de investigaciónsobre programación

estocásticaentre 1955 y 1975, señalan,como aplicacionesen economía, 11

trabajos sobre economíaagraria, 26 sobre planificación económica,49 sobre

economíafinanciera,6 sobremodelosde inventario, 21 sobreplanificaciónde la

producción, 11 sobre economíade recursosnaturalesy 14 sobre diferentes

problemasde asignacióno transporte.Desdeentonces,hanaparecidomuchasmás

publicaciones.Citemos, por ejemplo, las siguientes:Prékopa,Gankzer,Deak y

Patyi (1980), Coté y Laughton(1982),Kelle (1984), Sherali,Soyster,Murphy y

Sen (1984),Markowitz (1987),Bloom (1988),Dempstere Ireland(1988),Black,

Dermany Toy (1990), Konno y Yamazaki(1990), Dupacova(1991a y 1991b),

Dupacova,Gaivoronski,Kos y Szantai (1991),Pinter(1991),MacLeany Ziemba

(1991), Escudero,Kaseman,King y Wets (1993), Golub, Holmer, Mackendall,

Pohímany Zenios (1994),Zenios (1995), Ab, Escuderoy Guignard-Spielberg

(1995),Metters(1998).
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Por otro lado, muchosproblemasde naturalezaeconómicase caracterizan

tambiénporqueen la elecciónde la mejor decisiónse han de teneren cuenta

varios criterios y, por tanto, se desea alcanzar más de un objetivo. La

programaciónmultiobjetivo y, en general,la teoríade la decisiónmulticriterio, se

encargade la resoluciónde problemasde estetipo y, por tanto, su aplicación a

problemaseconómicosesclara. Así, tal y como comentaRomero(1993), Milton

Friedman,enel primercapítulode sulibro Teoríade Precios,publicadoen 1962,

enfatizael caráctermulticriterio de los problemaseconómicos,al considerarcomo

económicossólo los problemasen los que subyacela existenciade criterios

múltiples.Cuandoel problemade decisiónseestableceen basea un solo criterio,

nosencontramosantelo que Friedmanllamaun problematecnológico,en el que

no existen problemasde elección propiamentedichos. De hecho, uno de los

conceptosmás importantesen teoríade la decisiónmulticriterio esel de solución

eficiente,quesedebeal economistaVilfredo Pareto,quienintrodujo esteconcepto

en el sigloXIX.

En estesentido,hay que señalarque existenmuchostrabajosen los que se

aplica la teoríade la decisiónmulticriterio a problemasde naturalezaeconomica.

Así, en el apéndicebibliográfico del libro de Romero(1993) se dan muchas

referenciasde aplicacionesa diferentesáreasde la economía,talescomo finanzas,

inversión, mercadotecnia,producción, programación económica o recursos

ambientaleso naturales.Porotraparte,un libro recientede Ballesterosy Romero

(1998)estudiala conexiónentreel análisiseconómicoy la teoríade la decisión

multicriterio.

En este trabajo nos proponemos profundizar en la programación

estocástica(con una sola función objetivo) así como estudiarproblemasde

programación matemática que incorporan los dos aspectos comentados

(estocásticoy multiobjetivo). A partir de las consideracionesanteriores,queda

claroel interésque tieneparala economíalos temasquevamosatratar.

El desarrollode la programaciónestocásticamultiobjetivoesrelativamente

reciente.Uno de los primerostrabajosque se ocupande problemasde estetipo es

el de Contini (1968), en el que se analiza la resoluciónde problemasde
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programaciónpor metas con parámetrosaleatorios. En los años 80 aparecen

trabajosque analizan la resoluciónde estosproblemas,como los de Leclerq

(1981a, 1981b y 1982). Stancu-Minasianen su libro “StochasticProgramming

with Multiple ObjecriveFunctions” recogelos trabajosexistentesen estecampo

hasta 1984 y analiza las posibles formas de resolverproblemasde estanaturaleza.

Cabedestacartambiénel capítulo8 del texto de Goicoechea,Hanseny Duckstein

(1982), en el que se describeel método PROTRADE, método interactivo para

problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo. Surgen,posteriormente,

otros trabajos como los de Teghem,Dufrane,Thauvoye,y Kunsch(1986),Stancu-

Minasian y Tigan (1984, 1988), ~L=ncu-Minasian(1992), Slowinski y Teghem

(1990), Urli y Nadeau(1990) y los trabajosmás recientesde Ben Abdelaziz

(1992)y BenAbdelaziz,Langy Nadeau(1994y 1995).

Debemos destacar, además, que la programación estocásticay la

programaciónestocásticamultiobjetivo ha sido aplicadaa problemasreales.Así,

Goicoechea,Hanseny Duckstein(1982) formulanun problemade programación

estocásticamultiobjetivo correspondientea un modelo Input-Outputen el que

existenparámetrosquesonvariablesaleatoriasy lo resuelvenmedianteel método

interactivo PROTRADE. Teghem y Kunsh (1985) aplican resultados de la

programaciónestocásticamultiobjetivo en la planificación de un sistema de

producción de energía. Easton y Rossin (1996) proponen un modelo de

planificación del empleo que resuelven mediante programación por metas

estocástica.García Aguado (1998) estudia,medianteprogramaciónpor metas

estocástica,un problema de planificación de la produccióny un problemade

financiaciónde unaempresamultinacional.
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2. PROGRAMAC¡ÓN ESTOCÁSTICA (1)

En estecapítulo abordamosla resoluciónde problemasde programación

estocásticamedianterestriccionesprobabilísticaso de azarseparadas.En primer

lugar estudiaremosla transformacióndel conjunto de oportunidadesen su

determinista equivalente, centrándonosen el apartado dos en restricciones

estocásticaslineales. Posteriormente,en el apanadotres, veremos cómo se

transformala funciónobjetivoestocásticaensudeterministaequivalente.Paraello

se considerandistintoscriterios de transformacióndefinidosen la literatura y se

aplican a funcionesobjetivo de tipo lineal. Esteanálisisnospermitiráobtener,a

partir de un problemade programaciónestocástica,su deterministaequivalente,

problemacuyasoluciónesconsideradaóptimaparael problemade partida.

1. RESTRICCIONES PROBABILÍSTICAS O DE AZAR.

Consideremoselproblemade programaciónestocástica:

Mm’ 2Xx, 4)

s.a g,(x,4)<0 i=1,2,...,m (PE)

xeD

con ~ vector aleatorio,definido sobreun conjunto E c R’. Suponemosdadala

familia IR de eventos, es decir, subconjuntos de E, y la distribución de

probabilidadP definida sobreIP, de maneraqueparacualquiersubconjuntode lE,

A c E, A e IP, la probabilidadde A, P(A), es conocida.Además,semantienela

hipótesisde que la distribución de probabilidad,P, es independientede las

variablesdedecisión,x, x~.

Suponemosque las funciones~‘(x,~),g,(x,~),g2(x,~) ~jx,4), X E

R”, estándefinidasen todo el espacioK” x E.
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Chames,Cooper y Symonds introducenen 1958 en su trabajo “Cost

Horizonsand CertaintyEquívalents:An Approachto StochasticProgrammingof

HeatingOil” la aproximaciónprobabilísticao de azarpararesolverproblemasde

programaciónestocástica.La idea básicade esteenfoquees la de exigir que se

verifiquen las restriccionesestocásticasdel problema con una determinada

probabilidado enunaproporciónde casos.

Así, dadoel problemade programaciónestocástica:

“Mm’ 2Xx, ~)
1

s.a g,(x,~) =0,i = 1,2 m (PE)

XE D

suresoluciónmedianterestriccionesprobabilísticaso de azarconsisteenobtenera

partirdel problemaestocástico,un problemadeterminista,denominadoproblema

deterministaequivalente,cuya solución es consideradasolución del problema

estocástico. Para obtener el problema determinista equivalente mediante

restriccionesprobabilísticaso deazarseexigeque las restriccionesdel problema

se satisfaganal menos en una proporción de casos o con una determinada

probabilidad,fijada a priori.

La transformacióndel objetivo estocásticoen deterministase realiza en

basea las propiedadesestadísticasdel objetivo y dependede las preferenciasdel

decisor.Existendistintos criterios parallevar a caboestatransformación.En los

primerostrabajosde programaciónestocásticacon restriccionesde azarsefijaba

como criterio el valor esperadode la función objetivo, posteriormentese han

establecidootros criterios. Todo esto será objeto de estudiomás adelante.Nos

centramosahora en la obtención del conjunto de oportunidadesdel problema

deterministaequivalentea partir del conjunto de oportunidadesdel problemade

programaciónestocástica.

Como se ha señalado anteriormente, para obtener el conjunto de

oportunidadesdel problemadeterministaequivalenteseexigeque las restricciones
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del problemaseverifiquencon unadeterminadaprobabilidado en una proporción

de casos.Esta probabilidadpuedeser fijada para que la verifiquen todas las

restriccionesconjuntamente,y el problema resultantees un problema con una

restricción de azar conjunta, o bien, de maneraseparada,estableciendouna

probabilidadpor restriccióny un problemaal que sedenominade restriccionesde

azar separadas.En ambos casosel resultado es que cualquier solución del

problema deterministaequivalentees factible al menos con una determinada

probabilidado en unaproporcióndecasos.Además,el conjuntodeoportunidades

del problema determinista equivalente resultante variará en función de la

probabilidadfijada.

Si sedeseaque el conjunto de restriccionesestocásticasdel problemase

verifique con una probabilidad fijada a priori, a E (0, 1), el conjunto de

restriccionesestocásticasdel problema (PE) se sustituye, en el problema

deterministaequivalente,por la siguiente restricción, a la que se denomina

restricciónprobabilisticao de azarconjunta:

P(g>(xÁ,)=0,~<2(x,~) =0 g’~(x,~) =0)= .IdF(t) =a (1)
o

dondeF esla funcióndedistribuciónconjuntadelvector:

0= {t:(g~(x,t) =0,g2(x,t)=0,...,g~,(x,t)=0)} y 1 - a es el riesgo admisible

parael decisorde quela solucióndel problemaseano factible,puestoque:

Obsérvese que si para todo x E D c RY, las variables aleatorias

~ (x,~),~<2(x, ~,) ~ (x, ~,)sonmutuamenteestadísticamenteindependientes,la

restricción(1) setransformaen la restricción:
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ni

P(g1(x,4)=0,~‘2(x,~,) =0 g~(x,¿,)=0)= flP(~}x4) =0)=a
1=1

En el caso de que se deseeque cadarestricción se verifique con una

determinadaprobabilidada, E (0, 1), i = 1, 2, ..., m, (restriccionesprobabilísticas

o de azar separadas)tendremosen el problema deterministaequivalente ni

restriccionesdeterministasde la forma:

1~
P(~,(xÁ,) =0)= jdF(t)=a1, i 1, 2, ... m (2)

(ji

donde F es la función de distribución de la variable aleatoria ~(x, ~) ~‘

= {t~jx,t) =0>.En estecaso,al fijar unaprobabilidada1,se consideraqueel

riesgoadmisibleen el problemaparala restriccióni-ésimaes 1 - a1. Al mismo

tiempo, se tiene que el riesgo de que una soluciónsea no factible, es decir, el

riesgode queno se verifique algunade las restriccionesdelproblema,serámenor

o igual que _

De todo lo anterior se deduceque dado un problemade programación

estocástica,si se decide resolveréstemedianteprogramacióncon restricciones

probabilísticaso de azarsedeberádeterminarsi sedesearesolvermedianteuna

restricción de azar conjunta, del tipo (1), o mediante restriccionesde azar

separadas,del tipo (2). La elección dependeráen buenamedida del tipo de

problema que se deseeresolver y de la situación que estemosmodelizando

medianteel mismo. Evidentemente,la elección de restricción conjunta o de

restriccionesseparadases importante,puestoque las restricciones(1) y (2) son

distintas y, por tanto, para un mismo problemade programaciónestocásticase

tienen problemasdeterministasequivalentescon conjuntos de oportunidades

distintos,dependiendode que se elija restricciónde azarconjuntao restricciones

deazarseparadas.

En general,la resoluciónde problemascon una restricciónprobabilística

conjuntaesmáscomplicadaque la de problemascon restriccionesprobabilisticas
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separadas.Esto da lugar a que en muchos casos,en los que inicialmente se

consideraapropiadoplantearel problemamedianteuna restricción conjunta,se

reemplaceéstapor restriccionesseparadasa la hora de resolverel problema.En

estos casos,fijado un valor para a E (0, 1), hemosde sustituir la restricción

conjunta:

P(~,(x,)=0,g2(x,~)=0 (1)

porel conjuntode restricciones:

P(~,(x,~)<0)>a. = 1, 2, ..., m (2)

y surge el problema de determinarlos valores que hemos de asignar a las

probabilidadesde las restricciones probabilísticas separadas:a ,a~, de

maneraque se verifique la restricciónprobabilísticaconjunta. Puesbien, si se

eligenvaloresparaestasprobabilidadesqueverifiquenla desigualdad:

¡=1

podemosafirmar quecualquierX E D que satisfagael conjuntode restriccionesde

azarseparadas(2):

P(~K(x ~)<0)>a~_ ¡ 1, 2 m (2)

verificarátambiénla restricciónde azarconjunta(1):

(1)

puesto que para cada E {1, 2, ..., m}, si definimos Q, como el

g (x) < O severifica que:
suceso
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P(~(xÁ)=0)=p(o )>a.

y, por tanto:

ZPW-m=Za, -m
1=1

Dadoqueexigimosque severifique X(1
¡=1

—a,)=1— a, o de maneraequivalente:

ph

Za, — m=a —1, apartir de (3) tenemos

¡=1

Finalmente,aplicandola desigualdadde Boole’:

4ñQ}

a(4) tenemosque:

P(ñRj-
‘=1

nl

1=
1=1

Desigualdad de Boole (Prékopa (1995), pág. 179):
Dados A1,...,4 eventos arbitrarios de un espacio de probabilidad arbitrario, se verifica:

)(UA)<XPAÁ.
1=1

Si aplicamos esta desigualdad a los eventos complementarios A,,..., A:,apartir de la
desigualdad anterior se verifica:

Ifl A, =Zp( A,) (m — 1)

u

(3)

ni

Ea,—m=a—l (4)

ph

Za, - ni =a -1
,=1
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y portanto:

Evidentemente,la eleccióndel valor de la(s) probabilidad(es)influye en el

conjunto de oportunidadesdel deterministaequivalente y, por tanto, en el

conjuntode solucionesfactiblesdel problema.

La resolución de problemas de programación estocásticamediante

restriccionesprobabilísticaso de azares,en general,dificil, ya que en la mayoría

de los casosestasrestriccionesno definenun conjuntode oportunidadesconvexo

y requierenmétodosde integraciónnuméricaparaobtenerel conjuntode puntos

factiblesdel problema.Paraun análisisde laspropiedadesde estasrestriccionesy

de los métodosde resoluciónexistentesde estosproblemasvéasePrékopa(1995,

caps.10 y 11) y Kall y Wallace(1994,caps.1 y 4).

En este trabajo nos centraremosen la resolución de problemas de

programaciónestocásticay de programaciónestocásticamultiobjetivo medianteel

enfoquede restriccionesprobabilísticaso de azarseparadas.

Sean a, ,a2,... san, las probabilidadesfijadas para las restriccionesdel

problema(PE), a1 e (0,1), ¡ = 1, 2 m. En esecaso,la transformaciónde este

conjuntode restriccionesestocásticasensudeterministaequivalentemedianteeste

criterio es,comohemosvisto anteriormente:

P(~1(x,~)=0)=fdF}t)=a,, ¡ = 1, 2,... ni

donde F es la función de distribución de la variable aleatoria ~ (x, ~) y

O = {t~Áx,t) =01.En estecaso,al fijar unaprobabilidada,, seconsideraqueel

riesgoadmisibleen el problemaparala restriccióni-ésimaes 1 . a..
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Comohemosvisto antes,la obtenciónde restriccionesprobabilísticaso de

azares,en general,complicada.Sin embargo,en determinadoscasos,esposible

obtenerexpresionesequivalentesala anterior, fácilmentemanejablesa la horade

resolverel problemade programaciónestocástica.A continuaciónveremosestos

casos.Paraello, seestablecendeterminadashipótesisacercade la distribuciónde

probabilidadde los parámetrosaleatoriosdel problemay acercade la estructura

del mismo En concreto, analizaremos estas restricciones para problemas

estocásticoslineales,fijando determinadashipótesisacercade la distribuciónde

probabilidadde los parámetrosaleatoriosdel problema,que danlugara conocerla

distribución de probabilidad de la variable aleatoria ~ (x, a,). Además,

analizaremosla aplicación de una desigualdadestadística,la desigualdadde

Cantelil, quenospermitiráobtenerunacotasuperiorde la funciónde distribución

de la variable aleatoria ff, (x, ~). La aplicación de esta desigualdada las

restriccionesprobabilisticasnospermitiráobtenerun subconjuntodel conjuntode

puntos que verifican las restriccionesde azar,para los casosen los que se

desconocela distribuciónde probabilidadde estavariablealeatoria.
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2. RESTRICCIONES PROBABILÍSTICAS LINEALES.

Consideremosel problema de programaciónestocásticalineal, cuya

formulacióngenerales:

“Mm’ tx
x

s.a Ax=b (PEL)

x=O

dondeA esunamatrizde ordenmxncuyoselementos,d~, i =1, 2, ..~, m,j = 1, 2,

ti, son variables aleatorias,y b e RY~ y ~ e ]RY son vectores cuyas

componentessontambiénvariablesaleatorias.

Suponemosque se conocela distribución de probabilidad de todos los

parámetrosaleatoriosdel problemay que todos estos parámetrosson variables

aleatoriascontinuas.

La transformaciónde cadauna de estasrestriccionesestocásticasen su

determinista equivalentemediante el criterio de restriccionesprobabilísticas

separadases:

P(~1x=b1)=a1

P(~2x=b2)=a2

P(i7mX=bn,)>a_

donde~, =(d,,,...,d,~)esel i-ésimovectorfila de la matriz 14 y a,e (0, 1) es la

probabilidadcon laque sedeseaque se verifique la restricción i-ésima, i = 1, 2,

En adelante, estudiaremos la transformación de las restricciones

probabilísticasP(i2x C b.) > a~ en otras equivalentesa éstas. Dividimos este

análisisen funciónde queel vectordecoeficientestécnicosde cadarestricciónsea
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determinista,a1, con lo cual sólo el recursode la restricción, V, esuna variable

aleatoria,o bien algunasde las componentesdel vectorde coeficientestécnicos

seanvariablesaleatorias,ir,.

2.1 RECURSO ESTOCASTICO Y COEFICIENTES TÉCNICOS

DETERMINISTAS.

Supongamosque la restriccióni-ésimadel problemaestocásticolineal es

de la forma:

a.x < b

con a1 =(a4,...,a1~1),
0q e R, j 1, 2, ..., ti. Su deterministaequivalente

mediante el criterio de restriccionesprobabilísticasseparadas,fijando

probabilidadparala restriccióna, e (0,1),es:

P(a.x < £)> a,

Puestoque se verifica que P(a.x <5) = í— =a
1x), la restricciónde

azaranterioresequivalentea:

‘(5 <a.x)=yax)<í—a~

dondeF~ esla funciónde distribuciónde la variablealeatoriab.

Obsérveseque la restricción del problema determinista equivalente

dependede las característicasde la funciónde distribuciónde la variablealeatoria

Si la función de distribución de la variable aleatoriab es estrictamente

creciente,tal y como la que apareceen la figura 1, paratransformarla restricción

una
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anteriorbastacondeterminarel valor ~ del soportede distribuciónde la variable

aleatoria~ tal que íjQ~)=í—a,, con lo cual Fj(1—a1)=~ y la restricción

probabilísticadel problemasetransformaen:

P(ax<5)>a, =$Fg (s.x)<1— a

lo que implica que:

a.x < u’(í — a1) =

F(~)

1

1~ ‘y.

77 ti

FIGURA 1

Sin embargo,tal y como señalaVajda (1972) en general, la función de

distribuciónde lavariablealeatoriab, no tiene porqué serestrictamentecreciente.

Consideremosel casoen el que la función de distribuciónde la variablealeatoria

no esestrictamentecreciente,sino sólo no decreciente,como,por ejemplo, la

queapareceen la figura dos.
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P(b)

1- ¿g

4

FIGUíoX 2

Enesecaso,cualquier~ E [b1,b2] estal que F~ (q)= 1— a,. Puestoquelo

que se deseaes que .p(a x <5)> a1, elegimosen estecaso el mayor ~ tal que

1—a,.

Así, definimos fA(9) como el mayorvalor ~ tal que 1< % <9, es

sup{q:F,Jq)=9}

y la restricciónprobabilísticadel problemaesahora:

a1x

puestoque:

a.x<sup{q:F>q)=1 - a,

decir:

a,)
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Deestaforma,exigiendo a~x=ry’(í — a,),setieneque a1 x serámenoro

igual que cualquier q menor o igual que t’(í — a,) que puedaalcanzarla

variablealeatoriab, y queseatal que F~ (~) = 1— a1.

Por tanto, si la restriccióni-ésimadel problemaestal que los coeficientes

técnicosde la misma son parámetrosdeterministasy sólo el recurso, b1, es

variablealeatoria,la restricciónprobabilísticaasociadaa la restricciónestocástica

eslineal y de la forma:

a.x < — a,)

con 17’(l—a,)=sup{17:FÁq)<l--a,} parael caso en el que la función de

distribución de la variable aleatoria b, sea no decreciente y

F$(1— a,) = F¿’ (1— a,) parael casoen el que la función de distribuciónde A
seaestrictamentecreciente.

Ejemplo.

Supongamosunarestricciónestocásticalineal de la forma:

—3x, —2x2 =b1

donde /,~ es una variable aleatoriaque sigue la distribución uniforme sobreel

intervalo (-3, 1), b1-~~U(-3, 1). La restricciónde azarcorrespondiente,para una

probabilidada, es:

P(—3x, —2x2 =b1)=a1

quepodemosexpresartambiéncomo:
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P(b1 =—3x,—2x2)=Ej—3x¡ —2x2) =1—a1

Puesto que b1 U (-3, 1), si fijamos a, = 0.85 tenemos que
14$ (1—a,)= 14» (0.15)= —2.4, con lo cual la restricción probabilística es

equivalentea:

3x1 +2x2 =2.4

Como ya se ha comentadoanteriormente,en estecaso se mantienela

linealidadde las restricciones.M

Antes de pasar a ver el caso en el que los coeficientestécnicos son

variablesaleatorias,obsérveseque, si bien en esteapartadohemossupuestoque

las restricciones del problema son lineales, ~ (x,b,) = a.x— b <0, las

transformacionesanteriormenterealizadasseríansemejantespararestriccionesno

lineales del tipo: g, (x) — /,, =0. En ese caso, la restricción de azar para una

probabilidada, E (0,1)seríala restricciónno lineal:

g,(x)=Ej(1—a,)

con 147(1—a,)=sup{qvF(q)<l—a¡}.
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2.2. COEFICIENTES TÉCNICOS ESTOCÁSTICOS.

Consideramosahorael casoen el que algunoso todos los elementosde la

fila i-ésimade la matriz A, á~ = (d,1 ,...,d,,,) son variablesaleatorias,lo que da

lugaraque la restriccióni-ésimadel problemade programaciónestocásticaseadel

tipo:

si el recursoesdeterminista,o biende la forma:

~, x=b

en casode queel recursode la restricciónseatambiénvariablealeatoria.

En el primer caso, la restricción de azar asociada a la restricción

estocásticaes,paraunaprobabilidadcx, E (0, 1):

P(á1x =t,) = P(¡1x — t, =0)= FV(X)(0)=a,

con 35~ (x) = — t1 y “5(x) sufunciónde distribución.

Por otro lado, si el recursoesunavariablealeatoria,la restricciónde azar

asociadaala restriccióná1x=t,, fijandounaprobabilidada E (0, 1), es:

con 3Y, (x) = — t, y F~ ~ la función de distribución de la variable aleatoria
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A partir de aqui se deduceque si los coeficientestécnicosde la restricciónson

variablesaleatorias,la restricciónde azarcorrespondientedepende,no sólo de la

distribuciónde probabilidadde los parámetrosaleatoriosde la restriccióni~, sino

tambiéndel vectorx. Esto da lugar a que la transformaciónde la restricciónde

azarseacomplicada.Sin embargo,comoveremosa continuación,si se establecen

determinadashipótesissobre la distribución de probabilidadde las variables

aleatoriasde la restricción,es posibletransformarestasrestriccionesde manera

similar al casoenel que sólo el recursode la restricciónesvariablealeatoria.

A continuaciónanalizamosdoscasosen los que esposibletransformarlas

restriccionesprobabilísticasde estetipo. En primer lugar supondremosque la

distribución de probabilidad de la variable aleatoria y, (x) es normal y

posteriormenteseanalizaráqué ocurrecuandola variablealeatoria57, (x) depende

linealmentede unavariablealeatoriat

a) Distribuciones estables.Casonormal.

Existenalgunasdistribucionesde probabilidad,denominadasestables,para

las que la distribuciónde probabilidadde lavariablealeatoria571(x) = ~1x— t, no

dependede x sino sólo de las distribucionesde probabilidadde los parámetros

aleatorios~, = (a,>,,a,2 a,,,) y t,. Definimos, enprimer lugar, el conceptode

distribución estable y posteriormente nos centramos en una de estas

distribuciones.

Definición 1: Distribución de probabilidadestable.(Pately Read,1982,

pág. 28).

Sean ~4,~ 4 ti + 1 variables aleatorias independientes e

idénticamentedistribuidas(i.i.d.).

SeaS=34,.Sediceque ladistribuciónde ~ esestablesi:
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1,
(i) existenconstantesc y y talesque la variablealeatoria8 = tienela

1=I

mismadistribuciónquela variablealeatoriac4 + y.

(u) la distribuciónde 4 no estácentradaen el origen.M

En definitiva, el concepto de estabilidad de una distribución de

probabilidadse traduceen que unacombinaciónlineal de variablesaleatoriasque

sigan estadistribución, sigue la misma distribución que las variables aleatorias

quela forman,

Una de las distribucionesestableses la normal, lo que explica que en

muchosde los estudiosrealizadoshastaahoraen programaciónestocásticacon

restriccionesde azarseestablezcala hipótesisde normalidaden la distribuciónde

probabilidadde los parámetrosaleatoriosdel problema.

Casonormal.

Paraanalizarla transformaciónde la restricciónprobabilísticaanterior,

consideraremosque tanto el vectorde coeficientestécnicosa1 =

como el recurso/,, son variablesaleatorias,esdecir,suponemosque la restricción

estocásticai-ésimadel problemade programaciónestocásticaesdeltipo:

i.x<b.

Paraestarestricción,la restricciónprobabilisticao de azarasociadaes:

Posteriormente,una vez analizada la transformación de esta restricción,

consideraremosel casoen el que el recurso, t1, esun parámetrodeterministade

valor conocido.
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Este casoes el que analizaronChames,Cooper y Symonds(1958) en el

trabajoenelqueintroducenel conceptode restricciónprobabilísticao de azar.

Supongamos que el vector (i~,—b,)=(d114125...,d,,,,—tj,sigue la

distribución normal multivariante, con valor esperado (~, ,—t1),

= (a;7~a;2 ~), y matriz de varianzasy covarianzasy1, cuadrada,de orden

n+ 1 y definidapositiva.

Bajo estashipótesis,puestoque la distribución normal es estable,para

cadax se tiene que ~x esuna variable aleatorianormal, y, además,la variable

aleatoria571(x) = ~1x— t, sigue tambiénla distribución normalde valor esperado

y}x)=í~x—b, yvarianzaVar{~(x)) =(x
t
5l)V~(x

t,l)’.

Si estandarizamoslavariablealeatoria3% (x), restándolesuvalor esperado

y dividiendo estadiferenciapor su desviaciónestándar,obtenemosla variable

y,(x)y,(x

)

aleatoria que sigue la distribuciónnormalde valor esperadocero y
Var{37 (x)}

varianzauno. Dadoque:

P(37.(x) <0) = jYi(x)—it(x) < —57,(x) = —y,(x

)

Var{ 3”, (x)} Var{3% (x)}

con 1 la función de distribuciónde la normalde valor esperadocero y varianza

uno, tenemosque la restricciónde azar:

P(¡.x<t)= P(3Y}x)=0)=a,

esequivalentea:

4(x)

Var{3%(x)} ) > a.
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Puesto que la función de distribución c» es estrictamentecreciente,podemos

transformarladesigualdadanteriorde la forma:

Var{3Y}x)}

o biencomo:

cIv’(a,) ‘var{ji,(x)} +jjx)=O

Sustituyendolas expresionesdel valor esperadoy la varianzade la variable

aleatoria 31
1(x), ji3}x)=¡~x—b1 y varianza Var{ji,(x)} =(x’,1)V1(x

t,l»,

obtenemos:

c1(a,) (x~,l)V
1(x

1,1)1 ±¡~x—b,=0.

Así pues, bajo las hipótesis establecidas,tenemosque la restricción

probabilisticaP(i.x <b~)> a. esequivalentea la restricciónno lineal:

Por otro lado, si el recursode la restricciónno es una variablealeatoria,

sino un parámetro del problema con valor conocido, si el vector

= (a;>,,~ ¿í,j, sigue la distribución normal multivariante, con valor

esperado¡¡ = (a;~.a;
2 a;>~) y matriz de varianzasy covarianzasV~, cuadrada,

de ordenti y definidapositiva, la variablealeatoriaji, (x) = — t, sigue también

la distribución normal de valor esperado 5% (x) = — t, y varianza

Var{ ji1 (x)} = x
tV

1x. En esecaso,la transformaciónde la restricciónprobabilística

P(~1x<b) > a es semejanteal caso analizadoy se obtiene la restricciónno

lineal:
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cV’(a1) x’V1x+¡1x—b <0

Como puedeobservarse,en amboscasoslas restriccionesque se obtienensonno

lineales.El siguienteteoremanospermitedeterminarbajo qué condicionesestas

restriccionesdefinenconjuntosconvexos.

Teorema1. (Stancu-Minasian(1984),págs.94-95).

SeaV esunamatrizde ordennxn al menossemidefinidapositiva, entonces

la fimción q’(x) = xWx esunafunciónconvexa.M

Así pues, a partir de este resultado, tenemos que las restricciones

anteriormenteobtenidasdefinenconjuntosconvexospara valores de qv’ (a)

mayoreso igualesque cero.Comola función 4> esla funciónde distribuciónde la

normal cero uno, se verifica que 41’(a,) es mayoro igual que cero paravalores

de a, mayoreso igualesque 0.5. Esto implica que la probabilidadcon que se

deseaque severifique la restricciónestocástica,a1, ha de sermayor o igual que

0.5 paraque el conjuntoque define la restricciónseaconvexo,condiciónque no

esmuy fuerte,puestoque esnormalque la probabilidadfijada parala restricción

estocásticaseaalta.

Antesde pasara ver un ejemploen el que seobtienenlas restriccionesde

azarparadosrestriccionesestocásticasdel tipo quehemosvisto enesteapanado,

hemosde señalarque en casode que la restricciónestocásticaseano lineal, del

tipo g, (x, ~)=0, si la distribución de probabilidad de la variable aleatoria

~,(x, t) es la normal, la transformaciónde la restricción probabilística es
semejanteal caso lineal, que acabamosde analizar.Sin embargo,en general,es

dificil encontrarrestriccionesno lineales talesque la variable aleatoria~, (x, ~)
seanormal,aún cuandoel vector de parámetrosaleatorios~ siga la distribución

normalmultivariante.Eso nosha llevado a considerarsólo el casolineal, puesto

que la transformaciónque habríaquellevar acabopararestriccionesno linealeses

semejanteala queacabamosde realizar.
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Ejemplo.

Consideremosla restricciónestocástica:

d2>,x, +d22x2 =1,2

donde el vector

valor esperado

(a2>,,a225~bjt sigue una distribución normal multivariante de

(3

(4,5,—20)~ y matrizde varianzasy covarianzasy2 =

2
4 l¡y,

1 9)

por tanto, la variablealeatoriaa2>,x>, + — ~2 sigue la distribuciónnormalcon

valor esperado4x>, + 5x2 —20 y varianza3< + 4< + 4x>,x, + 2x2 + 9.

Paraunaprobabilidada2 E (0, 1), la restricciónprobabilísticaasociadaa

la restricciónestocásticaanteriores:

P(d21x,+d22x2 —~2 =0)=a,

A partir de los resultadoanteriorestenemosque esta restricción es

equivalentea:

@‘(a2)V3x] +44 ±4x,x2±2x2+9 +4x>, ±5x,=20

Fijando una probabilidad a2 = 0.925, puesto que «Y’(0.925) = 1.43953,
obtenemos:

lA3953J3x + 44 + 4x,x2 + 2x2 + 9 + 4x, + 5x2 =20

Se obtiene,por tanto, una restricción no lineal, que, parala probabilidad

fijada, defineun conjuntoconvexo.

45



2. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA (E)

b) Aleatoriedad simple.

Analizamos en esteapartadola transformaciónde restriccionesde azar

cuandotodos los parámetrosaleatoriosde la restriccióndependenlinealmentede

una única variable aleatoria 7. Esta hipótesisha sido formulada por Stancu-

Minasian en distintos trabajos(véase,por ejemploStancu-Minasian(1984),pág.

189), parafuncionesobjetivo estocásticasde tipo lineal. Nosotrosconsideramosa

continuaciónsuaplicaciónsobrerestriccionesprobabilísticaslineales.

La mayorventajade estecasoes que da lugar a la transformaciónde la

restricción probabilísticaen una restricción lineal de manerafácil, tal y como

vemosa continuación.Analizaremos,en primer lugar, qué ocurresi el recursode

la restricción es un parámetro determinista. Posteriormentese estudiará el

problemacon recursoaleatorio.

Consideremosde nuevola restricciónestocástica:

Supongamosque el vector fila ~ dependelinealmentede una variable

aleatoria continua, t , con distribución conociday función de distribución F
1 2

estrictamentecreciente,de maneraque ¡, = a,’ + Ya~, con a~,a,,vectoresfila dc
ti componentesreales,<,a1 E RS’. Supongamos,además,que el conjunto de

oportunidadesdel problemadeterministaequivalentees tal que se verifica que
2

aix> 0.

Con estascondicionessetieneque:

P(~.x<b.)=P((a±Ta2)x<t)=P(Ta?x=&~a!x)

— Ffj =~‘ B~j= dt~ ;-;:xjJ
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puestoque suponemosque a~x>0. Dado que se mantienela hipótesisde que

función de distribuciónde la variablealeatoria, t , F,, esestrictamentecreciente,

tenemosquela restricciónprobabilística:

esequivalenteala restricciónlineal:

a,’x+Fj’(a,)ax—b <0

Supongamosahoraqueel recursode la restricciónestocásticaesaleatono:

a.x<b

y que el vectorfila ff, dependelinealmentede unavariablealeatoriacontinua, t

con distribuciónconociday funciónde distribuciónF, estrictamentecreciente,de

maneraque i, = a,’ + Yafl con a ,a~, vectoresfila de ti componentesreales,
It 2

a~ ,a1 E RUt Además,se verifica que la variable aleatoriab, dependetambién

linealmentede lavariablealeatoria7, de tal formaque b, = t~’ + 7b7, con t) ,b~
2 E

Si severifican las hipótesisanteriorestenemosque:

P(~Áx=t¡)=P(a!x±ía2x<bI+Tb/)=P(t(a~x—t7)=tI—a~x)

Supongamos,además,que el conjunto de oportunidadesdel problema

deterministaequivalenteestal que severifica que a x — tJ >0.

Entonces,apartirde la igualdadanteriorobtenemos:
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y la restricciónde azarP(~.x=5)>a, esequivalentea la restricciónlineal:

ax+F7(a,)a~x—t1’—y’(a)b/ =0.

De todo esto sededuceque si el conjuntode parámetrosaleatoriosde la

restricciónestocásticalineal dependelinealmentede una variable aleatoriaque

verifica determinadascondiciones, la restricciónde azar del problema puede

transformarseen una restricción lineal. Ilustramos esto mediante el siguiente

ejemplo.

Ejemplo.

Consideremosla siguienterestricciónestocástica:

a>,>,x>, +a>,2x, =b3

Supongamosque el vector (¾,d32,— b3) dependelinealmentede una

únicavariablealeatoria7, de maneraque:

(d>,>,,d>,2,—t3) =(5,— 3,— 5)+ 1(1,1,2).

Supongamos,además,que la variable 7 sigue la distribuciónexponencial

de parámetro2 = 4.

A partir de los resultadosprevios,si severifica la condiciónx1 + x2 > —2,

tenemosquela siguienterestricciónprobabilistica:

P(d31x, +d32x2 =bj=a3
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esequivalentea lasiguienterestricciónlineal:

(5 + >67’ (a>, ))x, + (—3 + >67’ (a>, »x2 =5— 214$ (a>,)

dondeF esla funciónde distribuciónde 7, F, (~) =

Si fijamos a>, = 0.9 tenemosque 17’ (0.9)= 0.575646

restricciónanteriores:

enotrocaso

y laexpresiónde la

5.575646x>,—2.424654x2=3848708.

Unavez analizadala transformaciónde las restriccionesprobabilísticasen

los apanados2.1 y 2.2 seobservadadaunarestricciónestocástica,suequivalente

deterministamedianterestriccionesprobabilísticasdependeen buenamedidade la

probabilidad,a1, que sefije parael cumplimiento de la misma, de tal forma que

en el problema deterministaequivalente,un punto pude ser o no factible en

función de la probabilidad fijada. En siguiente ejemplo se recogen las

restriccionesprobabilísticasque se han obtenido hastaahora en los ejemplos

planteadosy se ilustraestehecho.
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donde t>,

intervalo

Ejemplo.

Consideremosel siguienteproblemadeprogramaciónestocásticalineal:

‘Mm xÁ)=~x>, +¿>2x2
1

s.a —3x, —2x2 =t>,

a2>,x, ±d22x2=b2

a3>,x, +a32x,=t,
x15x2 =0

es una variable aleatoriaque sigue la distribución uniforme en el

(-3, 1), (ay,,áj ,—b2)’ sigue una distribución normalmultivariante de

valor esperado(4,5,—20)

(3

y matrizde varianzasy covarianzasV2 =

el vector (d>,>, 52132 , — t>,) dependelinealmentede la variable aleatoria 7, de

maneraque (213¡ ,d32 , — t>,) = (5,—3,—5) + 7(1,1,2),donde7 sigue la distribución

exponencialde parámetro2 = 4.

Como puede observarse,estas tres restricciones son las que se han

utilizado como ejemplos anteriormente. El conjunto de restricciones

probabilísticasseparadasasociadoa estasrestriccionesestocásticases:

P(—3x,—2x, =Ñ)=a,

P(212>,x, ±a’22x2=í)=a2

P(2~í>,,x>, +¿í32x2 =b)=a>,

se ha visto anteriormente, si se fijan las probabilidades
a>, =0.85,a2 =0.925 y a>, = 0.9, el conjunto de oportunidadesdel problema

deterministaequivalentees:

2

4 1~y

1 9)

Como
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D¡={XER2 /3x, +2x2 >24 143953434+44 ±4x,x2+2x2 ±9+4x>,+5x2 =20,

5.55646x, — 2.424654x2=3.848708,x>,,x2 =0}

y surepresentacióngráficaes la de la figura 3.

x1

FIGURA 3

Ahora bien, si relajamoslos valorescorrespondientesa las probabilidades

con que se debenverificar las restricciones,el conjunto de oportunidadesde

nuestroejemplo puedecambiar. Así, supongamosahoraque las probabilidades

fijadasson: a>, = 0.7, a2 = 0.7 y a3 = 0.75 ,entoncesel conjuntode oportunidades

del problemadeterministaequivalenteesahora:

Di 1 2~xeK
2 /3x>, +2x

2 >18 0524406j34+44 ±4x>,x2+2x2 +9±4x +Sx =20

5.346573x,—2.653426x2=4.306854,x,,x>,=01

y la gráficade esteconjuntoesla siguiente:

x
2

1

•1 2

5’
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FIGURA 4

En la figura 5 aparecenlas gráficasde los conjuntosde oportunidadesde

los problemasdeterministascorrespondientesa los probabilidadesdistintas.

X2 1

x
2

3.

2

IN

•1 2 3 4 xl

3

2

1

1 2

FIGURA 5

x1
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Como puedeobservarse,el hechode relajarlas probabilidadescon las que

sedeseaque se verifiquen las restriccionesestocásticasdel problema,da lugar a

que el conjuntode oportunidadesdel problemadeterministaequivalentecontenga

más puntos. Esto muestracómo la solución del problema de programación

estocásticadependerá,en general, de las probabilidades fijadas para las

restriccionesprobabilísticasdelproblemadeterministaequivalente.
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2.3. APLICACIÓN DE LA DESIGUALDAD DE CANTELLI A LAS

RESTRICCIONES PROBABILÍSTICAS.

A partirde todo lo estudiadohastaahora,sabemosquedadaunarestricción

estocástica,si se obtiene su equivalente deterministamedianteel criterio de

restriccionesde azar, la transformaciónde éstaes, en general,complicada.En el

casolineal, comoacabamosde ver, estatransformaciónesposiblesi se verifica la

hipótesis de normalidad o de aleatoriedadsimple del vector de coeficientes

técnicosde la restricción.En otroscasosla complejidadde la restriccionesque se

obtienenhacedificil su tratamiento.Esto ha dado lugar a que se considerela

posibilidadde aplicarunadesigualdadestadísticasobrela funciónde distribución,

que acotael valor de ésta.Así, Stancu-Minasian(1992),planteaun problemade

programaciónestocásticaen el que apareceuna restricciónestocásticalineal y

aplicasobreella la desigualdadde Cantelli que enunciaremosa continuación.De

la aplicaciónde estadesigualdadseobtieneun conjuntode puntos, subconjunto

del conjuntoque define la restricciónprobabilísticade partida. Esto haceposible

que,bajodeterminadascondiciones,sepuedaaproximarel conjuntode puntosque

define la restricciónprobabilísticade partida. Analizaremosla aplicación de esta

desigualdadpara restriccionesprobabilísticasen general y, posteriormente,se

considerael casolineal. Antes,enunciaremosla desigualdadde Cantelli, queacota

el valor de la funciónde distribuciónde unavariablealeatoria.

Desigualdadde Cantelli (Rao, 1973,pág. 145)’.

Sea~ unavariable aleatoriacon valor esperado~ y varianza ot finita,

entonces:

1 j

4 si2<0
22

a? — 22 si2=O

+ Y — c4 ±22

u

‘Parata demostracióndeestadesigualdadvéase,por ejemplo, Cramér (1968,pág. 295).
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Consideremosde nuevola restricciónestocástica:

y surestricciónprobabilísticaasociada,paraunaprobabilidada e (0, 1):

Supongamosque conocemosel valor esperadode la variable aleatoria

g}x,~,), E{g,(x,~)}, su varianza, Var{g4jx,~)} y que el conjunto de

oportunidadesdel problemadeterministaequivalentees tal que la varianzaes

finita y suvalor esdistinto de ceroparatodo x factible.

Consideramosdos fonnasdistintasde aplicar ladesigualdadde Cantelli a

la restricciónprobabilísticaanterior.En primerlugar la aplicaremostipificando la

variablealeatoriag (x, ~). Posteriormenteseaplicarádemaneradirecta.Estasdos

formas de aplicar la desigualdadde Cantelli daránlugar a dos desigualdades

distintas,pero que definenel mismo conjunto de puntos, como demostraremos

másadelante.

a) Aplicación de la desigualdad de Cantelli tipificando la variable

aleatoria.

Basándonosen los resultadosde Stancu-Minasian(1992),paraaplicar la

desigualdadde Cantelli sobrela restriccióncomenzamostipificando la variable

aleatoriag (x, 4), y obtenemosunanuevavariable:

~

Var{~ (x, 4)1

con valor esperadoceroy varianzauno.
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Aplicamossobreestavariable aleatoriala desigualdadde Cantelli, para

~. >0,y obtenemos:

(x¿D—E{g1(xtj)}

Var{~ (x, ~)}
A?

1 + 4 (5)

puestoque la variablealeatoria esde valor esperadocero y

varianzauno.

Además,comosuponemosquela varianzade lavariablealeatoria~j (x, ~)

esestrictamentepositiva,apartir de (5) seobtiene:

A?
(6)k~ (x, t) < X. Var{~ (x, )} + E{~ (x, ~)1)

Unavezobtenidoesteresultadovolvemosa nuestrarestricciónde partida.

Deseamosque severifique la restricciónde azar:

y, paraobtenerpuntosque laverificanprocedemosde la siguienteforma:

1. Exigimosqueseverifique la desigualdad:

X, Var{g,(x,~)} k =0 (7)

yaquede estaformatenemosen (6) que:
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k (x, ~)=2v, Var{~ (x, ~)}+ E{~ (x,~,)J

2. HacemosX~ =
a1

0, yaque:
1—a.

a

1-a,
l—a,±a,=a,

1—a

con lo cual severifica que 2v, —

a, =0.Sustituyendoel valor de A.

1-a

en (7) obtenemos:

a, Var{~jx,~)}
1-a

Por tanto,por la desigualdadde Cantellí,podemosafirmarque todovector

x que verifique la condición:

a,
+ E{~(x,~)} =0

verificarála restricciónde azar:

Sea,pues,8>, = {x a,
1—a, Var{g,(x4~)}

los resultadosanterioresse desprendeque, bajo las hipótesisestablecidasse

verifica queS>, c{x E R~

Vi

A?
i+A?

a

1-a
1+ a

,

1-a,

o} De
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b) Aplicación directa de la desigualdadde Cantelli.

Consideremosde nuevola restricciónprobabilística:

Como:

P(~,(x4,) =o) = 4ux,~) — E{~ (x,~,)}

si aplicamos la desigualdadde Cantelli sobre la expresión anterior

A., =—E{~,(x,~)} exigiendoque E{Z,(xJ,)} =0,obtenemos:

=o) = P(~(x,~) — E{~’,(x,~)} =—E{g,(xÁ)})=

Puestoquedeseamosquese verifique la restricciónde azar:

si exigimos la condición:

Var{~ (x,~)} =al

equivalentea:

a,Var{~,(x,~)} —(1— a, )(E{~’, (x, =0

para
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con E{~’Í (x, ~,)}=0, por la desigualdadde Cantelli, tenemosaseguradoque se

verificala restricciónde azarde partida.

Asípues,apartir de los resultadosobtenidos,si definimos el conjunto:

= {x e R” ¡ E{~,(x,~)} =0,a,Var{g,(x,~)} —(1— a,)(E{g,(x,~)}) =o}

bajolashipótesisestablecidas,severifica que:

82c{xeK” ¡P(~/x,~,)=0)=a,}

Obsérveseque la aplicación de la desigualdadde Cantelli de manera

directay tipificando la variablealeatoriada lugar, en principio, a dosconjuntos

que aparentementeson distintos.Mediantela siguienteproposicióndemostramos

que ambosconjuntosdefinenlos mismospuntosy, por tanto, es indistinto aplicar

la desigualdadde Cantelli sobre la variable aleatoria tipificada o aplicarla

directamente.

Proposición1.

Sean:

SI {XE K~ 1
1—a Var{~Jx,~)} + E{~(x,~)} =

~2 ={x~ R” /E{g1(x,~)}=0,a,Var{~}x,~)}—(l—a)(E{g,(x,~)}) =oj

entoncesSJ~ SM

o}
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Demostración.

Hemosde demostrarque S>, c ~2 y ~2 rS>,.

a) 8>, c

Seax E 8>,. Entonces,severifica:

var{~ (x, ~)}

con lo cual, puesto que O severifica que E{~’,(x,~)} =o.

Multiplicandopor -1 la desigualdadanteriorobtenemos:

12 var{g,(x,~)} <

y, elevandoal cuadradoa ambosladosde la desigualdadtenemosque se

verifica:

a1 Var{~,(x,)}

- a,

que podemosexpresartambiéncomo:

a,var{g1(x,’~)}

=(~{~ÁX, ~~})2

<0

y, portanto,x E

a,

1-a,
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b) ~2 rS>,.

Seaxe 825 ]uego:

a,Var{4x,e,)} (1— a, =0

y, comoa, > O y la varianzade cualquiervariablealeatoriaesno negativa,

severificaque:

O=a,Var{g,(x<Z)} =(1

Si calculamosla raízcuadradaaambosladosde ladesigualdadtenemos:

0= a,

con 0=—1—a,E{~§(x,~)}, puesto que a, E (0, 1) y paracualquierx E

severificaque E{~,(x,¿j} =0.

Si sumamosen la desigualdadanterior 1— a E{¿~ (x, ~)}

a, Var{g,(x5Z)}

=0, obtenemos:

+

y, portanto:

a, var{g1(x,~)}

yxc 8>.
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Queda demostradoque 8, 82M

Los resultadosobtenidossonaplicablesa cualquierrestricciónestocástica

del tipo g, (x, ~) <0 si severifican las hipótesisestablecidasanteriormente.A lo

largo de estetrabajo nos referiremosa la aplicación de estadesigualdady en

adelante,siempreque se apliqueestadesigualdadsesuponeque severifican las

hipótesis necesariaspara ello. A continuación veremos su aplicación para

restricciones lineales. Puesto que la proposición anterior demuestra que su

aplicación directa y su aplicación tipificando la variable aleatoria definen el

mismo conjunto de puntos, enadelanteaplicaremosla desigualdadtipificando la

variablealeatoriag, (x, ~),con lo cual,la expresióndel subconjuntode puntosque

verifican la restricciónprobabilísticaqueconsideraremoses:

a,
1—a Var{g}xÁ)} + E{~,(x,~,)} =0

Esta desigualdad define un conjunto convexo si las funciones

y var{~,(x,~)} sonconvexas,condiciónque se cumpleen el caso

lineal, comoveremosa continuación.

En cualquier caso, si en un problema de programaciónestocásticase

“sustituye” una restricciónprobabilísticapor la desigualdadobtenida, se ha de

tenerpresenteque la nuevarestriccióndefine un subconjuntodel conjunto de

puntosque verifican la restricciónprobabilísticay, por tanto, no esmás que una

aproximación de ésta.

Consideremos la restricción estocástica lineal ~.x <t. y su restricción

probabilísticaasociada, para una probabilidad a1 E (0, 1):

<5)> a,

Supongamosque desconocemosla distribución de probabilidad de la

variable aleatoria ix — t, pero conocemos el valor esperadoy la matriz de
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y covarianzas del vector (~h,—t~)=(d,,,d12 a,fl,

d1~ ,—t,) y V~, respectivamente,con V1 matriz cuadrada,de

ordenn+ 1 y definidapositiva.

Si aplicamosla desigualdadde Cantelli sobrela restricciónprobabilistica,

podemosasegurar,por los resultadosanteriores,que el conjunto de puntos

definidopor la desigualdad:

a, (xt,1)V1(x<,l)t ±¡x—b.<0

1-a

es un subconjunto del conjunto de puntos que verifican la restricción

probabilísticaP(~i.x <5) =a,.

Obsérveseque la restricciónobtenidadefineun conjuntoconvexo,puesto

que a, E (0, 1) y, por el teorema1, la función 4(x’,1)VJx’,1)’ esuna función

convexa,al ser lamatrizV~ definidapositiva.

varianzas
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2.4. ANÁLISIS DE LA APLICACIÓN DE LA DESIGUALDAD DE

CANTELLI.

Como se ha comentado anteriormente, la resolución de problemas de

programaciónestocásticamedianterestriccionesprobabilísticao de azares, en

general,complicada.La resoluciónde problemascon restriccionesde estetipo

requierecombinacionesde programaciónno lineal y de simulación,lo que los

hacecomplicadoscomputacionalmente(véasePrékopa(1995),cap. 11).

En estetrabajo proponemosla aplicación de la desigualdadde Cantelli

sobre restriccionesprobabilisticas,en los casos en los que se desconocela

distribuciónde probabilidadde la variablealeatoria~, (x,4). Laaplicaciónde esta

desigualdadda lugara la obtenciónde un subconjuntodel conjuntode puntosque

verifican la restricción de azar,de tal forma que si se sustituyela restricción

probabilísticapor la expresiónobtenidaen el apartadoanterior, el conjunto de

puntosfactibles del problemaresultanteesun subconjuntodel conjunto factible

del problemadeterministaequivalentecon restriccionesde azar.Esto da lugar a

cuestionamosla bondadde la aplicaciónde la desigualdadde Cantelli sobreuna

restricciónprobabilística.

Una posible forma de analizar la bondad de estadesigualdades la de

compararla función de distribución de alguna variable aleatoria con la cota

obtenida.Es decir, dadoque a partir de la desigualdadde Cantelli sabemosque

dada una variable aleatoria ~ con valor esperado4~ y varianza a¿~, finita,

entonces::

(u—44~ Vu<

podemosconsideraralgunavariablealeatoriaconociday compararla funicón de

distribución de ésta con la cota de Cantelli. Hemos llevado a cabo esta

comparaciónpara algunoscasos(exponencial,uniforme, beta, normal). En los

64



2. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA (1)

casos analizados se observa que a medida que crece el valor de u, la cota se

aproxima más a la función de distribución de la variable aleatoria.

Por otro lado, a raíz de este estudio hemos considerado

comparar las restricciones que se obtienen al aplicar la desigualdad

sobre alguna de las restricciones obtenidas en el apartado 2.2 de este

concreto,realizaremosla comparaciónparael casolineal normal.

interesante

de Cantelli

trabajo. En

Consideremos,pues,la restricciónprobabilística:

Supongamos que el vector (¡~,—t,)=(d,15d, ,a,~,—t,), sigue la

distribución normal multivariante, con valor esperado (¡~ ,—b1),

¡ =(a;,a;25...,a;) y matrizde varianzasy covarianzasV~, cuadrada,de orden

ti+l y definida positiva. A partir de los resultadosobtenidosen el apartado2.2,

sabemosque, bajo las hipótesisestablecidas,la restricciónprobabilísticaanterior

esequivalentea la restricción:

donde 4> es la función de distribución de la normal cero uno.

Por otro lado, si nos olvidamos momentáneamentede que

distribución de probabilidad de la variable aleatoria a,x —

desigualdadde Cantelli sobre la restricción de azar anterior,

restricción:

1-a

conocemosla
y aplicamos

obtenemos la
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Por tanto, en este caso, la diferencia entre ambas restricciones es el factor

que multiplica a la desviación estándar de nuestra variable aleatoria que en un

casoes41’(a,) a

,

y en el otro con a
1—a,’ e (0,1).

La siguiente figura muestra las gráficas de las funciones 4> ‘(a1) y

a, . El eje de abcisas corresponde a la probabilidad fijada para la restricción

1-a.

a.
de azar, a, e (0, 1). En el eje de ordenadas corresponde a la función y

1-a.

la inversa de la función de distribución de la normal cero uno, ¶Y’ (a,), es decir,
el valor del soporte de distribución de la normal cero uno para el que la

probabilidad acumulada es a,.

4J(cr) ¿2’ffl
- ¿2’.

FIGURA 6
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4
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—1

-2

c~J (a’)

5 0.75 1 a.

66



2. PROGRAMACIóN ESTOCÁSTICA (1>

En la gráficaseobservaqueparavaloresde la probabilidadentreO y 0.5,

a, =0mientrasque W’(a,) =0,esdecir, si aplicamosla

severificaque 1— a,

desigualdadde Cantelli estamosponderandola desviaciónestándarcon un valor

positivo, si bien el valor del soportede distribuciónde la normalcero uno es,en

ese caso, menoro igual que cero. En cambio, paravalores de la probabilidad

a

próximos a uno, las gráficas de las funciones 411(a
1) y 1—a, son casi

iguales.Hemosde señalarque lo lógico esfijar valorespara a, próximosa uno,

puesto que representala probabilidadcon que se deseaque se verifique la

restricciónestocásticadel problema.

Una vezanalizadotodo esto,pasamosa ver la transformacióndel objetivo

estocásticoensudeterministaequivalente.
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3. TRANSFORMACIÓN DEL OBJETIVO ESTOCÁSTICO EN SU

EQUIVALENTE DETERMINISTA. CASO LINEAL.

Unavez analizadala transformaciónde las restriccionesestocásticasen su
deterministaequivalente medianterestricciones de azar, abordamosahora la

transformación del objetivo estocástico en su determinista equivalente. Con ello,

conseguimos construir el problema determinista equivalente al problema

estocástico.Como se ha comentadoanteriormente,la solución del problema

determinista equivalente esconsideradasoluciónóptimadel problemaestocástico

de partida.

Además, veremos a continuación que la transformacióndel objetivo

estocásticono es única, en el sentidode que existen distintos criterios posibles de

transformacióndel objetivoestocásticoensudeterministaequivalente.Estehecho

haceque la transformacióndel objetivo seadistinta de la transformaciónde las
restriccionesestocásticasen su deterministaequivalente, en la que el criterio de

transformaciónesexigir que severifiquen las restriccionesestocásticascon una
determinada probabilidad y únicamente se ha de fijar la probabilidad para las

restricciones.

Los criteriosde transformaciónexistentesen la literaturaparatransformar

el objetivoestocásticosonmúltiples.En estetrabajoabordaremoslos criteriosque

hemosconsideradomás importantes.Todos ellos recogen,de una forma u otra,

característicasestadísticasdel objetivoestocásticoy, en esesentido,la elecciónde

un criterio u otro refleja,de algunaforma, laactituddel decisoranteel procesode

decisión con incertidumbre que se modeliza mediante el problema de

programaciónestocástica.

De la necesidad de fijar probabilidades para obtener las restricciones
probabilísticasy de la elección de un criterio de transformacióndel objetivo

estocásticoen determinista se desprende que la resolución de problemas de

programación estocástica pasa por un proceso de toma de decisiones previo a la

resolucióndel problemadeterministaequivalente.
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A continuación veremos los criterios básicos de transformación del

problema estocástico en su determinista equivalente y una vez analizados éstos,

nos centraremos en el caso lineal, imponiendo, además, cuando así lo requiera el

problema, hipótesis adicionales acerca de la distribución de probabilidad del

vector de parámetros aleatorios del objetivo estocástico.

3.1. CRITERIOS BÁSICOS DE TRANSFORMACIÓN DEL

OBJETIVO ESTOCÁSTICO.

Consideremoselproblemade programaciónestocástica:

s.a XED

en el que suponemosque el conjuntode oportunidadesD a R~ esdeterministao

bien ha sido transformado en su determinista equivalente mediante el criterio de

restricciones probabilístícas o de azar. Suponemos además que D esun conjunto

compacto,convexoy no vacío.

Suponemosqueel vector~, aleatorio,estádefinidosobreun conjuntoE a

1Pts. Suponemosdadala familia IP de eventos,es decir, subconjuntosde lE, y la

distribución de probabilidadP definida sobre]P, de maneraque para cualquier

subconjuntode lE, A a lE, A e IP, la probabilidad de A, P(A), es conocida.

Además, se mantienela hipótesisde que la distribución de probabilidad,P, es

independiente de las variables de decisión, x

Sea E. la función de distribución de la variable aleatoria ~‘(x, ~) y e su

soporte de distribución. Suponemos que la variable aleatoria i(x, ~) es continua
para todo X E D, y que se conocen su valor esperado, E{~(xj)}, y suvarianza

Var{~(x, ~)}.

Veamoslos criterios básicosde transformacióndel objetivo estocásticoen

su determinista equivalente, definidos en la literatura, y el problema determinista
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equivalente que se obtienen al ser aplicados al problema de programación

estocástica(PE).

a) Criterio delvalor esperado.

Este criterio fue el que inicialmente consideraron Chames, Cooper y

Symonds (1958) en el trabajo en el que introducen el concepto de restricciones

probabilísticas o de azar y denominaron al modelo obtenido ModeloE. Según este

criterio, la funciónobjetivodelproblemadeterministaequivalentees:

E{~’(x, ~)}= .Iz(x,Odfl~x>(t)
e

donde ‘%~> y O son, respectivamente, la función de distribución y el soporte de

distribuciónde la variablealeatoria~‘(x, e,).

La idea es, por tanto, construir el problema determinista equivalente

optimizando el valor esperado de la función objetivo estocástica y manteniendo el

criterio de optimización del problema estocástico, esto es, si el problema

estocástico es de mínimo (máximo), en el problema valor esperado se minímíza

(maximiza) el valor esperado de la función objetivo estocástica.

Así pues, en nuestro problema, como el criterio de optimización que se

mantienepara el problema de programaciónestocásticaes el de mínimo, el

problemadeterministaequivalenteque seobtieneparael problema(PE) siguiendo

el criterio valor esperado es:

Mm E{2’(x, ~)} (E)

s.a XED

Obsérvese, además, que para resolver el problema de programación

estocástica siguiendo este criterio, basta con conocer el valor esperado de la
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función objetivo estocástica y, por tanto, es aplicable aún en el caso en el quese

desconozca la distribución de probabilidad de la variable aleatoria ?(x, ~,)

Sin embargo, este criterio no siempre puede considerarse un criterio

“apropiado”, puesto que el valor esperado no es más que una medida de tendencia

centralde lavariablealeatoriay su aplicacióncomo criterio de transformacióndel

objetivo estocásticopuededar lugara no considerardeterminadascaracterísticas

de la función objetivo estocásticadel problema.Así, Prékopa(1995, pág. 243-

244) señalaque para que estecriterio sea considerado“apropiado” se deben

cumplirdoscondiciones:

1) El evento aleatorio debe repetirse un gran número de veces para

asegurarque la mediade los resultadosseabastantepróximaal

valor esperado.

2) La magnitud de la variación del resultadoalrededordel valor

esperadodebe ser pequeña.En otro caso el criterio de valor

esperado puede no ser acertado.

Por otro lado, Kataoka (1963), señala que este criterio no tiene por qué ser

una buena medida para optimizar la función objetivo estocástica, puesto que la

solución valor esperado mínimo puede ser arriesgada en el sentido de que la

probabilidad de que el objetivo estocástico alcance un valor mayor que el valor

esperadomínimo puede ser mayor que para otras soluciones, debido a la

dispersiónde la distribución.

b) Criterio mínima varianza.

En este caso, se considera como criterio para resolver el problema de

programación estocástica, minimizar la varianza de la función objetivo estocástica
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Puesto que la varianza de una variable aleatoria se define como el valor

esperado del cuadrado de la desviación de la variable aleatoria alrededor de su

valor esperado, la elección de este criterio da lugar a elección de aquel vector x

para el que la variable aleatoria 2’(x, ~) estámásconcentradaalrededorde suvalor
esperado, de manera que el determinista equivalente mínima varianza puede

interpretarsecomounamedidade errorcuadrático.

De todo lo dicho se desprende que el criterio de optimización es el de

mínima varianza, independientementede que el problema de optimización sea de

mínimo (hipótesis que mantenemos en este trabajo> o de máximo.

Así, la función objetivo del problema determinista equivalente es:

Var{~(x, ~)} = E{(2’(x, r))2 } — (E{2’(x ~)})= hz(x, t))2 dF
7~~> (t) —Líz(x, t)dfy~) (O)

e

luego, el problema determinista equivalente al problema (PE) siguiendo el criterio

mínima varianza es:

Mm Var{~(x, ~,)} = ftz(x,t))
2dF. (t) —IIz(x, t)dF.(~) (ti 2

e ye )
s.a xeD

Señalemos, además, que, al igual que en el problema de valor esperado,

siempre que se conozca la varianza de la función objetivo 2<(x, ~), podremos

plantear y resolver el problema estocástico mediante este criterio, aunque se

desconozca la distribución de probabilidad de esta variable aleatoria.
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e) Eficiencia valor esperadodesviaciónestándar.

Este concepto de eficiencia fue introducido por Markowitz (1952) para

resolver problemas de selección de cartera dentro del campo de la economía

financiera.

Dado el problema de programación estocástica:

‘Mm” 2~(x, ~)
(PE)

s.a xED

se dice que una cartera es eficiente en el sentido de Markowitz si es solución

eficiente en el sentido de Pareto del problema biobjetivo:

Mm (E{~xx,~)},Var{?(x,~)})

s.a xeD

De esta forma, Markowitz recoge una medida de tendencia central y una de

dispersión del objetivo estocástico y busca soluciones eficientes para estos dos

criterios. Este criterio de resolución de problemas de programación estocástica ha

sido ampliamenteutilizado en modelosde selecciónde cartera,dentrodel campo

de la Economía Financiera, para resolver problemas de programación estocástica

correspondientesa modeloseconómicos.

Posteriormente, Prékopa (1995, pág. 245) propone la búsqueda de

solucioneseficientesvalor esperadodesviaciónestándar,que se definencomo el

conjunto de soluciones eficientes en el sentido de Pareto del siguiente problema

biobjetivodeterministaequivalente:

Mm (Ek(xÁ)}5 Var{ff(x,)}) (Ea)

s.a XED
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que recoge el valor esperado y la desviación estándar de la función objetivo

estocástica.Prékopaconsideraque estecriterio esmás adecuadoque el anterior

puesto que, de esta forma, los dos criterios vienen dados en las mismas unidades

de medida.

Evidentemente, el conjunto de soluciones eficientes de ambos problemas

es el mismo, puesto que la función raíz cuadrada es una función estrictamente

creciente.

En adelante, seguiremos el criterio valor esperado desviación estándar.

Obsérvese, además, que este concepto da lugar a la obtención de todo un conjunto

de soluciones incomparables, a diferencia de los criterios valor esperado, mínima

varianza y de los criterios de máxima probabilidad, que veremos a continuación,

puesto que mediante todos ellos se obtiene una solución óptima para el problema

de programación estocástica. Por otro lado, y al igual que en los dos criterios

anteriores, este criterio es aplicable si se conocen el valor esperado y la desviación

estándar de la función objetivo estocástica, aún en el caso en el que se desconozca

la distribución de probabilidad de la misma.

d) Criterios de máxima probabilidad.

En este apartado se recogen dos criterios de transformación del objetivo

estocásticoen su deterministaequivalenteque, de una forma u otra, den lugar a

soluciones buenas en términos de probabilidad. Los dos criterios de máxima

probabilidad existentes, también llamados criterios satisfacientes, son el criterio

mínimo riesgo y el criterio de Kataoka.

Para resolver el problema de programación estocástica (PE), manteniendo

como criterio de optimización el de minimizar la función objetivo estocástica, los

criterios de máxima probabilidad transforman el objetivo estocástico en

determinista maximizando la probabilidad de que el objetivo no supere un nivel

dado (criterio mínimo riesgo) o determinando el mínimo nivel que puede alcanzar

el objetivo con una determinada probabilidad (criterio de Kataoka o /1.fractil). En
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ambos casos se ha de fijar un nivel a alcanzar para el objetivo o bien un nivel de

probabilidad que resulte satisfactorio para el decisor.

di) Criterio mínimo riesgo.

Los primeros trabajos en los que se propone este criterio, denominado

también modelo P, para obtener un determinista equivalente para la función

objetivo de un problema estocástico, se deben a Chames y Cooper (1963) y

Bereanu (1964).

Para resolverel problema de programación estocástica (PE) mediante este

criterio se ha de fijar un nivel para la función objetivo estocástica, u e K, al que

se denominanivel de aspiración,y se maxímízala probabilidadde que el objetivo

seamenoro igual que ese nivel:

P{2~(x,~j)=u}.

De esta forma, el nivel fijado, u, puedeinterpretarsecomo el mayornivel

que el decisor está dispuesto a admitir para el objetivo estocástico que se desea

minimizar.

Así, el problema determinista equivalente que se plantea es:

Max P{~’(x, ~)=u} = F~ (u) = JdF7<1> (t)
e, (MR(u))

s.a XED

donde ®~ = {t: z(x,t)=u} y F~<~> es la función de distribución de la variable

aleatoria 2~(x, 4).

La solución al problema (MR(u)) es denominada solución mínimo riesgo

de nivel u.
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Puesto que P(1xJ) =u) = 1—P(~(x,~)>U), se puede interpretar el

problema (MR(u)) como minimizar el riesgo de que el valor de la función objetivo

~(x, ~) seamayor que el nivel de aspiración, u, puestoque:

MaxPfr(x ~) < u} Max{1 — P{7(x,~)> u}} ~l — Min{P(~’(x,r,)> u)}

con lo cual, puede afirmarse que el vector x E D solución del problema (MR(u))

también lo es de:

Mm P(~(x, ~)> u)

s,a xeD

En caso de que el criterio de optimización del problema de programación

estocásticasea el de máximo, es decir, se deseeresolver el problema de

programación estocástica:

1

s.a XED

el problema mínimo riesgo determinista equivalente es:

Max P{2~(x,~)=u}

s.a XED

en el que se trata de maximizar la probabilidad de que la variable aleatoria ~‘(xÁ)

supere el nivel de aspiración fijado, u, para la función objetivo estocástica que se

desea maximizar.
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d2) Criterio de Kataoka o criterio fi-fractil.

El criterio fi-fractil o de Kataoka fue introducido por Kataoka en 1963, en

su artículo “A Stochast¡c Programm¡ng Model”. En este trabajo, Kataoka

considerala resoluciónde problemasde programaciónestocásticay proponeel

siguienteproblemadeterministaequivalenteal problema(PE):

Mm u

s.a P(ff(x,¿1=u)=fi (K(j3))

xeD

donde fi es una probabilidadfijada por el decisor,fi E (0, 1). Mediante este

criterio se fija, por tanto, una probabilidad para el objetivo y se determina el

menor nivel que puede alcanzar la función objetivo con esa probabilidad. La

función objetivo del problema estocástico pasa a formar parte del conjunto de

oportunidades como una restricción probabilística o de azar y el problema

determinista equivalente es un problema con n+1 variables de decisión: las n

variablesde decisióndel problema de programación estocástica, recogidas en el

vector x y la variable u, que determina el menor nivel que puede alcanzar la

función objetivo estocástica ~(x, ¿)conunaprobabilidad fi.

Obsérveseque el problemadeterministaplanteadocorrespondeal caso en

el que el problema de programación estocástica es un problema de mínimo. Si el

problema de programación estocástica que se pretende resolver es un problema de

máximo:

Max’ 2}x, ~)
x

s.a xeD

el problema de Kataoka asociado al mismo es:

Mm u
(~ ,u)

s.a P(2Xx4)=u) = ,B (Kff3))
XED
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en el que se busca el mayor valor u tal que la probabilidad de que el objetivo no

supere ese valor sea igual a la probabilidad fijada, ,B c (0,1).

Obsérvese que, de esta forma, en el problema determinista equivalente

(K(13)) se incorpora la probabilidad de la función objetivo estocástica como una

restricción probabilistica de igualdad y se busca el menor nivel que puede alcanzar

la función objetivo estocástica para esa probabilidad. En trabajos posteriores al de

Kataoka (1963), se considera este criterio de forma algo distinta a como lo definió

Kataoka. Así, Stancu-Minasian (1984, pág. 92), plantea el siguiente problema

determinista equivalente al problema estocástico:

Mm u
(‘a,,)

s.a P(2’(x4)=u) =fi (K’(p))

XE D

en el que se exige que el objetivo estocástico sea menor o igual que el nivel u con

al menos la probabilidad fijada, /1. A partir de la siguiente proposición. podemos

afirmar que bajo determinadas condiciones, los dos problemas son equivalentes.

Proposición 2.

Supongamos que la variable aleatoria ~‘(x, 1) es continua. Si (x’, u)’ es

soluciónóptima de (K’(p)), se verifica que:

fi.

u

Demostración.

Demostramos la proposición por reducción al absurdo.
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Por hipótesis (xt, u)’ es solución óptima del problema K’(fr, luego, se

verifica:

a) Es factible en (K’(13)): x ED y P{~\x,~) =~4=fi

b) Si (x” ,u’)’ verifica que x’ ED y P{~1¿xV~)=u’} =fi, entonces

u=u’.

Supongamos que la solución (xt, u)’ verifica la restricción probabilística

con desigualdadestricta, esdecir:

P{2Xx,~)=u1>fi

Entonces, por ser la variable aleatoria ?(x, ~) continuaexiste un real u’,

u’ <u, tal que:

=u’} = fi y P{?(x,~)=u} = P{~’(xj,) =u’} + P{u< ~(xj,) =4

Luego, la solución (xt ,u’)’ es solución factible del problema K’(j3) y

u’ c u, lo que contradice la hipótesis (b).U

A partir de esta proposición tenemos que si se verifica que la variable

aleatoria ~‘(x,~,)es continua para todo x e D (hipótesisquemantenemosen este

trabajo), los problemas (K(13)) y (K’Q3)) son equivalentes. En adelante se planteará

el problema correspondiente al criterio de Kataoka tal y como lo definió éste, es

decir, con igualdad en la probabilidad. Sin embargo, en determinados casos, las

dificultades para trabajar con la restricción probabilística:

P(~(x,~,)=u) = fi
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nos llevarán a aplicar la desigualdad de Cantelli a la función de distribución de la

variable aleatoria 2~(x,~), de manerasemejantea como lo hemoshecho en
restricciones probabilísticas. En esos casos, el problema de Kataoka que

plantearemos es el que corresponde a la restricción de desigualdad, es decir:

Mm u
(0,u)

s.a P(~fx,4)=u)=fi
XE D

Del análisis comparativo de los dos criterios de máxima probabilidad con

los otrostres criteriosanalizadosseobservandosdiferenciasfundamentalesentre

ellos:

1. Para la aplicación de los criterios de máxima probabilidad es necesario

fijar previamente un parámetro: el nivel, si aplicamos el criterio mínimo riesgo y

la probabilidad, si aplicamos el criterio de Kataoka, mientras que en los tres

primeros criterios vistos esto no es necesario. Además, las soluciones óptimas de

los problemasmínimo riesgoy de Kataokadependerán,en general,de los valores

que se les dé a estos parámetros.

2. Mientras que en los tres primeros criterios (valor esperado, mínima

varianza y eficiencia valor esperado desviación estándar) la resolución del

problema determinista equivalente puede realizarse siempre que se conozcan el

valor esperado y la varianza de la función objetivo, los dos criterios de máxima

probabilidad dependen de la función de distribución de la función objetivo

estocástica y, por tanto, para su resolución se requiere conocer ésta.

Unavez vistos los criterios básicosde resolucióndel objetivo estocástico,

se observa que la diversidad de criterios da lugar a la necesidad de elegir uno u

otro para resolver problemas de programación estocástica y, en este sentido,

podemos afirmar que la resolución de los mismos lleva implícito siempre un

proceso de decisión. Evidentemente, la elección del criterio deberá realizarse

siempre en función de las características del problema que se desea resolver y de
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las preferencias del decisor. Sin embargo, como veremos más adelante, estos

criterios de resolución de problemas de programación estocástica están

relacionados unos con otros, a pesar de que, en principio, podría pensarse lo

contrario, debido a que cada uno de ellos recoge características estadísticas

distintasdel objetivoestocástico.

A continuación nos centraremos en la resolución de problemas de

programación estocástica lineal mediante los criterios que acabamos de ver.

Consideremos, pues, el problema de programación estocástica con función

objetivo lineal, cuya formulación general es:

“Mm’ ? (PEL)s.a XED

donde Z es un vector cuyas componentes, y j = 1, 2, ..., n, son variables

aleatorias.Suponemosconocidala distribuciónde probabilidaddel vector?, así

como su valor esperado: E{~}=E{(a7y..., ~)t}.~...}¿
3 <e)’ y su

matriz de varianzas y covarianzas, V, matriz de orden nxny definidapositiva.

A partir de las hipótesis anteriores tenemos que el valor esperado de la

función objetivo estocásticaZ’ x es <x y su varianza es xtVx, con lo cual, en el

caso lineal, si se conocen el vector de valor esperado, ~, y lamatriz de varianzasy

covarianzasy del vector?, conocemostambiénel valor esperado y la varianza de

la función objetivo estocástica y podremos resolver los problemas

correspondientes a estos dos criterios.

Así, el problema valor esperado asociado al problema (PEL) es:

Mm ti
x

s.a xED
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En cuanto al problema mínima varianza, se obtiene el siguiente problema

con objetivo cuadrático,determinista equivalentedel problema (PEL):

Mm xtVx
x

s.a XE D

El problema de eficiencia valor esperado desviación estándar es:

Mm (~t~ xtVx)

s.a XED

Obsérvese que la función objetivo valor esperado, tx, es lineal y las

funciones varianza y desviación estándar son convexas (puesto que la matriz y es

al menos semidefinida positiva), con lo cual, los tres problemas planteados son

convexos.

Ejemplo.

Consideremos el problema de programación estocástica lineal:

Mm’ tx = ~‘>,x>,+

s.a x>,+x
2=l

3x>, +2x2=8

x>,, x2 =0

donde ? = ~ ~2) es un vectorestocásticoconvalor esperado~= 14) y matriz

de varianzas y covarianzas Y = (j ji~ con lo cual tenemos que la variable

aleatoria ~<(x,?)=?tx=¿§x>, +¿<2x2 tiene valor esperado ttx=4x1 +2x2 y

vananza x
tVx = 4 + 44 + 2x>,x

2 y, por tanto, el problema valor esperado

determinista equivalente es:
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Mm 4x, + 2x2

s.a x>,+x2=1

3x>, ±2x2=8

Xfl X2 =0

y el problemacorrespondienteal criterio mínimavarianzaes:

Mm 4 ±44+ 2x>,x2
1

s.ax>, +x2 =1

3x>, +2x2=8

x,,x, =0

En la siguiente tabla aparecen las soluciones de estos dos problemas junto

con los valores que alcanzan el valor esperado y la varianza en las mismas, para,

de esa forma, tener una medida de tendencia central y una de dispersión del

objetivo estocásticoen cadauna de las soluciones:

Criterio Solución Valor esperado Varianza

Valor Esperado (0, 1) 2 4

Varianza (1, 0) 4 1

u

Pasamos a analizar los criterios de máxima probabilidad. Los problemas

mínimo riesgo, de nivel de aspiración u, y de Kataoka, de probabilidad /3,

asociadosal problemaestocástico(PEL) son:
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MaxP(tx=u)
z

s.a XED

y

Mm u

s.a

XE D

respectivamente. Puesto que en ambos problemas interviene la función de

distribuciónde la variablealeatoria‘&x, parasu resoluciónhemosde establecer

hipótesisacercade la distribuciónde probabilidaddel vector t, puesto que ésta

depende del vector de variables de decisión, x, al igual que ocurre en las

restricciones probabilísticas lineales con coeficientes técnicos estocásticos.

Analizaremos a continuación el caso normal y de aleatoriedad simple. Además,

estudiaremostambiénla aplicación de la desigualdadde Cantelli para los dos

problemas anteriores en los casos en los que se desconoce la distribución de

probabilidad de la variable aleatoria t it
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3.2. CASO NORMAL.

Consideremos el problema de programación estocástica con función

objetivo lineal:

‘Mm” ~

s.a XED

Supongamos que el vector ? se distribuye según la distribución normal

multivariante con valor esperado ? y matriz de varianzas y covarianzas V,

definidapositiva.

En esecasola variable aleatoria V x sigue la distribución normal de valor

esperado ~ y varianza x’Vx, con lo cual, si tipificamos esta variable, tenemos
~ t —ex—c x

que es una variable aleatoria normal de valor esperado cero y varianza
XtVX

uno.

De todo esto se desprende que:

(tx— t u
P(tx=u)=P~ xtVx

u —

<

donde 1b es la función de distribución de la variable aleatoria normal de valor

esperado cero y varianza uno

Veamosla obtencióndel deterministaequivalentemediantelos criterios

mínimo riesgo y de Kataoka.

(PEL)

‘~lx’Vx)
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a) Criterio mínimo riesgo.

A partir de los resultados obtenidos, bajo la hipótesis de normalidad del

vector ?, si se elige como criterio de resolución del problema de programación

estocástica el criterio mínimo riesgo de nivel u, el problema determinista

equivalente al problema estocástico es:

Max P(r
1 x=u)=t x~Vx

)

s.a XED

Puesto que la función cD esestrictamentecreciente,tenemosque

(u—&x~ 1 u—Úy¿
Max P(~”x=)Max alj j~I4Max
xcD xeD ~ tVx) víeD x’Vx

)

Por tanto, para obtener la solución al problema determinista equivalente

del problema mínimo riesgo de nivel u, en el caso lineal normal hemos de resolver

el siguiente problema fraccional no lineal:

—tu—ex
Max

‘ x<Vx
s.a XED

Una vez resueltoeste problema,la probabilidadmáximapara la que se

puede asegurar que la función objetivo estocástica es menor o igual que el nivel de

aspiraciónfijado u, es:

—tu—e xi#Max 3.
xcD x<Vx
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Mediante el siguiente teorema determinaremos bajo qué condiciones la

función objetivo de este problema es explícitamente cuasicóncava.

Teorema2. (Stancu-Minasian (1997),pág. 133)

Sea O (x) = p(x)/cr(x) una función numérica definida sobre un conjunto

convexoD c K”. Si p (u) es cóncava y p (u)> O y a (u) es convexa y a (u)

>0, entoncesOes explícitamentecuasicóncava.U

A partir de este teorema tenemos que si el nivel de aspiración fijado u es

tal que t’x* <u, con x” solución del problema mínimo valor esperado,

= Mm ~x, y OED, la función objetivo del problema:

—t
u—e x

Max
X x’Vx

s.a XED

es una función explícitamente cuasicóncava, puesto que la función xtVx es

convexa y estrictamente positiva para todo x E D.

Por otro lado, podemos asegurar que, bajo la condición t’x* < u, y si se

verifica que el conjunto de oportunidades del problema es convexo, todo máximo

local del problema anterior es global, a partir del teorema que enunciamos a

continuacion.

Teorema3. (Stancu-Minasian, 1997,pág. 48)

Si 9: D G K~ —> R, es explícitamente cuasicóncava sobre D convexo,

todo máximo local es global.M

si
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Ejemplo.

Consideremos el problema de programación estocástica lineal:

“Mm’ tu = +
x

s.a

3 x, + 2x2 =8

>0

X1, X2 —

donde ~= (~ ~2) sigue la distribución normal multivariante con valor esperado

= (4,2f y matriz de varianzasy covarianzasV = (~ :} con lo cual tenemos

que la variable aleatoria ?(x,?) = t x = + 32x1 se distribuye según la

distribución normal de valor esperado t x = 4x1 + 2x2 y varianza
xtVx = 4 + 44 + 2x1x2 y, por tanto, la solución mínimo riesgo de nivel de

aspiración u, esla delproblema:

u — 4x1 — 2x2
Max

~ ±4x~±2x,x2

s.ax1 + x2 =1

3x1±2x2=8
x1,x2 =0

En la siguiente tabla aparecen las solucionesde este problema para

distintos niveles de aspiración. En la tercera columna aparece el nivel de

probabilidad máximo con el que se puede asegurar que la solución obtenida no

supera el nivel fijado. Además, la cuartay quinta columnasrecogen los valores

que alcanzanel valor esperado y la varianzaencadasolución,para, de esaforma,

tenerunamedidade tendenciacentraly unade dispersióndel objetivo estocástico

encadaunade las soluciones:
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Nivel de

aspiración

Solución Probabilidad

máxima

Valor

esperado

Varianza

u = -5 (0,4) 0.0520812 8 64

u = -0.1 (0,4) 0.155649 8 64

u=0.1 (0,1) 0.171056 2 4

u=3 (0,1) 0.691462 2 4

u=4.6 (0,1) 0.9032 2 4

u 4.7 (0.0476,09523) 0.911540 2.095 3.721

u = 5 (1/3, 2/3) 0.936685 2.6666 2.3333

u = 7 (0.7777,0.2222) 0.999348 3.5555 1.148148

En la tablaanteriorse observaque las solucionesdel problemadependen

del nivel de aspiraciónque se fije paraelproblemamínimo riesgo.A medidaque

aumentael nivel de aspiración crece la probabilidad máxima y disminuye la

varianza del objetivo estocásticoen el óptimo. En cambio, el valor esperado

decrecea medidaque aumentael nivel de aspiracióny, posteriormente,creceal

igual que la probabilidad máximay la varianza.

Obsérvese,además,que la solución óptima del problema coincide para

algunos nivelesde aspiración. En concreto,para u = -5 y u ‘~-0. 1 la solución

óptimaesla mismay aunquela probabilidadmáximacambiaen funcióndel nivel

de aspiración,la soluciónóptimaasícomo el valor esperadoy la varianzacoincide

en ambas.Estomismoocurreparalos niveles u = 3 y u =4.6.
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b) CriteriodeKataoka.

Consideremosel problema de Kataoka, para una probabilidad fi E (0, 1),

deterministaequivalente del problema (PEL):

Mm u

(‘‘u)

saPWx =u)= fi

xE D

Bajo la hipótesisde normalidaddel vector?tenemosque:

(ctxct x
P(étx=u)P~ xtVx

u—tx”I

0Vx ,J =

(u~~txÁ
lxtvx)

con lo cual, si deseamosque la probabilidad seaigual a /1 obtenemos:

1 tvx>k~

que podemos expresartambiéncomo:

u—c’x — 4~-1 (fi)
x’Vx

o de maneraequivalente:

u=dY’(fi) x’Vx+&x

Sustituyendola restricción probabilísticapor la expresión que hemos

obtenidoen el problema de Kataoka,tenemosque el deterministaequivalente del

problema estocásticolineal bajo la hipótesis de normalidades:
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Mm u

(“‘u)

s.a u=&(fi) x~Vx +tx

XED

problema equivalente al problema en n variables:

Mm cV’(fi) x’Vx±tx

s.a xED

Una vez resueltoesteproblema, el menor nivel u, para el que podemos

afirmarque la funciónobjetivo no supera esenivel con probabilidad ¡les:

u=Min 11V
1(fi) xVx±é’x

xcD

Puestoquela matrizY esdefinidapositiva, apartirdelteorema1 podemos

afirmar que el problemaanterioresun problemaconvexosi severifica que

esmayor o igual que cero, lo que equivalea exigir que la probabilidadfijada para

la función objetivoestocásticaseamayoro igual que0.5. Obsérvese,además,que

si la probabilidadfijada es fi = 0.5, dado que @‘(O.5) = 0, el problemaque se

resuelveesel problema valoresperadomínimo.

Ejemplo.

Consideremosde nuevoel problemade programaciónestocásticalineal:

‘Mm” ?‘x=a,x, +~
2x2

s.a

3 x1 + 2x2 =8

x x >01’ 2
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donde ?=(Z~, ,z~’2)
t sigue la distribuciónnormalmultivarianteconvalor esperado

= (42)~ y matriz de varianzasy covarianzasV = ~ ji, con lo cual tenemos

que la variable aleatoria ?(x,Z) = t x = ?.§x, + se distribuye según la

distribución normal de valor esperado Vx = 4x, + 2x
2 y varianza

xtVx — + 4x
2 + 2x,x

2 y, portanto, la soluciónde Kataokade probabilidad¡les

ladel problema:

Mm «Y’(fi) 4 +4x~ ±2x1x2+4x, ±2x2
1

s.a x1+x2=l

3 x1 + 2x2 =8

x1, x2 =0

En lasiguientetablaaparecenlas solucionesa esteproblemaparadistintas

probabilidades.En la terceracolumna apareceel nivel u mínimo que puede

alcanzarla función objetivo estocásticacon la probabilidad fijada. Además, al

igual que en el ejemplocorrespondienteal criterio mínimo riesgo, en la cuartay

quinta columnasse recogenlos valores que alcanzanel valor esperadoy la

varianzaen cadasolución.

De las solucionesobtenidasse observaque a medida que aumentala

probabilidad,el nivel mínimo que puedealcanzarla función objetivo estocástica

estambiénmayor y disminuyela varianza,con lo cual probabilidadesmásaltas

correspondena solucionespeoresen términos de nivel (recuérdeseque se desea

minimizar la función objetivo estocástica)y mejoresen términosde varianza.Al

igual que en el problemamínimo riesgoel valor esperadode la función objetivo

estocásticadecrececonla probabilidadfijada cuandoéstaesbajay posteriormente

crece.

Además,de manerasemejantea lo que ocurrecuandoseaplica el criterio

mínimo riesgo la solucióndel problemacoincideparaprobabilidadesdistintas, y,

aunquelos nivelesmínimoscambianparaestasprobabilidades,la decisiónque se

ha de tomarenestoscasosesla misma.
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Probabilidad Solución Nivel u mínimo Valor

esperado

Varianza

fi= 0.1 (0,4) -2.252320 8 64

/3=0.15 (0,4) -0.29144 8 64

fiz~O.2 (0,1) 0.316766 2 4

fi=O.3 (0, 1) 0.951188 2 4

>0= 0.6 (0, 1) 2.506686 2 4

fi= 0.8 (0, 1) 3.683234 2 4

¡l= 0.9 (0, 1) 4.56308 2 4

/3=0.95 (0.4308,0.5691) 5.171409 2.861753 1.971705

fi= 0.99 (0.6698,0.3301) 6.01953 3.339782 1.326916

u
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3.3. ALEATORIEDAD SIMPLE.

Como ya vimos en el estudio de las restriccionesprobabilisticas, la

hipótesis de aleatoriedad simple, frecuente en la resolución de problemas de

programación estocástica, establece que el vector de parámetros aleatorios del

problema depende linealmente de una única variable aleatoria t , con distribución

conocida y cuya función de distribución F es estrictamente creciente.

Supongamos, pues, que el vector de parámetros aleatorios del problema

(PEL), ?, depende linealmente de una única variable aleatoria, 1 ,con distribución

conocida y cuya función de distribución E’, es estrictamente creciente, de tal forma

que:

±h2

donde e’, ¿E K”.

Supongamos además que eS> O para todo x E D.

Si se verifican estas hipótesis tenemos que:

p(ttx=u)p((cí±7c2)tx=u)=PIj=zt)—nL2t)

A partir de esta igualdad, obtenemoslos problemas mínimo riesgoy de
Kataoka.
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a) Criterio mínimo riesgo.

Bajo las hipótesis establecidas, la solución al problema:

MaxP{tx=u}
u

s.a reD

coincide con la del siguiente problema fraccional lineal:

u—e x
Max ~

s.a XED

tal y como establece el siguiente teorema:

Teorema 4. (Stancu-Minasian, 1984, pág. 189)

Supongamos que:

(i) las componentes del vector ‘é=(a¿a= dependen de

variable aleatoria Tde la siguiente forma:

?=e’ +7c2

donde e1, ¿E R~, ¿<x> O para todo x e D.

(ji) La función de distribución de la variable aleatoria ij E, (.) escontinua.

Entonceslasolucióndel problema

una
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MaxP{?’x=u}
u

s.a reD

no depende de Ft (.) y se obtiene resolviendo el siguiente problema

fraccional:

It
u—e x

Max ~2t~

s.a reD
u

El siguiente teorema determina cómo es la función objetivo del problema

anterior:

Teorema 5. (Stancu-Minasian,1997,pág. 133)

Sea O (x) = p(x)/a(x)una función numéricadefinida sobre un conjunto

convexo D cr. R~. Si p (x) y a (x) son funcioneslineales y a (x) > O,

entonces O es explícitamente cuasicóncava y explícitamente

cuasiconvexa.u

Así pues, la solución del problema (PEL) mediante el criterio mínimo

riesgo,bajo la hipótesisde aleatoriedadsimplecoincidecon ladel problema:

Itu—e x
Max c2x

s.a xED

y la probabilidadmáxima de que el objetivo estocásticono supereel nivel de

aspiración fijado u es:

FjjMax
u —

e2 ~

96



2. PROGRAMACIÓN E5TOCÁSTICA <E>

5,) Criterio de Kataoka.

En este caso, si consideramos la resolución del problema (PEL) mediante

el criterio de Kataoka, para una probabilidad fi E (0, 1):

Mm u

s.a P(tx=u)=fi

xE D

a partir de la hipótesis de aleatoriedad simple, puesto que:

p(? t=)P((l ±TcZ)tx=u)=
it u
117< e2tx

)

( It>u—e
E’, ¡ 2t ¡

cx}

tenemos que la igualdad:

PÓYtx=)F$

es equivalente a:

u—cI
t,(

2t =F kA>)cx

puestoque la funciónde distribución, h. esestrictamentecreciente.Esto implica

que el problema de Kataoka:

Mm u
(1’~¿)

s.a

xED

esequivalentea:
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Mm u

(x’,u)

s.a u=FVI(fi)c2tx±cltx

x~ D

La solución de este último problema coincide con la del siguiente

problemacon funciónobjetivo lineal:

Mm F[í(fi)cZx~i~c¡tx
u

s.a xED

Ilustramosmedianteel siguienteejemplola obtenciónde estosproblemas.

Ejemplo.

Consideremosel problema:

“Mm’
u

tx=c,x> ±ax,

s.a 3x>+2x
2=2

2x> —3x2 =8

x + x <5¡ 2

x,,x2 =0

donde ?= e +
7c2, donde ¿ (4 4)t e2 = (1, 12)’ y Y variable aleatoria

exponencialde parámetro2= 2.

El valor esperado y la varianza la variable aleatoria e x son

E(ctx) = 4.5x, + 2x
2 y Var(etx)= ‘(x, + 12<2, respectivamente. Una

4
vez

obtenidosestosdosmomentospodemosresolverlos problemasvalor esperadoy

mínima varianza.En la siguiente tabla aparecenlas solucionesde estos dos

problemas.Para cadasolución aparecenel valor esperadoy la varianzade la

funciónobjetivoevaluadosenlos óptimos.
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Criterio Solución Valor esperado Varianza

Valor Esperado (0, 1) 2 36

Varianza (2/3, 0) 3 1/9

Consideremosahorala resolucióndel problemamediantelos doscriterios

de máxima probabilidad. Para ello, los puntos factibles del problema deben

verificar e2tx> 0. En esteejemplo¿‘x = + 12x
2 y esfácil probarque los puntos

factiblesdelproblemala verifican.

La solucióndel problemamínimo riesgode nivel de aspiraciónu coincide

con la del siguienteproblemafraccionallineal:

u—4x, +4x2

u x,±12x2

s.a 3x, +2x2=2

2x, — 3x2 =8

x1+ x2=5
x1,x2 =0

En la siguiente tabla aparecenlas solucionesde este problema para

distintosvaloresdel nivel de aspiración,u:
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Nivel de

aspiración

Solución Probabilidad

máxima

Valor

esperado

Varianza

u = -10 (0, 5) 0.2834687 10 900

u=-2 (0,5) 0.451188 10 900

u = -0.1 (0, 5) 0.4848686 10 900

u=0.1 (0,1) 0.4944783 2 36

u = 3 (0, 1) 0.688596 2 36

u=3.1 (2/3,0) 0.727468 3 1/9

u = 8 (2/3, 0) 0.999999 3 1/9

Al igual que en el ejemplo resueltoen el caso normal de los resultados

obtenidos se desprendeque la solución del problema dependedel nivel de

aspiración que se fije para el problema. Como se observa en la tabla, la

probabilidadmáximade las solucionescrececon el nivel de aspiracióny, además,

la varianzava disminuyendo.En cuantoal valor esperadode la función objetivo

en el óptimo seobservaque su valor decreceparadeterminadosvaloresde u y,

posteriormente,crece. De nuevo, para determinadosvalores del nivel de

aspiraciónla soluciónqueseobtieneesla misma(en concreto,u = -10,u = -2, u =

-0.1 y u = 0.1, u = 3), y, en esos casos,el valor esperadoy la varianzade la

función objetivo también coincide, aunque,como es lógico, la probabilidad

máximacambia.
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Finalmente, las soluciones del problema determinista equivalente

correspondientea laaplicacióndel criterio de Kataokaconprobabilidadfi, son las

del siguienteproblemalineal:

Mm E’»’ (fi)(x, ±12x2)±4x>—4x2
u

s.a 3x,+2x2=2

2x> — 3x2 =8

x>+ x2=5

x>,x, =0

Las solucionesde esteproblema

aparecen en la siguiente tabla:

paradistintas probabilidadesson las que

Probabilidad Solución Nivel u mínimo Valor
esperado

Varianza

fi=0.1 (0,5) -16.83919 10 900

¡3= 0.3 (0, 5) -9.29978 10 900

¡3=0.5 (0, 1) 0.1588831 2 36

fis 0.6 (0, 1) 1.49774 2 36

fi~=0.7 (2/3,0) 3.067991 3 1/9

¡3=0.8 (2/3,0) 3.203145 3 1/9

¡3= 0.95 (2/3,0) 3.66524 3 1/9
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Las solucionesobtenidasmuestran,de nuevo, que las solucionesdel

problemadependende la probabilidadfijada. Al igual que enel criterio mínimo

riesgo, las solucionesdel problemadan un nivel de aspiraciónmás bajo y una

varianzamásaltacuantomáspequeñaseala probabilidadfijada. El valor esperado

de la función objetivo en el óptimo sigue el mismo comportamientoque en el

criterio mínimo riesgo: decreceparavaloresde la probabilidadbajos (fi = 0.1 y

¡3=0.3)y, posteriormente,crececon laprobabilidad.u

De todo lo estudiadohastaahoraenesteepígrafesededucequesi sedesea

resolver el problema de programaciónestocásticalineal mediante el criterio

mínimo riesgo o el criterio de Kataoka,bajo las hipótesisde normalidad o de

aleatoriedadsimple del vector?, esposibleobtenerlos problemasdeterministas

equivalentes.Los problemasqueseobtienencon el criterio mínimo riesgoson,en

ambos casos problemas fraccionales y con funciones explícitamente

cuasicóncavassi se establecenlas hipótesisadecuadas.Si seaplicael criterio de

Kataoka,bajo la hipótesisde normalidadseobtieneun problemaconvexo,si la

probabilidadfijada esmayor que 0.5 y, bajo lahipótesisde aleatoriedadsimple se

obtieneun problemalineal.
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3.4. APLICACIÓN DE LA DESIGUALDAD DE CANTELLI.

Como ya seha comentadoanteriormente,la resoluciónde problemasde

programaciónestocásticamedianteel criterio mínimo riesgoy el de Kataokaes,

en general,complicada,puestoqueen la resoluciónde estosproblemasinterviene

la función de distribución de la variable aleatoria t tx y, generalmente,esta

distribucióndependedel vectorde decisiónx. Al igual que en el análisis de las

restriccionesprobabilísticascon coeficientestécnicosaleatorios,consideramosla

aplicaciónde la desigualdadde Cantelli a la funciónde distribuciónde lavariable

aleatoria ?~x en los problemasmínimo riesgo y de Kataoka.Realizaremosel

estudioparafuncionesobjetivo estocásticasen general,y, una vezobtenidoslos

resultados,los aplicaremosal casolineal, del que nos ocupamosen esteapartado.

Comenzamosanalizandola aplicación de esta desigualdadpara el problema

mínimo riesgoy, posteriormente,parael criterio de Kataoka.

a) Criterio mínimo riesgo.

Consideremoselproblemade programaciónestocástica:

“Mm’ ~(x, ~)
(PE)

s.a XED

Si parasuresoluciónaplicamosel criterio mínimo riesgo,paraun nivel de

aspiración u, el problema determinista equivalente a este problema de

programaciónestocásticaes:

Max P{2Kx, ?.;) =u} (MR(u))

sa XED

Supongamosque conocemosel valor esperadoy lavarianzade la variable

aleatoria2’(x,), E{i~(x,~)} y Var{~(x,~)},respectivamentey que paratodo xc

Del valor de lavarianzade 2~(x, ~), Var{2(x, ~)}, esfinito.
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2. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA (1)

Puestoque:

p(?(x4) =u) = P(2Xx,~)—E~j’(x,4)} =

a partir de la desigualdadde Cantelli, enunciadaen el

capitulo, si se verifican las hipótesis establecidas

u =E{~<(x, ~)}, haciendo A= u — E{~(x, ~)} =0,severifica

P(?(x,~)=u)=

apartado2.3. de este

tenemos que para

que:

P(~Rx,~) — E(?(x,~)}=u— Efj~(x,~)})

Var(2’(x, 4)) <u— E{~Rx,4)})

A partir de este resultado,puesto que tenemosuna cota inferior de la

función de distribución de la variable aleatoria, para obtener una solución

“aproximada”delproblemamínimo riesgopodemosmaximizarestacota,esdecir,

resolverel problema:

(u—E{2Xx,4)})

s.a E{2<(x,~)} =u

XC D

(AMR(u))

Obsérveseque en el problema propuestoexigimos que se verifique la

desigualdad:

=u

puestoque,enotro caso,la funciónobjetivodel problemapropuestono seríacota

inferior de la funciónobjetivo del problemamínimo riesgo.Así, estadesigualdad

acotasuperiormenteel valor esperadode la función objetivo del problema de

programación estocástica,lo que implica que la solucióndel problema(AMR(u))
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estal que el valor esperadode la función objetivoestocásticaserásiempremenor

queel nivel de aspiraciónfijado.

A partir de la desigualdadde Cantelli podemosasegurar,por tanto, que

dadoun nivel deaspiraciónparala funciónobjetivo, u, si x« esla soluciónóptima

del problema(AMR(u)), severifica:

(u— E{~<(x*, ~~})2

Max P4(x,~)=u)
xci)

Los siguientes teoremas nos sirven para determinarcómo es la función

objetivodel problema(AMR(u)).

Teorema6 (Stancu-Minasian(1997),pág. 43)

SeaO unafunciónnuméricadefinidasobreun conjuntoconvexoD c R~.

SeaQ={x/x CD, «x)=4

Entonces9 escuasicóncavasi y sólo si Q« esconvexoo vacíoparaa E

Km

Teorema7.

Consideremosla funciónf: D c PL” —* PL, con D convexo.

(u —

Varfr(xáj} <u—
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donde u es una constante,u E PL. Si paratodo x e D se verifican las

siguientes hipótesis:

• Var{4x,4)}

=u y

y E{?(x,Z)} son funciones convexas.

Var{~’(x,~j} > 0.

entoncesJ(x)esunafunción cuasicóncava.M

Demostración.

A partir del teorema 6, para poder asegurar que la función f es

cuasicóncavahemosde demostrarque el conjunto ~a = {x / x e D,J(x) =
a} esun conjuntoconvexoparatodo ae PL.

Bajo las hipótesisestablecidas,la funciónftomarávaloresentreO y 1, es

decir,f: Da PL” —> [0, 1).

Paraanalizarla convexidaddel conjunto Q~, a partir del recorrido de la

funciónf consideraremosdistintos posiblesconjuntosde valoresparael

parámetro a: a< 0, a e [70,1) y a=1.

Así:

ePara a < O tenemos que:

( u —Efr(x,~)))
~a ={xED/a<O=L Varfr(x,~)}

Ti D

1
luego, para a<0,Q« ~D, conjunto convexo por hipótesis de partida.
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• Si a E [0, 1) tenemos quef(x) =aesequivalentea la desigualdad:

aVar{4x,¿)} =(1—

y, tomandoraízcuadrada a ambos lados de la desigualdad anterior, puesto

que aVar{~’(x, 4)} > O obtenemosel conjunto:

DElE Var{2’(x,~)} — 1—a(u—E{2’(x,~)})=o}

que es un conjunto convexo puesto que a E [0, 1) y las funciones

E{~’(x, ~)}y var{2t(x,~)}son convexas por hipótesis de partida.

Finalmente, para a=1 obtenemos el conjunto:

Varfr(x,4» + — E{ff(x, ~>}>2

puestoque el recorridodela función/esel intervalo [0, 1).U

Por tanto, queda demostrado que para cualquier valor real de a, el conjunto

es un conjunto convexo y, a partir del teorema 6, podemos asegurar que la

función

E{2<(x, ~})2

escuasicóncava.

0,7 ={XE

O ={XED/1a 0

1

lO?



2. PROGRAMACIóN ESTOCÁSTICA (1)

Una vez obtenido el problema (AMR(u)), si nos plantemos el problema

estocástico con función objetivo lineal:

“Mm” e~x

s.a XCD
(PEL)

y sudeterministaequivalentemedianteel criterio mínimo riesgo paraun nivel de

aspiración u:

MaxP{tx=u}
1

s.a XED

con ~ vector cuyas componentes, ~, j = 1, 2 n, sonvariablesaleatorias,de

valor esperado t~ y matriz de varianzas y covarianzas V, definida positiva, puesto

que el valor esperado de la función objetivo estocástica t x es x y su varianza

es xWx, podemos obtener una cota inferior al problema anterior aplicando la

desigualdad de Cantelli, si resolvemos el problema:

Max
(u —

XíVX±(U~CíXil2

s.a ctx=u

XCD

Ejemplo.

Consideremos el problema de programación estocástica lineal planteado en

el caso normal:

“Mm” ~ -i-~
2x2

u

s.a x1+x2=1

3x, ±2x2=8

x1,x2 =0

los
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donde ~ = (a’ )t es un vectoraleatorioconvalor esperado~ = y matriz de

variarasy covarianzasV = k1 con lo cual tenemos que la variable aleatoria

~<(x,?)= ~ x=a’,x> ±¿%x2 tiene valor esperado tx=4x1 ±2x2 y vananza

X’VX=X~ +44 ±2x1x2.Supongamosque se desconocela distribución de

probabilidad de la variable aleatoria t x y que para obtener soluciones a este

problema mediante este criterio se aplica la desigualdad de Cantelli a la función de

distribución de la misma. El problema que se ha de resolver es, para un nivel de

aspiraciónu:

(u—4x,—2xj
2

Max ~ +44 ±2x
1x2<u4x, —2xj

2

s.a 4x, ±2x
2=u

+ x2 =1

3x1 +2x2 =8

x1,x2 =0

En la siguiente tabla aparecen las soluciones a este problema para distintos

niveles de aspiración. Al igual que en casos anteriores, en la tercera columna

aparece la cota inferior para la probabilidad que nos proporciona el problema.

Además, en la cuarta y quinta columnas se recogen los valores que alcanzan el

valor esperado y la varianza en cada solución.
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Nivel de

aspiración

Solución Probabilidad

(cotainferior)

Valor

esperado

Varianza

u~2.5 (0,1) 0.0588 2 4

u3 (0,1) 0.2 2 4

u=5 (1/3,2/3) 0.7 8/3 7/3

u~7 (0.7783,0.2216) 0.9117647 3.5566 1.147418

Como puede observarse las soluciones que se obtienen son tales que a

medida que aumenta el nivel de aspiración fijado, la probabilidad y el valor

esperado aumentan a la vez que disminuye la varianza del objetivo estocástico. En

este caso, el problema correspondiente a niveles de aspiración menores que 2

(u <2) no tiene solución. Esto se debe a la restricción 4x, + 2x2 =u que ha de

incluirse en el problema al aplicar la desigualdad de Cantelli. Dado que este

ejemplo es el que se ha resuelto anteriormente en el caso normal, podemos

comparar las soluciones obtenidas entonces y las que nos proporciona la cota.

Como puede observarse, las soluciones que se obtienen mediante la cota se

asemejan más a las reales cuanto más alto es el nivel de aspiración.

u
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2. PROGRAMACIóN ESTOCÁSTICA (1)

b) Criterio de Kataoka.

Consideremos de nuevo el problema de programación estocástica:

“Mm” ?(x, ~) (PE)
s.a XCD

Supongamos que para su resolución aplicamos el criterio de Kataoka con

una probabilidad fi E (0, 1). En este casc, consideraremos el problema de Kataoka

con desigualdad en la restricción probabilística, es decir, planteamos el problema

determinista equivalente como:

Mm u
(“A,)

s. a P(~<(x, ~)=u) =fi (K(~))

XC D

Supongamos que conocemos el valor esperado y la varianza de la variable

aleatoria $x, ~), E{2’(x, ~)}y Var{2~(x, ~)}, respectivamentey queparatodo x E

Del valor de la varianza de 2t(x,~,), Var{~(x,~)}, es finito.

A partir de los resultados obtenidos en el apartado 2.3 de este capítulo, en

el que se aplica la desigualdad de Cantelli a la restricción probabilística:

podemos asegurar que todo vector x que verifique:

¡3
1—fi Var{~<(x,Z)} + E{2~x,4)}=u

verificará también la restricción P(~(x, ~)=u) =fi del problema (K(j3)).

111



2. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA (1)

Consideremos, pues, el problema:

Mm u
(X%)

Var{?(x, Z)1 + E{?’(x,~)} =u

XC D

Definimos el conjunto S3 como:

E It”~
1 ¡ ~ Var{~(x,~)}

1-fi
+ =U,X E D}

Puesto que, a partir de la aplicación de la desigualdad de Cantellí sabemos

que el conjunto S~ es un subconjunto del conjunto de oportunidades del problema

de Kataoka:

53 c{(xt,u)t /P{~’(x,~)=u}=fi,xeD}

podemos asegurar que si (x*t, u*)t es solución del problema

Mm u

Var(?(x, t,)} + E{?(x,~)}=u

XED

entonces u”’ =u’, con u’ solución del problema de Kataoka:

Mm u
(““4

s.a

XED

fis.a
1-fi

Si

fi
s. a

1-fi
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Por otro lado, puesto que el vector x<~ solución del problema

Mm u
(x’u)

fis.a
1-fi

Var{~(X, ~)}+ E{?(xj,)} =u

XED

es también solución del problema:

Mm Var{?(x,~,)}
1-fi

+
(AK(¡3))

s.a XED

en adelante, para obtener una solución aproximada del problema de Kataoka

(Kff3)) resolveremos el problema (AK(j3)), con lo cual se tiene que:

u’=Mm1~ L
fi

1-fi
+ E{2KxsÑ}

con u’ E PL, (x”, uY solución óptima del problema de Kataoka.

Así pues, como aproximación a la solución óptima al problema de

Kataoka, proponemos la resolución del problema:

Mm fi
1-fi

Var{2XX, ~)}+ E{2’(x,r,)} (AK(~))

s.a XED

Si las funciones Var{?(x,~)} yE{?(x,~)} son funcionesconvexas,el

problema (AK(13)) es un problema convexo. Además, la función objetivo de este

problema puede expresarse también como:
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.17 Var{iKx, ~)}+ 1 - fi E{2Xx, ~)}

con lo cual, mediante la desigualdad de Cantelli se resuelve el problema de

Kataoka minimizando una combinación lineal de la desviación estándar y el valor

esperado de la función objetivo estocástica, ponderando cada uno de estos

términos con fi y 1 - ¡3 , de manera que cuanto mayor sea la probabilidad

fijada, ¡3, se pondera más la desviación estándar y menos el valor esperado de la

función objetivo estocástica.

Para finalizar este apanado, constmiremos el problema que resulta al

aplicar la desigualdad de Cantelli al problema (K(~)) en el caso lineal.

Consideremos, pues, el problema de programación estocástica con función

objetivo lineal:

“Mm” ? ‘x
(PEL)

s.a XED

con ~ vector cuyas componentes, <~, j = 1, 2 n, son variables aleatorias, de

valor esperado ? y matriz de varianzas y covarianzas V, definida positiva, lo que

implica que el valor esperado de la función objetivo estocástica t x es X y su

varianza es X~VX.

El determinista equivalente al problema anterior mediante el criterio de

Kataoka, para un probabilidad ¡le (0, 1), es:

Mm u
(x’,u)

s.a p(j$t~ =u) =/3

reD

Si aplicamos a la restricción probabilística de este problema la desigualdad

de Cantelli, el valor de la función objetivo en el óptimo del siguiente problema

nos proporciona una cota superior de óptimo del problema anterior:

114



2. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA (1)

Mm X’VX+C<X
1-fi

s.a XCD

Obsérvese, además, que, puesto que la matriz V es definida positiva por

hipótesis, y dado que fi E (0, 1), este problema es convexo.

Antes de pasar a analizar la transformación del objetivo estocástico en su

equivalente determinista para el caso cuadrático, planteamos un ejemplo de la

resolución del problema estocástico aplicando la desigualdad de Cantelli al

problemadeKataoka.

Ejemplo.

Consideremos de nuevo el problema de programación estocástica lineal

planteado en el caso normal:

“Mm” iItx=Zr
1x1 ±a’2x2

s.a x>+x2=1

3 x1 + 2x2 =8

x,, x2 =0

donde ? = (¿t,a’2) esun vectoraleatoriocon valor esperado

varianzas y covarianzas V =
1

con lo cual tenemos que

= y matriz de

la variable aleatoria

?(x~)=tx=a’,x±a’x tiene valor esperado ~tx=4x,+2x y varianza

XtVx = 4 + 44 + 2x,x2. Supongamos que se desconoce la distribución de

probabilidad de la variable aleatoria Ztx y que para obtener soluciones a este

problema mediante el criterio de Kataoka se aplica la desigualdad de Cantelli a la
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función de distribuciónde la misma. El problemaque seha de resolveres,para

una probabilidad ¡3:

Miii < ±442x,x2+4x1 +2x2

1-fi
s.a x1+x2=l

3x1 ±2x2=8

x,,x2 =0

En la siguiente tabla aparecen las soluciones a este problema para distintos

niveles de aspiración. Al igual que en casos anteriores, la tercera columna aparece

la cota superior para el nivel mínimo que puede alcanzar la función objetivo con al

menos la probabilidad fijada. Además, en la cuarta y quinta columnas se recogen

los valores que alcanzan el valor esperado y la varianza en cada solución.

Probabilidad Solución Nivel u mínimo
(Cota superior)

Valor
esperado

Varianza

¡3—0.3 (0, 1) 3.309307 2 4

fis 0.6 (0, 1) 4.44949 2 4

¡3=0.8 (0.591, 0.40825 5.63299 3.1835 1.50005

/3=0.9 (0.7592, 0.2407) 6.768875 3.5184 1.17391

Las soluciones obtenidas mantienen las mismas características que las del

problema correspondiente a aplicar la desigualdad de Cantelli sobre la función de

distribución en el criterio mínimo riesgo: a mayor probabilidad, mayor nivel,
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mayor valor esperado y varianza máspequeña. Puesto que el problema que hemos

resuelto es el que se planteó para ilustrar el caso normal, cabe señalar ahora que tal

y como se comentó en el apanado 2.4 de este capítulo, la aplicación de la

desigualdad de Cantelli es “mejor” cuanto más alta es la probabilidad fijada, tal y

como puede observarse si se comparan la tabla de las soluciones obtenidas en el

caso normal y la que acabamos de ver.
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3. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA (II)

Siguiendocon el estudio del capitulo dos, y tras haberconsideradola

transformacióndel conjunto de oportunidadesen su deterministaequivalenteasí

como los criterios de transformación del objetivo estocástico en determinista y su

aplicación al caso lineal, consideramos ahora la obtención del determinista

equivalente del objetivo estocástico en el caso cuadrático. Como veremos a

continuación, este tipo de función puede ser de utilidad para problemas de

programación matemática en los que se desea minimizar la diferencia cuadrática

entre términos lineales y valores aleatorios. Para obtener el determinista

equivalente se consideran los cuatro criterios básicos de transformación del

mismo, analizados en el capítulo dos: valor esperado, mínima varianza y los

criterios de máxima probabilidad (mínimo riesgo y de Kataoka). Una vez

analizado esto, nos planteamos que la existencia de distintos criterios de

transformación del objetivo estocástico puede dar lugar a cierta confusión a la

hora de resolver el problema. Comose ha señalado anteriormente, esto hace que la

resolución de cualquier problema lleve implícita la necesidad de elegir un

concepto de solución. Esto nos ha motivado a analizar la posible existencia de

relaciones entre unos conceptos de solución y otros. El epígrafe dos de este

capitulo se dedica a este estudio.

1. TRANSFORMACIÓNDEL OBJETIVO ESTOCÁSTICOEN SU

EQUIVALENTE DETERMINISTA. CASO CUADRÁTICO.

Consideramos ahora la resolución de problemas con función objetivo

estocástica tipo cuadrática. Denominamos así a aquella función objetivo suma de

una forma cuadrática en las variables de decisión del problema, x, una forma

cuadrática en el vector de parámetros aleatorios, 4, y un término lineal formado

por el vector de variables de decisión y el de parámetros aleatorios. El problema

que planteamos es, por tanto:

“Mm” ~<(x,4)=x<Bx~4tx±4ÍH~
(PEC)

s.a XCD
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con B matriz de orden nxn, al menossemidefinidapositiva, H matriz de orden

nxn, simétricay almenossemidefinidapositiva.

Suponemos que el conjunto D, subconjuntode RS, D c PL” es convexo,

compacto y no vacío y que este conjunto es determinista o bien ha sido

transformadoen su deterministaequivalente siguiendo el criterio de restricciones

de azarseparadas.

Sea ~ vectoraleatoriodefinido sobreun conjunto E c Rl’. Suponemos

dadala familia F de eventos,es decir, subeonjuntosde E, y la distribución de

probabilidad P definidasobre ]F, de maneraque para cualquier subconj unto de E,

A c E, A E F, la probabilidadde A, P(A), esconocida.Además,semantienela

hipótesis de que la distribución de probabilidad, P, es independientede las

variablesdedecision,x,,..., X,.

Obsérveseque si la matriz H es nula, la función objetivo del problema

anterior es 2(x,4)= XtBX — ~x, en la que el vector de parámetrosaleatorios

afectasólo al término lineal de la función. Esto implica que la resolucióndel

problemaesmuy parecidaatodo lo analizadoya paraproblemasestocásticoscon

función objetivo lineal, al menosen lo que se refiere a la transformacióndel

objetivo estocásticoen su deterministaequivalente.Así, el valor esperadode la

función objetivo estocásticacambia, aunque no la varianza del objetivo

(recuérdeseque la varianzade una constantees nula). En lo que se refiere a los

criterios de máximaprobabilidad(mínimo riesgo y de Kataoka) los problemas

deterministasequivalentesque seobtienenparael problemaestocásticovaríande

los obtenidosen el caso lineal, pero los mecanismosde transformaciónde la

función objetivo del problema deterministaequivalente son paralelos a los

estudiadosen el epígrafe3 del capítulo2,

El planteamientodel problema(PEC) surgea partir de la ideade resolver

problemasde programaciónestocásticacon función objetivoestocásticadel tipo:

‘1

‘=1
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3. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA (II)

a,,fi, E PL, a~,fi,!=04=I, 2, ..., n, en la que se mide la sumade la diferencia

cuadráticade términoslinealesy deterministasrespectode parámetrosaleatorios.

Puestoque:

= S(a,x, — fifl2

n ti ti

— Za,2x7 — 2Xa,fi,tx, + Z¡3,2?2
1=1 ,~I 1=1

si definimos:

•
4,

2a,fi,

(a2

• B—~ ~

it

o ...

2

Y y

= ¿2 ,~ =
4a7¡3,2

11=

(

k

1

4a 7
1

44

o o

o
o

vi.
4a2

ti

la expresión matricial de la función anterior es:

ti

= Za¡2x7
1=1

ti

—2Sa
1¡3,<x, »

‘=1

ti

____x—2Za,fi, 2a,fi, ¿2

4a,
2 ¡32

= xtBx — ~tX +

Así, pues,abordamosacontinuaciónla resolucióndelproblema:

Mm” ~‘(x,~,)= x’Rx — +

s.a
(PEC)

XC D

o
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Para ello comenzamoscalculandoel valor esperadoy la varianzade la

función objetivo estocástica.Comoveremosa continuación,el valor esperado de

la funcióncuadráticaplanteadadependedelvectorvalor esperadode ~, ~, y de su

matriz de varianzas y covarianzas, V, lo que implica que si se conocen ~ y V, se

puede determinar el valor esperado de la función objetivo estocástica y, por tanto,

se puede resolver el problema de programación estocástica mediante el criterio

valor esperado.

En cuanto a la varianza de la variable aleatoria

= XtBX — + <Hg, obtL~dremos una expresión de la misma que

dependede los momentosdeordentresy cuatrode la variablealeatoria¿, 1 = 1,

2 n,yde momentosdel tipo E(47Á/jÁ,JE {i n},i!=j,a,¡3E N. Esto

da lugar a la necesidad de establecer hipótesis acerca de la distribución de

probabilidad del vector ~. Se consideranen este trabajo dos casosdistintos:

normaly de aleatoriedadsimple, añadiendo,además,hipótesisadicionalesacerca

de lamatrizH. Paraestoscasosobtenemosla varianzadel objetivo estocástico,lo

que nos permite resolver el problema (PEC) mediante el criterio mínima varianza

y, además,plantearel problema correspondienteal conjunto de soluciones

eficientesvalor esperado desviación estándar.

En cuanto a la aplicación de los criterios de máxima probabilidad para

resolverel problema (PEC), las dificultadespara determinarla distribución de

probabilidad de la variable aleatoria ~(x,~) = XtBx — + ~ (aún cuandose

mantienenlas hipótesis de normalidad y de aleatoriedad simple para el vector

nosha llevado aconsiderarla aplicación de la desigualdad de Cantelli, estudiada

en el apartado 3.4. del capitulo 2, para resolver el problema mínimo riesgo y de

Kataoka.

A continuaciónobtenemosel valor esperadoy la varianzade la función

objetivo estocástica.Posteriormente,plantearemos los problemas deterministas

equivalentes al problema estocástico para los dos casos señalados anteriormente:

normal y aleatoriedadsimple, siguiendo los criterios valor esperado,mínima

varianza,mínimo riesgo y de Kataoka.
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1.1. C2LCULO DEL VALOR ESPERADO Y LA VARIANZA DE

LA FUNCIÓN OBJETIVO ESTOCÁSTICA CUADRÁTICA.

VALOR ESPERADO.

Seala función estocástica2’(x, 4) = xtBx — + 4~H4. Sea 4 = E{4}

valor esperado de ~, ‘t~ =E{’t,}, ¡=1,2,...,n, y V su matriz de varianzas y

covarianzas:

(a2

y

it

a,
2..

2a2 ... a2>, ¡

con a,2 = Var{¿J= — ¿)2} a~ =Cov{¿,4j

Puesto que el valor esperado de una suma es igual a la suma del valor

esperado, tenemos que:

el

E{xtBX + 4
tH4 4t} = xtBx + E{4tH4} — E{4tx} =

xtBx + E{4t114}—

Hemosde calcular,por tanto,

E{~’ll4> =
1 ti

E~ Zh..42
1’

Ji

+ 2Eh,,4~’t,

~<~1

1=
~1

ti

Z ii,, Ef
i=1

‘t
i 2}÷2Zñ<¿6}

‘<3

ti

±2Eh
4(a~+¿i~)

i=1

ti ti

±Ek,a,2 ±2Eh~q 4
t114+tr(Iw)

,=1
‘<1

ti JI

+

‘<3
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dondetr (HV) esla traza de la matriz HV.

Portanto,el valor esperadodel objetivo esla funcióncuadrática:

= xtBx — + + tr(HV) (1)

Puestoque suponemos que la matriz B es al menos semidefinida positiva, tenemos

que la función obtenida es convexa.

VARIANZA.

Calculamos la varianza del objetivo estocástico ~‘(x,~), a partir de las

varianzasde cadauno de los sumandosde la variablealeatoriay las covarianzas

entre ellos. Puesto que:

~‘(x,4)=x<Bx— 4tx+4tH4

tenemosque:

Var{?(x, 4)} = Var{—<x} + Var{4~H4} + 2cov{—4’x, 4’H4}

De los tressumandosde la varianza,conocemosel valor de la varianzade

~4íx,Var{~4tx} = x’Vx, por ser V la matriz de varianzas y covarianzas de ~.

Calculamosa continuaciónlos valoresde la varianza de la variable aleatoria

4tH4 y de la covarianzaentre las variables ~x y

varf~<H~} = E{(4tH4 — <114—tr(HV))
2 } = (2)

= E{(<H4)2 } — (<114)2— (tr(Iw))2 — 2tr(IIV)4tH4

y
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cov{~4tx,<H¿,} = E{(~¿,tx+ — <H4 — tr(HV))} =

— ~E{4tx<H4} + ttx(Y<Ht + tr(HV))

ti

E{(<H4) } = Ef

L
ti

=Eh~Ek~}±__
1=I

2E1{Xh,i’t2+

(
E{(4tx)(4tH4)} =

Á
2

1=
1

ZhhE{4%2 } + EI«Ehu
¡!=3

Y +

¿U’

1
ti ti ¡¡

+ Zh~¿’t
1 —

1=1 >I
“1

ti ±EI+ Xh,,Ek2t}x, L
¡=1

1!=J

Z¿x,

Comopuede observarse, la expresión de la varianza de la función ?(x,~,)

es complicada. A diferencia del caso lineal, en el que basta conocer la matriz de

varianzas y covarianzasdel vector de parámetrosaleatorios para conocerla

varianzade la función objetivo, en el caso que planteamos, para conocer ésta

hemosde conocerla funcióndedistribucióndel vectordeparámetrosaleatoriosy

momentosde ordensuperior a dos de los mismos. Esto nos lleva a la necesidad de

especificar la distribución de probabilidad de ~ y a establecer hipótesis

adicionalesacercade laestructuradelproblemaqueplanteamos.

con:

(3)

y
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Los dos casos que consideraremos son el caso normal con matriz 11

diagonal y el caso de aleatoriedad simple, con variable aleatoria normal.

Como veremos a continuación, la hipótesis de normalidad se mantiene

debido a que con esta distribución de probabilidad los momentos de orden tres y

cuatro respecto al origen de la variable aleatoria 4~, ¡ = 1, 2 ti, vienen dados en

función del valor esperado y de la varianza de ~%.Existen otras distribuciones de

probabilidad para las que esto ocurre también tales como la beta, la uniforme o la

exponencial, entre otras. Para estas distribuciones puede obtenerse de igual forma

la varianza de la variable aleatoÁa ~(x,4)=x’Rx—’x+<H4, y lo que

desarrollamos a continuación puede extenderse a estos casos, aunque,

evidentemente, la expresión de la varianza variará de unos a otros.

a) Caso normal.

Supongamosque severifican las siguienteshipótesis:

111) h~ = 0, para todo 4j E {1, 2, ..., n}, ¡ !=j,es decir, la matriz Hes

diagonal.

112) Las variables aleatorias sÑ,’t2 ‘t,, sonmutuamenteestadísticamente

independientes.

H3) El vector ~ se distribuye según la distribución normal multivariante
de valor esperado 4 = (‘ti. ‘te,..., ~ ) y matrizde varianzasy covarianzas

V definida positiva.’

Estatercera hipótesis nos sirve para determinarlos valores de los momentostres y cuatro
respectoal origende las variablesaleatorias(E{~7 } >~ E{~j }). La hipótesisde normalidadpodría
haberse reemplazado por la de otras distribuciones, tales como la uniforme, beta, exponencial
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Consecuenciasde las hipótesis(III), (112)y (113)

A partir de la hipótesis (142), puesto que las variables aleatorias del

problemasonmutuamenteestadísticamenteindependientes,severifica2:

EH.

Además,dadoque el vector ~ se distribuye según la distribución normal

multivariante, para cada ¡ E <1, 2, ..., ti }. la variable 4 es normal con valor

esperado ‘t~ y varianzaof, luego3:

E{¿3}=gt,(’t,=+4)
E{¿4}=’t,4±6’t,2a7~i.3a,4

Además,bajo las hipótesis(111)-(H3) se tienequela matriz H esdiagonal

y tambiénlo es la matriz V (puesto que se supone que las variables aleatorias

‘tI ,..., ‘t~ son mutuamenteestadísticamenteindependientes). Esto da lugar a

poder expresar la traza de la matriz 11V como ¿HVe, donde e E IR?, e, 1, ¡ 1,
2 ti.

Varianza.

Partimos de la expresión de la varianza obtenida anteriormente:

Var{?(x,~)} = x’Vx + Var{4t114} -s-2cov{—~,’x, ~,‘H4}

y calculamoslos valoresde la varianzade
4t}g y

variables~‘x y <114,bajo las hipótesisestablecidas.

de la covarianzaentre las

2 VéaseHoggy Craig(1989), cap. 2. pág.84-85.

VéaseHogg y Craig(1989), cap. 3, pág. 116.
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Por (2) sabemosque:

Var{4t114} = — <114 tr(HV))2 } =

= E{(4tH4)2 4— (<H4)~ — (tr(HV))2 — 2tr(HV)4t114

A partir de las hipótesis (Hl)-(H3) tenemos que:

±2 /~,, ¿2

I<3

h»t2}=

= S¼E{4~} + 2 th,,h
11Ekj}E{t2 } =

t.j=l
fi

+ 48,
tH2V4

Luego, la varianza de 4’H4 es:

Var{4t114} = (41114)2+ 2tr(H2V2) + (tr(HV))2 + 2tr(HV)4’114 +

+44tH2V4—(4’H4)2 —(tr(HV))2 —2tr(HV)4’H4= (4)
= 2tr(H2V2)-i-44tH2V4

A partir de (3) tenemosqueel valor de la covarianzaes:

covf~4tx,4’H4 = E{&~4tx + 4tx)(41114 — 41fl4 — tr(HV)J4 =

= ~E{<x4tH4} + 4tX(4tH4 + tr(IIV))

Por las hipótesisestablecidas,tenemosque:
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E{<x4’H4} = E{t k43x,
<1 1= 4’1144’x + 24tHVx + tr(HV)4tx

luego,el valor de lacovarianzaes:

cov{~t,tx, 4’H4} ~(4tH~íx + 24’HVx + tr(HV)4’x) + -~- tr(HV)) =

= —24’HVx (5)

A partir de (4) y (5) obtenemosque si severifican las hipótesis(I-Il)-(H3)

lavarianzade lavariablealeatoria?(x,~) = ,Bx — + es:

Var{2(x,4)} = x’Vx + Var{<11~,} + 2cov{—<xi,’H4} =

— xtVx — 4¿$HVx+ 2tr(112V2)+ 44t112V4

Por tanto, la varianza de la función objetivo estocástica,

Var{?(x,4)} = xtVx— 4<HVx±2tr(H2V2) + 4<H2V4 (6)

esunafuncióncuadráticade las variablesde decisióndel problema,x, y, como la

matrizy esdefinidapositiva,esunafunciónconvexa.

b)Aleatoriedadsimplenormal.

Supongamosqueseverifica la siguientehipótesis:

H4) El vector 4 dependelinealmentede unavariablealeatoria
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con E R0 y 7 esunavariablealeatorianormalde valor esperado1 y

varianzaa2 finita, a2 <ce.4

Una vez establecidasesta hipótesis,calculamosel valor esperadoy la

varianzade la funciónobjetivoestocástica:

Enesecaso,la funciónobjetivo del problema(PEC)es:

~(x, 4) = ?(x, 7) = xBx — — + ~ + ~,lt11~l + 27~”HQ

Valor esperado.

El valor esperadode la función objetivo de nuestroproblemaes,en este

caso:

E{2(x,1)}=xtBx~(tcl +Z~)’x+(a7 +¿2)c2íH<+2í~JÉ11~2+~Hc’ (7)

Varianza.

Puestoque la varianzade unavariablealeatoriaesel valor esperadode la

diferenciaal cuadradoentrela variablealeatoriay su valor esperado:

Var4(x,7)} = (E{2xx,7)—

calculamosenprimerlugar ladiferencia2~(x,7) —

~(x,7) — E{2’(x,7)} = —« — [)<‘x± (72 — j2 — * 2V —

Esta hipótesisnos sirve para determinarlos valoresde los momentosde orden tres y cuatro
respectoal origen de la variable aleatoria ¡j(E{7’} y E{T~}), de maneraque, en vez de suponer

normalidadpodríahabersesupuestootradistribución(uniforme,beta,exponencial,...).
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Elevamosal cuadradola expresióny calculamosel valor esperadoy

obtenemos:

Var{?(x, ¡j} = of(42tx< — 2(E{(t — jj(72 —uf ¡2 )k,ltH¿12 + 2oQ<’H~2k2tx +

+ E{(72 —uf — t2)2}e,2íH<)2 +4ufktH&,2)2

+ 4E{(7 — j)(72 — uf [2 )}¿:tHe;2<tH42

A partir de la hipótesis(144) se tiene que los momentosde ordentres y

cuatrorespectoal origende la variablealzatoriat son:

E{73} [([2 i-3<)

Ef74} =V +6Paf +3<

luego:

r177v72 2 [2)1 = E(73)—13—[of= 2[a2

E{(72 u2 [2)2} = E(7¼±(a~[2)2 = 2o~ ±4[2u,2

y, por tanto, la expresiónde lavarianzaes:

Var{2\x, 7j{ = of — 4< (~1íH¿~2 + [<‘11< )<‘x +

+ 2<(21%-of)(<É1142)2 + 4u2 (~líH< ) 2 + 81<<tH<4ltHF,2~

Como puedeobservarse,el problema que se obtiene es un problema

cuadrático convexo.

Una vez obtenidaslas expresionesdel valor esperadoy de la varianzaen

los casosconsiderados,planteamoslos problemasdeterministasequivalentesque

se obtienen al aplicar los criterios consideradosen este trabajo a la función

objetivo estocásticacuadrática. En primer lugar veremos el caso normal y,

posteriormenteseanalizaráel de aleatoriedadsimplenormal.
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1.2. CASO NORMAL.

Consideremosel problemade programaciónestocásticacuadrática:

‘Mm’ ~(x,4)=x’Bx— 4’X-i-<H4 (PEC)
s.a XED

con E matriz de ordennxn, al menossemidefinidapositiva, H matriz de orden

nxn, simétricay al menossemidefinidapositiva.

Suponemosque el conjunto D, subconjuntode Rl’, O c RS es convexo,

compactoy no vacío.Suponemosque esteconjuntoesdeterministao bienha sido

transformadoen sudeterministaequivalentesiguiendoel criterio de restricciones

deazarseparadas.

Supongamosque severifican las hipótesis(HI), (H2) y (H3) del apartado

anterior. Abordamos ahora la resolución del problema (PEC). Para ello

consideramos su transformación en un problema determinista equivalente

mediantelos criterios analizadosen el epígrafe3 del capitulo 2: valor esperado,

mínimavarianzay los dos criterios de máxima probabilidad:criterio mínimo

riesgoy criterio de Kataoka.

a)Valor esperado.

A partir de los resultadosobtenidosen el apanado4.1, sabemosque el

valor esperadode la funciónobjetivo del problema(PEC)es:

E{2’(x,~)}=x’Bx— 4tx-f-<H4-4-tdHV) (1)
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Puesto que el criterio de optimización del problema (PEC)

minimo, el problemadeterministaequivalentesiguiendoel criterio valor

esel siguienteproblemaconvexo:

es el de

esperado

Mm x’Bx—4’x±4’H4±tr(HV)

s.a XED

¡9 Mínima varianza.

Si se verifican las hipótesis (HI)-(H3), sabemosque la varianza de la

función objetivo estocásticaes:

Var{2Xx,4)} =xtVx~44tHVx+2tr(H2VZ)+44t112V4 (6)

y, por tanto, el deterministaequivalentedel problema(PEC) medianteel criterio

mínimavarianzaesel siguienteproblema:

Mm xÍVx~44tHVx+2tr(H2V2)~f~4<H2V4
x

s.a XED

cuya funciónobjetivoesunafunciónconvexa.

e) Criterio mínimoriesgo.

Consideramosahorala resolucióndel problema(PEC)medianteel criterio

mínimo riesgo. Paraello hemosde fijar unanivel de aspiraciónu parael objetivo

estocásticoy resolverel problemadeterministaequivalente:

Max P(xtRx— <x±<H4=u)
5. a XE D

133



3. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA (II)

A partir de lo analizadoen el capitulo2, sabemosque la resoluciónde este

problemaes,en general,complicada.En estecasoaplicaremosla desigualdadde

Cantelli para obteneruna cota inferior de la función objetivo del problema

deterministaequivalentey, de esaforma, obteneruna aproximacióna la solución

óptimadel problemamínimo riesgo.

Así pues,proponemosla resolucióndel problemaque se obtuvo en el

apartado3.4 del capítulodos:

Max Var(~Xx,4)) ~-(u—Ef?}ix,4)})

s.a E{2Xx,4)}=u (AMR(u))

XE D

con el valor esperadoy la varianza correspondientesa la función objetivo

estocástica,bajo las hipótesis(Hl)-(H3):

= xtllx — <x + <114+ tdHV)

= x’Vx — 44tHVx + 2tr(112V2) + 4<H’V4

d) Criterio deKataoka.

Si consideramosla resolucióndel problema(PEC)medianteel criterio de

Kataoka,para una probabilidad¡3 e (0, 1), y planteandola restricciónde azar

asociadaaéstecon desigualdad,el problemaquehemosde resolveres:

Mm u
<%t

s.a P(x’Rx—<x-l-<H4=u)=fi

XC D
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Al igual queenel criterio mínimo riesgo,consideramosla aplicaciónde la

desigualdadde Cantelli a la restricción probabilísticaque apareceenel problema

deterministaequivalente.A partir del estudio realizadoen el apanado3.4 del

capítulodos,si resolvemosel problema:

Mm ¡31-¡3 Var{~<(x,c)} + E«(x,4)} (AK(f3))

s.a XED

setieneque:

u* =Mii
reD L

¡3
1-fi

Var{~’(x, ~)}+

con u*E R, (x*í, u*)Í soluciónóptimadel problemade Kataoka.

Así pues, como aproximacióna la solución óptima al problema de

Kataoka,proponemosla resolucióndel problema:

Mm ¡31-fi Var{~(x,Z)}

s.a XED

con:

E{2(x,4)} = xtBx — 4tx + <114+ tr(HV)

Var{2?(x,e,)} = x<Vx — 44tHVx+ 2tr(H2V2) + 44tH2V4

+
(AK(~))
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Ejemplo.

Consideremosel problemade programaciónestocásticacuadrática:

Mm” ?(x,) = (xi,
1

xJo ~ ?X~~29

s.a x,+x2=l

3x, ±2x2=8

x1,x2 =0

donde el vector ~= 9 sigue la distribución normal multivariante de valor

esperado 4 = ~jjJ y matrizde varianzasy covarianzasV = (j0
o)
4),

El valor esperadoy la varianza de la función objetivo del problema

planteadoson, respectivamente:

E{?(xÁD}=x +24 —x1 —2x2 ±38

Var{~(x,4)}=9x +4< —108x, —32x2 +1878

Si consideramosla resoluciónde este problema mediantelos criterios

analizados,seobtienenlos siguientesproblemasdeterministasequivalentes:

a) Valor esperado:

Mm 4+24 —x, —2t ±38
s.a x,+x2=l

3x, +2x2 =8

x1,x2 =0
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b,) Mínima varianza:

Mm 94 +44 — 108x1 — 32x2 + 1878
x

s.a x1+x2=1

3x1 ±2x2=8

x,,x2 =0

c) Aproximaciónalproblemamínimoriesgo.Paraun nivel de aspiraciónu,

el problemaaresolveres:

(u—x —24 ±x1±2x2~3g)2

94 + 44 — 108x1 — 32x2 + 1878 + (u—4 — 2x~ + x, + 2x2 — 38)2

s.a 4 ±2x3—x1—3x2-i-38=u

+ x2 =1

3x, ±2x2=8

x1,x2=0

d) Aproximacióna/problemade Kataoka.Fijada unaprobabilidad¡3 E (0,

1), el problemaquese obtieneesel siguiente:

Mm J9x + 44
1-¡3 —108x, —32x, + 1878+ 4 + 24 — x1 -~ 2x, + 38

s.a x1+x,=l

3x1 ±2x2=8

x,, x2 =0

Las solucionesa estosproblemasson las que aparecenen las siguientes

tablas.

La primera tabla correspondea los criterios valor esperadoy mínima

varianza.Ademásde las solucionescorrespondientesa estoscriterios,aparecenlos

valores del valor esperadoy la varianza de la función objetivo estocástica

Max
x
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evaluadaen las dos solucionesóptimas.De estaforma se tiene una medida de

tendenciacentraly unade dispersiónde las soluciones.

Criterio Solución Valor esperado Varianza

Valor Esperado (0.5,0.5) 37.25 1811.25

Varianza (8/3, 0) 42.444 1654

Las solucionescorrespondientesal criterio mínimo riesgo son las que

aparecena continuación.Se handadodistintosvaloresparael nivel de aspiración,

u. La cuartacolumnacorrespondea la cotainferior de la probabilidadcon que se

puedeasegurarque la funciónobjetivo estocásticano superael nivel de aspiración

fijado. Las dosúltimascolumnascorrespondena los valoresdel valor esperadoy

la varianza evaluadosen la solución óptima obtenida para cada nivel de

aspiración.Comopuedeobservarse,a medidaque el nivel de aspiraciónfijado es

mayor, la probabilidady el valor esperadoaumentany lavarianzadisminuye,con

lo cual, las solucionesobtenidaspara niveles de aspiración altos son menos

arriesgadas(enel sentidode que la probabilidadde que el objetivo estocásticono

supereel nivel de aspiraciónes mayory de que la varianzaes menor),pero son

peoresen términosde suvalor esperado,puestoqueésteesmásalto.
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Nivel de aspiración Solución Probabilidad
(cobasuperior)

Valor esperado Varianza

u = 50 (0.669,0.5246) 0.08272 37.27 1794.08

u = 100 (1 .2624,0.6208) 0.6896 37.8604 1737.67

u=150 (1.757,0.717) 0.8792 38.9242 1695.13

En la siguiente tabla aparecen las soluciones correspondientesa la

aproximaciónal criterio de Kataokacuandoseaplica la desigualdadde Cantelli.

Sehan dadodistintosvaloresparala probabilidad.En la cuartacolumnaaparece

el valor del objetivo en el óptimo para el problema(AK(p)), es decir, la cota

superioral nivel mínimo, u, parael que podemosasegurarquela funciónobjetivo

no supera ese nivel con la probabilidad fijada. Las dos últimas columnas

correspondena los valoresdel valor esperadoy la varianzade la funciónobjetivo

en la soluciónobtenida,como medidasde tendenciacentraly de dispersiónde ]a

funciónobjetivoestocásticaencadasolución.Comopudeobservarse,al igual que

ocurreen el problemamínimo riesgo, probabilidadesmás altascorrespondena

niveles mayoresy a solucionescon valor esperadomás alto y varianzamás

pequeñaparael objetivoestocástico.
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Probabilidad Solución Nivel u Valor esperado Varianza

¡3=0.6 (1.14,0.599) 88.89 37.6791 1748.84

¡3=0.7 (1.2788,0.6237) 101.53 37.8871 1736.20

¡3=0.9 (1.86,0.738) 162.42 39.2128 1686.81

¡3=0.95 (2.148,0.7768) 217.98 40.1191 1665.09

E
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1.3. ALEATORIEDAD SIMPLE NORMAL.

Consideremos de nuevo el problema de programación

Miii” ~}x,4) = x’Bx — <x + <114

estocástica

(PEC)
s.a XED

con B matriz de ordennxn, al menossemidefinidapositiva, 11 matriz de orden

nxn, simétricay almenossemidefinidapositiva.

Suponemosque el conjuntoD, subconjuntode RY, D c es convexo,

compactoy no vacío.Suponemosque esteconjuntoesdeterministao bienha sido

transformadoen su deterministaequivalentesiguiendoel criterio de restricciones

de azarseparadas.

Supongamosqueseverifica la siguientehipótesis:

114) El vector ~ dependelinealmentede unavariablealeatoriat

con ~ < E R~ y 7 esuna variablealeatoriacon distribuciónnormal,de

valor esperadoE y varianzaof finita, uf <ce.

Si se verifica estahipótesis,el valor esperadoy la varianzade la función

objetivoestocásticadel problema(PEC)son,respectivamente:

E4(x,7)} = xBx — (jT~2 ±‘)‘x± (u,2 + [2)~,2t11<+ 2[~ítH~2 + ~)t11< (7)

cuadrática:
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Varf?(x, 7)} = oQxt<4ltx — 4u,2 (~,‘<H< + [«11< )<‘x +
(8)

÷2a,2(212±oQ)(<tH<)2 ±4oQ(<tH<>2±S[cf<t114Wt1142

A partir de estos resultadosplanteamosa continuación los problemas

deterministasequivalentesal problema(PEC) que seobtienenal aplicar sobreel

objetivo estocásticolos distintos criteriosvistos en el epígrafe 3 del capítulo2:

valor esperado,mínimavarianza,y los criterios de máximaprobabilidad:criterio

mínimo riesgo y criterio de Kataoka.Al igual que en el casonormal,paraestos

doscriteriosconsideraremosla resolucióndel problemacorrespondientea aplicar

ladesigualdadde Cantelli a la funeili de distribucióndelobjetivoestocástico.

a) Valor esperado.

Dado el problema(PEC), si se verifica la hipótesis(144)), el problema

deterministaequivalentede éste,siguiendoel criterio valoresperadoes:

Mm xtBX~(iQ +l)tx±(uf +Py4tH~2 +2Fr,’tH~2 ±Z1t11~,’
x

s.a XED

Puestoquelamatriz 13 esal menossemidefinidapositiva, esteproblemaes

un problemaconvexo.

¡9 Mínima varianza.

Si seguimos el criterio mínima varianza el problema determinista

equivalenteal problema (PEC) es el siguienteproblema con función objetivo

cuadrática:

Mm o1xt«tx~4[u?<tHQ~2x+2u2(2[2±u,2)(<tH<)2

s.a XED
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x

s.a xeD

22 Ji~2t
11~2V + 4u7 + Btu, «ll<~,~~H<con 3 = 2oQ(2t+a, ~ - 2

Puestoque la matriz u2~
242t essemidefinidapositiva, la funciónobjetivo

de esteproblemaesunafunciónconvexa.

e) Criterio mínimo riesgo.

El problemacorrespondienteal criterio mínimo riesgo para un nivel de

satisfacciónu parael problema(PEC),si severifica las hipótesis(H4) es:

Max p(xtBx — 7~Ztx — + 72~2tH~2 + «11< =u)
1

s.a XED

Al igual que en el casonormal, las dificultadespararesolveresteproblema

en el que interviene la función de distribución del objetivo estocásticonoshan

llevadoa proponerla resolucióndel problema:

(u— E{?ÁxÁ)})
vax Var(~’(x,4)) <u— E{~Rx,Z)})

s.a E{~}x,Z)}=u (AMR(u))

xc D

analizadoen el apartado3.4 del capítulo2. Comosehacomentadoanteriormente

para otros casos,puesto que la función objetivo de esteproblemaes una cota

inferiorde la funciónobjetivodel problemamínimo riesgo,la solucióndel mismo

nossirve comoaproximaciónala solucióndelproblemamínimoriesgo.
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En este caso, el valor esperadoy la varianza del problema (AMR(u)) son,

respectivamente:

E4(x,7Á = xtRx — ([~,2 + x + (of + [2 K2tH~,2 + 2[¿jtH~,2 + ~,Itfl;l (7)

Varfff(x,7%I =ofxt~k2tx~4u,2(~¡tH< +[~2fH¿~2)¿~2tx+ (8)

+ 2of(2t 2±u2)(<‘H< )2 + 4j2 (<tH< ) 2 + 81u2<IH«tH<

d) Criterio de Kataoka.

Si fijamos unaprobabilidad¡3parael problemade Kataoka,el determinista

equivalentedel problema(PEC)esel siguienteproblema:

Mm u
(‘‘u)

s.a P(xtBx~ 7~,2tx—Z1tx+72Q~H< ±Z1tH~)=u)=p

XE D

Al igual que en el caso normal, planteamosel problema de Kataoka

exigiendoqueseverifique la restricciónde azarcon desigualdad.Las dificultades

para resolveresteproblema nos llevan a proponer la resolucióndel siguiente

problema:

Mm “~ Var{~(x,4)} +1-fi (AK(~))

s.a XED

puestoque,apartirde los resultadosobtenidosenel apartado3.4 del capitulo2, la

resoluciónde esteproblemaestal que:

u”’ =Mini ‘~ Var{~’(x,4)} +
,cD L l-¡3 J
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con u*E R, (x*I, u*) soluciónóptimadelproblemade Kataoka.

Por tanto, como aproximacióndel problemade Kataokaproponemosla

resolucióndel problema:

Mm fi Var{211x,4)} +
(AKQ3))

s.a XED

con:

E{~’(x,7)} = xtBx — (~< + 4’ )tx + (u,2 + [2)42111<+ 2141t1142 + 4”114’ (7)

Var{~4x, 7)> = ux’4242’x — 4a2(41t114 + t4flH42)421X +

+ 2u (2P+uf )(421H42)2 + 4of(41t1142>2 +

Ejemplo.

Consideremosel problemade programaciónestocásticacuadrática:

Mm ~(x,4) =

s.a x
1+x2=l

3x, ±2x2=8

x,,x2 =0

donde el vector 4 = t~j dependelinealmentede
una variable aleatoria7, de

maneraque
= Ci + t i) y t sigue la distribución normal de valor esperado

t =2 y varianzaof =1.

(8)

X2)QO ;L0—(~~
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El valor esperadoy la varianza de la función objetivo del problema

planteadoson, respectivamente:

E{~Rx,~)}= 24 + 94 — 5x1 — 3x2 + 39

Var{?Xx,4)}=4x ±4±4x,x2—104x1 —52x, +726

Consideremosla resolución de este problema mediante los criterios

analizados.Los problemasdeterministasequivalentesque se obtienenson:

a) Valor esperado:

Mm 24±9x—5x,—3x2-i-39
1!

s.a x1 +x2=1

3x, ±2x2=8

x1, x2 =0

b) Mínima varianza:

Mm 44 + 4 + 4x,x2— 104x1 — 52x2 + 726
x

s.a x1±x,=l

3x, ±2x2=8

x,,x2=0

c) Aproximaciónal problemamínimoriesgo. Paraun nivel de satisfacción

u, el problemaaresolveres:

(u—24—94±5x1i-3x2 ~39)2

vax 44 +4 +4x,x, —104x, —
52k +726+(z&24 —9 +5x, ±3x

2 39)2

s.a 24 ±94—5x1 —3x2 +39=u

+ x2 =1

3x1+2x2 =8
x1,x2=0
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d) Aproximacióna/problemade Kataoka. Fijadaunaprobabilidad¡3 E (0,

1), el problemaqueseobtieneesel siguiente:

Mm j4x +4 +4x1x2 —104x1 —52x2 +726+24±94—5x, —3x2 +39
U-fi

s.a x,+x2=l

3x1 + 2x2=8

x,,x2 =0

Las solucionesa estosproblemasson las que aparecenen las siguientes

tablas.La primerade ellas correspondea los criterios valor esperadoy mínima

varianza.Ademásde las solucionescorrespondientesa estoscriterios,aparecenlos

valores del valor esperadoy la varianza de la función objetivo estocástica

evaluadaen las dossolucionesóptimas.

Criterio Solución Valor esperado Varianza

Valor Esperado (1.25,0.1666) 31.716 486.24

Varianza (8/3,0) 32.777 477.111

Las soluciones correspondientesa la aproximación mínimo riesgo

mediantela aplicación de la desigualdadde Cantelli son las que aparecena

continuación.Se han dado distintos valores para el nivel de aspiración,u. La

terceracolumnacorrespondea la probabilidadcon que sepuedeasegurarque la

función objetivo estocásticano superael nivel de aspiraciónfijado. Las dos

últimas columnascorrespondena los valoresdel valor esperadoy la varianza

evaluadosen la soluciónóptimaobtenidaparacadanivel de aspiracion.

Comopuedeobservarse,a medidaque el nivel de aspiraciónesmayor, la

probabilidady el valor esperadoaumentany la varianzadisminuye, con lo cual,

las solucionesobtenidasparaniveles de aspiraciónaltos sonmenosarriesgadas

(en el sentidode que la probabilidadde que el objetivo estocásticono supereel
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nivel de aspiraciónes mayory de que la varianzaesmenor),pero son peoresen

términosde suvalor esperado,puestoque el ésteesmásalto.

Nivel de aspiración Solución Probabilidad

(cota inferior)

Valor esperado Varianza

50 (1.534,0.198) 0.2625 35.7964 566.7318

u = 70 (1.94,0.24) 0.6781 36.631 528.54

u = 80 (2.147,0.266) 0.7813 37.3259 509.6

u=90 (2.357,0.2897) 0.8452 38.215 490.79

En la siguiente tabla aparecenlas soluciones correspondientesa la

aproximaciónal criterio de Kataokacuandoseaplica la desigualdadde Cantelli,

Sehan dadodistintosvaloresparala probabilidad.En la terceracolumnaaparece

el valor del objetivo en el óptimo para el problema(AK(p)), esdecir, el nivel u

mínimoparael quepodemosasegurarque la funciónobjetivo no superaesenivel

con la probabilidadfijada. Las dos últimas columnascorrespondena los valores

del valor esperadoy la varianzade la función objetivo en la solución obtenida,

como medidas de tendenciacentral y de dispersión de la función objetivo

estocástica.Como pudeobservarse,al igual que ocurre en el problemamínimo

riesgo, probabilidadesmásaltascorrespondena nivelesmayoresy a soluciones

convalor esperadomásalto y varianzamáspequeñaparael objetivoestocástico.
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Probabilidad Solución Nivel u

(cota superior)

Valor

esperado

Varianza

¡3—0.6 (1.83,0.23) 64.76409 36.343 538.5

¡3= 0.7 (1.976,0.247) 71.7467 36.7392 525.2231

¡3=0.9 (2.47,0.2948) 104.558 38.75 481.18

¡3=0.95 (2.4845,0.2731) 134.3618 38.7753 480.8829

u

Como ya se ha comentadoanteriormente,la diversidadde criterios para

transformarel problema estocásticoen su deterministaequivalenteda lugar a

obtener distintas posibles soluciones para el problema de programación

estocástica.Como sabemos,la elecciónde la solucióndependerásiemprede las

preferenciasdel decisoren el procesode decisióndel que se obtieneel problema

de programaciónestocástica.Sin embargo,como veremosa continuaciónen el

siguiente epígrafe,estos criterios de resolucióndel problemade programación

estocásticaestánrelacionados.
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2. RELACIONES ENTRE LOS CRITERIOS DE RESOLUCIÓN DE
PROBLEMAS DE PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA.

Hastaahorase ha analizadola resoluciónde problemasde programación

estocásticamedianteel criterio de restriccionesprobabilisticaso de azar. En el

capítulodos se analizóla transformaciónde las restriccionesprobabilísticaso de

azar separadasy la transformacióndel objetivo estocástico lineal en su

deterministaequivalente.El mismo análisisseha realizadoen estecapítulo para

funcionesobjetivoestocásticasde tipo cuadrático.

De todo lo estudiadohastaahorasedesprendeque parala resoluciónde

problemasde programaciónestocásticase han de llevar a cabotransformaciones

del conjunto de oportunidadesy de la función objetivo. La transformacióndel

conjunto de oportunidadesen su deterministaequivalentepasa por fijar una

probabilidadpara cadauna de las restriccionesestocásticasdel problema. En

cuanto a la transformacióndel objetivo estocástico,como hemosvisto, existen

distintos criterios de transformaciónen su deterministaequivalente,lo que da

lugar a que se puedanobtenerdistintosproblemasdeterministasequivalentesal

problemaestocástico,y por tanto,distintasposiblessoluciones,hechoque queda

tambiénreflejadoenlos ejemplosplanteados.

Tal y como sehaseñaladoanteriormente,la elecciónde un criterio u otro

paratransformarel objetivo estocásticoen sudeterministaequivalentedependerá,

en general, del problema de decisión que se esté modelizandomedianteel

problemade programaciónestocásticay de las preferenciasdel decisoren el

proceso de decisión.Cabe plantearse,sin embargo,si, dado un problemade

programaciónestocástica,existealgunarelaciónentrelas solucionesóptimas que

se obtienenal resolverel problemaestocásticomediantelos distintoscriteriosde

transformacióndel objetivo estocásticoen deterministaanalizados.En este

apartadoabordamosesta cuestión, es decir, consideraremosun problema de

programación estocásticacon conjunto de oportunidades determinista o

transformadoen su deterministaequivalente,plantearemosla resoluciónde este

problema mediante los criterios analizados anteriormentey estudiaremosla

existenciade relacionesentrelas solucionesóptimasde éstos.
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Consideremosel problemade programaciónestocástica:

Mm ~‘(x, 4)
(PE)

s.a XED

en el que suponemosque el conjuntode oportunidadesD c esdeterministao

bien ha sido transformadoen sudeterministaequivalentemedianteel criterio de

restriccionesprobabilísticaso de azarseparadas.Suponemos,además,queD esun

conjuntocompacto,convexoy no vacio.

Consideremoslos siguientes criterios de transformacióndel objetivo

estocásticoen su equivalentedeterminista: valor esperado,mínima varianza,

eficienciavalor esperadodesviaciónestándar,criterio mínimo riesgoy criterio de

Kataoka.Enprimerlugar analizaremosla relaciónentrelas solucionesóptimasde

los problemasvalor esperadoy mínimavarianzay las solucioneseficientesvalor

esperadodesviaciónestándar,posteriormenteseanalizaránlas relacionesentrela

soluciónóptimadel problemamínimo riesgoy la soluciónóptimadel problemade

Kataoka.Finalmente,seanalizaránrelacionesentrelas solucioneseficientesvalor

esperadodesviaciónestándary las solucionesóptimasdel problemade Kataokay

del problemamínimo riesgo.

2.1. RELACIÓN ENTRE LAS SOLUCIONES VALOR ESPERADO,

MÍNIMA VARIANZA Y LAS SOLUCIONES EFICIENTES VALOR

ESPERADO DESVIACIÓN ESTÁNDAR.

Dado el problema de programaciónestocástica(PE), consideremossu

resoluciónmedianteel criterio valor esperadoy medianteel criterio mínima

varianza,cuyassolucionesóptimasvienendadaspor los problemas(E) y (6%

Mm E{24 4)} (E)
s.a XED
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Mm Var{~(x,4)} (&)
s.a XED

Consideremos,además,el problema biobjetivo que recoge el valor

esperadoy ladesviaciónestándardelobjetivo estocásticodel problema(PE):

Mm (E{~xx,~i}, Var{~(xJ,)}) (E)

s.a XED

Dadosestosproblemas,esclaro, apartir del teorema1 delcapitulo 1 que:

a) Si el problemavalor esperadoposeesolucióny éstaesúnica,entonces

essolucióneficientevalor esperadodesviaciónestándar.En casode queno

seaúnica,lassolucionesóptimasvalor esperadosonsolucionesdébilmente

eficientesvalor esperadodesviaciónestándar.

b) Si la varianza del objetivo estocásticaes una función estrictamente

convexa,el problemamínimavarianzaposeesolución única (puestoque

suponemosque el conjunto D es cerrado,acotadoy convexo)y, en ese

caso la solución óptima del problema mínima varianza es solución

eficientevaloresperadodesviaciónestándardelproblemade programación

estocástica.En casode que el problemamínimavarianzaposeamásde una

solución óptima, las soluciones mínima varianza son soluciones

débilmenteeficientesvaloresperadodesviaciónestándar.

A continuaciónanalizamoslas relacionesentre los problemasmínimo

riesgo y de Kataoka.Posteriormente,volveremossobreel conceptode solución

eficiente valor esperado desviación estándary lo relacionaremoscon las

solucionesde los problemasde Kataoka y mínimo riesgo del problema de

programaciónestocástíca.
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2.2. RELACIONES ENTRE EL PROBLEMA MÍNIMO RIESGOY
EL PROBLEMA DE KATAOKA.

Dadoel problemade programaciónestocástica:

(PE)
s.a xcD

consideremos para su resolución el problema determinista equivalente

correspondienteal criterio mínimo riesgodenivel de aspiraciónu:

Max P{2’(x,~) =u}
(MR(u))

s.a reD

y el problema correspondientea aplicar el criterio de Kataoka para una

probabilidad/le(0,1):

Miii u

s.a PQ\x,4)=u)=fi

reD

Los siguientesteoremasnosrelacionanlas solucionesóptimasde estosdos

problemas.

Teorema1.

Sea x’~ soluciónóptima del problema(MR(u*)) y sea /1 * el valor de la

función objetivo del problemaen el óptimo: fi * = P{~<(x*, 4)=u *}. Si la función

de distribuciónde lavariablealeatoria~(x,4) esestrictamentecreciente,(x*t, u*¡

essoluciónóptimadel problema(K(fi*)), esdecir, del problemade Kataokapara

unaprobabilidad¡3=fi *.M

(K(~))
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Demostración.

Demostramosel teoremaporreducciónal absurdo.

Porserx”’ solucióndel problema(MR(u*)) severifica que:

P{?~x,4)=u*}= P{~(x*,4)=u*}=fi * paratodoxE D

Supongamosque (x*í, u*)í a es solucióndel

existe un vector (xt, u)t, factible en (K(P*))

decir:

problema(K(/J*)). Entonces

verificando que u < u”, es

existenxE D, u E R, se verifica que P{~Rx,4)=u}=fi * yu<u*.

Pero, por ser la función de distribución de la variable aleatoria2t(x, 4)

estrictamentecreciente,severificatambiénque:

Pf~’(x, ~} =u = P(2¡x,4)=u> + <u < 2Kx, 4)=u *} — fi * + O

con O = <u c ~(x, 4) =u > 0, de lo que sededuceque existeun vector

x e D parael que P{2t(x, 4)=u *} > ¡3 *, lo cualestáen contradiccióncon

lahipótesis.•

Teorema2.

Sea(x*í, u*)< solución óptima del problemade Kataokade probabilidad
fl*, (K(Jfl). Si la funciónde distribuciónde la variablealeatoria~‘(x,4) es

estrictamentecreciente,x~ essoluciónóptimadel problemamínimo riesgo

de nivel u”‘, (MR(u‘9), y el valor de la función objetivo en el óptimo es
¡3*,.
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Demostración.

Demostramosel teoremapor reducciónal absurdo.Porhipótesis(x*t, u*)í

essoluciónóptimadel problemadeKataokade nivel ¡3*, luego,severifica:

a) Es factibleen (K(Jt49):X*ED y P{~(x*,4) =u”‘> = ¡3 *

b) Si (xt, u)t verifica queXED y P{2~(x,4) =u> = fi “‘,entoncesu”‘=

u.

Supongamosque x” no es solución óptima del problema (MR(u’9).

Entoncesexisteunvectorx E D parael cual:

P{?(x,4)=u*}>fi *

Como la función de distribución de la variable aleatoria 4x, 4) es

estrictamentecreciente,severifica queexisteun u < u~ parael cual:

*

lo cualestáen contrade lahipótesis(b).M

A partir de estosdos teoremaspodemosafirmar que, si la función de

distribucióndel objetivo estocásticoesunafunciónestrictamentecreciente,existe

una reciprocidadentrelas solucionesmínimo riesgo y de Kataoka,de tal forma

que resolviendouno de ellos sabemosque la solución obtenida es también

solucióndel otro, esdecir:
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(1) Paracadanivel de aspiraciónu fijo, cualquiersolución óptima del

problema mínimo riesgo es también solución óptima del problema de

Kataoka fijando una probabilidad ¡3 igual a la probabilidad máxima

obtenidaenelproblemamínimo riesgo.

(2) Paracada/9fijo cualquiersoluciónóptimadel problemadeKataokaes

tambiénsolucióndel problemamínimo riesgo,si fijamos paraesteúltimo

un nivel deaspiraciónu igual al valor óptimodel problemadeKataoka.

Esta reciprocidadentre ambos problemases comentadapor Geoffrion

(1967). En estetrabajo, Oeoffrion afirma que es fácil probar estos resultados,

refiriéndoseal caso lineal normal,añadiendoluego que, de hecho,los resultados

son ciertos para cualquier distribución de probabilidad (no necesariamente

normal).

Obsérveseque la relaciónestablecidaentreestosdosproblemasno tiene

porqué mantenersesi como aproximacióna las solucionesa los problemas

mínimo riesgoy de Kataokaseaplicala desigualdadde Cantclli. En esecaso,los

problemasque seresuelvenson:

vax Var(~’(x,4)) -I-(u--- E{2’(x, MI)

s.a E{~’(x, 4)> =u (AMR(u))

XE D

comoaproximaciónal problemamínimoriesgode nivel de aspiración,u, (MR(u))

y:

Mm Var{~(x4)} + E{2(x, 4)>

s.a XED
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comoaproximaciónal problemadeKataokade probabilidad¡3, (K(fr).

El siguienteteoremaestablecelas relacionesentreestosdos problemas

(AMR(u)) y (AK(f3)).

Teorema3.

Consideremoslos problemas(AMR(u)) y (AK(j3))

con u E It, /3 E (0, 1) constantesy Var{2~(x, 4)> >0 paratodo x E D.

(i) Si x~ essoluciónde (AMR(u)), entoncespara:

(u—E{2Kx*, 4)»
¡3=

Var{2’(x~, ~)>+ (u — E{2jx*, 4)>)

x”’ essoluciónde (AK(~))

(u) Si Ú essoluciónde (AKffi)), entoncespara:

¡3 Var<j~(x*,4)> +
1-fi

essoluciónde (AMR(u)).M
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Demostración.

(i) Por ser x”’ solución de (AMR(u)) tenemosque para todo x e D se

verifica:

Var{2t(x*, 4)> ±(~—E{2Xx*,)>)

luego,paratodo x E

1-II
+ E{2’(x,4)}

Puesto

equivalenteu

que ¡3 (u~E{?(x*,4)}

)

Var{?(x*,~)> +(u— E{fl(x*,4)>)
o, de

1—fi Var{~’(x*, 4)> + E{~’(x*, 4)> tenemosque:

Var{~(x*, 4)} + E{~(x*,4)} = fi
‘—¡3 Var{~’(x,4)}

paratodo X E D, luegox”‘ essoluciónde (AK(~)).

(u) Porserx’< soluciónde (AK(Jb),tenemosquex~ e D y además:

¡3
1—fi Var{2’(x*,4)> ±E{2<(x*,4)}.

Setieneque u =E{~(x*, 4)> y paratodo x ~ D severifica:

manera

+
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11= ¡3 Var{2<(x*,4)} +E{?(x*,~b>
1-¡3

<¡3 Var{?(x, 4)>
1-fi

Seax E D con u > E{~(x*, 4)}. Por la desigualdadanteriortenemosque:

l—fiu=VF Var{2~(x,4)>± l—¡3E{21x,4)}

lo queimplica que:

1— ¡3(u—E{?(x,4)})=~E Var{2’(x,4)}

y elevandoal cuadradoambosladosde ladesigualdadseobtiene:

<¡3(Var{~Xx,4)}

(u — E{2’(x,4)}) 4)82 ~ =

Var{2<(x, ~)}+ (u — E(?(x, —

+ (u— E{?(x,4)}))

y x* essoluciónde (AMR(u)).M

A partiresteteorematenemosquesi pararesolverel problema:

1

s.a xcD

mediante los criterios de máxima probabilidad (mínimo riesgo y

aplicamos la desigualdadde Cantelli, la solución de ambos problemas,xt

Kataoka)

+ E{~(x, 4)>

Portanto:

(~— E{2Xx*,4)})
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coincidencuandoel nivel de aspiraciónu del problemamínimo riesgoy el valor

de la probabilidaddel problemade Kataoka,¡3, mantienenla siguienterelación:

Var{~<(x*, 4)> ±E{~’(x*,4)}
1-/1

relaciónequivalentea:

= (~— E{2Kx*,4)}

)

Var{~(x*, 4)> + (u —

Portanto, la reciprocidadexistenteentrelos problemasmínimo riesgoy de

Kataokasemantienetambiénsi se aplica la desigualdadde Cantelli para obtener

unacotainferior de la funciónde distribucióndel objetivo estocásticoy seutiliza

estacotacomoaproximaciónaestosproblemas.
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2.3. RELACIONESENTREEL PROBLEMA DE KATAOKA Y LAS

SOLUCIONES EFICIENTES VALOR ESPERADO DESVIACIÓN

ESTÁNDAR.

En esteapanadoseanalizanlas relacionesentreel problemade Kataokay

el conjunto de solucioneseficientesvalor esperadodesviaciónestándarde un

problema de programaciónestocástica.Hasta ahora, las relacionesestablecidas

entre los criterios de resoluciónde problemasde programaciónestocásticason

relaciones generales, es decir, para cualquier problema de programación

estocástica.En esteapanado,sin embargo,las relacionesque se establecenson

paraproblemasde programaciónestocásticacon determinadascaracterísticas.En

concreto,se consideranproblemasde programaciónestocásticalineal en los casos

normal y de aleatoriedadsimple. Para estosdos casosse establecenrelaciones

entre los problemasde Kataoka y las solucioneseficientes valor esperado

desviaciónestándarde estosproblemas.Además,se considerala resolucióndel
problema resultantede aplicar la desigualdadde Cantelli a la función de

distribucióndel problemade Kataokay se relacionanlas solucionesóptimasde

esteproblema para distintas probabilidadescon las solucioneseficientesvalor

esperadodesviaciónestándar.Dividiremos nuestroestudioen distintoscasos.En

primer lugar veremosel caso lineal normal,posteriormenteveremosel problema

lineal con aleatoriedadsimple y, finalmente, se considerala aproximaciónpor

Cantelli al problemade Kataoka.

a) Casolineal normal.

Consideremosel problema de programaciónestocásticacon función

objetivo lineal:

“Mm c x
(PEL)

s.a XED
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Supongamosque el vector ? se distribuyesegúnla distribución normal

multivariante con valor esperadoi! y matriz de varianzas y covarianzasV,

definidapositiva.

En esecasola variablealeatoria~‘ x sigue la distribuciónnormal de valor

esperadoWx y varianzaxtVx. El problemade Kataokaasociadoal problemade

programaciónestocástica,paraunaprobabilidad¡3 es:

Mm 11’(/3) xtVx+tx (K1(~))

s.a XED

y el problemade eficienciavaloresperadodesviaciónestándares:

s.a reD

Puesto que la matriz de varianzasy covarianzasdel problema,V, es

definida positiva, la función x’Vx esuna función convexa,lo que implica que

las dos funcionesobjetivo del problema(EcU) sonconvexasy, podemosafirmar

que el conjunto de solucionespropiamenteeficientesvalor esperadodesviación

estándardel problemaseobtienenresolviendoel problemaponderado:

Mm p~’x + (1— u) xtVx (E

s.a reD

con,u E (0,1).

Como demostramosa continuación,los óptimos de los problemas(K1(~))

y (EcU) estánrelacionados.
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Teorema4.

essoluciónpropiamenteeficientedel problema(Bol) si y sólo si x’ es

solución óptima del problema de Kataoka (K1(~)) para un nivel de

probabilidadfi tal que 45’(¡3)= , con y E (0, 1), en donde,u es el

valor parael quex’~ essoluciónóptimaenelproblema(Ea2).M

Demostración.

(~) Por hipótesis, x” es solución propiamenteeficiente del problema

(Eal), lo cual quieredecir que existe un e (0, 1) para el cual x” es

soluciónóptimadel problema(Ea2),conji = y, esdecir:

yetx*+(1~,ut) x”’t Vx*=,utx+(1~,u) xtVx paratodo x E D

Veamosque x”‘ es soluciónóptima del problema(K1(p)), para/1 tal que

fi

*Supongamosque x no es solución óptima de (KI(j3)), para ¡3 tal que

1-jV Esoquieredecirqueexisteun x E D tal que:
‘u’

o, lo quees lo mismo:

-t 1-fit
e x±

ji
XtVX<CIX*+

‘ti

pero, porser0< y < 1, estoesequivalentea:
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,uE’x+(l—p) xÉVx<,ut~x*+(l

lo cualestáen contradiccióncon la hipótesis.

(e=) Por hipótesisx” es solución óptima del problema(K1(p)), para un
1-ji

nivel de probabilidadfi tal que cW’(¡3)= , con O < ji
ji

<1, lo cual

quieredecirque:

tx*+~iV’(¡3) x*tVx*=&x+cVI(¡3) XtVX paratodo x E D

o, lo queeslo mismo:

1—ji x*tVX*
ji

1-ji
____ xVx

ji
paratodo x E D

lo queesequivalentea:

,utx*+(l~’u) x*íVx*=’uttx+(1~’u) x’Vx paratodo x ~ D

por lo que existeuny E (0, 1) parael cual:

x*Eargminjictx+(1~~ji) x’Vx
xc 1)

y, portanto,x” essoluciónpropiamenteeficientedel problema(Ecrl).M

Portanto, a partir de esteteoremaseconcluyequeen el casolineal normal

las solucionespropiamenteeficientes valor esperadodesviaciónestándarson

solucionesóptimasdel problemade Kataokasin másquefijar unaprobabilidad,/3,
1-ji

parael problemade Kataokatal que qV’(fi)= , con ~t E (0, 1). Obsérvese,

ademásque,puestoqueg E (0, 1) setieneque:
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1-ji 1
ji l±K1(fi)

Puestoque ji E (0, 1) tenemosque la probabilidada fijar, fi, ha de ser

mayorque 0.5, yaque:

1 1

1
0< ‘1

i~1±~V’(p)<1c~ 1<1±~Y’(p) ~ 4V1 (¡3)> 0

Luego,el valor de la probabilidaddebeser tal que 41’ (¡3)> 0, lo que es

equivalentea fi > «0)= 0.5

Por tanto, en el casolineal normal, las solucionesóptimasdel problemade

Kataokasonsolucionespropiamenteeficientesvalor esperadodesviaciónestándar
paravaloresde probabilidad/1> 0.5. Esteresultadoestáen consonanciacon las

hipótesisque se establecenpara elegir el criterio de eficiencia valor esperado

desviaciónestándaren los modelosde selecciónde carteradentrodel campode la

EconomíaFinanciera.En estosmodelosseplanteaun problemade programación

estocásticadel tipo que acabamosde ver, se mantienela hipótesisde que el

individuo esaversoal riesgoy, apartir de los axiomasde la teoríade la utilidad

esperada,se elige como criterio de resoluciónde problemasde programación

estocástica,el criterio de eficienciavalor esperadovarianza.Como acabamosde

ver, laelecciónde estecriterio esequivalentea la eleccióndel criterio deKataoka

como criterio de resolución del problema de programaciónestocásticay la

aversión al riesgo se traduce en fijar una probabilidad mayor que 0.5, sin

necesidadde apoyarnosen los axiomasde la teoríade la utilidad esperada.
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b) Caso lineal aleatoriedad simple.

Consideremosde nuevo el problema de programaciónestocásticacon

funciónobjetivo lineal:

“Mm” ~
(PEL)

s.a XE D

Supongamosque el

continuade valor esperado

E,, estrictamentecreciente.

todo x E D.

vector?= e1 + Te2, donde7 esunavariablealeatoria
2 2

1, varianzaa, >0, a, <cn, y función de distribución
Ademássuponemosque severifica que c2~x >0 para

Consideremosla resoluciónde este problema medianteel criterio de

Kataoka.El problemadeterministaequivalenteal problemaestocásticoplanteado

es:

Mm u

(~t jj)t

s.a P(tx=u)=¡3

XE D

A partir de las hipótesisanteriorestenemosque elproblemade Kataokaes

equivalentea:

Mm e”x+Ffl¡3)c2x
(K2«3))

s.a XED

Consideremosademásel problemacorrespondientea la eficiencia valor

esperadodesviaciónestándardel problemade programaciónestocásticaplanteado.

Puestoque,bajo las hipótesisestablecidas,el valor esperadoy la varianzade la

función objetivo estocástica son, respectivamente:
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E{(cí ±TcZ)tx}=ct¡x+tc2tx

Var((c’ + Ye2)t x} = Var{Tcltx} = oQ (e2tx)2

el conjunto de solucioneseficientes valor esperadodesviación estándardel

problemaestocásticoesel del siguienteproblemabiobjetivo:

Min(c¡tx±1c2tx,a,c2tx) (Ea3)
s.a XED

y, dadoque las dosfuncionessonlineales,el conjuntode solucionespropiamente

eficientesvalor esperadodesviaciónestándarse obtieneresolviendoel problema

ponderado:

Mm ji(e>tx + íc2tx) + (1— ji)a,c2tx
(En4)

s.a XED

paraji E (0, 1).

Mediantela siguienteproposiciónserelacionanel conjuntode so]uciones

propiamenteeficientesdel problemaestocásticoy la soluciónóptimadel problema

de Kataokaparaunaprobabilidad¡3.

Proposición1.

1-jiSi existeun /3 ~ (0, l)tal que 1 í(fi)=f + q,, con,u E (0, 1), los
ji

problemas(Ea4)y (K2(~)) sonequivalentes.U
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Demostración.

Consideremosel problema(Ea4):

Mm {pcltx+(pT+(1~ p)o.,)cztx>

Dadoque‘u> 0, tenemosque:

Mm {,ucítx+Cut <1~~ ,u)a,)Jx} ,uN4in {Jx± C +

jiMin{c”x-i- F7~(¡3)e2tx>
xe 1)

Luego,lassolucionesóptimasde ambosproblemascoinciden.U

A partir de estaproposicióny, bajo las hipótesisestablecidas,tenemosque

las solucionespropiamenteeficientes valor esperadodesviaciónestándardel

problemaplanteadosonsolucionesdel problemade Kataokacuandosefija para

ésteun nivel de probabilidadtal que:

- 1-ji
F4(fi)t± o.

ji

Además,se verificandospropiedadesmásquerecogemosen las siguientes

proposiciones.

Proposición2.

Si severifican las hipótesisestablecidasen esteapañado,las soluciones

propiamenteeficientesvalor esperadodesviaciónestándardel problemade

programaciónestocástica(NI), sonsolucionesdel problemade Kataoka

paraun nivel deprobabilidad¡3tal que fi > FO).U
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Demostración.

El nivel de probabilidadquehemosde fijar en el problemade Kataokaha

de sertal que:

- 1-ji
F’(¡3)=t+ a,

ji

Si despejamosde la expresiónanterior‘u, obtenemos:

a
‘u F’(fi)±a, —[

Puestoque‘u e (0,1),tenemosque:

o.
0< ‘

F’(¡3)±a, —t

Luego:

F’(¡3)+a —t>0~[<Fj’(¡3)+a, 1> -

A partir de esta propiedadpodemosconcluir que si la distribución de

probabilidad de la variable aleatoria 7 es simétrica, tenemos que

= 0.5, por lo que en ese caso se exigeque ¡3 > 0.5, es decir, para

obtenersolucionespropiamenteeficientes,la probabilidadque hemosde

fijar en elproblemade Kataokahadesermayorque0.5.
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Proposición3.

Sean x1 y x2 E D, solucionespropiamenteeficientes valor esperado

desviaciónestándardel problema(PEL), para valores del parámetro‘u,

/ij y t~2’ respectivamente,con y, < ‘u=• Entonces, si los niveles de
probabilidadque hemosde fijar en el problemade Kataokapara obtener

lassolucionesx1 yx2, son fi, y¡32, severifica que /~2 <¡3,.U

Demostración.

DadoqueO <ji, < ‘u. < 1, severifican las siguientesdesigualdades:

lji, <1—ji~ y
1 1

/t /‘t

luego:

It It It ji

Puestoque:

- l-4u1 - 1/12a, y F,’(/12)=t± a,
‘ui fi?

tenemosque:

Por tanto, dadoqueel valor del parámetroji indica la importanciarelativa

que sele daal valor esperadoen relacióna la varianzaenel problemaponderado,

mayor importanciarelativaal valor esperadode la función objetivoestocásticaen
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el problema ponderadoimplica una probabilidad menor en el problema de

Kataokay, portanto, unasoluciónmásarriesgadaen términosde probabilidad.

Pasamos a estudiar la existencia de relación entre las soluciones

propiamenteeficientesde problemasde programaciónestocásticay lassoluciones

que seobtienenal aplicar la desigualdadde Cantelli a la función de distribución

del objetivoestocásticoen el problemade Kataoka.

e) Aplicación de la desigualdadde Cantelli.

Consideremoselproblemade programaciónestocástica:

Mm’ ~‘(x,4) (PB)
s.a x ~ D

y consideremossuresoluciónmedianteel criterio de Kataoka:

Mm u
(x’ j¿)’

s.a

reD

En el caso de que no se conozcala distribuciónde probabilidad de la

variablealeatoria~(x,4), pararesolverel problemade Kataokapodemosaplicar

sobrela restricciónde azardel mismo la desigualdadde Cantelli y obtenemosel

problema:

Mm ~ var{~(x,~)} + E{Ix,4)} (AK(~))
1’yfi

s.a XED

Consideremos,además,el problema correspondienteal conjunto de

solucioneseficientesvalor esperadodesviaciónestándardel problema(PE):
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Mm (E{~’(x,~)}, Var{4x,4)>)

s.a

y el problemaponderado:

Minji E{4x,4)}+(l—’u) Var{4x,4)}
x (Ea6)

s.a xED

con,u E (0, 1).

Paracada‘u ~ (0, 1) la soluciónóptima del problema(Ea6) es solución

propiamenteeficiente valor esperadodesviación estándar del problema de

programación estocástica(PB). E] siguiente teorema nos relaciona estas

soluciones (las solucionespropiamenteeficientes valor esperadodesviación

estándardel problema(PB)) y la soluciónoptimadel problema(AK(~)).

Teorema5.

Consideremoslos problemas(AKQ3)) y (Ea6), con y, ¡3 E (0, 1). Si

1-fi
‘u = <~- + — , ambosproblemassonequivalentes.M

Demostración.

=z’) Demostramosquecualquiersoluciónde (Ea6)essoluciónde (AK(43)).

Sea x’~ soluciónóptima de (E~6) con ‘u =
1 — Entoncespara

j+ 1-¡3

todo x E D se verifica que:

ji E{2~(x*,4)}+(1~p) Varfr(x*,4)} =,u ‘u) Var{i’(x,4)}

XED

(Ea5)
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Luego:

1—fi E{2tx*~4)}+& Var{~’(x*,4)>=

1—fi IT Var{2~(x,4)}

IT+ _ Efr(x~4)}+~ fi

y, portanto.

“‘ Var{~<(x*,4)} =E~<(x,4)} + ~ Var{2t(x,~)}+ 1—fi
1-fi

Luegox’~ essoluciónóptimade (AK(13)).

¿4=) La demostración es análoga a la anterior a partir de que

1-fi fi 1-ji
/1= ,Jff+ 1-¡3 1-fi = ji

Así pues,toda soluciónóptimaal problema(AK(~)), correspondientea la

aplicación de la desigualdadde Cantelli al problema de Kataoka asociadoal

problema (PB), es solución propiamenteeficiente valor esperadodesviación

estándardel problema(PB).

De todo lo estudiadohastaahora,podemosconcluir que en el caso lineal

las solucionespropiamenteeficientesvalor esperadodesviación estándardel

problemade programaciónestocásticason solucionesóptimas del problemade

Kataoka,si severifica la hipótesisde normalidado la de aleatoriedadsimple.Así

mismo, se tiene que las solucionesque seobtienenal aplicar la desigualdadde

Cantelli al problema de Kataoka asociadoa un problema de programación

estocástica,son solucionespropiamenteeficientes valor esperadodesviación

estándarde éste.
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Además, podemosafirmar que éstas son también soluciones mínimo

riesgo, comopuedededucirsea partir de los teoremas1, 2 y 3 que establecenla

reciprocidadentre el problemade Kataokay el problemamínimo riesgo. Esta

relación que acabamosde considerar,entre solucionespropiamenteeficientes

valor esperadodesviaciónestándary solucionesmínimo riesgode un problemade

programaciónestocásticaha sido analizadaanteriormenteen la literaturapara el

caso lineal normal,desdeun punto de vista distinto. Abordamosen el siguiente

apartadoestarelación.

2.4. RELACIONES ENTRE EL PROBLEMA MÍNIMO RIESGO Y

LAS SOLUCIONES EFICIENTES VALOR ESPERADO DESVIACIÓN

ESTANDAR.

En esteapartadoconsideramosde nuevo la relaciónentre las soluciones

eficientesvalor esperadodesviaciónestándary la soluciónóptima al problema

mínimo riesgopara una determinadonivel de aspiraciónu. Esta relaciónse ha

analizadoya en el apartadoanterior para determinadoscasos,al estudiar la

relación entre eficiencia valor esperadodesviaciónestándary el problemade

Kataoka,por la reciprocidadexistenteentre esteúltimo y el problemamínimo

riesgo. Sin embargo, abordamosahora todo esto desde una óptica distinta,

consideradaya por Chamesy Cooper (1963) y analizadaposteriormentepor

Stancu-Minasian (1984, cap. 3 pág. 166-172) en el caso lineal normal.

Consideramoslos mismoscasosque en el apartadoanterior: casolineal normal,

casolineal aleatoriedadsimpley aproximaciónporCantelli.

a) Casolineal normal.

Consideremosel problema de programaciónestocásticacon función

objetivo lineal:

“Mm” e x
(PEL)

s.a reD
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Supongamosque el vector ? se distribuye segúnla distribución normal

multivariante con valor esperado it y matriz de varianzas y covarianzasV,

definidapositiva.

En esecasola variablealeatoriaét x sigue la distribuciónnormal de valor

esperadotx y varianzaxtVx. El problemamínimo riesgoasociadoal problema

de programaciónestocástica,paraun nivel de aspiraciónu es:

—tu—ex
Max

x~ Vx (MRl (u))
s.a XED

y el problemade eficienciavalor esperadodesviaciónestándares:

Mín(c ~x, xtVx) (Ea1)
s.a reD

Stancu-Minasian(1984)consideraque,puestoque en esteúltimo problema

se desea:

eMinimizarel valor esperado,lo queesequivalentea resolverel problema

Max fl (x) = u— con u constante,u E R

eMinimizarla desviaciónestándar:Mini?2 (x) = x
tVx

reD

si seconsideracomocriterio de resolucióndel problemabiobjetivo (Ea!) el de
F

1(x

)

maximizarel ratio el problemaresultanteesel problema(MRI(u))

En este sentido, Chamesy Cooper (1963) señalanque el hecho de

maximizarla función:
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—tu—ex

XtVX

representaun esfuerzoporminimizarit’x y xtVx de formaconjunta.

b) Casolineal aleatoriedadsimple.

Consideremosel problema de programaciónestocásticacon función

objetivo lineal:

“Mm” ?tx
(PEL)

s.a XED

Supongamos que el vector ? = e
1 + Té, donde7

continuade valor esperado1, varianzaof > 0, of <~,

F,, estrictamente creciente. Además suponemos que se

todo x c D.

esunavariablealeatoria

y función de distribución

verifica que ltx >0 para

Consideremos la resolución de este problema mediante el criterio mínimo

riesgode nivel de aspiraciónu. El problemadeterministaequivalenteal problema

estocásticoplanteadoes:

Max 4tx=u)
x

s.aX E D

A partir de las hipótesisanteriorestenemosque el problemamínimoriesgo

esequivalentea:

Itu—e x
Max 2f

t ex
s.a XED

(MR2(u))
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Consideremos además el problemacorrespondientea la eficiencia valor

esperadodesviaciónestándardelproblemade programaciónestocásticaplanteado.

Puestoque, bajo las hipótesisestablecidas,el valor esperadoy la varianzade la

funciónobjetivoestocásticason, respectivamente:

E{(e’ +Te2Yx}=et¡x±Íeítx

Var{(e’ + Te2)tx} = Var{Teltx} = of (cítx)?

el conjunto de solucioneseficientes valor esperadodesviación estándardel

problemaestocásticoesel del siguienteproblemabiobjetivo:

Mm (eítx+íe2x, a,cítx)
(Ea3)

s.a XED

Puestoqueen el problema(Ea3)sedesea:

eMinimizarel valor esperado:Mm e1~x+ [c2~x,problema equivalentea:

— itMaxF,(x)=u—e’<x-~e x
xci)

con u constante,u E R.

•Minimizar la desviación estándar: Mm q,e2tx~a,Mi F
2(x)=e

2tx,

puestoque o-, > 0.

Al igual que en el caso anterior, si, para resolver el problema (Ea3)

consideramosel problemamaximizarel ratio

F
1(x) ________

F2(x)

u~eítx~tcítx

itex

F(x

)

_____ tenemos que:

Itu—e x —~
itex
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luego,se verificaque:

F1(x) u—e”x
argmax g max

reD F2(x) reD e x

esdecirla soluciónóptimade ambosproblemascoincide.

e) Aplicación de la desigualdadde Cantelli.

Consideremosel problemade programaciónestocástica:

(PB)
s.a XED

y consideremossuresoluciónmedianteel criterio mínimoriesgo:

Max P{~’(x, ~)=u>

s.a xED

En el caso de que no se conozcala distribución de probabilidadde la

variable aleatoria 2~(x,~), para resolver el problema mínimo riesgo podemos

aplicar sobre la función de distribución del objetivo estocástico la desigualdad de

Cantelli y obtenemosel problema:

(u—E{4x, 4)>)

Var{2~(x,4)}+(u— Efr(x,4)})
Max

x

s.a

xED

(AMR(u))
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Consideremosel problema(AMR(u)). Supongamosquese

aspiraciónu tal que E{~(x,4)} =u, para todo x e D. En ese

expresarel problema(AMR(u)) como:

1
Var{?(x, 4)

>

±1
(u —

fija un nivel de

caso, podemos

Var{?(x, 4»

—Efr(x,4)}) —

lvlax (~ — E{~<(x,4)}) = Max u — E{~<(x,4)}
Var{2’(x,¿.j} — reí) Var{2’(x,4)}

F1(x

)

obteniendo,de nuevo,el ratio FÚ’ siendoen estecaso fl (x) =

Fi!(x)r Var{~’(x,4)}.

u—E{4xj} y

A partir de los resultadosobtenidosen esteepígrafepodemosconcluir que

si bienexistendistintoscriterios de transformacióndel objetivo estocásticode un

problemade programaciónestocéstica,estoscriterios mantienenrelacionesque

ayudana que la elecciónde un criterio pararesolverel problemade programación

estocástica,en basea las preferenciasdel decisor, seamásfácil, a partir de las

relacionesobtenidas.Deentrelos criteriosvistos,paralos casosanalizadoseneste

trabajo, cabe destacar el criterio de Kataoka, puesto que, por un lado, las

solucionesde ésteson solucioneseficientesvalor esperadodesviaciónestándar,

paradeterminadosvaloresde la probabilidadfijaday, porotro, comohemosvisto,

bajodeterminadascondiciones,mantieneunareciprocidadcon el criterio mínimo

riesgo,lo que permite,enlos casosanalizados,“evitar” la resoluciónde problemas

fraccionalesque seobtienencon el criterio mínimo riesgo.Además,consideramos

que pararesolverun problemade programaciónestocásticaes más “fácil” fijar

una probabilidadpara su resoluciónque fijar un nivel de aspiraciónpara el

objetivoestocástico.
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4. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA MULTIORJETIVO. ENFOQEE MULTIOBJETIVO

1. INTRODUCCION.

Nos centramosahoraen el estudiode problemasde decisiónen los que el

númerode objetivosesmúltiple y algunoso todos los parámetrosdel problema

son variablesaleatoriascon distribuciónconocida. De estaforma, serelajandos

hipótesisfrecuentescuandoseplanteaun modelode optimizacióntradicionalpara

resolverproblemasde decisiónque seplanteanen procesosreales:

• la hipótesis de que el objetivo del proceso de decisión puede

representarseatravésde unaúnicafunción aoptimizar

• y la hipótesis de que la situación en la que nos encontramosen el

procesode decisiónesunasituaciónde certidumbre,de tal formaquese

conocen los valores de todos los parámetrosque intervienenen el

problema.

En general, un problema de programaciónestocásticamultiobjetivo se

puedeformularcomo:

‘Opt” ~(x, ~) (x, ~),Z~ (x, ~,) 2; (x,
1!

s. a g}x,)=O, ¡=1,2 ni

xc DcrR~

dondex e Ef esel vectorde variablesde decisióndel problemay ~ esun vector

aleatoriodefinido sobreun conjunto E c Rs. Suponemosdadala familia IP de

eventos,esdecir, subconjuntosde E, y la distribuciónde probabilidadP definida

sobre IP, de maneraque para cualquier subconjuntode E, A c E, A e IP, la

probabilidadde A, P(A), esconocida.Además,semantienela hipótesisde que la

distribución de probabilidad,P, es independientede las variables de decisión,

x x1~~~•~
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Suponemosque las funciones2~1(x, ~4?2(x, ¿,),...,2;(x,~) y g1(x,~), ~2(x,),

g~ (x,~)estándefinidasentodoel espacioK~ x IR.

A partir de los análisisrealizadosen los capítulosprevios,sabemosque la

resoluciónde problemasde programaciónestocásticapasapor la elecciónde

criteriosparaobtener,a partir del problemaestocástico,unproblemadeterminista

equivalentecuyasoluciónesconsideradasoluciónóptima del problemaoriginal.

Esto da lugar a que para un mismo problema estocásticose puedanobtener

distintas soluciones, una por cada uno de los criterios de obtención del

deterministaequivalente,y que se puedan considerartodas ellas soluciones

óptimas del problemaestocásticode partida. La elecciónde un criterio u otro

dependeráde las característicasdel procesode decisióna partir del cual se genera

el problema.

Esta diversidadde criterios es trasladableal caso multiobjetivo, con la

dificultad añadidade queel númerode objetivosdel problemaesmayorqueuno.

Los estudios realizados hasta ahora en programación estocástica

multiobjetivo abordan la resolución del problema planteadodesde distintos

enfoques.Paraclasificar los trabajosrealizadosdistinguiremosentreproblemas

convariablesaleatoriasdiscretasy problemasconvariablesaleatoriascontinuas.

Dentro del casodiscreto, cabe destacarlos trabajosde Ben Abdelaziz

(1992)y BenAbdelaziz,Lang y Nadeau(1994y 1995)en los que se analizala

obtención de solucioneseficientes de problemasde programaciónestocástica

multiobjetivo convariablesaleatoriasdiscretas.En estostrabajossedan distintos

conceptosde eficienciade problemasde programaciónestocásticamultiobjetivoy

el estudio que se realizaes paraleloal análisis de eficiencia en programación

estocásticaquesecomentóbrevementeen el capítulouno de estetrabajo.

Por otro ladoexistentambiénestudiosen los que seabordala resolución

del problema planteado bajo la filosofia de la programaciónrecurso de la

programaciónestocástica,analizadatambiénen el capítulo 1 de estetrabajo. Así,

182



4. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA MIJLTIOBJETIVO. ENFOQIJE MULTIORJETIVO

Teghem, Dufrane, Thauvoye y Kunsch (1986) plantean la resolución de

problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo con parámetrosque son

variablesaleatoriasdiscretascon distribuciónconocida.Estosautoresproponenel

método STRANUE, un método interactivo de resoluciónde problemascon las

característicasdescritas.En este método, basado en el método STEM de la

programaciónmultiobjetivo,sedefineunafunciónquepenalizala violaciónde las

restricciones,que se añade al resto de objetivos del problema determinista

equivalente.Posteriormente,Urli y Nadeau(1990)proponenel métodoPROMISE

para resolver problemas de programación estocástica multiobjetivo con

informaciónincompleta,estoes,parael casoen el que sólo se conoceunamedida

de tendenciacentraly unade dispersiónde cadauno de los parámetrosaleatorios

que intervienen en el problema. Al igual que el anterior, este método es

interactivo,basadoen el método STEM, y se utiliza unafunción que penalizala

posible violación de las restriccionesdel problema, que se incorporacomo un

objetivo másdelproblemadeterministaequivalente.

En cuanto al estudio de problemas de programación estocástica

multiobjetivo conparámetrosque sonvariablesaleatoriascontinuasexistenen la

literatura múltiples trabajosque lo abordan.De entre ellos cabe destacarlos

trabajosde Stancu-Minasian(1984), Stancn-Minasiany Tigan (1984), Leclerq

(1981 y 1982), Szidarovszky,Gershony Duckstein(1986),Goicoechea,Hanseny

Duckstein(1982)y el libro de Slovinski y Teghem(1990). La mayorpartede los

estudiosrealizadoshastaahoraresuelvenel problemaestocásticomultiobjetivo

transformandoel problemaen uno de optimización deterministaequivalentey

consideransolución del problema estocásticomultiobjetivo a la solución del

problematransformado.En general,estatransformaciónconstade dosetapasque

constituyenunadoble transformación.En unade ellassetransformael problema

estocásticoen uno deterministaequivalentey enla otra setransformael problema

multiobjetivo en uno de optimización.El orden en que se lleven a cabo estas

transformacionesdependedel métodoque sesiga pararesolverel problema.Así,

Stancu-Minasian(1984) plantea que para la resoluciónde estos problemasse

puedenconsiderardosposiblesformasde abordarlo:
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• Transformarel problemade programaciónestocásticamultiobjetivo en

un problemade programaciónestocásticacon una función objetivo y

resolveréstemediantealgunode los criteriosvistosanteriormente.

• Transformarel problemade programaciónestocásticamultiobjetivo en

un problemamultiobjetivo deterministaequivalente,fijando un criterio

de transformaciónpara cadaobjetivo estocásticoy, posteriormente,

buscarsolucioneseficientesdel problema multiobjetivo determinista

obtenido.

En estesentido,Ben Abdelaziz(1992)clasifica los métodosde resolución

de los problemasen tres grupos,que denominaenfoqueso aproximaciones,para

la resolución de problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo. Esta

clasificación se realizaen función del orden en el que se lleven a cabo las

transformacionesanteriormentemencionadasy distingue:

• Enfoque multiobjetivo: En él se transformael problema en uno

multiobjetivo deterministaequivalente y posteriormenteen uno de

optimizacion.

• Enfoqueestocástico:Consisteen reducirel problemaa un problemade

programaciónestocásticacon unafunción objetivo y, posteriormente,a

uno unproblemade optimizacióndeterministaequivalente.

• Enfoque interactivo: Se combinanambos enfoquespara obtener,en

interacciónconel decisor,unasoluciónde compromiso.

La siguiente figura muestra las dos transformacionesbásicas que

generalmentese siguen para reso]verproblemasde programaciónestocástica

multiobjetivo.
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PROBLEMA PROBLEMA
MULTIOBIIETIVO DE PROGRAMACIÓN

ESTOCÁSTICO ESTOCÁSTICA

it 1’
PROBLEMA PROBLEMA

MULTIORJETIVO DE OPTIMIZACIÓN
DETERMINISTA DETERMINISTA
EQUIVALENTE EQUIVALENTE

FIGURA 1.

TRANSFORMACIONES USUALES DE UN PROBLEMA MULTIOBJETIVO ESTOCASTICO

A estaclasificaciónhabríaqueañadirlos trabajosrealizadospararesolver

el problemamedianteprogramaciónestocásticapor metas.El primero de ellos se

debea Contini (1968)y posteriormenteaparecenotros trabajosdebidosa Stancu-

Minasian (1984)y Stancu-Minasiany Tigan (1988).El análisisde estos trabajos

nosha llevado aconsiderarloscomoun bloqueapartede la clasificaciónanterior,

si bien, algunosde los problemasplanteadosmedianteesteenfoquesepodrían

encuadrardentrode algunade los enfoquesquedistingueBen Abdelaziz.

En cuantoa los métodosinteractivos,hemosde señalarla importanciadel

método PROTRADE, (Goicoechea,Hanseny Duckstein(1982))método basado

enel métodoSTEM, y del métodoMULT propuestopor Leclerq (1982),y en el

que se abordan problemas de programación estocástica con restricciones

estocásticas.Para resolveresteproblema,Leclerq transformalas restricciones

estocásticasen restriccionesde azary las consideraobjetivos adicionalesdel

problema.El problemaresultanteseresuelvemedianteun métodointeractivo,que

proponeel autor.

En adelantenoscentraremosen el análisisde la resoluciónde problemas

medianteel enfoque multiobjetivo y el enfoque estocásticoy las posibles

relacionesquepuedenexistir en la resoluciónde problemasmediantelos mismos.

185



4. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA MULTIOBJETIVO. ENFOQIJE MULTIOBJETJVO

El problemaque abordaremoses:

Mm ~(x, ~) = (2 (x,~),2’2 (x,~),...,2; (x,~)) (PEM)

s.a xcD

en el que sesuponeque el conjuntode oportunidadesesdeterministao bien ha

sido transformadoen su deterministaequivalente siguiendo el criterio de

restriccionesde azarseparadas(obsérveseque la transformacióndel conjuntode

oportunidadesesigual en programaciónestocásticay en programaciónestocástica

multiobietivo) y semantienecomocriterio de optimizaciónel de mínimo.
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2. ENFOQUE MULTIORJETIVO.

Abordamos la resolución de problemas de programación estocástica

multiobjetivomedianteel enfoquemultiobjetivo,esdecir,siguiendolas siguientes

etapas:

Etapa1: Transformacióndel problemaestocásticomultiobjetivo en uno

multiobjetivo deterministaequivalente, siguiendo algún criterio que se

consideraapropiado.

Etapa2: Resolucióndel problemamultiobjetivo deterministaobtenidoen

la etapaanterior, sin considerarel carácterestocásticodel problemade

partida,salvopor la transformaciónrealizadaen la primeraetapa.

Evidentemente, existen muchos posibles criterios para llevar a cabo la

transformación del problemaestocásticomultiobjetivo siguiendolas dos etapas

descritas. Así, por ejemplo, en un problema de dos objetivos estocásticoses

posible que seconsidereadecuadoel criterio valor esperadoparatransformarel

primerobjetivo estocásticoy el criterio mínimo riesgoparael segundoy, unavez

obtenido el problema biobjetivo deterministaequivalente, obtener soluciones

eficientes,satisfactorias o de compromisodelmismo.

Sin embargo,existenen la literatura conceptosde solución eficiente de

problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo que seencuadrandentro de

este enfoque.Estos conceptosson generalizacionesde los criterios básicosde

resoluciónde problemasde programaciónestocástica:valor esperado,mínima

varianza,valor esperadodesviaciónestándar,mínimo riesgoy Kataoka.La idea

básicaen todos ellos es elegir un criterio de transformaciónde los objetivos

estocásticos,aplicarloa cadauno de ellos y construirun problemamultiobjetivo

deterministaequivalentecon las transformacionesobtenidas.

La mayor crítica que se realizaa esta forma de resolverproblemasde

programaciónestocásticamultiobjetivoes que, al aplicarel criterio de obtención
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delproblemadeterministaequivalenteacadaobjetivo porseparado,puedeocurrir

que no setengaencuentala posibledependenciaestocásticaentreunosobjetivos

estocásticosy otros, de maneraque, en cierto modo, se prima la naturaleza

multiobjetivodel problemasobrela naturalezaestocástica.Porotro lado, lamayor

ventajadel enfoquemultiobjetivoesqueesfácilmenteaplicableparala resolución

de problemasestocásticosmultiobjetivo.

En este capítulo se recogenalgunos conceptosde solución eficiente de

problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo y seanalizalas relaciones

entre ellos. Como veremosa continuación,estosconceptosde eficiencia están

relacionadosentresi. Puestoque anteriormentese hanestudiadocon detenimiento

los procesosde obtencióndel deterministaequivalentede un objetivo estocástico

mediantelos criterios citados,en lo que sigue no nos detendremosen esto.

Tampocoentraremosen la segundade las etapasanteriormenteseñaladas,esto es,

la resolucióndel problemamultiobjetivo deterministaequivalenteresultantede

aplicar estoscriterios.
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3. CONCEPTOSDE SOLUCIÓN EFICIENTE.

Consideremosel problemade programaciónestocásticamultiobjetivo:

Mm ~(x, ~) = (x, ~, z2(x,¿4...,2; (x,
(PEM)

s.a reD

Existen en la literaturadistintos conceptosde solución eficiente de este

problema multiobjetivo. Los conceptosque vamos a ver a continuaciónson

aquellosen los que setransformael problemaestocásticomultiobjetivo en uno

multiobjetivodeterministaequivalente,fijando algún criterio de transformaciónde

los vistos en programaciónestocásticaparatransformarel objetivo estocásticoen

determinista.Todos los conceptosque analizamostransformancadauna de las

funcionesobjetivo del problemaen deterministamedianteun mismo criterio de

transformación,que se aplicapor separadoa cadauna de las funcionesobjetivo

del problema.

3.1. EFICIENCIA EN ESPERANZA.

La definición de solución eficiente en esperanzano es más que una

consecuenciade uno de los métodosmás utilizados para resolverel problema

(PEM), que consisteen la obtencióndel deterministaequivalentedel problema

estocásticotomandoel valor esperadode cadauna de las funcionesobjetivo del

problema,esdecir:

Mm (E(~x, ~)},E{~(x, ~)},...,E{2;(X, ~4)
s.a reD

Unavezplanteadoesteproblemapodemosdefinir el conceptode solución

eficientevaloresperadocomosigue:
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Definición 1: Solución eficientevalor esperado.

Sea x e D. x es eficiente valor esperadodel problemade programación

estocásticamultiobjetivo (PEM) si essolución eficienteen el sentidode

Paretodel problema(E).M

Denotamospor 8E al conjuntode solucioneseficientesvalor esperado.

A partir del concepto que acabamosde definir, dado un problema de

programaciónestocásticamultiobjetivo, podemosobtenersolucioneseficientes

del mismo sin más que considerarel problema planteadoanteriormente.Los

objetivos del problema deterministaequivalente serán lineales si lo son las

funcionesobjetivo estocásticasy cuadráticosy convexosen el caso de que las

funcionesestocásticaslo sean,tal y como seha analizadopreviamenteen este

trabajo. Puestoque en los capítulosanterioresse ha analizadodetenidamentela

obtencióndel valor esperadode la función objetivo estocásticatanto en el caso

lineal como en el caso cuadrático, no planteamos ahora los problemas

multiobjetivo resultantesparaestoscasos.En cuantoa la bondadde estecriterio

pararesolverproblemasde programaciónestocásticamultiobjetivo, mantenemos

las mismasconsideracionesque ya sehicieronen programaciónestocástica,esto

es, consideramosque el valor esperadono es más que una medidade tendencia

centralde lavariablealeatoriay, en estesentido,laelecciónde estecriterio puede

no seradecuadaen determinadoscasos,puestoque sólo serecogendeterminados

aspectosdel objetivoestocástico.

Al igual que en programaciónestocástica,la obtenciónde soluciones

eficientesvalor esperadodel problema(PEM) esposiblesiempreque seconozca

el valor esperadode cadauna de las funcionesobjetivo del problema,aún si se

desconocela distribución de probabilidad de algunade las funcionesobjetivo

estocásticas.Sin embargo,al igual que en programaciónestocástica,estecriterio

recogesólo el valor esperadode las funcionesobjetivo estocásticasdel problema

y, por tanto, recogesólo una de las característicasestocásticasde los objetivos

aleatoriosdel problema.
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3.2. EFICIENCIA MÍNIMA VARIANZA.

Al igual que hemos definido el concepto de solución eficiente en

esperanza,cabedefinir el conceptode solucióneficientemínimavarianzasin más

que plantearel problemade programaciónmultiobjetivo de minimizar la varianza

de cada una de las funciones del problema de programación estocástica

multiobjetivo(PEM), esdecir:

Mm (Var{2 (x, ~)},Var{2’2 (x, ~)},. ..,Var{2’~ (x, ~)}) (G2)

s.a xeD

Una vez planteado este problema, que será siempre de mínimo,

independientementede que el problema de partida sea de mínimo (como

suponemosen este trabajo) o de máximo, podemosdefinir el conjunto de

solucioneseficientesmínimavarianzadel problemade programaciónestocástica

multiobjetivo(PEM) de la siguienteforma:

Definición 2. Solución eficientemínima varianza.

x e D es solución eficiente mínima varianza del problema de

programaciónestocásticamultiobjetivo (PEM) si es solucióneficiente en

el sentidode Paretodelproblema(a2).M

Denotamospor £a2 al conjuntode solucioneseficientesdel problema(cf).

Así pues,parala obtenciónde solucioneseficientesmínimavarianzadel

problema (PEM) hemos de construir un problema de q funciones objetivo,

formadoporcadauna de las varianzasdel problemamultiobjetivo estocásticode

partida. Estasfuncionessoncuadráticasy convexastanto en el caso de que los

objetivosestocásticosdel problemaseanlinealescomosi éstossoncuadráticos.Al

igual que con el criterio valor esperado,podremosobtenersolucioneseficientes

mínimavarianzasi conocemosla varianzade cadaunade las funcionesobjetivo

estocásticasdel problema, independientementede que se conozca o no la
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distribuciónde probabilidadde cadauna de las funcionesobjetivo del problema

estocásticomultiobjetivo de partida. La elección del criterio minima varianza

suponebuscarsolucionesque acerquenel valor de cada una de las funciones

objetivo estocásticasa suvalor esperadoy, en estesentidose puedeconsiderarun

criterio pocoarriesgado.

3.3. EFICIENCIA VALOR ESPERADO DESVIACIÓN ESTÁNDAR.

Al igual que en el caso de optimización estocásticamonobjetivo

consideramosla transformacióndel problema estocásticoen uno determinista

biobjetivo, con objetivos el valor esperadoy la desviaciónestándarde la función

objetivo estocástica,planteamosahora la posibilidad de establecerestos dos

criteriosde transformaciónde cadafunciónobjetivoestocásticay consideramosel

siguienteproblema:

Mm (E{#x,~’)} E{2;(x,~)J, Var{2(x,~)},..., Var{2;(x,~)J) (Ea)

s.a xeD

Unavezplanteadoesteproblemapodemosdefinir el conceptode solución

eficientevalor esperadodesviaciónestándarde la siguienteforma:

Definición 3.

xeDessolucióneficientevalor esperadodesviaciónestándarde] problema

multiobjetivo estocástico(PEM) si es solucióneficienteen el sentidode

Paretodel problema(Ea).•

Sea 8Eo el conjunto de solucioneseficientesvalor esperadodesviación

estándardelproblemade programaciónestocásticamultiobjetivo(PEM).

Esteconceptoha sido ampliamenteutilizado en la literaturapararesolver

problemasde programaciónestocástica.En algunostrabajosseha consideradoel
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criterio de eficiencia valor esperadovaríanza.Paraello se planteaun problema

con 2q objetivos que recogeel valor esperadode cada función objetivo y la

varianzade cadauno de ellosen lugar de sudesviaciónestándar.En estetrabajo

hemospreferidodefinirlo mediantela desviaciónestándar,dadoquede estaforma

conseguimosestablecerrelacionesentre este concepto y otros conceptosde

solucióneficientede problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo que se

definenmásadelante.En cualquiercaso,esfácil demostrarque el conjunto de

soluciones eficientesvalor esperadodesviación estándarcoincide con el de

solucioneseficientesvalor esperadovananza.

Las funcionesobjetivo del problemaque se generaparala obtenciónde

solucioneseficientesvalor esperadodesviaciónestándarsonfuncionesconvexas,

paraproblemasestocásticosmultiobjetivo lineales,tal y como se puedededucira

partir de los resultadosobtenidospreviamenteen estetrabajo.

3.4. EFICIENCIA MíNIMO RIESGO DE NIVELES u1 , u2 Uq•

Definido por Stancu-Minasiany Tigan (1984),esteconceptode solución

considera soluciones eficientes del problema de programación estocástica

multiobjetivo (PEM) a las solucioneseficientes del problema multiobjetivo

deterministaque se obtiene al aplicara cadauna de las funcionesobjetivo del

problemael criterio mínimo riesgo. Paraaplicarestecriterio hemosde fijar un

nivel de aspiraciónmínimoaalcanzarparacadauno de los objetivosestocásticos,

U¡,U2,...,Ug, Uk e It, k = 1, 2, ..., q. Unavezfijados estosvalores,el problema

mínimo riesgo, equivalente determinista del problema (PEM) consiste en

maximizarlaprobabilidadde que cadauno de los objetivosestocásticosno supere

el nivel de aspiración fijado, esdecir:

Max (P(t(x,~)=u~) P(2;(x,?,)=uq)) (MR(u))

s.a reD
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Unavezplanteadoesteproblema,Stancu-Minasiany Tigan(1984)definen

el conceptode soluciónvectorialmínimo riesgode nivel u del problema(PEM)

de la siguienteforma:

Definición 4. Solución eficientemínimo riesgo de nivelesu,,u2,...,uq.

xeDessoluciónvectorialmínimo riesgode nivel u si essolucióneficiente

enel sentidode Paretodel problema(MR(u)).

En adelantenos referiremosa estassolucionescomo solucioneseficientes

mínimo riesgo de niveles u1,u2,...,u,,. Denotamospor Smr(U) al conjunto de

solucioneseficientesdel problema(MR(u)).

Obsérveseque el problemamultiobjetivo deterministaque se obtiene al

aplicar este criterio, (MR(u)), depende,en general, del vector de niveles de

aspiraciónfijado, u, de tal formaque, podemosafirmar que en general,dadosu,

u’ e R~ si u !=u’ entonceslos conjuntosde solucioneseficientesmínimo riesgo

denivelesu y u’ serándistintos:Smr(u) z

Puestoque paraaplicarestecriterio de eficiencia,hemosde fijar un nivel

de aspiración, u~ e It, paracadauno de los objetivosestocásticosdel problema,

esnecesariala intervencióndel decisorparagenerarsolucioneseficientesmínimo

riesgo.Además,dadoque en el problemaque segeneraintervienela función de

distribuciónde cadauna de las funcionesobjetivo estocásticas,la aplicaciónde

estecriterio secentraen los casosque yaestudiamosenprogramaciónestocástica:

problemasestocásticosmultiobjetivo linealescon hipótesisde normalidado de

aleatoriedadsimple. En ambos casos,los objetivos del problema determinista

equivalentesonfraccionales.Puestoque esto ha sido ampliamenteanalizadoen el

capítulo dos de estetrabajo,no plantearemoslos problemasque segeneran.Por

otro lado, en los casosen los que desconocemosla funciónde distribuciónde los

objetivosestocásticosdel problema,podemosaplicarla desigualdadde Cantelli a

la función de distribución y obteneruna cota inferior para la misma. Así, si

sustituimoslas funcionesde distribuciónpor estascotasen el problema(MR(u))

obtenemosel problema:
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( u, —

Var(2(xÁ,))+(u,,—E{2/x,¿9})j

(AMR(u))

r~ D

Evidentemente,el conjunto de soluciones eficientes del problema

(AMR(u)), que denotamospor Efi~(u), no coincide, en general,con el conjunto

de solucioneseficientesdel problema(MR(u)), E~A(u) !=E~(u), y sólo puede

tomarsecomoaproximacióndel mismo.

3.5. EFICIENCIA CON PROBABILIDADES fi,, fi2 fi,,.

Finalmente, consideramosun concepto de solución que se basa en un

conceptodefinido por Goicoechea,Hanseny Duckstein(1982), el conceptode

soluciónestocásticano dominadade nivel fi.

Definición 5: Soluciónestocásticano dominadade nivel fi.

SeaZk (x) un valor pertenecienteal rango o soportede lavariablealeatoria

Sedice quex e D essoluciónestocásticano dominadade nivel /3 E (0, 1)

sí:

(i) P{2(x,Z) =zk(x)} = fi para todok e

(u) no existeningúnvectory e D tal que:

M~l

s.a
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p(;(y4)=zk(y))=fl paratodok=1,2,...,q

existe le {1,2, ...,q} talquez,(y)<z,(x)

zk(y)=zk(x), paratodoke{í,2,...,q},k!=l

u

A partir de estadefinición, dadoel problemade programaciónestocástica

multiobjetivo (PEM), si aplicamosel criterio de Kataoka a cadauna de las

funciones objetivo estocásticasdel problema para una probabilidad fi , el

problemaque segeneraes:

u=(ut,..., u,,)

s.a P{2’k(x,Y)=uk}= fi, k=1,2,..,q

xe D

y tenemosque el conjuntode solucioneseficientesde esteproblemaesel conjunto

de solucionesno dominadasde nivel fi que seha definido anteriormente,puesto

que para cadak e {i, 2, ..., q} la variable U~ será una función zk(x) que se

obtienea partirde la igualdadP{2~ (x,~) =U,< } = fi . Así, tenemosqueel conjunto

de solucionesno dominadasde nivel fi se obtienea partir de aplicarel criterio de

Kataoka a cada una de las funciones objetivo del problema multiobjetivo

estocástico,fijando el mismo nivel de probabilidad para todas las funciones

estocásticas.

A partir de aquí, cabe la posibilidad de generalizar este concepto

considerandodistintos niveles de probabilidadpara las funcionesobjetivo del

problema,sin másqueplanteamosel problema:

s.a P{?k(x,Z)=ukj=fik, k=l,2,..,q (K(13))
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Una vez planteado el problema, definimos el concepto de solución
eficienteconprobabilidades~ fi 2~••~ fi,, de la siguienteforma:

Definición 6. Solución eficiente con probabilidades fi,, fis,..., fi,,.

Sea x e D. Se dice que x es solución eficiente con probabilidades

fil, /3v”’ fi,, si existeun ue R~ tal que (xt,
11t)t essolucióneficientedel

problema(K(~)).M

Denotamospor Sk(
13) ~ It” al conjunto de solucioneseficientes con

probabilidadesfi¡,fi
2’...’fiq.

Obsérveseque el concepto de solución eficiente con probabilidades

fil, fl~,..., fi,, se defineparalos vectoresx, aunquelas solucionesdel problema
(K(j3)) seanvectores(xt, ut)É e K~.

Al igual que en el caso mínimo riesgo, este conceptode eficiencia va

asociadoa unos nivelesde probabilidadfijados a priori, con lo cual, el problema

multiobjetivo deterministamedianteel que seobtienensolucioneseficientescon
probabilidades fi,, fi2,...,fl,,, (K(¡3)), depende, en general, del vector de

probabilidadesfijado, 13=(fi,,fi2,..,fi,,)’. de tal forma que, podemosafirmar

que en general,dados3, 3’ e Ef, si [3!=[3’ entoncesel conjunto de soluciones

eficientespara[3esdistinto delque seobtienepara[3’:Ek((
3) !=Ek(13).

De nuevo,parapoderaplicarestecriterio de eficiencia,hemosde fijar una

probabilidad fi~ e (0, 1). para cada uno de los objetivos estocásticosdel

problema. Esto hace necesariala intervención del decisor para generar estas

soluciones eficientes. Además, en el problema interviene la función de

distribución de cadauna de las funcionesobjetivo estocásticas.Consideramos

ahoralos mismoscasosanalizadospreviamenteen estetrabajo: funcionesobjetivo

linealesbajo la hipótesisde normalidado bajo la hipótesisdealeatoriedadsimple.

En ambos casos es posible obtener soluciones eficientes del problema de

programaciónestocásticamultiobjetivo y los problemasresultantesson, bajo
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determinadashipótesis,problemasconvexos,tal y comoveremosmásadelanteen

el análisisde las relacionesentrelos conceptosde solucioneseficientesdefinidos.

Por otro lado, en los casos en los que desconocemosla función de

distribución de los objetivos estocásticosdel problema, podemosaplicar la

desigualdadde Cantelli a la función de distribución y obteneruna cota inferior

parala misma.Así, si sustituimoslas funcionesde distribuciónporestascotasen

el problema(K([3)) obtenemosel problema:

Mm u=(u,,u2,...,

s.a E{2k(x,Z)}+ flk Var{~$x,~)} =Uk, k=1,2 g (AK([3))
1-flk

x e DcR~

Al igual que en el casomínimo riesgo, el conjunto de solucioneseficientesdel

problema (AK([3)), que denotamospor EM<(¡
3) será distinto del conjunto de

solucioneseficientesdel problema(K([3)), EAK(P)!=EK([3), pero, podemostomar

esteconjuntocomoaproximacion.
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4. RELACIONES ENTRE LOS CONCEPTOS DE SOLUCIÓN

EFICIENTE DE PROBLEMAS DE PROGRAMACIÓN ESTOCASTICA

MULTIORJETIVO.

Una vez vistos los distintos conceptosde solución eficiente de un

problemade programaciónestocásticamultiobjetivo, analizamosen esteapartado

las relacionesexistentesentreestosconceptosde solución.

Si bien, en principio, se podría pensar que los conceptosdefinidos

previamenteno mantienenconexiónalguna,veremosa continuacióncómo estos

conceptosestánestrechamenterelacionados,al igual que ocurre en el caso de

resoluciónde problemasde programaciónestocásticacon una función objetivo.

En realidad,lo que analizamosa continuaciónno esmásque la generalizaciónal

casode ¿y funcionesobjetivodelcasoq = 1, estudiadoanteriormente.

Comenzaremosanalizando la relación entre las solucioneseficientes

mínimo valor esperado,las solucioneseficientesmínimavarianzay las soluciones

eficientesvalor esperadodesviaciónestándar,correspondientesal problemade 2q

objetivos que recoge valor esperadoy desviación estándarde los objetivos.

Posteriormente,se analizarála relaciónexistenteentresolucióneficiente mínimo
riesgo de niveles u u,, y solución eficiente con probabilidadesfi , fi,,.
Finalmente,se analizala relaciónentre las solucioneseficientesvalor esperado

desviaciónestándary las solucioneseficientesde probabilidadesfi,,...,fi,,.
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4.1. RELACIONES ENTRE LAS SOLUCIONES EFICIENTES

VALOR ESPERADO, LAS SOLUCIONES EFICIENTES MÍNIMA
VARIANZA Y LAS SOLUCIONES EFICIENTES VALOR ESPERADO

DESVIACIÓN ESTÁNDAR.

En esteapartadoseanalizala relaciónexistenteentrelas solucionesvalor

esperado,las solucioneseficientesmínima varianzay las solucioneseficientes

valor esperadodesviaciónestándar.Consideramos,por tanto, los problemas:

Min(E{2’,(xJ,)} E{2;(x,~)}) (E)

s.a xeD

Min(vart,(x,~)} Var{2;(x,~)}) (2)

s.a xeD

y

Mm (E{t(x,~)} E{2;(x,~)}, Var{t(x,~)},..., Var{2<,,(xÁ)}) (Ea)

s.a xeD

Como puede observarse,el problema (Ea) es un problema con 2q

objetivosquerecogelos objetivosde los problemas(E) y la raízcuadradade cada

uno de los objetivosdelproblema(cf).

Sean3F el conjunto de solucioneseficientesdel problema(E), E, el

conjunto de soluciones eficientes del problema (cf) y 6Ea el conjunto de

soluciones débilmente eficientes del problema (Ea). Mediante el siguiente

teoremaestablecemosla relaciónexistenteentreestostresconjuntos.
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Teorema 1.

Consideremoslos problemas:

Mm (Íí(x),...,Íqúo)
s.a xeD

Min(g1(x),...,g,,(x))

s.a xe D

Mm (j1(x),...,f,,(x), g1(x),..., g,,(x))

s.a xeD

dondefk:R~ —>K yg~:R’ —>K
4paratodoke{1,2,

SeanE~, EJ y 63 losconjuntosde puntoseficientesde los problemas(la) y

(ib) y (lc), respectivamentey sean si y 6< los conjuntos de

solucionesdébilmente eficientesde los problemas(la) y (ib) y (lc),

respectivamente.Entonces,severifica:

(i)6
1n52c53.

(ii)53cE~uE2

(iii) E~ U EJ a 63d

(iv) 81d ~ gd ~ EdM

(la)

y

(ib)

(1c)
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Demostración.

(i) Seax e E~ n 52• Veamosquex e 63 porreducciónal absurdo.

Supongamosquex ~ £3. Entoncesexisteun x’ e D tal que:

fk(x)=fk(x) y g~(x) = g~(x) paratodoke {l, 2 q}

existiendoun s e {i, 2, ..., q} parael cual la desigualdadesestricta:

f,(x’)<f}x) obien g5(x’) < g.~ (x).

Entonces,puestoque g(x
t) < g}x) implica g(x’) ctg~(x), x E E~ o

bienx 082, encontrade quex e E~ n 63.U

(u) Seax e 83. Entoncesno existeningúnvectorx e D tal que:

fk(x’) =fk(x) y g~(x’)= g~(x) paratodoke{1,2,...,q}

verificandoademásque:

f<(x’).cf}x) obien g
5(x’)< g/x) paraalgúnse {1,2,

Entonces x e 6~ o bien x C E~ Luegox e S~ u52.M

(iii) Seaxe E~ u E2 Veamos que 6<porreducciónal absurdo:

Supongamosque x o 83d Entoncesexisteun vector x’ e D que domina

débilmenteax y, portanto,verifica que:

(x’) <1k (x) y g~(x’)< g~(x)paratodoke{1,2,...,q},
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por lo cual,x E E~ y x E E2~ encontrade quexe 5~ u £2• U

(iv) Seax e U 5d Veamosque x e 63d, por reducciónal absurdo:

Supongamosquex E 61d Entoncesexisteun vector x’ e D que la domina

débilmentey, portanto,verifica que:

1k (x) <1k (x) y g~(x’) < g~(x) paratodokc9,2, ...,q},

porlo cual x E y x E g,d, en contrade quexe u 52d •

Es claro, a partir de (iv), que se verifica tambiénque n E2½5<

Además,como31c5d y 62 c 32d entonces51u52 a 81d u52d, por lo que (iii) se

puedededucirtambiénde (iv).

A partir de este teorema, sin más que hacer f~ (x) = E{2k (x, ~)} y
g~(x) = Var{2(x,)} paratodo k e {1, 2,...,q}, tenemosque:

(i)
3E ~ GE 8Ea Todasoluciónque seaala vezeficientevalor esperado

y eficiente mínima varianza, es solución eficiente valor esperado

desviaciónestándar.

(u) 5E~ a 6E u8
2: Toda solución eficiente valor esperadodesviación

estándaressolucióneficientevalor esperadoo solucióneficientemínima

desviaciónvarianza.

(iii) LEUSU, c6~0: Toda solución valor esperadoy toda solución

eficientemínimavarianzaes solucióndébilmenteeficientevalor esperado

desviaciónestándar.

(iv)S~uEd, aS~0:El conjuntode solucionesdébilmenteeficientesvalor

esperado desviación estándarcontiene a la unión del conjunto de

soluciones débilmente eficientes valor esperado y del conjunto de

solucionesdébilmenteeficientesmínimavarianza.
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4.2. RELACIÓN ENTRE LAS SOLUCIONES EFICIENTES
MÍNIMO RIESGO DE NIVELES u,,..., u,, Y LAS SOLUCIONES

EFICIENTES CON PROBABILIDADES fi,,..., fi,,.

Abordamos ahora el estudio de las relaciones entre las soluciones
eficientes mínimo riesgo de niveles u, , . .. , u,, y las solucioneseficientes con

probabihdades fi, fi,, de un problema de programación

multiobjetivo.

Dadoel problema(PEM), consideremoslos problemas:

Max(P{2(x,rZ)=uí}

s.a

u,, 9
xeD

Mm u=(u1 u,,)
(~t u’)

s.aP{~’k(x,t,)=uk}=fik

xe D

correspondientesa la obtenciónde solucioneseficientesmínimo riesgode niveles

U ~Uq y a las soluciones eficientes con probabilidades fi,,...,fi,,’

respectivamente,para el problema (PEM). A continuación

relacionesentrelos conjuntosde puntoseficientesde estosdosproblemas

Suponemosque los conjuntosde oportunidadesde ambosproblemas,D ci

R” y {(xt, u
t)t e DxR~ /P{2(x,~) =u3= fi~} ,son cerrados,acotadosy no

vacíos,por lo que ambosproblemasposeensolucioneseficientes.

Ademássuponemosque paratodo k e {1, 2, ..., q} y paratodo x e D la

función de distribución de la variable aleatoria 2~ (x,Z) es continua y

estrictamentecreciente.Estashipótesisimplican,porlas propiedadesde la función

estocástica

(MR(u))

(K(3))

analizamos las
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de distribución, que paracualquierprobabilidad,fik’ que sefije para la variable

aleatoria2~ (x, ~),existeun úniconúmeroreal t4k’ tal que P{2~(x,~)=Uk ji = fik.

SeaSmr(u) el conjuntode solucioneseficientesdel problema(MR(u)) y sea

£k(P) el conjunto de solucioneseficientes del problema (K(j3)). El siguiente
teoremanosrelacionaestosdosconjuntosde solucioneseficientes.

Teorema2.

Supongamosque la función de distribución de la variable aleatoria

Zk (x,~) es continua y estrictamentecreciente. Entoncesx es solución

eficientedel problema(MR(u)) si y sólo si (xt, ut)t essolucióneficientedel

problema(K(j3)), con u y [3talesque:

P{2jx,~)=u~}=fi~paratodoke{l,2,...,q}.U

Demostracion.

Demostramosel teoremapor reducciónal absurdo.Obsérvesequebajo las

hipótesisestablecidascualquier solución factible de uno de ellos lo es

tambiéndel otro.

(=‘) Si x essolucióneficientedel problema(MR(u)), entonces(xt, ut es

solucióneficientedel problema(K([3)).

Supongamosque (xt, u~ no eseficiente del problema(K([3)). Entonces

existeun vectorfactible(xt,u t)t quedominaa (xt, u~, esdecir:

e D

•severificaparatodo k e {l,2 q} que:

P{2(x’,~)=uki=fik = P{2jx,Z)=uk}
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•Uk=Uk,k=J,2 qyu,’<u, paraalgúnse{1,2,..~q}.

Por las propiedadesde la función de distribuciónde la variable aleatoria

2<~(x4),tenemosque si Uk’=U,< y u,<u¿

P{?k (x’ ,~) =Uk ~}=P{2 (x’j,) =U~< }
=ujji < P{2(x’Á~) =

Luego:

P{2~k(x,~)=Uk} = P{2~(x’,~) =U~’} =P{2<k(x’,~) =Uk}

=u,J = P{?,(x,r,) =u~’} < P{2’~(x’,¿,) =u)

Con lo cual,x no essolucióneficientedel problemamultiobjetivo(MR(u))

y estoestáen contradiccióncon lahipótesis.

(‘=) Si (xt, uY es solución eficiente del problema(K([3)) entoncesx es

solucióneficientedelproblema(MR(u)).

Supongamosquex no eseficientedel problema(MR(u)). Entoncesexiste

un vectorfactible x quedominaa x, esdecir: x e D y severifica que:

/3k = P{2~k(x,~)=uk}=P{2}x’,~)=uk}k=1, 2,.., q

fi~ = P{2(x,¿)=u) < P{t(x’,~) =u) paraalgúnse {l, 2, .., q}

Por las propiedadesde la función de distribución tenemosque existen

U u~ ,conUk=uk,paratodoke{ 1,2 q} y existealmenosunse

{ 1,2,...,q}, parael quela desigualdadesestrictau~ < u~, con:

fi,. = P{2~,.(x,t)=u,.}= P{2’,jxk~)=u,.’} paratodok e {1, 2,.., <1
fi, = P{¾(x,~)=u) = P{2}x’,~) =u,’} se{1, 2, .., q}
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lo cual estáen contradiccióncon la hipótesisde que (xt, uY essolución

eficientedel problema(K([3)).M

Una vez vista estarelación entre los conjuntosde puntos eficientesde

ambosproblemas,podemosenunciarel siguientecorolario querelacionala unión

de los conjuntosSmju) y Sk(P)’ esdecir, el conjuntode solucioneseficientesdel

problema(MR(u» y el conjuntodesolucioneseficientesdelproblema(K(13)).

Previamente,hemosde recordarque el conjunto de solucioneseficientes

6~(j3) del problema de programación estocástica multiobjetivo definido
anteriormente,es un subconjunto de Ef, Sk(13) a It”, tal y como puede

comprobarseenla definición6 de estecapítulo.

Corolario1.

La unión en u e Ef de las solucioneseficientesdel problema(MR(u))

coincidecon la uniónen [3e B de las solucioneseficientesde nivel [3:

UEiur(U) UEk([3)

3dB

con B={13 eRA1/fi,. e (0,1), k=1,2 q}.M

La demostraciónde este corolario es obvia a partir de los resultados

anteriores.

A partir de estos resultadostenemos,por tanto, que las unionesde los

conjuntosde puntos eficientesde ambosproblemascoinciden.Además,si x e D

es solución eficiente del problema (K([3)), para unas probabilidadesfijas,

¡3 = (/1 ,fi)t a partir del teorema2, sabemosque es solución eficiente

mínimo riesgo de niveles u, u,,, manteniendolos niveles de aspiracióny las

probabilidadesla relaciónque apareceen el teorema,y viceversa.Esteresultado

nospermiterealizarel análisisde estassolucioneseficientesmedianteuno de los
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dosconceptosy, a partir de la reciprocidadobtenidaen el teorema2, obtenerel

nivel de aspiracióno laprobabilidadparael que eseficientesegúnel otro.

Además,obsérvesequeesteteoremaesparaleloal querelacionaen el caso

q = 1 los óptimos de los problemasde Kataoka y mínimo riesgo, analizado

anteriormenteen estetrabajo.

Esteteoremano nospermite,sin embargo,manteneresarelaciónentrelos

conjuntosde puntoseficientesde los problemasmultiobjetivo correspondientesa

los casosen los que se desconocela flmción de distribución de la variable

aleatoria2~ (x, ~). En estoscasos,hemospropuestoen estetrabajo sustituir la

funciónde distribucióndecadaunade las fimcionesobjetivo del problemapor la

cota inferior quese obtienede éstamediantela aplicación de la desigualdadde

Cantelli. Estonosllevaala necesidadde analizarla relaciónentrelos problemas:

(u, Eh (x,~)}) ~ — Ek(x,~)}) )
var(2’,(x,~5>+(u, — E{2Áx,~)}) var(;(x,~)) +(u,, — E{~(x,~4)

s.a E{t(x,¿,)}=uk,k=l,2 ¿y AMR(u))
xeD

s.a Var{z,.(x,~,)} + E{2’,.(x,~,)}=Uk, k = 1,2 ¿y (AK([3))
1/3k

xe D

correspondientesa aplicar la desigualdad de Cantelli a las funciones de

distribución de los objetivos estocásticosde los problemas(MR(u)) y (K(j3)),

planteadosanteriormente.
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Suponemosque el conjunto D escenado,acotadoy no vacío,por lo que

ambosproblemasposeensolucioneseficientes.

El siguienteteoremamuestrala relación existenteentre las soluciones

eficientesde los problemas(AMR(u)) y (AK(j3)).

Teorema3.

x es solución eficiente del problema (AMR(u)) si y sólo si (xt, uY es

solucióneficientedel problema(AK(¡3)) conu y [3talesque:

fik
(2)

o, demaneraequivalente:

fi,. = (a,. —E{2~(x,¿)})
Var{z~(xÁ,)}+(u,. —

(3)

parak=1,2,..~q.U

Demostración.

Demostramosel teoremaporreducciónal absurdo.

(=~‘) Sea x solución eficiente del problema (AMR(u)), x e £A~(u).

Supongamosque (xt, uY no es eficiente del problema (AK(p)), con

13=(fi,,...,fi,,)tyfi,.dadopor(3)paracadak=1,2,...,q.

En esecasoexiste(x~, ¡¡tt)t, tal que:
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Var{2,.(xÁ,)} +E{?,.(x,¿.D}=U,.’ para todo k e

con u,.=U paracadake {1,2 q} y u,<u, paraalgúnse {1,2,...,q}.

Luego:

«4 Var{2j~(x,t,)} + E{2(x.Q} =U~ paratodo k =
(4)

í~ Var{t(x,~)}
+ E{2/x’,?,)} cu~paraalgúns e {i, 2 q} (5)

De (4) seobtieneque Ek (x, ~)} =Uk paratodo parak e {

Efectuandooperacionesen (4) y (5) seobtieneque:

Var{2(x,~)}±(uk —E{(x,F)})

—

Var(?.(x,)} ±(~~—

se {1,2,...,q)

y teniendoencuentapor(3) a qué esigual fik y fi3, tenemosque x no es

solucióneficientedel problema(AMR(u)), encontrade la hipótesis.

(~=) Sea (x
t, uY solución eficientedel problema(AK(¡3)), para [3dado,

siendoUk dadopor (2), paracadak 1, 2, ..., ¿y.

a) x E D

b)
1-fi,.

1,2,

fi,.

1~3<
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Supongamosque x no es solución eficiente del problema (AMR(u)).

Entoncesexisteun vectorx’ e D, verificandoque E{?,. (xY~)} =Uk, para

cadak = 1,2 q, que dominaa x, de maneraque paratodo k e {i, 2,

,q} severifica:

( U,.

Var{2jx,~)} ±(uk— Var{2?jx,~)} ±(~,.
(6)

— E{¾(x,c~)})

y existeuns e <1, 2, ..., q} parael quela desigualdadesestricta:

Var{2(x,~)} +(~.

Pero,puestoque:

fik=
Var{2’Áx,~)} ±(~,,

esequivalentea:

/3k
U~ = 1—fi,. Var{2 (x,~)} + E{?,. (x, ~)}

paratodo k e { 1, 2. ..., apartirde (6) tenemosque:

fi,.=
( U,. — E{2t,.(xÁ)})

Var{2’,jx’,Z)1 +(uk k=1,2 ¿y

lo que implica que:

Var{2’}x’,~)} ±(~~—

(7)
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>6< Var{2~,.(x,~)} ±E{2~,.(x’,t,)}k =

1—fi,.

y de (7) tenemosque:

(Un, —E{t(x,~)}) se {1,2 q}

Var{2(x’,~)} +(~~ —

conlo cualtenemosque:

fi.’.
~ Var{2~jx’,4)}±E{2~,(x’,~)} paraalgúnse {1,2 q}.

encontrade que (xt, uY essolucióneficientedel problema(AK([3)).M

Este teoremanos asegura la equivalenciaentre solucioneseficientes

cuandose “sustituyen” la función de distribuciónde cadauna de las funciones

objetivo estocásticaspor las cotasinferioresque se obtienenal aplicar a éstasla

desigualdadde Cantelli.

Una vezanalizadaestarelaciónnoscentramosbrevementeen el problema

s.a Var{2,.(x,~,)} +.E{24xX)}=u,.,k=1,2,...,q (AK([3))
1-fi,.

xeD

Como puede observarse,las soluciones a este problema son vectores

(x, &)‘ e R”41 El siguienteteoremanos permite estableceruna relaciónentre

212



4. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA MULTIOBJETIYO. ENFOQUE MULTIOBJETIVO

las solucioneseficientesa esteproblemay las solucioneseficientesdel siguiente

problemamultiobjetivo:

fi’
1-/3,

Var{~(x,fl}

s. a
-/3,,

Var{2~jx,~)} + Efr(x~ ~)}j) (AKIO3»

reD

en el que se reduceel númerode variablesde decisióndel problema,con las

ventajasque estoconlíeva.

Teorema 4.

Consideremoslos problemas:

Mm f(x) =(íoÍxl f,,(x))

s.a xeD

Mm 11=

s.a fk(x)=uk,k l,2,...,q

xeD

donde1,.: R~ —> It. Supongamosque:

•Dc It” es un conjunto cenado y acotado.

•EI conjunto {(xkut) e DXR9 /f,.(x) = es también cenado y
acotado.

Entonces, x es solución eficiente de (8) si y sólo si (xt, u~ = f(x)t) es
solucióneficientede (9).E

(8)

(9)
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Demostración.

La demostraciónla realizaremospor reducciónal absurdo.Supondremos

enamboscasosqueexisteunasoluciónque dominaa la solucióneficiente

y llegaremosaunacontradiccióncon lahipótesisde partida.

z~) Si x es solucióneficientede (8) entonces(x’, u~ = f(xflt es solución

eficientede (9).

Supongamosque (x<, u = f(xflt no essolucióneficientede (9). Puestoque

el problema(9) poseesolucioneseficientes,existiráal menosuna solución

(xl ,ut Y quela domina, luego:

hctu— k’ k=l,2 q y u, <u3 parase{l,
2,...,q}.

siendox’ e Dy f,.c¿x)=u,.’,k= 1,2 q, porlo que:

f,.(x)=u,.’=u,. f,.(x), k=1,2 ¿y y

f/x’)=u,%cu
3=fjx) paraalgúnse{l,2

lo que implica que x no essolucióneficientedel problema(8),

encontradiccióncon la hipótesis.

a) Si (xt, u
t = f(x)t~ es solucióneficientede (9) entoncesx

eficientede (8).

lo cualestá

es solución

Supongamosque x no essolucióneficientede (8). Puestoque el problema

(8) poseesolucioneseficientes,existirá al menosuna solución x que la

domina,esdecir:

Jjx)=J,.(x), k=],2,...,q y jjx)fjx) paraalgúnse{l,2,...,q}

siendo x e D.

SeaU~ ‘= f,.(x) y U~ —fk(x), k = l,2,...,q ,tenemosque:

u~ ‘=u~, k = I,2,...,q y u
3’< u3 paraalgúnse {l,2 q}
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con x e D y u,.’= f,.(x’), k = 1,2 ¿y , luego factibleen (9), con lo cual

el vector (xt, ut = f(x~) no es solución eficiente del problema (9), lo que

estáencontradiccióncon la hipótesis.M

A partir delteorema4, haciendo:

W/3,.fk(x) k= l,2,...,q

tenemos que el conjunto de soluciones eficientes del problema (AK([3)) se obtiene

a partir de las soluciones eficientes del siguiente problema:

1 Var{2(x,~)} + EIit(x~)l ~ Var{i~,,(x,~)} + Ek(x~jú

s.a xcDak’

Por tanto, en adelante, obtendremos las soluciones eficientes del problema

(AK(I3)) mediantelas solucioneseficientesdelproblema(AKl(p)).

Sea£A~(u) el conjuntode solucioneseficientesdel problema(AMR(u)) y

seaEM¿P)el conjuntode solucioneseficientesdel problema(AK1(p)).

A partir de los resultadosobtenidos, podemosestablecerel siguiente

corolario quenosrelacionala unión de los conjuntosS~
1~(u)y £ÁK(P)~ esdecirel

conjunto de solucioneseficientes del problema (AMR(u)) y el conjunto de

solucioneseficientesdel problema(AK1(j3)).
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Corolario 2.

La unión en u e Ef de las solucioneseficientesdel problema(AMR(u))

coincidecon la unión en ¡3 e B de las solucioneseficientesdel problema

(AK(¡3)):

UEAMR®= UsAK~íu

[3cB

con B={I3eR~ ¡fi,. e(0,1),k=l,2,...,q}.U

La demostraciónde este corolario es obvia a partir de los resultados

antenores.

Antesde pasara analizarotrasrelaciones,señalemosque estasrelaciones

entresolucioneseficientesen niveles y en probabilidadesse mantienensi en el

vector de objetivos estocásticostenemos algunas componentesde las que

conocemoslas funcionesde distribuciónde las variablealeatorias,y otras,paralas

que desconocemosla distribucióny analizamosla eficienciade la cotainferior

que nosproporcionala desigualdadde Cantelli. En esoscasosla equivalencia

entre los dos conceptosde eficiencia se mantiene,sin más que aplicar los

resultadosobtenidoshastaahora.
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4.3. RELACIONES ENTRE LAS SOLUCIONES EFICIENTES

VALOR ESPERADO DESVIACIÓN ESTÁNDAR Y LAS SOLUCIONES
EFICIENTES CON PROBABILIDADES fi,,fi2,...,fi,,.

En esteapanadoanalizamoslas relacionesexistentesentre las soluciones

eficientes valor esperadodesviación estándary las solucioneseficientes con
probabilidadesfi, ,fi2 fi,,. Dado el problema de programaciónestocástica

multiobjetivo (PEM), consideramos, pues, el problema correspondientea la

eficienciavalor esperadodesviaciónestándar:

Min(E{2Áx,~)} E{~’,,(x,~)}, Var{2<,(x,~)},..., Var{2;(x,~)}) (Ea)

s. a x e D

y el problemacorrespondientea laeficienciacon probabilidadesfi, , fi2,...,fi,,:

u=(u~,...,

xeD

Parallevar acaboesteanálisisnoscentraremosen tres tipos de problemas

de programaciónestocásticamultiobjetivo. Los trescasosqueanalizaremossonel

casolineal normal,el casode aleatoriedadsimpley el casoen el que se desconoce

la funciónde distribuciónde las funcionesobjetivo del problemay tomamoscomo

aproximaciónde las mismasla cotainferior que se obtienede cadaunade ellasal

aplicar la desigualdadde Cantelli. Para estos tres problemasde programación

estocástica multiobjetivo estableceremosrelaciones entre las soluciones
propiamente eficientes con probabilidades fi, ‘/32’..• ,fi,, y las soluciones

eficientesy propiamenteeficientesvaloresperadodesviaciónestándar.
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Planteamosen primer lugar los tres casos que vamos a analizar y,

posteriormente, se estableceránlas relacionesentre los conjuntos de soluciones

eficientes.

a) Casolineal normal.

Supongamosque paratodo k e { 1, 2 q}, la funciónobjetivoestocástica

es de la forma 4 (x,~) = 4~x, con 4 vector que sigue la distribución normal

multivariante de valor esperado4 y matriz de varianzas y covarianzasVk

definidapositiva.Bajo estashipótesis,paracadak e { 1, 2, ..., q} el valor esperado

de la variable aleatoria 2jx,~) = es E{2jx,~)} = i~x y su desviación

estándares Var{?,.(xJ,)} = xtVkx.

En ese caso, a partir de los resultadosdel capitulo 2, sabemosque el
conjunto de solucioneseficientescon probabilidadesfi,, ~ es el de las

solucioneseficientesdel problema:

Mm (~;x+ ~-I(fi,) xtV,x,...,~x +& (fi,,) x~V~x)
1K

s.a xeD

quepodemosexpresartambiéncomo:

Mm (E{?, (x,)} + a, Var{t (x, ~)} E{2; (x, ~)}+ a,, Var{ (x, K(cí)

s.a xeD

cona,.=’V(fi,.)parake <1,2 q}.
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b) Caso lineal con aleatoriedadsimple.

Supongamosqueparatodok e { 1, 2, ..., q}, la funciónobjetivoestocástica

es de la forma 2 (x,Z) = Z¿x, con Ck vector que dependelinealmentede la

variable aleatoria7: de forma que 4 = 4 + ic~. Suponemos,ademásque para

todok e fI, 2 q} la funciónde distribuciónde la variablealeatoria7, F, es

estrictamentecrecientey paratodok e { 1, 2,..., q} y paratodo x e D se verifica

que c~tx > O. En ese caso, las soluciones eficientes con probabilidades
fi,, fi , /5,, sonlas solucioneseficientesdel problema:

Mm (ctx±fl~1(fi
1)c

tx c~tx+ Fj(fi,,)c~tx)

s.a xeD

Bajo las hipótesis establecidas,tenemosque el valor esperadoy la

desviaciónestándarde la variablealeatoria2 (x,~)= 4 x son, respectivamente,

= c’¿x+í,.crx y Var{2~,.(x,~)} =a,.c~x,donde1,. y a,. sonel valor

esperadoy la desviaciónestándarde la variable aleatoria7. Esto nospermite

expresarel problemaanteriorde la forma:

Mm (E1I2~I (x, ~)}+a, Var{~ (x, ~)} (x, ¿)} + a<, Var{2; (x,~)})K(ct)

&a xeD

parake{l,2 ,q}.
donde,en estecaso, cx,. =

a,.

e) Aplicación de la desigualdadde Cantelli.

Como ya hemosvisto anteriormenteen el análisisde la relaciónentrelas
solucioneseficientes minimo riesgo de niveles u,,u

2,...,u,, y las soluciones

eficientescon probabilidadesfi,, fi2’~••~ fi,,, enel casoen el que desconocemosla

función de distribución de cadauna de las funcionesobjetivo del problema

estocásticoy tomamoscomo valoresaproximadosde éstaslas cotasinferioresque
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seobtienenalaplicarla desigualdadde Cantelli a cadaunade ellasen el problema

(K(¡3)), la aproximacióndel conjuntodesolucioneseficientesdel problema(K(13))

vienedadopor las solucioneseficientesdel siguienteproblemamultiobjetivo:

____ ~,,
~ ytz¡(x~Qí± Var{~,(x,~)} E«q(X~4){+ Var (x<~)i3

s.a reD

que,al igual queenlos casosanteriores,podemosexpresartambiéncomo:

Mm (E{~I (x, ~)} +a, Var{t (x, ~)j{,...,E{2; (x, ~)} + a,, Var{2; (x, K(ct)

s.a xeD

fi,.
conan— ~ parake{l,2 q}.

En estecasomantenemosla hipótesisde queparatodo k e fi, 2 q} las

funcionesE{2jx,)} y Var{2jxÁ)} son funciones convexas,hipótesisque,

comoya sehavisto anteriormente,severifica si la función 2~,. (x,~) eslineal.

Una vez analizadoslos tres problemas,tenemosque en los tres casos

podemosexpresarel problemacomo un problemade q funcionesobjetivo en el

quecadafunciónobjetivo recogeel valoresperadodel objetivoestocásticomásun

coeficienteque multiplica a la desviaciónestándardel mismo. A partir de esta

ideasurge,de maneranatural, la comparaciónentre el problemaobtenido,al que

hemosdenominadoK(a) y el problemavalor esperadodesviaciónestándar.

En el estudioque realizamosa continuaciónnoscentraremosen el casoen

el que las componentesdel vector a son estrictamentepositivas. Como ya se

comentóen un estudioprevio de estetrabajoy paraleloaésteparael casoq 1,

que las componentesdel vectora seanestrictamentepositivasimplica, en el caso

lineal normal,quela probabilidada fijar paracadaobjetivo fi,., k = 1, 2, ..., q, sea
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mayor que 0.5 y enel segundoque la probabilidadfijadapara cadaobjetivo sea

mayor que el valor de la función de distribuciónevaluadaenel valor esperadode

la variable aleatoria del objetivo: fi,. > F,. (t), lo que en cierto modo puede

interpretarsecomoaversiónal riesgo.Además,obsérveseque si el valor de a es

cero obtenemosen amboscasosel problemavalor esperado(E). Como puede

observarse,en el tercercasoseverifica siempreque a esestrictamentepositivo,

puestoqueparatodo k e { 1,2, ..., q} setiene que fik e (0, 1).

Pasamosaestudiarlas relacionesentreel conjuntode solucioneseficientes

valor esperadodesviaciónestándary el conjunto de solucioneseficientesdel

problemaK(a).

Paraello consideremoslos problemas:

Mm (í~X f,,(x),gí(x),...,g,,(x)) (10)

s.a xeD

y

Min(f1(x)±aígí(x),...,f(x)+ag(x)) (lOb)

s.a xeD

con f,. y g,., k = 1,2, ..., ¿y, funcionesrealesdefinidassobreel mismo conjuntoH
aR”y a,.,k=l, 2 q, númerosreales.

Suponemosque el conjuntoD escenado,acotadoy no vacío,por lo que

ambos problemasposeensoluciones eficientes.Además, suponemosque las

funciones’,y g,., k = 1,2, ..., q, sonconvexas.
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Sean E y E’ los conjuntos de soluciones eficientes y propiamente

eficientes,respectivamente,del problema(lOa). SeanE(a)y £~(a) los conjuntos

de solucioneseficientesy propiamenteeficientesdel problema(lOb) para el

vector ex. Los siguientesteoremasnos muestranlas relacionesexistentesentre

ambosconjuntos.

Teorema5.

Si lascomponentesdel vectora sonnúmerosrealespositivos,severifica:

E(a) a 6. U

Demostración.

Parallevar a cabola demostraciónrazonaremospor reducciónal absurdo,

suponiendoque una solución eficiente del problema(1Gb) no lo es del

problema(lOa) y llegaremosaunacontradicción.

Seax e E (a). Supongamosque x * E. En ese casotenemosque existe

unasoluciónx~ que la domina,esdecir:

f,.(x*)=f,.(x) y g,.(x*)=g,.(x)paratodoke{l,2 q}

y existeal menosun s e { 1, 2, ..., ¿y> parael quela desigualdadesestricta,

esdecir: f}x*) <f,jx) o gjx*) <gjx).

A partir de aquí tenemos que, puesto que 1,.(t) ~ 1~ (x) y

g,. (x*) =g,. (x) severifican las siguientesdesigualdades:

f,.(x*)±a,.g,.(x*)=f,.(x)±a,.g,.(x*)paratodoke {l,2,...,q} (11)
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1,. (x)±a,.g,.(x*)=f,.(x)±a,.g,.(x)paratodoke{l,2 ¿y>

A partirde (11) y (12) tenemosque:

f,.(x*)~i~a,.g,.(x*)=f,.(x)±a,.g,.(x) paratodoke{l,2

Parak =

•si L(x*) <f,(x)severifica:

(12)

f, (x”’) + a,g~(x*) <fjx) + cz3g~(x*)

y, por (12),obtenemosla desigualdad:

f~(x*) + a3g<(x*) <f(x) + a,g4.(x)

•si g/x~) <gjx) severifica que:

f/x*) + a~gÁx*) <f(x*) + a,g3(x)

y, por serf(x*) =f4(x) setieneque:

fÁlx) + a4,gjx*) .cfjx) + a3g,(x)

Por tanto, para todo k e <1, 2,...,q} severificaque:

f,.(x*)±a,.g,.(x*) =f,.(x)+a,.g,.(x)

y existe al menos un subindice s e { 1, 2, ..., ¿y> parael que la desigualdad

esestricta:
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L(x*)+a3g/x*) <f(x)+a3g3(x)

lo que implica que la solución x~’ domina a la solución x y, por tanto

llegamos a una contradicción con la hipótesis de que x es solución

eficientedel problema(lOb).M

Una vez demostradoque cualquiersolucióneficientedel problema(lOb)

es solución eficiente del problema (lOa), probamos a continuación que esta

relación se mantienepara las solucionespropiamenteeficientes. Previamente

definimoslos problemasde optimizaciónP(X, i’) y P~«o) de la siguienteforma:

Mm X
tf(x)±~itg(x) P(X, ji)

s.a xeD

y

Mm 1co,.(.¡,.(x)+a,.g,.(x))

s.a xeD

P~(osj)

Proposición1.

Si las componentesdel vector ex sonnúmerosrealespositivos, severifica

que 6~(a>a6~.U

Demostración.

Para demostrarestaproposiciónprobaremosque cualquier solución del

problemade optimizaciónPjn) es solución del problemaP(X, ji) para

algúnvector(>J jflt.
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Seax e Sr(a).Entoncesexisteunvectoro > O parael que x essolución

del problemaP,fto). Haciendo2 ,.= w,. y ,U,. =&~a,.,
2k~ 1*> 0, puesto

que n, a> O, tenemosque x essolucióndel problemaP(X, g).U

Una vez demostradoque cualquier solución propiamenteeficiente del

problema(lOb) lo esdel problema(lOa), es lógico plantearsesi, fijado un vector

a, cualquiersoluciónpropiamenteeficientedelproblema(lOa) lo estambiéndel

problema(lOb). En general,no, comoseve en el siguientecontraejemplo,en el

que paracadaa el conjuntode solucionespropiamenteeficientesdel problema

(lOb) es un subconjuntoestricto del conjunto de solucioneseficientes del

problema(lOa).

Ejemplo.

Consideremosel problema:

Max (x,y)
(x,y)

x,y=0

El conjuntode puntoseficientesde esteproblemaes:

{(x,y)t eR2/ x2~i~y2=l,x,y>0}

y vienerepresentadoen la siguientefigura:
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y

•1

Si planteamos ahora la resolución del problema:

Max x+ay

s.a x2 +y2 =1

x,y=0

con a> 0, tenemosque para cadaa> O que fijemos el óptimo del problema

resultanteesunade las solucioneseficientesdel problemabicriterio original.

Por tanto, fijado a> O, no es cierto que E” aE”(a), sin embargo,se

verifica el siguienteresultado

Proposición2.

Si las componentesdel vectora son númerosrealespositivos, se verifica

que:

E”a Us”arn
e~ +

1
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Demostración.

Al igual que en el caso anterior, probamos la proposición demostrando que

cualquiersolucióndel problemade optimizaciónP(X, ji) es solución del

problemaP«(co)paraalgúnvectora > O y paraalgúnox

Seax e 6”. EntoncesexistenvectoresX, pi> O para los que x essolución

del problemaP(X, pi). Para .z>,. = 2,.
‘u,.

y a~ =—, cx,. >0, puestoque
(.O~

¿i, pi> O, tenemosquex es también solución del problema Pfio).U

Obsérveseque a partir de las proposicionesuno y dos tenemosque los

conjuntosde solucionespropiamenteeficientesverifican paraa > O, S”(a) a E”
y 5” a ~JS”(a). Uniendo ambosresultadospodemosenunciar el siguiente

aa It q+
corolario:

Corolario3.

Si a >0 severifica que E” = Us”Íco.u
a eIt q

A partir de estos resultados tenemosque, en nuestro caso, para los

problemas:

Min(E{~ (x,~)},..., 142;(x,Q}, Var{2 (x,~)jI Var{2; (xÁi})
(Ea)

s. a x e D

Mm (E{2VxÁ)}±aí Varf2 (x,~)} ,...,E{2;(x,~)} + a,, Var{2; (x,~)})

s.a xeD
K(cz)
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definiendoS~ y SL como los conjuntosde solucioneseficientesy propiamente

eficientesdel problema(En) y el conjuntoe; (ex) como el conjuntode soluciones

propiamenteeficientesdelproblemaK(a) tenemosque:

• Todasoluciónpropiamenteeficientedel problemaK(a), paraa > O, es

solución propiamenteeficiente valor esperadodesviación estándar:

S (ex) a St y, por tanto, solucióneficientevalor esperadodesviación

estándar.

• Launión ena,paraex > O, de las solucionespropiamenteeficientesdel

problema K(ex) es igual al conjunto de soluciones propiamente

eficientes del problema valor esperado desviación estándar:

Usna?. = SL.
a e It q +

Como ya se analizó al principio de esteapanado,el hecho de que esta

equivalenciaentre conjuntosde puntos eficientesse dé para valoresde a > O

suponeque sefijan probabilidades“altas” en el problemade Kataoka,lo que se

puedetraducir,de algunaforma,en aversiónal riesgo.

De todo lo estudiadoenestecapítulo se desprendeque los conceptosde

eficienciaexistentesen la literaturaparaproblemasque seresuelvenmedianteel

enfoquemultiobjetivoestánestrechamenterelacionados,apesarde quesedefinen

en contextosdistintos y de que en cadauno de ellos se sigue un criterio de

resoluciónde estosproblemasquerecogedeterminadascaracterísticasestadísticas

de los objetivos del problema. De esta forma, los resultadosobtenidos en

programación estocástica, referentes a las relaciones entre criterios de

transformacióndel objetivo estocástico son perfectamentegeneralizablesen

problemas con objetivos múltiples. En el capítulo siguiente se analiza la

resoluciónde problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo mediante

técnicasquesiguenel enfoqueestocástico.
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1. INTRODUCCION.

Nos centramosahora en la resoluciónde problemasde programación

estocásticamultiobjetivo mediante el enfoque estocástico.Como ya se ha

comentadoanteriormente,en la clasificaciónque realizaBenAbdelaziz(1992)de

los métodos de resolución de problemas de programación estocástica

multiobjetivo agrupa, en lo que denomina enfoque estocástico,a todos los

métodosde resoluciónde estosproblemasen los que se siguen las dos etapas

siguientes:

Etapa 1: Transformacióndel problemaestocásticomultiobjetivo en un

problema de programación estocástica con una única función objetivo

siguiendoalguno de los criterios existentespara ello en programación

multiobj etivo.

Etapa2: Resolucióndel problemade programaciónestocásticaobtenido

en la etapauno mediantealgún método de resoluciónde programación

estocástica.La solución obtenidaen estaetapaes considerada,en estos

métodos,soluciónal problemaestocásticomultiobjetivode partida.

Abordaremos ahora la resolución de problemas de programación

estocásticacon objetivos múltiples siguiendoestasdos etapas,tal y como se

describeen la figura 1.
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FIGURA 1.
TRXN5FORMACION DE UN PROBLEMA MULTIOEJETIvO ESTOCÁSTICO MEDIANTE EL

ENFOQUE ESTOCÁSTTCO.

Para resolver problemas de programación estocásticamultiobjetivo

siguiendo los pasos descritos, pueden aplicarse distintos criterios de

transformaciónde los q objetivos estocásticosdel problema en la etapauno.

Hecho esto se obtiene un problemade programaciónestocásticacon función

objetivo estocásticay, para su resolución,es posible aplicar tambiéndistintos

criterios. Por tanto, el proceso de resoluciónde problemasde programación

estocásticamultiobjetivo medianteesteenfoquepasaporun procesode decisión

previo en el que se ha de elegir la manerade transformarlos q objetivos del

problemaparaobtenerun problemade programaciónestocásticay en la elección

de un criterio de resoluciónde esteproblema.

De todo lo anterior, se desprendeque la diversidad de criterios de

transformacióndel problema en las dos etapasde resolución, dará lugar, en

general,a todo un conjuntode posiblessolucionesal problemade programación

estocásticamultiobjetivoque, de acuerdocon lo descrito,no soncomparables.

En estetrabajohemosoptadopor fijar un único criterio detransformación

en la etapauno del procesoy, al llegar a la etapados, resolver el problema

obtenido mediantealgunosde los criterios analizadosen el capítulo dosparala

programaciónestocástica.Así, dado el problemade programaciónestocástica

multiobjetivo, hemosconsideradola aplicación del métodode la ponderaciónal

mismo. Hecho esto, nos hemosplanteadosu resoluciónmediantelos criterios

valor esperado,mínima varianza, mínimo riesgo y de Kataoka. No hemos

considerado la resolución del problema ponderadomediante el criterio de

PROBLEMA

MULTIOBJETIVO

ESTOCÁSTICO

PROBLEMA DE

PROGRAMACIÓN

ESTOCÁSTICA

PROBLEMA DE
OPTIMIZACIÓN

DETERMINISTA

EQUIVALENTE
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eficiencia valor esperadodesviaciónestándar,puesto que consideramospoco

lógico transformarel problema multiobjetivo en un problema ponderadoy,

posteriormente,considerar un problema bicriterio para resolverlo. Para los

criterios consideradosanalizaremosel problema de optimización determinista

equivalenteque se obtiene tras aplicar las dos etapase intentamosestablecer

relacionesentre la solución obtenidamedianteesteprocesoy los conceptosde

solución eficiente de problemas de programaciónestocásticamultiobjetivo

definidosen el capítulocuatrode estetrabajo.

Consideremos, por tanto, el problema de programación estocástica

multiobjetivo:

Mm” ~(x,~) =(t(x,~),t(x,~) 2;(x,~)) (PEM)
s.a xeD

dondex e It” esel vectorde variablesde decisióndelproblemay ~ esun vector

aleatoriodefinido sobreun conjunto E a Rs. Suponemosdadala familia IP de

eventos,esdecir, subconjuntosde E, y la distribuciónde probabilidadP definida

sobreIP, de maneraque para cualquiersubconjuntode E, A a E, A e IP, la

probabilidadde A, P(A), esconocida.Además,se mantienela hipótesisde que la

distribución de probabilidad,P, esindependientede las variablesde decisióndel

problema,x, x,.

Suponemos que las funciones 2~,(x, ~),2’2(x,~),...,2;(x, ~) están

definidas en todo el espacioIt” x E y que el conjunto D a It” es convexo,

compactoy no vacio..

Si aplicamosal problemaanteriorel método de las ponderacionesde la

programaciónmultiobjetivo, fijando unos pesos no negativos, ,u, , ¡~2,...’ ‘u,,,

‘u,. =0,para todo k e fI, 2 ¿y>, obtenemosel problema de programación
estocástica:
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M~~1” J(x, 4) = ‘u,. 2’,. (x, ~ (AE)

s.a xeD

Pararesolveresteproblemaconsideramosacontinuaciónlos criteriosvalor

esperado,mínima varianza, mínimo riesgo y de Kataoka. Dividimos nuestro

estudioen funcióndel criterio que apliquemos.Previamente,vamosaanalizarlas

característicasestadísticasde la variable aleatoriaJ(x,4) = ‘u,, 2’,. (x,4), en

concreto,calcularemosel valor esperado,la varianzay la función de distribución

de la misma.Parala varianzay parala función de distribución sedistingue entre

problemaslinealesy cuadráticosy, además,se establecenlas hipótesis que sean

necesariasacercade la distribuciónde probabilidadde los parámetrosaleatorios

que intervienenen el problema.

Antes de ello, consideramosinteresanteseñalarque, dado el problema

(AE), la aplicaciónde los criterios valor esperado,mínima varianza,eficiencia

valor esperadodesviación estándar,mínimo riesgo y de Kataoka da lugar a

problemasdeterministasequivalentescuyas solucionesóptimas mantienenlas

mismasrelacionesque seobtuvieronen el capítulo3 de estetrabajo,siempreque

severifiquenlas hipótesisnecesariasparaello. Estonoshallevadoa no considerar

de nuevo el análisis de las mismasy a centramosen el estudiode las posibles

relacionesentre las solucionesóptimasde los problemascorrespondientesa estos

criterios y los conceptosde solucioneseficientesdefinidosen el capítulo4 para

problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo.
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2. CARACTERÍSTICAS ESTADÍSTICAS DE LA FUNCIÓN

OBJETIVO DEL PROBLEMA PONDERADO.

En esteapartadocalcularemos,en primer lugar, el valor esperadoy la

varíanza de la variable aleatoria f(x, ~) = sp,. 2’,. (x, ~). Posteriormente,

analizaremosla distribución de probabilidad de la misma, estableciendolas

hipótesis necesariassobre las variables aleatorias 2’,. (x, ~), k = 1,2 ¿y, para

conocer la distribución de probabilidad de la variable aleatoria

J(x,~,)= 5 ‘u,. 2’,. (x, ~), y obtendremostambiénla cotainferior correspondiente

a la aplicaciónde la desigualdadde Cantelli a la función de distribuciónde esta

variable.

2.1. VALOR ESPERADO.

Puesto que la función valor esperadoes lineal, y dado que los pesos

asignadossondetenninistas,esobvio que:

E{f(x, ~)} = E{É’u,. 2’,. (x,~)} = É ,u,. E{2 (x, ~)}

Así pues, si se conoce el valor esperado de las funciones

2’,. (x, ~),k = 1,2 ¿y, el valor esperadode la función objetivo del problema

ponderado, ]}x, ~)= 5 y,. 2’,. (x, ~), es conocido y no es más que una
k=I

combinaciónlineal de los valoresesperadosde los objetivos estocásticosdel

problema(PEM), ponderadocadauno de ellosconel pesoasignadoa cadaunade

las funcionesobjetivoestocásticasdel problema.
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2.2.VARIANZA.

Puesto que la variable aleatoria una función
k4

lineal de las variablesaleatorias2’, (x, 4), 2’2 (x, 4) 2’,, (x, 4), suvarianzadepende

de las varianzas de estasvariables aleatoriasy de las covarianzasentre las

mismas1.Así, tenemosque:

Var{f(x,4)} = t ¡4 Var{2’,. (x,4)} + 2 sp,. y~ cov{2’,. (x, ~),?~(x, ~)}
e,’.

dondedenotamospor cov{2’,. (x,~),2’, (x,~)} a la covarianzaentre las variables

aleatorias2’,. (x,4) y 2’~ (x, 4):

cov{2’,. (x,~),2 (x,~)}= E{(2’,. (x, ¿~)— Ef2’,. (x,~)})(2’,. (x,~)— <2’, (x,4)})}.

Obsérveseque la expresiónobtenidapara la varianzaes la de una forma

cuadráticaen el vectorde pesos,a. Si definimos la matriz:

Var{t (x,~)}

coy {t (x, ~),2’, (x, ~)}

coy {2’, (x,~),z, (x, 4)}

Var{2’, (x,~)}

cov{z,(x,4),z,,(x,4)}

cov{t(x,4),2;(x,4))

cov{2’,iIxÁ),2’q(x,4)}

Var{2’,,(x,~)}

matrizsimétrica,dadoqueseverifica:

cov{2’,. (x, ~),t(x, ~)} = cov{2’, (x,~),2’,. (x,4)}, paratodo k, s e { 1, 2,

1 Véase,por ejemplo,Hogg y Craig (1989),pág. 177.

1’
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podemosexpresarla varianzade la variable aleatoria jÍ(x, ~)= t¡¡,.
como:

Var{7(x,~)} = Var{Érn 2 (x,)} =

Así pues,la varianzade la función f(x, ~) = ,u,. 2’,. (x, ~) dependeno

sólo de las varianzasde las funciones~(x,g),~(x,t),...,2;(x,~) sino también

de las covarianzasentreellas. Con el objeto de llegar a resultadosconcretos

manejables,vamosair estableciendohipótesisadicionalessobrelas las funciones

(xÁ), k 1,2 ¿y. Distinguimosentreel casolineal y el casocuadrático.

a) Casolineal.

Supongamosqueparatodo k e{1, 2, ..., q} la funciónobjetivo 2’,.(x,~) es
lineal: 2’,.(x,~) =?S¿x.

Seaé=(c e

SeaV la matrizde varianzasy covarianzasdel vectort:

V Vjq

Vkí Vk2 ... V~, ...

V ql Vq2 Vqs

matrizdefinidapositiva,enla que:

Nl

V~)
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• Cadasubmatrizde la diagonalprincipal, VL, es la matrizde varianzasy

covarianzasdel vector4 = ~ ~, 7 y, portanto,paracadake { 1,

2 ¿y>, recogelas varianzasy las covarianzasentrelas componentes

del vector4, esdecir:

(of, a,.,,.2 ... ¿Ib)

= I%u ¿2 .~. ¿fl0;,

‘él 4
SuponemosqueV~ essimétricay definidapositivaparatodo k e { 1. 2,

• Cadaunade las submatricesno diagonalesV6, k, s e { 1, 2, ..., q}, k !=

s, recogelas covarianzasentrelas componentesde los vectores~ y 4,
con lo cual:

(~ a,.132 ... UkIMVI

V — k2.~I a,.232 .

Al serV simétrica,severifica, parak !=s, Vk, = V,~,<, pero, cadaunade

las submatricesque no estánen la diagonal principal de V es, en

general,no simétrica,esdecir,Vb esno simétrica,VkS !=VL.

La varianzadel objetivo k-ésimo es: XVkX y la covarianzaentre las

variablesaleatorias?x y escov{~x,~x} = xtV<5x. Por tanto la expresión

de la varianzade la variablealeatoria7(x,~)= t ‘u,. 2,. (x,~)es:

Var{f(x,~)} = tk x
tVkx + 2 trn’u.,xtVkYx
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b) Caso cuadrático.

Consideremosahorael casoenel que las funcionesobjetivo del problema

sonde tipo cuadrático:

En esecaso,la variablealeatoriaf(x, 4) = ti’,. 2’,. (x,4) esde la forma:

f(x,4) = trn2:(x,4)= tp,.(xtBkx~Vx+~H¿k)

Recordamosque en el estudiorealizadoen el capítulotres de estetrabajo

acercadel problema estocásticocuadrático,en el caso de una única función

objetivo, 2’(x,~) = xtBx—4tx+41H4, la complejidaddel problemadabalugar a

queen la obtenciónde lavarianzade la funciónobjetivo, el casogeneralno fuera

manejable.Sin embargo,si se establecendeterminadashipótesisacercade la

distribuciónde probabilidadde las variablesaleatoriascomponentesdel vector~,
4,,., 4,, seobtienenresultadosinteresantes.En concreto,se obtienenresultados

si se establecela hipótesis de que el vector ~ sigue la distribución normal

multivariante, con 4,,...,4,, variables aleatoriasmutuamenteestadísticamente

independientes,y si se mantienela hipótesisde aleatoriedadsimple normal, es

decir, sesuponequeel vector 4 dependede unaúnicavariablealeatoriaquesigue

la distribuciónnormal.

Ahora, para problemas de programación estocásticamultiobjetivo,

consideraremos,de nuevo, los doscasosdescritos.En el primerode ellos, al que

denominamoscasocuadráticonormal,seestablecela hipótesisde independencia

entre los objetivos estocásticos.En el segundo,caso de aleatoriedadsimple

normal, se consideraque todos los objetivos dependende la misma variable

aleatoria.
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bl) Caso cuadrático normal.

Supongamosquese verifican las siguienteshipótesis:

H1) LamatrizHk esdiagonalparatodok e {i, 2, ..., ¿y>.

112) Las variables aleatorias 4,, , . .. 4’~ ~42 4~,, , . .4,,,,.,4,,,, son

mutuamenteestadísticamenteindependientes.

H3) El vector se distribuye segúnla distribuciónnormalmultivariante

de valor esperado ~ y matriz de varianzas

covarianzasVk definidapositiva, paratodo k e { 1, 2 ¿y>.

Bajo las hipótesis(Hí), (H2) y (H3), a partir de los resultadosobtenidosen

programaciónestocásticacuadráticaen el capítulotres,se tienequela varianzade

la funciónobjetivok-ésima,;(x,Q, vienedadaporla expresión:

Var{2: (x,~k)} = xVkx4~kHkVkx±2eHkVke+44kHkVk4k

A partir de la hipótesis (H2) puede demostrarseque las covarianzasentre los

objetivosestocásticosdel problemasonnulas:

cov{2’,.(x,4),2’,.(x,~)} =0, paratodo k,se >1,2 q},k !=s,

y, por tanto,la varianzade la variablealeatoria7 (x,4)
*4

(x,4) depende

sólo de las varianzasde las variablesaleatorias2’,(x,4),2’
2(x,4),...,2;(x,4) y su

expresiónes:

Var{f(x,4)} = Var{É t
Var{(x,4)}

‘u,.

y
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con lo cualsetieneque:

Var{J(x,4)} = ti’ ~

b2) Casocuadrático aleatoriedadsimple normal.

Supongamosque para todo k e (1, 2 q} el vector ~k depende

linealmentede unavariablealeatoria1, de tal formaque:

4k =4 ±T4

con 4 ,4 e R” y Y variablealeatoriacon distribuciónnormal,valor esperadoY
2y varianzau, < co. En ese caso,puededemostrarse,a partir de los resultados

obtenidosen el capitulo tres, que la varianzade la funciónobjetivodel problema

ponderado,

.1(1,4) =trn2’~(x,4)= ti’,. (xíBkx~Vx+VLI¿k)
*4

vienedadapor la expresión:

Var{J(x, 4)} = g4 ‘uk~kX) ~
4a,2tjt ‘uk~kHk~k +tt p¿~

tH k~kiJtPk~kX+

+ 2oQ (a,2 +25 ‘uk~VHk~ Y +4at Pk~kH k~kj

+stojt ‘uÑ4tHk4{t’uÁ,~Hk4)

Obsérveseque como se mantiene la hipótesis de que los objetivos

estocásticosdel problemadependentodos ellosde la mismavariablealeatoria,

lascovarianzasentreobjetivosson,evidentemente,distintasde cero.
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2.3. FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN.

Como ya se ha analizadoanteriormente,dado un vector de variables

aleatorias,‘~, si consideramosuna función de sus componentes:J(x,4), no es

inmediatoel conocimientode la función de distribución de la variable aleatoria

f(x, 4). Esto nos ha llevado en estetrabajo a centrarnosen el casolineal y fijar

las hipótesisde normalidado de aleatoriedadsimple parael vector de variables

aleatorias 4. Analizaremos a continuación estas cuestiones y, además,

estudiaremosla aplicaciónde la desigualdadde Cantelli parasituacionesen las

que desconocemosla función de distribución de la variablealeatoriaJ(x,4) y

optamosporobtenerunacotainferiorparala misma.

a) Casolineal normal.

Supongamosqueparatodo k e{ 1, 2 q} la fUnción objetivo 2: (x,4) es

lineal, esdecirde la forma: 2’,. (x,4) = 4~x. Sea t vectorcuyascomponentesson

los vectores~::

Supongamosque el vector~ sigue la distribuciónnormalmultivariantede valor

esperado ~ = (E: ,E:; Cq) = (t,, ~C12~ ,C22,..., c2~ ~ ‘~,,2

y matrizde varianzasy covarianzasV simétricay definidapositiva:

Vk¡ Vkl ... Vb ... VkQ

Vqs Vq>
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SuponemosqueV,. essimétricay definidapositivaparatodo k e { 1, 2,

Bajo

f(x,~)

las hipótesis establecidas,tenemos que

sigue la distribución

la variable aleatoria

normal de valor esperado

Ef! (x,?)} = t ‘u,.~x y varianza:

Var{f(x, ?)}
k=I

¡4 xXkx+2t’u,.’u,xVk~x.
k

Así pues,si sedeseaconocerla probabilidadde que la variablealeatoria

J(x,?) = ~¡z,. i~¿x seamenoro igual queun valor, u e R, tenemosque:

.lt ‘u¾OVkx+2 ~¡z,. p,xtV
1<~x

II

De igual forma,si se deseaconocerel valordel soportede distribución,u,

tal quela probabilidadde quela variablealeatoriaJ(x,?)

fi, tenemosque:

P{f(x,?)=u} =

= t ~~tsseaigual a

lo queesequivalentea:

P{J(x, ~)=~4 t i’kk~<

(

_ ‘JI

L

Nl

3

u—t’u,.gx
Ir

,4x’Vkx ±2

Nl

1=15

,,1
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ucJYI(/J)j5Z’u21tVx+2ti’’uXIVX±t’uEtx

b) Casolineal aleatoriedadsimple.

Supongamosqueparatodo k e { 1, 2 ¿y> la funciónobjetivo 2’,. (x, ~,)es

lineal: 2:(x,?) =?~x y que para todo k e (1, 2 q} se verifica que
¡ ‘2

ck = Ck + t c~, esdecir,todos los objetivosdelproblemadependende unavariable

aleatoriacontinua, t , con valor esperadoE y varianzaof, finita, y sufunciónde

distribución, k, esestrictamentecreciente.Supongamos,ademásqueparatodo x

e Dyparatodoke (1,2, ...,q},severifica c~x>0.

Bajo estashipótesis tenemosque la variablealeatoriajj(x,?) =

tienevalor esperadoy varianza:

Ff1 (x¿éD} = t’u,.c~x+ít’u,.c~x

‘var{.í(x,?)} =~¿tn,.c~txjj of.

Si se desea conocer la probabilidad de que la

J(x, i5) = seamenoro igual que un valor, u e It,

variable aleatoria

tenemosque:

P{f(x,Lúsu} = i{Én,.crx ÷TZ’u*ctxsu)=

u — t’ukckx

1=

p,.c~x

Nl

I=Fj 13 t ‘u~c~ 3
1”

y
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De igual forma, si sedeseaconocerel valor del soportede distribución, u,

tal que la probabilidadde que la variablealeatoriaf(xÁ) = tp,.tS seamenor
k+I

o igual queu,esigual a fi, tenemosque:

~Nl
u—Lp,.c~xj

P{f(x,?)=u} =F~ ~ =15

~ Érnctx >J
equivalentea:

u= Fí(/3)t’u c=tx±t’uCLIX

c) Aplicación de la desigualdadde Cantell¡.

Comoseha señaladoanteriormenteenestetrabajo,en los casosen los que

desconocemos la función de distribución de la variable aleatoria

J(x,~) = ti’,. 2’,. (x, 4) es posible obtener una cota inferior para la misma
k=I

aplicandosobreéstala desigualdadde Cantelli.

En estecaso,para la variable aleatoria7(x,~) = t¡¡,. 2’,. (x,~),tenemos

que si aplicamosla desigualdadde Cantelli paraobteneruna cotainferior de la

probabilidadde que la variable aleatoriaf(x, 4) = t ,u,. 2’,. (x,4) sea menor o

igual queun valor, u e It, obtenemos:

P(f(x,4) =u) = P(~f(x,4) — E{f(x,4)} =u — E{f(x,4)})

Var(j(x4)) ±(~— Ef! (x,
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con Ef! (x,4)}=u.

Comopuedeobservarse,el valor de estacotadependedel valor esperadoy

de la varianzade la variable aleatoriaf(x,4) = t¡~,. 2 (x,4). Puesto que la

expresiónde la varianzade estavariablees:

Var{t j~ 2’,. (x, 4)} = t ¡4 Var{?,. (x,4)} + 2 ~‘u,. p3 cov{2’,. (x,4), 2’~ (x, 4)}
,..c3

el valor de la cota dependeráde las covarian.zasentreobjetivosestocásticosy se

puedenconsiderarlos casosvistosen el apartado2.2 de estecapítulo,dondeseha

obtenido la varianzade la función objetivo del problemaponderadoparael caso

lineal y parael casocuadrático.

Además,silo que se deseaesdeterminarel valor u tal que la probabilidad

de que la variablealeatoriaJ(x, 4) = ti’,. 2’,. (x, 4) esmenoro igual que u, sea

mayoro igual que fi, tenemosquecualquiervectorx que verifique:

“~ var{7(x,~)} ±t’u,.E{(x,4)}=u
1-fi

verificará también P(7(x,~)=u) =fi,como sehacomprobadoen el capítulo2,

aunque,comosabemos,dadoqueestamostomandounacota inferiorde la función

de distribución,puedenexistir puntos, x, que aún no verificandola desigualdad

anterior,verifiquen P(J(x, 4) =u) =fi.

Una vez analizadas las característicasestadísticasde la función

J(x,4) = ti’,. 2’,. (x, 4), pasamosa analizar la resolución del problema de

programaciónestocástica:
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‘Mm’ f(x, 4) = ti’,. 2’,. (x,4) (AE)

s.a xeD

Para ello consideramoslos criterios estudiados en el capítulo de

ProgramaciónEstocásticade este trabajo: valor esperado,varianza, criterio

mínimo riesgoy criterio de Kataoka.Una vezaplicadocadacriterio analizamosla

posiblerelaciónentrela solucióndel mismoy los conceptosde solucióneficiente

de unproblemade programaciónestocásticamultiobjetivodefinidosen el capítulo

cuatrode estetrabajo.
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3. RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA PONDERADO MEDIANTE EL

CRITERIO VALOR ESPERADO.

Consideremosel problemaponderado:

“Mm” J(x,4) = t ‘u~ 2k (x, ~ (AB)

s.a xeD

y apliquemossobreel mismo el criterio valor esperado.A partir de los resultados

obtenidos en el apartado 2.1 de estecapítulo,el problemadeterministaequivalente

que seobtienees:

Mm E{f(x,4)} ti’,.E{Z,.(X,4)} (1)

s.a xeD

Así pues, si aplicamosel criterio valor esperadoal problema (AE) e]

problemaresultanteminimiza una combinaciónlineal del valor esperadode los

objetivosestocásticosdel problemaoriginal y los coeficientesde esacombinación

lineal no son más que los pesosasignadosa los objetivos estocásticosen la

primeraetapade la resolucióndel problema.Es decir, el problemaobtenido esel

mismo que si hubiésemosresuelto el problema de programaciónestocástica

multiobjetivo original mediante el enfoque multiobjetivo, transformandoel

problemaen su deterministaequivalenteaplicando el criterio valor esperadoa

cadauno de los objetivosestocásticosdel problemay aplicando,posteriormente,

el métodode laponderaciónparaobtenersolucioneseficientesvalor esperado.

En base al concepto de solución eficiente valor esperadoy de los

resultadosde la programaciónmultiobjetivo determinista,puestoque los pesos,

,u,., k e (1,2, ..., ¿y> sonno negativos,paracadavector,pi e Rt, severifica:
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a) Si la soluciónal problema(AE) medianteel criterio valor esperadoes

única,entonceseseficientevalor esperado.

b) Si la soluciónmedianteel criterio valor esperadoal problema(AE) no
esúnica,entonceséstassondébilmenteeficientesvalor esperado.

o

e) Si los pesosfijados son todos estrictamentepositivos, pi e ~ la

soluciónobtenidaal problema(AE) medianteel criterio valor esperadoes

soluciónpropiamenteeficientevalor esperado.

Comosabemos,en general,cuandoseaplicael métodode la ponderacióna

un problemamultiobjetivo,puedenexistir solucioneseficientesqueno seobtienen

medianteel método de la ponderación.En nuestrocaso,esto se traduceen que

puedeexistir una solución, x~ e D, propiamenteeficientevalor esperado,y no
o

existir un vector pi e It q tal que x” seasolucióndelproblema:

Mm E{f(x,4)} =ti’,.E{z,.(X,4)}

s.a xeD

Sin embargo, bajo las hipótesis de convexidad del conjunto de

oportunidades(hipótesis que mantenemosen estetrabajo) y de las funciones

objetivo del problema (hipótesisque se verifica si las funcionesobjetivo del

problemaestocásticoson linealeso cuadráticas),tenemosaseguradoque si x~ e
o

essoluciónpropiamenteeficientevalor esperado,existeunvector pi e ]~ P~ tal

que1* essolucióndel problema:

Mm E{f(x,4)} =t,u,.E{2:(x,4)}

s.a xeD
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4. RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA PONDERADO MEDIANTE EL

CRITERIO MÍNIMA VARIANZA.

Consideremosahorala resolucióndel problema(AE):

Mm” ~x, F,) = ti’,. 2: (x, 4)
1K

s. a
(AE)

xeD

aplicandoel criterio mínimavarianza.Como ya sehaanalizadoanteriormente,la

varianza de la variable aleatoria J(x, 4) = t ‘u,. 2’,. (x, 4) viene dada por la

expresión:

Var{t ¡4 Var{2’,jx,4)} +2t,u,.
k c.~

con lo cual, si aplicamosel criterio mínima varianzapararesolverel problema

(AE), el problemaquesegeneraes:

Mm t ¡4 Var{2: (x,4)} + 2 ~‘u,. ‘u. cov{?,. (x, 41), (x, 4)}
x * s=I

<5
(AE-&)

s.a xeD

Relacionamoslas solucionesde esteproblemacon otro de los conceptosde

solucióneficientedefinidosen el enfoquemultiobjetivo, el de solucióneficiente

mínimavarianza,que enestetrabajodenotamoscomo 6, y estáformadopor el

conjuntode solucioneseficientesdelproblema:

Mm (Var{t(x, 4)1’ Var {2’2 (x, 4)},
Var{2’,, (x, 4)})

s.a xeD
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Para establecerestasrelacionesdistinguimos entreel casoen e] que las

covarianzasentrelos objetivosestocásticossontodasigualesa ceroy el casoen el

quealgunasde éstasalcancenvaloresno nulos.

En casode quetodaslas covarianzasentreobjetivosseannulas,esdecir, si

secumpleque:

cov{2:(x,4),2/x,4)} =0 paratodo k, se <1,2,...,q}, con k!=s

entonces,el problema (AE-ofl, correspondientea aplicar el criterio mínima

varianzaal problemaponderado(AE), es

Mm _ ¡4 Var{2’,. (x, ~ (2)

s.a xeD

es decir, el problemaresultantees el que se hubieseobtenido si hubiésemos

resuelto el problema de programaciónestocásticamultiobjetivo mediante el

enfoquemultiobjetivo aplicandoa cadaobjetivo estocásticoel criterio mínima

varianzay, posteriormente,aplicásemosal problemamultiobjetivo determinista

equivalenteel método de la ponderación. A partir de los resultadosde la

programaciónmultiobjetivodeterminista,se tieneque:

a) Si la soluciónal problema(2) es única,entonceses eficientemínima

varianza.

b) Si la solución al problema (2) no es única, entonceséstas son

débilmenteeficientesmínimavarianza.

o
c) Si los pesosfijados son todos estrictamentepositivos, pi e It q+ , la

solución al problema (2) es solución propiamente eficiente mínima

varianza.
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Por otro lado, a partir de los resultadosde la programaciónmultiobjetivo

determinista,vistos en el capítulo 1, sabemos,además,que si se verifica la

convexidadde la funcionesobjetivo y del conjunto de oportunidadesde un

problemade programaciónmultiobjetivo, el conjunto de solucionespropiamente

eficientesde éstequedadeterminadopor las solucionesdel problemaponderado,y

estoseverifica enel casolineal y en el casocuadráticonormalbajodeterminadas

hipótesis,puestoque suponemosque el conjuntode oportunidadesdel problema,

D, esconvexo.

Todosestosresultadoscorrespondenal casoen el quelas covarianzasentre

objetivosson nulas, con lo cual, no podemosafirmar todo esto si alguno de los

objetivos estocásticos tienencovarianzano nula. En estoscasos,paracadavector
pi e ~ la soluciónóptimadel problema(AE-ofl:

Mm É~ Var{2’,. (x4)} + 2 ‘u,. ‘u~ cov{2’,. (x4),t (x, 4)} (AE-n2)

s.a xeD

no tieneporquésereficientemínimavarianza,tal y comoseilustra en el siguiente

contraejemplo,en el que seplanteaun problemaestocásticobiobjetivo lineal con

objetivosestocásticosy las covarianzasentreestossonno nulas.
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Ejemplo.

Consideremos el siguiente problema de programación

biobjetivo:

N4in” (a~,,x, + ¿,2x,, a~2,x, +

s.a x,±2x2=4

x,,x2 =3
x,,x2 =0

con c = (¿, ,~%,c2, ~22)t vectorestocásticoconmatrizde varianzasy covarianzas

definidapositiva:

0 0 3Nl
25 3 0’

31

00 9)

con lo cual tenemos que Var(’é1~x) = 254 + 254, Var(?x)=xJ +94,

cov(WxÁx) = 6x,x, y lavarianzade la función ‘u,<x + ‘u2<í es

Var{’u,~x+ ‘u~x}= ¡4(254 ±25x3)+‘uÑx? ±9x?)+2’u,i’2(6x,x,)

Si resolvemosel problema anterior mediante el enfoque estocástico,

ponderandolos objetivos estocásticoscon pesos ‘u~ y ‘u2 y aplicandodespuésel

criterio mínimavarianzaelproblemaqueobtenemoses:

Mm Var{’u,~í’x+ ‘u,~í} = 4(254 +25xfl+ ‘u?(x +9x3)±2’u,’u,(6x,x,)

s.a x, ±2x2=
4

x,, x
2 =3

x,,x2 =0

(3)

estocástica
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Si damospesos‘u, = 0.4, ¡~ = 0.6 a esteproblemaobtenemosla solución

x~ =(0.9217759,1.539112)t.Para los pesos ji, = 0.6, ‘u2 =OA la solución que

obtenemoses12 = (0.731849, l.634076)t.

Por otro lado, el conjuntode solucioneseficientesmínimavarianzapara

esteproblemaviene dado por el conjunto de solucioneseficientesal problema

biobjetivoquerecogelas varianzasde los dosobjetivosestocásticosdel problema.

Puestoqueel conjuntode oportunidadesescerradoy acotado,tenemosasegurada

la existenciade solucioneseficientespara el mismo. En nuestroejemplo, las

solucioneseficientesmínimavarianzason las del problema:

Mm (254 ±254,4+94)
1K

s.a x,±2x2=4

x,, x2 =3

x x >0
~‘ 2

que recogelas varianzasde los objetivos estocásticos.En la siguiente gráfica
apareceesteconjunto,quedenotamoscomo E

a

1

xl
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Comopuedeobservarse,la soluciónx~ obtenidaal darpesosji, = 0.4, ‘u2 = 0.6 al

problema (3) es solucióneficientemínimavarianzamientrasque la solución12,

obtenida al fijar los pesoslos pesos ji, = 0.6, ‘u2 = 0.4 en el problema(3) es

dominada.U

A partir de esteejemplo, tenemosque si aplicamosel criterio mínima

varian.zaal problemaponderado(AE):

“Mm” 2’(x, 0 = t
s.a xefl

la solución obtenidano tiene porquésereficiente varianza.Esto estáasegurado

sólo si las covarianzasentrelas funcionesobjetivo sonnulas.

Como sabemos,la covarianzaentredos variablesaleatoriasesunamedida

de la dependenciaentre ellas. En este sentido, sabemosque si dos variables

aleatoriasson independientes,entoncessu covarianzaes nula. Lo contrario, en

general,no es cierto, esdecir, que la covarianzaseanulano implica, en general,

quelas variablesaleatoriasseanindependientes’.

De estaforma, tenemosque mediantela aplicación del criterio mínima

varianzapara resolverel problema de programaciónestocásticamultiobjetivo

medianteel enfoqueestocásticoy aplicando el método de la ponderación,se

recoge, en cierto modo, la dependenciaentre los objetivos estocásticos.

Recuérdeseque la crítica fundamentala la aplicación del enfoque multiobjetivo

es la de que, al obtenerel deterministaequivalente, se aplica un criterio de

transformacióna cadafunción objetivo por separado,lo que implica que, en la

resolucióndel problemade programaciónestocásticade objetivosmúltiples,no se

tiene en cuentala posible dependenciaestocásticaentre objetivos. El método

propuestosí querecogeladependenciaentreestos,aunquesólo de maneraparcial

en términos de covarianzas,puestoque puedeocurrir que su valor seacero aun

‘En el casonormal se veriflca la implicación a ambos lados, es decir, la covarianzaentredos
variablesaleatoriasnormalesescero si y sólo si sucovarianzaesnula.
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existiendo dependenciaentre los objetivos estocásticos;incluso puede que los

objetivos estocá.sticossean independientesdos a dos y, sin embargo exista

dependenciade los ¿y objetivos, variables aleatorias,del problema, tal y como

muestran,medianteunejemplo,Hoggy Craig(1989),pág. 89.
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5. RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA PONDERADO MEDIANTE

LOS CRITERIOS DE MÁXIMA PROBABILIDAD.

Consideremosahorala aplicaciónde los criterios de máximaprobabilidad

(mínimo riesgoy de Kataoka)al problemaponderado:

“Mm’ f(x, 4) = ti’,. 2: (í,4) (AE)
1K

s.a xeD

Paraaplicarel criterio mínimo riesgo a esteproblemahemosde fijar un

valor u (nivel de aspiración del objetivo del problema) y maximizamos la

probabilidadde que la variablealeatoriaf(x, 4) = sp,. 2’,. (x,4) no superedicho

valor. El problemadeterministaequivalenteque segeneraes:

Max P{t’u,.2:(x~4)=u}

s.a xeD

Dadoque f(x, 4) = ti’,. 2 (x,4) esfunción de las ¿y funcionesobjetivo

del problema,la eleccióndel valor u parael problemaanteriorno esunacuestión

trivial. Obsérveseque este nivel se ha de fijar para la variable aleatoria

f(x, ~,)= t ‘u~ 2’,, (x,$j), pero estavariableno es un objetivo del problemade

programaciónestocásticamultiobjetivo de partida, sino que ha sido construidaa

partirdel mismo pararesolverlo,con lo cual, el valor u, que en la programación

estocásticaesel nivel de aspiraciónqueel decisorfija parael objetivoestocástico,

deja ahorade tenerese significado. Esto podría dar lugar a considerarque el

criterio mínimo riesgo no es aplicable al problema ponderado, aunque

técnicamentesi es posible aplicarlo, tal y como se deducede los resultados

obtenidosen el apartado2.3 de estecapítulo.Sin embargo,podemosplantearnos

la posibilidadde determinarel valor u a partir de un nivel de aspiraciónparacada
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objetivo. En esecaso,el decisordebedeterminarun nivel de aspiración,u,., para

cadafUnción objetivoy calcularnosel nivel u como la sumade los nivelesfijados

por el decisor, ponderandocadauno de estosnivelescon el pesoasignadoal

objetivo correspondiente,esdecir: u = ‘u,. U~ = pi tu. De estaforma, el nivel u

quedafijado en funciónde los nivelesde aspiraciónque fija el decisorparacada

función objetivo, peroponderadosegúnla importanciaque se le daacadauno de

ellos en función del pesoasignadoa cadaobjetivo y el problemadeterminista

equivalentees:

Max ~Ijjt’u~2:(x,Z)=É’u,.u~jj (4)

s.a xeD

Por otro lado, si se considerala aplicación del criterio de Kataoka al

problemaponderado(AB), el problemadeterministaequivalentequese generaes:

Mm u
(xl u)

xeD

dondefi es la probabilidadque se fija para el problema. La resoluciónde este

problemadeterminael menornivel u que puedealcanzarla función objetivo del

problemaponderadoconprobabilidad15 De nuevosurgelacuestiónde si eso no

convenienteaplicar este criterio para resolver el problema de programación

estocásticamultiobjetivo de partida, puestoque, si bien es posibletécnicamente

resolverel problemaplanteadoen determinadoscasos(tal y comopuedededucirse

a partir de los resultadosobtenidos en el apartado 2.3 de este capítulo), la

aplicación de este criterio sobre el problema ponderado (AB) contieva la

necesidad de fijar una probabilidad sobre la variable aleatoria

J(x4) = ti’,. 2’,jjxj~), función que se construye a partir de los objetivos

estocásticosdel problemade partida,que, en general,son de distinta naturaleza.
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Esto puede dar lugar a que se considerepoco apropiadola aplicaciónde este

criterio. A pesar de todo esto, en este apartado analizaremosel problema

deterministaequivalentemedianteestecriterio. Parafijar laprobabilidadfi e (0,1)

del problema(5), puedeconsiderarsela posibilidadde pedir al decisorque fije una

probabilidad para cada uno de los objetivos estocásticos, fi,. * e (0,1), y,

suponiendoque el vector de pesos ji esde normauno (en otro casohabríaque

normalizarlos pesos),fijamos la probabilidadfidel problema(5) como:

fi=trnfl~ *

La razónfundamentalparaaplicaral problema(AB) el criterio de Kataoka

y plantearla resolucióndel problema(5), esque, como se vio en el capítulo2 de

estetrabajo, existeuna reciprocidadentre los problemas(4) y (5), lo que nos

serviráparaestablecerrelacionesentrelas solucionesa estosproblemasy alguno

de los conceptosdesolucióneficientede problemasde programaciónestocástíca

multiobjetivo, definidosen el capítulo4 de estetrabajo.

Así, consideremoslos problemas:

Max PI¿É/h2:(x,4)=ujj (4)

s.a XED

Mm u

s.a Pfjt’u,.(x,4)=ujj=fi (5)

xeD

correspondientes a la aplicación del criterio mínimo riesgo y de Kataoka al

problema(AB). Suponemosque la funciónde distribuciónde la variablealeatoria

J(x,4) = ¡¿,. 2: (x, 4) esestrictamentecreciente.A partir de los teoremas1 y 2

del capítulo3 severifica:
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• Si t1 es solución del problema (4) para un nivel de aspiración u,

entonces (x*É, u)t es solución del problema (5) para un nivel de

probabilidadfi = P{!(x*,4) =u}.

• Si (x*t, u*Y es solución del problema(5) para una probabilidad fi
entonces1* essolución del problema(4) paraun nivel de aspiración

u = u~.

Aplicaremos estos resultados en el análisis que vamos a realizar a

continuación.Además,al igual que en el estudio realizadoal aplicarlos criterios

valor esperadoy varianza,consideraremoslas relacionesentre las soluciones

óptimasa los problemas(4) y (5) y algunosde los conceptosde solucióneficiente

definidosenel enfoquemultiobjetivo(capítulo4).

Puestoque en los problemas(4) y (5) intervienela funciónde distribución

de la variable aleatoria 2’(x,4) = t rn z~, (x, 4), para poder resolver estos

problemashemosde establecerhipótesisadicionalesacercade la estructuradel

problemay de la distribuciónde los parámetrosaleatoriosdel mismo.A partir del

análisis realizadoen el apanado2.3 de este capítulo, acercade la función de

distribución de la variable aleatoria J(x, 4) = t ‘u,. 2: (x, 4), sabemosque

podemosdeterminarel valor de la función objetivo del problemaanterior en el

casolineal bajo la hipótesisde aleatoriedadsimpleo de normalidad.En otro caso,

podemosobtenerunacotainferiorparala funciónobjetivo del problemaaplicando

ladesigualdadde Cantelli.Analizamosacontinuaciónestostres casos.

En el caso lineal con aleatoriedadsimple se analiza la existenciade

relación entre las solucionesal problema ponderadomedianteel criterio de

Kataoka(problema(5)) y el conjunto de solucioneseficientesdel problemade
programaciónestocásticamultiobjetivo de partidacon probabilidadesfi,,... fi,,.

Unavezestablecidaestarelación,puestoque:
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‘Toda soluciónóptimade (5) lo estambiéndelproblema(4).

‘Por el teorema2 del capitulo 4 sabemosque si severifica que la función

de distribuciónde la variablealeatoria2’,. (x,~) escontinuay estrictamente

creciente,paratodo k e { 1, 2 ¿y>, entoncesx essolucióneficientedel

problema(MR(u)) si y sólo si (xi, u~ es solucióneficientedel problema

(K(j3)), conu y ¡3 talesque:

P{2:(x,4)=u,.}=fi,. paratodoke{l,2,...,q}.

se obtiene tambiénla relación entre la solución óptima al problemaponderado

medianteel criterio mínimo riesgoy el conjuntode solucioneseficientesmínimo
riesgode nivelesde aspiraciónu,,...,u,,.

En el casolineal normalse analizala relaciónentrela soluciónóptimadel

problema(5) y el conjunto de solucioneseficientesvalor esperadodesviación

estándardel problemamultiobjetivo estocástico.Estamisma relaciónse analiza

tambiénpara el problema resultantede aplicar la desigualdadde Cantelli al

problema (5).

Vemosacontinuaciónestasrelaciones.
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5.1. CASO LINEAL ALEATORIEDAD SIMPLE.

Supongamosqueparatodok c <1, 2, ..., q} la funciónobjetivo 2’,. (x, ~) es

lineal: 2’,. (x,?) = y que todos los objetivos estocásticosdependende una

misma variablealeatoria,7, demaneraqueparatodo k e { 1,, 2, ...,q} severifica

que 4 = c~ +Fc~. Suponemosque la variablealeatoria1 escontinua,de valor

esperadoE y varianza of, finita, y que su función de distribución, Ej es

estrictamentecreciente.Suponemos,además,queparatodo x e D y paratodo k e

{ 1, 2, .. ., ¿y>, se verificactx> O.

Si se verifican estashipótesis,a partir de los resultadosobtenidosen el

apartado 3.2, tenemos que la probabilidad de que la variable aleatoria

J(x,~) = ‘u,.~x seamenoro igual que u = u,. es:

1’

PIjt’u,.ehx+tt’u,.ckx=u)= 1 Uti’kCkíI_ FI

‘~ ~ju,.c~x 3
Puesto que suponemosque la función de distribución de la variable

aleatoriat, fl, es estrictamentecrecientey continua,maximizarestafunción es

equivalentea maximizar su argumento,por lo que el problemaque debemos

resolverbajo las hipótesisestablecidases:

u— ~ x

Max ~

‘

1K t’u,.ctx (6)

s.a xeD

Por otro lado, si consideramosla aplicacióndel criterio de Kataokasobre

el problema(AB), puestoque:
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P(t i’,.c<’x +
rt ‘u,.c

*4

(

=u

U

e le

u — ~ ‘ukCk 1

t ‘u,.c~x

u = ‘u,.c~x +

el problemacorrespondienteal criterio de Kataokaes:

Mm t’u,.c~x+F7’(fi)t’u,.c~x
(7)

s.a xeD

Una vez planteadoslos problemascorrespondientesa los dos criterios,

pasamosa analizarla relaciónexistenteentrela soluciónóptimadel problema(7)
y el conjuntode solucioneseficientescon probabilidadesfi,,...,fi,,.

A partir de los resultadosobtenidosen el apanado4.3b del capítulo4, si se

verifican las hipótesisestablecidasal principio de esteapartado,el conjunto de
solucioneseficientes con probabilidadesfi,,...,fi,, del problemamultiobjetivo

estocásticode partidaesel del siguienteproblemamultiobjetivo:

Mm ~ F71(fi
1)c~x,...,c~x±54 (fi,,)e~x)

1K

s.a xeD

Si la probabilidadfijada paracadauno de los objetivoses lamismae igual
a la que se fijó en el problemaponderado: fi, =. . . = fi,, = fi tenemosque el

conjunto de soluciones eficientes con probabilidad fi para el problema de

programaciónestocásticamultiobjetivoesel del siguienteproblema:

implica:

1=15
Ii
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Mm (ci<x±Fí(fi)e2tx c~~x+ [7’ (fi)c~<x)

s.a xeD

A partir de aquí,si comparamoslos problemas(7) y (8) seobservaque si

para obtenersolucioneseficientesdel problema(8) se aplica el método de las

ponderaciones,el problemaque seobtiene esel problema(7). Es decir, en este

caso,si seponderael problemade programaciónestocásticamultiobjetivo y se

aplicasobreésteel criterio de Kataokaparaunaprobabilidadfi seha de resolver

el mismo problemaque si seaplica el criterio de Kataokaa cadaobjetivo por

separado,fijando la misma probabilidadparatodos los objetivos estocásticosy,

para obtener soluciones eficientes de éste se aplica el método de las

ponderaciones.

Así pues,a partir de] conceptode solucióneficienteconprobabilidad/3 y

de los resultadosde la programaciónmultiobjetivo, podemosasegurar,bajo las
hipótesisestablecidas,queparacadavectorpi e severifica:

a) Si la solucióndel problema(7) esúnica, entoncesessolucióneficiente

del problemade programaciónestocásticamultiobjetivo con probabilidad

fi.

1» Si la solución del problema (7) no es única, entonceséstas son

solucionesdébilmente eficientes con probabilidad fi del problema de

programaciónestocásticamultiobjetivo.

c) Si todoslos pesosfijadosenel problema(7) sonestrictamentepositivos,
o

pi e It q±,entoncesla soluciónde esteproblemaespropiamenteeficiente

con probabilidad /3 del problema de programación estocástica

multiobjetivo.

d) Bajo la hipótesisde que el conjunto de oportunidadesD es convexo,

dado que las funcionesobjetivo del problema son lineales, podemos

asegurarque si x”’ essoluciónpropiamenteeficientecon probabilidadfi,
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existe un vector de pesos con componentesestrictamentepositivas
o

pi e It , tal que1* essoluciónóptimadel problema(7).

Además, estas relacionesse verifican también para el problema (4),

correspondientea la aplicacióndel criterio mínimo riesgoal problemaponderado,

y el conjunto de solucioneseficientesmínimo riesgo de niveles de aspiración

u , u,, del problemade programaciónestocásticamultiobjetivo.
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5.2. OBJETIVOS LINEALES CON DISTRIBUCIÓN NORMAL.

Supongamosqueparatodo k e { 1, 2, ..., ¿y> la funciónobjetivo 2’,. (x,~,)es

lineal: 2’,.(x,4) = ?~x.

Sea ~=(<~~ y ,chn,cn,c
2z~~c2n %,‘%2

Supongamosque el vector t sigue la distribuciónnormalmultivariantede valor

esperado = (a,, ,c,,

y matrizde varianzasy covarianzasy, simétricay definidapositiva:

VI

y21

VI2

-t
VIS

yls

VIq

y

~kí v~ ... V~<5

y yq2 qs y

Si severifican estashipótesis,a partir de los resultadosobtenidosen el

apartado2.3 de estecapitulo, tenemosque la probabilidad de que la variable

aleatoriaf(x, t)
= t ‘u,.~Cx seamenoro igual que u= t,u,.u,. es:

k=l

(

i’kX= ‘u,. u,. } = ci

U

t.u,.(u,. —CX)

xVkx+2t’uki’xVI<5x

Puesto que la función ‘J es estrictamentecreciente, maximizamossu

argumento,conlo cualel problemaresultantees:

(

yS. ql q 2
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Max

jÉ’ukíVkí+2t’uk’usíVI~sí

(9)

s.a xeD

Consideremosahora la resolucióndel problemaponderadomedianteel

criterio de Kataoka.Fijadaunaprobabilidadfi, tenemosque:

(

U

Nl

u—

t
¡4x~V~x±2,.<~ ‘uY

lo queimplica:

U = t i’k CkX

con lo cual, la solución

Kataokavienedadapor la

+&(fi)jt/4XtV&1 +2

al problema ponderado(AE) medianteel criterio de

solucióndel problema:

Mm t’ukckX+cD(fi4t’ukXVkX±2,.t’ukJtsXVksX1 (10)

s.a xeD

Puesto que la función de distribución de la normal es estrictamente

crecientey continua,enestecasose mantienela reciprocidadentrelas soluciones

óptimas del problema (9), correspondientea la aplicación del criterio mínimo

riesgoal problemaponderado,y del problema(10), resultadode aplicar el criterio

de Kataoka.
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Obsérveseque elproblema(10) podemosexpresarlotambiéncomo:

Mm t’u~E{2:
1K

s.a xeD

(x,4)}A-a Var{~f(xÁ,)}

• Var(f(x,4)}= t ¡4Var{2: (x, 4)} ±2~‘u,. ‘u~ cov{2’,. (x, 4), ~$jx,4t =

— t ‘u,.2X5V~X ±2ti’,. ‘u
5x

tV&
*4

k<s

• a=V1 (fi).

Una vez planteadosestosdos problemas,nos cuestionamosde nuevo la

posibleexistenciade relaciónentrelas solucionesóptimasde éstosy algunode los

conceptosde solución eficiente de problemas de programaciónestocástica

multiobjetivo, definidosen el capitulo4 de estetrabajo. El conceptode eficiencia

con el que relacionamosla soluciónóptima del problema(II) esel de solución

eficientevalor esperadodesviaciónestándar.Tal y como sevio en el capitulo 4,

dado el problemade programaciónestocásticamultiobjetivo (PEM), el conjunto

de solucioneseficientesvalor esperadodesviaciónestándar,que denotamoscomo

eseldel siguienteproblema:

Min(E{2’, (x,4)} E{2’q (x,4)}, Var{2’, (x,4)},...,

s.a xeD

Var{2’jx,4)}) (Ea)

querecogeel valor esperadoy la desviaciónestándarde los objetivosestocásticos

del problema.La siguienteproposiciónnosrelacionael óptimo delproblema(11),

con:

•

(11)
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correspondientea la resolucióndel problemaponderadomedianteel criterio de

Kataoka, conel conjunto tEo”

Proposición 1.

o
Consideremoslos problemas(11) y (Ea>. Supongamosque pi e a >

Oyparatodok,se <1,2, ..., ¿y},k!=s,severificaque:

cov{2’,.(x,~3,2:(xÁ,)} = O

Entonces,si x’ essoluciónóptimade (11),essolucióneficientede (Ecv).U

Demostración.

Realizamosla demostraciónpor reducciónal absurdo.

Sea x* e D soluciónóptima de (11) y supongamosque no es solución

eficientede (En>. En esecasoexisteunasoluciónx’ que domina a x, con

lo cualparatodoke <1,2

Ef?,.(x’, 4)} =E{2’,,(x*,4)} y Var{2’,.(x’,4)} < Var{2’,.(x*,4)}

y existealmenosuns e <1, 2, ..., q} parael que la desigualdadesestricta,

esdecir:

E{t(x’,4)1 o Var{2’
8(x’J)} <\IVar{2’,(xt, 4)}

Puestoque pi e K”~ ,severificaparatodoke ‘4,2,...,

=‘u,.E{z,.(x,4)} (12)
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(13)
‘uk ~ar{2’,.(x’,4)} ~ ‘uk JVarf2:(x*,4j{

y existeal menosunse<1,2, ..., q} parael que:

<‘u5Ef¾(x*,4)}o

‘u. Var{t(x,4)1 <‘u. Var{2:(x*,4)}

Puestoque la varianzaes siempreno negativa,elevandoal cuadradoa

ambosladosde la desigualdad(13)setiene:

¡4Vark(x’,4)} =¡4Var{2:(x*,4)1 (14)

Sumandoen (12) y (14)enk obtenemos:

t ‘u,. Ef?,.(x, 4)} =ti’,. Ef?,. (x*, 4)} (15)

t ¡4Var{ 2: (x’, 4)1 =t¡4Var{2:(x*,4)}

De (16) se deduceque:

a t¡4Varf2:(x’,4)1 =at ¡4Var{2’k(x*,4)}

siendoademás,unade las desigualdades(15)0(17)estricta.

A partir de estoobtenemos:

(16)

(17)
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tp,.E{2:(x’,4)}±a t¡4Var{(x’,4)} <
k=I

<ti’,. E{2: (x*, 4)} + a _ ‘uf Var{2: (x*, 44

lo cual estáen contrade que1* seasoluciónóptimade (1 1).U

Esta proposiciónnos asegura,por tanto, que si las covarianzasentre los

objetivosestocásticosdelproblemasonnulas, la soluciónóptimaqueseobtieneal

aplicarel criterio de Kataokasobreel problemaponderado,con ponderaciones

estrictamentepositivas,es solución eficientevalor esperadodesviaciónestándar

del problemamultiobjetivo estocásticode partida,si el valordel parámetroaes

estrictamentepositivo. Puesto que a = @‘ (fi), se tiene que a > O si la

probabilidad fijada fi es mayor que 0.5. En otro caso, la solución óptima del

problema(11) no tieneporquésereficientevalor esperadodesviaciónestándar,

Finalmente,puestoque existetambiénuna reciprocidadentre la solución

óptima del problema (11) y la del problema (9) correspondientea aplicar el

criterio mínimo riesgoal problemaponderado,los resultadosobtenidospara el

criterio de Kataokase puedenextenderal criteriomínimo riesgo.
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5.3. APLICACIÓN DE LA DESIGUALDAD DE CANTELLI.

Consideremosde nuevo la resolucióndel problema (AB) medianteel

criterio mínimo riesgo:

MaN P{ti’*t(x~4)=É

s. a

i’,.u,. }
(4)

xeD

Supongamosquedesconocemosla funciónde distribuciónde la variablealeatoria

f(x, ~,)= ti’,.?,. (x,~,) y aproximamosel valor de éstamediantela cotainferior

quenosproporcionala desigualdadde Cantelli.

A partir de los resultadosprevios obtenidosen el apanado2.3 de este

capítulo, sabemos que la probabilidad de que la variable aleatoria

f(x,c) = ti’,. 4(x,4) sea menor o igual que U=tI4U,,,
.1=l

verifica la

desigualdad:

p,.z,.(x,4)=t ‘ukUA}=
(t

Var{7(x, 44 )Ú2

con ~ i’,.E{?~(x,4)} =_

De lo anteriorsededuceque si desconocemosel valor de la función de

distribuciónde la variablealeatoriaf(x, 4) = Sa,.2’,. (x, 4) y sedeseamaximizar

esta función, podemosplantear, como aproximación, el siguiente problema

fracciona]:
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(tjis~ — E{2:(x~4)jJ

var(f(x,~ + ‘uf. (a,. — Ef?,.(x,

s.a tp,.EI2:(x,4)} =tjikUk (18)
k=l

xeD

enel que semaximiza lacotainferior queproporcionala desigualdadde Cantelli,

añadiendo al conjunto de oportunidades la restricción adicional,

ti’,.Ef?,.(x,4)} = i’,,u,,,puestoque éstaescondición necesariaparapoder

asegurarquela funciónobjetivo de (18) escotainferior de la función objetivo del

problema(4). La soluciónalproblema(18) sirve,portanto, comoaproximaciónal

óptimo del problema(4).

Comopuedeobservarse,enel problema(18) intervienenel valor esperado

y la varianzade la variablealeatoria7(x4) = ti’,. 2: (x,4):

E{f(x,4)} = E{t/i,. 2:(x~4)}=t’u* E{2:(x,4)}

Var{É ‘u,. 2:(x,44 = t ¡4 Var{2’,.(x,4)} + 2 ‘u~ ‘u•~ cov{2:(x,4),(x,4)}
<5

Esto implica que, en general, en el problema(18) intervienenel valor

esperadoy la varianzade cadauno de los objetivosestocásticosdel problemade

partida,asícomo las covarianzasentreobjetivos.

Una vez obtenido el problema(18), nos planteamos,al igual que en los

casosanalizadoshastaahora,la posibleexistenciade relaciónentreel óptimo de

éste y alguno de los conjuntos de soluciones eficientes de problemas de

programaciónestocásticamultiobjetivodefinidosen el capítulo4.
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Estudiaremosestarelacióna partir del problemacorrespondienteque se

generaal aplicar la desigualdadde Cantelli sobre la restricción de azar del

problemadeterministaequivalentecorrespondienteal criterio de Kataoka:

Mm u
<0 u)

s.a J{Éi’,.2:(x,4)=ujl=fi (19)

xe D

Si aplicamos la desigualdaJde CaÁelli a la restricciónde azar,podemos

afirmar, a partir de los resultadosobtenidosen el apanado2.3, que todo vector

(xt, u)’ queverifique la siguientedesigualdad:

“~ var{7(x,~)} ±t’u,.E{2:(x,4)}=u
1-fi

verifica también la restricción de azar del problema (19). Además, si

consideramosel problema:

Mm ti’,.E{!(x,4)}+a var{7(x,~)} (20)

s.a xeD

ficon a — /3 podemosasegurar,a partir de los resultadosobtenidoshasta

ahoraen estetrabajo,quesi 1* essoluciónóptimadel problema(20) y

= 1—fi var{7(x*,~)} ±t’u,.E{Z,.(x,
4)}

severifica que u”’ escotasuperiordel óptimo del problema(19), con lo cual, la

solución (1*’, u*) sepuedeconsiderarunaaproximaciónde la solución de dicho

problema.
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Además,a partir del teorema3 del capítulo 3 sabemosque si x« es

solución óptima del problema (20) (aproximación mediante Cantelli a la

resolucióndel problemaponderadomedianteel criterio de Kataoka),estambién

solución óptima del problema (18), correspondientea cota inferior que

proporcionaCantelli del óptimo del problemamínimo riesgo,paraun nivel u =

*

u.

Una vez obtenidos estos problemas,nos planteamosla existencia de

relación entre la solución del problema (20) y alguno de los conjuntos de

solucioneseficientesdefinidos en capítulo 4 para problemasde programación

estocásticamultiobjetivo. Obsérveseque el problema (20) es semejanteal

problema(II), con lo cual, los resultadosque sehanobtenidoen el apartado5.2

sontrasladablesaéste.

Podemosafirmar, a partir de la proposición1, que si las covarianzasentre

los objetivos estocásticosdel problema son nulas, la solución óptima que se

obtiene de la aproximaciónmedianteCantelli para la resolucióndel problema

ponderadomedianteel criterio de Kataoka, con ponderacionesestrictamente

positivas,es solucióneficientevalor esperadodesviaciónestándardel problema,

dado que el valor del parámetro a es ahora estrictamente positivo:

fi >0, puestoque fi e (0,1).
1—fi

Finalmente,puestoque existe tambiénuna reciprocidadentrela solución

óptima del problema (20) y la del problema (18) correspondientea aplicar el

criterio mínimo riesgo al problemaponderado,los resultadosobtenidospara el

criterio de Kataokasepuedenextenderal criteriomínimo riesgo.

De todo lo estudiadoen estecapítulosepuedeconcluir que la resolución

de problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo medianteel enfoque

estocástico,aplicando el método de las ponderaciones,está estrechamente

relacionadacon la resoluciónmedianteel enfoquemultiobjetivo. Como acabamos

de ver, las solucionesóptimasde los problemasdeterministasequivalentesque se

obtienen al aplicar los distintos criterios analizadosen este trabajo son, bajo
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determinadascondiciones, soluciones eficientes del problema multiobjetivo

estocástico,definidas en el capítulo 4. Los resultadosobtenidosen el criterio

mínimavarianzay en los criterios de máximaprobabilidadestablecenque, para

que exista relaciónentre las solucionesóptimas que se obtienendel problema

ponderadomediante estos criterios, y alguno de los conceptosde solución

eficiente de la aproximaciónmultiobjetivo, es necesarioen determinadoscasos

que las covarianzasentreobjetivosseannulas. Esto indica, de algunafonna,que

la aproximación multiobjetivo se “olvida” de la posible existencia de

dependenciasestocásticasentreobjetivos, lo queya se apuntabaal principio del

capítulo 4. Nuestros resultadoscorroboranesta idea, aunque,la existenciade

dependenciaentreobjetivos,sólo semideaquíen términosde covarianzas.
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6. ALGORITMOS E IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL

1. INTRODUCCIÓN.

Unavez analizadaslas relacionesexistentesentrelos distintosconceptos

desoluciónde un problemade programaciónestocásticatantoparaproblemascon

una como con múltiples funciones objetivo, abordamosahora la resolución

numéricamedianteprocedimientoscomputacionalesde los problemasplanteados

enestetrabajo.

De lo estudiadohastaahorase dJuceque los criterios valor esperado,

mínimavarianza,eficienciavalor esperadodesviaciónestándar,mínimo riesgoy

de Kataokaparatransformarel objetivoestocásticoen sudeterministaequivalente

esténestrechamenterelacionados,en los casosanalizadosen estetrabajo,si bien,

enprincipio, apartir de la formulaciónde los mismos,no parecequeestarelación

exista, puesto que estos criterios se formulan con filosofias distintas. Estas

relacionessemantienentanto en el casode una únicafunción objetivo como en

problemas con objetivos múltiples y este hecho se ha utilizado para la

implementaciónde los mismos.

Además,de los resultadosobtenidosen los capítuloscuatro y cinco, se

deduceque la resoluciónde problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo

medianteel enfoquemultiobjetivo y medianteel enfoqueestocásticoda lugar,

bajo determinadascondiciones,al mismo conjuntode solucioneseficientes,si se

aplican los criterios anteriormenteseñaladosy se abordala obtenciónde estas

soluciones eficientes mediante el método de las ponderacionesen ambos

enfoques.

Por otro lado, cabeseñalartambiénque la resoluciónde los problemas

planteadosa lo largodeltrabajono esunacuestióntrivial, Cuandonosplanteamos

la resoluciónde uno de estosproblemas,es lógico que se considerela obtención

de las soluciones de éste mediante algunos de los criterios señalados

anteriormente.Esto nos lleva a que, en función de las preferenciasdel decisor,

puedeque paraun mismo problemade programaciónestocásticase tenganque

resolvervariosproblemasdeterministasequivalentes,correspondientesadistintos
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criterios; es más, si se aplican los criterios de máxima probabilidad (mínimo

riesgoy de Kataoka),lo lógico es que se resuelvael problemaparavarios valores

del nivel del parámetroa fijar enestoscasos(nivel de aspiración,enel problema

mínimo riesgoy probabilidadenel de Kataoka).

Todo esto nos ha conducidoa la implementacióncomputacionalde los

problemasplanteadosen estetrabajo. Estaimplementaciónseha llevado a cabo

utilizando el lenguajeFORTRANsobreun ordenadorVAX 3300 con soporte de

la libreríaNAG, versión15.

A continuación,pasamosadescribir el funcionamientode los programas.

Analizamosen primer lugar los de programaciónestocásticay, posteriormente,los

de programaciónestocásticamultiobjetivo.

Las explicaciones sobre el funcionamiento de los programas se

complementancon la resoluciónde unejemploencadacaso.Algunosde ellosson

los que sirvieronpara ilustrar el estudioteórico en cadacapítuloy otros sehan

desarrolladoespecíficamenteparacomprobarel funcionamientode los programas.

Todoselloshansido resueltos,además,medianteprocedimientoscomputacionales

alternativos.

Para abordar la descripción de cada programa se formula el problema que

resuelveéstey las hipótesisque semantienenen cadauno de ellos. Esto puede

resultarendeterminadosmomentosalgorepetitivo,pero,hemospreferidoplantear

asíestecapítulo,ya quepensamosque deotraformapodríahaberconfusión,dada

ladiversidadde casostratados.
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2. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA DE UN OBJETIVO.

En esteapartadodescribimoslos programascorrespondientesa problemas

de programaciónestocásticamonobjetivo.

La implementaciónde estosproblemasseha llevado a cabosiguiendoel

esquemateórico propuestoen el trabajo, que puede resumírseen el siguiente

figura:

Se han realizadodosprogramasbase,uno paraproblemaslinealesy otro

paracuadráticos.En amboscasos,los programasnosdan la opciónde resolverel

problemaparalos casosanalizadosenel trabajo,tal y comoapareceen la figura 1.

A continuaciónpasamosa describirambosprogramas.Comenzaremospor

el casolineal y, posteriormente,analizaremosel cuadrático

Figura 1.
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2. 1. PROBLEMAS LINEALES.

La formulación general del problema que se resuelve mediante el

programaimplementadoparaestecasoes:

“Mm’ tx
(PEL)

s.a xeD

El conjuntode oportunidades,D, suponemosque eslineal y determinista.

Estahipótesissemantienetambiénen el restode estecapitulo.

Mediante el programase puederesolver el problema anterior para los

criteriosvalor esperado,mínimavarianza,mínimo riesgoy de Kataoka.No seha

consideradola resolución mediante el criterio de eficiencia valor esperado

desviaciónestándarpuestoque, como sehademostradoen el capítulotres, para

los casosqueresolveremos,el conjuntode solucionespropiamenteeficientesvalor

esperadodesviación estándarse obtiene también mediante la aplicación del

criterio de Kataoka,paradeterminadosvaloresde la probabilidad.

Para la resolución del problema anterior mediante los criterios valor

esperadoy mínimavarianzasólo hemosde conocerel vectorde valor esperado,~,

y la matriz de varianzasy covarianzas,Y, del vector ?. En cambio, si sedesea

resolverel problemamediantelos criterios de máximaprobabilidad,hemosde

establecerhipótesisadicionalesrespectode la distribuciónde probabilidadde ?.

Esto nosha llevado a dividir el programaen función del tipo de distribuciónde

probabilidadde estevector,considerandolos tres casossiguientes:

• Normal: Suponemosque ~ sigue la distribución normal de valor

esperado~ y matrizde varianzasy covarianzasV.

• Aleatoriedadsimple: i~ dependelinealmentede una variablealeatoria

continua, t , con función de distribución de conociday estrictamente
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creciente,F,, valor esperadoE y varianza a,2 < ~, de tal forma que
?=c1 +1c2 ,conc1,c2eKn,ycítx>0,paratodoxeD.

• Aproximación por Cantelli: Se desconoce la distribución de

probabilidadde ? pero el problema verifica las hipótesisnecesarias

para poder aplicar sobresu función de distribución la desigualdadde

Cantelli.

Realizadasestasaclaraciones,pasamosa describir el funcionamientodel

programa.

Parala resoluciónde un problemasesiguenlos siguientespasos:

10) Se introducen los datos correspondientesal número de variables,

númerode restricciones,matrizde coeficientestécnicosde las restricciones,cotas

sobrelas variablesy sobrelas restriccionesy estimacióninicial en un fichero de

datos.

20) Unavez leídosestosdatosporel programa,éstenospreguntaquétipo

de problema deseamosresolver, mostrándonosun menú con las siguientes

opciones:

1. Normal.

2. Aleatoriedad simple.

3. Cantellí.

4. Terrwtnar.

Sí se elige una de las tres primerasopciones,el programanos permite

resolver el problemade programaciónestocásticamediantelos cuatro criterios

básicosde resolucióndel problema descritosen este trabajo: valor esperado,

mínimavarianza,mínimo riesgoy de Kataoka,de la forma que describiremosa

continuacion.
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Si elegimos la opción 4. Terminar, apareceráen pantallael tiempo de

ejecuciónreal del programa(C. P. U.) y el nombrede un fichero de salida.Este

ficherocontienela informaciónde todos los problemasque sehayanresueltoen la

ejecucióndel programa.

A continuacióndescribimoslas opciones1, 2 y 3. Puestoque las opciones

1 y 3 operande igual forma,sedescribenambasenun solo apartado.

a) Casonormaly Cantelil.

Unavezleído el ficherode datos,el programanospide el vectorde valor

esperado,~, y la matriz de varianzasy covarianzas,V, del vector~ y muestralas

solucionesvalor esperadoy mínima varianzadel problema. Seguidamentenos

pideun nivel de aspiraciónpararesolverel problemamedianteel criterio mínimo

riesgo, nosda la soluciónasociadaa estenivel y nos da a opción de modificar

éste.Finalmente,nospide unaprobabilidadpararesolverel problemamedianteel

criterio de Kataoka, muestra la solución y pregunta si se deseafijar otra

probabilidado acabar.Si la opciónque se elige es la de finalizar, el progíama

vuelve al menú inicial, en el podemos resolver un nuevo problema de

programaciónestocásticalineal o terminar. La figura 2 muestraun esquemadel

funcionamientodel programaen estasdosopciones.

Una vez finalizada la resolucióndel problema, apareceen pantalla de

nuevoel menúinicial, en el que se tiene la opciónde resolverun nuevoproblema

de programaciónestocásticalineal o de finalizar.
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Coinenz&

Soluciónv~Iorespemdc
Soluciónniínirnavmianza

.1~ 4.
¿Minamo Si Ffl
nesgc9

No

•1.
Sí ri

¿Katanka?

No 4,

Solución—g’ ~Nuevu Sí

nivel2

No

Solución—+ ¿Nueva Sí

probab.?

No

Figura 2.

Ilustramos,medianteun ejemplo,el funcionamientodel programaen estos

doscasos.
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Ejemplo 1.

Consideremosel problemade programaciónestocásticalineal:

ti Mm’ ?tx=a;x, d-¿%x2

s.a x1+x2=1

3 x1 + 2x2 =8

x1,x2 =0

donde ? = (~,a] esun vectorestocásticoconvalor esperado

de varianzas y covarianzasV=t~j0
o)

con lo cual tenemosque la variable

aleatoria tx = + a;x2 valor esperado tx = 4x, + 2x, y varianza

x
tVx = 4 + 4x~. Obsérveseque esteproblemaes el que se ha utilizado en el

estudiode los distintos criteriosde resoluciónde estosproblemasen el capítulo

dos.

Como seha señaladoanteriormente,introducimos los datos del problema

medianteun ficherode datos,queen estecasoesel siguiente:

E = y matriz

Numero de Variables’

2

‘Numero de Restricciones Lineales’

2

‘Matriz de Restricciones Lineales por filas’

—1 —I

3 2

‘Cotas de las Variables

O LElO

O lElO
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Introducidoslos datos,ejecutamosel programay apareceel menúinicial.

En estecaso si elegimosla opción 1 6 3, el programanospide el vectorde valor

esperadoy la matrizde varianzasy covarianzasdel vector ?, que introducimos

por teclado. El programaresuelveel problema mediante los criterios valor

esperado y mínima varianza y nos pide valores para los parámetros

correspondientesa los criteriosde máximaprobabilidad,tal y como sedescribeen

la figura dos, mostrándonosen pantallalas solucionescorrespondientesa estos

criterios para los valores que se fijen de los parámetros.Además, todas estas

solucionesse recogenen un fichero de salida,que veremosmás adelante,tras

explicarel funcionamientodel programaen el casode aleatoriedadsimple.

Finalizada la resolución del problema en los términos señalados,el

programavuelveal menáinicial.

Analizamos a continuaciónel funcionamientodel programacuando se

elige la opción2, correspondienteal casode aleatoriedadsimple.
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b) Aleatoriedad simple.

La segundaopción, correspondientea aleatoriedadsimple, nos obliga a

modificarel esquemaanterior.En estecaso,comosehacomentadoanteriormente,

el vector t dependelinealmentede una variablealeatoria, t , con distribución

conocida.Paraimplementarla resoluciónde estosproblemasmedianteel criterio

de Kataoka,seha de especificarestadistribución, tal y como haestudiadoen el

capítulodosde estetrabajo. En nuestroprograma,mantenemosla hipótesisde que

la variable T sigue la distribución exponencialcon parámetro1. Hecha esta

aclaración,pasamosadescribirel funcionamientodel programacuandose elige la

opción2 (aleatoriedadsimple).

Unavez leído el fichero de datos,el programanospide los valoresde los

vectoresc’, c2 y del parámetroA de la exponencial2.Introducidosestos datos,

aparecenenpantallalas solucionescorrespondientesa los criteriosvalor esperado

y mínima varianza,solicita un nivel de aspiraciónpara el problema mínimo

riesgo,muestrala soluciónde éstey nosda la opciónde resolverel problemacon

otro nivel de aspiración.Finalmente,nospideunaprobabilidadparala resolución

del problemamedianteel criterio de Kataoka,nosmuestrala soluciónparaéstey

nos da de nuevo la posibilidad de resolverel problemacon otra probabilidad.

Todo estose resumeen la figura 3.

Es decir, lafunción de distribuciónde?evaluadaen zj>O, es fl(q) = P(7 =~) 1— e<”.

2 Bajo la hipótesis de que ¡ sigue la distribuciónexponencialde parámetroX, el valor esperadoy
la varianzade Y son,respectivamente,1/A y 1/A2.
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Soluciónvalor esperadc
Solución mínima vaxiariza

¿Mínimo Si r1
iiesgo? ~

Nc

4:
¿Katenka?

No$

cI1IIYi~ dNuevo Sí

nn’e19

Nc

¿Nueva Sí

Nc

Figura3.

Ilustramosel funcionamientodelprogramamedianteun ejemplo.

Ejemplo2.

Consideremosde nuevoel ejemploformuladoanteriormente.Supongamos

ahoraque el vector ~ dependelinealmentede una variablealeatoria,7, de tal

formaque

2

287



6. ALGORITMOS E IMPLEMEINTACIÓN COMPLJTACIONAL

con t variablealeatoriaque se distribuye segúnuna exponencialde parámetro

A. = 2, con lo cual, su valor esperadoy su varianza son, respectivamente

t = 0.5 y a2 = 025.

Obsérvesequeel ficherode datosde esteproblemaesel mismo queel del

anterior. Introducidoéste,el programanospide los valoresde e1, e2 y A., aparecen

las solucionesvaloresperadoy mínimavarianzadelproblema,nosda la opciónde

resolverel problemamediantelos criteriosde máximaprobabilidad,paradistintos

valoresde los parámetros,y aparecenenpantallalas solucionesaéstos.

Como se ha señaladoanteriormente,una vez que se han obtenido las

solucionesdel problemamedianteestoscuatrocriterios en las opciones1, 2 6 3, el

programavuelveal menúprincipal:

dándonosasí la opción de resolverun nuevoproblemao de terminar. Si elegimos

la opción 4, apareceráen pantalla el tiempo de ejecuciónreal del programa

(C. P. U.) y el nombrede un ficherode salida.Esteficherocontienelos resultados

de todos los problemasresueltos.A continuaciónmostramosestefichero paralos

dosejemplospresentados.El primerode ellos se resuelveen primerlugar bajo la

hipótesis de normalidad del vector ? y, posteriormente,suponiendoque se

desconocela distribuciónde ? y aplicandola desigualdadde Cantelli a la función

de distribuciónen los criteriosde máximaprobabilidad.

1. Normal.

2. Aleatoriedad simple.

3. Cantelil.

4. Terminar.
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CASO NORIdAL

Calis to EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+OOl.OOOOOOOOOOOOOOO

Función Objetivo: 2.OOOOOOOOOOOOOOO

IFAIL O

Calís to EO4NEF

Problen Type = QPl

SOLUCIÓN MININA VARIANZA

O.SOOOOOOOOOOCOOOO O.2000000000000000

Función Objetivo: O.SOOOOOOOOOOOOOOO

IFAIL = O

Calis te 5040SF

Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO

Nivel U: 4.OOOOOOOOOOOOOOO

O.OOOOOQOOOOOOOOOOE+OO1.OOOOOOOOOOOOOOO

Función Objetivo: 1.000000000000000

IFAIL = O

Calís to EO4UEF

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA

Probabilidad BETA: O.9000000000000000

0.4101904657353322 0.5893095342646628

Función Objetivo: 4.420913233123898

IFAIL O
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ALEATORIEDAD SIMPLE

Calís Lo EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

1. OOOO00000000000

Función Objetivo:

IPAIL =

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE±0O

3 500000000000000

O

Calís to EO4NEF

Problem Type = QEl

Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

1. O00000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE+0O

O. 2500000000000000

O

Calis Lo EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMO RIESCO
Nivel U: 5. OO0000000000000

1. 000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE+0O

2. OO0000000000000

O

Calis to EO4NEF

Problem Type = LP
PrinÉ Level O

SOLUCIóN KATAOKA
Probabilidad BETA:

1~. 000000000000000

Función Objetivo:
IPAIL = O

0. 8000000000000000

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

3.804718971252441
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CANTELLI

Calis to EO4NEF

Problen Twa LP
Print Level 0

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

O. 0000000000000000E+00

Punción Objetivo:

IFAIL = o

1. 000000000000000

2. 000000000000000

CalAs to EO4NEF

Problem Type = OPí

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0. 8000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL

O. 2000000000000000

O. 8000000000000000

O

CallA to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO
Nivel U: 3.000000000000000

0.7272727272727298

Función Objetivo:

IFAIL

0.2727272727272702

0.9615384615384615

O

CalAs to EO4UEF

Print Level = O
SOLUCIÓN KATAOKA

probabilidad BETA:

0.5999999999987286

Función Objetivo:

O. 8000000000000000

0.4000000000012714

5. 20 000 000 000 0000

IFAIL = O

TIEMPO C.P.U.: 1.659999847412109 segundos

** FINAL DE PROGRAMA**
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2.2. PROBLEMAS CUADRTICOS.

En estecasoseresuelvenproblemasde programaciónestocásticacuadrática,

cuyaformulaciónes:

1

s.a xeD

conB matrizde ordennxn, al menossemidefinidapositiva, H matrizde ordennxn,

simétrica,al menossemidefinidapositivay ~ vectoraleatorio.

Los criteriosde resoluciónque se hanconsideradoson los mismosque en el

caso lineal: valor esperado,mínima varianza y los dos criterios de máxima

probabilidad(mínimoriesgoy de Kataoka).En estesentido,hemosde recordarque

las dificultadespara la determinaciónde la función de distribuciónde la función

objetivoestocásticanosha llevadoenestetrabajoa la aplicaciónde la desigualdad

de Cantelli para la resolucióndel problemamediantelos dos criterios de máxima

probabilidad,con lo cual, las solucionesque se obtienenmedianteel programason

aproximacionesde las solucionesrealesdelproblemaparaestoscriterios.

Al igual que en los problemaslineales,el programapermite resolvereste

problemaenlos doscasosanalizadosenestetrabajoparaproblemascuadráticos,es

decir, casonormaly aleatoriedadsimple. Las hipótesisque semantienenacercade

la estructuradel problemay de la distribucióndel vector son:

• Casonormal: Sesuponeque severifica:

H1) h4 0,paratodoi,J E {l,2, ...,n}J~j,esdecir,lamatrizHes

diagonal.

112) Las variables aleatorias 4,4 4 son mutuamente

estadísticamenteindependientes.
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113) El vector 4 se distribuye según la distribución normal

multivariante de valor esperado~= (4%, 4%,..., 4~,,) y matriz de

varianzasy covarianzasy definida positiva.

Aleatoriedadsimple: En estecaso se suponeque el vector ~ depende

linealmentede unavariablealeatoriat

con~ e R” y T esunavariablealeatorianormalde valor esperado1

y varianzaa2 finita, a2 <xi.

Al igual que enel casoanterior,parala ejecuciónde esteprogramaseha de

introducir un fichero de datosdel problemaque sedeseeresolver.La información

que se introduceen estefichero es la siguiente:númerode variables,númerode

restricciones,matriz de coeficientestécnicosdel conjuntode oportunidades,cotas

de las variablesy las restricciones,matrizB, matriz11 y estimacióninicial. Con el

fin de reducirel tiempo de ejecucióndel programa,se introducen,además,en el

ficheroel vectorvalor esperado,~, y la matrizde varianzasy covarianzas,V de ~,
correspondientesal caso cuadráticonormal. Evidentemente,si el problema a

resolveresde aleatoriedadsimple,el programano leeestosdosúltimos datos.

Pasamosa describir el funcionamientodel programa.Una vez leído el

fichero de datos,apareceenpantallael siguientemenú:

1. Normal.

2. Aleatoríedad simple.

3. Terminar.
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a) Casonormal.

Si elegimos la opción 1 el programaresuelvedirectamenteel problema

mediantelos criterios valor esperadoy mínima varianza.Posteriormentenos pide

un nivel de aspiraciónu, apareceen pantallala soluciónmínimo riesgoy nosda la

opción de resolverel problemaparaotro nivel de aspiración.Finalmente,nospide

unaprobabilidad,/1, apareceen pantallala solucióndel criterio de Kataokay nosda

la opción de resolverel problemacon otraprobabilidad.El siguienteesquemanos

resumeel funcionamientodel programaen estecaso:

Soluciónvalorespemdo
Soluciónmínimavmianza

1
¿Mínimo

tiesg&
No

4,

¿lCataoka?

No

e

cNuavo Sí

No ¡

Solución ~ ¿Nueva Sí

pmbab.?

No

Figura4.

Terminadaestaopción,el programavuelveal menúinicial:
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y, por tanto, nos permite resolverun nuevoproblemao terminar. Si elegimosla

opción 3 (terminar), el programanos muestrael tiempo de C. P. U. así como el

nombrede un fichero de salida en el que aparecentodos los resultadosde los

problemasresueltos.

Mostramosel funcionamientodel programamedianteel siguienteejemplo.

Ejemplo 3.

Consideremosel problemade programaciónestocásticacuadrática:

2<(x, 4)= (x,,
X2{o ~fzO— (t~~ + ~{O ‘t23

s.a x,+x2~l

3x1±2x2=8

x1,x2 =0

donde el vector sigue la distribución normal multivariante de valor

esperado~ = y matrizde varianzasy covarianzas‘~ =

o)
4).

Pararesolverel problemaintroducimos,enprimerlugar, el ficherode datos,

que, enestecasoes:

1. Normal.

2. Aleatoriedad simple.

3. Terminar.
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Una vez hechoesto, elegimosdel programala opción 1 (normal) y, tal y

como se ha señaladoantes,el programanos muestraen pantallalas soluciones

correspondientesa los criterios valor esperadoy mínimavarianza.Posteriormente,

nos da la opciónde resolverel problemamediantelos dos criterios de máxima

probabilidad(mínimo riesgoy Kataoka),tal y comosedescribeen la figura 4.

El fichero de salida, con las solucionesdel problemapara los distintos

criterios,esel queapareceacontinuación.
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CASO NORMAL

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

*ABNOPYAL EXIT fron NAO Library routine EO4NCF:IFAIL =1

** NAG soft failure — control returned

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.5000000000000000 o.sO00000000000000

Función Objetivo: 37.25000000000000

IFAIL = 1
Calis to EO4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

2.666666666666667 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Función Objetivo: 1654 .000000000000

IFAIL = O

Calis to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO

Nivel U: 50.O0000000000000

0.6700584453460495 0.5246412585006064

Función Objetivo: 8.2726494344622009E—02

IFAIL = O

Calis to EO4UEF

SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO

Nivel U: 100.OO00000000000

1.262379424005579 0.6208390375022504

Función Objetivo: 0.6896449011473143
IFAIL = O

Calís to EO4UEF
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Frínt Level = O
Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Probabilidad BETA:

1.860631539546890

Función Objetivo:
IFAIL

SOLUCIÓN KATAOKA

Probabilidad BETA:

2.148792040985721

Función Objetivo:

IFAIL =

O

0. 9000000000000000

0.7382559794723345

162.4255927938130

0. 9500000000000000

O.7768119385214182

217. 9863139364149

O
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b)Aleatoriedad simple.

Si la opción elegida es la 2, hemos de introducir medianteteclado

valoresde los vectores~ y ~ el valor esperadode la variablealeatoriat ,t,

varianzaof. Hecho estoel funcionamientodel programaes igual que en el

normal,y lo podemosesquematizaren la siguientefigura:

los

y su

caso

.1.
Solucionvalorespendo

Solucionnummavananza

~1.
~Mimmo
nesgo9

No

4,

4.

¿Katanka? .2!.

No

o

Solución ~Nuevo Sí

nivel9

No

Solución ¿Nueva Sí

piubab.?

No

Figura 5

Terminadaestaopción,el programavuelveal menúinicial:
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Al igual queantes,mostramosel Íhncionaniientodel programamedianteun

ejemplo.

Ejemplo 4.

Consideremosel problemade programaciónestocásticacuadrática:

“Mm” ~‘(x,~) = (x¡ ,x2
x

s.a x1+x2=1

3x, +2x2 =8

x1,x2 =0

donde el vector ~ =

maneraque~=~ijJ+t 1jJ

dependelinealmentede una variable aleatoria /

y Y siguela distribuciónnormaldevalor esperado1 = 2

de

yvarianzaa
2=1.

El ficherode datosparaesteproblemaes:

1. Normal.

2. Aleatoriedad simple.

3. Terminar.

‘Numero de Variables’
2
‘Numero de Restricciones Lineales’

2
‘Matriz de Restricciones Lineales por filas’
1. 1.
3. 2.

‘Cotas de las Variables’
O. lElO
0. lElO

‘Cotas de las Restricciones’
1. 1810

—lElO 8.
‘Matriz Cuadrática E por filas’
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Introducidoestefichero,el prognmanospide los valoresde ~, ~2, ¿V y

que, en estecaso, son: (1)1. (~¿I~ 2 y 1, respectivamente,apareceen pantallalas

soluciones valor esperado y mínima varianzay seresuelveel problemamediante

los criteriosde máximaprobabilidad,tal y como sedescribeen la figura 5.

A continuaciónapareceel contenidodel ficherode salidade esteejemplo.

ALEATORIEDAD SIMPLE

Calís te EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

í.250000000000000 0.1666666666666667

Función Objetivo: 35. 62500000000000

IFAIL = O

Calís te EO4NEF

Problem Type = QP2

Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

2.666666666666667 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE±OO

Función Objetivo: 477.1lí1lí1l1ííl1

IFAIL = O
Calís te EO4UEF

2. 0.
0. 9.
‘Diagonal de la Matriz 8’
1. 1.
‘Vector de Valor Esperado’
1. 2.

fliagonal de la Matriz de Varianzas y Covarianzas ‘1’

4. 2.
‘Estimacion Inicial’
0. 1.
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Prirxt Level O

SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO
Nivel U: 80.OOO00000000000

2.147621141243625 0.2664023381011985

Función Objetivo: 0.2813496420824533

IFAIL= O
Gilís to EO4UEF

¡ Print Level O

SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO

Nivel U: 50.00000000000000

1.534854302578344 O.1983171259125576

Función Objetivo: 0.2625222021489943

IFAIL = O

Calís to EO4UEF

Print Level O

SOLUCIÓN FATASEA

Probabilidad BETA; 0.9000000000000000

2. 420110786319131 0.2948338205213038

Función Objetivo: 104.5578284054816

IFAIL O

SOLUCIÓN KATAOKA

Probabilidad BETA: O.6000000000000000

1.833250402212394 0.2314222669680366

Función Objetivo: 64.26409223346002

IFAIL O

TIEMPO C.P.U.: 1.460000038146973 segundos

~ FINAL DE PROGRAMA“
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3. PROGRAMACIÓN ESTOCÁSTICA MULTIOBJETIVO.

Abordamosahorala resoluciónde problemasde programaciónestocástica

multiobjetivo, cuyaformulacióngenerales:

“Mm” ~(x,~) =(t(x,~2(x,1)

5. a xeD
(PEM)

La implementaciónde estosproblemasserealiza,al igual que en el caso

monobjetivo, siguiendoel esquemateórico de estetrabajo. Hemosdividido los

problemasen función del tipo de enfoqueque queramosseguirpararesolverel

problemade partida.Estosdosbloquescorrespondenal enfoquemultiobjetivoy al

enfoqueestocásticoanalizadoen los capítuloscuatroy cinco, respectivamente.El

siguiente esquema nos muestra un cuadro resumen de los programas

implementados:

Describimosen primer lugar los programascorrespondientesal enfoque

multiobjetivoy, posteriormente,los delenfoqueestocástico.

Figura 6.
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3.1. ENFOQUE MULTIOBJETIVO.

Antes de describir el funcionamientode los programas,recordamosque

pararesolverproblemasde programaciónestocásticamultiobjetivo, medianteeste

enfoque,elegimosun criterio paratransformartodos los objetivosestocásticosen

sus deterministasequivalentes,transformandocadauno de ellos por separadoy

obteniendoun problemamultiobjetivo deterministaequivalentepor cadacriterio.

Deestaforma,comovimosen el capitulo4, paracadauno de los posiblescriterios

de transformaciónde los objetiv~¿ estocásticosse obtiene un conjunto de

solucioneseficientes. En los programasse han consideradotres criterios de

transformacióndel objetivo estocástico:valor esperado,mínima varianza y
criterio de Kataoka con probabilidades/3~ ¡3,,. De la aplicación de estos

criteriosseobtienenlos conjuntosde solucioneseficientesvalor esperado,mínima
varianzay con probabilidadesfi , fi~ del problemamultiobjetivo estocástico

de partida.

En los problemas implementados, aplicamos el método de las

ponderacionesal problemamultiobjetivo deterministaequivalente.La elecciónde

estemétodoseha realizadopor los potentesresultadosque seobtienenasí como

por la posibilidad de asignaciónautomáticade ponderacionesy de realizar

estudiosmásprecisosen determinadoscasos.

Con ello pretendemosobteneruna cantidadde solucioneseficientesde

cada uno de los conjuntoseficientesdefinidos en el capitulo cuatropara un

problemade programaciónestocásticamultiobjetivo, de tal forma que el decisor

puedahacerseunaideade la estructurade cadauno de estosconjuntos.

La razón que nos han llevado a implementar sólo los criterios valor
esperado,mínima varianza y con probabilidades¡1 ~ sin considerarel

criterio de eficiencia valor esperadodesviaciónestándary el criterio mínimo

riesgoes que, a partir de los resultadosteóricosobtenidosen el capitulocuatro

sabemosque:
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a) Bajo determinadas condiciones, existe una reciprocidad entre el

conjunto de solucioneseficientesmínimo riesgode niveles de aspiración
u, uq y el conjuntoeficientecon probabilidadesfi,,...,fi,,. Estonosha

llevado a programarsólo la obtención de solucioneseficientes con
probabilidadesfi , fi,,, puestoque,dadaunasoluciónde esteconjunto,

bajo determinadashipótesis,existe unos niveles de aspiraciónu, ,...,uq
paralos quelasoluciónestambiéneficientemínimo riesgo.

b) En los casosanalizadosen este trabajo, se ha demostradoque el

conjuntode solucionespropiamenteeficientesvalor esperadodesviación

estándardel problemade programaciónestocásticamultiobjetivo sepuede

obtener a partir del conjunto de solucionespropiamenteeficientescon
probabilidades/3,,....,fiq~

Evidentemente,a partir de los resultadosdel apartado(a) podríamoshaber

optadopor la obtencióndel conjuntode solucionesmínimo riesgo envez de las

del criterio de Kataoka,puestoquela equivalenciaentreestosproblemasseda en

ambossentidos.Sin embargo,las funcionesobjetivodel problemade Kataoka(no

lineales,en general)sonmásfáciles de manejarque lasdel criterio mínimo riesgo

(fraccionalesen todos los casos)y, además,comosehacomentadoanteriormente

en estetrabajo, consideramosque,dadoun problemade programaciónestocástica

multiobjetivo, resultamás fácil e intuitivo fijar una probabilidadpor objetivo

estocásticoque fijar un nivel. Por todo ello hemos preferido resolver los

problemasmedianteel criteriode Kataoka.

Porotro lado,parala obtencióndel conjuntode solucioneseficientesvalor

esperadodesviaciónestándarde un problema estocásticocon q objetivos, el

problema multiobjetivo deterministaequivalentees de 2q objetivos (el valor

esperadoy la desviaciónestándarde cadauno de los objetivos estocásticos),
mientras que el problemade eficiencia con probabilidadesfi, , fi,, es de q

objetivos,con lo cual, ésteúltimo da lugar a un problemamásmanejabley de

resoluciónmás fácil. Además, no podemosolvidar que, en algunoscasos,las
soluciones eficientes con probabilidades fi, fi,, no son eficientes valor

esperadodesviaciónestándar,tal y comoseestudiaen el capitulo4.
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Una vez realizadas estas consideracionespasamos a explicar el

funcionamientodel programa.Paradesarrollaresteenfoquesehan construidodos

programas, uno para los problemas estocásticos lineales y otro para los

cuadráticos.

3.1.1.PROBLEMAS LINEALES.

Consideremosel problema de programaciónestocásticamultiobjetivo

lineal:

“Mm” (~;x ~x)
s.a xeD

El programarealizadoparaestecasopermiteobtenersolucioneseficientes

valor esperado,mínima varianza y con probabilidades fi, fi,, de este

problemaaplicandoel métodode lasponderaciones.Puestoque en la obtenciónde

solucioneseficientesconprobabilidadesfi, , /1,, sehan de establecerhipótesis

acercade la distribución de probabilidad de los vectores4, k =1,2 q, el

programa distinguelos doscasossiguientes:

• Caso normal: Suponemosque para todo k e {1,2,...,q},el vector 4
sigue la distribuciónnormalde valor esperado4 y matrizde varianzas

y covarianzas~k

• Cantelli: Suponemosque para todo k e {l, 2 q}, se conoceel

vector de valor esperadode 4, Ck, y su matriz de varianzas y

covarianzasVk, pero sedesconocela distribuciónde probabilidad,por
lo que paraobtenersolucioneseficientescon probabilidadesfi, fiq

se aplica la desigualdadde Cantelli a las funcionesde distribuciónde

los objetivos estocásticos.En estecasohay que tenerencuentaque el

conjuntoque seobtieneesunaaproximacióndel conjuntoeficientedel
problemacon probabilidadesfi,
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Pasamosadescribirel funcionamientodelprograma.

Pararesolverun problemaprimerocreamosun fichero de datosen el que

se especificanel númerode variables,funcionesy restriccionesdel problema,la

matriz de coeficientestécnicos,las cotasde las variablesy de las restricciones,los

vectores de valor esperado,las matrices de varianzas y covarianzasde las

funcionesobjetivoy laestimacióninicial.

Al ejecutarel programa,apareceenpantallael siguientemenú:

Enamboscasosel programaactúade la mismaforma. En primerlugarnos

pide el vectorde pesos.Seguidamenteaparecenen pantallalas solucionesvalor

esperadoy mínimavarianza.Posteriormentenospreguntasi deseamosresolverel

problema medianteel criterio de Kataoka. En caso afirmativo, nos pide las
probabilidades,¡/ ‘¡3<,’ resuelveel problemaparalos pesosasignadosy entra

en un bucle que nos permite cambiar las probabilidades del problema,

mostrándonos,para cadavector de probabilidades,la solución. Finalizado este

proceso,el programavuelveaun menúen el que tenemosla opciónde introducir

nuevospesoso terminar. El funcionamientodel programapuederesumirseen el

siguienteesquema:

1. Normal.

2. Cantelli.

3. Terminar.
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Unavez que hemostenninadoapareceen pantallael tiempo de ejecución

C.P.U. y el nombre de un fichero de salida en el que se resume toda la

informacióncorrespondientea las solucionesobtenidasparael problema.

Consideramosel siguienteejemploilustrativo.

Figura 7.
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Ejemplo 5.

Consideremosel problemade programaciónestocásticamultiobjetivo:

“Min”(~x +a712x2,z’21~, + ~ X2)

x
s.a x,+2x2=l

3x,+ x2=1O

XI, X2=O

donde los vectores de valor esperado de los objetivos estocásticosson

= (1, 3)’ e2 = (—2,

sonVí=~j ;jyv2
1) y las matricesde varianzasy covarianzasde los mismos

~2 0>~

respectivamente.

Para la resoluciónde estosproblemasmedianteel programa,hemosde

introducir el ficherode datosdelproblemaqueen estecasoes:

<Numero de Variables’
2
‘Numero de funciones objetivo’
2
‘Numero de Restricciones Lineales’

2
‘Matriz de Restricciones Lineales por filas’

1 2
3 1
Cotas de las Variables’

O. 1510
0. 1510
‘Cotas de las Restricciones’

1. 1510
lo.

de medias por filas’

de varianzas (separadas por un espacio)

1. 9.

O.
1.

‘Estimacion Inicial’
0. 1.

—1510
‘Vectores
1. 3.

—2. 1.
‘Matrices
3. 1.

2.
0.
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Introducidoel fichero de datos,el programaactúasegúnel esquema

de la figura 6. Debidoa queen la resoluciónde esteproblemasehande fijar

distintos pesos y, además,distintas probabilidades,mostramosahora el

fichero de salida que da el programasólo para algunosvaloresde estos

parámetros. En concreto, aparecen las soluciones para los pesos

y, =1,112 =0,¡¡, =0.7,112=O.3,p,=03,112=0.7y ¡~, =0~M2 =1. Para

el criterio de Kataokasehan fijado dosvectoresde probabilidadesdistintos

fi~ = ¡32 = 0.8 y fi, = 0.6,/~2 = 0.7. En el anexo dos aparecen las
solucionesde esteproblemaparamásvaloresde los pesos.

Las solucionesobtenidaspara estosvaloresde los parámetrosen el caso

normalson las que aparecena continuación.En el criterio de Kataoka,paracada

vector de pesos aparecenlas solucionesobtenidaspara los dos vectores de

probabilidad considerados.En primer lugar aparecenlas soluciones para el

problemasuponiendoque los vectores~ y e2 siguenla distribuciónnormaly,

posteriormente,parael casoenel quesedesconocela distribucióndeprobabilidad

de los mismosy seaplicala desigualdadde Cantelli.

CASO NORMAL

Solución del problema de ponderaciones

Pesos:
1.000000000000000 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE±OO

Calís te EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

1.OOO000000000000 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+0O

Función Objetivo: í.OO0000000000000

IFAIL = O

Calis te EO4NEF
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Problem Type = QPí

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0.4117647058823529

Función Objetivo:

IFAIL

0.2941176470588235

1.529411764705882

o

Calís te EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.800

Vector solución
0.5922961228539814

Función Objetivo:

IFAIL = O

000000000 000 0

0.2038519385730093

2.290790685280325

Calis to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 O.7000000000000000

Vector solución

1. 000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

Pesos:
0. 7000000000000000

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE±0O

1. 438810047119165

O

O. 3000000000000000

Calís te EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O
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SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

1. OOO000000000000

Función Objetivo:

¡ IFAIL =

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO

9. 9999999999999992E—02

O

Calís te EO4NEF

Freblem Type = QP1

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0. 35616438356164i8

Función Objetive:

ItFAIL =

0.3219178082191781

1.186986301369863

O

Calís te EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad
O. 8000000000000000

Vector solución
0.8820154539914551

Función Objetive:

IFAIL = O

SETA:
O. 8000000000000000

5. 8992273004272454E—02

1.470831375815538

Calís te EO4UEF

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 O.

Vector solución

1. O00000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

7 000000000000000

0. OOOO000000000000Ei-0O

0. 6296513111405405

o
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Pesos:
O. 3000000000000000 0. 7000000000000000

Calís te EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

3.333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL =

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO

—3. 666666666666667

O

Calis te EO4NEF

Problem Type = QP1

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0.2456140350877193

Función Objetivo:

IFAIL =

0.3771929824561404

O. 6780701754385965

o

Calis te FO~UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 O.8000000000000000

Vector solución

1. 000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

O. 0000000000000000E+oo

0. 17O48l71489276~15

O

Calis te EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
O.6000000000000000 0.VOOOOOOOOOOOoooo

Vector solución
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3.333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO

—1. 497423344992083

O

Pesos:
0. 00000 000000000 OCE+00 1. 000000000000000

Callo to EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

3.333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL =

O. 0000000000000000E+00

—6. 666666666666667

o

Calís te EO4NEF

Problem Type = QPí

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

Función Objetive:

IFAIL

O. 4444444444444444

0.2222222222222222

o

Calis te EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA;
O.8000000000000000 0.800000

Vector solución

3.333333333333333

Función Objetive:

IFAIL =

0000 0 000 0 0

O. 0000000000000000E±OO

2. 699226187122781

0

Calis te EO4UEF
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Las solucionesque aparecena continuacióncorrespondenal ejemplopara

el caso en el que se desconocela distribuciónde probabilidadde los vectores

~ y e2 y seaplicala desigualdadde Cantelli paraobtenersolucioneseficientes

con probabilidadesfi~ y ¡32. Puestoqueel ejemplo es el mismo que en el caso

normal,no aparecenlas solucionescorrespondientesa los criteriosvalor esperado

y mínimavarianza.Sehanmantenidolos valoresde los pesosy las probabilidades

quesefijaron parael casonormal.

Priryt Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
O.6000000000000000 O.7000000000000000

Vector solución
3.333333333333333 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Función Objetivo: —4.194619131587497

IFAIL = O

TIEMPO C.P.U.: 4.799999237060547 segundos

** FINAL DE PROGRAMA**

CANTELLI SOLUCIÓN KATAOKA

Solución del problema de ponderaciones
Peses:

1.OO0000000000000 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE±O0

Vector de probabilidad BETA:
O.8000000000000000 O.8000000000000000

Vector solución
0.4850522800866299 0.2574738599566850

Función Objetivo: 3.749251382906965

IFAIL = O
Calís te EO4UEF
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Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
O.6000000000000000 ú.7000000000000000

Vector solución
0.5329597067382351

Función Objetive:

IPAIL =

0.2335201466308574

2.778756407543996

o
Pesos:

0.7000000000000000 0.3000000000000000

Calís te EO4UEF

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
O. 3000000000000000

Vector solución

O. 4 962843718352135

Función Objetivo;

IFAIL =

0. 3000000000000000

0.2518573140573908

2.849962815325700

o

Calís te EO4UEF

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 O.7000000000000000

Vector solución
0.5974674496470292

Función Objetive:
IFAIL =

0.2012662751764854

O

Pesos:
0. 3000000000000000

2.050705893907375

O. 7000000000000000

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución
0.5244382078224750

Función Objetivo:

0.2377803960387625

1.648951809060679
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IFAIL = o

Calis te EO4UEF

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
O.6000000000000000 0.

Vector solución
0.6222644040721222

Función Objetive:

IFAIL =

7 0000 000 0 000 0 0 00

8. 6362792961436390E—02

1.035309707599933

O

Pesos:
O. OOOOOOOOOOOOOOOOE4-00 1. 000000000000000

Vector de probabilidad BETA:
O.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución

0.5848904225604411

Función Objetive:

IPAIL =

0.2075542632192794

0.2433295288692200

0

Calís te EO4UEF

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
O.6000000000000000 O.2000000000000000

Vector solución

1. 000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE-4-O0

0.1602468994692868

O

TIEMPO C.P.U.; 5.929998397827148 segundos

“ FINAL DE PROGRAMA ~
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Antesde pasara describirel funcionamientodelprogramacorrespondiente

a la resoluciónde problemasde tipo cuadrático,señalemosque se han resuelto

problemasde dimensionesmás grandes con el programaque acabamosde

describir.En todos los casos,sehanresueltolos problemasparatres vectoresde

pesos distintos y, en su resoluciónmedianteel criterio de Kataoka se han

consideradodos vectoresde probabilidades.En la siguiente tabla aparecenlas

dimensionesde estosproblemasy los tiempos de ejecucióndel programaparael

casonormal(columna4) y cuandose aplica la desigualdadde Cantelli (columna

5).

n0 variables

(n)

n0 fi objetivo

(q)

n0 restricc.

(ni)

tiempode C.P.U.

(casonormal)

tiempode C.P.U.

(Cantelli)

8 2 3 2.9899 3.2299

9 3 5 4.51 4.17

10 3 5 4.0999 4.3599

Los tiempos de ejecuciónque aparecenen la tabla son valores medios

obtenidos a partir de la resolución de varios problemas con las mismas

dimensiones.Consideramos,además,que estostiempos sonbajos,dadoque cada

problemaestocásticomultiobjetivo se resuelvemediantetres criterios distintos

(valor esperado,mínimavarianzay Kataoka).

Esto mismo se ha realizado también en el resto de programas

implementados(que se van a ir comentandoen lo que quedade capitulo). Para

ejecutarlos programasse ha utilizado un programageneradorde problemasque

aseguraqueel conjuntode oportunidadesde ésteesno vacíoy queel restode los

datos del problemason coherentescon las hipótesisque se han de verificar en

cadacaso.
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3.1.2.PROBLEMAS CUADRATICOS.

Pasamosa describir el ffincionamiento del programacorrespondientea

problemas multiobjetivo con funciones objetivo de tipo cuadrático, cuya

formulación general es:

“Mm” ~ , XtBq x— ~X+~Hqt,q)
x

s.a xeD

donde,paratodok e {l, 2, ..., q}, las matricesBk y Hk soncuadradasy de orden

n y el vector~ esestocásticoy de n componentes.

Siguiendo el esquema teórico de este trabajo, para resolver este problema

el programadistinguedos casos,en función de la estructuradel problemay la

distribuciónde probabilidaddelvector ~. Los doscasosconsideradosson:

• Casonormal: Sesuponequeseverifican las siguienteshipótesis:

a) Para todo k e { 1, 2, ..., q} la matriz Hk esdiagonal.

b) Las componentes del vector ~ son variables aleatorias

mutuamenteestadísticamenteindependientes.

e) Paratodo k e {1, 2 q}, el vector 4~< se distribuye segúnla

distribución normal multivariante de valor esperado

= (s1~sk2~..Áb,) y matriz de varianzas y covarianzas Vk

definidapositiva.

• Aleatoriedadsimple: Enestecasosesuponequeparatodok e (1, 2

q}, el vector~ dependelinealmentede unavariablealeatoria7:
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= 4 +

con 4,4 e K~ y 7 variablealeatorianormalde valor esperadotk y

varianzauf finita, uf <x.

Hechas estas aclaraciones, describimos el funcionamiento del programa.

Comoencasosanteriores,los datosdel problema que se desee resolver se

introducenen un fichero en el que se han de especificarel númerode variables,

funcionesy restriccionesdel problema,lamatrizde coeficientestécnicos,las cotas

de las variables y de las restricciones,las matrices Bk y Hk, k = 1, 2 q.

Además, para reducir el tiempo de ejecuciónC.P.U., en estemismo fichero se

introducen los vectores de valor esperado, las matrices de varianzas y covarianzas

de las funcionesobjetivo correspondientesa problemascuadráticosnormales.

Evidentemente, si se desea resolver problemas de aleatoriedadsimple, el

programaobviaestosvalores.

Una vez leídos los datosel programanospideel vectordepesosy aparece

en pantallael siguientemenú:

Si escogemosla opción 1, el funcionamientodel programaessemejanteal

del caso lineal, que se ilustra en la figura 6.

En la opción 2, aleatoriedad simple, el programa nos pide los siguientes

datos: 4,4,4,af, k = 1, 2, ..., q. Tras esto, opera de la misma forma en el caso

normaly enelcasode aleatoriedadsimple.

1. Normal.

2. Aleateriedad simple.

3. Terminar.
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En ambas opciones, al terminar nos aparece el tiempo de C.P.U. y el

nombre de un fichero de salida en el que se recogen las soluciones de los

problemasresueltosdurantelaejecucióndel programa.

Hay que señalar que para el problema de Kataoka lo que se resuelve no es

el problema original sino la aproximaciónde Cantelli a dicho problema(tal y

como se expresa en los capítulos 3 y 4).

Los siguientes ejemplos muestran el funcionamiento del programa. El

primero de ellos (ejemplo 6) corresponde al caso normal y el segundo (ejemplo 7)

al de aleatoriedadsimple.

Ejemplo 6.

Consideremosel siguienteejemplode programaciónestocásticabiobjetivo

cuadrático:

“Mm” (xtB1x-.. W ~

s.a x,±2x2=l

3x1± x2=lO

xl, x2=O

con B1=L0 4 B2=~j 4 H~=(0 4 Hz=(~ jj~ y los vectores ~

estocásticos,con distribución normal. Las componentesde estos vectoresson

variables aleatorias mutuamente estadísticamente independientes. Los vectores de

valor esperadoy las matricesde varianzasy covarianzasde estosvectoresson:

~=Cti t~ =CQ VI =Q~ fly ~J2 =C2 20
El fichero dedatosdeesteproblemaes:
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Seha resueltoel ejemploplanteadoparadistintosvaloresde los pesos.En

concretose hacomenzadoresolviendoparalas ponderacionesPi = 1, y, = 0 y a

partir de estos valores se ha resueltoel problemarestando0.1 el peso y,y
sumandola mismacantidada 112’ hastallegar a los pesos¡~, = o, 112 = 1.

Parael criterio de Kataokasehan fijado dos vectoresde probabilidades

distintos ¡3, = 0.8,¡32 = 0.75 y ¡3, = ¡32 = 0.6.

Debido a que el fichero de salida es muy grande, mostramos ahora las

soluciones para los vectores de pesos (y,, y,) = (1,0), (Yn y2) = (03,0.3),

(y,, ¡‘2) = (0.3,0.7) y (y,, y2) = (0,1). En el anexo2 aparecenlas solucionesdel
problemaparalos pesosseñaladosanteriormente.

‘Numero de Variables’
2
‘Número de Funciones Objetivo’
2
‘Numero de Restricciones Lineales’

2
‘Matriz de Restricciones Lineales por filas’

1. 2.
3. 1.

‘Cotas de las Variables’
0. lElO
0. lElO
‘Cotas de las Restricciones’

1. lElO
—lElO 10.
‘Matrices Cuadráticas B por filas. Dejar espacios
2. 0.
0. 5.

3. 0.
0. 2.

‘Diagonales de las Matrices E’
3. 2.
2. 6.
‘Vectores de Valor Esperado’
1. 2.
3. 4.
‘Diagonales de las Matrices de Varianzas y Covarianzas

4. 2.
3. 9.
‘Estimacion Inicial’
0. 1.
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CASO NORMAL

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
1.OOooooooooooooo 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±0O

Calís to E04NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0. 3846153846153846

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís te EO4NEE

0.3076923076923077

26.76923076923027

o

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

1.636363636363636

Función Objetivo:

IFAIL =

Calis te E04UEF

5.090909090909091

413.0909090909091

o

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
O.80000000000o0000 O.7500000000000000

Vector solución:

0.7018621202230769

Punción Objetivo:

RAIL =

Calís te EO4UEF

0.3308162864665218

74.06940588134253

O

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

323



6. ALGORITMOS E IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL

Vector de Probabilidades BETA:
0.6000000000000000 O.6000000000000000

Vector solución:
0.5332504581576452

Función Objetivo:

IFAIL =

0.2799997726085691

55.81754460285822

o
SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:

O.7000000000000000 O.3000000000000000

Calis to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.3533834586466165

Función Objetivo:

IFAIL =

0.3233082706766917

70.40977443609023

o

Calís te EO4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MINIMA VARIANZA

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Función Objetivo:

IFAIL = o

10. 0000 0000 0000 00

6130.0 000 0000 0000

Calís te EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.8000000000000000 O.7500000000000000

Vector solución:

0.6505971291775793

Función Objetivo:

HAlL =

0.5915425772414417

188.2063605159914

o

Calis te EO4UEF
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Frint Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
O.6000000000000000 0.6000000000000000

Vector solución:
0. 5380089011226020

Función Objetivo:

IFAIL =

0.5012626601339227

150.6992631848153

O
SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:

0.3000000000000000 0.7000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.4444444444444444

Función Objetive:

IFAIL

0.5862068965512242

128.3201149425287

O

Calís te EO4NEF

Problem Type QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE±00

Función Objetivo:

IFAIL O

10.00000000000000

13624.00000000000

Calís te EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.2500000000000000

Vector solución:
0.5964420064884692 1.193411940304408
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Función Objetivo:

IFAIL =

338. 8514708706814

O

Calis te EC4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN RATAOKA

Vector de Probabilidades
0.6000000000000000

Vector solución:
0.5422877653288416

Función Objetive:

IFAIL = o

BETA:

0.6000000000000000

1. 0108425494 69988

276.1212701278221

SOLUCIÓN PAPA EL VECTOR DE PESOS:

0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 l.000000000000000

Calís te EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESFERADO

0.5000000000000000

Función Objetive:

IFAIL =

1.000000000000000

171. 25 000 0000 0000

O

Calís te EO4NEF

Problem
Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0. 0000000000000000s-i-00

Función Objetivo:

IFAIL = o

10. 00000000000000

19332 . 0 0000000000

Calís te EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOE(A
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Vector de Probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.7500000000000000

Vector solución:
0.5623519906910245

Función Objetive;

IFAIL =

2.125378475800765

448. 9497773811465

O

Calís te EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAORA
Vector de Frobabilidades

0. 6000000000000000

Vector solución:
0.5439233907443367

Función Objetivo:

IFAIL = o

BETA:
0.6000000000000000

1.797152126716245

368.1413123516943

TIEMPO C.P.U.: 6.449999809265137 segundes

** FINAL DE PROGRAMA**
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Ejemplo 7.

Consideremosel problema de programación

cuadrático:

“Mm” ~ ~x+ ~H2~2)
1

s.a 2x,±5x2=lO

3x1+ 2x2=12

XI, X2=O

donde Bí=~j0 ~),Bz=Co 5} 11~=j~§0 31), w=Q> j, y los vectores ~‘ ~2

estocásticos,dependenlinealmentede lavariablealeatoriaE, de tal formaque:

~I 4j2J+t J ~2 =C~5)+t fl
con t variablealeatorianormalde valoresperado1= 2 y varianzarn

2 =

El ficherode datoscorrespondienteaesteproblemaes:

‘Numero de Variables’
2
‘Número de Funciones Objetive’
2
‘Numere de Restricciones Lineales’
2
‘Matriz de Restricciones Lineales por filas’

2. 5.
6. 4.

‘Cetas de las Variables’
0. lElO
O. lElO
‘Cetas de las Restricciones

10.
—lElO
‘Matrices Cuadráticas E por filas. Dejar espacies’
5.
O.

2. 0.

0.
3.

lElO
24.

estocásticabiobjetivo
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Al igual que en el casoanterior, se ha resueltoesteproblemaparadistintos

valores de los pesos. En concreto se ha comenzadoresolviendo para las

ponderaciones¡‘1 = 1, ¡‘~ = O y a partir de estos valores se ha resuelto el

problemarestando0.1 el pesoy~ y sumandola misma cantidada y~, hastallegar

a los pesosy, = 0, ¡‘2 = 1. En el anexo 2 aparecenlas solucionesdel problema

paralos pesos.Ahora, debidoaqueel fichero de salidaesmuy grande,mostramos

sólo las soluciones para los vectores de pesos (y,,y,) = (1,0),

(,u,,p,) = (0.7,0.3),(p,,p,) = (0.3,0.7) y (p,,p,) = (0,1).

Parael criterio de Kataoka se han fijado dos vectoresde probabilidades

distintos ¡31 = fi~ = 0.9 y ¡3~ = ¡32 = 0.8.

0. 5.

‘Diagonales de las Matrices El’
3. 3.
1. 2.
‘Vectores de Valor Esperado’

1. 2.
3. 4.
‘Diagonales de las Matrices de Varianyas y Cevarianzas y’
4. 2.
3. 9.
‘Estimacion Inicial’
0. 1.

329



6. ALGORITMOS E IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL

ALEATORIEDAD SIMPLE

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DR PESOS:
l.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±00

Calís te EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.5656934306569343

Función Objetive:

HAlL =

Calís te EO4NEF
o

1.773722627737226

83.24635036496350

Preblen Type = QP2
Frint Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA
0. OOOOOOOOOOOOOOOOE-v00

Función Objetivo:

IPAIL =

Calís te EO4UEF

6. 000000000000000

13 63 . 00 000 000 0000

o

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

O. 9000000000009000 O. 9000000000000000

Vector solución:
0.7262754029084703

Función Objetivo:

HAlL

1.709489838836612

204. 7794152159183

o

CallAs te EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución:
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0.6727513955411542

Función Objetivo:

IFAIL =

1.730899241283530

164.2997920306064

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.7000000000000000 0.3000000000000000

Calís te EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.8310949529512404

Función Objetive:

IFAIL =

Calís te EO4NEF

1.642562018819504

78. 21988879384089

O

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

3.636363636363636 0.5454545454545455

Función Objetivo;

HAlL =

Calis te EO4UEF

1482.166942148760

o

Print Level O

SOLUCIÓN FATADRA
Vector de probabilidades

O. 9000000000000000

Vector solución:
1.246549806194129

Función Objetive:

HAlL =

Calis te EO4UEF
O

BETA:
0. 9000000000000000

1.501380077522348

202.4413511669216

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.800000000000000o 0.8000000000000000

Vector solución:
1.124391020066334 1. 550043591973446
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Función Objetivo:

IFAIL =

161.1734023480328

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
O.3000000000000000 0.7000000000000000

Calís te EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

1. 52 053274 13 93446

Función Objetivo:

IFAIL =
Calís to EO4NEF

1.391786903440622

69.31748057713651

o

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

3.636363636363636

Función Objetive:

IFAIL =

Calle te EO4UEF
O

0.5454545454545455

1455.436363636364

Frint Level O

SOLUCIÓN I=ATAOKA
Vector de probabilidades

0. 9000000000000000
Vector solución:

2.294816672913531

Punción Objetivo:

IFAIL =
¡ Calla te EO4UEF

O

Print Level = O

SOLUCIÓN [=ATAOKA

BETA:
0. 9000000000000000

1.082073330334587

193.3609423687420

Vector de probabilidades BETA:
0.3000000000000000 0.80000

Vector solución:
2.037831490999047

Función Objetivo:

00000000000

1.184347403600381

152.4943539743771
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IFAIL = o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0 l.000000000000000

Calís te EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO
2.321428521428571

Función Objetive:

IFAIL =
Calís te EO4NEF

o

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

3.636363636363636

Función Objetivo:

IFAIL =
Calís te EO4UEF

O

1.021428521428521

59.41071428521429

0.5454545454545454

1435.388429752066

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.9000000000000000 0.9000000000000000

Vector solución:
3.592164367841035

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís te EO4UEF

0.5631342528635859

177.9060697026182

o

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución:
3. 172883401235013

Función Objetivo:

IFAIL =

0.2308466395059949

139. 4125252246096

o

TIEMPO C.P.U.: 6.520000452763672 segundos
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** FINAL DE PROGRAMA** 1
Parafinalizaresteapartado,comentemosque,al igual que en el casolineal,

se ha probadoel funcionamientodel programapara problemasde dimensiones

másgrandes. Estos problemas sehan resueltoparatres vectoresde pesosy dos

vectores de probabilidades distintos. En la siguiente tabla aparecen las

dimensionesde algunosde los ejemplosprobadosy los tiempos de C. P. U. del

programa. La columna cuatro corresponde al caso normal y la cinco al de

aleatoriedadsimple. Estostiempos de ejecuciónsonvaloresmedioscalculadosa

partirde los obtenidosparavariosproblemasconlas mismasdimensiones.

variables

(n)

no f. objetivo

(q>

n0 restricc.

(m)

tiempode C.P.U.

(casonormal>

tiempode C.P.U.

(aleat.simple)

8 2 3 4.27 5.1299

9 3 4 6.25 8.39

10 3 5 5.65 7.58

A la vista de estosresultados,consideramosque los tiempos de ejecución

son relativamentebajos, teniendoen cuentalas dimensionesde los problemasy

que el programaresuelvecadamodelo de programaciónestocásticamultiobjetivo

mediantetres criteriosdistintos(valor esperado,mínimavarianzay Kataoka).
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3.2,ENFOQUE ESTOCÁSTICO.

Como se vio en el capitulo 5, la resoluciónproblemasde programación

estocástica multiobjetivo mediante el enfoque estocástico pasa por la

transformacióndel problemamultiobjetivo estocásticoen uno de programación

estocásticacon una únicafunción objetivo, la transformaciónposteriorde éstaen

sudeterministaequivalentey la resolucióndelproblemaresultante.

Siguiendo el desarrollo teórico de este trabajo, se ha consideradola

transformacióndel conjuntode objetivosestocásticosmedianteel método de las

ponderaciones,con lo cual, medianteesteenfoque se resuelven problemas del

tipo:

“Mm” J(x,~)
k’4

s.a xeD

donde ¡
1¡’ít2’~•’Íq’ ¡‘k =0,paratodo/ce (1,2 q} sonlos pesosfijados para

las funcionesobjetivoestocásticasdelproblemade partida.

Unavezdescritoel problemaque vamosaresolver,hemosde señalarque

de los resultadosteóricosdelcapítulosetieneque:

a> Si aplicamosel criterio valor esperadoal problema ponderado del

enfoqueestocástico,el problemaresultanteesel mismoque si elegimosel

criterio valor esperado para resolver el problema en el enfoque

multiobjetivo y, posteriormente,consideramosla obtenciónde soluciones

eficientesde éstemedianteel métodode las ponderaciones.

1» Si las covarianzasentreobjetivosestocásticossonnulas,las soluciones

del problema que resulta al resolver el problema de programación

estocásticamultiobjetivo medianteel enfoque estocástico,aplicando el
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criterio mínimavarianzaal problemaponderado,es semejanteal que se

obtienealaplicarel métodode las ponderacionesal problemaresultantede

la aplicación del criterio mínima varianza a cada uno de los objetivos

estocásticospor separadoenel enfoquemultiobjetivo.

c) Si aplicamos el criterio de Kataoka al problema ponderadode la

aproximación estocástica,en los casos analizados en este apartado,

sabemosque si las covarianzasentreobjetivosestocásticosson nulas, la

solución que se obtiene de éste es solución eficiente valor esperado

desviaciónestándardel problemamultiobjetivoestocásticode partida.

Todo esto nos ha llevado a programar,dentro del grupo de problemas

correspondientesa la aproximaciónestocástica,sólo los criteriosmínimavarianza

y de Kataokaparalos casosen los quelas covarianzasentreobjetivosestocásticos

seanno nulas. No se ha programadola resolucióndel problemapara el criterio

mínimo riesgo, debido a la reciprocidadexistenteentre éste y el criterio de

Kataoka, comentada anteriormente en la descripción de los programas

correspondientesaproblemascon unaúnicafUnción objetivo.

Como en casos anteriores, se han implementado dos programas,

correspondientesal caso lineal y al caso cuadráticocon aleatoriedadsimple, que

pasamosadescribir.

3.2.1.PROBLEMASLINEALES.

Consideremosel problemaponderado:

“Mm” rn CkX
11

s.a xc D

336
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Sea ~ = (<,?,...,~ ) el vectorque recogeel conjuntode vectoresestocásticos

del problema,con valor esperado~ = ~ y matriz de varianzasy

covaríanzas y simétricay definidapositiva:

(y1 y12 V1~ Víq

V~ V2 ... y2, ... V2q

VV~ ... V~, ... ~kq

Vq2 Vqs Vq)

Como seha señaladoanteriormente,en el programasólo seresuelvenlos

problemascorrespondientesa la resolucióndel problemaponderadomediantelos

criteriosmínimavarianzay de Kataoka.

En el ficherode datosque sehade crearpararesolverproblemasmediante

este enfoque se han de especificar el número de variables, funciones y

restriccionesdel problema, la matriz de coeficientestécnicos, las cotas dc las

variablesy de las restricciones,el de valor esperado,~, la matriz de varianzasy

covarianzas,V, y la estimacióninicial. Una vez hecho esto, si ejecutamosel

programaapareceel siguientemenú:

Si elegimoslas opciones1 ó 2 el programaoperade la mismaforma. Nos

pide el vector de pesos,apareceen pantalla la solución mínima varianza y el

programaentraen un bucle que nos permite resolverel problema para pesos

distintos. Posteriormente,nos pide la probabilidadpara resolver el problema

medianteel criterio de Kataokay, de nuevoentraenun bucleen el que podemos

modificar los pesoso cambiarla probabilidad.Hechoesto,apareceenpantallade

1. Normal

2. Cantelí:.

3. Terminar.
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nuevo el menú inicial, dándonosla opción de resolver un nuevo problema o

terminar.El siguienteesquemanosmuestracómofuncionael programa.

Si se elige la opción 3 (terminar)apareceenpantallael tiempo de C.P.U.

del programaasí como el nombrede un fichero de salidaenel quese recogenlos

resultadosde los problemasresueltosen laejecucióndelproblema.

Mostramos,medianteel siguienteejemplo,cómo actúael programa.

No 4,
e

Figura 8.
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Ejemplo 8.

Consideremoselproblemade programaciónestocásticabiobjetivo lineal:

“Mm” (~1x1 +Q2X2, %1X,
1

s.a x,+2x 2=4

x,, x2=3

X 2=0

dondeel vector~ = (~ ~h2 ~%1222)1 tienevalor esperadoy varianza:

(25

t=(3, 5, 4, 1)~ yV=J

00 3>)

25 3 01

31 01

00 9)

respectivamente.Para resolver este ejemplo introducimos, en primer lugar el

ficherode datosque,enestecaso,es:

‘Numero de Variables’
2
‘Número de Funciones Objetivo’
2
‘Numere de Restricciones Lineales
1
‘Matriz de Restricciones Lineales por filas’

1. 2.
‘Cotas de las Variables’
0. 3.
0. 3.
‘Cotas de las Restricciones
4. lElO
‘Matriz de varianzas y covarianzas (dim. <n*p> * (n*p)
25. 0. 0. 3.

0. 25. 3. 0.
0. 3. 1. 0.
3. 0. 0. 9.

‘Vector de medias (n~p)
3. 5. 4. 1.

‘Estimacion Inicial’
0. 0.
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Hecho esto, el programaresuelvedel problemamediante los criterios

mínimavarianzay de Kataoka.Paraello sehade especificarel vectorde pesos.

Hemoscomenzadoresolviendoparalas ponderacionespi = 1, ¡ó = 0 y a

partir de estos valores se ha resueltoel problemarestando0.1 el peso ¡‘¡ y

sumandola mismacantidada 112’ hastallegar a los pesos ¡i~ = 0, ¡‘2 = 1.

Al igual queencasosanteriores,debidoa queel ficherode salidaesmuy

grande, mostramos ahora las soluciones para los vectores de pesos

(p1,p2)=(l,O), (,u1,u2)= (0.7,0.3), (¡‘1,112) = (0.3,0.7) y (y,,y,)= (0,1).

En el anexo 2 aparecenlas solucionesdel problemapara los pesosseñalados

anteriormente.

En cuantoa las probabilidades,hemosconsideradolos valoresfi = 0.8 y

¡3=0.95.

Las solucionessiguientesonlas obtenidasparael casonormal.Aparecen,

en primer lugar, las solucionescorrespondientesa la varianzay, posteriormente,

las delproblemade Kataoka.

* + * * * *** * * ** * * *** * * * * * * * ** * *** ** * * * * *** * ** * *** * * ** * *

Método Varianza
* * * *** **** **** ** *** *** *** *** ************

Calís te EO4NEF

Problem Type = QPi
Print Level = O

Solución para los peses
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Punto:

0.8000000000000000 l.600000000000000

Valor de la función ponderada: 80.00000000000000

Valer de IFAIL: O

* * * ** * * * ** * * * * ** * *** * ** * ** * ** *** *** * *** *** * *** * **** *

Solución para los pesos
0.7000000000000000 0.3000000000000000
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Punto:
0.2342507842453817 1.632624602872309

Valor de La función ponderada: 44.49572623405368

Valor de IFAIL: O

Solución para los pesos
0.3000000000000000 0.2000000000000000

Punte:
l.316375198728140 1.341812400635930

Valor de la función ponderada: 21.19020667726550

Valor de IFAIL: u
* *+**** * **** * **+ * **** * ** * ** *** *** *** *** * ** * *** * * *** *

Solución para los pesos
0.0000000000000000E+00 l.000000000000000

Punto:
2.269230269230769 0.6153846153846154

Valer de la función ponderada: 11.07692307692308

Valer de IFAIL: O

Kataoka
* * * * **** * * + ** * * ** * * +* * ** * ** * *** ** *** * * + *** * ** + * * + ** *

Calís te EO4UEF

Frint Level = O

* * * * ** * * *+ * * ** * * ** * * ** * ** * ** * +* *+ * ** * *+ * * ** * * * * * * * * *

Soluciones para la probabilidad BETA;0.9500000000

Peses;
1.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+0O

Punte:
0.7128673824231410 1.643566308763429

Valer de la función ponderada: 25.09025025034094

Valor de IFAIL: O
** * * * * *** * * ** * * *** * ** * * * * *** *** *** *** * * * * ** * *** * *** *

Peses:
0.2000000000000000 O.3000000000000000

Punte:
0.3285762470327386 1.835211626483631

Valor de la función ponderada: 19.32002269948082
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Valor de IFAIL: O

* * * * * ++ * * * * 444 * * ++ + * ++ * ++ * *4* 44* * 44* * ++ * 4* * * + * * * + ** *

Pesos:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punte:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 12.88973936861010

Valor de IFAIL: O

* * * * +44 * * *44 * *44 * * 44* * ** * ** * 44*44 * *4* * + * * 444 * 44 * * * **

Solución para la probabilidad BETA: 0.9500000000000000

Peses:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 1.000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: l1.86912155151367

Valer de IFAIL: O

4 * * 4 * * *44* * 44 * * 44 * *4* * 44 * 4*44 * 444*44 * 44*4* * *4 * * *444 *

Tiempo C.P.U.: 2.959999084472656

* * 444* * * 444*44*444 * *44*44*4 * 44 * 44 * * 4 * 44*44 * * 4*4 * * 44*

Kataoka
4 44* 4*44*4444*444 4*4444* 44 44* 44* 444* 4*4 44* 444* 4444*4

*444 44* 4*4* 4*4* *44* 4*4 4*4*4 *44 4*4* 444 4*4 *44* 44444 444

Solución para la probabilidad BETA: 0.8000000000
*444444**444*44444*444**4444*44*4*4444*44*4444444*44

44*44 * 4444 * 4 * *444 * 444444444444**4444 * 4444* * 444 * 4*4 * *

Pesos:
1.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE4-00

Punte:
0.6289926548276509 1.685503622586125

Valor de la función ponderada: 17.88505860039882

Valer de IFAIL: O

444*4444 * 4*4 * * 444444 * 44 * 44 * 4444*4*4 * 44444 * *44 * * 44444

Peses:
0.2000000000000000 0.3000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 13.68300622802303

Valor de IFAIL: O
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*44* * * 4*4* * 4*44*444 * 4*4 * *4 * 4*4*4* * 44 * 4+4444 * 4*44 * * 4*

Pesos:

0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punte:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada; 8.743939692228431

Valor de IFAIL: O

44 * * * *4* * * 44*4 * * 4* * 4*4 * * 444*44 * * 4444*4 * 4*444* * * *4* * *

Peses:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 l.000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±00 2.000000000000000

Valer de la función ponderada: 7.049727320671082

Valer de IFAIL: O

Tiempo C.P.U.: 1.729998729296875

343



6. ALGORITMOS E IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL

Finalmente,seha resueltoel problemacorrespondientea la aplicación de

la desigualdadde Cantelli al problemade Kataoka. El programada tambiénen

este caso las solucionesmínima varianza, pero, no aparecenporque son las

mismasqueenel casonormal.

444 * 4 * 4*4* * * 4*4*4* * 444 * *4 * *4*444 * * 4444 * *4*44*4 * 4 * * * *

Kataoka. Aplicación de la desigualdad de Cantelli.
4*4 * 4 * * 4*4*4 * 4*444*4 * *4 * 44444 * *444* * * * *444*44*44 * 4*4

Solución para la probabilidad BETA: 0.9500000000
* 44*444 * * 4*444444 * * *4 * 4 * * *4 * 44444 * 44*444*44 * * * 444 * * *

Calís te EO4UEF

Print Level = O
4*444 * 444* * 444 * 4*444*4 * 4*44*44* * 444 * * 4*444*4*444 * * * 4

Peses:
l.000000000000000 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Punto:
0.7671617786966594 1.616419110651670

Valor de la función ponderada: 49.37896868825547
Valor de IFAIL: O

* * 4 * * * *44444* * *4* * *444* * 4*4*44*4 * 44*44 * 44 * * 4 * 4*444*4

Peses:
0.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:
0.5848592766222341 1.707570361688383

Valor de la función ponderada: 37.60000288743326

Valer de IFAIL: O

4 * * 4*4 * * 4444444* * 4*4444444444*4 * 444*4 * *4 * *4 * 44444444

Peses:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punte:
0.3893038247507847 1.805348087624608

Valor de la función ponderada: 26.71878607767400
Valor de IFAIL: O

4 * 4 * 444*4 * * *4 * 4*4*44*444*44*4 * *4 * 44444*4 * *44 * 4444 * 4*

Peses:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±00 l.000000000@00000

Punto:
1.850827683391063 1.074586158304469

Valor de la función ponderada: 24.68115133489565
Valer de IFAIL: O

Tiempo C.P.U.: 2.359999895095825

44 * 444*444444 * 44* * *4*4*444*44 * 4*4 * 44444444*44*444 * * 4
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Kataoka. Aplicación de la desigualdad de Cantelíl.
*4*4 * * * *4*4 * 44*444444* * * * * 44*44444* * *44*4* * *4*4 * * 4*4

Solución para la probabilidad BETA: 0.800000000
*4****444****4**44*44*44***4*44*4**44*4**444*4*44*44

Calís te EO4UEF

Print Level = O
* 44*4* * * 444 * 44*4*4 * * 44 * *4 * 4444*444*44 * 44 * 4 * 4*4 * * 4*44

Pesos:
l.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±00

Punto:
0.7283241630524231 1.635812918471288

Valor de la función ponderaca: 28.27064632295094

Valor de IFAIL: O

44 * * 4*4* * 4*4* * 4*4*4*444*4 * *44*44 4*4 * 444444 * * 4*4 * 4*44

Peses:
0.2000000000000000 0.3000000000000000

Punto:

0.4035406239616545 1.798229688019173

Valer de la función ponderada: 21.73984182146081

Valor de IFAIL: O

44444*4 * * 44*4444 * 4 * 44*4444*44 * 4444* * 4* * 44444 * 4*4 * *44

Pesos:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punte;
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±00 2.000000000000000

Valer de la función ponderada: 14.72279032045115

Valer de IFAIL: O

* 44 * 4 * 44* * 4* * 44* * 4444*4 * 4 * 4*4 * * * 4*444 * * 4 * 444*4 * * 4*44

Pesos:
O.GOOOOOOOOGOOOOOOE+0O1.000000000000000

Punto:

O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 14.00000000000000

Valor de IFAIL: O
44 * * 44*44 * 4* * *44*4* * 44 * 44 * 4* * 444* * 4*4 * * 44*44 * 4 * * *44*

Tiempo C.P.U.: 2.109999656622246

~ FINAL DE PROGRAMA~
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Al igual que en los casosanteriores,seha probadoel funcionamientodel

programa para dimensiones grandes. En la siguiente tabla aparecen las

dimensionesde los problemasconsiderados,así como los tiempos mediosde

ejecución,calculadosapartir de los obtenidosparavariosde ellos. Los problemas

se hanresueltoparatresvectoresde pesosy dosprobabilidadesdistintos.

n0 variables

(n)

n0 fi objetivo

(q)

n0 restricc.

(ni)

tiempode C.P.U.

(casonormal)

tiempode

C.P.U. (Cantelli)

8 2 3 1.72999 1.35

9 3 4 2.13 1.91

10 3 5 2.2099 2.5399

Consideramosque los tiempos de ejecuciónson, en términos relativos,

bajos,dadaslas dimensionesde los problemasestocásticosy que la resoluciónde

cadauno se lleva a cabo mediantedos criterios distintos (mínima varianza y

Kataoka).La columna4 correspondeal tiempode ejecuciónen el casonormaly la

cincoal de la aplicaciónde la desigualdadde Cantelli.
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3.2.2.PROBLEMAS CUADRÁTICOS.

El programaimplementadocorrespondea problemascuadráticosbajo la

hipótesisde aleatoriedadsimple. La formulacióndel problemaponderadoes,en

estecaso:

“Mm” t¡’k(xtnkx~~x+~u¿J

s.a reD

Suponemosque para todo k e { 1, 2, ..., q} el vector r,k depende

linealmentede unavariablealeatoria7, de tal formaque:

~k =~k ~

con4 ,4 e R~ y Y variablealeatoriacon distribuciónnormal,valor esperadoY
2y varianzao-, <co~

El ficherode entradade datosdel programarecogeel númerode variables.

funcionesy restriccionesdel problema,la matrizde coeficientestécnicos,las cotas

de las variablesy de las restricciones,las matricesBk y Hk, los vectores 4 y 4, el

valor esperado,1, y la varianza ,2, de la variable aleatoriat y la estimación

inicial.

El funcionamiento del programa que resuelve estos problemas es

semejanteal del caso lineal descritoen la figura 7. Evidentemente,en estecaso,

no apareceel menú inicial, dado que en esteproblema sólo hay un tipo de

problemaa resolver.

Ilustramos, de nuevo, el funcionamiento del programa mediante el

siguiente ejemplo, que fue el que se planteó también para ilustrar el

funcionamientodelprogramaen laaproximaciónmultiobjetivo.
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Ejemplo 9.

Consideremosel problema de programación

cuadrático:

“Mm” (x’B1x—t’x±~tHí~ x’II
1

s.a 2x1+5x2=lO

3x,+ 2x2=12

x,, x2=O

donde BI=(~ 3}BZ=C0 t H (3 3}HZ=CO ~}y los vectores ~

estocásticos,dependenlinealmentede la variablealeatoria7, de tal formaque:

~=(fl+~j~2=(O1D±t fl
con t variablealeatorianormalde valor esperado1= 2 y varianzaa

2 = 1.

El ficherode datoscorrespondienteaesteproblemaes:

estocástica biobjetivo
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Al igual queenel casoanterior,se haresueltoesteproblemaparadistintos

valores de los pesos. En concreto se ha comenzadoresolviendo para las

ponderaciones¡‘1 = 1, u2 = O y a partir de estos valores se ha resuelto el

problemarestando0.1 el peso ¡‘¡ y sumandola mismacantidada ¡‘2’ hastallegar

a los pesosy~ = O, ¡‘2 = 1. En el anexo 2 aparecenlas solucionesdel problema

para estos pesos. Ahora, debido a que el fichero de salida es muy grande,

‘Numero de Variables’
2
‘Número de Funciones Objetivo’
2
‘Numero de Restricciones Lineales’
2
‘Matriz de Restricciones Lineales por filas’

2. 5.
6. 4.

‘Cetas de las Variables’
0. 1.ElO
0. 1.E1O

‘Cotas de las Restricciones
10. lElO
—lElO 24
‘Vectores Cl’
1. 2.
0. 0.5
‘Vectores C2’
1. 1.
3. 1.
‘Matrices 5’
5. 0.
0. .3

2. 0.
0. .5

‘Media’
2.
‘Varianza’
1.
‘Matrices H’
3. 0.
0. 3.

1. 0.
0. 2.

‘Estimacion Inicial’
0. 0.
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sólo las soluciones para los vectores de pesos (Mi, ¡‘2) = (1,0),

(0.7,03), (¡‘1,112) = (03,0.7) y (y,,y2)=(O,1). Para el criterio de

se han fijado dos vectores de probabilidades distintos

0.9y ¡3~ =¡32=O.8.

mostramos

(111,112) =

Kataoka

¡3¡=I~2-

* * *444* * * * * 44 * * 44 * * 44 * 4*4 * 4*44*44*4*4 * 44444* * 4*4444*

Varianza
44444 * 4444 * * 4* * * *4 * * 4* * 4* * * 44*4*4*44*444*4 * * 44 * *44 * 4

Solución para los peses
l.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±00

*4*4*4*4 * * 444 * 44* 444* * *444*444444 * 44444 * 44 * 4* * * 4*4 * 4

Punte:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 6.000000000000000

Valor de la función ponderada: 1368.000000000000

4*4*4*44*44* * 4****4*4*44*444* *444*444*4*444* 4*44 * 444

Solución para los pesos
0.7000000000000000 0.3000000000000000

4 * 4*4444*44*4*44*4 * 4*44*44*44*444 * 444*4*4*4**44*4*44

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545455

Valor de la función ponderada: 1469.417685950413

44 * * * 4444 * 44* * * 44 * 4*44444*4 * *4*444*4444 * *4444*4 * 44* *

Solución para les peses
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punto:

3.636363636363636 0.5454545454545454

Valer de la función ponderada: 1442.687107438017

444 * 4*44444*444* * 44 * * *4 * 44*444*44*44*444 * 4* * 44* * * 4*4

Solución para les peses
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE-F00 l.000000000000000

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454

Valor de la función Fonderada: 1435.388429752066

*4*44**4***444***4********4*44*44**4*4**4*4*44***44*

Tiempo C.P.U.: l.0500000715255?4
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444 * 4*4 * 44*4* * *4* * 4*4 * 4* * 4444*4 * 444*4 * *4 * * 4 * 4*4 * 4*4 *

Kataeka. Aplicación de la desigualdad de Cantelli.
444*44 * * 44*4 * 44* * 444*4* * 4*4 44* * 44 * *44*44444444 * 4* * 44

Solución para la probabilidad SETA: 0.900000000
4*4 * *4 * * * * * * * 4**444*44 * 4*444 * * * *444*4*4 * * 44*4 * 4*444 *

Calís te EO4UEF

Print Level = O

* *4*4* 4444444*4* 444* *4* 4*4 4*44*4 44* *44*44 4*4 4*44 4*44

Pesos:
1.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Punto:
0.7262751630574231 1.709490918471288

Valer de la función ponderada; 204.7794632295094

Valor de IFAIL: O

* 44444444*4444*444* * *4* * 44 * 4*44* * 4444* * *4 * 44 * 4*4 * * *

Pesos:
0.7000000000000000 O.3000000000000000

Punto:

1.2529936239616545 1.498803688019173

Valor de la función ponderada: 202.1336187146081

Valor de IFAIL: O

4*4444*4**44***4*4***44*****4*****4*44*+*4*44*444*44

Peses:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punto:
2.305765654654561516 1.0776942515454564

Valor de la función ponderada: 192.9881045115

Valor de IFAIL: O

4 * 44*4 * 4* * * *4*4*4*4 * 4* * 4*44* * * *444 * *4 * 4* * 4* * 4*4 * *4 * *

Pesos:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 1.000000000000000

Punto;
3.59216355445412415454 0.563134741454545

Valor de la función ponderada: 177.90615456421245

Valor de IFAIL: O
4 * * 44*444*4* * 444 * 4*4 * 4*4 4*4**44*4*4*4444* * 4*444*44 * 4

Tiempo C.P.U.: 2.109999656677246
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* * * *44* * * * 44*4 * 4*4 * 4*4 * 4444*4*4*4*44 4*4 * *4*4 * *4444*4

Kataoka. Aplicación de la desigualdad de Cantelíl.
*4* * * * * 4*4* * * * 4*4*4* * * 4444*4 * *4*4*4 * 4* * 4*4 * 4*4 * 4*4 * 4

Solución para la probabilidad BETA: 0.800000000
* 44*44 * * * 44*44 * 4*4 * 4*4 * 4*4 * 4* * * 4*4*4 * 44* * 4 * 4 * 4*4 * * 4*

Calís te EO4UEF

Print Level = O
* * * * 444* * * 44*4* * 4*4 * *44 * 4* * *44 * 4*44*4 * 4 * 44*44 * 4*4 * * 4

Pesos:
1. 000000000000000

Punto:
0.6727519630574231

Vator de la función ponderada:

0. 0000000000000000E+00

1.730899918471288

164.2998632295094

Valor de IFAIL: O
* * 44 * * *4*4*4 * *44 * 4 * 44*44*4*4444* * *4*4* * 4*4 * 4*4 * 4* * * *

Pesos:
0.7000000000000000

Punto:

1. 1290886239616545

Valor de la función ponderada:

Valer de IFAIL:

0. 3000000000000000

1.548365688019173

160. 9728187146081

O

* * * 4 * * 4*44 * * 44*44* * 4*4 * 4*4 * 4*44* * *4 * 4*4 * *4 * * 44*444* *

Pesos:
0.3000000000000000

Punte:

2.044794124545454514

Valor de la función ponderada:

Valer de IFAIL:

0. 7000000000000000

1.182032569875154

152. 2591212045115

o

* 44*44 * * 4*4 * 4444 * 444*4* * *4 * 4*444*444*44 * *4444*44*44 *

Peses:
0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Punte:
3.17288335465465456

Valer de la función ponderada:

1. 000000000000000

0.730846612154579

139. 41752466879831

Valor de IFAIL: O
4*444 * 44*44 * 4*4*4* * 4*4 * 4*4*4 * 4* * 4*44*44 * 4 * 4 * 4*4* * 44*

Tiempo C.P.U.: 3.32168764132187864

“ FINAL DE PROGRAMA~

7
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Por último, hemos de señalarque para este programatambiénse han

realizadopruebasparaproblemasde mayoresdimensionesque las consideradasen

los ejemplos anteriores.Estos problemas se han resueltopara tres vectoresde

pesos y dos probabilidades distintas. Los tiempos medios de ejecución aparecen

en la siguientetabla,junto conlas dimensionesde los problemasconsiderados.

variables

(n)

n0 £ objetivo

(q)

n0 r~stricc.

(ni)

tiempode C.P.U.

8 2 3 3.69

9 3 4 3.9299

10 3 5 4.29899
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Los problemasdeprogramaciónmatemáticaen los quealgunosparametros

sonvariablesaleatoriasconstituyenunaherramientaútil en los procesosde toma

de decisiones,dado que en muchassituaciones,en el momentode tomar una

decisión,sedesconocenlos valoresde determinadosparámetros,que influyen de

forma crucial en el resultadoque se obtenga.El estudio realizadonos permite

abordarestosproblemasde maneraquealgunosparámetrosse puedantratarcomo

variablesaleatorias,sin necesidadde recurrira “sustituir” los valoresde éstos por

un valor aproximado,el valor medio de unaseriehistóricao unaestimaciónde los

mismos.

Consideramos, además, que la programación estocástica es una

herramientafundamentalpararesolverproblemasde naturalezaeconómica,puesto

que la incertidumbreesalgoinherentea los mismos.En estesentido,cabeseñalar

que muchos modelos de teoría económica,desarrolladosen un ambiente de

certidumbre, pueden formularse, de manera natural, como problemas de

programaciónestocásticay otros, formuladoscomo problemasde programación

estocástica,han sido resueltossólo mediantealguno de los criterios existentes,

generalmente,la teoríade la utilidad esperada,aunque,como hemosvisto, cabe

plantearsesu resoluciónmediante otros criterios, lo cual puede servir para

enriquecer los modelos teóricos, mejorando la capacidadde explicación y

predicciónde los mismos.

Trasel estudiorealizadoen estetrabajo,consideramosque la resoluciónde

problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo es un instrumentoútil para

resolverproblemasde tomade decisiones.

Este trabajopuedeayudarpara determinarqué tipo de criterio se ha de

aplicar a problemasde programaciónestocásticacon una y varias funciones

objetivo. Aunquemuchosde los resultadosobtenidosen el trabajohan sido ya

comentados,en las siguientespáginasseseñalanlas conclusionesmás importantes

del mismo,asícomolas posibleslíneasde investigaciónfutura.
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Una de las característicasmás importantes de un problema de

programaciónestocásticaesla diversidadde formasde abordarsuresolución.Este

hecho quedaclaramenteexpuestoen el capitulo uno, cuando se analizanlos

distintosconceptosde soluciónde un problemade programaciónestocástica,y

haceque la resoluciónde problemasde estetipo conllevesiemprela elecciónde

un conceptode solución(quesedeberealizaren función de las característicasdel

problema y de las preferenciasdel decisor). Por tanto, los problemas de

programaciónestocásticano puedenconsiderarseproblemastecnológicos,puesto

que su resoluciónimplica algo más allá de la búsquedade una solución con

métodosmáso menoscomplicados.

La líneade estudioqueseha seguidoen estetrabajosecentraen el análisis

de la transformacióndel problemade programaciónestocásticaen unproblemade

programaciónmatemáticadeterminista,que se obtiene a partir del problema

original y cuya soluciónes consideradasolucióndel problemade programación

estocástica.

La primera cuestión que se analiza en este trabajo es la de la

transformaciónde las restriccionesestocásticasen deterministasmediante el

criterio de restriccionesprobabilísticaso de azar,exigiendoque severifiquen las

restriccionesde partidacon, al menos,una probabilidad.Paraaplicar este criterio

esnecesarioconocerla distribuciónde probabilidadde la funciónde la restricción

estocástica,lo cual no esuna cuestióntrivial, dadoque, en general,estafunción

no sólo dependede las variablesaleatoriasde la restricción, sino que, además,

dependede las variablesde decisióndel problema.En estesentidocabedestacarel

análisis realizado para el caso de restricciones estocásticaslineales con

aleatoriedadsimple, enel que suponemosque el vectorde parámetrosaleatorios

de la restriccióndependelinealmentede unaúnicavariablealeatoria.Además,se

ha generalizadola aplicación de la desigualdadde Cantelli a las restricciones

probabilísticas.Estadesigualdadproporcionauna cotainferior de la función de

distribución de una variable aleatoriay fue propuestay aplicadapor Stancu-

Minasian(1992)parael casolineal. Suaplicación da lugar a la obtenciónde un

subconjuntodel conjuntode puntosque verificanla restricciónprobabilistica.En

estetrabajosegeneralizasuaplicacióna restriccionesestocásticas,linealeso no,
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siempre que se conozca su valor esperado,su varianza, y estas funciones

verifiquendeterminadascondiciones.

En cuantoa la transformacióndel objetivo estocásticoen su equivalente

deterministaen problemascon unaúnica función objetivo, en estetrabajose han

consideradocinco criterios básicos,todos ellos definidos en la literatura: valor

esperado,mínimavarianza,eficienciavalor esperadodesviaciónestándary los dos

criteriosdemáximaprobabilidad:mínimoriesgoy de Kataoka.Estoscriterioshan

sido ampliamenteestudiadosen la literaturaparaobjetivoslineales.Del estudiose

desprendeque, enel casolineal, la aplicaciónde los tresprimerosesposiblesi se

conoceel vectorde valor esperadoy la matriz de varianzasy covarianzasdel

vector de parámetrosdel objetivo estocástico.En cambio, la aplicación de los

criterios de máxima probabilidades aplicablesólo en los casosen los que se

conoce la distribución de probabilidadde la función objetivo estocástica.El

problemaque seplanteapara estosdoscriterios es el mismo que surgeen las

restriccionesprobabilísticaso de azar. Al igual que entonces,consideramospara

función objetivo estocásticalineal, los casosnormal, aleatoriedadsimple y,

además,se considerala aplicación de la desigualdadCantelli para funciones

estocásticas,linealeso no, queverifiquendeterminadascondiciones.

Por otro lado, se planteael estudio de objetivos estocásticosde tipo

cuadrático.Denominamosasía la funciónobjetivo sumade una formacuadrática

en las variables de decisión,una forma cuadráticaen un vector de variables

aleatoriasy un términolineal, productoescalardel vectorde decisióny del vector

de variablesaleatorias.Estaformulación nospermite plantearproblemasen los

que se deseeminimizar la suma de la diferenciacuadráticaentrevariables de

decisióny variablesaleatorias.En el trabajo se ha obtenido,bajo determinadas

hipótesis, el valor esperadoy la varianza de estetipo de funciones y se ha

considerado ¡a aplicación de la desigualdadde Cantelli para obtener una

aproximaciónde las solucionesdel problema para los criterios de máxima

probabilidad,en aquelloscasosen los que las dificultadesparaconocerla función

de distribuciónde la variablealeatoriahaceinviable la resoluciónde los mismos.
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Del estudiorealizadosededucequela resoluciónde estosproblemaspasa

por la elecciónde un criterio de transformacióndel objetivo estocásticoen su

equivalentedeterminista. La filosofia que subyace tras la definición de los

criteriosconsideradosesdistinta, lo queimplica que,en general,la soluciónde un

problemade programaciónestocásticadependedel criterio elegidoy, por tanto,

estaelecciónescrucial en la resolucióndel problema.Esto nosha motivado,por

un lado, a llevar a cabo la implementacióncomputacionalde los problemas

correspondientesa los criteriosvalor esperado,mínimavarianza,mínimo riesgoy

de Kataoka,y, por otro, a estudiarla posible existenciade relacionesentre los

criteriosconsiderados.

De nuestroestudiose desprendeque estoscriterios estánestrechamente

re]acionados,aunque,en un primer análisis puedadar la impresión de que son

criterios que se definencon planteamientosdistintosy, por tanto, al menos en

apariencia,no relacionados.

De nuestro análisis se obtiene la reciprocidadexistenteentre los dos

criteriosde máximaprobabilidady la relaciónentreéstosy el criterio de eficiencia

valor esperadodesviaciónestándaro valor esperadovarianza.

La primerade estasrelacionesresultamuy útil en términos de resolución

de problemas,dado que, en los casos analizadosen este trabajo, la función

objetivodel problemaqueha de resolverseparaobtenerla soluciónmínimoriesgo

esfraccional lineal, cuandola función objetivo estocásticaes lineal y verifica la

hipótesisde aleatoriedadsimple, y fraccionalno lineal, en el caso lineal normaly

cuandoseaplica la desigualdadde Cantelli comoaproximación.Estohaceque la

resoluciónde problemasmedianteeste criterio sea complicada,incluso para

problemascon pocasvariablesde decisión.La equivalenciaentreestecriterio y el

de Kataoka,demostradaen estetrabajo,permiteafirmarque las solucionesde este

último criterio son también solucionesmínimo riesgo y, por tanto, se puede

aplicar el criterio de Kataokahastaque seobtengauna solucióncon el nivel de

aspiracióndeseado.Recordamos,además,que el problemaque ha de resolverse

medianteel criterio de Kataoka,es lineal si la función objetivo estocásticaes

lineal y severifica lahipótesisde aleatoriedadsimple,y en el casolineal normaly
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con la aplicación de la desigualdadde Cantelli, no lineal convexo, bajo

determinadascondiciones.

En cuantoa la segundarelaciónmencionada(la existenteentrelos criterios

de máxima probabilidad y el criterio de eficiencia valor esperadodesviación

estándaro valor esperadovarianza),consideramosque esimportante,puestoque

los resultadosobtenidos en los tres casos analizados(lineal normal, lineal

aleatoriedadsimple y aplicaciónde la desigualdadde Cantelli) sirven parapoder

ver desdeuna óptica distinta el análisisde eficiencia mediavarianzaque inició

Markowitzen 1952.Comosehaseñaladoanteriormenteenestetrabajo,el análisis

de eficienciamediavarianzasefundamentaen la teoríade la utilidad esperaday

bajo la hipótesis, entre otras, de aversión al riesgo del individuo. Nuestros

resultadosestablecenque estas soluciones son solucionesdel problema de

Kataokaparaprobabilidades“altas” o del problemamínimo riesgoconnivelesde

aspiración“altos”. Además, de nuestroestudio se desprendeque existen otras

solucionesdel problemade programaciónestocástica,que puedenconsiderarse

másarriesgadasquela soluciónvalor esperadoy correspondena fijar probabilidad

“baja” para el objetivo estocástico y resolver el problema de Kataoka

correspondiente,o bien fijar un nivel de aspiración“bajo” (menor que el valor

esperadomínimo)enelproblemamínimo riesgo.

A partir de todo lo expuesto,consideramosque el criterio de Kataokaesel

más adecuadopara la resoluciónde un problemade programaciónestocástica,

puesto que permite obtener un amplio abanico de solucionesde un mismo

problemade programaciónestocástica,en función de la probabilidadfijada. El

hechode tenerquefijar la probabilidadpararesolverel problemacreemosque es

más unaventajaque un escollo,puestoque la naturalezaarriesgadadel problema

requiere tomar una decisiónpara resolverel problemay consideramosque la

probabilidadesunamedidaintuitiva paramedirel riesgoinherentea estetipo de

problemas.A esto seunen las ventajascorrespondientesal tipo de problemaque

se generaunavezfijada la probabilidad.

Una vez señaladaslas conclusionesmás importantesdel trabajo para

problemasde programaciónestocásticamonobjetivo, pasamosa analizar los
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resultadosobtenidos en el caso multiobjetivo. El hecho de planteamos la

resoluciónde estosproblemasestámotivado,de nuevo,por suposibleaplicación

a problemasde tomas de decisiones,especialmentea problemasde índole

económica.Del mismo modo que la hipótesis de certidumbreno se ajusta en

muchoscasosa la situaciónque se deseamodelizarmedianteun problemade

programaciónmatemática,el supuestode que los deseosdel agente decisor

puedan“resumirse”enunaúnicafunciónobjetivo es, generalmente,restrictivo y

poco realista. Esto nos ha llevado al estudio de problemasde programación

estocásticacon objetivosmúltiples.

De nuevo, nuestroanálisis se centra en la transformacióndel problema

estocástico en uno determinista equivalente. A la hora de abordar esta

transformación,seobservaque,ahora,éstaes“doble”, y consiste,básicamente,en

pasardel problemade programaciónestocásticamultiobjetivo a uno determinista

de un único objetivo. Basándonosen estudios previos, hemos adoptado la

clasificaciónquerealizanStancu-Minasian(1984)y Ben Abdelaziz(1992)de los

métodosde resoluciónde estosproblemas.Siguiendoa Ben Abdelaziz (1992),

denominamosenfoquemultiobjetivoa la resolucióndel problematransformando,

en una primeraetapael problemamultiobjetivo estocásticoen uno determinista

equivalente y, posteriormente,centrándonosen la obtención de soluciones

eficientesde esteúltimo, y enfoqueestocásticoal conjuntode técnicasque,en una

primeraetapa,transformanel problemaen uno de programaciónestocásticacon

un solo objetivo y, posteriormente,resuelvenel problemaestocásticoobtenido

mediantecualquiertécnica.

Evidentemente,la existenciade distintos criterios de transformacióndel

problemaencadaunade las etapasdescritasda lugara que sepuedaobtenertodo

un abanico de posibles problemasmonobjetivo deterministasequivalentesdel

problemamultiobjetivo estocásticode partida. Esto nosha llevado a considerar

sólo determinadasformasde transformarel problema,que pasamosa ver.

En el enfoque¡nultiobjetivo sehan consideradocinco posiblesformasde

transformar el problema de programaciónestocásticamultiobjetivo en uno

multiobjetivo deterministaequivalente. Estas cinco formas no son más que
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generalizacionesde los criterios consideradosen la programaciónestocástica

monobjetivo: valor esperado, mínima varianza, eficiencia valor esperado

desviaciónestándary los criterios de máximaprobabilidad (minimo riesgo y

Kataoka). En concreto, se ha planteado la transformacióndel problema de

programaciónestocásticamultiobjetivo en su equivalentedeterministaeligiendo

uno de estoscriterios y aplicándoloa cadaobjetivo estocásticodel problemapor

separado.De esta forma, se obtiene un problema deterministaequivalentecon

tantosobjetivoscomo el problemade partida(salvo en el criterio de eficiencia

valor esperadodesviaciónestándar, en el que el númerode objetivosesel doble,

puestoque seasociandos objetivos deteí11íinistaspor cadaestocástico).A cada

uno de los problemasobtenidosva asociadoun conjuntode solucioneseficientes,

consideradassolucioneseficientesdel problema de partida. De estaforma, se

tienencinco conjuntosde solucioneseficientespor cadaproblemamultiobjetivo

estocástico.Hemos de señalar,además,que estosconceptosde solucióneficiente

estándefinidos en la literatura. En estetrabajoseha generalizadoel de solución

eficientecon probabilidad/1, definidoporGoicoechea,Hanseny Dukstein(1982),

dandola posibilidadde fijar unaprobabilidaddistintaacadaobjetivo estocástico.

Unavez definidosestosconceptos,se analizanen estetrabajo las posibles

relacionesentre los mismos.Los resultadosque se obtienenson paralelosa los

obtenidosen el casode una únicafunción objetivo. Se mantienen,por tanto, las

mismasrelacionesentresolucioneseficientesqueseobtuvieronantes,parael caso

monobjetivo,entrelos óptimosde los problemasde máximaprobabilidady entre

éstosy las solucioneseficientesvalor esperadodesviaciónestándar.Además,se

establecetambiénuna relación entre el conjunto eficiente valor esperado,el

conjunto eficiente mínimavarianzay el conjunto de solucioneseficientesvalor

esperadodesviaciónestándar.De estaforma, setiene, de nuevo,que los distintos

conjuntosde solucioneseficientesconsideradosestánestrechamenterelacionados

enlos casosanalizadosenestetrabajo.

Por otro lado, hemos de señalar también que en la implementación

computacional de los problemasresueltosen estetrabajose ha aplicadoel método

de las ponderacionesparaobtenerestassolucioneseficientes,de tal forma que se

puedateneruna idealo másexactaposiblede los distintos conjuntoseficientes

asociadosaunmismoproblema.
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En cuantoa la resolucióndel problemamedianteelenfoqueestocástico,en

estetrabajoseha consideradola aplicacióndel métodode las ponderacionespara

transformarel problemamultiobjetivo en uno de programaciónestocásticacon

una función objetivo. Al problema resultantelo hemos denominadoproblema

ponderado.Una vez obtenidoéste,seha consideradosu resoluciónmediantelos

criterios valor esperado,mínima varianza, mínimo riesgo y de Kataoka.

Evidentemente,las relaciones obtenidas al principio del trabajo entre las

solucionescorrespondientesa estos criterios para problemascon una función

objetivo estocásticase mantienenen el problemaponderado.Así, la solución

mínimo riesgoy de Kataokadel problemaponderadomantienenla reciprocidad

obtenidaenel casode unaúnicafunciónobjetivo.

El interésde nuestroestudioestáahoraenanalizarlas posiblesconexiones

entre las solucionesque se obtienenmedianteesteenfoquey los conceptosde

solucióneficientedefinidosen el enfoquemultiobjetivo.

De nuestro estudio se desprendeque estasconexionesexisten también

ahora. En concreto se obtiene que si se aplica el criterio valor esperadoy el

métodode las ponderacionesal problemade partida,el ordenen el que se aplican

éstosno alterael problemaresultante.

En cambio, la aplicaciónde los criteriosmínimavarianza,mínimo riesgoy

de Kataokasí influye en el problemaresultante.La aplicación de cualquierade

estos criterios sobre el problema ponderado, da lugar a un determinista

equivalenteen el queintervienenlas covarianzasentreobjetivosestocásticos.

De nuestroestudioseconcluyeque, si las covarianzasentreobjetivosson

nulas, lassolucionesque seobtienenal resolverel problemaponderado,conpesos

estrictamentepositivos, medianteel criterio mínima varianza, es propiamente

eficientemínimavarianza.
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Por otro lado, si se aplica el criterio de Kataokapara una determinada

probabilidad,fi, al problemaponderado,y sefijan pesosestrictamentepositivos,

en problemaslinealesy bajo la hipótesisde aleatoriedadsimple, la solucióndel

problemaes eficiente con probabilidad/1. Estasrelacionesse mantienetambién

parael criterio mínimo riesgo,por la reciprocidadexistenteentreestecriterio y el

de Kataoka.

En cambio, si el problemade partidaes lineal normal o si se aplica la

desigualdadde Cantelli al problemade Kataoka,se tiene que si se fijan pesos

estrictamentepositivos, la solución del problema es eficiente valor esperado

desviaciónestándar,si las covarianzasentre objetivos estocásticosson nulas.

Además,estasrelacionesse mantienetambiénparael criterio mínimo riesgo,por

la reciprocidadexistenteentreestecriterio y el de Kataoka.Sinembargo,si alguna

covaríanzaesno nula, las relacionesque se acabande señalarno tienenporqué

mantenerse.Esto se debea que cuandose utiliza el enfoquemultiobjetivo, se

aplica el criterio de obtencióndel deterministaequivalentea cadaobjetivo por

separado,sin tener en cuenta que los objetivos pueden ser estadísticamente

independientes.Esta es la crítica más importante al enfoque multiobjetivo y,

quedade manifiesto en estetrabajo, al menospara los casosconsideradosen

nuestro estudio, cuandose aplica el método de la ponderaciónal problema

multiobjetivoestocástico.

Denuestroestudiosededucetambiénque la resoluciónde unproblemade

programaciónestocásticano esunacuestióntrivial, ni siquieraen el casode una

única función objetivo y con pocas variables. Esto nos ha llevado a la

implementacióncomputacionalde los problemasestudiados,cuyo funcionamiento

ha sido explicadoen el capitulo6.

Antesde finalizar consideramosinteresanteseñalarposiblescuestionesque

puedenserobjetode investigaciónenel futuro dentrodeestecampo.

La primera cuestiónque consideramosde interés es el estudio de la

resolución de problemasde programaciónestocásticamultiobjetivo mediante

programaciónpor metas.Creemosque la naturalezaestocásticay multiobjetivo
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del problemahaceque seainteresanteabordarel problemabajo la filosofia de la

programación por metas no para resolver cualquiera de los problemas

deterministasequivalentesobtenidos mediantela aproximaciónmultiobjetivo,

sino desde una óptica distinta, que integre, al mismo tiempo, el carácter

multiobjetivo y estocásticodel problema. Esto mismo puedeabordarsetambién

mediante la aplicación de métodos interactivos específicospara este tipo de

problemas.

Otra cuestión abierta es el estudio de las cuestionesanalizadaspara

problemascon variablesaleatoriasdiscretas,dadoque en estetrabajonoshemos

centradoen problemascon parámetrosaleatoriosque son variables aleatorias

continuas.Ademásconsideramosinteresanteel análisis de problemasdinámicos

estocásticos,incorporandoalgunosde los criterios que seaplicanen estetrabajo

parala resoluciónde los mismos.

Finalmente,señalarque el estudio teórico realizadoes susceptiblede

aplicacióna diversoscamposprácticos,aspectoéstede gran interésparanosotros

y que quedaabierto para futuros trabajos. Consideramosque las cuestiones

analizadassirven paraabordarproblemaseconómicoscon incertidumbredesde

una nuevaperspectiva,proporcionando,así, unaherramientaútil parala tomade

decisiones.
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ANEXO 1

LISTADO DE PROGRAMAS

PROGRAMACIÓN ESTOCASTICA MONOBJETIVO

Caso Lineal

C+ + + + + + + + + + -4-++ -4-+++ + ++++ + + ++ + + +++ + + + ++ + ++++++++ + + + -t-+ + + + + + ++ + ++++ + ++

C PROCRANACION ESTOCASTICA MONOOBJETIVO
C CASO LINEAL
C

C Linkar con: NORLIN,ALELIN,CANLIN,NASLIB/LIE

C
C++ + + + + + -4-+-4-+++ + + + +++++ ++++ + +11+ ++++ + +++++ + + + +11+ + + 44-+ + + + + + + +11+ + ++

C DECLARACIONDE VARIABLES

C++++ + -4- +-4-+++++ + 4-4- +++++ 4- +++ + 4--4-+++++++ + ++ + 4-4-4- + +11+4-1- -4-++ + 4- + ++ + ++ + + ++ +

PROCRANLINEAL

INTECER DIMí,DIM2
PARAMETER(DIMl=l0, DIM2=20)
INTECER 1~ NCLIN, 1, J, QPC
DOtARLE PRECISION C(DIM2,DIM1),BL(DIMí+DIM2) ,BU(DIM1I-DIM2),X(DIMl)
* ,T1,T2,TIEMPO

CHARACTER*20 FICHERO, COMENT

CHARACTER
43OSALIDA

EXTERNAL NORLIN, ALELIN, CANLIN, XOSBAF

C TIEMPO DE CPU

T1=XOSBAF()

C LECTURA DE DATOS

WRITE(~,~) ‘Introduce el nombre del fichero cíe datos’

READ(*,*) FICHERO

OPEN(3, FILE=FICHERO, STATUS=’OLD’)
READ(3,~) COMENT

READ(3,*> N

READ(3,*) COMENT
READ(3,*) NCLIN

READ(3,*) COP4ENT
DO 10 Thl,NCLIN

READ(3,*) <C(I,J> ,J=l,N)
10 CONTINDE

READ<3,~> COMENT
DO 20 I=1,N

READ(3,*) BLi(I),BU(I>

20 CONTINUE

378



ANEXO 1

READ(3,~) COMENT
DO 30 I=1NCLIN

READ(3,*> BL(N±I) ,BU(N-I-I)

30 CONTINDE
READ(3, ~)
READ(3, ~)
CLOSE(3)

COMENT

(X(I) , I=í,N)

SALIDA=’LINEAL-’ //FICHERO
OPEN(ES,FILfl~SALIDA,STATUS=’NEW’)

C+ + + + + + + + + + 4-1-1-1-1- + + + + + +++ + 4- + + ++ + +1-1-4- + +1-4-4- ++++ + ++±++ +1-+ + ++ + + + + + +4- +++

MENO

C++ + +++++ ++ + + + + + + 4-1-1-4- + + +1- +4-4- + +1-4- + 4-1-4- + +1-+++ + +1-4- + +1-1-+++ + + +1-4-11+ + +1-1-4-

Elije Opción:

35 CONTINDE
WRITE U’, ~>
WRITE(*,*) 1

WRITE U’, *)

WRITE(*,*)u1.~~ Caso Normal’
~RITE(*,*) ‘2.— Aleatoriedad

WRITE(*,*) ‘3.— Cantellí’
WRITE(*,*)4.~~ Terminar’

40 READ(*,*) OPC
IF( (OPC.LT. 1) .0K. (0PtA.ST . 4)
IF(OPC.EQ.íJ TREN

CALL NORLIN(N,NCLIN,
SOTO 35

ENDIF
IF<OF¿.EQ.2) TREN

CALL ALELIN (N, NCLIN,
COTO 35

ENDIE
IE<OPC.EQ.3> TREN

CALL CANLIN(N,NCLIN,
COTO 35

SimFle’

COTO 40

tA, EL, RU, X)

C, EL, BU,X)

C, EL, BU, X)

ENDI E

T2=XOSBAPU
TIEMPO=T2—T1

WRITE (6, 4~)

WRITE (6,

VJRITE (6, ~)
WRTTE(6, *)
WRITE U’, *)

WRITE U’, ~)
WRITE U’ ~)
WRITE U’, ~)
WRITE (6, U
WRITE (-k, U
WRITE U’, U
WRITE U’,
WRITE (
CLOSE(6)

TIEMPO C.P.U.:’,TIEMPO,’ segundos’

TIEMPO C.P.U.:’,TIEMPO,’ segundos’

‘k4~ FINAL DE PROGRAMA **~

‘“ FINAL DE PROGRAMA “‘

U ‘Los resultados se han impreso en el fichero:
4~) SALIDA

END
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C
C SUBRRtJTINA NORLIN

CASO NORMAL. PROBLEMA LINEAL

SDBROUTINE NOELIN (It NCLJN, tA, BL, BU, X>

C+ +1-1-1-1--4--4--4-1-++±+++ + +++ + + 1-++ + ++++ + ++ + +1-+ ++++ + 4- +++ + +1-1- + + + + + + + ++ ++ + + ++

C DECLARACIÓN DE VARIABLES

INTEGER DIMí, DIM2, LWORK, LIWORK
PARA=4ETER(DIM1=10,DIM2=20,LWORK=2*(DIM2+í)**2+20*DIMí±11*iDIM2,
* LIWORK~3*DIMí1-DIM2)

INTECER N,NCLIN,I,J,ISTATE(DIMl+DIM2),Kx(DIMl),ITER,IwoRK(LIWORR>
* ,IFATL,IUSERII)

DOUELE PRECISION C(DIM2,DIMl),BL(DIMl+DIM2),BD<DIMl+DIM2),X(DIMX>
* ,MED(DIM1) ,CVEC (DIMí) ,A(DIMl, DIMí) ,B(DIMí) ,OB&,
* OBJE,CLAI’IDA(DIMl+DIM2),WORK(LWORK),V(DIMí,DIMl>,
* U,NL(í),CJAC(1,l),OEJGRD(DIMl),R(DIMÍ,DIMl>,
* USER(1), BETA, lEE

EXTERNAL EO4NEF,EO4NCF,EO4UDM,OBJFUN,EO4UEE,EO4UCP,GOíCEP

COMMON/DATOS/SIED,y

Cl- + + + + + + + ++ ++++ + + ++++ + +-++ + +-i--s + + ++++ + + + + ++-t-+ + ++±±±++±±±i-±++ + +1-1- + i-±+

C VALOR ESPERADO

WRITE (6, *)

(6, *)
WRITE(6,*) CASO NORMAL’
WRITE (6, *) 1 ==

WRITE(6, ~)
WRITE (~, ~)
WRITE(*,*) ‘Introduce el vector valor esperado’
WRITE(*,*) ‘(separado por espacios)
WRITE (*, *)

READ(*, *) (MED<I) , I=í,N)

DO 10 I=l,N
CVEC (1) MED (1)

10 CONTINUE

lEAl L = —1

CALL EO4NEE(’Problem Type = LP’)
CALL EO4NEF(’Print Level O’)

CALL
EO4NCP(N,N,NCLIN, DIM2, DIMí,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX,X,A, [3,

* ITER,OBJ,CLANDA, IWORK, DIMl,WORK, LWORK, IFAIL)

WRITE(*,*)
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WRITE U’, * 3
WRITE U’, *)
WRITE <*, *3
WRITE (*, *3
WRITE U’, ~3
OEJE=OBJ
WRITE (*, *3
WRITE U’, ~3

WRITE(6, *3
WRITE <6, *3
WRITE (6, *3
WRITE (6, *3
WRITE <6, *3
WRITE (6, *3
WRITE (6, ~)

‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

(X(I3 , I=í,NI

‘Función Objetivo: ‘,OBJ

‘IFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

<X(I) , I=1,N)

‘Función Objetivo: ‘,OEJ

‘IFAIL = ‘,TFAIL

C
C++ -4-4-4+ ++ + + +444+ + + + + + +4+4+ +44+ +4++ +4+ +1-++ + +44+ + +4+1- + + +1-1-44+1-4- + +++ +

MININA VARIANZA
C++ + 4- + + + + +4+ ++±+1-+44 +4-4+ + +4+4-4-4+ +1-4+ +1-4+ +4++ + +4++ + + +1-1-4+4- + + + + -4-1-4 + +

WRITE (*, *3
WRITE(*,*3 ‘Introduce la matriz de
DO 20 I=1,N

READ(*,*) (V(1,33 ,J=l,N)
20 CONTINUE

DO 30 I=í,N
DO 40 J=l,N

A<I, 53 =2*V <1,33
40 CONTINUE
30 CONTINUE

varianzas por filas’

1 FAI L= —1

CALL EO4NEE(’Problem Type = QP1’3

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIM2,DIMl,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,E,
* ITER, OES, CLANDA, IIWORK, DIM1,WORK, LWORK, IFAIL)

WRITE U’, *

WRITE (~, *

WRITE (*, *3
WRITE U’, * 3
WRITE (*, *3
WRITE (*, *3
WRITE U’, * 3
WRITE(*, *3

WRI TE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE

(6, *3
(6, *3
<6, *3
(6, *3
(6, *3
(6, *3
(6, *3
<6, *3

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

(X(13 , I=1,tJ3

‘Función Objetivo: ‘,OEJ

‘IFAIL = ‘,TFAIL

‘SOLUCIÓN MININA VARIANZA’

(X(13 , I==í,N)

‘Función Objetivo: 033

‘IFAIL = ‘,IFAIL
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C MÍNIMO RIESGO

WRITE <~, ~>
WRITE<*,*) ‘Introduce el Nivel de Aspiración U’
WRITE(*,*)’debe ser >= ‘,OEJE
READ(*,*) U

(JSER<1)

CALL EO4UEF(’Print Level = O’)
C CALL EO4UEF(’Print Level = 10’)
C CALL EO4UEF(’Verify Level = 3’)

IDSER(1)=í
IFAIL=—1

CALL EO4UCE(N,NCLIN,O,DIM2,í,DIM1,C,BL,BU,EC4UDM,OBJFUN,ITER,
* ISTATE, NL, CJAC,CLANDA, OES,OEJSRD,R, X, IWORK, LIWORK,
* WORK, LWORK, IUSER, USER,IFAIL)

WRITE <*, *)
WRITE (~, ~>
WRITE (*, *)
WRITE (*, *)
WRITE (~, ~)
WRITE U’, ~)
WRITE (*, *)
WRITE U’, *)
WRITE U’, U

WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE

(6, ~
(6,U
(6,U
<6, ~)
<6, *1
(6, *)
<6, *)
(6, U
(6, ~)

‘SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO’
‘Nivel U: ‘ji

(X<I) , I=1,N)

‘Función Objetivo: ‘,OBJ

‘IFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO’
‘Nivel U: ‘,U

<X(I) , I=í,N)

‘Función Objetivo: ‘,OBS

‘IFAIL ‘,IEAIL

KATAOKA

WRITE (~, ~)
WRITE(*,*) ‘Introduce la probabilidad BETA’
READ(*,*) BETA

IBE=GOíCEF(BETA, IFAIL)
USER(1) =IBE

CALL EO4UEF(’Brint Level O’)
C CALL EO4UEF<’Print Level = 10’)

382



ANEXO 1

C CALL EO4UEE(’Verify Level = 3’)

IUSER (1) =2
IFAIL=-l

CALL
*

*

EO4UCF(N,NCLIN,O,DIM2,1,DTM1,C,BL,BU,EO4UDM,OEJFUN,ITER,
ISTATE, NL, CSAC,CLANDA, OES,OEJGRD,E, X, IWORK, LIWORK,
WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

WRITE (~, ~)
WRITE U’, ~)
WRITE(*, *)
WRITE <~, ~)
WRITE (*, *

WRITE (*, *)
WRITE (~, ~)
WRITE (*, fl
WRITE U’, *

WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WEITE
WEITE
WEITE
WRITE
WRITE

(6, ~)
(6, *)
(6, ~)
<6, *)
(6, ~>
(6, ~)
(6, *)
(6, *)
<6, *)

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Probabilidad BETA:

(X(I),I=1,N)

‘Función Objetivo:

IFAIL = ‘ , IFAItL

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Probabilidad BETA:

(X(I) , I=1,N)

‘Función Objetivo:

‘IFAIL ‘,IFAIL

RETUEN
END

C

C SUERRUTINA OBSFUN
C PUNCIÓN OBJETIVO PARA MININO RIESGO Y KATAOKA

SUBROUTINE OBSFUN(MODE,N,X,OBJF,OBSGRD,NSTATE,IUSER, USER)

C+ + +1-1-4+1-4+ + + + +4+4+ + ++++ + +44+ +44 + + +4 + + ++ + +4 + +4+ + +1-44+ + + + + + +4 + + + +4

DECLARACIÓN DE VARIABLES
C+++++ + + + +1-1-4+4+ + +4+4+ + ++ + + + +4 + + ++ + +4+ + +4+ +4+4-1-44+ + +4+4+4+ + +4+ + + +

INTEGER MODE,N,NSTATE,IUSER<1),DIM1,DIM2,I,S
PARAMETER(DIMl=1O, DIM2=20)
DOUBLE PRECISION X(N),OBSF,OESGRD<N),USER(1),U,MED(DTM1),
* V(DIM1, DIMí), PROD(DIM1) , PROD2,LO, IBE,CX
COMNON/DATOS/MED, V

C+ + + + + +4+4+ + + + +4+4+ + + +4 + + + ++ + + +4 + + +4 + +4+ + + +4 + +4+ + + +4+ + + + 4-1-4+ + +4+ +

C FUNCIÓN OBSETIVO
C4- + 4- + + 4- +4+4 + + 4-4- +444 + 4- + +4+4- +4+4-4-444-4-444-41-4 + 4-444-4-44 + + 4-44+4+ + +44+ + +4

U=O
IBE=O

‘,BETA

OES

‘,BETA

035
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IF(IUSER<l).EQ.1) THEN
U=USER 1)

ELSE
IBE=USER(1)

ENDIF

OBJF=U
DO 10 I~1,N

OBJF=OBSF-MED(1) *)< <1)
10 CONTINDE

LO=OBJF
CX=U-OESF
DO 20 I=í,N

PROD(1) =0
DO 3D S=1,N

PROD(I)=PROD<I) 4V <1, 5) *X <5)
30 CONTIN(JE
20 CONTINUE

PROD2=0
DO 40 I=1,N

PROD2=PROD2+PROD<1) *)< (1)
40 CONTINUE

IE(IUSER(í).EQ.í) THEN
OBSF=-OBSF/SQRT<PROD2)

ELSE
OBSE=IBE*SQRT(PROD2)+CX

ENDIF

C+ + + + + + ++ 4+4+ + +1-4+4+1-4+ + +1-44+4+ +4+41-4+ +4+ + +4+ + +1-4+ + +1-1-4+44+ + +4+ + +

O GRADIENTE
C+ + + + + + + + 4-4+4 + 4- +1-4+4+1-4 ++ +44+44+44 + +4+ +4+ + +++ + +44+ +4444±4 + +1-4+ + +4

IE((<MODE.EQ.l).OR.(MODE.E02)).AND.(IUSER<1).EQ.l)) TREN
DO 50 I=1,N

OBJGRD (1) =0
DO 60 S=l,N

OBJGRD (1) =OBSGRD<1) +V<I, 5) ~X <J)
60 CONTINUE

OBJGRD(I)=OBJGED(I)*LO/<PROD2**<3./2.fl
OBSGRD(1) = <MED (1) /SQRT(PROD2) ) +OBSGRD(1)

50 CONTINUE
ENDIE

IF<<(MODE.SQ.1).ORHMODE.EQ.2fl.AND.(IUSER(l).EQ.2)) THEN
DO 70 I=1,N

OBSUED<1) =0
DO 80 S=i,N

OBSGRD(1) =OBSGRD<1)4V <1,5) *X <5)

80 CONTINUR
OBSGRD<I)=<OBSGRD(I)*IBE/SQRT(PROD2))+MED<I)

70 CONTINQE
ENDIF

RETURN
END

£
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SUBERUTTNA ALEVÍN
CASO ALEATORIEDAD SIMPLE. PROBLEMA LINEAL

SUBROUTINE ALELIN(N,NCLIN,C,BL,BU,X)

C+ + +1-1- + + + + + + +1-+44+±+ + ++++ +44+ + +4+ +4++1--+-+ +44+ + +4+ + +4+4 ++ + + + +44±4+ + +

DECLARACIÓN DE VARIABLES

INTEGER DIMÍ, DTM2, LWORK, LIWORI<
PARAMETER<DIMí=1O,DIM2=20,LWORK=2* (DIM2+1)**2+20*DIMl+ll*DIM2,
* LIWORK=3*DIMí+DIM2)

INTEGER N,NCLIN,I,S,ISTATE<DTMÍ+DIM2),EX<DIMí),ITER,IWORK<LIWORK>
* ,IFAIL,IUSER<í)

DOtARLE PRECISION C<DIM2, DIMÍ) ,BL<DIMí+01M2) ,BU<DIMí±DIM2J ,X(DIMí)
* ,MED<2, DIMÍ) ,CVEC<DIMl) ,A<DIMÍ, DIMí> ,B<DIMÍ> ,OBJ
* ,CLANDA<DISIí1-DIM2) ,WORK(LWORK) ,T,SIGMA,TOL,
* CJ,NL(1) ,CSAC(1, 1) ,OBSGRD(DIMíJ , R(DIMí, DIMí)
* USER(1> ,BETA, IBE, LAMDA, INVLAMDA

EXTERNAL EO4NEF,EO4NCE,EO4UDM,OBSFUN1,EO4UEF, EO4UCF,GOlFEE
CONMON/DATOS/MED

VALOR ESPERADO

C4+ ++ + + + + +1- +1-44+ + +1-1-4+ + +4+ + + +4+ +1-4+ + ++ 4-44+ + ++ 4- + +44+ + +4+1-+++±+ +1-4+ +

WRITE (6, U

WRITE (6, ~) ==

[\RITE<6,*) t ALEATORIEDAD SIMPLE’
WRITE (6, *)

WRITE (6, *)
WRiITE<*, *>
WRITE(*,*> ‘Introduce el vector Cl’
WEITE<*,*> ‘<separado por espacios)’
WEITE U’, U
READ(*, *) (MED<l, 1), I=1,N)
WRITE (*, *)

WRITE<*,*) ‘Introduce el vector C2’
WRITE(*,*> ‘<separado por espacios)’
WEITE<*, *)
READ(*, *) <MED<2,I) , I=1,N)
WRITE(*, *)
WRITE<*,*> ‘Introduce la esperanza de T’
WRITE U’, *)
READ<*,*) T
WRITE <*, *)

WRITE<*,*) ‘Introduce la varianza de T’
WEITE <~, ~>
EEAD<*,*) SIGMA

DO 10 I=í,N
CVEC <1) =MED (1,1) 4T*MED (2,1)

10 CONTINDE
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IEAIL=—í

CALL EO4NEF(’Problem Type = LP’)
CALL EO4NEF(’Print Level = O’>

EO4NCF(N,N,NCLIN,DIM2,DIMl,C,EL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,
ITER,OBS,CLAI4DA,IWORK,DIMl,

TJ4OEK,LWORK, IFAIL)

NEITE <~, ~)
WRITE <*, *)

WRITE(*, *)
WRITE <~, *

WRITE (*, *)
I4RITE(*, *)

NEITE (~, ~>
WRITE <~,

WRITE
WRITE
WRITE

WRITE

WRITE
WRITE
WRITE

‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

(X<I) , I=í,N)

‘Función Objetivo: ‘,OSJ

*) ‘IFAIL = ‘,ILAIL

*) ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’<6,
<6, ~)
<6, *)
<6, *)

(6, *)
<6, *>

(6, *)

<X<I) , I=1,N>

‘Función Objetivo: ‘,OBJ

‘IFAIL = ‘,IEAIL

C+++ 4- + + + +1-1- + 4- 44±+ ++ +4-4-4- + + +44-4-4-4+4-4 + 4-4+ + + +4+ + +4+4- +1-4+ + 4-4-4-1-4+44- + ++ + +

C MÍNIMA VARIANZA
C+44+++++ 4 + + 4- +1-1-444+ + +1-44+ + 4-4+ +4+4-4-4+ +4+4-4-1-4+ + +1- + +4+44-4- + + + + +1-4+ ++

DO 30 I=l,N
DO 40 S=l,N

A<I,S)=2 . *SIGMA*MED(2, 1) *MED(2, 5)
CONTINUE

CONTINDE

IFA 1 L= -1

CALL EO4NEF<’Problem Type = QPí’)
CALL EO4NEF<’Print Level = O’>

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,
* ITEE,OBS, CLASIDA, IWORK, DIM1,WORK, LWORK,IFAIL)

40
30

WRITE (*, *)
[IRITE(*, *>

WEITE <~, ~)
WRITE (*, *)
WRITE (*, *)

WRITE<*, *)
WRITE<*, *)

WRITE (~,

WRITE<6, ~>
WEITE (6,
WRITE (6, *)

WRITE (6,

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

‘Función Objetivo: ‘,OBS

*)IIFAIL = ‘.IFAIL

~‘) ‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

CALL
*
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WRITE<6, *)

WRITE<6,*)~Función Objetivo: ‘,OBS
WRITE (6, ~>
WRITE(6,*)IFAIL = ‘,IFAIL

C+ + + ++ + + + + + + +444+ + + +1-4+ + + +44+ + ++ + +++1-4+ +44+ ++4+ +1-4+ + + +444+ + + 4-44+ + +

MÍNIMO RIESGO

WRITE (~, ~>
WRITE<*,*) ‘Introduce el Nivel de Aspiración U’

READ(*,*) 13

USER(1) =U

CALL EO4UEF(’Print Level = O’)
C CALL EO4UEE(’Print Level = 10’)
C CALL EO4UEF<’Verify Level = 3’)

IEAIL=—1

EO4UCF(N, NCLIN, O, DIM2, 1, DIMí, tA, BL, BU, EO4UDM,OBSFUNí, ITER,
ISTATE, NL, CJAC, CLANDA, OES, OBJGRD,R, X, IWORK, LIWORK,

WORK,LWORK,IUSER, USER, HAlL>

WRITE
WRITE
WRITE

WRITE
WRITP.
WRITE

tÑRITE
WRITE
WRITE

(*
<*, *)

<*, *)
(*, *)
(*, *)

<*, *>
(*, *)

<*, *)
<*, *)

WRITE (6, ~)
WRITE (6, *)
WRITE <6, *)

WRITE(6, *>
WRITE<6, ~)
WRITE (6, *)

WRITE <6, *)

WRITE<6, *)
WRITE <6, ~)

‘SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO’
‘Nivel U: ‘,U

<X<I> ,I=1,N)

‘Función Objetivo: ‘,—OBS

‘IFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO’
‘Nivel U: ‘,U

(X<I) , I=í,N)

‘Función Objetivo; ‘,—OBS

‘IFAIL = ‘,IFAIL

C+ +1-1-1-4+4+4444+ +1-1-4+4- +4+ + + +4+ + +4 + +4 + +4+ + +44 + +4+ + ++++ + +++++ + +4+ +4+ +

KATAOKA
C4 + + +4 + + + + + + + + +4+ + + +4+ + +4+++ +4+ +4+1-4+ +1-4+ +1-44+1-44+ +4*4 + + +44 + + +4 + -+4

WRITE U’, *)
WRITE(*,*) ‘Introduce LANDA exponencial’
READ(*,*> LAt4DA
WRITE (~, ~)
WRITE(*,*) ‘Introduce la probabilidad BETA’
READ(*,*) BETA

C

CALL
*
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INVLAP4DA=1 . /LANDA
IEE=GO1FFF(BETA, 1., INVLANDA, TOL, IFAIL)

DO 70 I=í,N

CVEC<1) =MED(1, 1> +IBE*MED (2, 1)
70 CONTINUE

IFAIL~—1

CALL EO4NEF<’Problem Type = LP’)
CALL EO4NEF<’Print Level = O’)

CALL EO4NCF<N,N,NCLIN,DIM2,DIMí,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,
* ITER,OBJ,CLAMDA, IWORK, DIM1,WORK, LWORK,IFAIL)

WRITE (*, *)
WRITE U’, *)
WRITE U’, *)
WRITE (*, *)
WRITE U’, *)
WRITE U’~ *)
WRITE (*, *)
WRITE (*, *)
WRITE U’,

WRITE (6, *)
WRITE (6, *)
WRITE (6, *)

WRITE (6, *)
WRITE (6, *

WRITE (6, *)
WRITE<6, *)

NEITE (6, *)
NEITE (6, *)

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Probabilidad BETA:

, I=l,N)

‘Función Objetivo:

*) ‘IFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN EATAOKA’

‘Probabilidad BETA:

‘Función Objetivo:

‘IFAIL = ‘,IEAIL

RETDRN
END

C SUERRUTINA OESFUN1
C FUNCIÓN OBJETIVO PARA MÍNIMO RIESGO Y KATAOKA

SUBROUTINE OBSFUN1(MODE,N,X,OESF,OBJGRD,NSTATE, IUSER,USER)

C++ 4 + + + + + + + +1-1-1-1-44+4 + +4+ + +44+1-4+ +44+ + +4+4+ + +4 + +44 + +1-4 + + + + + +4+4+4+

DECLARACIÓN DE VARIABLES
C4- 4- + + + + + + + + +1-4+4+4+ +1-4+4- + + 4+ +1-4+4-1-4+ + +4+ +1-1-44+1-4+ + +4+ + + + +1-4-4 + +1-4 +

INTEGER MODE,N,NSTATE,IUSER<í),DIMí,DIM2,I,J
PARAt’IETER<DIMT=l0, DIM2=20)
flOtABLE PRECISION X<N),OBSF,OBSGRD<N),USER<1>,U,MED<2,DIMí),
* PROD (DIMí), PROD2,LO, CX

COMMON/DATOS/MED

C

‘,BETA

OES

‘,BETA

‘,OBS
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C FUNCIÓN OBJETIVO

U=USER<1)

OBSF=0
DO 10 I=1,N

OBJF=OBSF+MED<1, 1) *>( <1)
10 CONTINUE

OBJF=OBJF—U
CX=OBSF
LO=O
DO 20 I=1,N

LO=LO1-MED<2, 1) *X(I)
20 CONTINUE

OBSE=OBJF/LO

C GRADIENTE

IFU’MODE.EQ.1>.OR.(MODE.EQ.2)l THEN
DO 50 I=l,N

OBJGRD<I>~<MED(í,I>/LO>~<CX*MED<2,I)/(LO**2)>
50 CONTINUE

ENDIE

RETURN
ENO

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

C SUERRUTINA CANLIN
C PROBLEMA LINEAL APROXIMACION POR CANTELLI

SUBROUTINE CANLIN(N,NCLIN,C,BL,BU,X)

C+ + + + + +1- + + ++1-1-4+1-44+ + + + +4+ + + + + +1-44+ +1-4+1-44 ++ + + +4+4- + + + 4++ + + +4+ + + + ++

£ DECLARACIÓN DE VARIABLES
C++ + + + + + + + ±4+ 4+4- +41-1-4+4- +1-44+4-44+ +1-4+ + +1- + +1-44+4- + + +44+ + + +1-44+ + +4-4- + +4

INTEGER DIMí, DTh¶2, LWORK, LIWORR
PARA=4ETER<DIM=10,DIM2=20,LWORK=2*<DIM2+1)**2t20*DIM1+íí*DIM2+í,
* LIWORK=3*DIMl1-DIM21-l)

INTESER N,NCLIN,I,S,ISTATE<DIMí+D1M241>,KX<DIMl),ITER,
* IWORK(LIWORKI , IFAIL, IUSER<1>

DOUBLE PRECISION C<DIM2,DIMí),EL<DIMí+DIM2),BU(DIMí4DIM2),X<DIN1)
* ,MED(DIM1>,CVEC(DIMí),A<DIMl,DIM1>,B<DIM1>,OBS,
* OBSE, CLAMDA<DIM1+DIM2+í> ,WORK(LWORK),
* U,NL<l) ,CSAC<í, 1) ,OBSGRD<DIMl) ,R<DIN1, DIMí>
* USER<í),BETA,V(DIM1,DIM1),CC<DIM2+1,DIMl>,
* BBL<DIMl+DIM2+í> ,BBU(DIM1+DIM2+1)
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EXTERNAL EO4NEF,EO4NCF,[30413DM,OBSFUN2,EO4UEF,EO4UCF
COMMON/DATOS/MED, V

VALOR ESPERADO
C+ + +4 + + + + + +4444+±++ + +1-1-4+ + + + +4 + + +1-4+ + +4+ + +4+ + + + + 4 + + + + + + + 44 + + +4 + + + +

WRITE <6, *)

WRITE(6 ~‘) ‘—

WRITE(6,*) ‘ CANTELLI’
WRITE (6, *) ‘

WRITE<6, *)

WRITE U’, *)
WRITE(*,*) ‘Introduce cl vectsr valor
WRITE(*,*) ‘<separado por espacios)’
WRITE (*, *)
READ<*, *) <MED(I> , I=1,N>

esperado’

DO 10 I=l,N
CVEC (1) =MED <1>

10 CONTINUE

IFA 1 L=-1

CALL EO4NEE<’Problem Type = LP’)
CALL EO4NEF<’Print Level = O’)

CALL EO4NCP<N,N,NCLIN,DIN2,DIM1,C,BL,BU,CVECTSTATEKXXAB
* ITER, OES, CLAIYIDA, IWORK, DIMí, WORK, LWORK, IFAIL)

WRITE U’, *)
WRITE (*, *)
WRITE (*, *)
WRITE <~, ~>
WRITE <~, ~>
WRITE <~,
OBSE=0E5
WRITE(*, *)
WRITE <~,

WRITE <6, *)
WRITE <6,
WRITE (6, *)
WRITE <6, *>
WRITE <6, ~>
WRITE <6, ~>
WRITE <6, *>
WRITE <6,

‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

(X<I) , I=1,N)

*> ‘Función Objetivo: ‘,OBJ

*)IIFAIL = ‘,IFAIL

*) ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

(X<I) , I=í,N)

‘Función Objetivo: ‘,OBS

*>~IFAIL = ‘,IFAIL

C
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MÍNIMA VARIANZA

WRITE U’, fl
WRITE<*,*) ‘Introduce la matriz de varianzas
DO 20 I=1,N

READ<*, *) <V (1, 5) , 5=1, N)
20 CONTINUE

DO 30 I=1,N
DO 40 S=l,N

A<I, 3> =2*V (1, 5>

40 CONTINUE
30 CONTINUE

por filas’

IFAIL=—l

CALL EO4NEE<’Problem Type = QPí’)

CALL EO4NCF(N,N,NCLiLN,DIM2,DIMÍ,C,BL,EU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,E,
* ITER,OBS,CLAMDA, IWORK,DIM1,WORK,LWORR,IFAIL)

WRITE <*, ~)
WRITE <~, ~)
WRITE <*, *)
WRITE <~, ~>
WRITE U’~ ~)
WRITE <*, *)
WRITE<*, *)
WRITE U’,

WRITE<6, *)
WRITE <6, ~>
WRITE (6, ~)
WRITE(6, *)
WRITE<6, *>
WRITE <6,
WRITE <6, *)
WRITE <6,

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

<X<I) ,I=l,N)

‘Función Objetivo: ‘,OBS

*)~IFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

<X <1) ,I=1, N)

*>~Función Objetivo: ‘,OBS

*)‘IFAIL = ‘,IFAIL

C MÍNIMO RIESGO
C+ + -4-4 + + 4-44+4+ + +1-1-1-1-4+ + + 4-1-+-4-+ +1-4+ +4 + + +44- +4+4-44 + 4-44+ + + +444 + + + +4+ +4+ +

WRITE <~, ~)
WRITE<*,*) ‘Introduce el Nivel de Aspiración U’
READ<*,*> 13

USER<1) =13

DO 50 I=l,N
BEL <1> =BL <1)
EEU <1> =BU <1)

50 CONTINUE

DO 60 I=l,NCLIN
DO 70 S==1,N
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CC (1,5> =C <37, 5)

70 CONTINUE
BEL <N+I 5 =BL <N+I5
BBU <1h15 =BU (N+I)

60 CONTINUE
DO SO I=1,N

CC<NCLIN41, I)=MED<37>
SO CONTINUE

BEL (N4-NCLIN±1)‘~‘—lElO
BBU<N-4-NCLIN+15=U

CALL EO4UEF(’Print tevel = O’)
C CALL EO4UEF<’Print Level 10’)

CALL EO4UEF<’Verity Level 3’)

IUSER<15 =1
lEAl L=— 1

CALL EO4UCF<N,NCLIN+l,O,DIM2-4-í, 1,DIM1,CC
* ITER, ISTATE, NL, CSAC,CLANDA,
* LIWORK, ~i0RK, LWORK, IUSER, USER,

WRITE U’, ~)
WRITE <*, ~>
WRITE(*, *5
WRITE<*, *5
WRITE U’, *5
WRITE <*, *5
WRITE (*, *5
WRITE<*, *>
WRITE <~,

WRITE (6, *5
WRITE(6, ~>
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE<6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
~RITE (6,

BEL, BBU, EO4UDM, OBSFUN2,
OES,OBSGRD,R, X, IWORR,

lEAl L>

‘SOLUCIÓN MININO RIESGO’
‘Nivel U: ‘,U

<X (115, I=1,N5

‘Función Objetivo: ‘,OBS

*5~IFAIL = ‘IFAIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO’
‘Nivel U; ‘,U

X <1), I=1,N)

‘Función Objetivo: ‘,OBS

*5 ‘IFAIL = ‘,IEAIL

KATAOKA
C-4--~-+ + 4- + + 4- +4+44+ + +1-44- + +4+ + +11+4-4-4+4+4+1-44+44+1-4 + 4-4-44+ +4+ + -V -4- + + + +4+4-4-

WR3TE U’, * 5
WRITE<*,*) ‘Introduce la probabilidad BETA’
READ<*,*) BETA

USER (1) =BETA

CALL EO4UEF<’Print Level = 0’)
CALL EO4UEFM’Print Level = 1O’5

C CALL EO4UEF<’Verify Level 3’>

C
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IUSER <15=2
IFATL=-1

EO4UCF<N,NCLIN, O, DIM2, 1, DIM1,C, BL, BU, [30413DM,OBSEUN2,ITER,
ISTATE, NL, CSAC,CLA?4DA, OES,OBSGRD,R, X, IWORK, LIWOKK,
WORK, LWOBK, JUSER,USER, IFAIL)

WRITE <~, ~)
WRITE <*, *5
WRITE(*, *>
WRITE ~
WRITE <*, *5
WRITE <~, ~)
WRITE <~, *

WRITE <*~ * 5
WIRITE <~,

WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *>
WRITE (6, *5
WRITE<6, *5
WRITE<6, ~>

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Probabilidad BETA;

<X<I5,I=1,N>

5 ‘Función Objetivo:

*SIIFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Probabilidad BETA:

<X<I) , I=í,N5

‘Función Objetivo:

‘IFAIL ‘,IFAIL

RETURN
END

C

C ~ *************************************************************

SUBRRUTINA OBSFUN2
C FUNCIÓN OBJETIVO PARA MÍNIMO RIESGO Y KATAOKA

SUBROUTINE OESFUN2<MODE, N, X, OBSF,OBSGRD,NSTATE, IUSER, USER)

C1-+44+ + ++ ++ +1-4+4 + +4+1-44+ + +4+ + +4+ + +44+4+ +1-44+ +44+1-4+ + + + +4+ + + + + +4 + +

DECLARACIÓN DE VARIABLES

C++ + + + + ++ +444+ + + + + +4+4- + +44+ + +44-444+ +4+ +44+ +1-4+ + +4+ +44+ + + ++ +4+ + + + +

INTEGER MODE,N,NSTATE,IUSER<l>,DIMí,DIM2,I,S
PARAt4ETER<DIM1=íO,DIM2=20>
DOUBLE PRECISION X<NS,OBJF,OBSGRD<NS,USER<l5,U,MED<DIM1>,
* V(DIMl,DIMl5,PROD<DIMl5,PROD2,LO,BETA,CX
CONMON/DATOS/MED,V

FUNCIÓN OBJETIVO

13=0
BETA=0
IF(IUSER<l5.EQ.l> TREN

U=USER<15
ELSE

BETA=USER(15

CALL
*

*

‘,BETA

OES

‘BETA

OES
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ENDIF

OESF O
LO=U
DO 10 I=í,N

LO=LO-MED (1) *)( <1)
10 CONTINUE

CX=U-LO
DO 20 I=1,N

PROD<15=0
DO 30 3=1,N

PROD<I)=PROD(I)+V(I,J>*X(S>
30 CONTINUE
20 CONTTNUE

PROD2==0

DO 40 I=í,N
PROD2=PROD2+PROD(11) *X <115

40 CONTINUE
IF<IUSER(1).EQ.í) TREN

OBSF==-<LO**2. 5/ (PROD2+(LO**2. si
ELSE

OBSF=SQRT<BETA! <1.—BETA)) *SORT<PROD2S+CX
ENDI E

C GRADIENTE

IF<UMODE.EQ.15.OR.(MODE.EQ.2)5.AND.(IUSER<í).EQ.í)) TREN
DO 50 I=í,N

OBSGRD<15=0
DO 60 S~l,N

OBJGRD <1> =OBSCRD<I) +2. *V (1, 5) *)< <5>
CONTINUE

OBSGRD <37) = <OBSGRD<15-
2.*LO*MED(I55/<<PROD2+<LO**2.)>**2.>

OBSGRD(I>=OBSGRD<I)* (LO**2)

OEJGRD<I5=<(2.*MED(I)*LOS/<PRODP4<LO**2.)))+OBJGRD<11)
50 CONTINUE

ENDIE’
TF<<<MODE.EQ.í5.OR.<MODE.EQ.2>5.AND4IUSER(íYEQ.25) TREN

DO 20 I=1,N
OBSGRD <11) =0
DO SO S=1,N

OBJGRD(15=OBSGRD(I)1-V<I,S)*>(<5)
CONTINUE
OBJGRD<15=(OSJGRD<I)~SQRT (BETA! (1.-

BETAS) /SQRT (PROD2)

60

80

CONTINUE
ENDIE’

RETURN
END

*

70
4-MED (1)
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PROGRAMACIÓN ESTOCASTICA MONORJETIVO

Caso Cuadrático

C++444+444+4±++++4-+1-4++++1-44++++4++1-++++4++++++++4++++++1-++1-44+++4
C PROGRAI4ACION ESTOCASTICA MONOOBSETIVO
C CASO CUADRÁTICO
C
tA Linkar con: NORMUL,ALECU,NAGLIB/LIB

C DECLARACION DE VARIABLES
C+++1-1-1-+44++1-+++++4-1-1-4++++44+++++++++++1-1-4++++++1-44++1-1-+4++++++4++

PROGRAN CUADRATICO

INTEGER DIM1,DISI2
PARANIETER(DIM1=l0, DIM2=20)
INTEGER U, UCLIN, 37,5,OPC
DODELE PRECISTON C<DIM2,DIMí),BL<DIMí+DIM2+15.BU<D11M1+DIM24-15,
* X<DIM1>,T1,T2,TIEMPO,BB<DIMÍ,DIMí),H(DIMl>,
* ES <DIMiS , V <DIMíS

CHARACTER*20 FICHERO,COMENT
CHARACTER*30 SALIDA
EXTERNAL NORt’IUL, ALECU, XO5BAF

C TIEMPO DE CPU
C4-+ + + + + +1- + + +1-1-44+ + 4- + +1-4- + + +44+ + +4+4-4-4++++++ +44- + 4-44-4-4-1-44+4+ + 4-4-4-4+4- +4

Tl=XO5BAF <5

C+ + +444444+ + + + + + +1-44+ + + + +4+4-4-1-4+ +4+ + +44+ + +44+ +4+ +44+ + + ++ +1-444+ +4 + +

C LECTURA DE DATOS
Cl- + + + + + + +1-4+44444 + 4-4+4+ + + +1-44 + + +4+1-4+ + +44+ + +4+4-44 + + +44+444 + + +4+4-4+

WRITE(*,*) ‘Introduce el nombre del fichero de datos’
READ(*,*) FICHERO
OPEN<3,FILE=FICHERO,STATUS=’OLD’)
READ<3,*) COMENT
READ(3,*) N
READ<3,*5 COMENT
READ<3,*) NCLIN
READ<3,*) COMENT
DO 10 I=l,NCLIN

READ(3,*) (C<I,JS,J=l,N>
10 CONTINUE

READ<3,*) COMENT
DO 20 I=1,N

READ(3, *5 BL<I) ,EU<I)
20 CONTINUE

READ<3,*) COMENT
DO 30 I=1,NCLIN

READ<3,*) BL<N41> ,BU<N+I>
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30 CONTINUE
READ(3,*>COMENT
DO 40 I=1,N

READ <3, *5 (BB<I, 55 , Sil, NS
40 CONTINUE

READ (3~ * 5
READ (3, * 5
READ < 3, * 5
READ<3, *5
READ<3, *5
READ(3,*>
READ<3, *5
READ (3, *5
CLOSE<35

COMENT
, I=1,N>

COME NT
<ES<15,I=l,N5
COMENT

(V<15 , I=l,N5
COMENT
(X(I> , I=í,N5

SALIDA=’CUAD- ‘ //EICHERO
OPEN(6, FILE=SALIDA, STATUS=’NEW’ 5

MENO
C4+ + 4- + + + + + + +1-1-44+ + +4±4++ + -s-44+ +1-4+ + +4+4-4+4+4-1-44+ + +4+4+ + + + 4- + +4+4-44- +1-

35 CONTINUE
WRITE <*, * 5
WRITE(*,*5 ‘Elije Opción:’

WRITE<*, *5
WRITE<*,*5’1.~ Caso Normal’
VJRITE<*,*5 ‘2.— Aleatoriedad Simple’
WRITE<*,*>~3.~ Terminar’

45 READ<*,*> 0PtA
IF<<OPC.LT.15.OR.<OPC.CT.355 COTO 45
IF<OPC.EQ.15 TREN

CAIL NORSIUL<N,NCLIN,C,BL,BU,EB,H,ES,V,X5
COTO 35

ENDI E’
IF(OPC.EQ.2) TREN

CALL ALECU(N,NCLIN,C,BL,BU,BB,H,XS
SOTO 35

ENDIE

T2=XOSBAF< 5
TIEMPO=12—Tl

WRITE<6, *5
WRITE<6, *>
WRITE<6, *5
WRITE <6, *5
WRITE (*, *5
WRITE (~,
WRITE<*, *5
WRITE<*, *>
WRITE<6, *5
WRITE <*, * 5
WRITE (*, *5
WRITE U’,
WRITE U’,

TIEMPO C.P.U.:’,TIEMPO,’ segundos’

*5!
TIEMPO C.P.U.:’,TIEMPO,’ segundos’

‘“ FINAL DE PROGRAMA **‘

‘“ FINAL DE PROGRAMA **‘

*5 ‘Los resultados se han impreso en el fichero:’

~5 SALIDA

C
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CLOSE (65

END

O SUBRRUTINA NORNUL
C CASO NORMAL. PROBLEMA CUADRÁTICO

SUEROUTINE NORNUL<N,NCLIN,C,BL,BU,BBí,H1,ES1,V1,X>

C DECLARACIÓN DE VARIABLES

INTEGER DIMí, DIM2, LWORK, LIWORK
PARAMETER<DIMl=1O, DIM2=2O,LWORK=2~ (DIM1**2> +DIM1*D1M2422*DIMí+
* 11*DIM2+21,LIWORK=3*DIM1+DIN42+2)

INTEGER N,NCLIN, 1,5, ISTATE <DIMí+0IM2+l) , KX(DIMíS , ITER,
* IWORK<LIWORK> ,IFAIL, IUSER<í>

DOUBLE PRECISION C(DIM2,DIM15,BL(DIM1+DIM2+15,BU(DIM1+DIM2+í5,
* X(DIM1>,ES<DIMí>,CVEC(DIMlS,A<DIM1,DIM1),B<DIMlS
* ,OS5,TINDí,TIND2,CJAC(1,DINXS,ESl<DIMí),
* CLAI4DA(DIM1±D1M2415,WORK<LWORK) ,V(DIM15,
* U,NL(15 ,OBJGRD<DTMíS,R<DIMT, DIMí> ,V1 (DIMí)
* USER<45,BETA,H<DIMí> ,BB(DIMT, DIMí) ,Hl (DIMí)
* BEl <DIMí, DIMí)

EXTERNAL EO4NEE,EO4NCE,OBSFUN,CONFUN,EO4UEF,EO4UCP,EO4UDM

COMMON/DATOS1/ES, BB
COMMON/DATOS2/V, 5

DO 1 I=l,N
ES(I)=ESí (1>
V < 15 =Vl (1 5
[3(15 =Hí <15
DO 2 S=1,N

BB<I,S5=BB1 (1,3>
2 CONTINUE
1 CONTINUE

C+++ + + + + + + + +4+ + + +444+ + +44+ +1-44+ +444+ +44+1-44+ +1-4444+ +1-4+4444 + + + +4 + +

C VALOR ESPERADO

WRITE(6, *5

WRITE <6, *5’——
WRITE<6,*>! CASO NORMAL’
WRITE <6, *> ‘

WRITE (6, *)

DO 10 I=1,N
CVEC <15=—ES<15

10 CONTINUE
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DO 20 I=1,N
DO 30 J=1,N

A <1, 5> =2 . * BB (1, 55
30 CONTINUE
20 CONTINUE

TINDl=0.
DO 40 I=1,N

TINDí=TINDÍ1-fl <15 *ES (15 *ES (1>
40 CONTINrJE

DO 50 I=1,N
TINDí=TIND1+H<I5 *V<I5

50 CONTINUS

IFAIL=—l

CALL EO4NEF(’Problem Type = QP2’5
CALL EO4NEF<’Print Level = 0’)

CALL EO4NCF<N,N,NCLIN,DIM2,DIMí,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,E,
* ITER,OBJ,CLAtdDA, IWORK,DIMí,WORK,LWORK,IFAILS

WRITE U’, ~)
WRITE<*,*> ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’
WRITE<*, *5
WRITE(*,*) (X<I5 ,I=í,N>
WRITE <*, *5
WRITE<*,*) ‘Función Objetivo: ‘,OEJ+TIND1
WRITE <*, *5
WRITE(*,*>IFAIL = ‘,IFAIL

WRITE<6, 5 ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’
WRITE (6, ~>

WRITE<6, *5
WRITE(6,*) ‘Función Objetivo: ‘,OBJ+TINDl
WRITE <6, *5
WRITE<6,*>~IEAIL = ‘,IEAIL

C ?AINIMA VARIANZA

DO 60 I=í,N
CVEC(I)=~4.*ES<in>*H<I>*V(IJ

60 CONTINUE
DO 70 I=1,N

DO 80 S=1,N
IF<I.EQ.S5 TREN

A <1,5) =2. *V (1)
ELSE

A <1,55=0.
ENDIE

80 CONTINUE
70 CONTINUE
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TIND2=0.
DO 90 I=1,N

TIND2=TXND2+2.*(V(I5**2.5*(H<I5**2.5
90 CONTINUE

DO 100 I=1,N
TIND2=T1ND244.*(ES<I>**2.5*<H<15**2.5*V(I5

100 CONTINUE

lEAl L=- 1

CALL EO4NEF<’Problem Type = QP2’>

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,
* ITER,OBS,CLAMDA, IWORK, DIMl,WORK, LWORK, IFAIL)

WRITE <~, ~>
WRITE <~, *

WRITE <~, ~5
WRITE <*, *5
WRITE U’, *5
WRITE (*, *5
WRITE <*, *5
WRITE <~,

WRITE<6, ~>
WRITE <6, *>
WRITE(6, ~5
WRITE <6, *5
WRITE ~6, *5
WRITE (6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6,

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

<X<I5 , I=í,N5

‘Función Objetivo: ‘,OBS+TIND2

*5~IFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

(X<15 , I=1,N5

‘Función Objetivo: ‘,OBS+TIND2

*>~IFAIL = ‘,IFAIL

C+4±++ + + + +1-4+4+ + + + + +4+4-4-4+ + +44+ +1-4+ + +4 + +4+4- + +4+ + +4444+ + + +4+ + + +44 + +

MININO RIESGO
C+44-4-±+ + + + +1-1-4+4+ + + + +4 + + +4+ + +4 + + +44+ +4+ + +4+ + + +4 + + +1-4444+ + + +4+ + +4+ +

WRITE<*,*5
WRITE(*,*5 ‘Introduce el Nivel de
READ(*,*5 U

Aspiración U’

USER <15 ~U
USER<25 =TINDí
USER <35 =TIND2

BL (N+NCLIN4l5 =-1E1O
BU <N+NCLIN41S=13—TINDí

CALL
C CALL
C CALL

EO4UEF(’Print Level = O’>
EO4UEF<’Print Level = 10’)
EO4UEF<’Verify Level = 3’)

IUSER (15=1
lEAl L=- 1
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CALL EO4UCF<N,NCLIN,1,DIN2,1,DIM1,C,BL,BU,CONFUN,OBSFUN,ITER,
* ISTATE, NL, CSAC,CLANDA, OES,OBJGRD,R,X, IWORK, LIWORK,
* WORK, LWORK, TUSER,USER, IFAIL)

IF<IEAIL.EQ.6> TREN
CALL EO4UEF<’Warm Start’5
DO 110 I=1,N

DO 120 J=í,N
IF<I.EQ.J5 THEN

R (11,55=1.
ELSE

R<I,J5=O.
ENDIE

120 CONTINUE
110 CONTINUE

IFAIL=-1
CALL EO4UCF<N,YCLIN,l,DIIA2,1,DIb4l,C,BL,sU,CoIÑFUN,oBSnnÑ,ITBR,
* ISTATE, NL, CSAC,CLAt4DA, OBS, OBSGRD,R, X, IWORK,
* LIWORK, WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

CALL EO4UEF(’Cold Start’5
ENDIF

WRITE (*, *5
NEITE <*, *5
WRITE <*, * 5
WRITE (*, *5
WRITE<*, *>
WRITE <*, ~5
WRITE U’, *5
WRITE<*, *5
WRITE U’,

WRITE<6, *5
WRITE <6, *5
WRITE (6, *5
WRITE<6, *5
WRITE <6, *5
WRITE (6, *>
WRITE<6, *5
WRITE (6, *5
WRITE <6, ~>

‘SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO
‘Nivel U: ‘,U

‘Función Objetivo: -OES

*>~IFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO’
‘Nivel U; ‘,U

(X(I5 , I1,N5

‘Función Objetivo: -OES

‘IFAIL = ‘,IFAIL

C+ + +41-4+444 + + +4444+ + + +4+ + + +4+ +4+ + +44+4+ +44+ + +4+ + +4+ + +4+4444 + + + ++ + +

KATAOKA
C++ + + + + + + + +44 ++ + + +1-4 ++ + +44+ +1-4+4+ + +44+4+ + +4+ + +4+ + + + +44+4+ + +444 + +4+

WRITE <*, * 5
WRITE(*,*> ‘Introduce la probabilidad BETA’
READ<*,*> BETA

USER (4> =EETA

CALL E0413EP(’Print Level = O’)
CALL EO4UEF(’Print Level = 10’)
CALL EO4UEF(’Verity Level 3’>

IUSER(1> =2
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IFAIL=-1

CALL EO4UCF
*

(N,NCLIN,O,DIM2,1,DIM1,C,BL,BU,EO4UDM,OBJFUN,ITER,
ISTATE, NL, CSAC,CLANDA, OES,OBJGRD,R, X, IWORK, LIWORK,
WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

WRITE (*, * 5
WRITE (~, ~)
WRITE <*, *5
WRITE<*, *5
WRITE<*,*>
WRITE (*, *5
WRITE<*, *5
WRITE<*, *5
WRITE <~,

WRITE <6, *>
WRITE <6, *

WRITE (6, *

WRITE(6, *5
WRITE<6, *5
WRITE <6, ~>
WRITE (6, *5
WRITE<6, *5
WRITE <6, *5

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Probabilidad BETA: ‘,BETA

(X<I5 ,I=1,N5

‘Función Objetivo: OES

*5’IFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘probabilidad BETA: ‘,BETA

<X<I5 ,I=’1,N5

‘Función Objetivo: OBS

‘IFAIL = ‘,IFAIL

RETURN
END

SUERRUTINA OBSEUN
C FUNCIÓN OBJETIVO PARA MÍNIMO RIESGO Y KATAOKA

SUBROUTINE OBSFUN(MODE,N,X,OBSF,OBSGRD,NSTATE,IUSER,USER>

C+++ + + 4-4-1-1-44+ + +444+ +1-4+ + + + +44+ +1-4+ + ++ +44+ +44+ + + +4 + + +44±4+ + +44+4-44

DECLARACIÓN DE VARIABLES

INTEGER MODE,N,NSTATE,IUSER<15,DIMí,I,S
PARANIETER<DIM1=1O>
DOUBLE PRECISION X(NS,OBSF,OBSGRD<N5,USER(45,U,ES<DIMíS,
* V(DIM1>,PROD<DIM1S,PROD2,LO,BB<DIM1,DIMí),
* H<DIM15 ,Y,TIND1,TIND2,BX,BETA

COMMON/DATOSí/ES, BB
COMMON/DATOS2/V, E

FUNCIÓN OBJETIVO

U=USER(1)
TINDí=USER (2>

C
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TIND2=USER<3)
BETA=USER(45

LO=U
DO 10 I=l,N

PROD <15=0.
DO 20 S=1,N

PROD<15 =PROD
20 CONTINUE
10 CONTINUS

PROD2=0.
DO 30 I=1,N

PROD2=PROD2+PROD<1> *X <1)
30 CONTINUE

LO=LO-PROD2
DO 40 I=í,N

LO=LO±ES<115 *X <1)
40 CONTINUE

LO=LO-TIND1

Y=0.
DO 50 I=1,N

Y=Y+V<I> *

50 CONTINUE
DO 60 I=l,N

Y=Y—4 . *ES
60 CONTINUE

Y=Y+TIND2

<X <1) **2.

<1> *H<I> *V(I5 *X<I)

IF<IUSER<l5.EQ.l> THEN
OESF=— <LO**2. > / <Y+ <LO**2. >5

ELSE
OBJF=SQRT<RETA/ <1.—BETA)) *SQRT <Y) +13—LO

ENDIE’

GRADIENTE
C+ + + 4-4- + + + +1-44±4-+ +1-444+ + +1-44+ +1-4+ +44+1-4 + + +44 + + + 4 ++ +4 + + + +44+ + + +4 + +4

IF<<<MODE.EQ.í).OR.<MODE.EQ.2>).AND.<IUSER<í>.EQ.í)> THEN

DO 70 I=1,N
BX=0.
DO 80 J=í,N

BX=BX1-2.*BB<I,S> *X<S)
CONTINUE
OBJGRD <1>
OBJGRD <1>
OBJGRD (1>
OBSGRD <1>
OESGRD(1>

CONTINUE

=2.*LO* <[33<11>—EX>
=OBSGRD<15+2. *V <15 *X <1)
=OBSCRD<15—4. *ES <1) *H <1) *V <1>
=(OESGRD<I) * <LO**2. ) > /< <Y+(LO**2. 5>
=OBSGRD<I>+<2.*LO*<EX~ES<I5)/<Y+(LO**2.fl>

ENDI E’

IBM < <MODE.EQ.1) .OR. <MODE.EQ.2) > .AND. <IUSER<1> .EQ.2> > TREN
DO 90 I=1,N

OBJGRD <1) =V <1) *X <1> —2. *ES <1> *J4 <1> *V <1)

C

80

70
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OBJGRD<I)=SQRT<BETA/(1.~BETA55*OBJGRD(I>/SQRT<Y5
DO 100 J=1,N

OBJGRD(I>=OBJGRD<I>+2.*BE(I,S>*X<S)
100 CONTINUS

OBJGRDCI) =OBJGRD <1)—ES CI>
90 CONTINUE

ENDIF

RETURN
[3ND

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

C SUERRUTINA CONFUN
C RESTRICCIÓN NO LINEAL PARA MÍNIMO RIESGO

SUBROUTINE CONFUN<MODE,NCNLN,N,NROWS,NEEDC,X,NL,CJAC,NSTATE,
* IUSER, USER>

DECLARACIÓN DE VARIABLES

INTEGER MODE,NCNLN,N,NRWOS,NEEDC<NCNLNS,NSTATE, IUSER<l5 , DIMí, I,J
PARAldETER <DIM1=10 5
DOUBLE PRECISION X<N),NL<NCNLN),CSAC<NROWS,N>,USER<35,ES<DIM1),
* BE (DIMÍ, DIMÍ), U, TINDÍ, PROD<DIMí), PROD2

COMMON/DATOSí/ES,BE

C+++ ++ ++++1-1-1-4+44+4 + +1-4++++ + +4+ ++4++ +++ + + +4444+ + +1-4 + + + + +44+ + + +444
C RESTRICCIÓN
C4444+ + + + + + 4-4- + +1-1-1-++++ + +44++ + + +4+ + +4+ +44+ + + + + +4++ + +4+ + + + + +444+ + + +

U=USER<1)
TIND1=USER (2)

DO 10 I=l,N
PROD<1> =0.
DO 20 S=1,N

PROD<I>=PROD<I5+BB<I, SS *X<S>
20 CONTINUE
10 CONTINUE

PROD2=O.
DO 30 I=1,N

PROD2=PROD2+PROD<I)*><<~>
30 CONTINUE

NL <15 =PROD2
DO 40 I=í,N

NL (1) =NL <1) —ES <15 *X <1)
40 CONTINUE

GRADIENTE
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DO 50 I=1,N
CSAC<1, 1) =0.
DO 60 3=1,N

CSAC (1,1) =CSAC<1,1)42. ~BB <I,J5 *)< <5)
60 CONTINUE

CSAC (1, 15 =CJAC <1, 1) —ES <1)
50 CONTINUE

RETURN
END

C*****************************************************************

C SUBRRUTINA ALECU
C CASO ALEATORIEDAD SIMPLE. PROBLEMA CUADRÁTICO

SUBROUTINE ALECU<N,NCLIN,C,BL,BU,BB1,Hí,X)

DECLARACIÓN DE VARIABLES

INTECER DIMí, DIM2, LWORK, LIWORE<
PARAMETER(DIM1=1O,DIM2=20,LWORK=2* (DIM2+1)**2+22*DIMÍ+1í*DIM2
* +DIMÍ*DIM2+21,LIWORM=3*DIMl+DIM2+2)

INTEGER N,NCLIN,I,J,ISTATE<DIMí4-DIM2+í),KX(DIMí),ITER,
* IWORK<LIWORK> , IFAfl, IUSER<2)

DOUBLE PRECISION C<DIM2,DIM1),EL<DIM1+D1M241),BU<DIMí4DIM2+1),
* X<DIMl> ,MED(2,DIM1) ,CVEC<DIM1) ,A(DIM1, Elidí>
* S<DIM1),OBS,CLANDA(DIM14DIM241S,WORK<LWORK),T,
* SIGMA,U,NL(1),CJAC<1,DIMÍ),OBSGRD<DIL4Í>,
* R<DIM1,DIM1),USERC7),EETA,BB<DIM1,DIMl),LU,
* H<DIM1>,TIND1,TIND2,LO,BB1<DIM,DIMÍ),fll<DIMÍ>

EXTERNAL EO4NEF,EO4NCF,EO4UDM,OBSFUN1,CONPUNí,EC4UEF,EO4UCE
CO=4NON/DATOS1/MED,BB
COMMON/DATOS2/H

DO 1 I=1,DIM1
H<I5=HÍ<I)
DO 2 S=1,DIM

BE <1, 5> =BB1(I, 5)
2 CONTINUE
1 CONTINUE

C+ +++++44+4±4+ ++4-1-44+4- + + +44+ + 4-4-4++44+1-4 + + +44+1-4+ + +44+4+4+ + + + +4+ + +4

C VALOR ESPERADO

WRITE <6, *)

WRITE <6, *5’ ==

WRITE<6,*5 ‘ ALEATORIEDAD SIMPLE’
WRITE <6, *5’

WRITE(6,*5
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WRITE(*, *5
WRITE <*, *5
WRITE U’, ~>
WRITE(*, *5
READ <~, ~)
WRITE (~, * 5
WRITE <*, *5
WRITE(*, *5
WRITE U’, ~>
READ U’, * 5

‘Introduce el vector Cl’
(separado por espacios)

(MED(1,I> , I=1,N)

‘Introduce el vector C2’
<separado por espacios)

(MED<2,I> ,I=í,N)
WRITE(*, *5
WRITE U’, ~>
WRITE <*, *5
READ(*,*5 T
WRITE <*, *5
WRITE U’, * 5
WRITE U’, *5
READ<*,*) SIGMA

‘Introduce la esperanza de 2?’

‘Introduce la varianza de T’

DO 10 I=1,N
CVEC<I)=~<MED(1,I5+T*MED<2,I5

10 CONTINUS

DO 20 I=1,N
DO 30 J=1,N

A<I, 55=2. *BB(I, 35
30 CONTINUE
20 CONTINL7E

* <MED(2,I5 **2.

TINDl=O.
DO 40 I=l,N

TIND1=TIND1+H <15
40 CONTINUE

TiEND1=TIND1* ( <T”2. >+SJGMA)
LU=0.
DO 50 I=l,N

TIND1=TINDí4H<I5*(MED(l,I>**2.5
LU=LU+MED <1, 1) *[3 <15 *MED <2,1>

50 CONTINUE
TIND1=TINDí+LU*2. *T

1 FAI L=— 1

CALL EO4NEF<’Problem Type = QP2’5
CALL EO4NEF(’Print Level = 0’5

CALL EO4NCE(N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,XA,E

WRITE <~, * 5
WRITE<*,*5 ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’
WRITE(*, *5
WRITE<*,*5 <X<15 ,I=l,N>
WRITE <~, * 5
WRITE<*, *5 ‘Función Objetivo: ‘,OBJ+TINDí
WRITE <~, * 5
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WRITE(*,*5’IFAIL = ‘,IFAIL

WRITE<6,*5 ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’
WRITE <6, *5
WRITE(6, *5 (X<I) ,I=1,N)
WRITE <6, *>
WRITE(6,*) ‘Función Objetivo: ‘,OBJ+TIND1
WRITE <6, *5
WRITE(6,*)’IFAIL = ‘,IFAIL

MÍNIMA VARIANZA

LO=O.
DO 60 I=í,N

LO=LO+H(I> * (MED<2, 15 **2. 5
60 CONTINUE

TIND2=(LO**2.5*2.*SIGMA*<SIGMA42.*(T**2.)5+4.*SIGMA*<LU**25+
* 8.*T*SIGMA*LO*LU

DO 20 I’=í,N
CVEC <1) =—4 . *SIGMA* <LU+T*LOS *MED <2, 15

20 CONTINUE

00 80 I=1,N
DO 90 J=1,N

A<I, SS =2 . *51Gt41½*MED<2, 1) *MED (2, 5)
CONTINUE

CONT 1 NUE

IFA 1 L=- 1

CALL EO4NEF(’Problem Type = QP2’5
CALL EO4NEE<’Print Level 0’)

CALL
*

EO4NCF<N,N,NCLIN, DIM2, DIMí, C, BL, BU, CVEC, ISTATE, KX,X,A, E,
ITER,OBJ,CLANDA, IWORK,DIM1,WORK,LWORK,IFAILS

WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE

WRITE <6, * 5
WRITE(6, *5
WRITE<6, *)
WRITE<6, *5
WRITE <6, *>
WRITE(6, *5
WRITE <6, *>

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

<X(I5 ,I=1,N)

‘Función Objetivo: OBJ-4-TIND2

‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

<X<I5 , I=1,N)

‘Función Objetivo: ‘,OBJ4TIND2

C

90
SO

<*
(*, *5
<*, *5

(*, *5
<*, *5
U’, *5
~ ‘IFAIL =
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WRITE(6,*)~IFAIL = ‘,IFAIL

MÍNIMO RIESGO

WRITE <~, ~)
WRITE<*,*) ‘Introduce el Nivel de Aspiración U’
READ<*,*) 13

IUSER <1) =1
USER<15=13
USER(2> =TIND1
USER(3> =TIND2
USER(4>
USER(5>=SIGMA
USER<75 =LU

EL <N+NCLIN+15 =—1 . ElO
BU<N1-NCLIN+15 =13—TINDí

CALL
C CALL
C CALL

EO4UEF(’Print Level = O’)
EO4UEF(’Print Level = 10’)
EO4UEF(’Verify Level = 3’>

lEAl L= —1

CALL
*

*

NIVEL /‘

EO4UCF(N,NCLIN, 1,DIM2, í,DIMí,C,BL,
ISTATE, NL, CJAC,CLANDA, OES,
WORR, LWORK, IUSER, USER,IFAIL)

WRITE <*, * 5
WRITE<*,*) ‘SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO’
WRITE<*,*)iNivel U: ‘,U
WRITE <*, *5
lE <IFAIL.EQ. 3>

WRITE(*, *

BU, CONFUN1, OEJFUN1,ITER,
OEJGRD,R, X, IWORK, LIWORK,

THEN
5 ‘/ NO EXISTEN PUNTOS FACTIBLES PARA ESTE

ELSE
WRITE U’, *

WRITE <~, ~)
WRITE <~, *

WRITE <~, ~>
WRITE (~, *

ENDIE

<X(I) ,I=í,N)

‘Función Objetivo: ‘,-OEJ

IFAIL = ‘ , IFAIL

tÑRITE <6, *5
WRITE<6,*5 ‘SOLUCIÓN MÍNIMO RIESGO’
WRXTE<6,*)~Nive1 U: ‘,U
WRITE <6, ~>
IF<IEAIL.EQ.3) TREN

WRITE<6,*> ‘1 NO EXISTEN PUNTOS
NIVEL 1’

FACTIBLES PARA ESTE

ELSE
WRITE<6, *5 (X<I) ,I=1,N)
WRITE <6, *)

C
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WRITE<6,*> ‘Función Objetivo: ‘,—OEJ
WRITE <6, *>
WRITE<6,*)!IFAIL = ‘,IFAIL

ENDIF

C++ 44+ + ++ + + + +444+4 + + +1-44+4-44+ + +44+44+ + +4+ +++4 + + +44+4 + +1-1-44+ + + +4+ ++

C KATAOKA
C++++++ 4+ + + + 4-4444+4 + + +4+4+444+4-4±4+1-4+44+ + + +4 + + +444+ + + +1-4±+ + + +4+ ++

WRITE <~, ~>
WRITE<*,*> ‘Introduce la probabilidad BETA’
READ<*,*> BETA

USER<65 =EETA
IUSER <15=2

CALL EO4UEF<’Print Level = O’)
C CALL EO4UEE<’Print Level = 10’>

CALL EO4UEF<’Verify Level = 3’>

IFAIL=-1

CALL EO4UCF<N,NCLIN,O,DIM2,l,DIM1,C,BL,BU,EO4UDM,OBJFUN1,ITER,
* ISTATE, NL, ClAC, CLANDA, OES,OBJGRD,R, X, IWORK, LIWORK,
* WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

WRITE(*, *>
WRITE<*, *>
WRITE<*, *5
WRITE<*, *5
WRITE <*, *5
WRITE <*, *5
WRITE <*, *5
WRITE <*, *5
WRITE <*, *5

WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE

<6, *5
<6, *5
(6, ~)
<6, U
<6, U
(6, U
(6, U
<6, ~>
<6,~>

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Probabilidad BETA: ‘,BETA

<XCI> ,I=l,N)

‘Función Objetivo: 055

‘IEAIL ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Probabilidad BETA: ‘,BETA

(X<15 ,I=í,N5

‘Función Objetivo: ‘,OEJ

‘IFAIL = ‘,IEAIL

RE T URN
END
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C SUBRRUTINA QEJEUNÍ
C FUNCIÓN OBJETIVO PARA MÍNIMO RIESGO Y KATAOKA

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

SUBROUTINE OBJFUN1(NODE, N, X, 03SF,OEJGRD,NSTATE, IUSER, (JEEP)

C±++++±++4+++±++4+4±+++4++1-4++4++1-++++4±+1-4++4-4-1-4++++1-1--l-4444+++44

C DECLARACIÓN DE VARIABLES

INTEGER MODE,N,NSTATE,IUSER(25,DIM1,DIM2,I,J
PARAMETER(DIM1=10,DIM2=20)
POtABLE PRECISION X(N),OBJF,OBJGRD(N),USER(7),U,MED(2,DIMí),
* PROD<DIM1) , PROD2,LO,H(DIM1) ,BB<DIM1,DIM1)
* T, SIGMA,TIND1,TIND2,Y,AEC, BETA,BX,LU

COMMON¡DATOS1¡MED, BB
COMMON/DATOS2/H

FUNCIÓN OBJETIVO

U=USER(1>
TINDl=USER <25
TIND2=USER<3)
T=USER(4)
SIGMA=USER<55
BETA=USER<65
LU=USER (7>

LO=U
DO 10 I=1,N

PROD <1) =0.
DO 20 J4,N

PROD<I)=PROD<I>±BB(I,J>
20 CONTINUE
10 CONTINUE

PROD2=O.
DO 30 I=1,N

PROD2=PROD2+PROD<1> *X (15
30 CONTINUE

LO=LO-PROD2
DO 40 I=1,N

LO=LO+ (MED (1,1> 4T*MED (2,1) ) *X <1>
40 CONTINUE

LO=LO-TINDl

Y=O.
DO 50 I=1,N

PROD(l)=0.
DO 60 J=1,N

PROD(15 =PROD(15 +SIGMA*X (5> ~ <2, ¿~) *NED (2, 37)
60 CONTINUE
50 CONTINUE

PROD2=0.
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DO YO I=1,N
PROD2PROD2+PROD<JI> *X <15

YO CONTINUE
Y=PROD2
PROD2=O.
DO 80 I=1,N

PROD2=PROD2+H<I)*<MED<2,I>**2.>*T
80 CONTINUE

PROD2=4 . *SIGtAA* <LU+PROD2>
AEC=O.
DO 90 I=1,N

ABC=ABC+MED (2, 1) *X <1>
90 CONTINUE

PROD2=PROD2*ABC
YY — PROD242?1N02

IE<IUSER(1>.EQ.1> TREN
OBJF— <LO**2.5/ (Y+ <LO**2. 5

ELSE
OBJE=SQRT(BETA! <1.-BETA)> *SQRT<Y)+13L0

ENDIE

GRADIENTE
C+ + + + + + + + + + +++ + + +44++ +1-+++ +4++ +4+ +4 + +44+1-4+ ++4+ + + +4 + + + +1-444 + + + +44

IF<<<MODE.EQ.1).OR.<MODE.EQ.25>.AND.<IUSER<l>.EQ.1>5 TREN
DO 95 I=1,N

BX=O.
DO 100 J=1,N

BX=BX+2. *BB <1,5) *~< <J>

100 CONTINUE
OBJGRD<I>=2 . *LO* <MED <1, 1) 4T*MED<2, 1) —EX)
DO 110 J=1,N

OBJSRD<1> =OBJGRD <1) 42. *MED <2, 1> *MED (2, 5) <5) *5IGMA
110 CONTINUE

ABC=0.
DO 120 J=1,N

ABC=ABC4H<J> * (MED<2,J> **2.
120 CONTINUE

OBJGRD <15 =OBJGRD(I> . *5IGMA* <LU+T*ABC> *MED <2, 1>
OBJGRD<I)=<OBJGRD<I)*<LO**2.>)/(<Y+(LO**2.>>**2.5
OBJGRD<I>=OBJGRD<I>+<2.*LO*<EX~MED<í,I>~

<T*MED<2, 15>5/
* (Y4 <LO**2.

95 CONTINUS
ENDIE

IE< < <MODE.EQ.1> .OR. <MODE.EQ.2> > .AND. <IUSER<1) .EQ.2) 5 TREN
DO 125 I=1,N

OEJGRD<15=0.
DO 130 J=l,N

OEJGRD<I>=OBJGRD(I> 4-SIGMA*MED <2, 11> *MED<2, 5> *X <5>
130 CONTINUE

ABC=O.
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DO 135 Jil,N
ABC=ABC+ (MED(2,J> **2. 5 *H(J5

135 CONTINUE
OBJGRD <15 =OBJGRD(15 -2. *SIGMA* <LU1-T*ABC> *MED (2, 15
OBJGRD<I)~SQRT(BETA/<1.~BETA>)*OBJGRD(I5/SQRT<Y>
DO 150 J=1,N

OBJGRD(15 =OBJGRDCI> +2 .
4BB <1, 35 *X (3>

150 CONTINUE
OBJGRD(I>=OBJGRD(I5~MED(l,I)~T*MEO(2,I>

125 CONTINUE
ENDIE

RETURN
END

C SUBRRUTINA CONE’UN1
RESTRICCIÓN NO LINEAL PARA MÍNIMO RIESGO

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

SUBROUTINE CONFUN1 (MODE,NCNLN,N,NROWJ,NEEDC,X,NL,CJAC,NSTATE,
* 111355K,1355K)

C+++441-1-1-+-I-1-++++++++4++++1-+++4-1-++1-+++4+++1-4+++1-4+++++1-1-1-1-44+4-+4++

C DECLARACIÓN DE VARIABLES
C+4-4-441-4-4-1-1-+++++++-I-1-4++4-1-4+++1-++1-4+++4+++++++1-4++++1-4+444±++4-++++

INTEGER MODE,NCNLN,N,NKOW3,NEEDC(NCNLN5,NSTATE, IUSER(2> , DIMí, 1,3
PARANETER(DIM1=10>
DOUBLE PRECISION X(N>,NL(NCNLNS,CJAC<NKOWJ,N>,USER<75,MED(2,DIMTS,
* PROD<DIM1> , PROD2,BB(DIMí,DIMJI> ,T
CONMON/DATOS1/MEO, BE

C RESTRICCIÓN
C+++++4±4+ + + + + + + +44+ + + 4-4+ + +44+ + +4+ + +4+1-4 +++4+4 + -4-4+ + +1-4+44+ + + +4+ + +

T=USER <4)

DO 10 I=1,N
PROD(1> =0.
DO 20 J=í,N

PROD <1) =PROD(15 +BB <1,3) *X <~)
20 CONTINUE
10 CONTINUE

PROD2=0.
DO 30 I=1,N

PROD2=PROD2+PROD<1> *X (15
30 CONTINUE

NL <1> =PROD2
DO 40 I=í,N

NL <15 =NL (1>— <MED <1,1) 1-T*MED <2,15) *X <1)
40 CONTINUE
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C GRADIENTE

DO 50 I=1,N

DO 60 J=1,N
C3AC <1, 1> =CJAC<1, 1> +2. *55 <~, 3> *X <3)

60 CONTINUE
CJAC < 1, 15 =CJAC < 1, I>—<MED < 1, 1> +T*MED <2, 1)

50 CONTINUE

KETURN
END
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PROGRAMACIÓN ESTOCASTICA MULTIOB.JETIVO

APROXIMACIÓN MT.JLTIOBJETIVO

Caso Lineal

C PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIORJETIVO

C CASO LINEAL
C

C Linkar con: MULNOK,MULCAN,NAGLIB/LIB
C
C+41-44+4±++++1-1-1-4++++4++++44++1-+++4±+4+++4++4-1-4++1-4++++-f-44+++-4-+++4

C DECLARACIONDE VARIABLES

PROGHAMMEL

INTEGER DIMÍ,DIM2

PARAPIETER<DIMí=í0, DIM2=20>
INTEGER N, NEUN, NCLIN, 1,3, K, OPC

DOUBLE PRECISION C<DIM2,DIM1>,BL<DIMÍ-+-DIM2>,BU<DIMÍ+DIM2>,X<DIMl)
* ,Ti, T2, TIEMPO, MEDIA <DIMÍ, DIMí),

* VARÍ (DIMÍ, DIMÍ, DIMí) ,PESOS (DIMÍ)

CHARACTER*20 FICHERO, COMENT
CIIARACTER*30 SALIDA
EXTERNAL MULNOR,MULCAN,XO5BAF

C++ + + + + +44+4±4+ + +44+4+1-4+ + + +4+ + +4+ + +4+4+ +44+ + +4+ ++4+ +1-444+ + + +4+ + + +

TIEMPO DE CPU

C+±+±++4+ + + +1-1-44+ + + +44+ + +44+ + +4+4-44+4+444+ +4-4-+ + +4+4-44+ + +444 + + -4-4 + ++

Ti=XOSEAF <5

C4+++++++1-4444+ + + +44+ + + +4+ ++1-4 ++4+ + +1- + +4 + +44 + + +4+ + +4+ + +4444 + + +4+ ++

C LECTURA DE DATOS

C+44+±++ + + 4- + +44±4-+ +44 + + +1-4+ + +4+ + +44+44+1-4 + + +4+ + +1-4+ +444 + + + + + +4+4-4 +

WRITE(*,*5 ‘Introduce el nombre dei fichero de datos’

READ<*,*> EICHERO
OPEN(3,EILE=FICI-IERO,STATUS=’OLD’)

READ<3,*> COMENT
READ<3,*5 N
READ<3,*) COMEN’]?

READ(3,*> NEUN
READ(3,*> COMENT
READ<3,*) NCLIN

READ(3,*> COMEN’]?
DO 10 I=l,NCLIN

READ<3,*> <C<I,J),J=í,N)

10 CONTINUE
READ<3,*> COMENT

DO 20 I=1,N
READ<3,*> EL(I5 ,BU(I>

20 CONTINUE
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READ<3,*5 COMENT
DO 30 I=1,NCLIN

READ<3,*5 BL<N+I>,BU<N+I)
30 CONTINUE

READ<3,*) COMENT
DO 100 I=1,NFUN

READ<3,*) (MEDIA(I,J>,J=1,N)
100 CONTINUE

READ<3,*) COMENT
DO 110 I=í,NFUN

DO 120 3=1,N
READ<3, *1 <VARI <1,34<) ,K=1,N>

120 CONTINUE
READ(3, ~>

110 CONTINUE

READ<3,*5 COMENT
READ(3,*> <X<I> ,I=1,N>
CLOSE<3>

SALIDA=’LINEAL-’ //FICBERO

OPEN<6,FILE=SALIDA,STATUS=’NEW’)

C++444±++±±+1-+1-44±±+1-4++++4+++44+++4++4±+1-4±+1-4++1-44+++44+++44+++4

MENO

C++1-1-44444+++++1-1-1-4++1-4++4-+4+++4+++1-+++++++4++4++4-+1-4+++++++++++++

35 CONTINUE

WRITE(*, *>
WKITE<*,*> ‘Introduce los pesos de las funciones objetivo’
DO 130 I=í,NFUN

WRITE<*,*5~Eunción ‘,I
READ<*,*> PESOS(I>

130 CONTINUE

WRITE <6, *5
WRITE <6, * 5
WRITE<6, *>
WKITE<6,*> ‘Solución del problema de ponderaciones
WRITE <6, ~>
WRITE<6,*) ‘Pesos:’
WRITE<6,*> <PESOS<I> ,I=í,NEUN>

WRITE (6, *5

WRITE<*, *5
WRITE<*,*>íElije Opción:’
WRITE <~ ~>
WRITE<*,*>~1.~ Caso Normal’

WRITE<*,*> ‘2.— Cantelli’
40 READ<*,*> OPC

IE(<OPC.LT.15.OR.<OPC.GT.2)) COTO 40
IF(OPC.EQ.l> TREN

CALL MULNOR<N,NCLIN,C,BL,BU,X,MEDIA,VARI,PESOS,NFUN>

COTO 70
ENDIE’
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IE(OPC.EQ.25 TI-lEN

CALL MULCAN<N,NCLIN,C,BL,BU,X,MEDIA,VARI, PESOS,NEUN)
GOTO 70

ENDIF

70 WRITE<*,*1
WRITE<*,*) ‘1. Introducir nuevos pesos
WRITE<*,*>!2. Terminar’

30 READ<*,*) OPC
IFUOPC.LT.1).ORÁOPC.GT.2)5 GOTOSO
IE<OPC.EQ.1> GOTO 35

T2=XO5BAF<5
TIEMPO=~T2-T1

WRITE <6, *5
WIRITE <6, *5
WKITE <6, *>

WRITE<6, *5
WRITE(*, *5
WRITE <~,
WRITE <~, *5
WRITE(*, *5
WRITE <6, *5
WRITE U’, *5
WRITE <*, * 5
WKITE <~,
WRITE <~,
CLOSE<65

TIEMPO C.P.U.:’,TIEMPO,’ segundos’

* > ‘==~

TIEMPO C.P.U.:’,TIEMPO,’ segundos’

‘** FINAL DE PROGRAMA**‘

‘** FINAL DE PROGRAMA~‘

*5 ‘Los resultados se han impreso en el fichero:’
*5 SALIDA

END

C SUBRRUTINA MULNOK
C CASO NORMAL. PROBLEMAMDLTIOBJETIVO LINEAL

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

SUIBROUTINE MULNOK<N,NCLIN,C,BL,BU,X,MEDIA1,VARIí,PESOS1,NFUN)

C+444+++++ ++ +1-4+4 + 4- + +1-4 + 4-4-1-4+ + +4+ + + +4 + +44+44+ +1-4+ + +1-444-4-44+ -i- + +4+ +4

C DECLARACIÓN DE VARIABLES

C+++ ++++++444+ + + + + +444+ + + +4+ + +4 + + +4+ + +4+ +4+ ++4+ + + +4+ +++4 + 4-444+ +4± +

INTEGER DIMí, 0H42, LWORK,LIWORK

PARANETEK<DIM1=lO,DIM2=20,LWORK=2* (DIM2+1> **2420*DIMl+íl*DIM2,
* LIWORK=3*DIMl+D1M25

INTEGER N,NCLIN, 1,3, ISTATE <DIM1+DIM2) ,KX<DIM1S , ITER, IWOKK<LIWORK>
* ,IFAIL,IUSER(15,NFUN,K,OPC

DOUBLE PRECISION C<DIM2,DIMí>,EL<DIM1+DIM2>,BU<DIMÍ+DIM2),X<DIM1>
* ,CVEC(DIMí>,A<DINÍ,DIMT5,B<DIMJI>,0B3,
* 0533?, CLAr4DA(DIMÍ4DIM2S ,WORK<LWORK),

* U,NL<l5 ,CJAC<l, 1> ,OBJGRD<DIM1) ,R(DIM1, DIMÍ)

* USER<1>,BETA<DIM1> , lEE <DIMí) ,MEDIA1 <DIMí, DIMí>
* ,MEDIA<DIMí,DIMX>,VAKIl(DIMí,DI=’I1,DIMl),
* VARI (DIMí, DIMí, DIMí>, PESOSí (DIMíS ,PESOS (DIMÍ)
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EXTERNAL EO4NEE,EO4NCE,EO4UDM,OBJFUN,EO4UEF,EO4UCE,GO1CEF

COMMON/DATOS/MEDIA,VARI, 153?, PESOS

DO 1 I=í,NFUN
PESOS<1) =PESOSí<15
DO 2 3=l,N

MEDIA<I,3>=MEDIAl <1,3>
DO 3 K=l,N

VARI <1,3, N5 =VARI1 <1,3, K)
3 CONTINUE
2 CONTINUE
1 CONTINUS

VALOR ESPERADO

WRXTE(6, ~>

WRITE<6, *> ‘—---

WRITE(6,*>~ CASO NORMAL’
WRITE<6, *) ‘

WRITE (6, ~>

DO 10 I=1,N
CVEC(1) =0.

DO 15 J=1,NEUN

CVEO(15 =CVEC<I) -i-PESOS (35 ~MEDIA<J, 1>
15 CONTINUE
10 CONTINUE

lEAl L= -1

CALL EO4NEF<’Problem Type LP’)
CALL EO4NEE<’Print Level 0’)

CALL EO
4NCF<N,N,NCLIN,DIM2,DIN1,C,BL,BUCVECISTATEXXXAB

ITER,053,CLAMDA,IWORK,DISIÍ,WORK,LWORN IFAIL>

WRITE <*, ~)
WRITE<*,*5 ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

WKITE<*, *>
WRITE<*,*5 <X<I),I=1,N)

WRITE <~, ~)
WRITE<*,*)~purición Objetivo: ‘,OBj
0fl3E=053

WRITE <*, * 5
WRITE<*,*) ‘IFAIL ‘,IEAIL

WKITE<6,*5 ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

WRITE<6, *>
WRITE (6, *5 <X<I5 , I=1,N)
WRITE <6, *)
WKITE<6.*) ‘Función Objetivo: ‘,OBJ
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WRITE (6, * 5
WRITE<6,*)IFAIL = ‘,IEAIL

C+++ + ++ +1- + 4-4-4-4-1-444+ ++ 4-44+ + +1-44-4-4-4±+4+ 4-4- -9-4 + + + ++ +4+4- -i-++++4- + + 4-4+4-++ + +

C MININA VARIANZA
C++ ++1-4+1-1-41-44+ + + + +4+44+ +1-4+4-1-44+ +4+4- + +4+ + +4+ +1-4+ + +4+4+ + + +4+ +4+ +4 +

DO 30 I=l,N
DO 40 J=l,N

A<I,3>=O.
DO 45 K=l,NFUN

A<I,J5=A(I, 3> +2UPESOS<K) *VARI <K, 1, 3)
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

IFAIL=—í

CALL EO4NEF<’Problem Type = QPl’)

CALL EO4NCF<N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,EL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,
* ITEK,0B3,CLAMDA,IWORK,DIM1,WORK,LWORK, IFAIL>

45
40
30

WRITE <~, ~)
WRITE<*, *5
WRITE <~, ~>
WRITE U’, ~>
WRITEC*, *>
WRITE<*, *5
WRITE <~, ~>
WRITE (~,

WRITE <6, * 5
WRITE <6,

WRITE <6, ~)
WRITE(6, ~>
WRITE (6, ‘U
WRITE (6, ~>
WRITE <6, *)

NEITE <6,

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

<X(I) , I=í,N)

‘Función Objetivo: ‘,0E3

*)IIFAIL ‘,IFAIL

~) ‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

<X<I) ,I=l,N>

‘Función Objetivo: ‘,OBJ

*>~IFAIL = ‘,IEAIL

C+ + + +1- + +444+ + + + +44+ + 4- +4+ + +1-4+4-44+ +1-4+ +4+ + +44+44+ + +4+4-4-444+4-4+ + 4+ + +

C KATAOKA

SO CONTINUS

WRITE (*, *>
WRITE<*,*) ‘Introduce la probabilidad BETA de cada objetivo’
WRITE<*,*5 ‘ separadas por espacios’
READ<*, ~ (EETA<I) , I=1,NFUN>

DO 50 I=í,NEUN

IBE<I5=GOJICEF(EETA<I) ,IFAIL)
50 CONTINUS

CALL EO4UEF<’Print Level = O’>
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C CALL E0413EF<’Print Level = 10’>
C CALL EO4UEF(’Verify Level = 3’)

IUSER <1> =NFUN
IFAIL=-í

CALL EO4UCF<N,NCLIN,0,DIM2,1,DIMí,C,BL,EU,EO4UDM,OBJFUN,ITER,
* ISTATE, NL, CSAC, CLANDA,OES, OBJGRD,R, X, IWOKK, LIWORK,
* WORK,LWORK,IUSER, USER, IFAIL)

WRITE <*, *5
WRITE<*, *5
WRITE<*, *>
WRITE <*, *5
WRITE <~, *

WKITE <~, ~>
WRITE <*, *5
WRITE <*, *5
WRITE <~, ~>
WRITE<*, *5
WRITE <*, *5
WRITE U’, *5
WKITE<*, *>

‘SOLUCIÓN KATAOKA’

‘Vector de probabilidad BETA;

(BETA(I5,I=1,NFUN>

‘Vector solución’

, I=1,N>

‘Función Objetivo: 053

‘IFAIL = ‘,IFAIL

WRITE (6, *5
WRITE<6, *>

WRITE <6, *5
WKITE <6, ~>
WRITE(6, *5
WRITE <6, *5
~KITE (6, *5
WRITE<6, *>

WRITE <6, *5
WRITE <6, *5

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Vector de probabí
(EETA(I> , I=1,NFUN>

lidad BETA:

‘Vector solución’

<X<I5 ,11,NS

‘Función Objetivo: OES

‘IFAIL = ‘,IEAIL

WRITE <*, * 5
WRITE (*, *5
WKITE <~, ~5
WRITE <~, ~>
WRITE <*, *5
WRITE (* * 5
WRITE(*,*5
WRITE<*,*>
WRITE<*,*>

70 READ<*,*5
IF<<OPC.NE.1>.AND.(OPC.NE.255 SOTO 20
IF<OPC.EQ.15 SOTO 80

‘Esta solución corresponde a un mínimo riesgo’
‘de nivel; ‘,OBS

‘Si deseas mayor nivel, debes aumentar las’
‘probabilidades BETA’
Quieres cambiar las probabilidades?’

1.— SI’
2.— NO’

OPC

RETURN

END
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C SUERRUTINA OBJEtAN
FUNCIÓN OBJETIVO PARA KATAOKA

SUBROUTINE OBJFUN<MODE,N, X, OBJF, OBJGRD,NSTATE, IUSER, USER)

C DECLARACIÓN DE VARIABLES
+1- +1-1-1-1-1-1-1-4++1-41-4++ +44+ +1-1-4+ +444+ ++44+ +44+ + +1- +1-4+ + +4+ +1-4

INTEGER MODE,N,NSTATE,IUSER<1),DIM1,DIM2,I,S,NFUN,K
PARANIETER<DIMJI=l0, DIM2=20)

DOUBLE PRECISION X<N>,OBJF,OBJGKD<N),USEK<1>,U,MEDIA(DIM1,DIM1),
* VARI <DIM1, DIMí, DIMí>, PROD<DIMí), PROD2, lEE <DIMí>

* ,CX,PESOS(DIMT),OBJ<DIMJI>,GRAD<DIMl,DIMí)

COMMON/DATOS/MEDIA,VARI, lEE, PESOS

C FUNCIÓNES OBJETIVO INDIVIDUALES

NEUN=IUSEK<1)

DO 1 K=1,NFUN
CX=O.
DO 10 I=i,N

CX=CX+MEDIA<K,I) *X<I5
10 CONTINUE

DO 20 I=1,N
PROD(15=0.
DO 30 J=í,N

PROD<I>=PROD<I) 4VARI <K, 1,3> *X<3>

30 CONTINUE
20 CONTINUE

PROD2=0.

DO 40 I=í,N
PKOD2=PROD21-PROD<11> *X <1)

40 CONTINUE

OEJ<K) =IBE (K) *SQKT <PROD2>+CX

C++ + + + + + + + + +41-1-1-4+4 + + +4++ +1-1-4+ + +44+ +444+44+ + + +44+ + + +4+4+4 + +4+ +4+ +
C GRADIENTES INDIVIDUALES

C+ ++ ++++1-1- +1-44++++++ 4-44 + + +4+4+ + +44 + +4+ +1-1-4+ + +444+ + +444+ + +1-4 + +4+ + +

IEUMODE.EQ.1>.OR.<MODE.EQ.2)) THEN

DO 70 I=1,N
GRAD<K, 1> =0.

DO SO 3=1,N

80 CONTINUE

GRAD<K,I)=(GRAD<K,I>*IBE<K)/SQRT<PROD2))4MEDIA<K,I>
70 CONTINUE

ENDI E

419



ANEXO ¡

1 CONTINUE

C EUNCIÓN Y GRADIENTE PONDERADOS
C+ + + + + + + + + + + +1-1-1-44+++ +1-44+ +1-4+ + +4+444+ + + +44 ++44 + + +4+ + + + + + + +4+ +4+ +

OBJF=O.
DO 100 K=1,NFUN

OBJE=OBJF1-PESOS<K> *083 <K)
100 CONTINUE

IE<<MODE.EQ.1>.OR.<MODE.EO.2)) THEN
DO 110 I=1,N

OBSGRDCI> =0.
DO 120 K=1,NEUN

OESGRD<I>=OBJGRD<I)+PESOS<K>*GRAD<K,I)
120 CONTINUE

110 CONTINUE
ENDIF

RETURN
END

C SUBREUTINA MULCAN
CANTELLI. PROBLEMAMULTIOBCETIVO LINEAL

SUBROUTINE MULCAN<N,NCLIN,C,SL,EU,X,MEDIA1,VARI1,PESOSí,NEUN>

C+44+44+44 + + +1-1-44+4 ++4+ ++ +4+ ++44+4 + +4 + +1-1-44+ + +4 + +44444+4 + + +44+ + + +4

DECLARACIÓN DE VARIABLES

C44++ ++++++ 4- + + +4+44 + +4+ + +1-44+4+ +1-44- +4 + +1-44+ + +4 ++1-44+4- + + + +4444-4- ++ ++

INTEGER DIMí, DIM2, LWORR, LIWORI=
PARANETER<DIM1=l0,DIM2=20,LWORK=2* <DIM2+1) **2+20*DIMí+í1*DIM2,
* LIWORK=3*DIMí4DIM2>

INTECER N,NCLIN, 1,3, ISTATE<DIMí4DIM2) ,KX<DIM1) , ITER, IWORK<LIWORK>
* ,IFAIL,IUSER<í),NFUN,K,OPC

DOUBLE PRECISION C<DIM2,DIM1>,BL<DIM1+DIM2>,BU<DIMl+DIM2),X<DIM1)
* ,CVEC<DIMÍ> ,A<DIMI,OIMÍ> ,B(DIMÍ> ,OEJ,
* OBJE, CLANDA< DIM1+DIM2) , WORK <LWORK>,
* U, NL <1), C3AC<1,1>, OBJGRD<DIMí), R <DIMÍ, DIMí>

* USER<í),BETA<DIM1> ,MEDIA1 <DIMí, DIMí>
* ,MEDIA (DIMí, DIMí), VARI 1< DIMí, DIMí, DIMí)

* VARI (DIMÍ,DIM1,DIb4i) ,PESOS1 (DIMí) ,PESOS (DIMí)

EXTERNAL EO4NEF,EO4NCF,EO4UDM,OBJEUNí,EO4UEF,EO4UCF

COMMON/DATOS/MEDIA,VARI,BETA, PESOS

DO 1 I=1,NFUN
PESOS<1) =PESOSJI <1)

DO 2 J=1,N

MEDIA<I,3)=MEDIAí <1,3)
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DO 3 K=1,N
VARI (1,3,1<> =VARI1 <1,3,1<5

3 CONTINUS
2 CONTINUS

1CONTINUE

C VALOR ESPERADO

C+++-i-1-444++++ + + + +4+1-4+4+11+ + +4+ + +4 + +4+44+ + +11+ +1-4+4- +1-1-44+ + +1-4+ + +4 +

WRITE <6, *5

<6, *5 =
(6,*5~ CANTELLI’
<6, *5 ‘

WRITE <6, *5

DO 10 I=1,N
CVEC<15=0.

DO 15 3=1,NFUN
CVEC<I)=CVEC<I) +PESOS(3) *MEDIA<3, 15

CONTINUE
CONTINUE

IFAIL=—1

CALI EO4NEF(’Problem Type = LP’>

CALL EO4NEF<’Print Level = O’)

CAIL EO4NCF<N,N,NCLIN,DIM2,DIN1,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,E,
* ITER,0E3,CLANIDA, IWORK, DIM1,WORK,LWORK,IFAIL>

WRITE
WKITE
WRITE

15
10

WRITE(*, *5
WKITE U’, *5
WRITE U’, *5
WRITE <~, *

WRITE <*, *5
WRITE <~,
OBJYE=OBJ

WRITE <*, *5
WRITE <~, ~>

WRITE <6, *5
WRITE<6, *5
WRITE <6, * 5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, * 5
WRITE<6, *5

‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

, I=1,N5

*5 ‘Función Objetivo: ‘,0B3

‘IFAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

(X<15,I=1,NS

‘Función Objetivo: ‘,0B3

‘IEAIL = ‘,IEAIL

MÍNIMA VARIANZA

C++ +4+444+ + + + + + + + +4+41-4+ + +44+4+4+4+4+44+44+4 + +44+ +4+4 + ++ + + +4 + + -i-±+ +

DO 30 I=1,N

C
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DO 40 J=1,N

A <1,3) =0.
DO 45 K=1,NFUN

CONTINUE
CONTINUE

CONTINUE

IFA 1 L=—1

CALL EO4NEF<’Problem Type = QP1’>

CALL EO4NCE<N,N,NCLIN,D1t42,DIMÍ,C,EL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,E,
* ITER,OBJ,CLANDA,IWORK,DIM1,WOKK,LWORK, IFAIL)

WRITE <~, ‘U
WRITE<*,*>
WRITE <~, ~>
WKITE<*, *>
WRITE <~, ~>
WKITE(*, *5
WRITE(*, *>
WKITE <~,

WRITE <6, ~>
WRITE<6, *>
WRITE(6, ~>
WRITE<6, ~>
WKITE<6, *>
WRITE <6, ~>
WRITE <6, *>

WRITE (6,

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

, I=í,N)

‘Eunción Objetivo: ‘,OBJ

‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

, I=1,N)

~>‘IFAIL =

‘Función Objetivo:

~>‘IFAIL =

OES

‘,IFAIL

C+ +44+ + + + + + + +4 + + + + +44+++1-4+++4+ + +1-4+4-4+ +4++ +1-44+1-44+ + + + + +4444 + +4 ++

C KATAOKA

80 CONTINUS
WKITE <~, ~>
WKITE<*,*) ‘Introduce la probabilidad BETA

WKITE<*,*) ‘ separadas por espacios’
READ(*, *5 <BETA<I5 ,I=í,NFUN>

de cada objetivo’

CALL EO4UEF(’Print Level = O’)

C CALL EO4UEF<’Print Level = 10’)
CALL EO4UEF<’Verify Level = 3’)

IUSER <1> =NFUN

IFAIL=-1

CALL
*

*

EO4UCE<N,NCLIN,0,DIM2,1,DIM1,C,BL,BU,EO4UDM,OBJFUNí,ITER,
ISTATE, NL, CSAC, CLANDA,OES, OBSGRD,R, X, IWORK, LIWORK,
WORK,LWOKK,IUSER, USER, IFAIL>

WRITE <~, ‘U
WRITE<*,*) ‘SOLUCIÓN KATAOKA’

45
40

30
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‘Vector de probabilidad BETA:WRITE (*, *5
WRITE <*, *5
WKITE<*, *5
WKITE (*, * 5
WRITE<*,*5
WRITE <*, *5
WRITE<*, *>

WRITE (~, ~>
WRITE <* ,~>
WRITE <*, *5
WRITE<*,*>IIFAIL =

WRITE (6, *5
WRITE<6, *5
WRITE <6, * 5
WRITE<6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5

<BETA<I5 , I=1,NFUN)

‘Vector solución’

<X(15 , I=í,N5

‘Función Objetivo: ,OBS

‘,IEAIL

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Vector de probabilidad BETA:

<BETA<I) ,I=í,NFUN>

‘Vector solución’
<X<I5 ,I=l,N)

‘Función Objetivo: OES

‘IEAIL = ‘,IFAIL

WKITE<*, *5
WRITE <~, ~>
WRITE<*, *5
WRITE<*,*5

WRITE <~,
WRITE U’,
WRITE <~,
WRITE U’,
IÑRITE <~,

70 READ<*,*
11PM <OPC
IF (OPC.

‘Esta solución corresponde a un mínimo riesgo’
‘de nivel; ‘,OEJ

*5 ‘Si deseas mayor nivel, debes aumentar
*5 ‘probabilidades BETA’

*5 ‘Quieres cambiar las probabilidades?’
*5 ‘1.— SI’
*5 ‘2.— NO’

0PtA
.NE.í5.AND.<OPC.NE.25> COTO 70

EQ.1) COTO 80

las’

RETURN

END

C SUBRRUTINA OBSFUNí
C EUNCIÓN OBJETIVO PARA KATAOKA

C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

SUBROUTINE ORJEUNí <MODE,N, X, OBJE, OBJGKD,NSTATE, IUSEK, USER>

C++1-1-44444+++++++4+++1-4++1-44++1-4++1-4+1-4+1-++++44++1-44±±++44+++4+++

DECLARACIÓNDE VARIABLES
C+ +++1- + +44+44+4-1-4-44+ +1-4 + + + +4+ + +4+4+44+4+ + +4 + + +4+ + + +44 + + + ++4+ + + +44

INTEGER MODE,N,NSTATE,IUSER<í5,DIM1,DIM2,I,3,NFUN,K
PARANETER<DIMl=íO, DIM2=205
DOUBLE PRECISION X<NS,OBJE,OBJGRD<NS,USER<í5,U,MEDIA<DIM1,DINI1),
* VARI <DIMí, DIMí, DIMí>, PROD<DIMí>, PROD2, BETA(DIMí>
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* ,CX,PESOS<DIM1>,OES(DIM1>,GRAD<DIMl,DIM1~>

COMMON/DATOS/MEDIA,VAKI, BETA, PESOS

C EUNCIÓNES OBJETIVO INDIVIDUALES

NFUN=IUSER<1)

DO 1 K=1,NEUN

CX=O.
DO 10 I=1,N

CX=CX+MEDIA(K, 15 *X (1)

CONTINUE
DO 20 I=1,N

PROD<1) =0.

DO 30 J=í,N
PKOD(1) =PROD

CONTINUE
CONTINUE
PROD2=C.

DO 40 I=l,N
PKOD2=PROD24PROD<15 *X <15

CONTINUE

lo

30
20

40

<I>+VARI <1<, 1,3) *X<J)

OBJ(K)=SQKT(BETA(K>/(í.—BETA(K) >5*SQKT(PROD2)+CX

C++
tA GRADIENTES INDIVIDUALES

SO

*

70

IE<(t-IODE.EQ.15.OR.<MODE.EQ.2)) THEN
DO 70 I=1,N

GRAD(K, 15=0.
DO 80 J=1,N

GRAD<1<, 1> =GRAD<K, 1) +VAKI<K, 1, 3> *X <3>

CONTINUE
GRAD<K,I)~=<GRAD<R,I>*SQRT<BETA<K>/<1.~BETA<K5)>

/SQRT (PROD2) 5 +MEDIA (1<, 1)
CONTINUE

ENDIE

1 CONTINUE

C++4+4+ + + + + +44+4 + +4+4+4+1-4+ + +1-1-4+1-44+ + +4++ +4++4+ + +44+ + + +44- + +44 + +4

tA FUNCIÓN ‘1 GRADIENTE PONDERADOS

C4-~-+ ++ +1-444+4+ + + +444+ + +4+4+ + +4+ + +4+ + + +4+41-4+41-4 + +1-44+ + +44- + +44+ +4 +

OBJE==O.
DO 100 K=l,NFUN

OBSE=OBSE±PESOS<1<) *OBJ<K>

100 CONTINUE

IFHMODE.EQ.í>.OK.<MODE.EQ.2>) TBEN

DO 110 I=1,N

OBSGKD(15=0.
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DO 120 K=l,NFUN

OBJGKD<ISOBJGRD<I5+PESOS(1<5 *GRAD<K, 1>
120 CONTINUE

110 CONTINQE

ENDIE

KETUKN
END

APROXIMACIÓN MULTIOBJETIVO

Caso Cuadrático

tA PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBSETIVO

C CASO CUADRÁTICO
C
tA Linkar con; CUADNOR,ALECUN,NAGLIB/LIB

tA
C+ ++4-4-4-4444+ + + +44+ + +44+4- +44+ +44+1-4+ +4+4+4 + + +4+ +444+ + + + + +1-4+ + +4+ + +4

C DECLARACION DE VAKIABLES

C+4++++++ +1-44+ + +44+ +4+4+ + +44++44+44+ +4+4-4+ +1-44+ + + ++ + + + + + 4-44 + + + +4 + +

PROGRAIy4 MULTICUAD

INTEGER DIM1,DIM2

PARANETEK<DIMí=10, DIM2=20)
INTEGER N,NEUN,NCLIN,I,J,K,OPC
DOUBLE PRECISION C<DIM2,DIMJI>,BL<DIMí+D1M241>,BU<DIM1+DIM2+l>,
* X<DIMí>,T1,T2,TIEMPO,BB(DIM1,DIN1,DIMÍS,
* 1-1 (DIMí, DIMí) ,ES <DIMí, DIMí) ,V<DIMi, DIMí>
* PESOS<DIMí)

CHARACTEK*20 FICHERO, COMENT

CHARACTEK*30 SALIDA
EXTERNAL CUADNOK,ALECUM,XO5BAF

C++ + 4-1-4+4+4+ + + +4 + + +44+ + +4+ + +4+ + + ++ +4+1-4+ +4+ +1-4+ + + +4+ + + +4+44 + + + +1- + +

tA TIEMPO DE CPU
C+4±++ + + + + + +4+4+444+4-44+ + + + + + +4+44+4-4+1-4+ +4 + + + +4 ++++4+4+ + + + +4+ + +4+

TJI=XOSBAE <5

C++4-4-4-4- + + 4-1-44+ + + +4 + +44+4-1-4±4+4 + +4+ +4+1-4+4-4±4-4-1-44+4-1-44+ + 4-444 + + +4+4-4

C LECTURA DE DATOS

WKITEU’,*) ‘Introduce el nombre del fichero de datos’

KEAD<*,*) FICHERO
OPEN<3, EILE=FICHERO, STATUS=’ OLO’)

READ<3,*) COMENT
READ<3,*) N
READ<3,*5 COMENT
READ(3,*) NEUN

READ<3,*5 COMENT
READ<3,~> NCLIN
READ<3,*) COMENT
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DO 10 I=1,NCLIN
KEAD<3,*) <C<I,J) ,S=1,N5

10 CONTINUS

READ(3,*> COMENT
DO 20 I=1,N

KEAD(3,*) BL<I),BU<I>
20 CONTINUE

READ<3,*> COMENT
DO 30 I=1,NCLIN

READ<3, ‘U BL<N415 ,BU<N1-I5
30 CONTINUE

READ<3, *5 COMENT
DO 35 K=1,NEUN

DO 40 I=1,N
READ(3,*5

40 CONTINUE

READ<3 *5
35 CONTINUE

READ<3,*> COMENT
DO 50 K=1,NFUN

READ<3, ‘U <H(K, 15 ,I=1,N5
50 CONTINUE

READ<3,*5 COMENT
DO 60 K=1,NEUN

READ(3, *)<ES <1<, 1) , 1=1, NS
60 CONTINUE

KEAD<3,*5 COS¶ENT

DO 70 K=1,NEUN

20 CONTINUE
READ<3,*5 COMENT
READ<3,*) (X<I),I=í,NS

CLOSE(35

(BB <1<, 1,35, J=1,N>

SALIDA= ‘ CUAD-’ //FICHEKO

OPEN<6, FILE=SALIDA, STATUS=’NEW’

C+ +++44+44+ + + +4+4+1-44+ + +4 ++4+ +1-4+4-1-4+4+4+ + + +44+ + +44+ + +44+4 + + + ++ +4+

tA MENÓ

C+ + +4+4+ + + + + +4444- +4+4+ ++4+4-4+ + +4+ +41-4+4+4+4-1-444+ +44 + + + +4444+ + 4-4 + +4

80 CONTINUE

NI-RITE <*, *>
WRITE(*,*> ‘Introduce los pesos de las funciones objetivo’
DO 90 I=1,NFUN

WKITE<*,*>IEunción ‘,I

KEAD<*,*) PESOS<I)
90 CONTINUE

WKITE (6, ~>
WRITE <6, * 5’
WRITE<6,*) ‘ SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:’

WRITE <6, *5 <PESOS<15, I=í,NFUN>
WRITE <6, *5 ‘

WRITE <6, *5
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ÑRITE <~, ~>
WKITE<*,*) ‘Elije Opción:’
WKITE(*, *5
WRITE<*,*>1.~ Caso Normal’

WRITEU’,*) ‘2.— Aleatoriedad Simple’
100 READ<A½’U 0PtA

IE<<OPC.LT.í).OK.<OPC.ST.2>5 SOTO 100
IF<OPC.EQ.í) THEN

CAIL CUADNOR(N,NCLIN,C,BL,EU, EE,H, ES,V,X, PESOS,NEUN)

SOTO 110
ENOIL
IE(OPC.EQ.2> THEN

CALL ALECUM<N,NCLIN,C,BL,13U,BB,H,X,

SOTO 110

PESOS, NFUN)

ENDIE

110 CONTINUE
WRITE <~, ~)
WRITE<*,*> ‘1.— Dar nuevos pesos
WRITE<*,*>!2.~ Terminar’

120 KEAD<*,*) 0PtA
IF<<OPC.NE.15.AND4OPC.NE.2>> SOTO 120
IF<OPC.EQ.l) SOTO SO

T2=XO5BAE(>
TIEMPO=T2—T1

WRITE <6, ‘U
WRITE <6, *>

WKITE<6, *5
WRITE (6, *5
WRITE U’, ‘U
WRITE < ~, ~>
WRITE <*, ~>
WRITE U’, ‘U
WRITE<6, *

WRITE <~, *

WRITE <~, ‘U
WRITE <~,
WKITE (~,
CLOSE<6>

TIEMPO C.P.U.:’,TIEMPO,’ segundos’

TIEMPO C.P.U.:’,TIEMPO,’ segundos’

>‘~ EINAL DE PROGRAMA”’
)‘** FINAL DE PROGRAMA”’

‘~> ‘Los resultados se han impreso en el fichero:

‘U SALIDA

END

£ SUERRUTINA CUADNOR
tA CASO NORMAL. PROBLEMACUADRÁTICO MULTIOBJETIVO

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

SUBROUTINE CUADNOR<N,NCLIN,C,EL,BU,EB1,HJI,ES1,Ví,X,PESOS1,NEtJN)

C++ + + +44 + +44+ + +1-44+ ++4+ + +444+44+ +44+4+ + +4+ + +44+ + +4+ + + +1-41-44+ + + +4+4-

C DECLARACIÓN DE VARIABLES

C++±++ ++++++444- + + +4+4- +4+4+1-4+44+ + +4+44+ + +4+4 + +44 + +44 + + + + + +444+ + ++ 4-

INTEGER DIMí, DIM2, LWORK,LIWORK
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<DIM1**25+DIM1*DIM21-22*DIMl+
* 11*DIM2+21,L1W0RK3*DIMJI+DIM2+2)

INTEGER N,NCLIN,I,3,K,NEUN,ISTATE<DIM1+DIM24-1>,KX<DIMÍS,ITER,
* IWORK<LIWORK), IFAIL, IUSEK<í) ,OPC

DOUBLE PRECISION C<DIM2,DIMí>,EL<DIM1+DIM2+l),BU<DIMl+DIM2+í),
* X<DIM1> ,ES <DIMí, DIMí> ,CVEC<DIM1> ,A<DIMl, DIMí),

* B<DIMí>,OBS,TINDí<DIMl),TIND2<DIMí),T1,T2,
* CSAC<1,DIMí>,ESl(DIMÍ,DIMlS,CLANDA<DIMJI+DIM2+í>,

* WORK<LWOKK),V<DIMi,DINí>,NL<i>,OBJGRD<DIM1),
* R<DIM1, DIMí> ,V1 <DIMí, DIMí> ,USEK<í) , SETA(DIM1)

* H<DIMJI, DIMí) ,BB<DIM1, DIMí, DIM15 ,H1 <DIMí, DIMí)
* BBl <DIMí, DIMí, DIMí>, PESOSí <DIMí> ,PESOS <DIMí)

EXTERNAL EO4NEF,EO4NCF,OBJFUN,CONFUN,EO4UEE,EO4UCE,EO4UDM

COMMON/DATOSÍ/ES,BB,V, H, PESOS,BETA,TINDí,TIND2

DO 1 K=1,NEUN
PESOS(1<5 =PESOSi <RS
DO 2 I=i,N

ES (1<, 1> =ESi <1<, 1>
V <1<, 1) =Ví (1<, 1>
H<K,I)=Hí <1<, 1)

DO 3 3=i,N
BB<K, I,J>=BB1 <1<, 1,35

3 CONTINUE
2 CONTINUE

1 CONTINUS

tA VALOR ESPERADO
C4- + + + + +444+ + + + + +44+4-1-4+4-1-4+ + +444- + +4 + + +4+ +1-444+44+ + +4+4+ + + + + 4+ + +4+4

WRITE<6, ‘U

WRITE <6, *> ‘

WRITE<6,*5~ CASO NORMAL’
WRITE (6, ~) ‘=======——-=

WRITE <6, *5

DO 10 I=i,N
CVEC<1) =0.
DO 15 K=l,NFUN

CVEC<1) =CVEC<1)—PESOS<K) *[35 (1<, 1)
15 CONTINUE
10 CONTINUE

DO 20 I=i,N

DO 30 3=i,N
A<I,3)=O.
DO 35 K=í,NFUN

A<I, 3> ~A(I, 3> 42. *PESOS(1<) *BB <1<, 1, 3>

35 CONTINUE
30 CONTINUE
20 CONTINUE
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DO 37 K=1,NFUN

TINDí <K> =0.
DO 40 I=1,N

TINDí <1<) =TINDí <1<> 1-5

CONTINUE
DO 50 I=l,N

TINDí <1<) =TINDÍ <1<> +5

CONTINUE
CONTINUE

(1<, fl *ES (1<, 1) *[35 <K, 1>

T1=O.
DO 55 K=l,NFUN

Tl=Tí+PESOS <RS *~ffl4ffl <1<>
55 CONTINUE

IFA 1 L=- 1

CALL EO4NEF(’Problem Type = QP2’>
CALL EO4NEF<’Print Level = O’>

CALL EO4NCF<N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,
* ITER,OBJ,CLAIy4DA, INORE, DIM1,WORK, LWORR,IFAIL)

WRITE <~, ‘U
WRITE<~, ‘U
WRITE<*, *>
WRITE<*, *>

WRITE<*, *5
WKITE <~, * 5
WRITE <~, ~)
WKITE <~,

WRITE (6,
WRITE<6, ~>
WRITE <6, *

WRITE<6, *)
WKITE <6, *

WRITE <6, ‘U
WRITE<6, *

‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

<XCI), I=í,N)

‘Función Objetivo: ‘,OBJ+Tl

*)IIFAIL = ‘,IEAIL

‘U ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

<1) , 1=1, NS

‘Función Objetivo: ,OBJ+Tl

‘IEAIL = ‘,IEAIL

C+ +44+ + 4- + +++44+ + + +1-4+ + + + + +44- + +4+ +4+4-44+4+ ++4++ +4+ +1-4+ ++++++4+ + + +4 +

MÍNIMA VARIANZA
C+ + ++++++ +444+ + + + +44+1-4+ +4+4- + ++ + +++1-+ + ++ +44+4- + + 4 + +4+ + + + +4+4+ + + +4+ +

DO 60 I=1,N

CVEC<I>=0.
DO 65 K=l,NFUN

CONTINUE
CONTINUE

DO JO I=l,N
DO 80 S=1,N

IE<I.EQ.J) TREN
A <1,3) =0.

DO 85 K=í,NFUN

tA

65
60

40

50
37
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A(I, 35 =A<I, 35 +2. ~PESOS (K> *V<K, 15

CONTINUE
ELSE

A (1,35=0.
ENDIF

CONTINUE

CONTINUE

90

TIND2

100
95

DO 95 K=l,NFUN
TIND2 <K>=O.
DO 90 I=1,N

TIND2 (1<5 =TIND2 <1<5+2.

CONTINUE
DO 100 I=1,N

<1<5 =2?IND2(1<5~4~ * (ES (K, 1> **2
CONTINUE

CONTINUE

* (V<K,I>**2. 5 * <H<K, 15 **2

* <E <1<, 15 **2. 5 *V<K, 15

T2=0.
DO 105 K=l,NFUN

T2=T21-PESOS(1<> *TIND2 <1<>
105 CONTINUE

IEAIL=—1

CALL E04NEF<’Problemn Type = QP2’>

CALL EO4NCF<N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,
* ITER,OBS,CLAMDA, íWORK, DIMJI,WORK, LWORK,IFAIL)

WRITE<~, ~>
WRITEU’, ~>
WRITE<*, *5
WRITE<*, *5
WRITE U’, ~)
WKITE(*, *>
WRITE <~, ‘U
WRITE <~,

WBITE<6,*)
WRITE <6, *5
WKITE(6, ~>
WRITE<6, *5
WRITE <6, *5
WKITE <6, *5
WRITE <6, *5
WKIT3? (6, ‘U

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

, I=l,NS

‘Función Objetivo: OB54 2? 2

*5IIEAIL = ‘,IFAIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

<X<15 , I=1,N5

‘Función Objetivo: ‘,OBJ+T2

‘IFAIL = ‘,IFAIL

KATAOKA

210 CONTINUE
WRITE<*, * 5
WRITE<*,*5 ‘Introduce el vector de probabilidades BETA’

35

80
70

C
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WRITE<*,*5 ‘ separado por espacios

READ<*,*5 (BETA<KS,K1,NFUNS

CALL
tA CALL
tA CALL

EO4UEF<’Print LeveS = O’)
EO4UEF<’Print Level = 10’>
EO4UEF<’Verify Level = 3’)

IUSER <1) ~NFUN

IFAIL=—1

CALL EO4UCF<N,NCLIN,O,DIM2,1,DIM1,C,BL,EU,EO4UDM,OEJFUN,ITER,
* ISTATE, NL, CSAC, CLANDA, OES, OBJGRD,K, X, IWORK, LIWOKK,
* WORK,LWOKK,IUSER, USER, IFAIL)

VJRITE(*, *5
WKITE (*, * 5
WRITE <~, ~>
WRITE U’, ‘U
WRITE(*, *5
WRITE (*, *>

WRITE U’, ‘U
WKITE(*, *5
WRITE <~, ~>
WRITE <*, *5
WRITE <~,

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Vector de Probabitidades BETA:

<BETACIS ,Iil,NFUN>

‘Vector solución:’

1=1, NS

‘Función Objetivo: ,OBS

*5’IFAIL = ‘,IFAIL

WRITE <6, *5
WRITE<6, *5
WRITE (6, *>
WRITE <6, *5
WKITE<6, *5
WRITE<6, *

WRITE <6, *

WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *5
WRITE <6, *

‘SOLUCIÓN KATAOKA’
‘Vector de Probabi
(BETA<I> ,Iil,NFUNS

lidades BETA:

‘Vector solución:’

<X(I5 , I=1,N5

‘Eunción Objetivo: OES

5 ‘ IFAIL = ‘ ,

WRITE <~, *

WKITE <~,
WRITE<~,
WRITE U’, * 5
WRITE<*, *5
WRITE <*, *5
WRITE U’, * 5
WRITE<*, *5
WRITE<*,*)~2.~ NO’

200 READ<*,*5 0PtA
IEUOPC.NE.l5.AND.<OPC.NE.2)> GOTO 200

IF<OPC.EQ.1> GOTO210

*5 ‘Esta solución corresponde a un Mínimo Riesgo’

*5’de nivel: ‘,OEJ

‘Si deseas mayor nivel, debes aumentar las’
probabilidades BETA’

‘Quieres cambiar las probabilidades?’
‘1.— Sí’

RETURN
END
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* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

C SUERRUTINA OBJEtAN
tA FUNCIÓN OBJETIVO PARA MÍNIMO RIESGO Y KATAOKA

SUBROUTINE OBSFUN<NODE,It X, OBSF, OBJGRD,NSTATE, JUSER, USER>

tA DECLARACIÓN DE VARIABLES

C++++1-1-+44-44++++1-444+++4+++44++4++44+-f4++±44++4-4-++++1-444+-i-+++4-F1-+

INTEGER MODE,N,NSTATE,IUSER(15,DIMÍ,I,S,R,NEUN

PARANETER<DIM1=105
DOUBLE PRECISION X(N>,OBJF,OBJGRD<N>,USER<1>,ES<DIMí,DIMÍ),
* y (DIMí, DIMí), PROD<DIMí), PROD2,PESOS<DIMÍ),

* BB(DIMl,DIMÍ,DIMTSJI<DIMÍ,DIMÍ),Y<DIMÍ),
* TINDÍ<DIM1),TIND2<DIMí>,BETA(DIMí),
* OBS<DIM1) ,GRAD<DIMJI,DIMl>

COMMON/DATOS1/ES,BE,V, [3, PESOS,BETA,TINDí,TIND2

C++4 + +++++1-44+ + + +1-44 + + + +1- + +44+4-4 + 4-44+ + +4-4-1-4+4- +4+ +1-4+4±4+ +1-4+4+4+ +
C FUNCIONES OBJETIVO INDIVIDUALES

Cl- + +444444+ + + +1-44 ++ + +4+ + +4+ + + +4+4+ ++1-4+ + +4 + +4+ + + +4+ +1-1-4-1-4+ + +1-4+ +1-

NFUN=IUSER<1)

DO 5 K=í,NFUN
DO 10 I=l,N

PROD<1> =0.

DO 20 3=1,N

PROD<15 =PKOD<1) 4BB (1<, 1, 3> *X <35
20 CONTINUE
10 CONTINUE

PROD2~0.
DO 30 37=142

PROD2=PROD24PKOD<I)*X<I>

30 CONTINUS

OES(1<> =PROD2
DO 40 I=1,N

OBJ<KS=OB3<K>-ES(K,Il *X(I5
40 CONTINUE

OBJ<1<) =OBS(K) 1-TINDJI <RS

Y<K5=O.
DO 50 I=i,N

Y<K)=Y(K)±V(K,I5*(X<I)**2.)

50 CONTINUE

DO 60 I=l,N

60 CONTINUE

Y <ES =Y <E) +TIND2 <K)

OB3<K>=OBJ(K>+SQRT<BETA<K)/(i.~BETA<K)>>*sQRT(y<Kss

5 CONTINUE
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Cl- + +4+ + + +1-444+ + 4- ++44+ + + +4 + +44+4+ + +++44+ +4 + +44+1-4+ +1-44+ + + + +4+4 + +4+

GRADIENTES INDIVIDUALES

IF<<MODE.EQ.1).OR.<MODE.EQ.2)> TI-lEN
DO 80 K=1,NEUN

DO 90 P=1,N
GRAD<K,I5=V<K,I5*X<I>~2.*ES<K,I>*H<K,I>*V<K,I)
GRAD<K,I)=SQKT<BETA(K)/<l..~BETA<K)fl*GRAD<K,I)/

SQRT<Y (1<>

DO 100 3=1,N
GRAO<1<, 1> =GRAD<1<, 15 +2. *BB <K, 1, 35 *X <3>

CONTINUS

GRAD(K, I5=’GRAD(K, I5-ES(K,I5

CONTINUE
CONTINUE

ENDIE

C+ +++++1-444+4+ + +4+4±4-1-4 + + +44+ +44+4+ + +4+444+44 + +44 + + +44+4- + + +4+ + +4 +

FUNCIÓN Y GRADIENTE PONDERADOStA
C++++++4++++++ + + ++++4 + + ++ + 4+4 + 4+ + +4 + 4+4 + + 4+4+44+4+1-4+4+11 4++++++4

053F=0.
DO 110 K=í,NFUN

OBSF=OESE+PESOS(K5 *083<1<>

110 CONTINUE
IF<<MODE.EQ.1).OR.<MODE.EQ.2)> THEN

DO 120 I=í,N

OBJGRD(15=0.
DO 130 K=1,NEUN

OE3GRD<1> =OESGRD<1)
CONTINUE130

120

+PESOS<1<) *GRAD <1<, 1)

CONTINUE
ENDIF

RETURN
ENO

tA SUERRUTINA CONFUN
C RESTRICCIÓN NO LINEAL PARA MÍNIMO RIESGO

SUEROUTINE CONFUN<MODE,NCNLN,N,NROWS,NEEDC,X,NL,CJAC,NSTATE,
* IUSER, USER)

DECLARACIÓNDE VARIABLES

INTEGER MODE,NCNLN,N,NRWO3,NEEDC<NCNLNS,NSTATE, IUSER<í> ,DIMl, 1,3
PARAMETER<DIM1=’l05

DOUBLE PRECISION X(NS,NL<NCNLN>,CSAC<NROWJ,N>,USER<3>,ES<DIM1),
* BE (DIMí, DIMíS ,13, TINDí, PROD<DIMí>, PKOD2

tA

100

90
80

C
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COMMON/DATOSJI/ES, BB

tA RESTRICCIÓN
C+444+ ++ 4- +4-4+ + +1-444 +4-4-44+ +44-4-4+ +4+1-44- + +1-44- + +4+ + 4-4+ + + +4+ + + ++ + +44+ +

U=USER(1)
TIND1=USER <2)

DO 10 I=1,N
PROD<1> =0.

DO 20 3=1,N
PROD<1) =PROD<1) +55 <1,35 *X <3)

20 CONTINUE
10 CONTINUE

PROD2=0.

DO 30 I=1,N
PR002=PKOD2+PROD<15*)< <1)

30 CONTINUE
NL <15 =PROD2
DO 40 I=í,N

NL <15 =NL <1) —ES<11> *X <1)
40 CONTINUE

C+ +4+ + + + 4- + +4+4-4-4-444+4-44+ +4+4-1-4+4-4+4-44 + + +1-4+ +44+ +444+1-1-4+44-4-++ + +4+

tA GRADIENTE
C++4-44444+ + +444+ + + +44+ + +4+1-4+4-4+ + +4+ + ++44+4-4+ ++4+4-4-4-444+ + ++4+4-44 +

DO 50 I=í,N

CSAC<1, 1> =0.
DO 60 3=i,N

CJAC <1, 1> =CJAC <1, 15 42. ~BB (1, 3) *X <3>
60 CONTINUE

CJAC <i, 15 =CSAC<1, 1>—ES<1>

50 CONTINUE

RETURN
END

tA SURRRUTINAALECUM

tA CASO ALEATORIEDAD SIMPLE. PROBLEMACUADRÁTICO
MULTIOB3ETIVO

SUBROUTINE ALECUM<N,NCLIN,C,BL,BU,EBí,Hí,X,PESOSJI,NFUN)

tA DECLARACIÓN DE VARIABLES

INTEGER DIMí, DIM2, LWORK,LIWORK
PARAtdETER<DIM1=íO,DIM2=20,LWOKK=2* <DIM2+1> **2422*DIM1+li*DIM2
* 4DIM1*DIM2+21, LIWORK=3*DIM1+DIM2+2>

INTEGER N,NCLIN, 1, J,K, ISTATE(DIM1+DIM2+i> ,KX<DIMÍ> , ITER,
* IWOKK<LIWOKK>, IFAIL, IUSER(2> ,NFUN,OPC
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DOUBLE PRECISION C<DIM2,DIMJIS,BL<DIMÍ1-DIM2+1),EU<DIM1+DIM2+l5,
* X(DIM> ,MEO<2, DIMí, DIMí> ,CVEC<DIMi> ,A(DIMÍ, DIMí>
* ,E<DIMí),OBJ,CLANDA<DINl+D1M2415,WORK<LWORK5,
* T(DIMí>,SIGMA(DIM1>,NL<i>,CSAC(í,DIMí),LU<DIMi),
* OBSGRD(DIM1>,R<DIMl, DIMí> ,USER<l5 ,BETA<DIMlS

* PB <DIMí, DIMí, DIMí) ,H<DIM1, DIMí) ,TIND1 <DIMí),
* TIND2 (DIMí), LO, BEl <DIMí, DIMÍ, DIMÍS, Hl <DIMí, DIMí>

* ,PESOSl<DIMí),PESOS(DIMÍS,Tí,T2,TLIN<DIMl,DIMÍ)

EXTERNAL EO4NEF,EO4NCF,EO4UDM,OEJFUN1,EO4UEF,EO4UCF

COMMON/DATOSí/MED,BE, H, PESOS, TINDí, TIND2, BETA, T, SIGMA, LU

DO 1 K=1,NEUN
PESOS<1<) =PESOSJI (K)

DO 2 I=l,DIMJI
H <1<, 15 =HÍ <1<, 1)
DO 3 J=í,DIMÍ

BF<K,I,S>=BB <I=,I,S>
3 CONTINUE
2 CONTINUE
1 CONTINUE

C+++ 44-4- + + + + 4-44+ + + +1-1-44+1-4+ + +4+ + +4 + +44 + 4-4+ + +44+ + +4+ + ++ +4 + +1- + + 4 + +4+4

C VALOR ESPERADO

WRITE <6, ~)

WRITE <6, *5’ ==

WRITE(6,*>’ ALEATORIEDAD SIMPLE’

WRITE <6, ‘U
WRITE<6, *5

WRITE U’, ‘U
WRITE<*,*) ‘Introduce los vectores Ci’
WKITE(*,*5 ‘(separando las componentes por espacios)’
DO 5 K=i,NFUN

WKITE <~, ‘U
WRITE<*,*5~Función; ‘,I<
READ<*,*5 <MED<i,R,I> ,I=l,N>

5 CONTINUE
WRITE <*, * 5
WRITE(*,*) ‘Introduce los vectores 02’
WRITE<*,*> ‘<separando las componentes por espacios)’
00 7 K=1,NEUN

WRITE <~, ‘U
WRITEU’,*)~Función: ‘,K

READ(*,*5 (MED<2,K,I>,I=i,N)
7 CONTINUE

WRITE U’, ~)
WRITE<*,*) ‘Introduce las esperanza de 2? separadas por

espacios’
WRITE(*, *)

READ<*,*> (T<K),K=l,NFUNS
WRITE <~, *>
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WRITE<*,*5 ‘Introduce las varianzas de T separadas por
espacios

WRITE U’, *5
KEAD<*,*) (SIGMA<K) ,K=í,NFUNS

DO 10 I=l,N

CVEC<115=0.
DO 15 K=l,NFUN

CVEC<15 =CVEC(1> -

PESOS<K)*<MED<1,K,I5~l~T<K>*MED<2,K,I))

15 CONTINUS
10 CONTINUE

DO 20 I=i,N
DO 30 J=i,N

A <1,35 =0.

DO 25 K=í,NFUN
A(I,J)=A<I,3)42.*PESOS<I=)*BB(K,I,S)

25 CONTINUE
30 CONTINUE
20 CONTINUE

00 35 R=i,NEUN
TINDí <1<) =0.
DO 40 11,N

TINDí(K5=TIND1<K)+FflK,I5*<MED<2,K,ís**2.s

40 CONTINUE
TINDJI<K>=TINDí<K>*<<T<K>**2.5+SIGMA<KSS
LU (K) =0.
DO 50 I=i,N

TINOJI<K5 =TIND1 <K) 41-1 <K, 15* <NED<1, 1<, 15 **2.

LU <K) =LU <1<> +MED<1, 1<, 1) *H (1<, 1) *MED<2, 1<, 1)

50 CONTINUE
TINDJI <1<5 =TIND1 (1<) +LU <1<5*2. *T <1<)

35 CONTINUE

Ti=0.
DO 55 K=í,NEUN

TÍ=T14PESOS <1<5 *fl~~JI <1<)
55 CONTINUE

1 FAI L= - JI

CALL EO4NEF<’Problem Type = QP2’5
CALL EO4NEF(’Print Level = 0’)

CALL EO4NCF<N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL,BU,CVEC,ISTATEKXXAB
* ITER,OBJ,CLANDA, IWORK,DIMi,WORK,LWORK,IFAILS

WRITE <*, ‘U
WRITE(*,*5 ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’

WRITE <~, ‘U
WRITE(*,*) (X<I),I=í,N5
WRITE <*, *5
WRITE<*,*5 ‘Función Objetivo: ‘,OBJ1-Ti

WRITE <~ * 5
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WRITE<*,*5IFAIL = ‘,IFAIL

WRITE<6,*> ‘SOLUCIÓN VALOR ESPERADO’
WRITE<6, ~>

WRITE<6, ~>
WRITE<6,*> ‘Función Objetivo; ‘,OBJ+Tí

WRITE<6, ~>
WRITE<6,*>~IFAIL = ‘,IEAIL

tA MININA VARIANZA

C++ +++444+ + +4+4 + + +1-44+ + +1-4-4+ + +4 + +4+44 + +4+ +4+ +4+ + +4+ +1-1-44+ + +1-4+ +4+ +

DO 57 K=l,NFUN

LO=0.
DO 60 I=i,N

LO=LO+H<K,I)*<MED<2,K,I5**2.>
60 CONTINUE

TIND2 <1<> <LO**2. > *2 *SIGMA<K)* (SIGMA<K) 42.* <T <RS **2) 5+
*

4.*SIGMA<K>*<L13<R>**2.>l~8.*T<K5*SIGMA(K>*Lo*LU<R>

DO 70 I=i,N

TLIN<K,I)=~4.*SIGMA<K)*<LU<K)±T<R>*LO>*MnD<2,K,I5
70 CONTINUE

57 CONTINUE

T2=0.
DO 65 I=i,N

CVEC(JI) =0.
DO 75 K=l,NFUN

CVEC<I>=CVEC (1> +PESOS<K> *TLIN <1<, 1)
75 CONTINUE
65 CONTINUE

DO 77 K=i,NFUN
T2=T2+PESOS<RS *TIND2 (KS

77 CONTINUE

DO SO I=i,N

00 90 S=i,N
A <1,3)=0.
DO 35 K=í,NFUN

A<I,J5=A<I,3)1-2.*PESOS<K>*SIGMA(r=s*MED(2,g,í>*
* MEO<2, K, 3>

35 CONTINUE
90 CONTINUE

30 CONTINUE

IFAIL=-i

CALL EO4NEF<’Problem Type = QP2’)
CALL EO4NEF<’Print Level = 0’)
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CALL EO4NCE<N,N,NCLIN,D11Y42,DIMJI,C,BL,EU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,
* ITER,OBS,CLANIDA, IWORK,DIMl,WORK,LWORK, IFAIL)

WRITEU’, ~>
WRITE <~, ~>
WRITE <~, ~)
WRITE <*, *5
WRITE <*, * 5
WRITE U’, ~>
WRITE <~, ‘U
WRITE <*, *5

WRITE<6, *5
WRITE <6, ‘U
WRITE <6, *5
WRITE<6, *5
WRITE<6, *5
WRI TE <6, *5
WRITE <6, ‘U
WRITE <6, ‘U

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

$ I=1,N5

‘Función Objetivo; ‘,OBJ+T2

‘IFAIL = ‘,IE’AIL

‘SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA’

<X<15 , I=í,N5

‘Función Objetivo; ‘,OBJ+T2

‘IFAIL = ‘,IFAIL

C+ ++4±4+ + + +4 + + +4±4+ + +44+4+ ++44+ + 4+4-4+ +4+4+4+ +1-4+4-4+ + + +4+ + +4+ + +44+ +

C KATAOKA
C+ ++4+4+ + +444+ + +444 ++44+4-4+ + +4 + +44+1-4+4-44 ++4+4-44+4-4+ + +44+ ++ +4+4-4+ +

110 CONTINUE
WRITE<*, *5
WRITE<*,*> ‘Introduce las probabilidades BETA’
WRITE<*,*> ‘separadas por espacios’
READ<*,*) <BETA(K5,K=1,NFUN5

IUSER <1) =NFUN

CALL
tA CALL
tA CALL

EO4UEF<’Print Level O’)

EC4UEF(’Print Level = 10’)
EO4UEF<’Verify Level = 3’)

IEAIL=—1

CALL EO4UCE<N,NCLIN,0,DIM2,i,DIM1,C,BL,BU,EO4UDM,OBJFUNl,ITER,
* ISTATE,NL,C3AC,CLAM’~,OBS,OB3GRD,R,X, IWORK,LIWORK,
* WORK,LWORK,IUSER,USER, IFAIL>

WRITE <~, ~>
WRITE<*,*> ‘SOLUCIÓN KATAOKA’

WRITE<*, *5
WRITE(*,*5 ‘Vector de probabilidades BETA:
WRITE(*,*) <BETA<K>,K=i,NFUNS
WRITE<*, *5
WRITE<*,*5 ‘Vector solución:’

WRITE<*, *5 <X<I5 ,I=1,NS
WRITE U’, * 5
WRITE(*,*>!Función Objetivo: ‘,OBS

WRITE <~, ~)
WRITE<*,*>!IFAIL = ‘,IFAIL
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WKITE <6, *5
WRITE <6, ‘U
WRITE(6, *5
WRITE <6, ‘U
WRITE <6, ‘U
WKITE(6, *5
WRITE <6, ~>
WRITE <6, ‘U
WRITE<6, ~)
WRITE <6, ~>
WRITE (6, ‘U
WRITE <6, *5

‘SOLUCIÓN KATAOKA’

‘Vector de probabilidades BETA:

<BETA<K) ,K=i,NFUNS

‘Vector solución:’

(X(I) ,I=i,N>

‘Función Objetivo: ‘,0B3

‘IEAIL = ‘,IFAIL

WRITE U’, ‘U
WRITE <*, *5
WRITE<*, *5
WRITE <~, ~>
WRITE U’, ‘U
WRITE <*, *5
WRITE<*,*5 ‘Quieres cambiar las probabilidades?’

WRITE<*,*> ~ SI’
WRITE<*,*>í2.~ NO’

100 READ<*,*) OPC

IP<<OPC.NE.1>.AND.<OPC.NE.2)) GOTO 100
IF<OPC.EQ.1) GOTO 110

riesgo’

las’

RETURN
END

‘Esta solución corresponde a un mínimo

‘de nivel: ‘,OBS

‘Si deseas mayor nivel, debes aumentar

‘probabilidades BETA’

tA

tA ~

C SUERRUTINA OSJFUN1
tA FUNCIÓN OBJETIVO PARA KATAOKA

SUBROUTINE OB3FUNí <MODE, N, X, 05SF, OBJGRD,NSTATE, IUSER, USER>

DECLARACIÓN DE VARIABLES

C+ ++1-4444+ + + + + +4444+4-44+ + 4-4-4--- + +4+ +1-44+4+ + +4+ + +1-4+ +1-44+ + +1-1-1-44-4-44 +

INTEGER MODE,N,NSTATE,IUSER<2),DIM1,DIM2,I,J,K,NFUN
PARAMETER<DIMí=iO, DIM2=20>

DOUBLE PRECISION X<N>,OBSF,OBJGRD<N5,USER(i5,MED<2,DIM1,DIMl),
* PROD<DIMí), PROD2, LO, H (DIMí, DIMí), LU <DIMí>
* BB <DIMí, DIMí, DIMí), T <DIMí) ,SIGMA <DIMí>
* TINDl(DIM1),TIND2<DIM1hY<DISlí),ABC,BETA(DIM1),
* PESOS<DIMí>, 053 <DIMí), ORAD<DIMí, DIMí)

COMMON/DATOSí/MED,55, H, PESOS, TINDí, TIND2, BETA, T, SIGMA, LU
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C++ +4-4444+ + +1-4++ + +444+ + +44+1-4 + +44+4 + +4+44+ +4+4-44+4+ + 4-44+4+ +1-4+ + ++

FUNCIONES OBJETIVO INDIVIDUALES

C++ + 4- +1- + +4+44- + +4+4 + +1-44+ +44+ + ++ + +++4++44+4+ +1-4+1-44+4+ + +1-444+ + 4-4+ +

NFUN=IUSER<1)

DO 5 K=í,NEUN
LO==0.

DO 370 li=i,N
PROD(1) =0.

DO 20 J=i,N
PROD(1) =PROD

CONTINUS
CONTINUE
PROD2=0.
DO 30 I=i,N

PROD2=PROD2+PROD<l5*=(I)
CON2?INUE
LO=PROD2
DO 40 I=i,N

LO=LO- <MEO<1,1<,

CONTINUE
LO~LO4TIND1 (1<>

(I)+BB<K, 1,3) *>(<J)

15+2? <1<) *NEDC2,K, 15) ~X (1)

11<1<5=0.
DO 50 I=1,N

PROD(1) ~0.
DO 60 3=1,N

*MED<2,K,J) *MED<2,K, 15=PROD<1) +SIGMA <1<) *X <35
CONTINUE

CONTINUE
PROD2=0.
DO 70 I=l,N

PKOD2=PKOD2+PROD<JI> *)( <~)

CONTINUE
Y (1<5 =PROD2
PKOD2=O.
DO 80 I=i,N

PROD2=PROD2+H(K,I)*<MED(2,K,ís**2.>*T<Ks
CONTINUE
PROD2=4. *SIGMA<K> * <LU <K) +PROD2S

ABC=O.
DO 90 I=í,N

ABC=ABC4MED<2,K,15 *X<I)

CONTINUE
P ROD2=PROD2* ABC

Y <1<> =Y <1<) —PROD2+TIND2<K>

OB3<K)=SQRT(EETA<K5/<i.~BETA<E)r*SQRT<y<g)s±LO

5 CONTINUE

tA

20
lo

30

40

PROD<1)
60

50

70

80

90
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0+ +44 + + + + + +444+ + 4-+1-1-44+ ++++4+4-1-44-4+ +44+4+4-1-4 + +4+1-4+ + +44444 ++ +44- ++

C GRADIENTES INDIVIDUALES
0+4-4++ + +++++44+ + +41-444+ + +4+44+ ++ +4 + +44+1-4+ +4+ + ++1-4+ +++1-4+4+ + +4 ++4

IF<<MODE.EQ.1).OK.(MODE.EQ.2>) TREN
DO 100 K=1,NFUN

DO 125 I=1,N

GRAD<K, I)=0.
00 130 3=1,N

GRAD(K,I)=GRAD<K,I5+SIGMA<KS*MED<2,K,I)*
MED<2,K,35 *X<3)

130

135

2. *SIGMA<K) * <LU
*

CONTINUE
AEC=0.

DO 135 J=1,N
ABC=AEC+<MEO<2,1<, 3) **2.) *1-] <1<, 35

CONTINUE
GRAD<K, 1> =GRAD<K, 1)-

(1<) -4-2? <K) *ABC) *

MED(2,K, 1)
GRAD<K,I)=SQRT<3ETA<K)/<1.~EETA<K5))*GRAD<K,I)/

SQRT(Y <K)
DO 150 J=i,N

GRAO(1<, 1) =GRAD<K, 1> +2. *BB <K, 1, 5) *X <3)
CONTINUE
GRAD<1<, 1> =GRAD(K, 37) —MED<1, K, 1) —2? <K) *MED<2, 1<, 1)

CONTINUE

CONTINUE
ENDIF

tA FUNCIÓN OBJETIVO Y GRADIENTES PONDERADOS
C+++ +4 + +44 + + +444+ + + + +1-4+ + ++ +1-4+4+ +4+4-4±4-1-4+ +4+4-4+ + +44±4+ + ++4+1-4+4

OBJF=0.
DO 160 K=1,NFUN

0B3F’=OBJF1-PESOS <1<5 *~53 <K)
160 CONTINUE

IF<<b4ODE.EQ.i>.OR4MODE.EQ.2>)

DO 170 I=i,N
OBSURO(15=0.

DO 180 K=i,NFUN

OBJGRD<1) =~OBJGRD<1
180 CONTINUE

170 CONTINUE
ENDIE’

TREN

>4-PESOS <1<) *GRAD<K, 1)

RETURN
END

150

125

100
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PROGRAMACIÓN ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO

APROXIMACIÓN ESTOCASTICA

Caso Lineal

* ** * * * * * * ***** * * * *** * *** * *** * ** * ** *** * ** * *** *** * ** * * *** * * *** * *** * *

* PROGRAMAASL *

Aproximación Estocástica.
“‘“ Linkar con; LINVAR,KATAX, KATA2,NAGLIE/LIB
* **** * * * * * * * **** * * **** * * ** *** * ****** *** ** * *** * ** * *** * ***** * * ** * ** *

PROCRANASL

tA Declaración de variables

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

INTEGER DIMJI,DIM2

PARAt4ETER <DIMi=1O, DIM2=20)
INTEGER N,I,J,K,S,P,M,OPC
DODBLE PRECISION RES<DIM2, DIMÍ) ,EL<DIN14DIM2) ,BU(DIMÍ+DIM2)
* V<DIMÍ*DIMí,DIMí*DIMi),X<DIMí>,MED<DIMl*DIN1),

* Ti, T2, TIEMPO

CHARACTER*20 FICHERO,COMENT
CHARACTER*30 SALIDAl, SALIOA2
EXTERNAL LINVAR, KATAJI, KATA2 , XOSBAF

tA Lectura de datos

T1=XOSBAF(5
WRITE U’, ~>
WRITE<*,*)!Introduce el nombre del

READ<*,*) FICHERO
OPEN<3, EILE=EICHERO, STATUS=’OLD’ 5
SALIDA1=’NOR—’ //FICHERO

SALIDA2=’CAN-’ //FICHERO
WRITE ~
READ<3,*) COMENT

READ(3,*5 N
READ<3,*) COMENT
READ<3,*) p

READ<3,*> COMENT
READ<3,*> M

READ(3,*) COMENT
DO 10 I=í,M

READ<3,*) <RES
10 CONTINUE

READ<3,*) COHENT
DO 20 I=1,N

READ<3,*) BL<I),BU<I)

20 CONTINUE
READ<3,*) COMENT

<1,3> ,3=1,N)

fichero de datos’
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DO 30 I=í,M
READ<3, *5 EL<N+I> ,BU<N+I)

30 CONTINUE
READ(3,*) COMENT
DO 40 Iil,N*P

READ(3, ‘U (V<I,J5 ,3=í,N*P5
40 CONTINUE

READ<3,*) COMENT
READ<3, *5 <MED<I5 , I=i,N*P)
READ<3,*) COMENT

READ<3,’U <X(I),I=1,N)
CLOSE<3)

tA EJIegir opción

WRITE 0”, ‘U

WRITE<*,*51.~ Caso Normal’
WRITE<*,*) ‘2.— Cantelli’

100 READ<”,’U 0PtA

IF<<OPC.NE.í).AND.<OPC.NE.2)) SOTO 100
IE<OPC.EQ.15 TREN

OPEN(6,EILE=SALIDAí,STATUS=’NEW’>

WRITE <6, *>
WRITE (6, *5
WKITE<6,*5I CASO NORMAL’
WKITE <6, *5
WRITE<6, *5
CALL LINVAR<N,M,P,RES,BL,EU,V,XS
CALL KATAJI <N, M, P, RES, EL, BU, V, MED, X)

WRITE <~, ~>
WRITE(*,*5 ‘Einal del Programa’

WRITE <*, *5
WKITE<*,*) ‘Los resultados se han impreso en el fichero:
WRITE <*, *5 SALIDAl

ELSE

OPEN<6, FILE=SALIDA2,STATUS=’NEW’ 5
WRITE <6, *5
WRITE(6,*>
WRITE<6,*> CANTELLI’

WRITE <6, *5
WRITE <6, * 5
CALL LINVAR<N,M,P,RES,BL,EU,V,X5
CALL KATA2<N,M,P,RES,BL,EU,V,MED,X>

WRITE <*, *5
WRITE<*,*5 ‘Final del Programa’
WRITE <*, * 5
WRITE<*,*5 ‘Los resultados se han impreso en el fichero:’
WRITE<*,*5 SALIDA2

ENDIF

443



ANEXO 1

T2=XO5BAF <5
TIEMPO=T2—Ti
WRITE<6, ~>

WRITE (6, *5 ‘===

WRITE<6,*5~ Tiempo C.P.U.: ‘,TIEMPO

WRITE <6, *> ‘

WRITE <6, ‘U
WRITE <*, *5

WRITE(*,*)I Tiempo C.P.U.: ‘,TIEMPO
WRITE <*, *5’

WRITE U’, ‘U
CLOSE<6)
END

* * * * * * * *** * * **** * * *** * ** * ** * * *** **** * *** *** * *** * * *** * * *** * * *** * ** *

SUBKRUTINA LINVAR
Programación Estocástica. Caso lineal, varianza

* * * **** * * * *** * * * * ** * * ** * ** * * ** **** * **** ** * **** **** * * ** * * *** * * ** * **

SUBROUTINE LINVAR<N,M,P,RES,BL,EU,V,X)

tA Declaración de variables

INTEGER DIM1, DIM2, LIWORK, LWORK
PARAt’IETER <DIMi=1O,DIM2=20, LIWORK=DIM1,LWORK=2* <DIMJI**2)49*DIMJI+
* 6*DIM2>

INTEGER N,I,3,K,S,P,M,ISTATE<DIMl+DIM2),KX<DIMí>,ITER,
* IWORK<LIWORK),IEAIL, 0PtA

DOUBLE PRECISION RES <0H42, DIMí), BL<DINí+DIM2> ,BU(DIM1+DIM2)
* V(DIMí*DIMl, DIMí*DIMí) ,X<DIMí) ,PESOS <DIMí)
* A<DIM1, DIMí) ,CVEC<DIMi> ,B<DIM1> ,OE3,
* CLAMDA(DIMl+DIM2) ,WORK<LWORK)

EXTERNAL EO4NEF, EO4NCF

tA* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

C Llamada a subrrutina NAG

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

WRITE <6, ‘U

WRITE<6,*> ‘ Método Varianza

WRITE<6, *>

WRITE(*, *>
WRITE <*, *5
WRITE<*,*) ‘ Método Varianza

WRITE <*, *5
CALL EO4NEF<’Problem Type = QPi’)
CALL EO4NEF<’Print Level = O’)
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200 CONTINUE
WRITE<*, ‘U
WRITE(*,*) ‘Introduce los pesos de las funciones objetivo’
WRITE<*,*5 ‘separados por espacios.
READ(*,*) <PESOS(I),I=i,P>
WRITE (~, ‘U
DO 50 I=1,N

DO 60 J=i,N
A<I, 35 =0.
DO 20 K=1,P

A<I,35=A<I,3>1-2.*<PESOS<K5**2)*V< <K~í)*N4I, <K~l5*N+J)

20 CONTINUE
DO 80 K=i,P—í

DO 90 S=K+i,P

A<I,J)=A<I,3>+4.*PESOS<K)*PESOS<S)*
* V<<K~i>*N+I, <S~1>*N+J)

90 CONTINUE
80 CONTINUE
60 CONTINUE
50 CONTINUE

IEAIL=—í

CALL EO4NCF<N,N,M,DIM2,DIMJI,RES,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,ITER,
* OBJ, ChANDA, IWORI=,LIWORK, WORK,LWORK,IFAIL>

tA Salida de datos

WRITE<*, *5

WRITE <*~ * > ‘

WRITE <~, ~)
WRITE<*,*> ‘Solución para los pesos
WRITE<*, *> <PESOS<I) ,I=í, PS
WRITE<*, *5
WRITE<*,*)~Punto:

WKITE<*,*) <X<I> ,I=i,N>
WRITE U’, ~>
WRITE<*,*5 ‘Valor de la función ponderada: ‘,OBJ
WRITE<*, *5

WRITE<*, *>
WRITE<*, *5

WRITE <6, *>

WRITE<6, *5 ‘

WRITE<6, ‘U
WRITE<6,*) ‘Solución para los pesos

WRITE <6, *> <PESOS<15,1=1, PS
WRITE<6,*5

WRITE<6,*SiPunto:
WRITE<6,*S <X<I>,I=i,N>
WRITE<6, *>
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WRITE(6,*) ‘Valor de la función ponderada: ‘,OBJ
WRITE (6, ~>
WRITE(6,*)IValor de IFAIL: ‘,IFAIL

WRITE<6, *5

WRITE (6, ‘U

WRITE <~, ~>

WRITE<+,*) ‘1.— Cambiar los pesos
WRITE<*,*>~2.~ Terminar’

WRITE U’, * 5 ‘====

100 READ<~,”) OPC
WRITE<*, *5
IF<(OPC.NE.í).ANDÑOPC.NE.2)) GOTO 100
IF<OPC.EQ.l5 GOTO 200

RETURN
END

* * * * *** ** * *** * * **** * ** * ** **** *** *** * ** *** *** *** * * *** * ** * * * ** * *** **

SUERRUTINA KATAí

Caso Normal. KATAOTA

SUBROUTINE KATA1 <N, M, P, RES, BL, BU, VV, MMED,X>

tA ******~**********************************************************

C Declaración de variables
tA

INTECER DIMí, DIM2, LIWORK, LWORK
PARAMETER<DIMí=iO, DIM2=20, LIWORK=3”DIMJI+DIM2,
* LWORK=2*<DIMi**25420*DIMí1-li*DIM2>

INTEGER N,I,3,K,S,P,M,ISTATE<DIMí+DIM2),KX(DIMJI>,ITER,
* IWORK<LIWORK>,IEAIL, 0PtA, IUSER<í>

DOUELE PRECISION RES (DIM2,DIM1> ,BL(DIMÍ+DIM2) ,EU <DIMi+DIM2),
* V<DIMí*DISIí,DIMi*DIMí) ,X(DIM1> ,PESOS (DIM1) ,
* A<DIMí, DIMí> ,C’JEC<DIM1> ,B<DIMJIS ,OBJF,BETA,
* CLANDA<DIMl1-DIM2> ,WOKK<LWORK), IBE,C <1),
* USER<í5 ,MED<DIMJI*DIMÍS ,MMED<DIMi*DIMlS
* VV<DIMi*DIMí, DIMJI*DIMí) ,OEJGRD<DIM1>
* CJAC<í, 1> ,R<DIM1,DIM1)

EXTERNAL EO4UEF, EO4UCE, EO4UDM,GOíCEF, OBJFUN

COMMON/DATOS/V,MED, PESOS

C Llamada a subrrutina NAC
tA

DO JIO I=í,DIM1*DIMl

MED(1> =MMED<15

DO 20 3=1,DIM1*DIM1

V <1, 3) =VV <1$ 35
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20 CONTINUE
10 CONTINUE

WRITE <6, ‘U
WRITE <6, *5
WRITE<6,*> ‘ Kataoka’

WRITE <6, ‘U ‘

WRITE(6, *5
WRITE <~, ‘U
WRITE <~, ~)
WRITE<*,*5~ Kataoka’

WRITE(*, *5
CALL EO4UEE<’Print Level = 0’)

IUSER (1>

WRITE<*, *>
WRITE<*,*5 ‘Introduce la probabilidad Beta’
READU’,*> BETA
IBE=GOíCEE <BETA, IFAIL)

USER<15 =IEE

200 CONTINUE
WRI TE <~ ~>
WRITE(*,*) ‘Introduce el vector de pesos
WRITE<*,*) ‘separados por un espacio
READ<*, *5 (PESOS<I5 ,I=l,P)
WRITE<*, *5

IEAIL=—i

CALL EO4UCF<N,M,0,DIM2,1,DIM1,RES,BL,BU,EO4UDM,OB3EUN,ITER,
* ISTATE, tA, CJAC, CLANDA,OB3F, OBJCRD, R, X, IWORK, LIWORK,
* WORK,LWORK, IUSER, USER, IEAIL>

C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

tA Salida de datos

C* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

WRITE <*, *5

WRITE(*, *> ‘

WRITE <*, “5
WRITE<”,’U’Solución para la probabilidad BETA: ‘,BETA

WRITE <*, *5
WRITE<*,*5 ‘Pesos:’

WRITE U’, ‘U <PESOS<15,1=1,25
WRITE <*, *5
WRITE<*,’U~Punto:
WRITE<*, *5 (X<I) ,I=1,N>

WRITE <*, “5
WRITE(*,*) ‘Valor de la función ponderada: ‘,OBJF

WRITE<*, *5
WRITE(*,*> ‘Valor de IFAIL: ‘,IFAIL
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NEITE <“, ‘U
WRITE<*, ‘U

WRITE<*, *>
WRITE<*, *>

WRITE(6, ~>

WRITE<6, *> ‘

WRITE (6,”>
WRITE<6,’U ‘Solución para la probabilidad BETA: ‘ «BETA
WRITE <6, ‘U
WRITE<6,”) ‘Pesos:’

WRITE<6,”) <PESOS(I> ,I=i,P>
WRITE<6, ‘U
WRITE <6, “5 ‘ Punto:
WRITE<6, “5 <X<I5 , I=1,N)
WRITE<6, “5
V~RITE<6,”5 ‘Valor de la función ponderada: ‘,OB3F
WRITE<6, “5
WRITE<6,”5 ‘Valor de IEAIL: ‘,IFAIL
WRITE<6, “5

WRITE<6,*) ~

WRITE (6, ‘U

WRITE U’~ ~>
WRITE U’, *5
WRITE<”,”) ‘1.— Cambiar los pesos’

WRITEU’,*) ‘2.— Terminar’

WRITE U’, ~>‘=

100 READ<*,*> 0PtA
WRITE<

4-, *5
IF((OPC.NE.i>.AND.(OPC.NE.25) GOTO 100
IF<OPC.EQ.i> COTO 200

RETURN
ENO

* **** * * * * ****** * **** ***** **** **** **** **** * *** **** ****** * * ***** *** *

SUBRRUTINA OBJEtAN
* * * ******* * * ***** * * **** **** **** **** **** **** * *** * ***** * * **** * * *** **

SUBROUTINE OBJFUN<MODE, N, X, 05SF, OBJGRD,NSTATE, IUSER, USER>

tA Declaración de variables

C

INTEGER DIMí

PARAMETER<DIMl=1O>
INTEGER N,I,J,K,S,P,NSTATE,MODE,IUSER<15
DOUBLE PRECISION V<DIMJI”DIMJI,DIMi”DIMÍ5,X(N>PESOS<DIM15,

* OBSF,IBE,USER<15,MED(DIMí”DIMí>,OBJGRD(N),

* VKX<DIMi, DIMíS ,VKSX<DIM1, DIMí, DIMí) ,LO
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COMMON/DATOS/V,MED,PESOS

tA Función Objetivo

P=IUSER <1>

IBE=USER <15

DO 10 K=1,P
DO 20 I=1,N

VKX (1<, 15=0.
DO 30 J=i,N

VKX<K,I5=VKX<K,I5+V< <K—iS”N41, <K=1)*N+3)*X<3>

30 CONTINUE
20 CONTINUS
10 CONTINUE

DO 40 K=í,P—l

DO 50 S=K4l,P
DO 60 I=~i,N

VKSX<K,S,I)=O.

DO 70 J=l,N

VKSX<1<, S, 1) =VKSX (K, S, 375+
* V< (K~l>*N+I, (S—i>”N1-3)”X<J>

70 CONTINUE
60 CONTINUE
50 CONTINUE
40 CONTINDE

LO=O.
DO 30 K=l,P

DO 90 I=1,N
LO=LO+<PESOS(1<> **2. ) “X <15 *V1<X (1<, 1)

90 CONTINUE

30 CONTINUS

DO 100 K=l,P—í
DO 110 S=K41,P

DO 120 I=í,N

LO=LO+2.*PESOS<1<>*PESOS<S)*X(ís*vKsx<K,s,í>
120 CONTINUS
lío CONTINUE

100 CONTINUE

OB3F=IBE”SQRT <LO>

DO 130 K=í,P

DO 140 I=l,N
0B3F=OB3E+PESOS(K>*MED(<1<—i>*N+ís*x<í>

140 CONTINUE

130 CONTINUE

C*****************************************************************

C Gradiente

C*****************************************************************
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IF<NODE.GT.05 THEN
DO 150 I=í,N

OBJGRD<15=0.
DO 160 K=l,P

OHJGRD<I)=OB3GKD(I>+<PESOS<K>**2.5*VKX<K,I>

160 CONTINUE
DO 170 K=i,P—í

DO 180 S=K+í,P
OBJGRD<I) =OBJGRD<I> +2. “PESOS <E) “PESOS <5>

* VKSX(1<, S,I)

180 CONTINUE
110 CONTINUE

OBJGRD<I)=<IBE”OE3GRD<I)5/SQRT<LO)
DO 190 K=1,P

OBJGRD<I>=OBJGRD<I>+PESOS<K>”SIED<<K—i>”N+I>
190 CONTINUE
150 CONTINUE

ENDI E

RETURN

END

*** * * +***** ***** ********* **4,* *** *** * ** * *** *** *** * ** * * **** * * *** ****

SUERRUTINA KATA2

Cantellí. KATAOTA
*************************************** -* **************************

SUBROUTINE KATA2 <N,M,P,RES,BL,BU,VV,MMED,XS

tA Declaración de variables
tA

INTEGER DIMí, DIM2, LIWORK, LWORK
PARAMETER<DIMí=iO, DIM2=20, LIWORK=3”DIM1+DIM2,
* LWORK=2” <DIM1””2) +20”DIM1±1i”DIM2>

INTEGER N,I,3,K,S,P,M,ISTATE<DIM1+DIM2S,KX<DIM1),ITER,
* IWORK<LIWORK>, IFAIL,OPC, IUSER<1>
DOUELE PRECISION RES (DIM2, DIMíS ,BL<DIMí+DIM2> ,EU<DIMi+DIM2>
* V(DIMí”DIMJI,DISIí”DIMí>,X(DIMJI>,PESOS(DIMl>,
* A <DIMí, DIMí), (“YEtA <DIMí>, E <DIMí>, OBSF, BETA,

* CLANDA<DIM1+DIM2>,WORK<LWORK),C<i>,
* USER<í>,MED(DIM1”DIMi>,MMED<DIM1~DIM1>,
* VV<DIM1”DIM1,DIMi”DIMJI> ,OBJGRD<DIM1>,

* CJAC<1,1>, R <DIMí, DIMí>

EXTERNAL EC4UEF, EO4UCF, [30413DM,OEJFUNí

COMMON/DATOS/V,MED, PESOS

C Llamada a subrrutina NAG
tA

DO 10 I=1,DIMJI”DIMJI

MED<1) =MMED<1)
DO 20 3=1,DIMí”DIMí

‘Y (1, 3) =VV <1, 3>
20 CONTINUE
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10 CONTINUE
WRITE (6, ‘U
WRITE <6,”>
WRITE(6,”) ‘ Kataoka’

WRITE<6, ~>
WRITE <“, ~>
WRITE <“, “5
WRITE<”,”)’ Kataoka’

NEITE <~, ‘U
CALL EO4UEF<’Print Level = 0’>

IUSER <15 =P

WRITE <~, ~>
WRITE(*,*> ‘Introduce la probabilidad Beta’
READ<”,”) BETA

USER<1> =BETA

200 CONTINUE

WRITE<*, ‘U
WRITE<*,*> ‘Introduce el vector de pesos’
WRITEU’,’U ‘separados por un espacio’
READ<*,*> <PESOS<I>,I=l,P)
WRITE<”, ~>

1 FAI L= —1

CALL EO4UCF(N,M,O,DIN2,í,DIMí,RES,BL,EU,EO4UDM,OB3FUNí,ITER,
* ISTATE, tA, CJAC, CLAIADA, OBJF, OBJGRD,R, X, IWORK, LIWORK,
* WORK,LWORK,IUSER, USER, IFAIL>

tA Salida de datos

- WRITE<”,”5

WRITE <*, *5
WRITE <“, ~>
WRITE<*,*) ‘Solución para la probabilidad BETA: ‘,BETA

WRITE U’, ‘U
WRITE<*,*> ‘Pesos;’
WRITE(”,”> <PESOS<I> ,I=í,P>

WRITE<”, “>
WRITE <“, “5 ‘Punto:
WKITE<”,”5 <X<I> ,I=i,N)

WRITE <“, “5
WRITE<*,*> ‘Valor de la función ponderada: ‘,OBJF
WRITE <~, ~)
WRITE(”,”> ‘Valor de IFAIL: ‘,IFAIL

WRITE <“, “>

WRITE <“, “5

WRITE<*, *5 ‘****************************************************
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WRITE(6, “5

WRITE (6,”>

WRITE<*,~) ‘Solución para la probabilidad BETA: ‘,EETA
WRITE <“, “5
WRITE <“, * 5 ‘Pesos:’
WRITE(6, “5 (PESOS<I) ,I=í, PS
WRITE<6,”)
WRITE<6, ‘Punto:

WRITE<6,”) <X<15 , I=í,N>
WRITE <6, ‘U
WRITE(6,”5 ‘Valor de la función ponderada; ‘,0B3F

WRITE <6,”>
WRITE(6,”) ‘Valor de IFAIL: ‘,IFAIL
WRITE <6,”)

WRITE <6, *5 ****************************************************

WRITE<6, “5
WRITE<”, “>
WRITE (“, ~> ====

WRITE(”,’U’l.— Cambiar los pesos’
WRITE<*,’U~2.~ Terminar’
WRITE <“, ‘U ‘

100 READU’,”5 OPC
WRITE <“, * 5
IF< <OPC.NE.i> .AND. (OPC.NE.2> > COTO 100
IF<OPC.EQ.1) GOTO 200

RETURN
ENO

* ***** * * * **** * * **** * * ** * * *** **** *** **** *** *** * “** * * ** * * ***** *** ***

SUERRUTINA OB3FUNí
* * **** * * * * ** * * * **** * * ** * * ** * * ** * ** * *** * ** * * ** * *** * ***** ***** *** ** *

SUBROUTINE OBJFUNí <MODE,N, X, OBJF, OBJGRD,NSTATE, IUSER, USER>

tA Declaración de variables

INTEGER DIMí
PARAMETER (01141=10)

INTEGER N,I,J,K,S,P,NSTATE,MODE,IUSER<15
DOUBLE PRECISION V<DIMi”DIMl,DIMí”DIMiS,X<N5,PESOS<DIMJI>,

* OBJF,BETA,USER<i),MED(DIMJI”DIMl>,OBJGRD<NS,
* VKX<DIMi, DIMí) ,VKSX<DIM1, DIMí, DIMí> ,LO

COMMON/DATOS/V,MEO, PESOS

tA Función Objetivo

P=IUSER <15
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BETA=USER(JI)
DO 10 K=l,P

DO 20 I~1,N

VKX <1<, 1) =0.

DO 30 3=í,N
VKX<K,I>=VKX<K,I)4V< <K—í>”N4I, <K—l5”N1-3)”X<3>

30 CONTINUE
20 CONTINUE
10 CONTINUE

DO 40 K=í,P—l
DO 50 S~K+l,P

DO 60 I=1,N

VKSX<K,S, I>=O.
DO 70 J=l,N

VKSX<1<, S, 1) =VKSX (K, S,
* V<<K~í)*N+I,<S~l>*N+3)*X<3)

70 CONTINUE
60 CONTINUE
50 CONTINUS
40 CONTINUE

LO=0.
DO 80 K=l,P

DO 90 I=l,N

LO~LO4-<PESOS<K)””2.5”X<I)”VKX(K,I5
90 CONTINUE

80 CONTINUE

DO 100 K=i,P—1
DO 110 S=K1-1,P

DO 120 I=í,N

LO=LO+2. “PESOS <K> “PESOS (5> “X<I) “VKSX (K,S, 15
120 CONTINUE
110 CONTINUS

100 CONTINUE

0B3F=SQRT<BETA/ (JI-BETA> ) “SQRT <LO)

DO 130 K=l,P
DO 140 I=i,N

OBJF=OBJF+PESOS<K)*MED<<K—i5”N+I)~X<I)
140 CONTINUE

130 CONTINUE

tA ****************************************************************

C Gradiente

C*****************************************************************

IF<MODE.GT.O) THEN
DO 150 I=JI,N

OBJGRD<1) =0.
DO 160 K=1,P

OB3GRD<I>=OB3GRD<I5+<PESoS<K>””2.,”vi=x<i=,í>
160 CONTINUE

DO 170 K=l,P—í
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DO 180 S=K41,P
OBJGRD<I)=OE3GRD<I>+2.*PESOS<K)*PESOS<S)*

* VKSX<K,S, 1)
180 CONTINUE

170 CONTINUE

OB3GRD<I)=<SQRT(BETA/(1~BETA)>*OE3GRD<Ir/SQRT(LO5
DO 190 K=í,P

OBJSRD<1) =OBJCRD<1> +PESOS<K) “MED < <K-l> “N41 5
190 CONTINUE
150 CONTINUS

ENDIE

RETURN

END

APROXIMACIÓN ESTOCASTICA

Caso Cuadrático. Aleatoriedad Simple

* ** * * * *** **4 ** *4* * * *44* * ** *44* *4* * *4* * *4* *4* *44*444* *44* * * ** + * ** **

PROGRAMACASN
Programación Estocástica.

Caso cuadrático, aleatoriedad simple
** * * * *4*44 * * *4*4* * * *4*” *4* ******* * *** * ** * *4* **** *4* * * *4 * * * *4+ * ** **

PROGRANCASN

tA Declaración de variables
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * ** * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

INTEGER DIMí, DIM2, LIWORK, LWORK
PARANETER <DIMJI=1O, DIM2=20,LIWORK=DIMJI,LWORK=2” <DIMí”~2> +í0”DIMl+
* 6

4D1M2)

INTEGER N,I,3,K,S,P,M,ISTATE(DIMl+DIM2S,KX<DIMÍ>,ITER,
* IWORK(LI WORK5, IEAJIL, OPC
DOUBLE PRECISION RES<DIM2,DIM1>,BL(DIM1+DIM2),BU<DIMÍ+DIM2),TIND,

* C<2,DIM2,DIM1),T,SIGMA,X<DIMiS,PESOS(DIMí>,LO,
* A(DIM1,DIMí5,CVEC<DINí>,B(DIMí>,0B3,LU,
* CLANDA<DIM1+DIM2) ,~ORK(LWORK>, PROD<DIMÍ5,
* E <DIM2, DIMi,DIM1> ,MUC2 <DIMí) ,C2HC2<DIMí>

* C1HC2 <DIMÍ)
CHARACTER”20 FICHERO, COMENT

CHARACTER”30 SALIDA
EXTERNAL EO4NEF, EO4NCF

tA Lectura de datos

tA4 * * * * * 4 * * * * * ** * 44 * * * * * 4 * ** * * * * * * * * * * * * 4 * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

WRITE<4, *5
WRITE<”,”) ‘Introduce el nombre del fichero de datos’
READ<”,”) FICHERO
OPEN<3,FILE=FICHERO,STATUS=’OLD’>

SALIDA=’CASN—’ //FICHERO
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“5 COMENT

COMENT
SI GMA
COMENT
P

STATUS=’NEW’)

<1,3> ,J=l,N>

OPEN<6, FILE=SALIDA,

WRITE U’, *5
READ(3,”) COMENT

READ(3,*) N
READ<3,
READ<3,”) P
READ(3,”5 COMENT
READ<3,”) M

READ<3,”5 COMENT

DO 10 I=1,M
READ<3,”5 <RES

10 CONTINUE
READ<3,”) COMENT

00 20 I=i,N
READ<3, “5

20 CONTINUE
READ<3,”) COMENT
DO 30 I~l,M

REAO<3,”> BL<N+I5,EU<N+I>
30 CONTINUE

READ<3,*> COMENT

DO 50 I=l,P
READ<3,”) (C<1,

50 CONTINUE
READ<3,*) COMENT
DO 60 I=1,P

READ<3,”) <C<2,
60 CONTINUE

READ(3,’U COMENT
READ<3,”5 2?

READ<3, ‘U
REZAD<3, ‘U
REZAD <3, * 5
DO 70 1=1,

DO 80 3=1,N

READ<3,”)
80 CONTINUE

READ(3, “5
70 CONTINUEZ

READ<3, “5
READ(3,”>
CLOSE<3)

COMENT

EL <1) , BU (37 5

1,3) ,J=1,N)

1,35 ,3=i,N>

<1-1 (JI,J,K> , K=i, U>

C Llamada a subrrutina NAG

CALL EO4NEE(Problem Type = QP2’>
CALL EO4NEE<’Print Level = O’)

400 CONTINUS

WRITE <“, “5
WKITEU’,*) ‘Introduce los pesos de las funciones objetivo’
WRITE<”, ‘U ‘separados por espacios.

READ<”, “5 <PESOS<JI>, 1=1, P)
WRITE<”, ‘U
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DO 90 I=1,N
MUC2<1) ‘=0.
DO 100 3=1,1’

MUC2<15 =MUC2(15 +PESOS(35 “tA (2, 3, 1)

100 CONTINUE
90 CONTINUE

DO 110 I=1,N
DO 120 3’=JI,N

A <1,3) =2. “SIGMA”MUC2 <11) “M13C2 <3>

120 CONTINUEZ

110 CONTINUE

00 125 K=i,P
DO 130 I=1,N

PROD<15=0.

DO 140 3~l,N
PROO<I>=PROO<I>+H<K,I,3>”tA<2,K,J)

140 CONTINUEZ
130 CONTINUE

C21-{tA2 <1<5=0.
C1HC2 <K) =0.
DO 150 I=JI,N

C2HC2<K)=C2HC2<KS+C<2,K,I>”PROD(I)

CiRtA2 <RS =CiJ1C2 (RS +C <1, 1=, JI) “PROD<JI)

150 CONTINDE
125 CONTINUE

LO=0.
DO 160 I=JI,P

LO=LO—<PESOS<1) *ClHC2 (1) +T*PESOS <JI> “C2HC2 <1>)”4. “SIGMA
160 CONTINUEZ

DO 170 I=1,N
CVEC<1> =LO*MUC2<1)

170 CONTINUE

TIND=0.

DO 180 K=i,P
TINO=TIND1-PESOS <1<) “C2HC2 <1<5

130 CONTINUE
TIND=2.”SIGMA”<2.”<T””2.>+SIGMA>”<TIND””2.>
LO=0.

DO 190 K=1,P
LO=LO+PESOS<1<) *C1RC2 <K>

190 CONTINUE
TIND=TIND1-4 . “SIGMA” (LO**2.)

LU=0.

DO 200 1<=1,P
LU=LU+LO”PESOS<K) “C2HC2 (1<5

200 CONTINUE
TIND=TIND4S. *T*SIGMA*LU

1 FAI L=- 1
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CALL EO4NCF<N,N,M,DIM2,DIM1,RES,EL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,E,ITER,
* OES, CLANDA, IWOKK, LIWORK,WORK,LWORK,IFAIL>

tA Salida de datos
*** **************************************************** ***********

WRITE<*, *>
WRITE U’, ‘U

WRITE <*, *5
WRITE(*,*> ‘Solución para los pesos
WRITE<”,”) <PESOS<I> ,I=l,P>

WRITE <~, ~)
WRITE(”,’U’Punto:
WRITE <“, ‘U <X<I> , I=l,N)
WRITE <“, “5
WRITE<*,*> ‘Valor de la función ponderada: ‘,0B3+TIND
WRITE <~, ‘U

WRITE<+, *5
NEITE <“, ‘U
XÑRITE<6, “5

WRITE <6,”>

WRITE<6,”) ‘Solución para JIos pesos
WRITE<6,”) <PESOS(I) ,I=1,P)
WRITE<6, ‘U
WRITE<6,’U ‘Punto:
WKITE<6,”) <X<I) ,I=l,N)
WRITE <6, ‘U
WRITE<6,”) ‘Valor de la función ponderada: ‘,OEJ+TIND

WRITE(6, ‘U

WRITE<6, *5
WRITE(6, “5

WRITE(*, *5
(* *5’

WRITE<”,”5’1.— Cambiar los pesos’
WRITE<”,”5’2,— Terminar’
WRITE<*,*5

300 REAO(”,”> 0PtA

WRITE<”, “5
IE(<OPC.NE.15.AND.<OPCNE 255 GOTO 300

IF<OPC.EQ.15 GOTO 400

CLOSE(6)
END

4S7



ANEXO II

ANEXO II

SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

A continuación se muestran el contenido de cada uno de los ficheros de

salida correspondientesa los ejemplos resueltoscomputacionalmentemediante los

programas creados para nuestros problemas. Estos ejemplos son los que se han

utilizado para comprobar el funcionamiento de los programas y para ilustrar las

explicacionesacerca de los mismosen el capitulo 6. Todos ellos correspondena

problemas de programación estocástícamultiobjetivo, por lo quecomenzarnospor

el ejemplo 5 de estecapitulo hasta llegar al último ejemplo del mismo (ejemplo

9).

Los ejemplos se han resuelto mediante el método de las ponderaciones.

Comenzamoscon los pesos ~u = 1, j~2 = O y se va restando0.1 a ji, y sumando

la misma cantidad a ,u2, hasta llegar a los pesos ji, O, /12 = 1. Para el criterio de

Kataoka se han considerado distintos valores para la probabilidad en cada

problema.

Solucionesdel ejemplo5.

CASO NORMAL

Solución del problema de ponderaciones

Pesos:
1.OOO000000000000 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO

Calis to EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

1.OO0000000000000 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO

Función Objetivo: 1. OOOOOGOO0000000
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IFAIL = O

Calís to EO4NEF

Problem Type = QPi

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0.4117642058823529

Función Objetivo:

IFAIL =

0.2941176420588235

1.529411764205882

O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad
0. 8000000000000000

BETA:
0.80000 00000000000 •

Vector solución
0. 5922961228539814

Función Objetivo:

IFAIL =

0. 20385193857 30093

2.290290685280325

O

Calls to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.2000000000000000

Vector solución
1. O00000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

Pesos:
0. 9000000000000000

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE±O0

1. 438810042119165

O

O. l000000000000000

Calís to EO4NEF

459



ANEXO 11

Problem Type = LP

PrinÉ Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

1. 000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

O. OOOOOOOOOOCOOOOOE+00

0. 7000000000000000

O

Calís to EO4NEF

Problem Type = QPl

¡ SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0.3950617283950617

Función Objetivo:

IFAIL =

0.3024691358024691

1.417901234567901

O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución
0.6568563946107259

Función Objetivo:

IFAIL =

0.17157i8026946371

2.031616341586737

O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidad

0. 6000000000000000

Vector solución
1. OOO000000000000

Función Objetivo:

IFAIL = o

BETA:
0. 7000000000000000

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE-*00

1.169090468459623
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Pesos:
0. 8000000000000000 0. 2000000000000000

Calis to EO4NEE

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

JI. 000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

0. OOOOOOOOOOOOOOCOE+O0

0. 4000000000000000

o

Calis to EO4NEF

Problem Type = QPJI

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0.3766233766233766

Función Objetivo~

IFAIL

O. 31i6883116883117

1.303896103896104

O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución
0.7448458336088113

Eunción Objetivo:

IFAIL =

0. 12 757708 31 955 943

1.760646932527256

o

Calis to EO4UEF

Print Level = o

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000

Vector solución
1. OOOoOOOooOOoooo

000000000 000

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00
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Función Objetivo:

IFAIL =

0.8993708898000819

o

Pesos:

0.7000000000000000 0.3000000000000000

Calis to EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

JI. 000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL = O

Calís to EO4NEF

Problem Type = QPl

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0.3561643335616438

Función Objetivo:

IEAIL = O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad
O. 8000000000000000

Vector solución
0.8820154539914551

Función Objetivo; 1

IFAIL = O

0. OOOOOOCOOOOOOOOOE+00

9. 9999999999999992E—D2

0. 3219178082i9178i

1.186986301369863

BETA:
O. 8000000000000000

5. 8992273004272454E—02

.470831375875538

Calís to EO4UEF

Print Level = O

462



ANEXO II

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 O.7000000000000000

Vector solución

1. 000000000000000

Eunción Objetivo:

IFAIL = O

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE-i-00

0. 6296513111405405

Solución del problema de ponderaciones

Pesos:
0.6000000000000000 0.4000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

3.333333333333333

Función Objetivo;

IPAIL = O

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE400

—0. 666666666666666?

Calis to EO4NEF

Problem Type = QP1

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0.3333333333333333

Función Objetivo;

IPAIL = O

0.3333333333333333

1.06666666666666?

Calís to EO4UEE

Print Level = O

SOLUCIÓN RATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

O.8000000000000000 0.SOOOOOOOOOOOOOOO
Vector solución

1.OOOOOOOOOOOOOoo O.OOOOOOOOOOOOOOOOE±OO
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Función Objetivo:

IFAIL =

JI. 150731285922363

O

Calís to EO4UEE

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.7000000000000000

Vector solución

1. 000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

Pesos:
O. 5000000000000000

0. COOOOOOOOOOOOOOOE+O0

0.3599317324809992

o

O. 5000000000000000

Calís to EC4NEF

Problem Type = LP
Print Level O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

3.333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL =

0. OOOOCOOOOOOOOOOOE+00

—1.666666666666667

o

Calis to EO4NEE

Problem Type = QPí

SOLUCIÓN MÍNIMA VALIANZA

0.30769230769230??

Función Objetivo:

IFAIL =

0.3461538461538462

0.9423076923076923

O

Calís to EO4UEE

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA
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Vector de probabilidad BETA:

0.3000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución
1.000000000000000 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Función Objetivo; 0.8239814289124911

IPAIL = O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

O.6000000000000000 O.7000000000000000
Vector solución

l.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOCOOOCE+00

Función Objetivo: 9.0212153821457794E—D2

IEAIL = O

Pesos:

O.4000000000000000 O.6000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

3.333333333333333 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0

Función Objetivo; —2.666666666666667

IEAIL = O

CalJIs to EO4NEF

Problem Type = QPl

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

O.278688524590JI639 O.360655737?049180

Función Objetivo: 0.8131147540983606

IFAJIL = O
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Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
O.6000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución
1~. O00000000000000

Función Objetivo:

LEAIL= O

Calís to EO4UEE

O. OOOOOCOOOOOOOOOOE±00

0.4972315719026308

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA;

O.6000000000000000 O.7000000000000000
Vector solución

3.333333333333333 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0

Función Objetivo: —0.5983580827936120

IFAIL O

Pesos:
O.3000000000000000 0.?000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type =

Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

3.333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL O

Calís to EO4NEE

O. OOOOOOOOOCOOOOOOE+OO

—3.666666666666667

Problen Type = QPÍ

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIAN¿A
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0.2456140350877193

Función Objetivo:

IFAIL

0.3771929824561404

0.6780701754385965

0

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
O.3000000000000000 O.8000000000000000

Vector solución

JI. 000000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

0. 0000000000000000E+00

0.1704817148927645

o

Calís to EO4UEE

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.

Vector solución
3.333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL =

Pesos:
0. 2000000000000000

7000000000000000

O. 0000000000000000E400

1.497423344992083

o

O. 8000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

3.333333333333333

Función Objetivo;

IFAIL =

O. 0000000000000000E+OO

—4.666666666666667

0
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Calls to EO4NEF

Problem Type = QP1

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0.2075421698113208

Función Objetivo:

IFAIL = O

0.3962264150943396

0. 53584905660 37236

Calís to EO4UEF

Print LeveS = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad

0. 8000000000000000
Vector solución

3.333333333333333

Función Objetivo: —0.52

IFAIL = O

BETA:
0. 8000000000000000

0. 0000000000000000E400

08938070570057

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidad

O. 6000000000000000

Vector solución
3.333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL O

Pesos:

0.l000000000000000 0.9000000000000000

Calís to EO4NEE

BETA:
0. 7000000000000000

O. 0000000000000000E400

—2.396488607190554

Problen Type = LP
Print Level = O
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SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

3. 333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL O

0. OO00O00O00000O00E-~-0O

—5. 666666666666667

Calís to EO4NEF

Problem Type = QPl

SOLUCIÓN MININA VARIANZA

0.1632653061224490

Eunción Objetivo:

IFAIL O

0.4183673469387755

0.3846933775510204

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solución

3.333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL O

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0

—1. 610059997089693

Calís to EO4UEE

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 O.VOOOOOOOOOOooooo
Vector solución

3.333333333333333

Eunción Objetivo:

IEAIL = O

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE±oo

—3. 2 95553869389026
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Pesos:

0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0 l.O00000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = LP

Print Level O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

3.333333333333333

Función Objetivo:

IFAIL = O

Calis to EO4NEF

Problem Type = QPl

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

O. 11JIlll1JIJIl1Íl1JIl

Función Objetivo;

IFAIL = O

Calís to EO4UEE

Print Level O

SOLUCIÓN 1<ATAOKA

Vector de probabilidad

O. SOOO000000000000

Vector solución

3.333333333333333

Eunción Objetivo: -2.

IFAIL O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de probabilidad
O. 6000000000000000

0. OCOOOOOOOOOOOOOOE+0O

—6.666666666666667

0.4444444444444444

0.2222222222222222

BETA:
O. 8000000000000000

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

699226187122781

BETA:
0. 7000000000000000
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A continuaciónmostramoslas solucionescorrespondientesal ejemplo5 para

la aproximación de Cantelli:

CANTELLI SOLUCIÓN RATAOKA

Solución del problema de ponderaciones
Pesos:

í.ooooocooooooooo 0.OOOOOOOOOOcOOOOOE+0O

Vector de probabilidad BETA;
0.8000000000000000 O.8000000000000000

Vector solución
0.4850522800866299 0.2574738599566850

Función Objetivo: 3.749251382906965

IFAIL O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA;
O. 6000000000000000 O. 7000000000000000

Vector solución

0.5329597067382851 0.2335201466308574

Función Objetivo: 2.778756407543996

IEAIL = O

Pesos:
O.9000000000000000 O.lOO0000000000000

Vector de probabilidad BETA:
O. 8000000000000000 O. 8000000000000000

Vector solución

Vector solución

3.333333333333333 0.OOOOOOOCOOOOOOOOE-*O0

Función Objetivo: —4.194619131587497

IFAIL = O

TIEMPO C.P.U.; 4.799999237060547 segundos

““ FINAL DE PROGRAMA**
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¡ 0.4882822471151409 0.2558588764424295

Función Objetivo:

IFAIL

3.449569652651358

o

Calís to EO4UEP

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.7000000000000000

Vector solución

0.5509426950125467

Punción Objetivo:

IFAIL

Pesos:
0. 8000000000000000

0.2245286524937267

2.537578896837852

o

0. 2000000000000000

Calis te EO4NEF

Vector de probabilidad BETA:
O. 8000000000000000

Vector solución

0.4919855392097375

Función Objetivo:

IFAIL = O

0. SOOOOOOOOO000000

0. 254 0072 303951312

3.149812741278524

Calís to EO4UEF

Print Level O

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 O.7000000000000000
Vector solución

0.5720377453391643

Función Objetivo:

JIFAIL =

Pesos:
O. 7000000000000000

0.2139811273304179

2.295023066246733

o

0. 3000000000000000

Calís to EO4UEF
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Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 O.8000000000000000

Vector solución

0.4962843718852185

Función Objetivo:

IFAIL =

0.2518578140573908

2.849962815325700

o

Calís to EO4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:
D.6000000000000000 O.

Vector solución

0.5974674496470292

Eunción Objetivo:

IEAIL =

-7 000000000000000

0.2012662751764854

2.050705893907875

0

Pesos:
0. 6000000000000000 0. 4000000000000000

Vector de probabilidad BETA:
O.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución

0.5013503977090825

Función Objetivo:

IFAIL =

0.2493248011454587

2.549995500173275

O

Calís to EO4UEE

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.700

Vector solución

0.6292582719281018

Eunción Objetivo:

IFAIL =

0000000 0000 00

0. 1853708640359491

1.804043211318123

O
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Pesos:
0. SooOOOOOOOOOOOOO 0. 5000000000000000

Vector de probabilidad BETA:
o.s000000000000000 o.sOO0000000000000

Vector solución

0.5074342361401146

Función Objetivo:

IFAIL =

0. 2462828819299127

2.249826366919226

o

Calls to E04UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA;
0.6000000000000000 - O

Vector solución
0.6710894894994481

Punción Objetivo:

IFAIL =

7 000000000000000

0.1644552552502259

1.554022601894061

O

Pesos:
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución

0.5149203345986447

Función Objetivo:

IFAIL =

0.2425398322006276

1. 94 9554 7 27195140

O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.

Vector solución
0.7305844325021540

Función Objetivo:

7 000000000000000

0. 1347022812489230

1.299069920949982
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IFAIL = O

Pesos:
0.3000000000000000 o.7000000000000000

Vector de probabilidad BETA:
O.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución
0. 5244382018224750

Función Objetivo:

IEAIL = 0

0.23fl80896088?625

1.648951809060679

Calis to EO4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad SETA:

C.6000000000000000 077000000000000000

Vector solución
0. 82 72 644 04 07 7 12 72

Función Objetivo;

IFAIL = 0

8. 636T797961436390E—02

1.035309707599933

Pesos:
0.2000000000000000 0.8000000000000000

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución

0.5371164489557399

Función Objetivo:

IFAIL = O

Calís to EO4UEF

0.2314417755221301

1.347935805823071

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.7000000000000000

Vector solución
1.0000000000000% 0. 0000000000000000E÷OO
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Función Objetivo: O. 52461 58 828 35 -7 9

IFAIL = O

Pesos:
0.l000000000000000 0.9000000000000000

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución
O. 5552720752270234

Función Objetivo:

IEAIL =

Calís to EO4UEE

Print Level =

0.2223639623864883

1.0462609347115451

o

o

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.7000000000000000

Vector solución

1. 000000000000000

Eunción Objetivo:

IFAIL

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

0.4563542438783224

O

Pesos:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 l.O00000000000000

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución

0.5848904725604411

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4UEF

0. 2 07 55476371197794

0. 74 337 95288692 7 00

O

Print Level = O

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 O.7000000000000000

Vector solución
1. 000000000000000 0. OOOOOCOOOOOOOOOOE1-00

Función Objetivo: 0.1602468994692868
IFAIL = O

TIEMPO C.P.U.; 5.929998397827148 segundos
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Solucionesdel ejemplo6.

CASO NORMAL

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
l.000000000000000 0.0000000000000000E400

Calís to EO4NEF

Problem Type QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.3846153846153846 0.3076923076923077

Función Objetivo: 26.76923076923077

IEAIL O

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

1.636363636363636 5.090909090909091

Función Objetivo: 413.0909090909091

IFAIL = O

Calís to EO4UEE

Print Level = 0

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

O.800000000000000o 0.7500000000000000
Vector solución:
0.7018621202230769 0.3308162864665218

Función Objetivo: 74.06940588134253

IFAIL = O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de Probabilidades BETA:
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0. 6000000000000000

Vector solución:
0.5332504581576452

Función Objetivo:

IFAIL =

0. 6000000000000000

O.229999T126085691

55. 81754460285822

O

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.9000000000000000 0.1000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type QP2
Print Level O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

O. 3fl0458015267176

Función Objetivo:

IEAIL =

0.3129720992366412

41.31679389312977

0

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0. 0000000000000000E+00

Función Objetivo;

IFAIL = o

10. 00000000000000

2358.000000000000

Calís to EO4UEF

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.BOOOOOOOOOOooooo O.7500000000000000

Vector solución:
0. 6834829100896574

Función Objetivo:

IFAIL —

0. 4 0 655368057 32 651

112.11832532688130

o

Calís to EO4UEF
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Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA;
O.6000000000000000 O.6000000000000000

Vector solucion:
0. 53500374 7 6021724

Función Objetivo:

IFAIL

0.3443152056342931

87.49261203859229

O

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
O.8000000000000000 O.2000000000000000

Calls to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.3636363636363636

Función Objetivo:

IFAIL

0.3181818181818182

55.86363636363636

o

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MININA VARIANZA

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0

Función Objetivo:

IFAIL o

10. O0000000000000

4244.000000000000

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
O.SOOOOOOOOOOOoooO 0.7500000000000000

Vector solución:
0.6664475219796689 0.4926974090282237
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Función Objetivo:

IEAIL =

150.2334413119187

o

Calís to EO4UEF

Print Level = 0

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades SETA:
0.6000000000000000 0.6000000000000000

Vector solucion:

0.5365850120127269

Función Objetivo:

IFAIL =

0.4fl4239258212943

119.1231206999022

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0J1000000000000000 0.3000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.3533834586466165

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4NEF

O. 32 33082706 669 17

20. 40977443609023

O

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARíANZA

0. 0000000000000000E400

Función Objetivo:

IFAIL = o

10. 0 0000000000000

6130.000000000000

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
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Vector de Probabilidades
0. 8000000000000000

Vector solución:
0. 6505971291T75793

Función Objetivo:

IFAIL = O

BETA:
O 7/500000000000000

O. 5915425Y7241441i7

188.2063605159914

Calis te EO4UEF

Print Level = 0

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades
0. 6000000000000000

Vector solución:
0.5380089011726020

Función Objetivo:

IFAIL = o

BETA:
0.6000000000000000

O. 501262660133Y/27

150.6992631848153

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.6000000000000000 0.4000000000000000

Calls te EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

O. T750000000000000

Función Objetivo:

IFAIL =

0.3684210526315789

84. 94671052631579

o

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Función Objetivo:

IEAIL = O

J~0. 00000000000000

8016.000000000000
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Calis to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.8000000000000000 O.?500000000000000

Vector solución:
0. 635 919217772751

Función Objetivo:

IFAIL =

0.7061145826402244

226.0840068824680

o

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.6000000000000000 O.6000000000000000

Vector solución:

0.5392862005849494

Función Objetivo:

IFAIL =

0. 5983820155612103

182.2081230634362

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.5000000000000000 0.5000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

O. 4000000000000000

Función Objetivo;

IPAJIL =

0. 4285714285714286

99.4 57 14285?14286

O

Calís to EO4NEE

Problem Type = QP2
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SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

O. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Función Objetivo:

IFAIL = o

10. oOOoooooOooOOO

9902.000000000000

Calís to [30413FF

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades
0. 8000000000000000

Vector solución:
0.6219066133561061

Función Objetivo:

IFAIL o

BETA:
0. ?500000000000000

0.8404846612515702

263.8420967469068

Calís to EO4UEF

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
O.6000000000000000 0.6000000000000000

Vector solucion:

0.5404239123389108

Eunción Objetivo:

IFAJIL =

0. 7 122107466729610

213.6323370860643

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Calís to EO4NEF

ProblLem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.4230769230769231

Función Objetivo:

IFAIL =

0. 5000000000000000

113.9346153846154

o
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Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Eunción Objetivo:

IEAIL = o

10. 00000000000000

11288.00000000000

Calis to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades
0. 8000000000000000

Vector solución:
0.6088262725420949

Función Objetivo:

IFAIL = O

BETA:
0. -7500000000000000

1.000264581225209

301. 4421090443484

Calís to E0413EF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.6000000000000000 0.6000000000000000

Vector solución:

0.5414250096801221

Función Objetivo:

IFAIL =

0. 84 24 694 4 7 4 611222

244.948001250297 O

O

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.3000000000000000 0.2000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO
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0. 4444444444444444

Función Objetivo:

IFAIL =

0.5862068965512242

128. 3701149425287

O

Calís to EO4NEE

Problem Type QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Función Objetivo:

IEAIL = O

10.00000000000000

13674.00000000000

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.7500000000000000

Vector solución:

0.5964420064884697

Función Objetivo:

IEAIL =

1.193411940304408

338.8514708206814

o

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0. 6000000000000000

Vector solución:
0. 5422877 6532884116

Función Objetivo:

IEAJIL =

O. 6000000000000000

1.010842549469988

276.1212701228227

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
O.2000000000000000 0.8000000000000000

Calis te EO4NEF
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Problemn Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.4642857142857143

Eunción Objetivo:

IFAIL —

0.6923076923076923

142.7502747252747

0

Calís to EO4NEP’

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 10.00000000000000

Función Objetivo: 15560.00000000000

IEAJIL O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.7500000000000000

Vector solución:

0.5846459346180862

Función Objetivo:

IFAIL -

1.431600193762199

375.9853692362402

o

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de Probabilidades BETA:

0.6000000000000000 0.6000000000000000
Vector solución:

0. 54 30044494 177897

Función Objetivo:

IFAIL —

1.212118759752839

307.10258/2449137

O
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SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.1000000000000000 0.9000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.4827586206896552

Función Objetivo:

IFAIL —

0.8260869565217391

157.05457271136432

o

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE1-00

Eunción Objetivo:

IFAIL — o

10.00000000000000

11446.00000000000

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de Probabilidades

0. 8000000000000000

Vector solución:
0. 57 33249041510552

Función Objetivo:

IEAIL = O

BETA:

O. 7500000000000000

1.732677359488888

412.7420657036078

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.6000000000000000 0.6000000000000000
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Vector solución:

0.5435590405372127

Función Objetivo:

IEAIL =

11.466231270316100

337. 8163673536515

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0 l.O00000000000000

Calls to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0. 5000000000000000

Función Objetivo;

IFAIL =

1. 000000000000000

17 1. 2 500000000000

o

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

0. 0000000000000000E400

Función Objetivo:

IFAIL = 0

lo. 00000000000000

19332.00000000000

Calls to EO4UEE

Print Level = 0

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de Probabilidades

0. 3000000000000000
Vector solución:

0.56235119906910245

Función Objetivo:

IFAIL = o

BETA:
0.750000 0000000000

2.125378475300765

448.9497-773811465

Calís to EO4UEE
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Print Level = O

SOLUCIÓN KATAO1<A
Vector de Probabilidades BETA;

O.6000000000000000 O.6000000000000000
Vector solución:

0.5439233907443367 1.797152126716245

Función Objetivo; 368.1413123516943

IFAIL = O

TIEMPO C.P.U.: 6.4499998092651137 segundos

** FINAL DE PROGRAMA **

489



ANEXO 1¡

Soluciones del ejemplo 7.

ALEATORJIEDAD SIMPLE

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Calis to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.5656934306569343 1.773722627737226

Función Objetivo; 83.24635036496350

IFAIL = O
Calís to EO4NEE

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 6.000000000000000

Función Objetivo: 1368.000000000000

IFAIL = O
Calís to EO4UEE

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA;

O. 9000000000000000 0. 9000000000000000

Vector solucion:
0.7262754029084703 1.709489838836612

Función Objetivo: 204.7794152159183

IFAIL = O

Calís fo EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.S000000000000000

Vector solucion:
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0. 67 2 7 5 18 955411542

Eunción Objetivo:

IFAIL =

1.730899241783538

164.2997970306064

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS;
0.9000000000000000 0.1000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.6600153491941673

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4NEF
o

11.735993860322333

81. 67954719877206

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA
0. 0000000000000000E+O0

Función Objetivo:

IEAJIL =

Calís to EO4UEE

6. 000000000000000

114 15 . 4 00000000000

O

Print Level = O

SOLUCIÓN 1<ATAOKA
Vector de probabilidades

0. 9000000000000000
BETA:
0. 9000000000000000

Vector solución:
O. 88 20637871 154648

Función Objetivo:

1.6471174485153814

204.2963754502592

IFAIL= O
Calis to EOAUEF

Print Level = 0

SOLUCIÓN 1<ATAOKA
Vector de probabilidades

0. 8000000000000000

Vector solución:
O. 808078834 82 14 30-7

Función Objetivo:

BETA:
0. 8000000000000000

1. 67 67 68466071428

163.4812181574685
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IEAIL = O

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.8000000000000000 0.2000000000000000

CaIls tu EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.7645631067961165

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4NEF

1.694174757281553

80.00995145631068

u

Probiem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA
0. OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 6. O00000000000000

Función Objetivo:

IFAIL
Calís to EO4UEE

1462.800000000000

o

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades

0. 9000000000000000
Vector solución:

1.054546946424897

Función Objetivo:

IEAIL =

Calis to EO4UEF

BETA:
0. 9000000000000000

1. 578181221430041

203.5330526780938

O

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades

0. 8000000000000000
Vector soJIución:

0.9579658119%19200

Función Objetivo:

IFAIL =

BETA;
0. sOoooooooooooooo

1.6116813672095232

162.4511115739515

o
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SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.7000000000000000 0.3000000000000000

Calis to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

0.88109495295112404

Eunción Objetivo:

1.647562018819504

78.21988879384089

JIFAIL = O
Calls to EO4NEE

Problem Type = QP2

Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

3.636363636363636

Eunción Objetivo:

JIFAIL =

Calís to EO4UEF

0.5454545454545455

1482.166942148760

O

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades
0. 9000000000000000

BETA:
0. 9000000000000000

Vector solución:

1.246549806194129

Función Objetivo;

IFAIL =

Calís to EO4UEF

1. 5013800 /7522348

202. 4418511669716

O

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades

O. 8000000000000000
Vector solución:

1.124891020066384

Función Objetivo:

IFAJIL =

BETA;
O. 8000000000000000

1. 5500435919 344 6

161.1734023480328

O

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:

493



ANEXO II

O. 6000000000000000 0. 4000000000000000

Calís to EO4NEE

Problem Type = QP2
Print Level O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

1.011796733212341

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4NEF

1.595281306715064

76.28738656987296

o

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA
3.636363636363636 0.5454545454545454

Eunción Objetivo: 1475.484297520661

IFAIL = O
Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.9000000000000000 0.9000000000000000
Vector solucion:

1.461569073334026

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4UEF

1.415372370666389

200.9637847815665

o

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades

0. 8000000000000000
Vector solución:

1.311927063644672

Función Objetivo:

IEAJIL

BETA:
0. 8000000000000000

1.475229174542131

159. 6033319197242

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.5000000000000000 0.5000000000000000
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Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

1.159420289855072

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4NEF

1.5362318840579711

74. 18 4 7 82 608 6 95 65

o

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA
3.636363636363636 0.5454545454545455

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4UEF

1468.801652892562

o

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades
0. 9000000000000000

Vector solucion:

11.703983840274774

Función Objetivo:

IFAIL =

Calls to EO4UEE

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA

0

BETA:
0. 9000000000000000

JI. 31 84 064 63890090

199.0246672182163

Vector de probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solucion:
11.522929854663856 1.3908280581134458

Función Objetivo:

IFAIL =

177.6846840544918

0

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.4000000000000000 O.6000000000000000

Calís to E04NEE
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Problem Type = QP2
Print Level O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

1. 327t79338842975

Eunción Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4NEF

11.469008264462810

71. 876/5619834711

O

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA
3. 63636363636363r 0.5454545454545455

Función Objetivo:

IFAIL =

1462.119008264463

0

Calis to EO4UEE

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades

0. 9000000000000000
Vector solución:

1.979349670132397

Función Objetivo:

JIFAIL =

Calís to EO4UEF
O

BETA:
0. 9000000000000000

1.2082601319’V704L

196.5310449111748

Print Level O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución:

1.762803766468634

Función Objetivo:

IFAIL =

1.294878493412546

155.3458782157769

O

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Calis to EO4NEF

Problem Type = QP2
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Print Level O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

11.520532741398446

Función Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4HEF

1.3911786903440622

69.31748057713651

O

Problem Type = QP2
Prtnt Level = 0

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA
3.636363636363636 0.5454545454545455

Función Objetivo:

IFAIL =

Calis to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA

1455.436363636364

o

Vector de probabilidades BETA:
0. 9000000000000000

Vector solución:

2.294816672913531

Eunción Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4UEE

0. 9000000000000000

1.082073330834587

193.3609428687420

O

Frint Level = 0

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades
0. 8000000000000000

Vector solucion:

2.0378811490999047

Función Objetivo:

IFAIL =

EETA:
0. 8000000000000000

1. 1848f/403600381

1152.4943539?43Y71

0

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.2000000000000000 0.8000000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2

Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO
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11.744604316546763 1.302158223381295

Eunción Objetivo:

IFAIL =

Calis to EO4NEF

66. 44 64 0287769784

o

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA
3.636363636363636 0.5454545454545454

Eunción Objetivo:

IFAIL =

Calís to EO4UEF

1448.753719008264

O

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades

0. 9000000000000000
Vector solucion:

2.65973538W7827117

Función Objetivo:

IFAIL =

Calis to EO4UEF

BETA:
0. 9000000000000000

0.9361058444869131

189.3552497175767

o

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solución:
2.356480095386103

Función Objetivo:

IFAIL =

1.057407961845559

149. 0 08 3108357 3 t/

o

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
O.1000000000000000 0.9000000000000000

Calis to EO4NEE

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO

2.00/822685788787

Eunción Objetivo:

1. 1968 7 0 925684485

63. 18181225554107
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IFAIL = O
• Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
• Print Level O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

3.636363636363636

Eunción Objetivo:

IFAIL = O

0.5454545454545455

1442 . 01107 4 380165

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades

0. 9000000000000000

Vector solución:
3. 08 65 52 7 8 12 35017

Función Objetivo:

BETA;
O. 9000000000000000

0.7 653738875059933

184.3008022369518

IFAIL = O
Calis to EO4UEF

Print Level = 0

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades
0. 8000000000000000

Vector solucion:
2. 72 973488 0813462

Función Objetivo:

IFAJIL = o

BETA;
O. 8000000000000000

0.9081060476746153

144.7242380919123

SOLUCIÓN PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 11.O00000000000000

Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level O

SOLUCIÓN VALOR ESPERADO
2.321428571428571

Función Objetivo;

IFAIL = o

1.071428571428571

59. 4 1071142857 1429
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Calís to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCIÓN MÍNIMA VARIANZA

3.636363636363636

Eunción Objetivo:
IFAIL O

Calís to EO4UEF

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabiliA3des

0. 9000000000000000
Vector solución:

3.592164367841035

Eunción Objetivo:

IFAIL
Calis to EO4UEF

o

0.5454545454545454

11435.388429752066

BETA:
0. 9000000000000000

0.5631342528635859

177. 9060697076182

Print Level = O

SOLUCIÓN KATAOKA
Vector de probabilidades

0. 8 000000000000000

Vector solución:
3. 11 7 2883401235013

Función Objetivo:

IFAIL =

BETA:
0. 8000000000000000

0. 7 30346 6395059949

1139.4V?52 Y? 74 6096

o

TIEMPO C.P.U.: 6.5200004Y?763672 segundos

““ FINAL DE PROGRAMA **
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Solucionesdel ejemplo8.

* * ****** * * * * **** * * ** * * * *** * * ** * *** **** * ** *** * *** * * * *

Método Varianza
** ** * * * * * **** * * *** * * * * **** * ** * *** * *** *** * * * * * ** * * ***

Calís to EO4NEF

Problen Type = QP1
Print Level O

*** * * * * **** * **** * * “ * ******* *** *** *** * ** * *** * ** * * ****

Solución para los pesos
1. 000000000000000

Punto:
O. 8000000000000000

Valor de la función ponderada:

Valor de IFAIL:

0. OOOOOOOOOOOOOOOOE-s-O0

1.600000000000000

80.00000000000000

o

* * * * * **** * **** * ** ** * * * *** * ** * *** *** ** * * ** * *** * * *** * *

Solución para los pesos
0. 9000000000000000

Punto:
O. ?764563596049183

Valor de la función ponderada:

Valor de IFAIL:

0. 1000000000000000

1. 6117711820197541

66.40545051400927

o

** * * * *** * * * *** * * *** * * * *** ** * *** ** * *** *** * *** * *** * * **

Solución para los pesos
0. 8000000000000000

Punto:

0.7532603025560772

Valor de la función ponderada:

Valor de IFAJIL;

0. 2000000000000000

1. 62 3369848 7 21961

54.56292123109025

O

**** * * ***** * * *** * * * * *** *** *** * ** * ** * *** * ** * *** * * ****

Solución para los pesos
0. 7000000000000000

Punto:
0. 7 34 750/84 24 53817

Valor de la función ponderada:

0. 3000000000000000

l.63262460?87?309

44.49572673405368

Valor de IEAIL: O
** * * * ** * * * **** *** * * * *** * ** * ** *** **** *** * ** * * ** * * ** * *

Solución para los pesos

501



ANEXO 11

O. 6000000000000000

Punto;
0.7318489835430784

Valor de la función ponderada:

0. 4000000000000000

1. 6340755082284 61

36.22 7221684414 33

Valor de IFAIL: O
***** * * ***** * * *** * **** * *** * ** * * *** *** * * ** * * *** * **** *

Solución para los pesos
0. 5000000000000000

Punto:

0.7719298245614035

Valor de la función ponderada:

0.5000000000000000

1.614035087719298

29. 75438596491228

Valor de IFAIL: O
* ***** * * * ***** **** * **** * *** * *** *** **** * ** * *** * *** * * *

Solución para los pesos
0. 4000000000000000

Punto:

0.9217758985200846

Valor de la función ponderada:

Valor de IFAIL:

0. 6000000000000000

1.539112050739958

24.94105708245243

o

* * * **** * ***** * **** “ *** * ** * **** ** *** * *** * ** * * *** * *+* *

Solución para los pesos
0. 3000000000000000

Punto:

1.316375198728140

Valor de la función ponderada:

0. 7000000000000000

1.341812400635930

21.19020667726550

Valor de IFAIL: O
* * ***** * * **** * * *** * *** * * ** * * ** * * * *** * *** * * * * * ** * * ***

Solución para los pesos
0. 2000000000000000

Punto:
2.042194092827004

Valor de la función ponderada;

0. 8000000000000000

0.9789029535864979

17.15578059071730

Valor de IFAIL: O
** ** ** * * *** * * **** * *** * * *** *** * ** *** * *** * * ** *** * *** * *

Solución para los pesos
0. 1000000000000000

Punto:

2.686070686070686

Valor de la función ponderada:

Valor de IFAIL:

O. 9000000000000000

0.6569646569646570

12.80798336798337

O
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* * * * * * ****** * ***** ***** **** * **“ **** **** * * *** ***** ***

Solución para los pesos
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+OO 1.O00000000000000

Punto:

2.769230769230769 0.61538461538461154

Valor de la función ponderada: 11.0769230?692308

Valor de IFAIL: O
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******** * * * ***** * **** * * ** * **** * *** *** * **** * * **** ****

Kataoka. CASO NORMAL.
* * * * * * * ***4 * * * **** * ***** **** ******* * ** * * * *** * *** * * **

Calis to EO4UEF

Print Level = 0

* * * * **** * * * ***** * * *** * *** **** *** * ** * * * ** * *** * * *** * * *

Soluciones para la probabilidad BETA:
0. 9500000000000000

* * * * * * ***** * * **** * **** * ** * * *** * ** * *** * * ** * * * ** * * *** *

Pesos:
l.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Punto:
0.7128673824731410 1.643566308763429

Valor de la función ponderada: 25.09025075034094

Valor de IFAIL: O
* * * * * * * * *** * * **** * **** * *** **** *** *** * *** * * ** * *** * * * *

Pesos:
0.9000000000000000 0.1000000000000000

Punto:
0.6159V?9083072992 11.692046045846350

Valor de la función ponderada: 23.16093W?2619490

Valor de IFAIL: O

* * * * * * *** * * * **** * **** * * * * **** *** * ** * * ** * * *** * *** * * **

Pesos:
0.8000000000000000 O.2000000000000000

Punto:
0.4925140134434623 1.753-742993278269

Valor de la función ponderada: 21.23601595359070

Valor de IFAIL: O

* * * ****** * *** * * **** **** **** * *** *** *** * * *** * *** * **** *

Pesos:
0.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:

0.328576?470377386 1.83571116264836311

Valor de la función ponderada: 19.32002769948082

Valor de IEAIL: O

***** * * * ** ** * **** * * *** **** * ** * ****** * ** * * * ** * * * *** * *

Pesos:
O. 6000000000000000 0.4000000000000000
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Punto:

9.587288211611270965E—02 1.9520635589119365

Valor de la función ponderada: it 4185292797096l

Valor de IFAIL: O

Pesos:
0.5000000000000000 O.5000000000000000

Punto:

-0.OOOOOOOOOOOOOOOOE1-00 2.O00000000000000

Valor de la función ponderada: 15.591062168542W/

Valor de IFAIL: O

* * * * * * ***** * * *** * **** * *** * *** *** *** **** *** **** ** *** *

Pesos:
O.4000000000000000 O.6000000000000000

Punto:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 114.051169673526252

Valor de IFAIL: O

Pesos:
¡ O.3000000000000000 0.7000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+0O 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 112.889739368610110

Valor de IFAIL: O

** * * * * *** * * * * * ** * *** * *** * ** * *** * ** *** * *** * *** * * *** * *

Pesos:
0.2000000000000000 0.8000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.O00000000000000

Valor de la función ponderada: 12.11532386T797852

Valor de IFAIL: O

** * * * * * * *** * * *** * *** * * ** * 4* * * ** * ** * *4* * ** * **** * *** * *

Pesos;
0.11000000000000000 0.9000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE400 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 1l.83322683760767
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Valor de IFAIL: O

** ** ** * * *** * * * **** * * *** * * ** * *** * * *** * *** * *** * “ “*****

Solución para la probabilidad BETA:
O. 9500000000000000

Pesos:
0.OOCOOOOOOOOOOOOOE+0O 1.OO0000000000000

Punto;

O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+0O 2.O00000000000000

Valor de la función ponderada: 11.869121551151367

Valor de IEAIL: O

Tiempo C.p.u.: 2.959999084472656
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Kataoka. CASO NORMAL.
* * * * ** ** * * * * ***** * * **** **** **** * *** * ** * * *** * * * * *** * *

* * * * * * **** * * * ***** * * ** * * ** * **** * *** * *** * * ** * * * * * *** *

• Solución para la probabilidad BETA: 0.8000000000

Pesos:
1.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Punto;

¡ 0.6289926548276509 1.685503672586175

Valor de la función ponderada: 11t88505860039882

Valor de IEAIL: O

* * * * * * * ***** * * *** * *** * *** *** * * ********* * **** * ***** * *

Pesos;
0. 9000000000000000 0. 1000000000000000

Punto:
0.4583346347905220 1.770832682604739

Valor de la función ponderada: 16.5534293425?062

Valor de IFAIL: O

** *** * * * * *** * * **** * * *** *** * *** *** * ** **** * * **** * * * * **

Pesos:
0.8000000000000000 0.2000000000000000

Punto:

0.2255811890547875 1.887209405472606

Valor de la función ponderada; 15.16191330283993

Valor de IEAIL: O

Pesos:
0.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOps±O0 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 13.68300622802303

Valor de IEAJIL: O

* * * * * **** * ***** *** ** *** * ** * **** *** *** * * *** * ***** * * * *

Pesos:
0.6000000000000000 O.4000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 12.23872277058070
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Valor de IEAIL: O
* *** ** * * ***** * * ** *** * * ** * *** * ** * *** * * * **** * **** * * ***

Pesos:
0.5000000000000000 0.5000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.OO0000000000000

Valor de la función ponderada: 110.907452848153119

Valor de IFAIL: O

* * * * * **** * * * *** * * **** * ** **** * ** * ***** * * * *** * ***** * * *

Pesos:
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Punto:

0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada; 9.729142194169rn4

Valor de IFAIL: O

* * * * ** * * *** * * * *** **** * *** *** *** * *** * * **** * * *** * * * * **

Pesos:
0.3000000000000000 0.?000000000000000

Punto:
0.OOOOCOOOOOOOOOOOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 8.743939692228431

Valor de IEAIL: O

Pesos:
0.2000000000000000 0.8000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±O0 2.OO0000000000000

Valor de la función ponderada: 7.976430344581604

Valor de IEAIL: O

* * * ***** * *** * * * ** * *** * *** *** * ******* * * * ** * * **** * * ***

Pesos;
0.l000000000000000 O.9000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada; 7.422025589368738

Valor de IFAIL: O
* * * * * * * * * * * **** * *** * *** * *** * *** *** * * * * * * * * *** * * * * “* *

Pesos:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE-t-0O 1.000000000000000
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Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.O00000000000000

Valor de la función ponderada: 7.04972-73206-71082

Valor de IEAIL: O

Tiempo C.P.U.: 11.779998779296875
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* * 4*4* * * * *444* * * ** * * *4* *4* * * ** ** * *4* * * ** * *44* * 44* * **

Kataoka. Aplicación de la desigualdad de Cantelli.
* * * * *4*” * * * 4*4* * ** * * * ** * *4* * ** * ** * *4* * ** * * *4” * * 44* * *

Solución para la probabilidad BETA; 0.9500000000
* * * * 44*” * * * *44* * * * * * * ** * * ** * ** * ** * *4* * * ** * ** * * ** * * * *

Calís to EO4UEF

Print Level = O

** * * * 4*4” * * * * 44* * *4* * ** * * ** * ** * *4*44* * *4* * *4*” * *4* * *

Pesos:
l.000000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+0O

Punto;

07/283741630574231 1.6358112918471288

Valor de la función ponderada: 28.2/064632295094

Valor de IFAIL: O

** * * * *44* * * * 4*4* *4* * *4*44*4*4*4* “44 * 44*44* * ** * * *44* *

Pesos:
0.9000000000000000 0.lO00000000000000

Punto:
0.6446222385390752 1.67/68888W730462

Valor de la función ponderada: 26.06642465602246

Valor de IFAIL: O

* ** * * * * * * 44* * * *4*44* * 4* * *4* *4* * * * *4* *44 * * 4* * * *4 * * * 44

Pesos:
0.2000000000000000 0.8000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOCOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 14.00000000000000

Valor de IFAIL: O

* * * * *44*4 * * *44 * *44* *** * 4* * 44*4* * 4* * *4* * *4* *4* * * *44* *

Pesos:
0.8000000000000000 O.2000000000000000

Punto:

0.5396396385575954 1.730130180-721202

Valor de la función ponderada: 23.88490588914717

Valor de IEAIL: O

* * * 444*44*444* * * 4*4444*4* * * 4 * *4444* * 4* * * 4* * * 4* * * * * 44

Pesos:
0.7000000000000000 O.3000000000000000
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Punto:

0.4035406239616545 1.7982296880119173

Valor de la función ponderada: 21.73984187146081

Valor de IFAIL; O

4*44* * * * 444* * * *4* * *44* * * 4* *4* * *4* *4 * * *4* * * *4 * * *44* * *

Pesos:
0.6000000000000000 O.4000000000000000

Punto:

0.2183009356486146 11.890849532175693

Valor de la función ponderada: 19.65335002552292

Valor de IFAIL: O

Pesos:
0.5000000000000000 0.5000000000000000

Punto:

0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0 2.O00000000000000

Valor de la función ponderada: 17.66190378969060

Valor de IFAIL: O

* 444 * * * * *4* * * *4* * 4 * 444 * * *4*44*4* * *4* * *4* * *44 * * 44 * * * *

Pesos:
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Punto:
D.0000000000000000E±00 2.O00000000000000

Valor de la función ponderada: 15.96289923765897

Valor de IFAIL: O

* * 4*444 * * *44* * * *44* * * * 4* * 44* * *4*4* * *4 * * *4 * *44* * *444*

Pesos;
O.3000000000000000 0.7000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada; 14772279032045115

Valor de IFAIL: O

* * * * * 44* * *4* * * *444* * * * 444*4*44*44* * *4* * *4 * ““4 * * *444*

Pesos:
0.2000000000000000 0.8000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 14.00000000000000
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Valor de IFAIL: O

44 * *4* * * * * 444* * *4 ** * *4*4*44* *4* * *4* 44* * * *4*4*44* * * *4

Pesos:
0. l000000000000000 0. 9000000000000000

Punto:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE±O0 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 13.78362417419678

Valor de IFAIL; O

* * * * *4* ** * * “*4* * *4* * * * * * *4* * * 4* * *4* ** * * *4* * * *4* * * *4*

Pesos:
0.O00O00000OO00000E+C~ 1.000000000000000

Punto:

¡ O.OOOOOOOOOOOOOOOOE±OO 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 14.00000000000000

Valor de IEAIL: O

*444* ****444*” *4* * *44 * *44*44*” ** *4* *4*” *44* *444* * *44

Tiempo C.P.U.; 2.109999656677246
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* * * * * *444* * * * *44* * *4* * *44*4* *4*444*4* * * *4* * 4*44* * * *4

Kataoka. Aplicación de la desigualdad de Cantellí.
* * * * * * * *4444* * 4*4* * 4*4*444*4* * *4*44 * *44* * *4* * * * *44* *

Solución para la probabilidad BETA: 0.800000000
* * *444* * * * * *444* * 44* * *4*444*4 * * *4* * 44* * *4* * * 44* * * * * 4

Calls to EO4UEE

Print Level = 0

4*444***444**4*4*4***4*4****4**4*4***44**4**4444**44

Pesos:
11.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Punto:

O.728374116305?4231 1.635812918471288

valor de la función ponderada: 28.27064632295094

Valor de IFAIL: O

* * *4*4* * *44* * * *4* * * 44*44* * 44*444*44 * * 4* * * 4* * *4* * * * 44

Pesos:
0. 9000000000000000 0.11000000000000000

Punto:

0.6446222385390752 1.677688880?30462

Valor de la función ponderada: 26.06642465602246

Valor de IFAIL: 0

*44* * * 4*444 * * 44* * 44* * *44*444*44 * *44*4* * *4 * * * * * 4 * 444*

Pesos;
O.8000000000000000 0.2000000000000000

Punto:

0.5396396385575954 l.730180180721202

Valor de la función ponderada: 23.88490588914fl7

Valor de IFAIL: O

4 * * * * *44* * * 44 * * “4* * 444*44 * * *44 * 44*444 * * 44 * 4 * 44 * * 444*

Pesos;
0.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:
0.4035406239616545 1.798229688019173

Valor de la función ponderada; 21.73984187146081

Valor de IFAIL: O

444* * * * 444 * “4*4*4*4 * “*4 * *4* * *4* * 4*4*44 * * 44*444* * 44*4

Pesos:
0.6000000000000000 0.4000000000000000
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Punto:

0.21183009356486146 1.890849532175693

Valor de la función ponderada: 19.65335002552292

Valor de IFAIL: O

* * * * * * * * * *4444*44* * * 44* * 44 * *4* *4* * ** * *4 * * 44* * *44* * * *

Pesos:
0.5000000000000000 0.5000000000000000

Punto:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE±00 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: VL661903?8969060

Valor de IFAIL: O

* * * * * * * * * * *4* * “44* * *4* * *4*4*4*44*44 * *4 * * * * * * 44* * * * * 4

¡ Pesos;
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Punto;

O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 2.O00000000000000

Valor de la función ponderada: 15.96289923765897

Valor de IFAIL: O

4* * * * 4 * 444* * 44*4*4* * “*4*44*44* “4*444444*444*4* * * 4*4 *

Pesos:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0 2.O00000000000000

Valor de la función ponderada; 14.72279032045115

Valor de IFAIL: O

* * * * * * * * * “4* * * * *4* *44*44* *44*44 * 44 * 4 * * 4* * * 4* * * *44 * * *

Pesos:
0.2000000000000000 O.8000000000000000

Punto;
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+D0 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 114.00000000000000

Valor de IFAIL: O

* * * * *4*44* * * *4* * *4 * * *4* * *4*444*44*4* 44* * *4* * *4* * * *44

Pesos:
0.l000000000000000 0.9000000000000000

Punto:

0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O0 2.O00000000000000

Valor de la función ponderada; 13.783624117419678
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Valor de IFAIL: O

* * * * * * * * * 4*4* * * *4* * *4* * 4* * *4*444*4* * 44 * *4* * *44* * * 4* *

Pesos:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 l.000000000000000

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE-4-0O 2.000000000000000

Valor de la función ponderada: 14.O0000000000000

Valor de IFAIL: O

* * 4*4* * * *44* * * *44 * *4 * *4* * *4*44*44* * *44*4* * “4* * * *44* *

Tiempo C.P.U.: 2.11099996566-7-7246
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Solucionesdel ejemplo 9.

* * * 44*4*44 * *4444*4*4 * 4*4 * *4*44*44* * ** * 4*” 4*4*444*444

Varianza
* * * * * * 4*444*4*4* * “*4* * 4*” *4 * * 44*44 * * 4* * *4 * 44 * * * 4*4 * 4

Solución para los pesos
1.OOOOO0000000000 O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+0O

4*4*44* * * *44* * 44*” * *44*44*444 * 4*444 * 4*4*4*4*4* * *444 *

Punto:
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE±0O 6.000000000000000

Valor de la función ponderada; 1368,000000000000

44 * 4*4* 4*4*4 * * 4*4* *444*44*4*4***** * *44 * 44 * *44*4444*4

Solución para los pesc~-
0.9000000000000000 O.l000000000000000

4*44444*4444*444*4* * *44*44 * 4444*44444*4 * 4* * 4444*4444

Punto:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE÷OO 6.000000000000000

Valor de la función ponderada: 1409.460000000000

* * * 4 * 4 * 44*4 * 44*444*4 * 444 * 44444*4*4444*444*4*4*444* * 4

Solución para los pesos
O.8000000000000000 O.2000000000000000

444**4***4***4*****4*4*4*44**4**444***4*4***4444*4**

Punto;
O.0000000000000000E+OO 6.000000000000000

Valor de la función ponderada: 1452.240000000000

*4 * 44 * 4444444 * 4444 * 44 * 444 * *444*44444 * *44 * *4* * * 4 * 444*

Solución para los pesos
0.7000000000000000 0.3000000000000000

4*4444 * 444444 * 444 * 44*4 * *4 * 4444* * 44444444444* * 44* * 444

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545455

Valor de la función ponderada: 11469.4i716859504113

* 4 * 44*44444444 * 44*4 * 4*4 * *444 * 4444* * *4 * * *4 * *4 * * *444 * 4

Solución para los pesos
0.6000000000000000 0.4000000000000000

44*4 * 4 * 4444*4444*4444 * *4*44*444*4 * 4*4*44 * 4444*4 * 44*4

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454

Valor de la función ponderada: 1460.913719008264

44*444*444*4444*4 * 444*44 * 444444444*4 * 44* * 44 * 444* * 4*4

Solución para los pesos
4 O.5000000000000000 0.5000000000000000

*4~4~*4*4444444*4**444*44**4*4*****4***4*******44**

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454

Valor de la función ponderada: 1453.623966942149
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44*4*4 * * * * 44*4* *44*4 * 44*4*” *4*”44 *44* 44* * 44*444* * * *4

Solución para los pesos

O.4000000000000000 O.6000000000000000

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454

Valor de la función ponderada: 1447.548429752066

* * * * * * * 4444* * * * ** * *44* *44*4*4 * 444*4* * 44* * *4 * * 444* * * *

Solución para los pesos
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454

Valor de la función ponder~da; 1442.687107438017

* * * * *444* * * 444*4*4*444* * *4*444*44*4*4 * *44*44* * *4* * * *

• Solución para los pesos
0.2000000000000000 O.8000000000000000

Punto:

3.636363636363636 0.5454545454545454

Valor de la función ponderada: 1439.040000000000

4*4*44* *44*4* *4*4 *4*4 *4* *4* *44*44*4 *4* 4*44*4 4*4* *444

Solución para los pesos
0.l000000000000000 0.9000000000000000

Punto;

3.636363636363636 0.5454545454545454

Valor de la función ponderada: 1436.6071074380V?

* 4 * *4444 * * 4*44* * *4*4*4**44*44*4**4**44 * * 44* * 44* * * *44

Solución para los pesos
0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+0O l.000000000000000

Punto:

3.636363636363636 0.5454545454545454

Valor de la función ponderada: 1435.388429752066

4444* * 4 * * *44* * * 444 * 44 * * 444*4 * *4 * 4*44*4 * * *44 * * 4444* * *

Tiempo C.P.U.: 1.050000071525574
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* * * * * * * * * *44* * *44* * *44* * * 4* * *4* * 4* * *44 * “44*4* * * 4* * * *

Kataoka. Aplicación de la desigualdad de Cantellí.
* * *4 * * *44* * * * * *4* * *44* * *44 * 4* * *4 * * 4* * * 44* * * * *44* * *4*

Solución para la probabilidad BETA: 0.900000000
* * * * * * * * * * 44*4* * * * 4* “44* * *4 * *4* * 44 * 44* * * * *44* * * *4* * *

Calís to EO4UEF

Print Level = O

* * * * * * 44*4* * * *44* * *44* * * *4 * * *4 * 44 * *4* * 444 * * * * 4* * * *4*

Pesos:
l.O00000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00

Punto:

O.7262?51630574231 1.709490918471288

Valor de la función ponderada: 204.7794632295094

Valor de IFAIL: 0

4* * * * * * * * *4* * * * * 4* * *4* * * *44*4* * 4*44* * *4* * * * * * * * * * 44*

Pesos:
O.9000000000000000 0.l000000000000000

Punto:

0.8843157385390752 1.646274880?30462

Valor de la función ponderada: 204.1210465602246

Valor de IFAIL; O

4*44*44 * * * * *4 * * *4* * *44 * * *4* * 4* * * * 4* * * *44* * *4* * 4* * * * 4

Pesos:
O.S000000000000000 O.2000000000000000

Punto:

1.0589656385575954 1.576414180fl1202

Valor de la función ponderada; 203.3048588914717

Valor de IEAIL: O

* *444* * * * * *4* * *44 * * * * * * *44*4*4* * 4* * 4*4 * * * 4* * * *44* * 4*

Pesos:
0.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:

1.2529936239616545 1.4988036880119173

Valor de la función ponderada: 202.1133618?146081

Valor de IEAIL: O

* * * * * 4*4* * * 44* * * * * * * 44* * *4*4*444 * 4* * * *444 * * 44 * * 444 * *

Pesos:
0.6000000000000000 0.4000000000000000
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• Punto:

¡ 1.4698249356486146 1.412070532175693

Valor de la función ponderada: 200.5989002552292

Valor de IEAIL: O

4* * * * *44*44* * * * 44*” * *44*44* * * *4”*4* * * *4 * * 444* * * * * 4* *

Pesos:
0.5000000000000000 0.5000000000000000

Punto:

1.7137275445645454 1.3145091154658684

Valor de la función ponderada: 198.628478969060

Valor de IFAIL: O

* * * * 4*44*444* * *44* * * *44* 4*4*4*4*44* 444* * *4* * “*444* * *

Pesos:
O.4000000000000000 0.6000000000000000

Punto:

1.9900844545454545 1.203966554545454

Valor de la función ponderada: 196.1305923765897

Valor de IFAIL: O

* * *44 * 4*4*4* * *44* * * 4*4* * *4*4*4*4* * *4* * * *444*444 * * * * *

Pesos:
0.3000000000000000 0.?000000000000000

Punto:

2.305765654654561516 1.0776942515454564

Valor de la función ponderada: 192.9881045115

Valor de IFAIL; O

* *44*4 * * * * * *4*4*44 * * * * 4*4 * *4* * *4 * *4* * 44*” * 44* * * * * 444

Pesos:
O.2000000000000000 0.8000000000000000

Punto;

2.669646239874654 0.93214175564545454

Valor de la función ponderada: 189.0491156545

Valor de IEAIL: O

* * * * 4* * * “““*444*4*44* * 4*44*444*4 * *4* * 4*44 * “4* * 444*4*

Pesos:
0.lOOOOOOooOOooooo 0.9000000000000000

Punto:

3.0933364565484521 0.7626657154545454

Valor de la función ponderada: 184.1120654564545
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Valor de IEAIL: O

* * 4444 * * * * “*4* * *4*4* * *4* * *4* * 4* * * * * * *44* * 44* * 4*4 * * 44

Pesos:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+00 l.O00000000000000

Punto;

3. 59216355445412415454 0.563134-741454545

Valor de la función ponderada: 177.90615456421245

Valor de IFAIL: O

* * *444 * * * 4*4*4* * * 4* * * *4 * * “4* * 4* * 44* * 4* * * 44 * * 44 * * *4 * *

Tiempo C.P.U.: 2.1099996566-77246
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4444* * * * * *4*44* * *44 * “*44* * *44*4*4*44 * *44*444* * * 44* * *

Rataoka. Aplicación de la desigualdad de Cantelli.
* * * *4*4* * * * * * * *4* * *4* * * * 444* * *4*44* * *4* *4* * * *44* * * 4*

Solución para la probabilidad BETA: 0.800000000
* * * * * * * “*4444* * 4* * * * *444* * *44* * 4* * *4 * * 4* * * *4 * * * 4444 *

Calís to EO4UEE

Print Level = O

* * * * * * 44* * * * * *44* * * 44 * * * * 44* * *4*44* * *4* * *4 * * * *4* * *44

Pesos:
l.O00000000000000 0.OOOOOOOOOOOOOOOOE400

Punto:

0.6727519630574231 11.730899918471288

Valor de la función ponderada; 164.2998632295094

Valor de IFAIL: O

* *4*444* * * * *444*444* * * *4* * * * * * *4 * *4 * *4* * * 4* * *44* * *44

Pesos:
O.9000000000000000 0.1000000000000000

Punto:
0.8095601385390752 1.676126880730462

Valor de la función ponderada: 163.3988465602246

Valor de IFAIL; O

* * * *4*4 * * * *44* * * * 4* * * *4* * *44*444*4*44 * *4* * *4 * *44* * * 4

Pesos:
O.8000000000000000 O.2000000000000000

Punto:
0.9608563385575954 1.61565?180721202

Valor de la función ponderada: 162.30185889147V?

Valor de IEAIL: O

444 * * * * *444* * * *4* * *444 * * *4* * 4* * *4*44 * 44 * * *4* * 4444 * * *

Pesos:
0.7000000000000000 O.3000000000000000

Punto:

1.1290886239616545 1.5483656880191173

Valor de la función ponderada: 160.9728187146081

Valor de IFAIL: O

44*4 * * * * *4* * * * *4* * *44* * * *4* * *4 * 4* * *4*4* * * 44* * 4* * * *44

Pesos:
0.6000000000000000 0.4000000000000000
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Punto:

1.31727293564861146 1.473091532175693

Valor de la función ponderada; 159,3673002552292

Valor de IFAIL; O

* * * * * 44*4* * *44* * * *4* * * 44*44* * *4* * 44* * 4* * *4* * * *44* * * *

Pesos:
0.5000000000000000 OÁOOOOOOOOOOOOOOO

Punto:

1.52919454646542124 1.38832285214248754

Valor de la función ponderada: 15114301378969060

Valor de IFAIL: O

* * * * * *44* * * * “*4* * * 44* * * * * *4* * *4 * * 44* * *4* * *4* * * 44* * * *

Pesos:
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Punto:

1.7696481165465456454 1.29214132154654564

Valor de la función ponderada: 155.090792376589?

Valor de IFAIL: O

Pesos:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punto:

2.044794124545454514 1.182082569875154

Valor de la función ponderada: 152.25912120451115

Valor de IEAIL: O

Pesos:
O.2000000000000000 O.8000000000000000

Punto:
2.362667225485215455 1.054933-1154545452

Valor de la función ponderada: 148.8173215454545

Valor de IFAIL: O

* 44* * * *4*4* * *44 * * *4* * *4 * *4* * * 4*44* *44* * 4*” * *4 * * *4* * *

Pesos:
0. 1000000000000000 0. 9000000000000000

Punto:
2.73391231154545454 0.90643521879541368

Valor de la función ponderada: 144.608017419676
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Valor de IEAIL: O

4*444* * * * * 444* * “*4* * *44* * *4* * 44* *44* *444* * *4 * * * * *4*4

Pesos:
O.OOOOOOOOOOOOOOOOE+O01.000000000000000

Punto:

3.L?238335465465456 0.730846612134579

Valor de la función ponderada: 139.41252466879831

Valor de IFAIL: O

4 * 4* * * * * “4444* * * *44*444* * *44*44* * 4*4*444* * *44 * * * 44* *

Tiempo C.P.U.: 3.321168764132187864

““ FINAL DE PROGRAMA4*
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