4. Separacion de variables

Este amplio capitulo se dedica a uno de los mas antiguos métodos de resolucién de EDPs
lineales (el de separaciéon de variables) que nos permitira dar la solucién (en forma de
serie de Fourier) de gran parte de los problemas cldsicos citados en el capitulo 1, en
concreto de los planteados en un intervalo finito en una de las variables. Resolveremos
la ecuacién del calor con varias condiciones de contorno, la de la cuerda acotada, la de
Laplace en rectangulos, circulos y esferas... Ello serd posible porque las ecuaciones seran
‘separables’ y los recintos que consideraremos son simples, pero hay muchos problemas
no resolubles por este método.

En 4.1 resolveremos problemas para la ecuacién del calor en 2 variables. Empezaremos
con problemas homogéneos (aquellos en que son homogéneas ecuacién y condicio-
nes de contorno; si estas no lo son, primero haremos un cambio de variable). Basicamen-
te esta serd la técnica utilizada: buscaremos soluciones de la EDP que sean productos
de funciones de cada variable [u(x, t)=X(x)T(t)] y que cumplan todas las condiciones
homogéneas; obtendremos infinitas soluciones de ese tipo resolviendo un problema de
Sturm-Liouville (casi siempre para X””+AX = 0) y otra EDO; construiremos una serie a
partir de ellas [u(x, t)=2chn(x)Tn(t)], cuyos coeficientes ¢, se fijardn imponiendo la
condicién inicial aln no utilizada (bastard hacer un desarrollo de Fourier). La presencia
de series exigirfa justificar las cuestiones de convergencia, pero no entraremos en ello.
Después trataremos los problemas no homogéneos, buscando también una serie so-
lucién. Probaremos en la ecuacién una serie cuyos términos seran productos de las
autofunciones del problema homogéneo por funciones a determinar de la otra
variable. Resolviendo la familia infinita resultante de EDOs lineales no homogéneas con
las condiciones que se deducen de las condiciones iniciales, se obtendrd la solucién.

En la seccién 4.2 haremos lo mismo para la ecuacién de ondas, aprovechando para
comparar resultados con los obtenidos en 1.4 a través de extensiones y de la férmula de
D’Alembert. Veremos también un ejemplo para ondas en el espacio.

En la 4.3 resolveremos por separacién de variables diversos problemas en cartesianas
o en polares para Laplace (homogénea y no homogénea): de Dirichlet, de Neumann o
mixtos. En cartesianas el problema de contorno sera en x o en y segun convenga, pero
en polares siempre serd en 8 (mejor que la ecuacién de Euler para r). Las condiciones
adicionales a imponer a la otra variable serdn aqui de contorno (en polares bastantes ve-
ces no estaran escritas explicitamente como hasta ahora). De las soluciones en forma de
serie deduciremos la férmula integral de Poisson (se obtendrd de otra forma en 4.5) que
da la solucién del problema de Dirichlet en el circulo. Acabaremos la seccién resolviendo
Laplace en la esfera dependiente solo de un angulo (y nos apareceran los polinomios
de Legendre) y estudiando los problemas exteriores en el plano y el espacio.

En 4.4 extenderemos el método a algunos problemas con tres variables. La técnica
serd muy parecida tras definir las series de Fourier dobles. Simplemente apareceran
dos problemas de contorno (en vez de uno). Se veran brevemente también ejemplos
mas complicados en que aparecen nuevas EDOs, como la asociada de Legendre (para
Laplace en la esfera con dependencia de 6 y ¢) que lleva a los arménicos esféricos
y las funciones de Bessel vistas en el capitulo 2 (tratando la vibracién de un tambor).

En 4.5 se estudian brevemente y a titulo informativo las funciones de Green, primero
para problemas de contorno para EDOs. Se escribird la solucién de un problema no
homogéneo en términos de una integral con el término no homogéneo f y la funcién de
Green G(x,s), construida con las soluciones del homogéneo. Luego se generalizard G
para dar las soluciones en términos de integrales de la ecuacién de Laplace en recintos
sencillos, introduciendo el concepto de solucién fundamental (una funcién v tal que
Av=¢) y utilizando el lamado método de las imagenes.
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4.1. Separacion de variables para el calor

Resolvamos varios problemas para la ecuacion del calor. En el primero, con ecuacion
y datos homogéneos, los extremos de la varilla se mantienen a 0 grados y los datos
iniciales vienen dados por una f que suponemos C! a trozos en [0, L]:

Ur—kuxx =0, xe(0,L), t>0 | [E]
Sea [Pl]{

u(x, 0)=£(x) (1]
u(0, t)y=u(L, t)=0 [C]

Busquemos soluciones de la forma u(x, t) = X(x)T(t). Debe ser entonces:

. XV/ T, . kX” T/
XT'—kX"T =0, es decir, 5r = F (mejor que F—=+).

Como el primer miembro es funcién solo de x y el segundo lo es solo de t ambos deben
ser iguales a una constante:

X =kT = —A (ponemos —A para que nos quede la ecuacién habitual de 3.1).
X'+2X=0 [1]

T'+AXkT=0 [2]°

Cualquiera que sea A, el producto de una solucién de [1] por otra de [2] serd enton-

ces una solucién de [E]. Sin embargo, aqui nos interesan solo aquellas que satisfacen
ademas las condiciones de contorno:

u(0,t)=X(0)T(t)=0 = X(0)=0
(si fuese T(t)=0 tendriamos u=0 y no se cumpliria la condicién inicial).

Asi obtenemos una EDO para X(x) y otra para T(t): {

Andlogamente, debe ser X(L)=0.
Nos interesan, pues, las soluciones (no triviales) del problema de Sturm-Liouville:

{X”+)\X=0 n?m?

X(0)=x(L)=0 ~ An="[z . Xn={sen®*}, n=12...

L ’
[Si el intervalo para la x fuese no acotado, no saldria un problema de contorno
de los de 3.1; se utiliza entonces la transformada de Fourier de 1.5].
Llevando estos valores de A a la ecuacién [2] obtenemos:

242 2,242
T/=_I<I7L2Tl' T = Tn={e_kn net/L }

Hemos deducido hasta ahora que para cada n las funciones
2.2 2
un(x, t) = {e_k” T°t/L% sen %} , n=1,2,...

son soluciones de la EDP [E] que satisfacen también las condiciones de contorno [C]. Por
la linealidad de la ecuacién y de las condiciones, sabemos que una combinacién lineal
finita de estas u, también cumple [E] y [C]. Pero consideremos la serie infinita:

u(x, t) = Z CnUp(x, t) = Z Cn e—kn?mt/L? gan % (3]

n=1 n=1

y supongamos que converge y que satisface también [E] y [C]. Si gueremos que ademds
se cumpla la condicién inicial [I] debe ser:

oo L
> cnsenE =f(x) = | ch= %j f(x)senT™dx , n=1,2,... | [4]
n=1 0

pues la serie es precisamente la serie de Fourier en senos en [0, L] de f. Hemos hallado
la solucién Unica de [P1]: la serie [3] con coeficientes dados por [4].
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Pero deberiamos comprobar que la convergencia es suficientemente buena para asegurar que
realmente cumple el problema (una suma infinita de funciones derivables podria ser no derivable).
Si f es C! atrozos, se prueba que la serie converge y define una funcién C*® en [0, L]x (0, =)
y que U: Y Uxx Se pueden calcular derivando término a término (y asi se satisface la ecuacion).
En x=0 y x=L es claro que u se anula. Y la condicién inicial se cumple en el siguiente sentido:
la u(x, t) definida por la serie para t>0 y por u(x, 0)=f(x) es una funcién continua salvo en los
posibles puntos de t=0 en que f fuese discontinua.

Aunque f sea discontinua, la solucién es C*® para cualquier t > 0 arbitrariamente pequefio. A
diferencia de lo que pasa en las ondas, las discontinuidades desaparecen instantaneamente
en la ecuacién del calor, como ya dijimos al resolverla con la F en la recta infinita.

Como cada unt—> 0 y es buena la convergencia, se tiene que: u(x, t)t—> 0 vxe[O,L].
— 00 — 00

La varilla tiende a ponerse a 0 grados, como era de esperar.

Suponemos ahora que los datos de contorno son no homogéneos y constantes:

u(x, 0) =f(x)

ur—kuxx =0, xe€(0,L), t>0
[P2] {
u(0,t)=To, u(L, t)=T,, To,T. constantes

Comenzaremos siempre (como en métodos anteriores) haciendo cero las condiciones
de contorno si no lo son, a partir de una v que las cumpla.

[Si separdasemos variables directamente en [P, ] llegariamos a X(0)T(t) =To
(y otra anéloga para x=L), expresi6n de la que no deduciriamos nada].

Tanteando se ve que una Vv(x) que las satisface es larecta: v=[1—7]To+7T. .
Haciendo w=u—v, nuestro problema se convierte en otro como el [P1]:

{ wi—kwxx=0, x€(0,L),t>0

w(x,0)=f(x)—Vv(x), w(0, t)=w(L, t)=0 " Por tanto:

ad 224712
ux, ) =[1—F]To+ ITe+ D cpne M mUlisen I | = v+ w,

n=1

con |cp= %fé [f(x)—v(x)] sen X dx, n=1,2,...

Esta v(x) tiene un significado fisico claro: como w—0 cuando t—oo, v(x) representa
la distribuciéon estacionaria de temperaturas hacia la que tienden las temperaturas
en la varilla, independientemente de las condiciones iniciales.

[Si To y T, fuesen funciones de t, la v(x,t) definida arriba (que es la misma que
dimos resolviendo la cuerda finita por D’Alembert) seguiria cumpliendo las condiciones
de contorno. Pero la ecuacién para la w obtenida con el cambio seria, en general, no
homogénea, es decir, del tipo de las que vamos a resolver a continuacién. Dicha v,
funcién de t, pierde ademads su significado fisico.

No perdamos de vista que con otros datos de contorno diferentes habra que hallar v(x, t)
distintas. Algunas veces no dependeran de x, otras seran rectas como aqui, quizas haya
que probar parabolas o mejor otras funciones...].

Ej. 1. , v=1—x. w(x,0)=x.

u(x,0) ;
ut— Uxx =0, x€(0,1), t>0 o &t 1k
W(x,0)

u(x,0)=1, u(0,t)=1, u(1,t)=0

1 1 1
cn=2f0 X sennmx dx =—% cosn11x]0+nz—nf0 cosnmxdx —

(_1)n+1

22 0 g
=~ — e~ ""Ttsen(nmx) — 1—x , estacionaria.

2 [oe]
u=1l-—-x+ = Z
n=1 06

[No nos importa que para t =0 sea incoherente el dato inicial con el
de contorno en x=1; la solucién serd, como se ha dicho, continua para o4
t>0 y en el célculo de integrales el valor en un punto no influyel].

[A la derecha, el dibujo (hecho con Maple) de la solucién para
t=0.001,0.01,0.1, 1 (utilizando 20 sumandos de la serie)]. o 02 04 06 08 1
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Veamos cédmo resolver un primer problema no homogéneo con datos homogéneos:

u(x, 0)=f(x)

ur — kuxx = F(x,t), xe(0,m), t>0
[Ps] {
u(o, t)y=u(m, t)=0

(Tomamos L=m para abreviar las expresiones, pero no se pierde
generalidad pues un sencillo cambio de variable lleva [0,L] a [0, m]).

[Si las condiciones de contorno de [P3] fuesen no homogéneas empezariamos
como en [P2] con un cambio w=u—v para conseguir que lo fuesen].

Las autofunciones del [P1] eran {sennx},n=1,2,... Probamos en [P3] |la siguiente serie
(relacionada con la ecuacién) que ya satisface las condiciones de contorno:

ulx, t)= Z Th(t)sennx |, conlas T,(t) funciones a determinar.

n=1

[Acabamos de hallar las autofunciones del homogéneo. Si no, se comenzaria calculdndolas. A

un problema no homogéneo siempre se lleva una serie de autofunciones del homogéneo].
2 . . s .z

[Tomando las Th=cpe k"t que aparecieron al resolver [P1], u satisfaria la ecuacién con F=0.

Hay que darle mas libertad a las T, para conseguir, al meter la serie en la ecuacién, una F#O0 |.

Suponiendo que la serie se puede derivar término a término, la llevamos a la EDP, en
la que desarrollaremos la F para que ambos miembros puedan ser comparados:

> [T7(8) + kn?Ta(t)]sennx = F(x, t) = 3. Bn(t) sen nx

n=1 n=1

con | Bup(t) = %fg F(x,t)sennxdx | (desarrollo de F en senos para t fijo).

Entonces para cada n se debe cumplir la EDO de primer orden: T,’7 + kn2T, =Bp(t).

Y ahora, para obtener sus datos, también llevamos la serie al dato inicial, desarrollado
en las mismas autofunciones:

u(x, O)=i Th(0)sennx =f(x) = Th(0)=cp, con cn=%fgf(x)sen nx dx

Hallando la solucién Unica T, de esta familia de problemas con la EDO no homogénea:

{T,g + kn2T, = Bp(t)
Th(0)=cn

(con la féormula de las lineales de primer orden o, a veces, mejor por tanteo, si es constan-
te o de cualquiera de los tipos en que se pueden usar los coeficientes indeterminados),
obtenemos la T,(t) y, con ello, la solucién de [P3].

[Como siempre faltaria comprobar (justificando la convergencia) que esta serie es
solucién de verdad, que es realmente lo que sucede si f y F son decentes].

Otra posibilidad de resolver [P3] seria descomponerilo en dos subproblemas algo mas
sencillos [P1]y [PFr], el primero con F=0 (ya resuelto) y el otro con f=0:

Ur— Kuxx =0 Ut — kuxx = F(x, t)
[P1] { u(x, 0)=f(x) [PF] { u(x,0)=0
u(o, t)=u(m, t)=0 u(o, t)=u(m, t)=0

La solucién ur de [Pfr] se hallaria como arriba, simplemente sustituyendo los datos ini-
ciales Tp(0)=cp, por los homogéneos T,(0)=0.

La soluciéon u de [P3] (por la linealidad de la ecuacién y de las condiciones iniciales y de
contorno) seria la suma de esta ur y de la serie solucién de [P1] que ya obtuvimos.

[Normalmente descomponer en subproblemas es una pérdida de tiempo. Quizas solo
pueda ser util si alguno de ellos estuviese ya resuelto, como es nuestro casol.
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Resolvemos ahora el problema homogéneo para la varilla con extremos aislados:

u(x, 0)=f(x)

ur—kuxx =0, x€(0,L), t>0
[P4] {
uX(O, t)=uX(L, t)=0

Separando variables (es la misma ecuacién) aparecen, claramente, las mismas EDOs del
problema [P1]. Pero ahora cambian las condiciones de contorno de la X:
{X”+)\X=0 n2n2

—h°n” _ nmx _
X/(0)=X'(Ly=0 — An="g =012, Xn={cos =} [ Xo={1}].

Para estos valores de )\ se tienen las Tn={e—k”2"2t/L2} [To={1}].

, . a i 2,242
Asi pues, probamos la serie: | u(x,t) = — + > a, e kn“m°t/L* cog IMX
2

Queremos que se satisfaga la condicién inicial: u(x, 0) = —+ Z ancos 1= = f(x) .

Los an desconocidos seran los coeficientes de la serie de Fourier en cosenos de f:

an =2 [ f(x) cos " dx , n=0,1,2,...

Observemos que también aqui la solucién se puede interpretar como la suma de una
distribucion de temperaturas estacionaria [ ao/2 ]y una distribucién transitoria que tien-
de a 0 cuando t — oo. Era esperable que toda la varilla (aislada) tendiese a la misma
temperatura y que esta fuese el valor medio de las temperaturas iniciales:

= 1[5 fOdx.

Si los datos de contorno hubiesen sido ux(0, t)=Fg(t) , ux(L, t)=F.(t) (flujo dado en los
extremos), en general, no se puede encontrar una v(x,t) que sea una recta y, al hacer
w=u—V, la ecuacién en w que resulta es no homogénea.

Para resolver un problema no homogéneo con estas condiciones en la ux, probariamos
la serie con las autofunciones del homogéneo que hemos hallado:

u(x, t) =To(t) + Z Th(t)cos &

y calculariamos las T, resolviendo las EDOs (en general no homogéneas) que surgirian,
con los datos iniciales que se deducen del dato inicial de la EDP.

Tanteando con v=Ax2+Bx obtenemos que
v=x2 cumple las condiciones de contorno.

Y haciendo w=u—x?2 se tiene el problema:

Ej. 2. {ut—uxx =0, xe€(0,1), t>0

u(x,0)=0, ux(0,t)=0, ux(1,t)=2

Wt — Wxx = 2
{w(x,o)=_x2 - w= To(t)+2 Th(t)cosnmx — T/+Z[T/+n m2T,] cos nfx=2
WX(OI t)=Wx(1, t):o n=1

[constante que ya esta desarrollada en cosenos].

Del dato inicial se infiere: To(0)+ > Tn(0)cos nmx=—x2 =—%—Z 4{5;112)'1 cosnmx , ya que:
n=1 n=1

1 1 1
ao=-2 |, x2dx=-3%y an=-2 [y x? cosnmx dx = %fo xsennmxdx =---

Ty =2 T/ +n?m2T,=0
, d Resolviendo y deshaciendo el cambio se llega a
{TO(O)——- {Tn(O) = ap Y g
u(x, t) = 2t+x2———i2i e’ tcosnmx .

[ u— o0 pues por el extremo derecho estamos constantemente metiendo calor:
su flujo va en sentido opuesto al gradiente de temperaturas].
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Veamos mas ejemplos de separacion de variables para la ecuacién del calor o EDPs similares. El
primero es no homogéneo. Y sus condiciones de contorno no nos han aparecido aqui todavia:

Up—Uxx =t SEN X xe(O g) t>0 | Necesitamos las autofunciones del homogéneo para
Ej. 3. { ’ 120

_ I saber qué solucién probar. Al separar variables en
u(x, 0)=u(0, t)=ux(3,t)=0 Ut —Uxx =0 vimos que aparecia:

X"”+AX=0 (ademéas de T’+AT=0 que ahora no nos importa). Esto, con las condiciones
X(0)=X’($)=0 que salen de los datos de contorno nos da (problema conocido en 3.2)
dichas autofunciones: X,={sen(2n—1)x}, n=1,2,... Llevamos, pues, a la ecuaci6n:

u(x, t) = i Th(t)sen(2n—1)x — i [T/+(2n—1)?Tp]sen(2n—1)x = tsenx.
n=1 n=1

La F(x,t) de la derecha ya esta desarrollada en esas autofunciones (no hay que integrar).

Hemos obtenido las ecuaciones ordinarias: T1+T1=t y T,’7+(2n—1)2Tn=0, n>1.

Del dato inicial deducimos: u(x, 0) =3 Tn(0)sen(2n—1)x =0 — T,(0)=0 Vn.
n=1
T/ +T1=t _ _ _
1 o T — t t(att ot — to b
Hoy=o — Ti=Ce'+e [ettdt=Ce~t+t—1

La Unica T, #0 saldrd de: {
N

[0 mas corto: Thp=At+B — A+At+B=t].

Imponiendo T1(0)=0, hallamos T3 y la solucién Unica: u(x,t)= (e t+t—1)senx.

[La ‘serie solucién’ solo tiene un término y no hemos necesitado integrales para dar los
Cn Y Bn. Esto ocurrird silas f o F son autofunciones o sumas finitas de ellas].

El siguiente nos sirve para reflexionar sobre las v que hacen cero las condiciones de contorno
(siempre necesario).

ut—4uxx=0, x€(0, m), t>0 | Tenemos también demostrada (en 1.3) su unicidad.
Ej. 4. u(x,0)=1 Una v que cumple los datos de contorno salta a la
ux(0, t)=0, u(m, t)=e=4t vista: v(t)=e 4. Haciendo w=u—v:

Wi—4Wxx = [Ur—8Uxx] — [ Vi—4Vxx] = de™4t )
{sz O)ixw ([0 tt)—vf(<1]r t)[—tO o] [problema no homogéneo].
’ — WX ’ - ’ -

Aqui las autofunciones las da X”’+AX=0 con X/(0)=X(m)=0, lo que nos lleva a:

w(x, t) =3 Tp(t) cosw - Y [T/ +(2n—1)2Ty] cosw =4e~4
n=1

n=1

(2n;1)x dx= 16(=1)"*!

n(2n—1)

T/ +(2n—1)2T,=Bpe~4
{ n*( )"Tn=Bn , con Bn=%fg4cos

Tn(0)=0 (del dato inicial)

Resolvemos la EDO lineal utilizando coeficientes indeterminados: Tpp=Ae~4t —

Tn(0)=0 16(_1)n+1

— ra—(2n—1)2t Bpe~4t — —4t_ ,—(2n—1)2t
Tp=Ce (n—1%t 4 — " Ta()=mamsyanenaarn € e @]

(2n—-1)°—4

¢Podrfamos encontrar una v mejor que no estropee la homogeneidad de la ecuacién?
Buscamos v(x,t) que también la cumpla. Al separar variables vimos que es solucién,
para todo A, el producto de soluciones de X””+AX=0 y de T’+4AT=0. En particular,
VA, B lo es: v=e~*(Acosx+Bsenx). Imponiendo a esta v los datos de contorno:
Wt — 4WXX = 0
{w(x, 0)=1+cosx
wx (0, t)=w(m, t)=

[problema homogéneo vy,

—_ a4t ,
VE=ET s 0 por tanto, mas sencillo]

u=v+w

w(x, t)=>cp e—(z”‘l)ztcosw - w(x,0)=>cp cosw =1+cosx —

n=1 n=1

2 (" n—x 4o _ 2(=1)"[ 1 1 2
C"—EL (1+cosx)cos=—==dx==7 [2n+1+2n—3_2n—1]'

Evidentemente, deben coincidir las soluciones halladas por los dos caminos:

u=e 4y Tn(t)cos(zn%)x y u=—e"*cosx+> cp e—(2n-1)°t cosw ;

n=1 n=1

[Observemos que las soluciones tienden a 0 cuando t — oo. Esto era esperable, pues uno de los
extremos estd aislado y al otro le obligamos a tener una temperatura que tiende a 0].
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En este, la condiciéon de x=0 representa la radiacién libre hacia un medio a 0° (el flujo de calor es
proporcional a la temperatura: si es positiva el calor sale y entra si es negativa). En x=1 fijamos
el flujo de calor que sale de la varilla (al ser ux >0, es hacia la izquierda).

Ur—uxx=0, x€(0,1),t>0 | También probamos en 1.3 que tiene solucién Unica.
Ei. 5 u(x, 0)=x Lo primero, como siempre, es llevar a homogéneas las
J- > ux(0, t)—au(0,t)=0, a>0 | condiciones de contorno encontrando una v.
ux(1,t)=1 Tanteando con rectas v=Mx+N, se ve que las cumple:
v=x+i, w=u-v {wt—wxx=0
= = = Uu— —_ .
a w(x, 0)=—2, wx(0, )—aw(0, t)=wx(1, t)=0
Separando variables se llega a T’+AT =0 y al problema de contorno:
X =0 ue sabemos que no tiene autovalores <0
X’(0)—aX(0)=x’(1)=0 9 a :
. c—ac1=0
Si A=0: X=c1+C2x — {c§=0 =" - A=0 no autovalor.
q ! I
Si A>0: X=cC1COSWX+Crsenwx, w=+VA — : ! i tanWi
{czw—ac1=0 D=8 o ) i | i
C2 COSW—c1 senw=0 2= w1l ' : i l
g - la/w
ci(acosw—wsenw)=0 — tan w=%. ot |y 1'—/
0a P Wy Wz: Wy b L/
Esta ecuacion transcendente nos da los infinitos : ! ! :
An=w2>0 (aproximables numéricamente). i i : ;
[} 1 ]
q I 1
Las autofunciones son: {cos wnx+win sen wnx}, ! : : l
aunque quedan mas compactas escritas en la forma: X, = {cos wn(x—l)} .
Yendo a la ecuacién en T: Tp={e™t} - w(x, t)=> cpe ™t Xy(x) .
n=1
Imponiendo el dato inicial se determinan los ¢, [serian aproximados al serlo los Ap ]:
S _ 1 _ 1 ' _ 4senwp
;C”X”(x) =—g — t=— Xn. Xn) L EX”(X) dx =— a(2wp+sen2wp) ’
! 2 1 1 1
pues | [Xn()] dx =3+ z-[ sen2wp(x—1)]; . x+1
0
Si se calcula exactamente la distribucidn estacionaria hacia la que tienden
las temperaturas en la varilla: X
u(x,t):w(x,t)+x+% —>x+% cuando t — . l
[La temperatura final de la varilla, como era esperable, es menor cuanto 3 -

mayor sea el a, es decir, cuanto mas fuertemente irradie su extremo].

En los ultimos ejemplos que tratamos vemos que se puede aplicar el método de separacién de
variables para otras ecuaciones parabdlicas separables (y no solo para la del calor).

Ej. 6 {Ut— 4(1+2t)uxx=0, x€(0,m), t>0 | Es problema homogéneo. Primero separamos
" lu(x, 0)=1, u(0, t)=ux(m, t)=0 variables u=XT en la nueva ecuacién:
_ X' _ T _ X" +AX=0 _ (2n—1) _ (2n=1)x
XT’_(4+8t)X/lT, T—W——)\ - {X(O)=X’(Tl)=0 , )\n_T,len—{senT} .
n=1,2,...

Y ademés: T/+4An(1+20)T=T'+(2n—1)2(1+2)T=0 — T,={e~@—1*t+)}

02 = —(2n—1)2 2 =
Probamos entonces la solucién: u(x, t) =3 ¢, e~ N—D () gen w .
n=1

Para determinar los ¢, imponemos el dato inicial: u(x,0)=>cpsen w =1 -

n=1

_2(" (n=1)x ;o _ 4 (2n—1)xm _ 4
C”—EL sen === dx=—rmn=7y C0S ]o—n(zn—l)-

oo
.z — — 2 2 —
Por tanto, la solucién del problema es: u(x, t) = % > an_l e~ (2n=1)*(t+t*) gap w
n=1

[Para ser serios habria que probar su unicidad siguiendo la demostracién del calor].
[Ya hemos dicho que la ecuacién del calor (y similares) admiten datos discontinuos].
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Ej. 7 { Ut—Uxx+3Uu=F(x),xe€(0,m),t>0 | a)Hallemos su solucién si F(x)=4senx.

u(x, 0)=u(0, t)=u(m, t)=0 b) 2 términos de la serie solucion si F(x)=m.

[El término +3u representa una pérdida
de calor al medio a lo largo de la varilla].

Separando variables: u(x, t)=X(x)T(t) — XT”=TT/+3=—)\ [

{X”+)\X =0
X(0)=X(m)=0
[Y ademas T’+ (3+A)T=0, que aqui no se utiliza por ser problema no homogéneo].

Busquemos las X, del homogéneo:

damos el 3 mejorala T ]
para tener la X habitual

— Ap=n?%, n=1,2,..., Xn={sennx}.

Llevamos u(x, t)=>Tph(t)sennx a la EDPy al dato inicial para calcular los Tp:

n=1

> [T,’7+(n2+3)Tn]sen nx=F(x), a desarrollar en sennx para igualar las expresiones.

n=1

Ademas: u(x,0)= i Th(0)sennx=0 — TH(0)=0Vn. Nos queda en cada caso:
n=1

T/ +4T,1=4 , L,
a) Tl(O) 10 — T1=1—e"%, y los deméas Tp=0. La solucién es u=(1—e~4)senx.
1 —
—— n
b) El desarrollo es m=4senx + %sen 3x+:--, pues cn=%fgnsennxdx =21(Tl).

A la vista de este desarrollo, es no nulo Tj [el de a)] y el siguiente no nulo lo da:

4

Ti+12T3=3%
T3(0)=0

[Se puede ver casi igual que para el calor que la solucién es Unica; o bien, haciendo u=e=3tw
se obtiene un problema para el calor con esos datos, cuya unicidad ya demostramos].

— T3=5(1—e™12) - u=(1—e"*)senx+g(1—e12)sen3x +---

Hasta ahora la EDO del problema de Sturm-Liouville siempre ha sido X””+AX=0, vy, por eso, las
series de Fourier eran todas con peso r(x)=1. Resolvamos un ejemplo para una EDP parabdlica
en el que aparece otra ecuacién ordinaria mas complicada para la que es necesario utilizar la
teoria general del capitulo 3.

Ej. 8. T X”+ ax’

{ Ur—Uxx—A4Ux—4u=0, x€(0, 1), t>0 mas corto ahora aquf
u(x, 0)=e=2%, y(0, t)=u(m, t)=0 U=XT —» ==""72 +4——)\ —

{X +AX'+ (4+A)X=0 (en forma autoadjunta [e**X’] +4e%*X+1e?X=0) y T/+AT=0.

X(0)=X(m)=0
Hay que resolver el problema de contorno (y debemos tratar los A<0). y=—2++/—X.
A<0: X=c1eC2+PX 4 cre(2-PX S X =0. A=0: X=(c1+C2x)e XS5 X=0.

x €1=0

=n2 —{e—2X
' cpe2msenwr=0 An=N", Xn={e""sennx}

n=1,2,...

A>0: X=(C1COSWX+C>senwx)e 2

0
e —n2 — e
Probamos pues la solucién: u(x,t)=> che™" te=2Xsennx . Falta el dato inicial:

n=1

u(x,0)=> cn e 2Xsennx=e~2X, Aunque hay atajos seguimos con la teorfa general:

n=1

Para calcular los ¢, necesitamos hallar (X,, Xp)= [, e e~ sen?nxdx = J, y ademas:
_1\n
(e=2X, Xp) f e e=2X e=2X sen nx dx = —1 cos nx]g 1= (n D

0./ (2m— 1) t
Por tanto, la solucién es: u(x, t) == Z S e X sen(2m—1)x.

Veamos ahora los atajos. El primero es observar que la igualdad de u(x, 0) equivale a:
Z chsennx=1 (desarrollo de 1 en senos) — Cn=%fg sennx dx (calculado arriba).
n=1
El segundo sale de recordar (1.2) que cambios del tipo u=eP+3%w simplifican la ecuacién.
Podriamos tantear, pero en este caso todo pide hacer:
Uu=e 2Xw — ur=e"2Xw, Ux=e X[ Wx—2W], Uxx= e~ X[ Wxx—4Wx+4w] —
{Wt— Wxx = 0

w(x, 0)=1, w(0, t)=w(m, t)=0 * problema cuya solucién ya calculamos (pag. 58).
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4.2. Separacion de variables para ondas

Resolvamos el problema para la cuerda vibrante con extremos fijos (en 1.4 lo hicimos
extendiendo los datos y aplicando la férmula de D’Alembert):

utt — C2uxx =0, x€[0,L], teR

[P1] { uCx, 0)=f(x), uelx, 0)=g(x) | [Para due no esté rota se
u(0,t)=u(L, t)=0

Separando variables u=X(x)T(t) e imponiendo los datos de contorno obtenemos:
X' _AT_ 5, {x”+)\x= 0, X(0)=X(L)=0 — An=— x,,_{sen nmx
T"”4+Ac2T=0 n=1,2,.

Las T, correspondientes son combinaciones lineales de sen 2™ ”"Ct y cos ’”{Ct .

nnct nnct] nmx

Asi, funciones de la forma: un(x, t) = [kn cos + cnsen—— |sen—=, n=1,2,...

satisfacen la EDP y las condiciones de contorno. Probamos, pues:

o]
ux, t)=>" [kn cos ”"Ct + cpsen M] sen X

n=1

con kpn y cp constantes. Para que se cumplan las condiciones iniciales:

L
u(x, 0)_2 knsen X =f() = | kn= | f0) senEdx, n=1.2,..
0

y suponiendo que la serie se puede derivar término a término:

ut(x, 0) = Z TEepsen = =g(x) — | cn —nncf g(x) sen™=dx, n=1,2,.

pues ﬂcn son los coeficientes del desarrollo de g en senos.
Tenemos una solucién, al menos formal, aunque se prueba que la serie converge y satisface
realmente el problema si f y g cumplen lo pedido en 1.4: si sus extensiones impares res-
pectoa 0 y L son C2y Cl, respectivamente (si f 0 g no son tan regulares la serie solucién
serd lo que llamamos solucién débil; en las ondas se mantienen las discontinuidades).

Para algunas cuestiones (valores concretos, dibujos, ...) es mejor usar D’Alembert, pero
se ven mejor otras propiedades en la serie. Por ejemplo, como todas las u, tienen este
periodo, también u es 2L/c-peridédica en t. Observemos ademas que la solucién aparece
como combinacién infinita de ‘modos naturales de vibracién’ [ sen(nmx/L)] cada uno de
los cuales vibra con una frecuencia nmc/L (las ‘frecuencias naturales’ de la cuerda). En
términos acusticos uj da el tono fundamental (su frecuencia es nc/L) y los demas son los
‘armdnicos’ (de frecuencia multiplo de la anterior).

Como siempre, para comenzar a resolver por separacién de variables, han de ser las
condiciones de contorno homogéneas. Y para los problemas no homogéneos se prueban
series de autofunciones del homogéneo.

utr—uxx=0, x€[0,1], teR

q x, 0<x<1/2 (Ej. 7 de 1.4 que podia mirarse como la
E). 1. u(x, 0)= { 1-x, 1/2<x<1 pulsacién de la cuerda de una guitarra).
ut(x, 0)=u(0, t)=u(L, t)=0

Basta copiar de arriba: u(x, t) = Z kn cosnmt sennmx (2-periddica),
n=1

con k”=2J xsennmxadx + 2 (1 x)sennnx dx= 24zsen7 (=0 sin par).
0

1/2

(Se ve que pulsando la cuerda en el centro desaparecen los armdnicos pares).
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utt—uxx=0, x€[0,2],teR | Hallemos u(1,2) y u(x, 1), utilizando D’Alembert y por
Ej. 2. | u(x,0)=x2, ut(x,0)=0 separacién de variables. En ambos casos, lo primero es
u(0,t)=0, u(2,t)=4 hacer las condiciones de contorno homogéneas.

La v(x, t)=[1—7 ]ho(t) + Th.(t) citada en 1.4 (y en la seccién anterior) es la adecuada:

wit—Wxx =0, x€[0, 2] v e Semay
v=2Xx, W=u—2Xx — {w(x,0)=x2—2x, we(x, 0)=0 . il \\I . “,
w(0, t)=w(2,t)=0 /2 — -

Para D’Alembert debemos extender f de forma impary
4-periédica a una f* definida en R:

.., X(x+2)en[-2,0], x(x—2)en[O0,2], —(x—4)(x—2)en[2,4],...
La solucién viene dada por w = %[f*(x+t)+f*(x—t)] . Por tanto:

w(l,2)= %[f*(3)+f*(—1)]4;r%[f*(—1)+f*(—1)]im=par—f(1)=1 - u(l1,2)=3.

Para hallar w(x, 1) aparecen dos casos (se podria ver con los dominios de dependencia):

17 o 137 [ 0SXS1, H—(x=1)0x+1) + (x+1)(x—1)] =0
G 1S 7 e 1 s 1)]_{1stz, (= 1)(x—3) + (x=3)(x—1)] =0

[Es claro que llevando f* una unidad a izquierda y derecha y sumando todo se cancelal.

— u(x,1)=2x.

Para resolver el problema en w separando variables copiamos de la pagina anterior:

(o]
_ nmt nmx _ (2 nmx __ 16
w(x, t) —nz_lkn cos 5= sen 2% con kp= [; (x2—2x)sen"P* dx = —3>5[cosnm—1]

(2m-1)nt (2m—1)nx
2 2 :

32 1
- wxt)=—35 > Gm_Ty7 €O sen
m=1

Para t=1 todos los cosenos se anulan, con lo que es w(x, 1)=0 (como por D’Alembert).

. 32 = (=1)m+L . 1,1 1 3
Ademas w(l,2)=75 mZ::l ((2m)—1)3 [=1; deducimos de esto que 1—z3+g5—33+ - =5 ]
. Uit — Uxx =X, X€[0, ], teR 3 =
Ej. 3. U, B)=Ur(x, 0)=ti(0, )=u(m, t)=0 No homogéneo u(x, t) _n=1 Th(t) sennx.
Esta serie ya se anula en x=0 y x=m. Ademas, llevandola a la EDP y datos se tiene:
—11" —11n+1
T/ +nTy = %fgx sennxdx = 2[,17—]+1 — Tp=c1cosnt+casennt+ 2[’7#

u(x, 0)=u(x,0)=0 — T,,(O)=T,’7(O)=0 - ulx,t)=25" [_:,L’#[l—cos nt] sennx .
n=1

De otra forma: podriamos conseguir un problema homogéneo hallando una solucién de
la ecuacién v(x) que cumpla las condiciones de contorno:
v(0)=v(m)=0
—V’=x - v=c1+cx—gx3  —  v=g(m2x—x3).
Con w=u—v, acabamos en [P1], con f(x)=—Vv(x) y g(x)=0, con lo que:
_ 102, .3 o [=117 1 (M 3_2 _2[-1]"
u=z(m2x—x )+22 5 cosnt sennx, pues 3z [, (x3—m?x)sennxdx=="5-.
=

Aunque las series anteriores proporcionan la solucién V(x, t), el problema es obtener
(sin ordenador) informacién sobre ellas. Por ejemplo, équé aspecto tendrd:
4 CDx = YMmx—x3)+ S 2 ?
u(x, 11)—’;::1 Gmos sen(2m—1)x = &(m?x—x )+n§1 =5 sennx

Esto es féacil decirlo con D’Alembert en este caso. El valor para el problema en w seré:

w(x, n)=%[f*(x+ m)+f*(x—m)], -

siendo f* la extensién impar y 2m-periédica de —v.

Por la periodicidad y ser f*(x) en [—m, 0] la inicial (es v impar): S

w(x, m) = f*(x—m) =—v(x—m), si xe[0, ] = . oxhote
u(x, ‘IT) — V(X)—V(X—‘IT)= x(n+xg(n—x) _ (x—n)x6(2n—x) — %X(T[—x) ' " €

parabola invertida con su méximo en x=g que es féacil de dibujar.

[A la derecha el dibujo de 2 términos de la primera serie junto a esa parabola]. 5 5 F
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Otros tipos de condiciones de contorno también proporcionan problemas resolubles separando
variables. La condicién uyx =0 significa que ese extremo se mueve con libertad verticalmente
(se puede imaginar una anilla engrasada al final de la cuerda rodeando una varilla vertical) y las
ux—au=0 o ux+bu=0 indican que el extremo esta unido por un muelle al punto de anclaje.

Ya dijimos en 1.4 que las condiciones llevaban a extensiones pares.

[Separando variables salian las X,=sen™ con condiciones u=0 y saldran cos™™ con ux=0.

La periodicidad y paridades son las mismas resolviendo el problema por ambos métodos].

utt—uxx=0, x€[0, 2m], teR Hallemos u(x, 2m), por D’'Alembert
Ei 4. _ _[senx,x€[0,n] | y separando variables.
P e o NN
x(0, t)=ux(2m, t)= {u(x,0)=0 X —2m O T oy 4t
ut(x,0)=g*(x) con g* par y 4n-periédica.

+2 2
mgr=3[0 g*=[ sensds=2.

[la integral en un periodo de una peridédica no depende del intervalo].
Separando variables: X”+AX=0, X’(0)=X’(2m)=0 _’)‘"=nT2' Xn={cos 5}, n=0,1,...
{T”+)\nT=0 To={t}

Luego u(x,2m) = %

0
u(x, t)=3t+ > an sen cos™, u(x,2m)=agm.

T(0)=0 T Th={sen%}, n>1" = 2
Basta ag: ut(x,0)=%+;angcos%=g(x)—> ao=x g”g=%fgsenxdx=%, u(x,2m)=2.

[La u O sube inicialmente, los extremos estan libres y la cuerda asciende indefinidamente].
— 00

En este ejemplo no homogéneo imponemos condiciones distintas en cada extremo:

X" +AX=0
X(0)=Xx'(%)=0
Xn={sen(2n—1)x}, n=1,2,...

—

utt — Uxx=senx, x€[0,5], teR Las autofunciones las da: {

Ej. 5.
- 5 u(x,0)=mx, ur(x,0)=u(0, t)=ux(3, t)=0

Se lleva u= i Th(t)sen(2n—1)x a EDP y datos: i [TI’7’+(2n—1)2Tn]sen(2n—l)x= senx
n=1 n=1 (ya desarrollada).
u(x,0)=>'Th(0)sen(2n—1)x=mx=> bpXp, ut(x,0)=>" T,’7(O) sen(2n—1)x=0 =
n=1 n=1 n=1

4 rm/2

Th(0)=bn=17], 1szen(2n—1)xdx=‘E;Pln;z1 y T;(0)=0Vn.

Debemos resolver un problema no homogéneo e infinitos homogéneos (para n>2):
T/+T1=1, Ti=cicost+casent+1 T/+(2n—1)°T,=0
{T1(0)=4,T1(0)=0 Tn(0)=b,, T/ (0)=0"

cos(2n—1)t sen(2n—1)x.

, T1=1+3cost. { Th=bpcos(2n—1)t.

4(_1)n+1

Luego u(x, t) =(1+3cost)senx + >, Q1)
n=2

En el siguiente aparece un término adicional (puede representar un rozamiento con el medio):

Ei. 6 utt+4ur—uxx=0, x€[0, ], teR Como la ecuacion es nueva, debemos
J- ©- u(x, 0)=sen2x, ut(x,0)=u(0, t)=u(m, t)=0 | comenzar separando variables:
— R 7 1T, AT XY X" +AX=0 -
U=XT — X[T"+4T']=X"T=0 AT X {X(O):X(n):O

An=n?2, n=1,2,..., Xn={sennx} — T’"+4T' +n?T =0, u=—2+v4—n?2 —
Ti=c1e2+V3)t 4, e(-2-V3)t | T, =(ci+cat)e 2t

T,,23=e—2f(c1 cosvn?—4t+cysenvn?—4 t) .

Probamos, pues, u(x, t)= Z Th(t)sennx, a la que solo le faltan las condiciones iniciales:

n=1

u(x,0)=i Th(0)sennx=sen2x , ut(x,0)=i T;(O)sennx=0 — Th(t)=0, si n#2.
n=1 n=1

Puesto que esas T, son soluciones de EDOs homogéneas con datos iniciales nulos.
T2(0)=c1=1

= —2t
T)(0)=c2—2c1=0 u(x, t)=(1+2t)e “'sen2x.

[La cuerda con rozamiento tiende a pararse].

Solo sobrevive T3, para la que
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La ecuacién de ondas en el plano o el espacio y coordenadas no cartesianas (y también la del
calor) dan lugar a ecuaciones que no son X””+AX=0 y se debe (como en el ejemplo 8 de 4.1)
manejar la teoria general del capitulo 3. Los problemas en mas variables se veran en 4.4, pero
podemos resolver ya alguno si se reduce a uno de 2 variables.

Por ejemplo, la ecuacién de ondas usr—c2Au=0 en recintos esféricos lleva, en general, a una EDP
en 4 variables (el tiempo t y las variables esféricas r, 8, ¢). Sus soluciones quedan determinadas
(como en la recta) con unos datos de contorno y un par de condiciones iniciales. Pero si buscamos
solo sus soluciones independientes de los angulos aparece la ecuacién de ondas en el espacio
con simetria radial (en 2 variables y ya resuelta en 1.4). En concreto, vamos a resolver el
siguiente problema homogéneo (vibraciones entre dos superficies esféricas):

ust—urr—2u,=0, 1<r<2, teR

[P21\ u(r, 0)=£(r), ut(r,0)=g(r)
u(L, )=u(2,t)=0

rR”+2R’+ArR=0, R(1)=R(2)=0
T”+AT=0

Vimos la ecuacién de R en la seccién 3.1 (alli asociada a un problema singular, aqui es regular
pues estamos en el intervalo [1, 2] ). Se resolvia haciendo el cambio de variable:

R” 2R 17
Separando variables: u(r, t)=R(T(t) - ; L= TT=_)‘ - {

7 — _ 77 — =n272 p=
S=rR—>{S +A5=0 I'—S+1{S +A5=0 )\n n<m4, n=1,2,... _)Rn={5enrnr[r}.

S(1)=S5(2)=0 ~  15(0)=S(1)=0 —  S,={sennms}

Y para esos valores de A las soluciones para T son Tp={cosnmt, sennmt}.

[oe]
Probamos, pues: | u(r,t) = > [kncosnmt+ cpsennmt

n=1

] sennmnr

Las condiciones iniciales imponen: > kp=3t =f(r) y > nmcy =t = g(r) .
n=1

n=1
Para hallar los coeficientes del desarrollo de una funcién en las autofunciones Rn(r) se deberia en
principio utilizar el peso del problema de Sturm-Liouville: [r2R’]'+Ar2R=0.

Como (R,,,Rn)=f12 rZde % y (f, R,,)=f12 r?f(r)*$21™%dr, concluimos que:

kn=2f12rf(r)sennnrdr y cn=%f12rg(r)sennnrdr

Evidentemente se llega a lo mismo (aqui es mucho mds corto, pero otras veces no hay estos
atajos) observando que las condiciones deducidas de las iniciales se podrian haber reescrito asi:

(o] (o]
knsennmr=rf(r) vy Z nmcpsennmr =rg(r) .
n=1 n=1

De hecho, todo el problema se hubiera simplificado notablemente si hubiéramos hecho inicialmen-
te el cambio de variable de 1.4:
Vit—Vrr=0
u=¥ — {v(r,O):rf(r),vt(r, 0)=rg(r) , problema casi igual al de la pagina 71.
v(1, t)=v(2,t)=0

[Las ondas en plano con simetria radial satisfacen utt—urr—%ur=0 y la ecuacién en R
es rR”+R’+ArR=0, que (como vimos en 3.1) esta asociada a las funciones de Bessel.
Este tipo de problemas se veran al final de 4.41].
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4.3. Separacion de variables para Laplace

Resolvamos utilizando el método de separaciéon de variables diversos problemas para
la ecuacién de Laplace en recintos especialmente simples. Comenzamos por el primero
gue presentamos en 1.3 y cuya unicidad demostramos alli: el problema de Dirichlet
en un rectangulo, es decir:

b f,9
Au=F(x,y), en (0,a)x (0, b) a0
(P11 4 u(x, 0)=F0x), u(x, b)=fp(x) %) g
u(0, y)=go(y), u(a, y)=9a(y) of  fx a

Por ser lineales la EDP y las condiciones, bastaria resolver los 5 subproblemas que se
obtienen anulando 4 de las 5 funciones que aparecen y sumar las 5 soluciones (de hecho,
conviene descomponer en menos o hacer cambios que anulen alguno de los términos
no homogéneos). Comencemos resolviendo, por ejemplo, uno de los 4 problemas para
la ecuacion homogénea:

Au=0, en (0,a)x(0,b) ulx, yY)=XMx)Yw) —» X’Y+Xy”=0 —
u(x, 0)=fo(x) X'y X"+AX =0
u(x, b)=u(0, y)=u(a, y)=0 X Ty TAT {Y”—)\Y=O

De u(0,y)=u(a,y)=0 se deduce X(0)=X(a)=0, con lo que el problema de contorno
para la X tiene solucién no trivial si

n2m? nmx
)\n=a—2 , Xn={Sen T} , n=1,2,...
Para esos A, las soluciones parala Y son Y,=c1 e"/%c, e~ "/ Ademés la condicidon
homogénea u(x, b)=0 impone que Y(b)=0. Nos interesan las Y, que la cumplen:
c2=_C1e2nnb/a N Yn=Clennb/a(enn[y—b]/a_enn[b—y]/a) N Yn={Sh nn[g—)/]}

[o0)
Probamos entonces: | u(x,y)=>. cn sh% sen™?x

n=1

Para satisfacer la condicién de contorno no homogénea que falta:

= a
u(x, 0) = 3} cn shG% sen”ZX =£o0) = | cn ShZ2 = £ fo(x) sen”¥ dx
n=1 0

Andlogamente se resolverian los otros 3 subproblemas con F=0 de [P1]. En uno de ellos
se tienen las X, de antes, y en los otros dos es Y (con datos de contorno homogéneos)
la que proporcionaria las autofunciones Y,={sen ”%}
[Los papeles de X e Y son intercambiables. En calor y ondas el problema de contorno
siempre era para la X (las condiciones de T eran iniciales). Para Laplace en polares,

aunque tanto R como © tendrdn condiciones de contorno, la EDO de la © serd mas
sencilla y la elegiremos siempre para obtener las autofunciones].

Para resolver el Ultimo subproblema, el de la ecuacién no homogénea:

Au=F(x,y), en (0,a)x(0, b)
{ u(x, 0)=u(x, b)=u(0, y)=u(a,y)=0

como siempre se prueba una serie de autofunciones. Aqui aparecen dos posibilidades
[elegiremos la que dé un desarrollo mas facil para F]:

[oe] [oe]
— nmx _ nmy
ux,y)=>Yn(y)sen=> o u(x,y)=> Xn(x)sen—=*
n=1 n=1
[No olvidemos que con un cambio w=u—Vv, o resolviendo menos subproblemas se
puede llegar antes la solucién; lo Unico necesario para empezar con separacién de
variables es que sea u=0 en x=0,a oen y=0,b].
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Siguiendo con Laplace en cartesianas, resolvemos ahora un problema de Neumann,
gue sabemos que puede no tener solucién y que, si la tiene, contendrd una constante
arbitraria. Suponemos la ecuacién no homogénea, pero con condiciones de contorno
homogéneas (si no lo fuesen, procederiamos de forma similar al problema anterior).

p u=F(x,y), en (0, m)x (0, m) m
P21 {4y, 0) < 1y (¢, M)t ) i,y =0 F

Separando variables en la EDP homogénea se obtienen, desde luego,
las mismas EDOs que en [P1]: X”/4+AX=0, Y/—AY=0. m

Las condiciones de contorno obligan aqui a que sean X’/(0)=X’(m)=0, Y/(0)=Y’(n)=0.
En el problema hay, pues, dos familias de autofunciones {cosnx} é {cosny},n=0,1,...
y podemos elegir cualquiera de ella para nuestra serie. Por ejemplo:

u(x,y)=Xo(x) + i Xn(X)cosny | —

n=1

Xg+>, [X;)’—ann] cosny = BOT(X) +> . Bn(x)cosny, Bn(x)=72—TJnF(x, y)cosnydy.
n=1 n=1 0

Debemos resolver los infinitos problemas de contorno para EDOs:

X¢=3Bo=2[ F(x,y)dy , X”—n?X,=B, (n>1), con X’(0)=X’(m)=0 ambos.
Las X, con n>1 quedan determinadas de forma Unica (el problema homogéneo, como
sabemos desde 3.1, tiene solo la solucién trivial).

Pero X6’=0 , X6(O)=X6(n)=0 tiene soluciones no triviales ({1} ), con lo que, segin 3.3,
para que haya solucién para Xo es necesario que sea fg 1-Bo(x)dx=0.

Es decir, [P2] tiene solucidn solo si fgfg F(x,y)dxdy =0

Y en ese caso tiene infinitas que difieren en una constante. Todo esto es coherente con
lo que sabiamos sobre Neumann desde 1.3. Aqui vemos que la no unicidad se detecta
en el problema de contorno para R, habitualmente para n=0.

Ej. 1. Calculemos la solucién en el caso particular en que sea | F(x,y)=x—a |.

El problema solo tiene solucién si j F= %n3—an2 =0, es decir, si a=§ .
Entonces nos queda: X” =X— (por suerte, la F ya estd desarrollada en {cos ny})

Por la misma razén los Bp, y por tanto los X,, son nulos si n>1.

Integrando e imponiendo X(’)(O)=X6(n)=0 obtenemos | u(x,y) = %x3 — %xz +C

[Si resolviésemos probando u(x, y) => Yn(y)cosnx habria que desarrollar en serie.
n=0

Lo hacemos, aunque esto sea una pérdida de tiempo.
Los coeficientes del desarrollo de F=x—§ en cosnx son:

0, sin=0,2,4,...

T
2 T
B, =% X—=5)cosnxdx = .
n nL( 2) {—#,S|n=1,3,---

YU+ ; [Y/—n2Yp]lcosnx = ) Bam—1c0s(2m—1)x —

m=1

Y/ =0 Y/ —4m?Yom =0
) , — Yo=C. — Yom=0.
Y/ (0)=Y}(m)=0 Y, (0)=Y} (m)=0

2 _
Yé’m 11— 2m=1)"Yom_1=Bom-1 = Yom_1=— Bam-1
0=y, (m—0 m (2m-1)? *

(o)
= % 0(52(;”"1)1)" , que (salvo constante) es el desarrollo de la u de arriba].
m=1
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Dos ejemplos més en cartesianas. El primero para Laplace con condiciones mixtas (en parte
Dirichlet, en parte Neumann). Ya dijimos en 1.3 que todos ellos tienen solucién Unica.

Ej. 2.

{ Uxx + Uyy =0, (x,y)€(0,1)x (0, m) u=Xx)Yly) —

u(x, 0)=uy(x, M)=u(0, y)=0, u(l, y)=1

Y”+AY=0, Y(0)=Y’(1)=0

X"—AX=0, X(0)=0
[Podemos poner el signo menos en cualquiera de las dos ecuaciones, y aqui 0
hemos escogido la Y, que era la que tenia ambos datos de contorno nulos].

- )\,,:(2”2_1)2 , Yn={sen B2}

Para esos A es X=c1e(@n—1X/2 4 cye=(2n-1)x/2 __, X,,={sh —(2"_1)X}.
X(0)=0 2

Probamos u(x, y) = Z cnXn(x)Yn(y) . Imponiendo el dato u(1,y)=1 que falta:

n=1

2n—1 4

2 (M (2n—1) 2n—1)m
chsh =5 =Efo sen =% ydy=n(2n_1)[1—cos—( - ) ] -

— - 4 (2n—1)x (2n—1)y
ulx, y)= 21 n@n—1)sh 71 sh*==-=sen === .
n=

Si nos gustan mas las condiciones de contorno para x podemos hacerlas homogéneas
con un cambio de variable:
Wxx + Wyy =0
V=X, W=Uu—V — {W(X, 0)=—x, wy(x,m)=0 —
w(0,y)=w(1,y)=0

— Ap=n?m?, Xp={sennnx}, Yo={ch[nn(n—y)1}.

X" +AX=0,X(0)=X(1)=0
Y”—AY=0, Y/(1)=0

U= knXn0AYn(y) = >1knXn(0)¥nly) ==X — kn=—grrroy [ xsennmxdx

- ux,y)=x+>, #ﬁ?ﬂch[nn(n—y)]sennnx
n=1

[que serd otra expresién distinta de la misma solucién Unical.

En todos los problemas que hemos resuelto en este capitulo (para el calor, para las ondas, el de
Dirichlet..., excepto el anterior de Neumann) la solucién era Unica (todos eran problemas ‘fisicos’).
Pero no olvidemos que probar la unicidad en EDPs es complicado, y que un problema nuevo del
que no se ha demostrado la unicidad podria no tenerla. Eso pasa en el siguiente ejemplo (para
una ecuaciéon llamada de ‘Helmholtz’, muy asociada a los problemas de mas de dos variables):

Au+u=0, (x,y)€(0, m)x(—7%,7) | Como es ecuacién nueva, separamos variables
Ej. 3. uy(x, —F)=uy(x, ¥)=0 desde el principio: y Y
U(O,)/)=O, u(n-'y)=5en2y u=XY — 7+:|.=—T =) -
Y'+AY =0 s=y+3 (Y +AY =0 Ar=4n2 Y _{ 2n( z)} =0,1
V(- H=v(B=0 — |Y(@=r(E)=0 = *n=4n% Yr={cos2nly+ P} n=0.1....

X"+ (1-Ap)X =0, X(0)=0 —» Xo={senx} y Xp={sh(van=1x)} si n>1.

o cp indeterminado
u(x, y)=cosenx+ »_ cpsh(v/an=1x)cos(2ny+3") = SEN2y = cish(/3m)=1
n=1 cph=0,n>1

; ST . . _ sh(v3x)
Tiene, por tanto, infinitas soluciones: u(x, y)_Csenx+—shw§n) sen2y.

Evidentemente no se podra demostrar la unicidad haciendo uso de la formula de Green.
Operando como en 1.3, si u3 y uz son soluciones del problema, su diferencia satisface:

Au+u=0
u=uyj—u; — {o:o:O — ffD(uAu+u2)=ffD uz—ffD||Vu||2 =0 77

e—e=0
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Para resolver los problemas en circulos nos interesa expresar el laplaciano en polares
(x=rcos@, y=rsen@). Como,
Ur=Ux COSO+UySeNO , Urr=Uxx COS?0+2uxy, SN O COSH+uy, sen?o
Upe = UxxI2sen?0—2uxyr?sen 8 cos 0+ Uy, r’cos?0—uxrcos 6—uyrsen

—

1 1
Au=urr+7ur+r—2ue9

Resolvamos el problema de Dirichlet homogéneo en un circulo. Por primera vez
nos van a aparecer condiciones que no estdn explicitamente escritas.

[Ps] Au=0, en r<R
311 u(R, )=f(8), 6€[0,2m) | [0 6e(-mn],0...].

u(r.8) =R(NBO) = — R =—"3 A= | 2R L fR/—AR=0 °

Parece que no hay condiciones para la ©, pero esta claro que la solucién u(r, 8) debe
ser 2n-periddica en 0, es decir, debe ser ©(0)=060(2m), ©’(0)=0’(2n). Este problema
de Sturm-Liouville periédico, como sabemos, tiene por autovalores y autofunciones:

An=n?,n=0,1,2,..., 00(8)={1}, ©,(8)={cosnb, sennb}.
Y las soluciones correspondientes de la ecuacién en R son (ecuaciones de Euler):

r2R” +rR’ o” { 0”+20=0 f(e)

Ro(r)=ci+c2Ilnr y Ru(r)=cir"+cor" si n>1.

Parece légico imponer por argumentos fisicos que la solucién debe permanecer acotada
cuando r—0 (mateméticamente la solucién también debe estarlo si ha de ser de C?),
asi que debe ser c;=0 en ambos casos. Por tanto, probamos soluciones de la forma:

u(r, 8) = % + i r"[ancosn8+bpsennf]

n=1

Debe ser por Gltimo: u(R, 8) = % + i R"[ancosnB+b,sennB]=f(8), 6€[0,2m) —

an_an f(e)cosnede n=0,1,..., bn—an f(e)sennede n=1,2,.

Sustituyendo estos coeficientes en la serie y operando formalmente se deduce:

utr ) =% [ [1+2 5. g cosn(6—9) ] 7(#) do

Vamos a sumar la serie:
n © ia —ia\N ia —ia RZ_r2
1+2Zrcosna= Z(re) Z(re )=1+ rel+ re'? _
R

~ ~ R—rel@ ' R—re~@ © R24+r2—2Rrcosa’

Por tanto, la solucién de [P3] se puede expresar:

2n
u(r, 8) = Rz_rzj f(9)d¢ férmula integral de Poisson
0 —2Rrcos(8—¢) +r?

Haciendo aqui r=0 (o mirando la serie) deducimos que | u(0, 8) = 2n 0 f(¢)d¢

si Au=0, el valor de u en el centro de un circulo es el valor medio de u sobre su borde.

Habria que probar que la u de la serie (o la integral) es realmente solucién de [P3]. Se prueba
quesi f es C! atrozos, la u tiene infinitas derivadas en r<R (aunque f sea discontinua),
que en ese abierto es Au=0 y que alcanza el valor de contorno con continuidad en los 6 en
que f es continua (y sigue habiendo unicidad, cosa que vimos en 1.3 solo si f era continua).
Laplace (como el calor, y no asi las ondas) hace también desaparecer las discontinuidades,

[La situacion es totalmente anédloga para [P1], Dirichlet en rectdngulo u otros similares].

[El problema exterior en r>R se ve més adelante, para compararlo con el del espaciol.
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Vamos con el problema de Dirichlet no homogéneo en el circulo.
En vez de tratarlo en general, resolvemos un problema concreto.

(Pa] Urr+$Ur+ SUgp=4, en r<1
u(l,08)=cos26

Podriamos descomponerlo en dos (el de Au=0 lo acabamos de ver), pero siempre es
mas corto resolverlo directamente. Como en todo no homogéneo probamos una serie
con las autofunciones del homogéneo (que ya satisfacen la necesaria periodicidad):

u(r, ) = aop(r) + i [an(r)cosn®@+ bp(r)sennd] | —

n=1

ay ++al + i ([a” +%a’ —’r’—san] cosn@+ b +1b’ —’;’—zzbn] sennf)=4,
n=1

gue, por suerte, ya esta desarrollada en esta familia de autofunciones.

[Sienvez de un 4 tuviésemos una F(r, 8) cualquiera, la desarrollariamos en senos
y cosenos, mirando la r como constante e identificariamos ambos miembros].

Habra, pues, que resolver las ecuaciones de Euler:
— 2 24 — 2 2p —
ra6’+a6—4r , r al’7’+ra;7—n an=0, r b;)’+rbI’1—n bh=0 .
La condicién u(1, 8)=cos26 (también desarrollada ya no exige integrar) impone que:
bn(1)=0Vn, a(1)=1, an(1)=0,n#2.

La acotacién cuando r— 0 sera la otra condicién necesaria para precisar la solucién de
cada EDO de segundo orden. Para la de ap necesitamos una solucién particular, que se
puede hallar de varias formas. Con la férmula de variacién de las constantes:

1 Inr
0 1/r

_1 _ 1-44dr Inr-ddr _ 5 2 — 2
=3, aop=Inr[= - [TZE =2r2Inr—4[rinrdr=r2.

O, mejor, tanteando, pues (la de coeficientes constantes la tiene de la forma Ae?®) se
sabe que hay una agp=Ar? —» 2A+2A=4, A=1. Asi:

acotada ao(1)=0
ap=c1+cInr+r2°=S%c;=0 — c1=-1.
v _c

— /I _V
=v, V= r+4, v_r+2r.

’

también calculable con ag

Para a> seré:
_ o acotada a()=1
—_— C

a;=cir’ +cor =0 = c1=1.

No necesitamos resolver mas ecuaciones homogéneas para asegurar ya que el resto de
an y las bp son cero (0 es soluciéon y no hay més por tener un problema de Dirichlet
solucién Unica). La solucién de [P4] es, por tanto:

u(r, ) =r’—1+r?cos26 ‘ [se podria escribir en cartesianas: u=2x2-1|.

Como otras veces, un buen cambio simplifica el problema. Por ejemplo, podemos en este
caso buscar una soluciéon v(r) de la ecuacién no homogénea resolviendo v’ +%v’= 4,
La solucién més sencilla de esta ecuacién de Euler es v=r2.

W= v Aw=0, enr<l
=u w(l,0)=cos26—1 °
De la serie de la pagina anterior obtenemos, identificando coeficientes, su solucién:
w(r,0)=r?cos26—1.

Esto nos lleva de forma mucho mas répida a la solucién de antes.

[Utilizando funciones de Green se obtendrd en 4.5 una férmula integral para

{Au=F, r<R ue generalizard la férmula de Poisson de la pagina anterior]
u(R,0)=f(6) 9Ue9 P |
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Resolvamos ahora el problema de Neumann homogéneo en un circulo:

p Au=0, en r<R
[Ps] ur(R, 8)=f(8), 6€[0,2m) /\<-T

Como el problema de contorno y la ecuacién de Euler son las mismas \Q
4
f

gue en Dirichlet, la solucién que probamos también es:

u(r, 0) = % + > r"[a, cosnb+b,senné]
n=1

Pero ahora es diferente la condiciéon de contorno que falta:
ur(R, 0) = i nR"~[a,cosn6 + b,sennd]=£(6), 6€[0,2m) —

n=1

2m 2n
an=—2— f(8) cosn6d6, bp= L f(6)sennbdb6, n=1,2,...
0 0

~ nmRn-1 nmRM—1

siempre que no tenga término independiente el desarrollo en senos y cosenos
de f(0). Es decir, una condicidn necesaria para que el problema se pueda resolver
por este método es que se cumpla:

Oz"f(e) d6 =0 | [confirma lo visto en 1.3: debia ser §,, fds=[[,Fdxdy=0].

Ademas, a, queda indeterminado [Neumann siempre tiene unicidad salvo constante].

Ej. 4. {Au:O enr<l

< - 3g_3 _1
U (L, 6)=sen36 ur(1, 9)—;=1 nlanpcosn6+bpsennd]=sen36 =3 sen 06—z sen36.

No hay que hacer integrales: b1 =3, b3=—% y los demas 0, excepto ag sin condicién.

3
z
6

Por tanto, son soluciones: u(r,8) =C+ %rsen 6—%r3 sen 360, con C cualquiera.

Y ahora resolvemos un problema de Neumann no homogéneo en un semicirculo:

[Pe] Au=F(r,0), en r<l,0<6<m
11 ur(1, ©)=us(r, 0)=ug(r, M)=0
No hemos resuelto el homogéneo. Debemos empezar hallando sus autofunciones. Las
dan la conocida ecuacién en © que sale al separar variables y los datos de contorno,
gue ahora aparecen explicitamente escritos:
{O" +20=0
©’(0)=0’/(m)=0

— Ap=n?, ©p(8)={cosnb}, n=0,1,2,... —

_ = La serie con cosenos y senos del [P4] no cumple
u(r, 8) = Ro(r) + n; Rn(r)cosné [ los datos de contorno; aqui no hay periodicidad. ] -

© 2 ad
R” + LRl + ; [R;' + 1R’ — 'r’—ZR,,] cosnd = F(r, 8) = Bo(r) + ;Bn(f)COS no,
con Bo(r)=2 [JF(r.6)d6 y Bn(r)=2 [JF(r,6)cosn6de .

Bastara resolver las ecuaciones: rR;’+R;=[ng]/=rBo(r) y r2R;7’+rR;7—n2R,,=ran(r),
ambas con los datos de contorno (singulares): R, acotadaen r=0y R;(1)=0.

Si n>1 el problema homogéneo (y, por tanto, el no homogéneo) tiene solucién R, Unica
(aungue el problema sea singular, vale lo que vimos en 3.3). Pero si n=0:

R acotada

124 ’ —
rRO+RO_O — Ro=ci1+colnr R’(l_);O

Ron= { 1} e
infinitas soluciones

Existen “hinguna solucion

R, del no homogéno seguln sea fol rBo(r)dr:ég .

[Concuerda una vez mas con 1.3. Debia ser: f(}fg rF(r, 6) dedr=0].
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Resolvemos mas problemas para Laplace en polares en recintos acotados con condiciones mixtas
(por tanto, de solucién Unica). Los primeros (homogéneo y no homogéneo) son en un cuadrante.

Ej. 5. {Au=0,r<1,6€(0,%) . {e"+/\e=o,e’(0)=@(%)=0

ur(1,6)=1, ue(r,0)=u(r, 3)=0 r2R” +rR’—AR=0 0

Problema de contorno conocido: A,=(2n—1)?, ©,={cos(2n—1)6}, n=1,2,...
Resolviendo para esos A la ecuacién en R y exigiendo que esté acotada en r=0:

u(r, 8)= 3" car®™1cos(2n—1)8 — u(1,8) =S (2n—1)cycos(2n—1)8 = 1
n=1 n=1

/2

— cp= ﬁ fo cos(2n—1)6 dé = (2n=1)n  [1 no es autofuncién

7 Bl y debemos integrar].

4
n(2n—1)

Por tanto, la solucién es: | u(r, 8)= % > D™ 2n-1 cos(2n—1)6
n=1

(2n—-1)?
— 2
E 6 {Au=35en9,r<l,0<9<g {e"+)\e=o An=(2n—1)7,
121 lua,0)=0, u(r0)=us(r, )=0 | 10(0)=6'(1/2)=0" Gn={sen(12;1—1)9},
n=1.2,...

Se lleva u(r, 8)= Z Rn(r)sen(2n—1)6 a la EDP y al otro dato de contorno:

n=1
i [R;,’+ %R;_(an;zl)an] sen(2n—1)0=3sen 6 (ya desarrollada),
n=1

iRn(l)sen(Zn—l)6=O = R;(1)=0 Vn (y las R, deben estar acotadas)

n=1

= Si n>1 es R,=0 (es solucién y el problema tiene solucién Unica).

rZR"+rR’—R1= 3[‘2 * e
Sélo sobrevive { 1 1 Ri=cir+cor-l+r2 T —
R; acotada,Ry(1)=0  +_cifTe2 = |u(r,0)=( )
* Rp=Ar2 (Ae?s) — (2+2—1)A=3. Opeor: | l_-_2 R S r3_ .2
p= e =5. P ‘ol 1T T Rp= T 5T = .

Los recintos siguientes no incluyen el origen. La condicién implicita de acotacién se sustituye en
ambos por un dato explicito en r=1. En el segundo ya no hay datos ocultos y todo esta a la vista:

Ej. 7 {Au:O, l<r<?2 Sabemos que: {8 ernA.SeTO"
ul, 0)=0,ur(2,8)=1+sen26 | , _p2 o,={cosnb,sennd}, n=0,1,2,... O

Ro=c1+c2lnr — Ro={Inr
Para esos A: r2R”+rR’—n?R=0 — R(1)=0 gl

Rp=cir"+cor-"— Rp={r"—r="}

u(r,®) =aglnr+ i(r”—r‘”)[an cosn@+bp,sennb]
n=1

ur(2,0)=ap27 1+ i n(2"~t+2="")[a,cosnb+bpsennd] =1 +sen26 —
n=1

ao=2, ¥ by=1 y los demds cero — | u(r,8) =2Inr+ 15(r2—r—2)sen@

Ei. 8 {Au=3cose, l1<r<2,0<6<m Las ©, del homogéno g
J- S u(l, 8) =u(2,06)=ue(r,0)=ueg(r,m)=0 | son los cosenos del [Pg]. r\
0

Probamos entonces la serie: u(r, ) =Ro(r)+ > Ra(r)cosné —

n=1

Ro + %R6 = [R;’ + %R;7 — 7—:Rn} cosn6 = 3cos O [ya desarrollado].
n=1

Las condiciones para las R, salen de las otras condiciones de contorno:

3 Rn(1)@n(6) = 3 Rn(2)@n(6) = 0 = Rn(1)=Rn(2)=0 Vn .

Por la unicidad de los problemas mixtos solo es no nula la solucién de rZR’1’+rR’1—R1 =3r2
con los datos nulos de arriba. Ecuacién resuelta en el ejemplo 6. De los datos se obtiene:

clz—%, fop) =§ . Luego la solucién es: | u(r,8) = (r?> — %r+ %r‘l)cose
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Resolvamos el problema de Dirichlet en una esfera con datos independientes de ¢
gue, de hecho, es un problema con dos variables como el resto de los de esta seccién.
El problema general en tres variables se tratara brevemente en la siguiente seccién 4.4.

En libros de célculo en varias variables se tiene la expresién del laplaciano en esféricas:

X=rsenfcos¢

_ _ 2 1 cos 6 1
y—rsenesencp} - Au=u,+ rur+r2 u99+r2seneu9+r25en29u¢¢'

z=rcos@ /- 9
. _ -
Si los datos no dependen de ¢ podemos encontrar soluciones que
tampoco dependan de ¢: s
{Urr+%Ur+ rlzl:uee‘l‘;(e)rs]gung:O, I‘<R

u(R, 0)=f(0), 6€[0, ]

r’R” + 2rR"—AR =0
07+559 /4 A0=0"

sené@

Separando variables u(r, 8)=R(r) ©(8) se obtiene sin dificultad {

do

1" —can2gd® _ de ¥ .
as » 97 =sen‘0 cos 6% ] lleva la ecuacién en © a:

El cambio s=cosf [ @'=—sen®

[1—52]‘;27(23 —25%° + A0 =0, ecuacién de Legendre.

Imponemos que © esté acotada en s==+1 [es decir, para 6=0, ™ polos de la esferal.

Los autovalores de este problema singular (visto en 3.1) eran A,=n(n+1), n=0,1,...
y sus autofunciones son los polinomios de Legendre:

{Pn(s)}={Pn(cos 6)} [P0=1 , P1=s, P2=§sz—% ) P3=§s3—%s . ]
Para estos valores de A:
r’R”+2rR’—n(n+1)R=0 — p?+u—n(n+1)=0, u=n,—(n+1) - R=c1r"+cor ("+1),
Como la solucién ha de estar acotada en el origen solo nos vale R,={r"}, n=0,1,...

Probamos entonces:

u(r,8) =S anr"Pp(cos8)| — u(R,8)= apR"Pn(cos8)=f£(6)

n=0 n=0

o an=22"T+n1J0 F(8)Pn(cosB) sen8d6 |, n=0,1,...,

pues el peso del problema de Sturm-Liouville es r(8)=sen6 [(sen86’) +Asen6©0=0]
y los P, ya dijimos que cumplen:

F[Pn(cos 0)]° sen0de 5=%’Sejl [Pn(s)]? ds = 52

1 2n+1 -

Ej. 9. Si ’ R=1y f(6)=cos20 ‘ de la férmula de arriba se obtiene: an=2”2—+1f_11 s2P,(s)ds.

p 1 1 .
Asipues: ao=3 [, s?ds=3, az=3 [ [3s*—3s2]ds=5, y los demés a,=0.

[Ya que P1 esimpar (= a1=0), y para desarrollar s?> bastan solo Pg, P1y P2 ].
La solucién es, por lo tanto, u(r, 6) = %— %rz +r2cos?0 [=3(1-x*-y2+222)].

Pero para un dato como este se podrian determinar los coeficientes tanteando:

20—=2(3cos29—1) 4+ 1 =2 =1
cos?6=5(5cos%60—3) +3 — az=%, ap=3 , como antes.

[Para resolver problemas con términos no homogéneos F(r, ) se probaria como siempre

en la ecuacién una serie de autofunciones: u(r, 8) = Z an(r)Pn(cos 6) ]
n=0



Separacidén de variables 83

Veamos ahora el problema exterior de Dirichlet para Laplace en el circulo y en la esfera

con simetria (con datos independientes de ¢ ). Para que haya unicidad, las condiciones
en el infinito han de ser distintas:

plano: espacio:
Au=0, sir>R Au=0, sir>R
{u(R, 8)=£(8), 0<6 <27 {u(R, 6)=1(6), 0<6<n
u acotada cuando r— o u— 0 cuando r—oo

Separando variables se llega a las mismas ©p, que en los problemas interiores:

{©nh}={cosnb,sennb}, n=0,1,... {0,}={Pn(cosB)}, n=0,1,...
Pero hay que elegir diferentes R, para las nuevas condiciones en el infinito:
n=0, ci+c2Inr—Ro={1} n=0, ci1+car-t - Ro={r"1}
n>0, cir"+cor"—=Ry={r"} n>0, cir"+cyr— (0t Rn={r—(”+1)}

[En el plano ningin Rg—0, y en el espacio estan acotadas tanto 1 como r—1.
Si se impusiese en el plano tender a 0 nos quedariamos sin soluciones y pedir
acotacién nos darifa infinitas en el espacio].

Probando las series correspondientes e imponiendo el dato u(R, 8) =f(0), se obtiene
que las soluciones respectivas son estas series con los coeficientes indicados:

u(r, 0)=%+> r"[ancosnb+b,sennb] u(r, )=%+%" a,r-"*1p,(cos 6)
n=1 n=1

R r2m n+
an="7J, f(6)cosnbdo, n=0,1,... an=%fgf(6)Pn(cose)sen9d6

% OZ"f(G)sennede, n=1,2,... n=0,1,...

Ej. 10. Hallemos la solucién en ambos casos cuando | f(8)=k | constante.

Basta mirar las series para deducir las soluciones en ambos casos:

en el plano. u= kTR en el espacio.

[Interpretemos estos resultados mirandolos como soluciones estacionarias de la ecuacién del calor.
Si mantenemos la superficie de una bola de radio R constantemente a k°, la temperatura que
tenderian a tener todos los puntos del espacio seria kR/r, disminuyendo con la distancia a la bola.
Para el primer caso, en vez de imaginarnos en un mundo bidimensional, situémonos en el espacio
con datos y soluciones independientes de la variable z: si toda la superficie de un cilindro infinito
de radio R se conserva a k°, todo el espacio tendera a tener esa temperatural.

bn

[Si nos planteasemos el problema en el interior r <R, es inmediato ver que la solucién, tanto en el
plano como en el espacio, seria u=k].

Ej. 11. Sea |[R=1 y f(6)=cos?6 ‘ Resolvamos y comparemos con las soluciones en r<1.

En el plano, la serie del interior y exterior llevan a la misma condicién:

(o]
__ Qo _ 1 1
u(l, 9)—7+2[ancosn9+bnsenn9]—§+§c0529 — T\
n= 1
1,12 ] ] _1 1 -
u=3+ 5r<cos 260 (interior), u= 5+ 57 COS 260 (exterior).
[En cartesianas u= 0=V y =14 X2V respectivamente].
2 27 202+y2)

Para el espacio, el interior ya se ha resuelto en el ejemplo 9. Y en el exterior la condicién
que aparece al hacer r=1 vuelve a coincidir con la del interior.

Las soluciones respectivas son, pues:

=1_1r24r2¢0s20 (interi S N . :
u=3—3rc+recos?0 (interior), u= 3 — 55+ ;3050 (exterior).
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Hagamos varias reflexiones sobre el método de separacién de variables que generalicen las ideas
gue hemos venido utilizando en este capitulo.

Todos los problemas que hemos visto estaban formados por una EDP lineal L[u]=F, con L lineal
(es decir, L[aui+buz]=al[ui1]+bL[uz]) y unas condiciones adicionales lineales.

Para los resueltos por separacién de variables las EDPs eran ‘separables’ (no todas lo son) y los
recintos que aparecieron eran ‘simples’ (limitados por ‘variable=cte").

Todos estos problemas tenian siempre dos condiciones de contorno Ci[u] = hy y ademas
una o dos condiciones iniciales o de contorno. Para Laplace en polares vimos que a veces las
condiciones de contorno estaban implicitas (por ejemplo, en un circulo se exigia periodicidad v,
cuando el recinto incluia el origen, aparecia la acotacién).

Nos hemos ocupado primero de conseguir que fuesen cero las condiciones de contorno.

En todos los problemas homogéneos hemos buscado soluciones de la EDP que eran productos,
por ejemplo u=XT, y ello nos condujo a unas X, autofunciones de un problema de contorno
y unas T, soluciones de otra EDO homogénea (igual si era u=XY, u=R0...). Gracias a la
linealidad pudimos construir la serie u(x, t) = >.cnXn(X)Th(t) y para hallar la solucién solo falté
calcular los ¢, imponiendo la condicién inicial (o condiciones, o las otras de contorno) y haciendo
desarrollos de Fourier.

Para los problemas no homogéneos, buscando también una serie solucién, llevamos a la EDP
(con la F desarrollada) una serie cuyos términos eran productos de las autofunciones del
problema homogéneo por funciones a determinar de la otra variable. Si el homogéneo no
se habia visto previamente, primero se debian precisar esas autofunciones (los pasos iniciales en
ambos tipos de problemas son los mismos). Resolviendo la familia resultante de EDOs lineales no
homogéneas con las condiciones que se deducen del desarrollo de las condiciones iniciales (o de
las otras de contorno), obtuvimos la solucién.

Pensemos también en general sobre la descomposicidn en subproblemas y los cambios de variable
(aqui'y en otros capitulos). Supongamos, por ejemplo, que son 3 las condiciones adicionales (como
para el calor en la varilla finita) y que nuestro problema es de la forma:

L[ul=F
(P1 { Mlu] =1
Cilul=h1, C2[ul=h2

El problema de resolver [P] puede ser reducido a resolver otros subproblemas mas sencillos. Por
ejemplo, si u1, uz, uz y ug son soluciones de:

L[u]=F L[u] =0 L[u] =0 L[u] =0

M[u]l=0 M[ul=f M[u]l=0 M[u]l=0
Py cirag=o P21y coup=0 P31 qrag=n P41 cifur=o

C2[u]l=0 C2[ul=0 C2[u]l=0 Co[ul=h3

esta claro, por la linealidad, que u=uj+u+us+us es soluciéon de [P], pero, como ya hemos
observado, bastantes veces nos convendra descomponer [P] en menos subproblemas.

Bastantes veces necesitamos hacer homogéneas las condiciones de contorno (la separacién de
variables y otros métodos lo exigen). Si somos capaces de hallar una v que cumpla Ci1[v]l=h1 y
C2[v]=h3, el cambio w=u—v lleva [P] a:

M[w] =f—M[v]

{ Llw]=F—L[V]
Ci[w]=C2[w]=0

Otras veces interesa hacer la ecuacién homogénea (por ejemplo, cuando no hay datos de con-
torno, como en algunos problemas del capitulo 1). Asi, si lo que tenemos es una solucién particular
v de la ecuacién (L[ v]=F), haciendo como siempre, w=u—v acabariamos en:

{ Llw]=L[u]l-L[v]=0

M[w] =f—M[V]
Cilwl=h1—-C1[Vv], C2[w]l=h2—C3[V]

Lo que ya es un lujo (pero se puede intentar buscar por el premio que nos da) es tener una v que
cumpla la ecuacién y ademas las dos condiciones de contorno (en algunos ejemplos lo hicimos).
Los problemas homogéneos suelen exigir menos calculos que los no homogéneos (separando va-
riables, por ejemplo, los primeros exigen resolver solo EDOs homogéneas, mas corto que resolver
las EDOs no homogéneas de los segundos).

Como vemos, hay mucha variedad en los posibles cambios. En cada caso habrad que ver cuéles
nos llevan a problemas mas asequibles. Si inicialmente hay condiciones homogéneas intentaremos
gue los cambios no las estropeen, aunque a veces no habrd més remedio.
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4.4. Algunos problemas en tres variables

Comenzamos estudiando las series de Fourier dobles, de teoria inmediata a partir de
las de una variable, ya que son consecuencia de dos desarrollos sucesivos (las triples,
gue aparecerian en problemas con 4 variables, son también similares).

Sean Xm(x), x€[a,b] e Yn(y), y€[c, d] las autofunciones de dos problemas de
Sturm-Liouville de pesos respectivos r(x) y s(y),y sea f(x,y)eC([a, b]x[c,d]).
Entonces, para cada (x,y)e(a, b)x(c,d) se puede escribir f como la serie:

1
fx,y)= Z Z Cnm XnYm €ON Cpm = Tx—"x (Ym,Ym jj fOGY)XmYnrsdydx.

m=1n=1

[(u, v) designa, desde luego, ffruvdx ) fcdsuvdy]

e G _ > — (f(X,y),Ym)
pues para cada x fijo se puede escribir f(x,y) —mZJI Cm(X)Ym, Cm(xX)= U Ym)
ycon Cm(x)= Z CchnXn, Chm= W se obtiene la expresién de arriba.

n=1

[Se llega a lo mismo, desde luego, desarrollando primero en X, y luegoen Y 1.

Un caso particular de las series anteriores son los desarrollos de funciones en series
trigonométricas dobles de una funcién feC([0, L]x[0, M]). Como estas dos:

f(x, y)= Z anm sen"X senTX , con bpm= LMJJ f(x.y)sen™™ sen™X dy dx .
n=1lm=
1 1 = nmx 1 <= mny o nmx mmy
f(x, y)=za0 72 ano COS “1= + §ZGOmCOS— ZZanmcos—cos—
con apm= LMJJ f(x, y)cos™ cosT7¥ dy dx.

[O los desarrollos parecidos en Y. sencos o »,cossen, 0 CON Series en Senos y Cosenos,
o desarrollos que incluyan senos impares o cosenos impares].
[Los factores % y % son, como siempre, para que la férmula valga también sin=0 0 m=0 ]
[Se podria pedir que f fuese solo C! a trozos, pero aqui suponemos que es mas suave].

Ej. 1. Desarrollemos ‘f(x, y)=Xxcosy ‘ en [0, m]x [0, m] de las dos formas de arriba:

© 00 4 mrT
xXcosy=>'>' bpmsennxsenmy con bnm=—2JJ X cosy sennxsenmydy dx
0JO

n=1m=1

[oe] [o0]
_ 16 [=11"1m
— XCcosy =2 E E i sennxsen2my
n=1m=1

n[4m?—1]
4 (T[T 0 si m#1L
anm = FJ J xcosycosnxcosmydydx ={ m si m=1,n=0 —
0Jo 2[(=1)"—11/(nn?) si m=1,n>0

XCcosy = gcosy— % Z (2n 1y cos[2n—1]x cosy [ya estaba desarrollada en y].

[La igualdad entre f y su serie se dard en los puntos de continuidad de la f extendida,
de forma impar en el primer caso y par en el segundo, en cada variable hasta [—m, 7] y
luego de forma 2m-periddica; asi, la serie en senos converge hacia xcosy en el lado x=0
del cuadrado [0, ] x [0, ], pero no lo hace en los otros lados; la serie en cosenos, en
cambio, converge (uniformemente) en todo el cuadrado, incluido el borde].

[Como deciamos ya en 3.2, aunque una f(x, y) se puede desarrollar en cualquier par de
familias de autofunciones, sera el problema el que nos diga en cuéales hay que hacerlo].
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Resolvamos separando variables varios problemas (homogéneos) en 3 variables. En el
primero, para el calor en un cuadrado, estudiamos la evolucién de las temperaturas

de una placa (dadas las iniciales) si el borde se mantiene a 0°: 0
ur—kluxx+uyy]1=0, (x,y)€(0, m)x (0, m), t>0 0
0
u(x, y, 0)=f(x,y)
u(x, 0, )=u(x, m, t)=u(0,y, )y=u(my, t)=0 5 R

Buscamos soluciones del tipo u(x, y, )=X)Y(Y)T(t) — XYT' —k[X"Y+XY"]T =0.
Separamos variables dos veces consecutivas y aparecen dos constantes distintas:

77 / ” X"+ AX=0
I e
vEAYRT T/ =—k[A+u]T

[Como en 2 variables, dejamos para la T la expresién mas complicadal.

[En algunos problemas en 3 variables se actla de forma diferente. Se podria empezar aqui
haciendo u=T(t)v(x,y) = T’v=kTAv — T’=—AkT, Av+Av=0 (ecuacién de Helmholtz)].

Las condiciones de contorno exigen: X(0)=X(m)=Y(0)=Y(m)=0 . Asi pues:

—_n2 _ _
A=n ; Xm={sennx}, n=1,2,... T = {e—(n2+m2)kt} .

u=m<, Yo={senmy}, m=1,2,...

Cualquier funcién de la forma unm(x, y, t) = {e_(”2+m2)’<tsen nxsen my} satisface la EDP
y todas las condiciones de contorno, lo mismo que cualquier combinacién lineal de ellas.

00

. d 2.m2
Esto nos lleva a probar la serie: | u(x,y, t)=> > bym e~ (""*MIktsen nx senmy

n=1m=1

que debe satisfacer ademas: u(x,y,0)=>'>" bpmsennxsenmy =f(x,y) —

n=1m=1

b””’:nizjofo f(x,y)sennxsenmydxdy |, n,m>1.

[Como en la varilla, aqui también u— 0 cuando t —» co].

Ahora, Laplace en un cubo con condiciones de contorno mixtas
(tiene solucién Unica como los similares del plano):

Au=0 en (0, T)x (0, m)x (0, m)
ux,y,0)=f(x,y), u=0 en x=0, x=m, z=m
uy=0en y=0, y=m

" 4 44 4 ”
u=xXYzZ — Y7+Z7:_X7=)\_> 27_)\=—Y7=,1_> Y +uy=0, Y/(0)=Y'(1)=0

X"+AX=0, X(0)=X(m)=0
Z"'—[A+p]1Z=0, Z(1)=0
{A:nz, Xn={sennx}, n=1,2,...

u=m?2, Ym={cosmy}, m=0,1,...

— Zmn = {sh(m[n—z])} -

u(x,y,z)=3 S cno sh(n[m—z])sen nx
) + 315 Com sh(VaZem? [1—2z]) sen nx cos my

m=1n=1

Como u(x,y, 0)=f(x,y), los chm seran:

n=1,2,...

C m=0,1,...

_+ mrn
"M w2 sh (na/n2em? ) LL f(x, y)sennxcosmydy dx

[En caso de ser f(x, y)=sen3xcos4y la solucién se reduciria a un Gnico término.

Identificando se tendria u(x, y)= % sen3xcos4y sin hacer integrales].
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Resolvamos ahora, con pocos detalles y sin dar demostraciones, el problema

general de Dirichlet en la esfera para Laplace en 3 variables: 3
{Urr+ Ur+ r2[u96+§grs]gu9+sen26u¢¢:| O, r<R /
u(R,6,¢)=f(6,¢), 06€[0,m], ¢<[0,2m)
Aqui separamos primero la parte radial y la que depende de los dos angulos:
r’R” +2rR’—AR =0
=R Y(6, —
u=R(Y(®. ) {Y¢¢+sen 6(sen®Yp), + Asen?0Y =0
"+ ud®=0
Separando ahora la parte angular: Y(6, ¢)= 0(0) (¢) — {(senee’)'+()\ sen 6 sene)e 0"

La solucién ha de ser 2m-periddica en ¢: pm=m?, &m(9)={cosm¢, senm¢}, m=0,1,...
Llevando estos um a la otra ecuacién y haciendo como antes s=cos 8 se tiene:
%[(1—52)‘;—?]+[)\ T SZ]O 0, O acotadaen s=%1.

La EDO, nueva para nosotros, se llama ecuacion asociada de Legendre. Si m=0 se recupera
la de Legendre y las autofunciones eran los P, hallados en 4.3. Se prueba que los autovalores del
problema singular son también A,=n(n+1), y sus autofunciones estdn relacionadas con ellos:

‘ PT(s) = (1—s2)™? L pp(s)

, con m<n

[PS:Pn , Pi:sene, P%=3sen9cose, P§=3sen26,...]

- ‘ Y6, ¢) = {cosmqun’”(cos 8),senmg¢P(cos 6)} ,

[Y8={1}, Y0 ={cos6}, Yl ={sen6cos¢,senseng}, YJ={3cos?6-3},
Y2={3sen6cos@cos¢ 3senbcosOsend}, Y2={3sen?6cos2¢, 3sen?6sen2¢}, ]

Las soluciones acotadas en r=0 para esos A, son como antes Rp={r"}.

Los armoénicos esféricos son estas soluciones de la ecuacién de Laplace ’ur’;’ =r"yYr(e, ¢)‘ .

[Hay libros que llaman arménicos esféricos a los Y[", otros a unos multiplos concretos de los Ym. -

Con ellos formamos una serie a la que imponemos los datos. Se obtiene:

u(r, 8, ¢) = i r”[ anoPn(cos6) + i (anm cosme + bpm senmg) P™(cos 6) ]

n=0

— Qpo = i’;ﬁ;} o Jo F(6, ) Pn(cos6) sen8dod¢

Anm = % 5. f(6, ¢) cos m¢ P™(cos 6) sen 6 dOdp

, m=>1
bpm = % 5 f(6, ¢)senm@ P (cos 8) sen 6 dd¢

puesto que se cumple f_l [an(t)] dt = ﬁ% .

Ej. 2. Hallamos la solucién en caso de que sean ’ R=1vy f(6, p)=sen?6sen?¢p

Buscamos identificar como haciamos en 2 variables, mirando los arménicos ya hallados.

Debe ser: f(6, ) = 3 sen?6— 3 sen26cos2¢ = 3 — 5 0526 — 3 sen26 cos 2¢

(S

_ 13 ne2g_17_1..n2 _1y0 1,0 12

3[3 cos26— 3]— 3sen?@cos2¢ = Y] — 3Y3 —3Y2.

Por tanto, aoozé, azoz—%, azzz—% y los otros seran cero. La solucién es, pues:
u(r, 6, ¢) =3 —3r2[3 cos?6—3] — 3r2sen?6cos2¢ .

Escrita en cartesianas es: u(x, y, z)=%—%22+ %[x2+y2+22]—%[x2—y2]= %—%x2+%y2—%22,

funcién que cumple Au=0 y que cuando x?+y?+z2=1 pasa a valer y? [=£(6, ¢) si r=1].
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Si los problemas ‘esféricos’ llevan a Legendre, los ‘cilindricos’ (po-

lares méas otra coordenada, t en calor y ondas, z en Laplace)

llevan a Bessel, como sucede en los problemas de vibracion de 'v ' ‘
una membrana circular (de un tambor). A
Como hicimos con Laplace en la esfera, para empezar tratamos

el caso més sencillo con 2 variables en el que la vibracién no depende de 6. Y para
simplificar ain mas suponemos que inicialmente es u;=0:

1 —
Utt [uff 7 uf} =0, r=<1,teR [Las vibraciones con simetria

u(r,0)=f(r), us(r,0)=0 radial en el espacio, como se
vio en 4.2, son mas sencillas].
u(l,t)=0

UeRT o T _ R”+R7, _ [rR’] + ArR=0, R acotada en 0, R(1)=0
T R T”+AT =0, T'(0)=0 — { cos(vA t)}

El problema de contorno singular para la R fue visto al final de 3.1. Recordemos que
con s=r+/A desaparecia A y la ecuacién pasaba a ser una de Bessel:

SR”(5)+R’(5)+5SR(s)=0 — R=c1Jo(s)+C2Ko(s) = c1Jo(wr)+c2Ko(wr), w=+X
Imponiendo los datos se obtenian los autovalores )\n=w,27 tales que Jo(wp)=0, vy las
autofunciones asociadas eran an{jo(wnr)} .

Nos falta imponer la condicién inicial aun no utilizada a la serie:

u(r, t) = i cncos(wnt) Jo(wpr) | — u(r,0) = fl cnJo(wnr) =£(r)

n=1

Este desarrollo ya lo discutimos en el ultimo ejemplo de 3.2. Alli vimos que era:

2 1
&= j rF(r) Jo(war) dr

Ej. 3. Hallemos si la integral fg(r—r-”)jo(wnr)dr, Wn=+/An , que define c,.

. 1
Haciendo s=wpr: [, =# 3”” sjo(s)ds—# (;”" s3Jo(s)ds .
n n

La primera primitiva es inmediata, pues [sjl]lzsjo. La segunda, por partes:
[s?sjods=53)1—2[s}1ds=53]1—252), =(s3—45)J1 + 25?0 ,
ya que [5212]/= S2J1 Y Jpe1 = 2?”1,7 —Jn—1.Y como Jo(wnp)=0 concluimos:

[ee]

fol =2 )1(wn) = u(r, )= m cos(wnt) Jo(wnr) .

n=1
Pese a su aspecto complicado, esta solucién no lo es mucho mas que la >’ k, cos(nmt) sen(nmx) que
se obtendria para la cuerda vibrante con datos similares (que resolvimos en 4.2).
En muchos libros (o en programas tipo Maple o Sage) se pueden encontrar los ceros w, de Jo:
{wn} ~ 2.4048256, 5.5200781, 8.6537279, 11.791534, 14.930918, ...
y los valores de Ji(wp): 0.519147, -0.340265, 0.271452, -0.232461, 0.206547, ...
Necesitamos solo un programa que reconozca la Jo para dar valores o hacer dibujos aproximados de la

solucién. Por ejemplo, utilizando los 5 primeros términos de la serie, podemos (con Maple en este caso)
aproximar y dibujar u(0, t):
u(0,t) ~ 1.108 cos(2.405t) — 0.1398 cos(5.520t)
+ 0.04548 cos(8.654t) - 0.02099 cos(11.79t)
+ 0.01164 cos(14.93t)
Las vibraciones de un tambor, a diferencia de lo que pasa con

las de una cuerda, no son periédicas (puesto que los w, no son
multiplos exactos unos de otros).
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Para acabar esta seccidn, tratemos el problema més general y complicado en 3 variables:

Uet — [ urr + %ur + rlzuee] =0, r<li, teR
u(r,6,0)=f(r,0), ut(r,6,0)=0
u(l,6,t)=0

” R”+R—/ ’" 2p ’ ”
u=ROT—» Lo =22+ 380 =)\, LR 4 A2 =C =y

©”+u0=0, 0 2n-periédica —» tm=m?2, m=0,1..., Om={cosmb, senmb}, Og={1}
T +Ac?T =0, T'(0)=0 — { cos[ VA ct]}
r’R” + rR’ + [Ar2—u]R =0, R acotada en 0
Para u=m?2 consideramos el problema de contorno singular para R:
r2R” 4+ rR’+[Ar —m?]R =0
R acotada en 0, R(1)=0
Haciendo s=r+vA desaparece como siempre A y la ecuacién se convierte en Bessel:
s2R”(s)+SR’(s)+[s2—m?]R(s)=0 —
R = c1Jm(8)+C2Km(S) = c1/m(wr)+c2Km(wr), w=+X

R acotada = c2=0. Los autovalores seran los A=w?2 que hagan Jm(wr)=0, que son una
sucesion infinita para cada m: wWm,,..., Wm,, ...

Y las autofunciones son Rmk={jm(wmkr)} . Asi que probamos:

o0
u(r,6,t)=3 Z cok cos (cwo, t) Jo(wo,r)

+ Z Z [Cmk cOSNB+dmi sennb] cos (cWm,t) Jm(Wm,r)
m=1k=1

- 25 coco(wo,r) + ST [Cmk €05 nB+dnk sen nB] Jm(Wm, r)=f(r, 6)
k=1 m=1k=1

(oo}

Para r fijo, f(r,0)= %Ao(r) + > [Am(r)cosmé+Bm(r)senmé], con

m=1

Am(n)=2 g”f(r,e)cosmede, m=0,1,..., Bm(r)=7 OZ"f(r,e)senmede, m=1,2,....

Desarrollando:

Am(r) = Z ka./m(kar) , Bm(r)= Z dmkfm(kar)
k=1 k=1

1
Teniendo en cuenta (se puede probar) que: f rj2 (Wm,r)dr= %jr2n+1(ka) ,
0

se llega a la expresién para los coeficientes de la serie doble de arriba:

2 1,2m
= - 0 2] drdeé
Cmk HJ,Z,,H(ka)JJ rf(r,8)cosn® Jm(wm,r)dr

2n
= s J, |, 71 sennon(umr)arae

89
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4.5. Funciones de Green

Comencemos tratando las funciones de Green para problemas de contorno no homogéneos
para EDOs. Veamos una férmula que para cualquier f(x) nos da en términos de integrales la
solucién (en el caso de que sea Unica) de:

P { [P(y’] + g0y = f(x)
ay(a)—a’y’(a)=By(b)+pB’y’'(b)=0

, peCY, g,feC, p>0 enla,b].

conocidas las soluciones de la ecuacién homogénea (algo parecido a la férmula de variacién de
las constantes para problemas de valores iniciales):

Supongamos que (Py) tiene solo la solucién y =0 y sean y; e y» soluciones
no triviales de la homogénea [py’]’+gy = 0 que cumplen, respectivamente,
oryl(a)—or’y’l(a)=0 y Byz(b)+,8’y’2(b)=0. Entonces la solucién Unica de (Ps) es:
Teor. 1 b Y18 ya(x)
y(x) =j G(x,5)f(s)ds, con G(x,s) = PIWIGa,y2) )
a Y19ya(s) o cp
pIWI(y1,y2) =

Ala G(x,s) se le llama funcién de Green del problema.

a<s<s<x

[Observemos que el denominador que aparece en la G es constante:
[pUy1ys — y2y?)1 = y1lp(y))] — y2lp(y})]) =—gy1y2 + gyay1 =0 .
Comprobemos que la y(x) de arriba cumple (Ps). Desarrollando la integral:

b ya(s) f(s) X y1(s) f(s) X ya2(s) f(s)
y0) = y109 fq w1y sy 95+ Y200 wics) sy 35— Y100 o ics) sy 95 = Y1+ Y-

Por tanto, y(x) es solucién de la no homogénea y” + Fy’ + Ey = %
3 b .
Ademas como y'(x) =y} [, |{§|£ +y) f: I}l;\}l JI—; -y} f: ﬁ;;l]; se tiene que:
b b
y(@)=cy1(a), y'(@)=cy}(a), y(b)=kya(b), y'(b)=ky4(b), c=[ /i3 k=], %L .

Como y1, y2 cumplen cada condicién de contorno, también lo hace la y.

Una vez calculada la G, dada cualquier f, basta hacer un par de integraciones para
encontrar la solucién del problema no homogéneo (Ps).

[Que quede claro que cada yk satisface solamente una condicién (o en a o en b; ambas
condiciones solo las cumple la trivial). La f y la p del teorema son, como siempre, las de
la ecuacién escrita en la forma [py’]’+gy = f; en muchos casos serd p=1 (como en el
ejemplo siguiente), pero en otros deberemos reescribir la ecuacién].

Ej. 1. (P ){y”:f(x) { " =0 solo lo cumple y=0 = (P;1) tiene solucién Unica
- 2P y(0)=y(1)=0 | 1y(0)=y(1)=0 ple y= 1 }

Hallemos su funcién de Green. La solucién general de la homogénea es y =c1 + c2X.
De la primera condicién de contorno deducimos y(0)=c3=0. Podemos tomar y;=x
De la segunda, y(1)=c1+c2 =0. Elegimos y>=x—1. Entonces:

s(x—1), 0<s<x 0| . 1

[W|(x)= x(s—1), x<s<1 °

=1,px)=1, G(x,s)={

1

el G(xs), x fijo

Si, por ejemplo, f(x)=1, la solucién de (P1) viene dada por:
y(x) = [y G(x,5)1ds = (t—1) [Xsds+x [y (s—1)ds = 3[x?—x].
Para resolver un problema con una f dada, calcular la G puede ser un rodeo inutil.

Por ejemplo, la Ultima solucién se podria obtener:

y(0)=c1=0

_1lry2_
y=c1+c+i=0 7 V7 AL =] @i BITES.

y'=1- y=ci+cox+3x2 — {

Pero para cada nueva f habria que volver a hallar la yp e imponer y(0)=y(1)=0.
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Las funciones de Green estan muy ligadas a la ‘funcién’ 6. Observemos que la G(x, s) del ejemplo
1 para x fijo (o para s fijo, pues G es simétrica) es continua pero no derivable en s=x y su
‘derivada’ segunda es §(s—x). De hecho, esto es lo que sucede en general:

[p(5)G’] + 9(5)G = 6(5—x)

Teor. 2 | G(x, s) es la solucién para xe(a, b) fijo de L o .
aG(a)—a’G’'(a)=BG(b)+B’'G’(b)=0

[La prueba es trivial: f: G(s, W) 6(u—x)du = G(s,x) =G(x,s) ].

Hallamos la G del (P1) por este camino mas largo, pero que es el que se generaliza a las EDPs.
G”(5) =6(s—X) G”=0,s#x c1+c2s, y(0)=0— G=c3S, sS<x
—7" G(s)= .
G(0)=G(1)=0 ki+kzs, y(1)=0— G =kz[s—1], s=x
Y como G””=§, ha de ser continua G y su derivada tener un salto en x de magnitud unidad:
G(x )=c2x=k2[x—1]=G(x") {cz=x—1
G'(x*)—G'(x")=kz—c2=1 k2 =x

La idea de la funcién de Green se utiliza en diversos problemas de EDOs y EDPs. En estos apuntes
nos limitaremos a hablar de las funciones de Green para la ecuacién de Laplace.

[En lo que sigue operaremos formalmente con la 6 en dos variables, utilizando solo:
i. 8(§—x,n—y)=0 para (& n)#(x,y)
ii. {[5F(E n)8(E—x,n—y)dEdn=F(x,y) si F continuaen DcR? y (x,y)€D ]

Consideremos el problema de (Pp) Au=F(x,y) enD
Dirichlet no homogéneo: u=f enaD

Nuestro objetivo es (como en lo anterior) expresar su solucién Unica en funcién de integrales en
las que solo aparezcan una funcién de Green G y los datos F y f:

AG=6(§—x,n—y) enD
G=0 enoD

Teor. 3 | vista como funcién de (&, n), se le lama funcién de Green de (Pp). Entonces:
u(x, y)=ﬂ G(x,y; & n)F(E n)d&dn + f Gn(x,y;& n)f(§ n)ds, es solucién de (Pp).
D aD

A la solucién G(x,y; &, n) de (Pg) { , para cada (x,y)eD,

[Gn es, como siempre, la derivada de G en la direccién de n, vector unitario exteriora D].
Del teorema de la divergencia es facil deducir la lamada segunda identidad de Green:
Si uy G son C?(D) setiene [[,[GAu—uAG]ldEdn =§,,[Gun—uGnlds

Si u es la solucién de (Pp) y G la de (Pg), y admitimos que la identidad anterior es valida
para nuestra G (que claramente no es C2, pero se justifica con ‘distribuciones’) tenemos:

[[plGF—u81dEdn = §,,[—fGnlds — u= [[,GFdEdn+ §,,Gnfds

¢Coémo resolver (Pg)? Comencemos buscando una v(x, y; &, n) que, como funcién de (&, n), satis-
faga Av=¢§, aunque no cumpla la condicién de contorno. {Para qué funciones es Av=0 y pueden
originar una &6 ? Las soluciones de Laplace en polares dependiendo de r son:

vrr+%vr=0—>v=c1+czlnr

Asi que algiin multiplo del discontinuo logaritmo de la distancia r = PQ del punto P= (&, n) al
Q=(x,y) es buen candidato a v:

v =2 In[(§=x)2+(n—y)?] = 5= InPQ satisface Av=56(§—x, n—y) para (x,y) fijo.
A v se le llama solucién fundamental para el punto (x, y).

Teor. 4

Volvemos a hacer ‘trampa’ con la 6. Ya vimos que Av=0 si r#0, o sea, si (§ nN)#(x,y).
Ademaés, el ‘teorema’ de la divergencia en un circulo de centro Q y radio R nos da:

[[,<gDVdEAN =§,_pvads=§,_, vrds=f§" 2RdO=1— Av=56.

Si w satisface Aw=0 en D, la funcién v+w seguird cumpliendo A[v+w] =§ para cada (x,y)eD
fijo. Por tanto, para encontrar G [y tener resuelto (Pp)] basta encontrar la w armodnica en
D tal que v+w =G se anule en la frontera oD.



92 Métodos Matematicos Il: ecuaciones en derivadas parciales

La forma practica de hallar la w (en recintos D limitados por rectas y circunferencias) es el
método de las imagenes. Viendo la geometria de D se tratara de escribir G como suma de la
solucién fundamental v y de funciones arménicas w del mismo tipo, logaritmos de distancias a
puntos Q’ exteriores a D (‘imagenes’ de Q respecto de la D), elegidos de forma que sea G=0
en la frontera de D. En un primer ejemplo, D estd limitado por rectas:

= = S =(x,y)eD fijo, P=(E,n),
Ej. 2. (PZ){AU 0 en D=(0, ©)x 0, ) ean Q=(x,y)eD fijo (&n)

u(x, 0)=f(x), u(0, y)=0, u acotada v=2_1n|nﬁ_

Si Q’=(—x, y), es claro que w’=—% InPQ’ es funcién de P que es ' % R
arménica en D (lo es en R>—{Q’} )y que v+w’=0 si P pertenece & - )-- e
al eje y, pues entonces PQ = PQ’ . Andlogamente w =—% INnPQ« , D
con Q«=(x,—y), esarménicaen D y v+wx =0 si P se mueve en
el eje x. Para que G sea 0 en ambos ejes a la vez hay que sumar .

Yo . _ 1 _
uha nueva armonica: w; =—5=InPQ’, , con O; =(—x,—Yy).
Entonces G(P, Q)=v+Ww’+wx«+Ww, es lafuncién de Green buscada,

yaque AG=6 [pues Av=5 y A(W+wx+W/,)=0]y G=0 si P€aD  Q!(-x-y) Q.(xy)
[si P estden x=0 es PQ=PQ’ y PQ«=PQ’ ; y similar en el eje x ].
Escribiendo las distancias analiticamente tenemos:
G(x, ¥ ) = 3% IN[(E=X)? + (n=y)?] = 7= In[(E+X)% + (n—y)?]
— 22 IN[(E—0)2 + (N+Y)2] + 7z In[(E+x)2 + (n+y)?].
Y como n=—j en el gje x, la solucién de nuestro problema (P;) sera:

U(X, ¥) = $op Gnf ds = [0 =G0 FEVIE =+ =| % [ [ emimays — ey S (E) 08

Veamos ahora el problema no homogéneo de Dirichlet en el circulo:

(py) { BU=F(r.0) en r<R Q=(r, 6)eD fijo, Q'(%’0)
371 u(R,0)=f(8), 6€[0,21] | P=(0, ¢) variable.

La solucién fundamental v en estas coordenadas queda: P(c,9) 8o
V=5-InPQ =4 In[0? + r? — 2rocos(6—¢)].
¢Dénde situar el punto imagen Q’? Las cosas no son tan claras D

como en el ejemplo anterior. Es claro que su 6 ha de ser igual,
pero {a qué distancia del origen O colocarlo? Se podria llegar al
resultado tanteando, pero solo comprobaremos que la G es:

G(P.Q) = £[INPO—InPQ’ +In8], 0’ = (£, 6)|, es decir,

G(r,0;0,¢) = 4—1n In[0? + r2 —2rocos(6—¢)]— 4—111 In[R% + ’;—32 —2rocos(6—¢)]

En efecto: G=v+V/+cte = AG=0 [ v/ armodnicaen R?—{Q’} y Q’¢D]
y ademdas G=0 si P€aD, o sea, si 0=R.
Ademas, Gn=Gg’o=R y ds=Rd¢, por lo que la solucién de (P3) es:

R 2 2_p2 2 d
u(r,0) = [ f3 " 0 G(r, 00, 9)F(o, $) ddo + B5E [ o o

[Expresién mas compacta que las series de Fourier, aunque estas integrales, en general, no son
calculables (y hay que aproximarlas, pero son aproximaciones también las sumas parciales)].

Las cuentas en tres dimensiones son similares a los de dos. Si G es soluciéon de (Pg):

u(x,y,z)=[[[p GFd&dndy + §,,Gn fdS | (8D es ahora una superficie).

La solucién fundamental en el espacio es v =—ﬁ [vrr+%vr=0 —v=c1+2]
Los puntos im&genes respecto a planos son igual de sencillos y para la esfera
de radio R vuelve a situarse el punto Q’ a una distancia R2/r del origen.





