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ABSTRACT

La matriz de Gram de un poliedro esférico o hiperbdlico lo determina de for-
ma Unica y contiene toda la informacién sobre los dngulos diédricos. En esta
nota presentamos las férmulas de los deméas elementos del poliedro (longitudes
de lados, alturas, dngulos planos) en funcién de su matriz de Gram. También
hacemos lo mismo a partir de la matriz de longitudes.

The Gram matrix of a spherical or hyperbolic polyhedron uniquely determines
it and contains all the information about the dihedral angles. In this note we
present formulae for the edge lenghts, heights and planar angles of the polyhe-
dron in term of its Gram matrix. We also do the same in terms of the length
matrix.
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1. Introduccion

Un resultado béasico de la trigonometria esférica e hiperbdlica es que los triangulos
estdn determinados univocamente (salvo isometria) por sus dngulos. Para el resto de
poligonos el resultado es falso: el espacio de poligonos de n lados tiene, salvo isometria,
dimensién 2n—3, luego n angulos no son suficientes datos para determinar el poligono,
salvo si n = 3.

Si pasamos a dimensién tres, ocurre que la dimensién del espacio de poliedros
de un tipo combinatorio dado, salvo isometria, coincide con el nimero de aristas del
poliedro. Luego ahora si es natural preguntarse si los angulos diédricos determinan
el poliedro. La respuesta es afirmativa si el poliedro es simple o trivalente, es decir,
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en cada vértice inciden exactamente tres caras (es consecuencia de unos celebrados
lemas de Cauchy, [1]), pero no se conoce en el caso general.

La matriz de Gram de un poliedro recoge toda la informacién de los dngulos entre
las prolongaciones de cada dos caras del poliedro, en particular los angulos diédricos,
y determina univocamente el poliedro (ver Seccién 2). Si se lograra determinar la
matriz de Gram a partir de los dngulos diédricos, se tendria una respuesta afirmativa
al problema anterior. En esta nota vamos a determinar, en funcién de la matriz de
Gram, los demés elementos del poliedro (longitudes de lados, alturas, &ngulos planos).

Por otra parte, la matriz de longitudes de un poliedro recoge todas las distancias
entre cada dos vértices del poliedro, en particular, las longitudes de las aristas. Dare-
mos también férmulas para los demads elementos del poliedro en términos de la matriz
de longitudes.

Estas féormulas generalizan las férmulas clasicas para tridngulos y tetraedros esféri-
cos e hiperbdlicos.

2. Preliminares

Nuestro interés original son los poliedros hiperbdlicos. Sin embargo, la figura ver-
ticilar en cada vértice de un poliedro hiperbdlico es un poligono esférico. De modo
que estudiaremos poligonos y poliedros esféricos e hiperbdlicos.

La geometria esférica y la hiperbdlica se pueden estudiar conjuntamente. En efecto,
S? v H? son subconjuntos de R?*! dotados de una cierta forma bilineal simétrica f. La
diferencia esencial entre ambas geometrias es la signatura de esta forma bilineal. Los
poliedros en ambas geometrias se pueden ver como interseccién del correspondiente
S% 0 H? con un cono poliedral de R%t!. Recordamos a continuacién brevemente estas
nociones.

La metodologfa sera trabajar en (R4*1 f) e interpretar al final los resultados en
las geometrias esférica e hiperbdlica.

2.1. Espacio geométrico. Geometrias esférica e hiperbdlica

Llamamos espacio geométrico de dimensién d a (R?*! ), donde f es una for-
ma bilineal simétrica no degenerada. Utilizamos la misma notacién para la forma
cuadrética asociada y a veces usaremos el término “producto escalar” para referirnos
a f, aunque ésta no sea definida positiva.

Un vector e € R4 determina el semiespacio H, = {x € R | f(z,e) < 0}. Es
claro que fle_ = fl;67 para todo A > 0.

Para definir la geometria esférica, se toma la forma bilineal simétrica definida
positiva f(z) =+ --- + 23+ 22, y el conjunto S = f71(1).

Para definir la geometria hiperbdlica se toma f con signatura (d, 1), f(z) = 23 +
-+ 2% — 22, . El espacio hiperbdlico es el conjunto H? = {z € R*!|f(z) =
—1,2441 > 0}. La esfera de De Sitter es el conjunto S4~ 11 = f~1(1), y adquiere una
métrica semi-Riemanniana inducida por f.

Utilizaremos X ¢ para referirnos indistintamente a S? o H?. Una isometria de X¢

es una aplicacién ortogonal de R¥*! para la forma cuadritica f que deja invariante
X4
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Los hiperplanos en X¢ son intersecciones no vacfas de hiperplanos de R**! con
X4, Dado un vector e con f(e) = 1, denotamos por H, al semiespacio H, = H" nxd
(observemos que para que la interseccién H, NHY sea distinta del vacio se necesita
que f(e) sea positivo).

Las distancias y los dngulos se miden utilizando el producto escalar f. Asi, para
la geometria esférica tenemos:

1. Sip,q € S¢, entonces f(p,q) = cosdsa(p,q).
2. Si H,,, H,, son dos hiperplanos en S, entonces f(e1,e2) = —cos(Hg, NH_).
3. Sip,e €S% entonces f(p,e) = —sendsa(p, He).
Para la geometria hiperbdlica tenemos:
1. Sip,q € HY, entonces f(p,q) = — cosh dya(p, q).

2. Dos hiperplanos H,, H., hiperboélicos pueden cortarse o no, y tenemos las si-
guientes férmulas:

a) f(ei,e2) = —cos(H;, N H_), silos hiperplanos He,, He, se cortan;

b) f(e1,e2) = —coshdya(H,,, He,), si los hiperplanos H,,, H., no se cortan
y ninguno de los semiespacios H,, contiene al otro.

3. Dados un punto p € H? y un hiperplano H, con p € H, entonces f(p,e) =
—sinh dya(p, He).

A lo largo del texto utilizaremos “d” indistintamente para la distancia esférica o
la hiperbdlica.

2.2. Politopos. Matriz de Gram.

Una forma usual de definir un politopo es como la interseccion finita de semiespa-
cios. Asi, llamamos cono poliedral Paun conjunto de la forma P=n H C R4t
Asumiremos siempre que el cono poliedral tiene interior no vacio y que es no degene-
rado, es decir, los vectores e; que lo definen generan R4+,

Dado un cono poliedral P, siempre hay un hiperplano afin A tal que PNAesun
politopo compacto P de dimensién d. El tipo combinatorio del cono poliedral P es,
por definicién, el tipo combinatorio de P. Asi, un vértice de P serd el rayo vectorial
[v] generado por un vértice v de P. En esta nota sélo trabajaremos con poligonos y
poliedros, es decir, politopos de dimensién d = 2 6 3, respectivamente.

Consideramos ahora en R4*! la forma cuadrética f. Si f es definida positiva, la
interseccién P = P NS% es un politopo esférico . Si f tiene signatura (d, 1), para que
la interseccién P = PNS? sea considerada un politopo hiperbélico pedimos que todas
las caras de 15, salvo quizés los vértices, corten a H?. La condicién f(e;) > 0 asegura
que las caras de P de dimensién méxima cortan a H?. Un vértice [v] de P corta a H?
si f(v) <0, y en este caso se llama vértice finito de P. Un vértice se llama infinito o
ultrainfinito , si f(v) es cero o positivo, respectivamente. Un politopo hiperbdlico es
compacto si y sélo si todos sus vértices son finitos.

129

Homenaje a J. Tarrés



Raquel Diaz Férmulas trigonométricas para poliedros esféricos e hiperbdlicos

Sea P = M;H;. un cono poliedral con los vectores e; normalizados, es decir, f(e;) =

1, para todo i. La matriz de Gram de P es G = (f(eisej))i,j, que es una matriz
simétrica y con 1’s en la diagonal.

La matriz de Gram de un politopo P es la misma que la del cono poliedral P.
Nétese que la matriz de Gram contiene toda la informacién sobre los angulos diédricos
del poliedro. Las entradas que no son angulos diédricos miden el angulo en el que se
cortan las prolongaciones de las caras correspondientes, o bien la distancia entre dichas
prolongaciones, si éstas no se cortan (esto puede pasar en el caso hiperbdlico).

Notacioén. Si G es una matriz simétrica, denotamos por G (;1;?) el determinante
de la submatriz de G formada por las filas i1,...,i; y las columnas ji,...,jk. Si
Jj1 =11,...,Jk = ik, abreviaremos la notacién anterior por G;, . ;-

Lema 2.1. La matriz de Gram de un cono poliedral lo determina univocamente, salvo
isomorfismo ortogonal para f. Como consecuencia, la matriz de Gram de un politopo
esférico o hiperbdlico lo determina univocamente, salvo isometria.

Demostracion.

Para la primera afirmacion, basta ver que la matriz de Gram G = (g;5) determina
los vectores e; salvo isomorfismo ortogonal. Como P esno degenerado, G tiene rango
d+ 1 y signatura igual a la signatura de f. Como G es simétrica, exviste una matriz
no singular A tal que A'JA = G, donde J es la matriz diagonal con signatura igual
a la de G. Sea B la matriz que se obtiene con las d + 1 primeras filas de A, por lo
que se tiene también que B'JB = G. Los vectores e; son las columnas de B. Sea
ahora otro cono poliedral P’ = ﬂzfle_,_ cuya matriz de Gram es también igual a G.
Supongamos que los vectores eq, .. .7éd+1 son linealmente independientes. Entonces
la submatriz de G formada por las d + 1 primeras filas y columnas es no singular,
y, como consecuencia, los vectores e}, ..., ey | también son independientes y hay un
isomorfismo ortogonal ¢ que transforma e; en e;, i = 1,...,d + 1. Para ver que
o(e;) = e;» para j > d + 1, observemos que las coordenadas de e; respecto de la base
{e1,...,eat1} son (g1, .. ,gjm)G;.l.d+1, y que éstas son también las coordenadas de
e’; respecto de la base {e},... e, }, de donde se tiene el resultado.

En el caso esférico, el isomorfismo ¢ sea una isometria esférica. En el caso hi-
perbdlico, para que ¢ sea isometria hiperbélica, debe preservar HY. Pero esto es claro
porque los dos conos poliedrales P,P’ son hiperbolicos. ]

2.3. Matriz de longitudes y matriz de alturas.

Otra forma alternativa de dar un cono poliedral es como envoltura convexa de
sus vértices, P = conv{vy,...,Un}, es decir, un vector v estd en P si es combina-
cion lineal de los v; con coeficientes no negativos. Denotamos por K a la matriz de
productos escalares de los vértices, es decir, K = (f(vs,v;));,;. Observemos aqui que
los elementos de la diagonal son iguales a 1 en el caso esférico, y a —1, en el caso
hiperbdlico. Debido a la interpretacion geométrica de f, es claro que K contiene toda
la informacién sobre las longitudes de las aristas de P, y por eso llamamos a K matriz
de longitudes de P. Igual que la matriz de Gram, la matriz de longitudes determina
el politopo salvo isometria. Finalmente, si P = N{_; H_ es un politopo con vértices
V1,...,Un, podemos considerar la matriz H = (f(e;,v;)); ;, de tamano n x r, y que
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llamamos matriz de alturas de P porque contiene toda la informacién de las distancias
de vértices a caras.

2.4. Cono poliedral dual.

Sea P = N 1H C (Rd‘H f) un cono poliedral y supongamos que [vl] ey [vm]
son todos los vertlces de P. Llamamos cono poliedral dual (o polar) de P al cono
poliedral P* = moH, . Si P es no degenerado y con interior no vacio entonces
P* también es no degenerado y con interior no vacio. Ademés (P*)* = P. Se tie-
ne por tanto que G(P*) = K(P) y K(P*) = G(P). Obsérvese que el dual de un
politopo esférico es de nuevo un politopo esférico. Sin embargo, el dual de un poli-
topo hiperbdlico compacto es un politopo en la esfera de De Sitter (ver [7] para mds
detalles).

3. Deduccién de férmulas a partir de la matriz de Gram.

En esta seccién consideramos un cono poliedral P=nH ., dado por sus caras, o
equivalentemente por su matriz de Gram, y hallamos su matriz de longitudes. La clave
para ello es encontrar los vértices de P. No es dificil hallar los vértices salvo signo,
sin embargo es mas sutil averiguar correctamente los signos; para esto utilizamos los
operadores de Hodge, junto con la orientabilidad del borde del politopo. Resumimos
a continuacién las propiedades que utilizaremos.

3.1. Operador de Hodge

(s . (s k
La forma cuadrética f en R?*! determina formas cuadraticas A" f en los produc-
. k .
tos exteriores A" R4! de Rt definidas como

/\ f(u1 AN ANug,vp A+ A ’Uk) = det (f(ui, ’Uj))i’jzl’m’k

Para simplificar la notacién, en adelante utilizaremos (,) para todas las formas cua-
dréticas anteriores (incluida f).

Dada una orientacién en R%t!, el operador de Hodge proporciona isomorfismos
s NFf = NPT £ Para k = d+1, se tiene que #(ug A- - - Augq1) es el determinante
de la matriz de coordenadas de los u; respecto de una base ortonormal positivamente
orientada. Para k = d, se tienen las siguientes propiedades, que determinan * (ver por
ejemplo [5]):

Lema 3.1. Sean ui,...,uq,v1,...,0q,v € R Entonces:
(a) (x(ug A+ ANug),v) = *(ug A+ Aug Av)
(b) {uy A+~ Nug,vg A---Avg) = (det f) * (ug A~ Aug As(vg A=+ Avg))
(c) (ug A+~ ANug,vg A=+ Avg) = (det f)(x(ur A+ Aug), *(vg A=+ Avg))

donde det f es igual a 1 en el caso esférico y a —1 en el hiperbdlico.
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En particular, del lema obtenemos que #(uj A -+ Aug) es ortogonal a uy,...,uqy
tiene la misma norma que uy A - -+ A ugq.

Aplicaremos las férmulas anteriores a los vectores e; que determinan un cono
poliedral P = NH . Sea G = ({e;,¢e;))i,; la matriz de Gram de este cono poliedral.
Entonces:

(i) (eiy AN...eip ey A--Nej) = G(;i;’;), por la definicién.

(i) Sea E la matriz de coordenadas de e;,,...,¢e;,,, respecto de una base ortonor-
mal positivamente orientada, y sea J la expresién matricial de f en esta base
ortonormal. Por definicién, *(e;, A---Ae;, ) = det E. Por otra parte, se tie-
ne que det (E'JE) = G; Se tiene por tanto que x(e;, A---Ae;,,,)? =
(det f)G;

1.--0dg1”

1eebdf1e

3.2. Ciclos orientados de caras. Vértices

El borde de un poligono P es topoldgicamente una circunferencia, que es orienta-
ble. Se define ciclo orientado incidente en un vértice V de P a los dos lados incidentes
en V dados en un cierto orden. Un ciclo orientado determina una orientaciéon en el
borde del poligono 0P, y decimos que dos ciclos orientados tienen la misma orien-
tacién si determinan la misma orientacién en dP. Si denotamos por C4,...,C, las
caras de un poligono orientadas ciclicamente, es inmediato que para cada i, k los ciclos
C;,Ciy1 y Ck, Cryq tienen la misma orientacién.

Igualmente, el borde de un poliedro es topolégicamente una esfera, que es una
superficie orientable, y una orientacion queda determinada por una terna ordenada
de caras incidentes en un vértice. Llamamos ciclo orientado incidente en un vértice V' a
una terna ordenada de caras incidentes en V' tal que las dos primeras sean adyacentes.
Diremos que dos ciclos orientados tienen la misma orientacién si determinan la misma
orientacién en el borde del poliedro.

El siguiente resultado permite calcular los vértices de un cono poliedral P= ﬂi]:l o
a partir de los vectores e; cuando conocemos su tipo combinatorio (ver [2] o [3]). El
resultado es valido para cualquier dimensién d, una vez definido convenientemente
ciclo orientado.

Proposicion 3.2. Sea P = ﬁiﬁ; C R cond =2 03, un cono poliedral del
tipo combinatorio de un politopo P. Para cada vértice V; de P consideramos un ciclo
orientado de caras C;,,...,C;,, de tal manera que todos estos ciclos tengan la misma
orientacion. Consideramos los vectores W; = x(e;; N--- Ae;,). Entonces se tiene que
los vértices de P son o bien todos los rayos vectoriales [W;], o bien todos los rayos
vectoriales [—W;].

Usando el Lema 3.1, es claro los vértices de P son los rayos generados por =W;. El
trabajo de la proposiciéon anterior consiste en ver que, elegidos los ciclos orientados de
la manera indicada, tenemos signo “+”para todos los vértices, o bien tenemos signo
“—7para todos los vértices.

Salvo que estemos en el caso hiperbdlico y el vértice [W;] sea infinito, podemos
normalizar. Asi, hacemos la siguiente notacién.

Notacién. Si la norma de W, = x(e;; A--- Ae;,) es distinta de cero, denotamos
W, x(eiqg AeNey ) .
Viy.ia = W] = H*(e:A_“Ae:z)”, donde |ju| la norma de u, es decir, |Ju|| = /| f(u,u)]|.
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3.3. Formulas trigonométricas: longitudes de aristas y diagonales.

Para calcular las distancias entre dos vértices cualesquiera del politopo, sélo hay
ahora que coger los vértices v;,. ;, correspondientes, hacer su producto escalar e
interpretarlo. Asi obtenemos la matriz de longitudes.

Teorema 3.3. Matriz de longitudes. Sea P = ﬂiﬁ;- C (R ) un cono poliedral
del tipo combinatorio de un politopo P. En el caso hiperbdlico, supongamos que ningin
vértice de P es infinito. Para cada vértice V; de P, i € {1,...,m}, consideramos un
ciclo Ciy,...,C;, orientado, de tal manera que todos estos ciclos tengan la misma
orientacion. Entonces la matriz de longitudes de P es

llei, A Aeigll” llej, A=+ Aejyll

G(led)
— (det f) ( J1---Jd >
\/|Gi1-<~id|\/|Gj1-~~jd| ije{l,...m}

Demostracion.

K(P) = (detf)(< S RARGMALL T AARAL:Z >>
i,j€{1,...,m}

Usando la notacién de la seccidn anterior y como consecuencia de la Proposicion
3.2, los vértices finitos o ultrainfinitos del politopo geométrico P = PNX? son ev;, i, ,
donde € = £1.

Sean €v;, . ;,, €j,. ;, dos vértices de P. Se tiene que

*(ei, Ao ANegy) *(ej, N--Nejy)
[ (e A Aes )7 11 (ejy A Ay
(det f)ei, Ao~ Neige5 Ao ANej,)

)

<€vi1...id? 6'Ujl---jd>

O T i A Aeigllllen A Al
(det f)G(G)

- \/|G7«17«d|\/|GJ1Jd|7

donde en (i) hemos aplicado el Lema 3.1(b) y (i) se sigue de la definicion de A% f y
de las notaciones para la matriz de Gram. ]

Observemos que en el caso esférico Gy, .. ;, es positivo, por ser el determinante de
la expresién matricial de una forma bilineal simétrica definida positiva. En el caso
hiperbdlico, G, .., es positivo si el vértice ev;, . ;, es finito y negativo si ev;,  ;, es
ultrainfinito, pues en el primer caso es el determinante de la matriz de Gram de
un (d — 1)-politopo esférico (la figura verticilar del vértice ev;,. ;,), v en el segundo
caso es el determinante de la matriz de Gram de un (d — 1)-politopo hiperbdlico (la
interseccién de P con el hiperplano ortogonal a €v;, . ;,)-

Para calcular las longitudes de las aristas y de las diagonales del poligono o po-
liedro, basta ahora interpretar el anterior producto escalar segin las férmulas de la
Seccién 2.1. Asi tenemos:

Corolario 3.4. Sea P =nN_ H; C X2 un poligono con caras C1, . ..,C, numeradas
ciclicamente, y sea G su matriz de Gram. Se consideran dos vértices (finitos) V; =
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CiNCit1,V; = C;NCj41. Entonces:

G(Vitt
cos (d(Vi, V) = \/617481\;27“7 si P es esférico;
ii Ji
-G
—cosh (d(V;,V;)) = ks si P es hiperbdlico.

VGiit1 \/ijﬂ7

Si los vértices son consecutivos, es decir j = i@ — 1 se tienen las formulas para la
longitud 1; del lado C;:

(i) Si P es esférico, entonces

cosl COS (j j—1 COS O j41 + COS Q1441
1; =
Sen v ;1 Sen o 11 ’

donde a; es el dngulo Hg, N He_]
(ii) Si P es hiperbdlico, entonces

COS (v ;—1 COS Qi j4-1 + COS Q1 j+1

coshl; = - -
SeIN (¢ 4—1 SEN O 441

Observacion. Si P es un triangulo, se obtienen las férmulas clésicas de los lados en
funcién de los dngulos, ver por ejemplo [6]. Si partimos de un tridngulo con uno, dos
o los tres vértices ultrainfinitos e interpretamos convenientemente las entradas de la
matriz de Gram y los productos (ev;, . 4, €vj, .. j,) segin las férmulas de la Seccién 2.1,
obtendriamos las férmulas para el cuadrildtero de Sacheri, el pentdgono con cuatro
angulos rectos y el hexdgono con todos los angulos rectos.

Para poligonos con maés de tres lados, la formula es exactamente la misma que
para triangulos, aunque el angulo o;_1,+1 no sea un angulo del poligono.

Corolario 3.5. Sea P € X3 un poliedro y sea G su matriz de Gram. Sean V;,V;
dos vértices (finitos) de P y sean C;,,Ci,,Ci, y Cjy, Cyy, Cy, ciclos orientados con la
misma orientacion. Entonces la distancia entre estos vértices viene dada por

G i1i213
cos (d(Vi, Vj)) = \/T::iz/jé)hm7 si P es esférico;
—G(hrizis
—cosh (d(V;,V;)) = (]”2]3) si P es hiperbdlico.

V Giﬂzia V Gj1j2j3 7
3.4. Alturas.

Con las mismas notaciones que antes, consideremos ahora un vértice ev;, .. ;, de
P y un vector e; y calculemos su producto escalar, utilizando las propiedades del
operador de Hodge:

e(x(es, N---Negy)ej)  ex(ey N Nejy Nej)

6,[)"'., e: =
(iriar €)= T A Aen)] Gon
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por tanto,

2 (det f)Gilmidij

<6Ui1--~id76j = |G21’Ld|

Basta ahora interpretar el primer término de la igualdad anterior segin la Seccién 2.1
para obtener las fofmulas para las alturas de un poligono o poliedro (lo enunciamos
s6lo para poliedros).

Teorema 3.6. Sea P € X2 un poliedro y sea G su matriz de Gram. Sea Vijr un vértice
(finito), interseccion de las caras C;,Cj,Cy, y sea C; una cara que no contiene ese
vértice. Entonces la distancia entre ellos viene dada por

Gijki

sen? (d(Vijk, Cl)) = T si P es esférico;
ij
2 =G . .
senh (d(Vijk, Cl)) = G si P es hiperbdlico.
ij

3.5. Angulos planos

La informacién sobre los dngulos planos queda recogida en la matriz de Gram de
las caras.

Teorema 3.7. Matriz de Gram de las caras. Sea P = ﬂlﬁe_ c (R f) un
cono poliedral del tipo combinatorio de un poliedro P y sea C; una cara de P. Sean
Cjis---,Cj. todas las caras adyacentes a C;. Entonces la matriz de Gram de la cara

9

C; de P es

G(Cy) = << e;Nej,  eiNej >> _ G(%) .
fei esl Tei Aenll ) wictron  \VICoWIG i

Observemos que los determinantes G;; que aparecen en la expresién anterior son
siempre positivos porque los planos PAIZ-, H ;j se cortan.
Demostracion.

Las caras de C; son C;NCj,, . ..,C;NC;, . Para simplificar la notacion, llamamos H,

a f[ek. El hiperplano que contiene la cara C; es H;. Sean €/, e € fIi los vectores

ji G0
ortogonales exteriores a H; N H;,...,H;NH; y con norma 1, luego la matriz de

Gram de C; es la matriz de productos escalares de estos vectores.

Puesto que los vectores e;-

L, Son ortogonales a e;, se tiene que
!/

(e}, €},

Ik’

=(e;Ne Je; Nel ).
i

Ik’

Sea lflj’k C R* el hiperplano ortogonal a H; que contiene a H; ﬂﬁjk, y sea (Hj )~
/

Jk N .
a (H;k)’, Como H]’k estd en el haz de hiperplanos generado por H; y Hj, , se tiene
que e;»k es combinacion lineal de e; y ej,, y por tanto los vectores e; N e;k Y e Nej,

el semiespacio que contiene H; N H; . Es decir, el vector €, es ortogonal exterior
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son proporcionales. Ademds, el signo de la constante de proporcionalidad es positivo,
porque ambos (Hj’»k)* y H;, contienen H; N H, . Se sigue entonces que

e; N\ ej, e; N\ ej,

(eine) eiNey) =

);

I lles Aejll” llei A ey
de donde se obtiene la primera igualdad del resultado, y la sequnda igualdad es solo
la definicion del producto N2 f. O

Matriz de longitudes de las caras. La matriz de longitudes K (a) de la cara C; no
es mas que la submatriz de K (P) correspondiente a los indices de los vértices de C;.
Por otra parte, K (C’ ) se podria obtener también a partir de G (C’ ), segun el Teorema
3.3. Comprobamos a continuaciéon que ambos métodos dan el mismo resultado.

Sean Vj, V; dos vértices de C;, determinados por las caras CA‘M,CA’]Prl y le,CjHl,
respectivamente. Si los indices ji, jk+1, i, ji+1 estdn ordenados ciclicamente (segun el
borde de la cara C;), se tiene que los ciclos orientados C; C]k,C S Y Ci, C’JZ,C’JI+1
tienen la misma orientacién. Por tanto, la entrada (k,1) de la matriz K (C;) es igual a
()

JLJi4+1

\/‘Gijkjk+1 |\/|Gijzjz+1 | .

Por otra parte, del Teorema 3.3 aplicado a G(C‘i), se tiene que la entrada (k,1) de la
matriz K (C;) es igual a

(det f)

(1)

G Cv Jke Jk41
det ( )(szl+1) (2)

¢ GG YIG(C0) |

Tenemos que comprobar que las dos expresiones anteriores son iguales. Observemos
que det (f|g,) = det f, puesto que, en el caso hiperbélico, H; corta al espacio hi-

perbdlico. Para simplificar las expresiones, denotemos A;, = 1/4/|G;j,|- Aplicando
ahora el Teorema 3.7, se tiene que los determinantes involucrados en (2) son:

GCEY Gt

T 1J141

G(Ol)(J]]; gf:ll) = )‘jk /\jk+1)‘jl )\jl+1 (3)

) G() G0
G(Ciirinss = )\i/\iJr1 G(S]Zi2) GEZZE% (4)
ik k41
) G ij1 i1
G(Cijn = )\2 )\?Hl (z(;ljﬁ) Eg;ii; : (5)
171 17141

Ahora, la igualdad de las expresiones (1) y (2) se deduce directamente de la siguiente
identidad de Sylvester (ver [4] para la expresién general de las identidades de Sylves-
ter):

Lema 3.8. Sea A = (ai;) un matriz cuadrada de orden 3, y sea B la matriz que se
obtiene orlando la entrada a1, con una fila y una columna del resto de filas y columnas
de A. Entonces det B = det A.
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Para nuestro caso, aplicamos el lema anterior a la matriz G ", » ;f:] (submatriz de

G formada por las filas i, ji, jk+1 ¥ las columnas ¢, j;, ji+1). Se obtiene que G(i e jk+1)

i g1 Jiga
es igual al determinante que aparece en el segundo miembro de la expresion (3).
Igualmente, aplicando el lema a la matriz G|; o ﬁiﬂ, tenemos que Gjyj, j, ., es igual
al determinante que aparece en el segundo miembro de (4), y si lo aplicamos a la
matriz G [z ;i %i], obtenemos que Gjj,;,,, es igual al determinante que aparece en el
segundo miembro de (5). Por tanto se tiene finalmente que las expresiones (1) y (2)
son iguales.

Corolario 3.9. Angulos planos. Sea P C X3 un poliedro esférico o hiperbélico.
Sea « el dngulo plano de la cara C; limitado por las caras C; y Cy. Entonces

G(ix) G(it)

VIG5IVIGal VGG

4. Caras en funcién de vértices

—CoOSsx =

En el otro sentido, consideramos ahora un cono poliedral como envoltura convexa
de sus vértices, P = conv{vi,...,vm}.

Para deducir las férmulas trigonométricas a partir de la matriz de longitudes,
realizamos un proceso totalmente analogo al de la seccién anterior. En primer lugar
definimos ciclo de vértices.

Para un poligono P, un ciclo orientado de vértices incidentes en un lado de P son
los dos vértices de ese lado dados en un cierto orden.

Si P es un poliedro, llamamos ciclo orientado (de vértices) incidente en una cara
C de P a tres vértices ordenados contenidos en esta cara tal que los dos primeros
sean adyacentes. Es claro que un ciclo orientado de vértices induce una orientacion
del poligono o poliedro. Decimos que dos ciclos orientados tienen la misma orientacién
si inducen la misma orientacién en el poligono o poliedro. Se tiene una proposicién
totalmente andloga a la Proposicién 3.2, cambiando “vértices” por “caras” y viceversa.

Proposicion 4.1. Sea pP= conv{vy,...,vm} C R cond =2 63, un cono poliedral
del tipo combinatorio de un politopo P. Para cada cara C; de P consideramos un ciclo
orientado de vértices V;,, ..., Vi,, de tal manera que todos estos ciclos tengan la misma

orientacion. Consideramos los vectores E; = *(v;, A--- Av;,). Entonces se tiene que

las caras de P son o bien todos los semiespacios Hy, , o bien todos los semiespacios

(=E:)"

Notacién. Denotamos €;,. i, = Hjji—z“ = % Noétese que el denominador
es siempre no nulo, incluso en el caso hiperbdlico, si todos los vértices son finitos o
infinitos (de hecho, tanto en el caso esférico como hiperbdlico, f(E;) > 0).

La proposicién anterior se puede probar de forma idéntica a la demostracién de la
Proposicién 3.2 (véase [2]). Alternativamente, se puede aplicar la Proposicién 3.2 al
cono poliedral dual.

Ahora, la matriz de Gram y las férmulas trigonométricas para dngulos diédricos,
alturas y dngulos planos se obtienen exactamente igual que en las Secciones 3.3, 3.4

y 3.5. Las enunciamos todas a continuacion.
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Matriz de Gram. Sea P = conv{vy,..., v, } un cono poliedral del tipo combinatorio
de un politopo P y K su matriz de longitudes. Para cada cara C; de P, i € {1,...,n},
consideramos un ciclo V;,,...,V;, orientado, de tal manera que todos estos ciclos

tengan la misma orientacién. Entonces la matriz de longitudes de P es

G(P) = (detf) (<

Uil/\"'/\vid Ujl/\”'/\l}jd >)
||vi1 TARRRNA ’Uid” 7 ||vj1 ARERNA vjd” i,5€{1,...,n}

= (detf)( K(ﬁ;{;) )
\/|Ki1~-~id|\/|Kj1~~jd| i,j€{1,...,n}

Angulos de poligonos. Sea P C X? un poligono con vértices Vi, ..., V,, numerados
ciclicamente, y denotemos por «; el angulo en el vértice V;. Entonces:

(i) Si P es esférico, se tiene

cosl;i—1cosli;p1 —cosli_1i41

—cosay; = ,

sen l“'_l sen lz i1
donde [;; es la longitud del lado de vértices V;, V.
(ii) Si P es hiperbdlico, entonces

cosh 1“;1 cosh l“‘+1 — cosh li71i+1
COS vy =

senh lz i—1 senh lz i+1
Obsérvese que se recuperan las férmulas clésicas para los triangulos.

Angulos diédricos de poliedros. Si P es un poliedro y C;, C; dos caras adyacentes,
denotemos por a;; el 4ngulo diédrico entre ellas. Sean V;,, Vi,, Vi, v V;,, Vj,, Vj, ciclos
orientados con la misma orientacién incidentes en V;, V; respectivamente. Entonces:

(i) Si P es esférico, se tiene

K(is)
—COSOéij - K . . K. . .
211213 J1J233
(ii) Si P es hiperbdlico,
— K (o)
— COS vy =

Kiﬂ'z i3 Kj1j2j3

Alturas. Sea V; un vértice del poliedro P € X3 y sea Cijr una cara que contiene los
vértices V;, V;, Vi, v no contiene V;. Entonces la distancia entre ellos viene dada por

K
sen? (d(Cijk, Vl)) = Kli'j'kkl, si P es esférico;
ij
K, . . .
Senh2(d(Cijk, V})) = ﬁ’ si P es hiperbdlico.
ij

Angulos planos. La matriz de longitudes de una cara es simplemente una submatriz
de la matriz de longitudes del poliedro. A partir de la matriz de longitudes de la cara
se calcula la matriz de Gram de esa cara.
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