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1.~ INTRODUCCION

En el seno de la empresa aseguradora se realizan diversas
actividades cuyo comportamiento determina el resultado de cada
ejercicio.

Considerando unicamente la actividad puramente aseguradora,
esto es, el que podemos denominar negocio de seguros en sentido
estricto (cobro de primas - pago de siniestros), entendemos que el
riesgo para la empresa de seguros estriba en la posibilidad de que
una siniestralidad excesiva le impida hacer frenta a las
obligaciones derivadas de los siniestros, esto es, caiga en un
estado de insolvencia.

Ciertamente la siniestralidad X correspondiente a una cartera en
un determinado periodo de tiempo es una variable aleatoria.

Para hacer frente a la siniestralidad la empresa aseguradora
dispone de los ingresos por primas del pericdo cuya cuantia es:

(1L + A).P
en la expresidén anterior tenemos la prima pura P, gque coincide con
la esperanza matemdtica de la siniestralidad E(X), mas un recargo
de seguridad establecido habitualmente como un porcentaje A de la
prima pura.

Cuando los ingresos por primas no bastan para hacer frente a la

siniestralidad se habrd de recurrir a las reservas de solvencia S.



Es importante disponer de alguna medida de la "peligrosidad" de
la cartera. En la literatura y préctica actuarial se han empleado

varias.

Algunas de ellas consideran sélo la siniestralidad, asi sucede
con su varianza, desviacidén tipica, semivarianza etc. Es claro que
grandes valores de estas medidas indican la existencia de elevadas
probabilidades de que se produzca una siniestralidad muy superior

a la media siendo este hecho un sintoma claro de "peligrosidad".

Otras medidas, como la probabilidad de ruina, tienen en
cuenta también los ingresos por primas Yy las reservas de
solvencia. lLa @mﬁm&wuwd de nuing de un periodo no es mds dque la
probabilidad de gque la siniestralidad del mismo supere la cuantia

de los ingresos por primas y las reservas de solvencia, esto es,
P(X > 8 + (1 + A)P)

En el caso en gue el empleo de cualguiera de estas medidas nos
indique una elevada peligrosidad de la cartera, podemos recurrir

al reaseguro.

El reaseguro supone, en principio, trasladar parte del riesgo a
otra empresa de sequros (reaseguradora). Esta se hard cargo de una

parte de la siniestralidad en funcidén del tipo de tratado a



cambio, evidentemente, de un precio,

En el presente trabajo estudiaremos, bajo hipdtesis no
excesivamente restrictivas, el . efecto del reaseguro en su
modalidad cuota-parte en la peligrosidad de 1la cartera,
destacdndose un sorprendente resultado en la probabilidad de ruina
que intentaremos interpretar: "en determinadas circunstancias al
incrementar la cuota de reaseguro y, por tanto, el volumen de

negocio retenido la probabilidad de ruina disminuye!.

2,- HIPOTESIS BASICAS,

Consideremos una entidad aseguradora con las siguientes

caracteristicas:

a) Su cartera total se encuentra dividida en dos subcarteras. '
Representaremos por X ¥ X, la siniestralidad de cada una de ellas
en un determinado periodo de tiempo, supondremos gue son variables
aleatorias independientes ¢que s=siguen 1la distribucién normal?
N(ul,ai) Yy N(uz,oz) respectivamente. Es claro que la

siniestralidad de la cartera total también serd normal

N(”’1'1' “z'V@f + di )

b} Los ingresos por primas recargadas cobradas son



respectivamente

(1 + 2).p,

(1 +1,).P,

i

donde P = E(X ), P E(X,) Y A, ¥ A, son los correspondientes

2

recargos de seguridad.

c) La empresa dispone de unas reservas de solvencla de cuantia

S.

d) Existe la posibilidad de reasegurar cada una de las
subcarteras en la modalidad cuota-parte. Recordemos que esta
modalidad de reaseguro se caracteriza porque una vez fijada 1la
denominada cuota de reaseguro aec[0,1], acaecido un siniestro de
cuantia X, aX correrd a cargo de la empresa cedente mientras que
la aceptante se hard cargo de de (l1-a)X.

Ciertamente, si a, y a, son las cuotas de reaseguro fijadas para
cada subcartera, la siniestralidad de cada una de ellas seré
normal N(a1”1'a101) y N(azug,azoz) respectivamente. La
distribucidn de la cartera total despues de reaseguro serd tambien

normal

2.2 )

N(%”ﬁ'afﬁ’ a
272

2.2
g +
lal ¢

Supondremos que las primas se reparten entre la cedente y la



~aceptante en funcién de la cuota de reaseguro, esto es, de las
primas de la primera subcartera, a(l + a).P quedardn en poder
de la aceptante y (1 - al)(l + ?Ll).P1 sera para la cedente;
igualmente de las primas de la segunda subcartera a2(1 + ?xz).P2

quedaran en poder de la cedente y (1 - az)(l + Az)dzseré para la

aceptante.

3.- ESTUDIO DE LA INFLUENCIA DEL, REASEGURO EN LA PELIGROSIDAD DE

LA CARTERA,

Estudiaremos a continuacién la relacidén existente entre las
cuotas de reaseguro y la “"peligrosidad" de la cartera.
Ciertamente si consideramos la varianza de la siniestralidad
como medida de la misma no hay mas que fijarse en su expresidn
oc%a’® + ola’
11 272
paragconcluir que es creciente con a, y a, en {0,11x[0,1] lo que
de aiguna forma estd de acuerdo con nuestra idea sobre la funciédn
del reaseguro. Podria recurrirse al estudio de evolucidén de 1la
relacién entre la varianza o la desviacién tipica y la media o los
recursos:disponibles perc entendemos due los resultados son de

confusa interpretaciodn.

Tomemos ahora como medida de la "peligrosidad" de la cartera la
probabilidad de ruina cuya interpretacidén es bastante mas concreta
y clara.

La probabilidad de ruina ¥ en un periodo es la probabilidad




del suceso "la cuantia de la siniestralidad total en un periodo

supera a la suma de las reservas vy de los ingresos por primas en

ese mismo periodo" (consideradas todas las magnitudes después de

reasegurc). Por tanto podemos expresar la probabilidad de ruina

después de reaseguro de la siguiente forma:
W(al,aa) = P{x > 8 + [1 + }‘1]”15‘1 + {1 + Az]uzaz} =

2
2_ S

2.2 2_2 2_2 2_2
a -+ \/(T a + o0 _a
\/0‘1 1 0‘2&2 19 29,

P{ X -Ka -pa S+ u,da +ura }

Llamando

, S+ maa +pra
ﬂo(airaz) = r
\/0‘2a2 + 0‘26\2
1 1 2 2

y teniendo en cuenta que

X - u1a1,— ha,

2_2 2_2
+ o a
Jo%a® + oa

es una v.a. distribuida N(0,1) podemos escribir:

+ 0

W(al,az) = (1/V2n).I exp{—tz/z}.dt.
Plaa)

o bien,

t'p(al,az)

w(a ,a) = 1 - (1/%2”&‘)[ exp{—t /22}.dt

-0

ILa simplicidad de 1la hipétesis de normalidad de

la



siniestralidad total nos va a permitir realizar de forma muy
sencilla el cdlculo de las derivadas parciales de Y respecto a

las cuotas de reaseguro a, ya. En efecto, recordando dque:

5 + ;.ti?tla1 + uz?tzaz

@(a1fa2)

\A)‘a +o‘a2

y atendiendo al siguiente diagrama

0,11 ———— [0,+0)——— [0,1]
¢ g

@(al,a )
(a,,a,)———p(a ,a )—— 1 - (l/v’z—ﬁ)J‘ exp{-tz/z }.dt = y(a ,a

2

-

Y = gep
podemos calcular —g'—g— mediante la regla de la cadena:
1
8y _ dg 8p _ 1 { 2 8¢
= . = - .eXpi—-(1/2).9¢ (a,,a )}.
da, de 6a, VI 1’72 CEW

Teniendo en cuenta que es:

2 2
u?\{cra +0‘a2) [S+u?xa +,u2h2a2} 1a1

a 2 2 2 2}3/s2 e
a, [1a1+craj

sustituyendo obtenemos:




a _
da,

2 2_2 2_2
s (S +upAra 4 uzhzai}alal-ulhl{alal + o*zaz}
« eXp -(1/2)"P (a1’a2) o’ 2 2 23]3/2
1

21 c’a’ + o a

1 2 2

Es importante el estudio del signo de esta derivada Yy no
resulta ser especialmente complicado.

Es claro que:

cuando

2 2 2 2.2
[S + u.i?Lla1 + uélzaz} 61a1 ulhl {01a1 + Gzaz} < 0 ,

esto es cuando

4 2 2
4, H,A 02,

a, < 2
01[5 + uzhza;]

Evidentememte



cuando

“1h10§a2
a »

1 Gf[s + LA & ]

22 2

Tenemos un resultado ciertamente interesante: puede suceder que
fijada la cuota de reaseguro a, de una de las carteras, al
aumentar la cuota de reaseguro a, de la otra y, por tanto,
aumentar el negocio retenido, disminuya la probabilidad de ruiha
(intervalo en el gue la derivada aw/aa1 es negativa). Parece claro
que este hecho se debe al efecto de la diversificacidén del riesgo.
A partir de un determinado valor de a, la probabilidad de ruina
aumenta al aumentar el negocioc retenido {intervalo en el que la

derivada BW/aa1 eg positiva).

Nos parece interesante establecer una funcidén que asocla a cada
valor de a, el correspondiente valor de a, para el que la derivada
8¢/6a1 se hace cero (en este caso ademds pasa de sger negativa a
ser positiva). |

De

Za. = 0
1
se obtiene facilmente
2_2
LA 0 &
a1=f1(a2)= 21122
0‘1 {S -+ ”‘zhzaz}

10



Andlogamente puede calcularse ar,{f/aa2 obteniendose gue

2 2
AT a
é%% < 0 cuando a, < — 2211
2 0‘2[8 + ul?tlalJ
2 2
A Ca
gw >0 cuando a_ » 2211
as 2 o‘2 S+ uAa
2 171"
Igualmente de
8y _
3a. O
2
tenemos
a, = fz(ax) = 2
02{5 + ulhlal)

No es dificil analizar las expresiones

2_2
a =f(a) = “1A102a2
1 1Y 2 2
0‘1 [S + “z}‘zaz]
Y
oA 02a2
2727171
az = fz(al) = 2
cz[s + ulhla;]

estudiando cémo los valores y las posibles variaciones en los

11



parametros del modelo: e O A a (i=1,2) y S, determinan los

if 1! 1

correspondientes valores de las cuotas de retencién hasta los que

la probabilidad de ruina es decreciente.

A modo de ejemplo considerando ai=f1(a2), si o, aumenta y
permanecen inalterados los valores del resto de los parédmetros
indicados, el wvalor a, decrece, con lo cual el intervalo a 1lo
largo del cual 1la probabilidad de ruina es decreciente es de
amplitud'menor; esto puede entenderse si pensamos en gue una.af
mayor indica una mayor dispersién de la siniestralidad en 1la
primera subcartera por lo gue al incrementar la retencién en la
misma la peligrosidad de la cartera total crece ahora mas

rdpidamente.
Esperamos profundizar mds en este resultado analizando con
mayor detenimiento las relaciones anteriores e intentando estudiar

si se verifica en situaciones mas generales.

Concluimos este "papel" refiriéndolo a un caso particular.

4,- ESTUDIC DE UN CASO PARTICULAR

Supongamos due, manteniendo la hipdtesis de normalidad y de
independencia, la media y desviacién tipica de la siniestralidad
de las dos subcarteras son
L =980 , o, = 18 H B, = 120 , o = 27

1 1

iz



respectivamente; los recargos de seguridad A, = 0,05, A = 0,1y

las reservas de solvencia 8 = 20.

La probabilidad de ruina en funcidén de las cuotas de reaseguro
viene dada por

@(ai,az)

¥(a ,a,) = - (1/%)J exp{-—t /22}.dt

=00

donde

20 + 4,5 a, + 12 a,

‘P(alfaz) =

V32423 729a?
1 2

Para los valores de nuestro ejemplo y considerando el caso en gue
a2=1 (se retiene la totalidad de la segunda subcartera) obtenemos:

da

1 2 3/2
18.[4a1 + 9]
Por otra parte para la expresidn a;ﬂa(az) obtenemos (despues de
sencillas simplificaciones):
2
81 a2

a = f (a) = .
32.(3a2 + 5)

(También podria haberse expresado a2=fz(a1)).

En las figuras No. 1 y 2 estdn representadas graficamente las

13



funciones 6¢:/6a1 ra, = f£(a).
La primera funcién nos da directamente el signo de

GW(al,l)

331

para ae€[0,1],

ya que los otros dos factores implicados en la derivada parcial
resultan ser siempre positivos. Observemos que al ser esta
derivada negativa para todo ae(0 , 0731) la probabilidad de ruina
serd decreciente sobre dicho intervalo.

La segunda funcidén nos proporciona los pares (al,ag) para los
cuales la derivada de la probabllidad de ruina después de
reasequro se anula. Asi, el cuadrado ([0,1}° queda Gdividido en tres

regiones en las gue sucede lo siguiente:

*S51 fijamos un pleno ag € [0,1] en la segunda subcartera, los
valores para los cuales la probabilidad de ruina disminuye serdn
aquellos correspondientes al segmento de la vertical que,
elevada desde ag, esté contenido en la regidén II. Es decir, los
valores a, tales due:

81. [ag]"’

<
0 a1 <

32.(3a2 + 5)

*Los valores de a correspondientes al segmento contenido en la
regién I serdn aquellos para los que la probabilidad de ruina

aumenta. Es decir, los valores a tales que:

14



o)2
oa. (o]

S < a]L < 1
32.(3a, + 5)

xLos pares pertenecientes a la curva a1=f1(a2) son aquellos

plenos de retencidén para los cuales la probabilidad de ruina

alcanza un punto critico:

.....

w]ujwis(a/lalzlziniuln/ais]slalnis[a]sinlu|x]uia)

15
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FIGURA No.1.
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FIGURA No.2.
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1 .
La constderacién de anicamente dos subcarteras no supone pérdida
de generalidad, io hacemos para dar mayor claridad a los caleculos

realizados.

3

En reiacién con la aplicabilidad de la distribucién normal para
el estudio de ta siniestralidad puede consultarse la obra de

Beard, Pentikalnen y Pesonen (1984).
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