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RESUMEN.

Este trabajo tiene como centro el estudio de lé ecuacion
recurrente que rige la formacion de los numeros combinatorios. Las
mismas tecnicas que permiten encontrar su solucion con condiciones
iniciales arbitrarias, van abriendo puertas para sucesivas
generalizaciones que permiten el tratamiento de 1la ecuacion
general en diferencias parciales, lineal y de primer orden con dos
variables. Se muestran ejemplos de aplicacién para resolver
problemas combinatorios: problemas de ortépolis, problema de los
hiperpl anos, aplicaciones sobreyectivas entre conjuntos...La
particularidad del trabajo es que se encuentran explicitamente las
socluciones, a partir de ciertos polinomios que hemos llamado
pelinomios combinatorios. La redaccion de este articulo concluyé
en Marzo de 16086, aungque las ideas gue condujeron al mismo habian

surgido varios affos antes.
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1l- LA ECUACION DE LOS NUMEROS COMBINATORIOS

Sea f(m,n) una funcién real de dos variables enteras no negativas

( my ne Z+) que verifica la siguiente ley de recurrencia:
f(m,n)= £f(m-1,n)+4 f(m=-1,n-1)

Si ademés se imponen las condiciones iniciales

£(1,0)=1 YV 1€Z_

£(0,i)= 0"V i€Z+ , if ©

Tenemos una ecuacidn recurrente que caracteriza a los nimeros com-

(4)

binatorios (';‘:) = f(m,n)
Egcribiendo el cuadro:

ClA1L 131415101 f—=> N
olafoto]o]ololo|o
414]8]ololojo]o]0
Jl4lal4stolofelo]o
31413(3(4j0lo]o]0O
Aldl4lel4qiA]olo]|0
s i4]5 Holio|s|4|0]0
ClAale|meops]6lAlo
R I EA R E Cuadro 1
m

Se observa como a partir de las condiciones iniciales f(0,1i), ==--
f(1i,0) escritas en la primers fila y primers columna del cuadro --
se puede obtener de manera finica cualquier elemento del mismo a --
partir de la ley de recurrencia como se puede demositrar facilmente
por doble induccidn sobre los valores de my n .
Este hecho no depende de cuales sean los valores particulares que
tome £ en (0,1i) e (i,0) . Asf podemos afirmar que:
P=-1 : Existe una vdnica funcién
T £ ZQ‘EL-—-————+>I?
verificando

a) f(m,n)= f(m-l,n} £f(m=-1,n-1)

b) £(k,0)= akV X

e) f(o,k)=,kak ,kf O
donde a, ¥ 'bk son niumeros reales arbitrarios
A la condicién a) la llamaremos ecuacidn de los nimeros combinato-

rios, e.n.c., mientras que b) y c¢) son las condiciones iniciales,
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P-2 ¢ Si fl Yy f2 cumplen la e.,n.c, , entonces tambien la cumple la

funcidn f= clfl* 02f2 + Es decir, las soluciones de la e,n.c., for-
men wna variedad lineal . ( ¢, , czeR)
Tenemos:
(clff-czfz)(m,n)= clfl(m,n)+ czfz(m,n) =
= clfl(mrl,n)& clfl(m-l,n—1)+
+ czfz(m-l,n)+ czfz(m-l,n-l) =
= (clffrczfz)(m-l,n)+ (clff-czfz)(m-l,n-l)

Nuestra tarea consiste en encontrar una base de dicha variedad 1li-

neal, es decir un sistema de soluciones linealmente independientes

y tal que toda solucidn pueda expresarse como combinacién lineal =

del citado sistema.

P-3 : El sistema formado por las solucionesta(k Y Pk que cumplen las

condiciones iniciales:

4, (1,0)= Vif x p,(1,0) = OV i
Vi | gy (k,0)= 1 Vxfo | 8,00,k =1
Wy (0,1)= 0V 4 6,(0,1) = OVi#K

Bs una base de la variedad lineal de las soluciones de la e.,n.c. -

A estas condiciones iniciales y base llamaremos condiciones inicia

les y base canénicas.

a) : Independencia lineal,

Como el elemento neutro es la funciéntb(m,n)= 0\/m,n, 51 ¢
SAOFSMe = $

teniendo en cuenta las condiciones iniciales para<¥k y Pkﬁ¢K5
S\ (505N P, (k,0)= A, = §(k,0) = 0

Por lo mismo se ve que/vk= 0\/k¢ 0 y esto prueba la i. 1,

b) : La base candnica es sistema de generadores del espacio de so-

luciones. I o

Basta tomar fc%?éfiifggbiﬁi para que sean satisfechas las con-

diciones iniciales arbitrarias £(k,0)= &, Vk, £(0,k)= ka xé 0.
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Es necesario asegurarse de que las sumas infinitas que figuran en
esta expresién estén bién definidas. Procedemos para ello a identi

ficara’k Y By

oA {olal2]3l4nl6|2]9
oiclo|olololololo]v
dio|ojefoioiojoio]o
Kldjoiolelololoiolo
w|o]éjo]ojolo]0fo]0
kilo|4]4 |0jo]0lojo]0O
k3o (a2 {dlolo|oio|?0
xeylo (413 (3] 4lo]ole]e
Cuadro 2
kslolif4leiqjalolofo

Comparando este cuadro con el cuadro 1, se observa que en &1, to=-
Gos los elementos de fndice de fila mayor que k, y de columna ma-
yor que 0, resultan de someter a los elementos del cuadro 1 a una
traslacién?(kd,l). As{:
m-k-1
Vm>k ’ 11?1 dk(mln)“(n_l)

Vugk , nfo o (mmn)=0

(8i se Qesea demostracidn, por induccidn).

Procediendo de igual manera con

P04 12]3]- | K K
olofolofo] o [A]ofuio]o]e]olofjeio
Alolololo] o [4]a]ojolo]ofvi0]oio
slojolelo] 0 [4]2fajo]ofofoio]0j0
Y1ol0loi0] o [Als)3lajolojold]ofo
dlofelojo] o [4l4je]Aaldil0lol0lol0
hiolololo]l o |4lshiolefn]4ioto]e|o
blololojol o [4]e[4s[d0j45i6]410]0]0
Ylolofojol o [A]t]24Iss[as][?14]0]0
viold]o|o ¢ ‘192‘3551‘0551“’40 Cuadro 3

Obtenemos ¥ m y n>k los elementos de este cuadro resultan de some
ter los del cuadro 1 a una traslacién segin _‘?(O,R). Ast

Vm ¥y n2k, Gkg(nic)

Vnyn<k, pk( m,n)= 0
( Prueba por induccidn).. o0
Ahora en la expresidn f(m,n)ngﬂfidi (m,n)+ Zd'bipi (m,n), ambas su
mas son finitas pues los dnicos sumandos no nulos se producen cuan

do mzk y n>Xk respectivamente,
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Mas concretamente , sablendo que también existen las siguientes 1i
mitaciones impuestas por las caracteristicas de los nidmeros combi
natorios ( que a su vez dependen de la forma particular de la ley

de recurrencia ) :

k> m-n,(m;}le)= 0 3 k<n-m, (nl-a-l}c\g 0
quedard: :
m-vl n
m~k=-1 m
(2) m#0 y ng 0, f(m,n)= ‘?—ak( ol )+ %—bk{n-\

donde ko gers igual al méiximo de 1 y n-m, El valor de f(m,n) cuan-
do m § n son nulos vendri dado por las condiciones iniciales, aun-
que al caso m= O y n ¢ O también puede aplicérsele la férmula (2)

Observacidn ¢+ Si es m<n entonces desaparecen todos los térmi--

nos del sumatorio primero. Ello es debide a que la forma particu==-
lar de la ley de recurrencia causa que los elementos del cuadro de
soluciones situados por encima de la diagonal principal son inde-

pendientes de las condiciones iniciales B
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2 - PROBLEMA DE I0S HIPERPLANOS
Vamos a ver un caso de aplicacién de lo expuesto en el anterior ~--

apartado @

El nimero méximo de regiones determinadas enR™ por m hiperplanos

satisface la ecuacién recurrente:

(3) B, (m) = € (n-1)+ € _,(m-1)

S1i ponemos E’n(m) = f(m,n), entonces la ecuacidén (3) se escribe ===~

comc la e.n.¢. .Es natural partir de las condiciones iniciales:
l?k(o)«:l:ak; l?o(k)=1=bks.1k1£1

Segin P-1, las soluciones para e‘ﬁ(m) existen y son Unicas. Sus valo

res se desarrollan con arreglo al siguiente cuadro:

Cailo fa|L|s]a]s|eyris]a o
ofAlA 444|414 4]414 14
RAABAPMEARANP
i s lalalal4lalalala |4
Sidtafrig|d19]8(slsls |8
b id g fnlm]ieire]refiblieie 1o
5[4 16 lig 2640 ]32{3L{3[an |3
¢ |4 17 [02]aa]er|33] ¢4 6h]e4]o4 |64
14 Cuadro 4

Sustituyendo las condiciones iniciales en (2) quedari:

e S ()

kKzo Ke Ko
Sim®»n, k0= ly %1 segundo sumando se escribird:
" Cm —/m
> ) = &(0)
K:=4 {z0

mientras el primero, debido a una conocida propiedad de los mimeros

combinatorios seré:
28 m-lek) _  (m=1\, {m=2 . m~3 .ot (n-l _ m)
(n-l n=-1 n=-1 n- ’ n=1 = \n
Kz O
Y queda en total

i
m
e, (m) =; (1)
S1 m<n, segin la observacién del final del apartado primero, el =

primer sumatorio sera nulo y en el segundo k°= n-m $
.

m n
Pn(m) = :>: (i) = 2
{zo
Esta expresién también es vélida para m=n, caso incluido en ng m.
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3 - GENERALIZACION DE 1A EN.C, : E,N,C, CON COEFICIENTES CONSTANTES
La ecuacién qﬁe ahora se pretende resolver es la:

f(m,n) = qf(m-1,n)+ pf(m-1,n-1) , p,qa € R
Ecuacién que vamos a llamar binomial,

Las P-1,P-2.y P-3 son satisfechas por esta ecuacidén. Naturalmente
es necesaris una caracterizacién de lastik Yy ﬂk gue cumplen las =-
condiciones iniciales canénicas, y serén nuestra base para el es--

pacio de soluciones,

ay | o 4 2 3 4 5 6
Al o 0 0 0 0 0 0
Pl oo 0 Y 0 0 v 0
] o O [ o 0 ) [ 0
k[ 4 0 0 0 0 0 Y
0 P 0 0 0 0 0
0 Pq Pt ¢ 0 ) 0
0 pat 2044 | p? | ¢ 0 0
0 pa> | apXqt[3p3q [4PA 0 0
0 pat | 423 pp3q2{4Pia | P [ O
o pqs | 5 PAa410P343]10P4G2[ b PIa] PO
Cuadro 5
Se tiene para °(k
ol (m,n) m=1l=k} n m-n=-k ( b ind (&
o) = |7 "7 pg prueba por induccidn)
En relacidn a(bk H
6x K
o o 4 0 0 0 [/ Q0
o o q P 0 0 v o
o 0 G2 [29°P P* | o ¢ 0
P 0 q® [34¢t? | 39p°*] ;p3 1 © 0
[ 0 G4 {4 9P | (4P {4aqp? ‘Pl 0
Py 0 45 1565 lwedrtioatpdisaprs| © py
8 o ‘(: Gq:P 15 qhP |20 93p8 154t Py Jgq P
0 2 at |3 4°P 1210592 [3594p3 [3503 P4 [aiqPp¥
o 0 47 |9 4% |29 9P PT |5645p3 [700%eh [oed3p
5 o G2 19 48P [3¢ 9722 [g43Fp3 [1z645 ph faghpy

Cuadro 6

f5 (m, n)g(nmk)qm-mkpn-k.

La solucién general para condiciones iniciales a ¥ b seré:

Es decir:

o -n=-k , - - k
(4) £(m,n)= E a (mnllk)pnqm n % bk('m-)é B kqm et
k-1l=k} n m-n-=k . m\ _n-k m=ntk
=Ea(nl)pq %bk(n_)p 9

R

donde como sibemos koz max(l,n-m).
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3.1 - Casos particulares
Vamos a destacar dos casos particulares de interés:
a) P==-lyq=1
La ecuacién binomial es ahora :

f(m,n) = f(m-1,n) -« f(m=-1,n-1)
La férmula (4) toma ahora la expresién: "

2mn) = 'S (-1)%, (17 ¢ >3 (- %o, (2

b) La probabilidad de n aciertos en m pruebas de un mismo experimen
to, 81 es p la probabilidad de acierto en una prueba y gq= 1l-p seré:
P(m,n) = £f(m,n) = qf(m-1,n) + pf(m-1l,n-1)
Esto es, satisface la recurrencia binomial,
La probabilidad de ningin aclerto en k pruebas ser4:
£(k,0)= a = qk
La probabilidad de k aciertos en 0 pruebas serd :

£(0,k) = k =0 8ik40
Aplicando (4) tendremos .
£(m,n) "‘z m-l-k) n m-n-kK - n_m- > m-—l-k)
m) = 2 a (g P oo pa (=77

- n_m-n m)
Pa |\,

Que es la conocida férmula de la distribucidn binomial.,
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4 - PROBLEMAS EN ORTOPOLIS : EL METODO DE CAMBIO DE VARIABLE
4,1 Planteamiento del problema

Ortépolis es una eiudad de calles perpendiculares. Deseamos encon-
trar el nimero f{m,n) de caminos de mfnimo recorrido posibles pa--
ra llegar desde una esquina a otra, si ambas se hallan separadas -
Por m manzanas verticales y n manzanas horizontales. este nimero -

verifica como se comprueba facilmente la siguiente recurrencia:

(6) f(m,n) = f(m,n-1)¢ f(m-1,n)
con condiciones iniciales
£(k,0) = £(0,k) = 1 \/lc &0
o
(0,0) -l n &7
yd
///’
m=4 .
"> T AG4
A‘r
UM | fig 7
&

Veamos como puede reducirse esta ecuacidén a la e.n.c.
Se observa en la fig 7 que sumando dos términos consecutivos de la
diagonal msn = fi donde £ es cualquier nimero, resulta el término
de la diagonal msnd= %+l correspdndiente a n. Es por tanto de espe
rar que si tomamos como variables de (6) A = mn y i = n , dicha - |
écuacidn se transforme en la e.n.c. Veamos que asf es.
Definimos una nueva funcién g por la relacién :
(1) g{msn,n) = £(m,n)
haciendo men = ff yn =8, (7) se escribe:

f(m,n) = g(h,H)
Como m = - y n = fi, también tendremos:
(8) 2(8-8,8) = g(f,f)
Utilizando (7) la ecuacién (6) se reescribe:

g(msn,n) = g(men=-1l,n-1) + g(mn-l,n),0 bién :
(9) g(f,8) = g(f-1,-1)+ g (f=1,H)

Que €5 la e.n.C.




Si conseguimos encontrar una solucién que tome valores a, en los -
puntos (k,kx) y, s8i k = 0,valga b, en (kx,0) tendremos:

£(0,k) = gk, k) = a,

£(k,0) = g(k,0) = by si k¢ 0
Si ademds conseguimos que esté definida y sea ¢nica en todo punto
de la forma (mén,n), tal solucién g de la ecuacién (9) nos devuel=-
ve a través: de la relacién (7) una funcién f verificando las con-
.@iciones iniciales definida y dnica en todo (m,n) que satisface la
ecuacién (6) y las condiciones iniciales, Antes de ocuparnos de en
contrar tal funcién g, vamos a generalizar él método expuesto.
éé%_Método del cambio de variable, Definiciones.
En el punto anterior ha aparecido una nueva ecuacién (6) y se ha -
puesto de manifiesto la necesidad de hallar soluciones de la e.n.c,
que la satisfagan en dominios especiales, y con condiciones inicia
les definidas en conjuntos diferentes al habitual {(1{,0),(0,}::)5,“.“;_7+
Por ello como punto previo, se hace necerarlo precisar nuevas defli
niciones gque den un marco adecuado a estos problemas.
Def 1 - Ecuacién en diferencias finitas es una expresién de la for

(10) f(m,n) = H(m,n,f(m—ml,n-nl),f(m-mz,n-nz),.....
...,f(m—mr,n-nr)
Donde:
a) m, , n; son nimeros enteros
b) H es una funcidn real de r+2 variables reales
Si ademds de estas condiciones se impone:

¢) m,,n, € Z* con m, é n, distintos de O

Entonces en el segundo miembro no puede figurar r{m,n), gue gqueda
despejado en funcidn de los valores de £ en puntos de coordenadas

menores gque las de (m,n) por lo gque la ecuacién (10) se llamard e-

cuacidn recurrente ( en dos variables) \
Def 2 = Dado un conjunto M(E%E}, que llamaremos dominio, y un con-
junto IC ¥, que llamaremos i‘rontera y se dice que fM---;R es so

lucidn de (10) en M con condiciones iniciales 8y,j 81 3
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a)V(x,3)6 I, £(k,3) = donde e R
b)g(m:n)eem-l,f(m,n)_ sa:];;sgace (ZLO':;}{’:J
Podemos ahora pasar a desarrollar el método de cambio de variable,
que por la misma eleccién de definicidén de ecuacidn en diferencias
que hemos elegido se va a ver limitada a sustituciones afines. -
Supondrenos dada la ecuacién {10)
la funciédn £ es una solucién de (10) en ¥ con condiciones inicia--
les ak,j en I
A es una transformacién afin inversible A:E%EQ——————e»EQZ;
Es decir: A(m,n)= L{n,n)+ (m ,no) . siendo‘mo yn, constantes y en
teros, y b wa brensformacion Lineal
Supondremos ademis que A(M) = M'C 232;
Se hace:
(11) s(m,n)= (mn*)
A(I) = 1I°
g = foA_l;f = goA
Si llamamos Azl y Agl‘ a las funciones coordenadas de A_l tendre-

moss
-1

(mn) = A™H(m", n*) = ( 4]
(12) m =AY (n*, n*)

-1 r ’
n = A, (m’, n*)

(m%,n?), Agl(m',n’) ) o sea

Tambien tendremos:
(13) f(m-mi,n-ni) = goA(m-mi{n-ni) =

g( L(myn)-L(m;,n, b (m o0 ) ) = g(A(m,n) - L(m,n))=

= g((m*,n*)~(n{,n;)) = g(m"-mfyn’-n7)
Donde se ha hecho (mi,ni) = L(mi,ni)
Ahora podemos sustituir en el segundo miembro de (10) teniendo en
cuenta (12) y (13) y este quedari convertido en una funcién H’ de
r+2 variables que a su vez dependen exclusivamente de m’, n’y g ,
mientras gque sustituyendo en el primer miembro de (10) teniendo ~-
en cuenta (11):

£f(m,n) = fbﬁjg A (m,n) = g(m’",n")
Asf la ecuacidén (10) se reescribdbe

(14) g(m’yn’)= H(m yn’yeeeo,g{m’=m ,n’=nf)yeensyes)
i i




En relacién a las condiciones iniciales si hacemos:
Y(x,j)€ 1, A(x,]) = (x*, 3°)E T’
F ’ "1 ’ -
g(k ,j ) = -fOA (k:!-'j ) = f(i!j) = ak,j

LLamando aéy’j, - 8,5 la funcidén g satisface las condiciones
iniciales aﬁ:’j, en I’. Evidentemete si f hace verdadera (10), g =
harf verdadera . (14) . Como todas las correspondencias utilizadas
son biunf{vocas, la reciproca también es cierta 3.Asi :

5;;& En las condiciones enunciadas la existencia y unicidad de so-
luciones de (10) en M con condiciones iniciales ak’j en I , es e--

quivalente a la existencia y unicidad de soluciones de (14) en M’

ton condiciones iniciales -a’ ,en I”

ié% = Un teorema de existenc?a’g unicidad,
Yamos a ocuparnos de las condiciones en las que puede aseguramse =
la existencia y unicidad de soluciones en el caso de una ecuaciédn
recurrente, Es necesario por tanto que se verifigue la condicién
¢c) de la def, 1 del anterior apartado.
Para un puntoe (m,n)eé M , parece natural que la existencia y unici-
dad de soluciones dependa de la existencia y unicidad de solucio-=-
nes en los puntos (m-mi,n-ni) que intervienen en el segundo miem--
bro de la ecuacién (10). Por ejemplo en el caso de la e.,n.c., de
la existencia y unicidad en (m~1l,n) y (m-1,n-1).
En general vamos a llamar primer conjuntc antecedente de (m,n) al
conjunto de todos los (m-mi,n-ni) que figuran en el segundo miembdbro
de nuestra ecuacién y pertenecen a M

P,(myn) = (U (xi,yi) Nu
Donde & es el conjunto de {ndices que figuran en el segundo miem-
bro de (10) y (xi,yi) = (m-mi,n-ni)\f:le U
Igualmente se define:

P (mn) = U pR(x7y))

La reuniém de todos los P fse llamaréfﬁmﬂ, o cono del pasado de =--
(myn):

(myn) “U P (myn).
En la figura 8 se ﬁtestra el cono del pasado para un (m,n) en el

caso de la e.n.c y tomando M = %‘Z»f
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Vamos a necesitar también una funcién auxiliar que asigna a cada -
subconjunto finito B CZ:‘Z, un mimero definido como:

B| = pax (mn)¥ (m,n)€B ( siB=F , |B=
Tenemos las siguientes propiedades:
a) GCB  |o|<|8|
b) |(m,n)] = mén >P,(m,n)
Esto es una consecuencia de la condicién ¢) de def-1, puesto que -
ViG'ami § n, $ 0= XY, = DR <, -n < Men
¢) By {m,n) +¢=>pj(m,n)[ |1>j L(myn)
En primer lugar P, (m,n) es una unién finite de conjuntos finitos,
por tanio es finito y cabe hablar de [P (m, n)l
Ivego, si P (m n) +¢ , tomamos (xi,yl) verificando:

1”’1 = |2,(m,n).
Por la definicién de Pj(m ,n) existe (x;_,yj'_)e Pj_l(m,n) verifican -
do :

(xi,yi)e Pl(xi,yi) . Por b) sabemos:

](xl,yi)l> lPl(xi,yi),;_.xi-i-y ,P (m, n)\ Adenés como:

l(xi’,yi)]<'sle_1(m,n)lporque (xi,yi)e By _q(mmn)
En conclusién:

,Pj(m,n)l<‘Pj_l(m,n)!
Se puede afirmar entonces que para algin j,Pj(m,n) = ;5 , Ya que
la sucesidn decreciente de l (m, n)l debe terminar en 0 y 8i =====
|P;§(m n)| = 0 entonces es P (m n) = (0,0 ) ¢ P (m n) =gfy en el -~
primer - caso P (m n) =¢
Esto demuestra que es también un conjunto finito.
Vamos a demostrar ahora el siguliente
E-5 Teorema de existencia y-unicldad para ecuaciones recurrentes
Una condicién suficiente para la existenia y unicidad de solucio-
neg de la ecuacién (10) en M y con condiciones iniciales ak,'j en I
81 se verifican las tres hipbtesis de def-1 es:
(15) (m,0)€ ¥ = ¥-1&> P (m,n)CH 7 B (m,n) ¢ ¢
a) Sea (m 2 } verificando man = min (m+n)V('m.meM

Entonces Babemos que [Pl(mo,no)l< mg#n  Si se supone que P, (mo,no)

¥
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entonces Pl(mo,no)¢ M, porque si (x,y)€ Pl(mo,no), X+y < mAn y

(x,y)¢ M, Imego segin (15) ~ «ewmo. (mo,no)e ¥y Pl(mo,no)¢M-_>

(m_,n )€ I. Tomando shora f(m_,n )=a , tendremos el ¥Ynico --
0’0 » o’ o m ,n

valor de £ que satisface la condicién 8) de def-2, y la condicién

b) no necesita ser verificada,per (mom)c I '
Como =i es mn<mIn (m,n)¢ M, tenemoshga;'an'i:izada la condicién
primera para la demostracién por induccién:

f est4 definida¥(m,n)e h&/ mngman ( y es tnica)
b) Hipétesis de induccién:
o f esta bién definida y es ﬁnicaV(x,y)/ X+yg T
Temamos ahora (m,n) con m#n = r+l ,{(p,n)E M
Si (m,n)€ I hacemos f(m,n) = 4 n 0 Unico valor que puede satis~-
facer la condicidén a) de def-2 ., Por (15) Pi(m,n)¢m y la condicién
b) de def-2 resulta satisefecha automiticamente,
Si (m,n)€ X entonces Pl(m,ﬁ)c: My IPl(m,n)]< r+l , a todos los pun
tos de P_l(m,n) les puede ser aplicada la hipétesis de induccién y
el segundo miembro de (10) estarid bién definido., Dando este valor
a f(m,n) tenemos el ¥Ynico valor que satisface (10) en (m,n) y el -
teorema queda demostrado.
Se puede observar gque por recurrencia todos los valores de 1los w=-
{m,n) dependen finalmente de los valores de f en I, mas en concre-

to son funcién de’s) (m,n)[) I,

NN
AN
N
NNNE

S ’&(m.n)




4.4 Solucién al problema de ortépolis

Con lo anteriormente expuesto, el problema de ortépolis se puede -
reducir a la e.n.c. La ecuacidn

(16) f(myn) = f(m,n=-1) % £f(m~1l,n)

Haciendo el cambio m #4 n=p , n = q , segin lo vistc en 4,1 , da
lugar a la ecuacién

(17) g(p,a) = g{ p-1,q9-1) + g( p-1,q)

donde se ha hecho f(m,n) = g{ p,q ) = g (mdn,n)

El dominio de definicién de (1B) es todo . 2,xZ, y el conjunto fron

+ 4
tera I = {(ksO)L](O'k)S kG 2,

 Dicho dominio y conjunto frontera se transforman por el cambio de
variable en M’= {(;i $+ k, k )3 X, 16 z, ; I s[(k,k)U(k,O)}ke 2,

Segiin P-4, si encontramos una solucién de (17) en M’gue satisfaga

[ 4 ¢ " e
ak’o =1 3 ak’o -,ak’o =1, en

tonces f(m,n) = g(p,q) = g(mén,n) serd la solucién buscada. Ahora

las condiciones iniciales ai K =
b

bien, siendo . (17) la e,.,n.,c, con las condiciones iniciales descri
tas en el apartado 1, se tiene:

g(p,q) = g
Es la solucién requerida de (17) , y por tanto la solucién al pro«

blema de ortdpolis seré:

£(m,n) = g(p,q) = (g) -

En la fig. 9 se describe gféficamente el cambio de variable efec=-
tuado .

mén
n

_Jﬁ Al Al sfals|clr]|d]aiv

0 HE

7]

5 Pl ""T Fig., 9
f Hit

? i




- 16 =~
4.5 Otro problema en ortdpolis
Se pueden shora plantear y resolver otros problemas en ortépolis .,
Por ejemplo el siguiente problema : Averiguar el nimeroc de caminos
entre dos vértices sl se impone la condicidn de que el ndimero de =
calles verticales recorrido sea siempre de h o mds unidades sSupee—
rior al de calles horizontales en cada canino.
Naturalmente la recurrencia .. (16) se sigue cumpliendo, pero shora

las condiciones iniciales vendrén dadas por:

®nsx,0 = T

nax-1,k = ©
Segin se pone de manifiesto en fig, 10

v
=

Cioia |D{o|Q Q=
Sl |0 |00 [ |ql>

slo(o(albf6|e

Si0I0 oo e lo ]

Xlo|Q|eie 2|0 |
PR A RAVE LAV L A R R
1001 o jo o0 e

= |on)t e (|9
e [~ [0l
Tl lem|lo oo e
Sl Qe |0 |
il olo |Q

Fig, 10

Lo
=
"

El conjunto frontera es ahora I = {(h+k,0)LJ(h+k-l,k)} ke 7
+

y el dominio M = {(m,n)/ m-n;h}

Realizando el cambio:
mén-h = p
me=h =°Q
f(m,n) = g(p,q) = g(mén-h,m-h), (16) gqueda:
g(m+n-h,m-h) = g(mén=-h=-1,m~h) + g{mén-h-1,m-h-1), luego:
g(p,q) = g(p-1,q9) % g(p-1,q-1)

El conjunto frontera serd I’= {(k,k)U(Zk-l,k-l)}k6 z,

Y las condiciones iniciales

&',k = ®kgn,0 = 1

’
22%-1,k-1 = Phik-1,k = ° P 0
Estas condiciones sén satisfechas por g(p,q) =(q) - (q+l)

Efectivamente, debido a la simetria de las filas del tridngulo




de los nimeros combinatorio, o trifngulo de Tartaglia, resulta:

2k~1 - {2k=1
g(2k-1,k-1) ‘( k-l\ - (k =0
Ya que los dos términos que se restan son los centrales de una fila

También:
g(k,k) = (i) - (]ﬁu) =1-0 = 1

De esta forma, la solucién a este nuevo problema en ortépolis es :
f(m,n) = g(p,a) =(g) - (§+1)= (m;f;h)- (ﬁfﬁfll
En realidad los métodos expuestos en este apartado permiten resol-
ver cualguier problema en ortépolis, siempre que las condiciones =
que se imponen. a los caminos conduzcan a conjuntos dominio y fron
tera compatibles con la condicién (15) de P=5 (ap. 4.3). Pero en -
general ser4 necesario el cdlcule individual de las soluciones de
la e,n.c que verifiquen ai’l en los puntos del conjunto frontera,
¥ expresar la solucién como combinacién lineal de dichas solucio=-

nes.
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5 = COEFICIENTES VARIABLES
Nos proponemos ahora encontrar la solucidés de la ecuacién
(18) f(m,n) ='h1(m,n)f(m-1,n-l) $ hz(m,n)f(m-l,n)

Donde f,hl,h2 son funciones de dos variables enteras no negativas.

Esta ecuacidn puede ser considerada como el caso mas general de ==
ecuacién en diferencias en dos variables, lineal de primer orden y
homogénea, siempre dentro de las ecuaciones de tipo recurrente. De
hecho, 8i en el primer miembro figurase una expresién lineal en -
f(m,n), 'del tipo h(m,n)f(m,n}, o bien h(m,n) ¥ 0 para todo (m,n),-
en cuyo caso podremos dividir ambos miembros por h{m,n) y volver a
una ecuacién del tipo (18), o bien h(i,j) = 0, en cuyo caso (18) -
se convierte en una relacién de dependencia nueva entre f(m-1l,n-1)
¥yf(m-1,n), mintras que no da ningdn valor determinado a f(m,n), ¥y

por lo tanto no tenemos garantizada la exigtencia de soluciones.

Por otra parte los cambios de variable expuestos en el ap. 5.3 ase
guran que cualquier otra ecuacién homogénea de primer orden puede

ger reducida a una del %ipo (18) .

2.1 Polinomios combinatorios.

En la base de la solucidn de las ecuaciones que nos ocupan se ha--

llan ciertos polinomios gque llamaremos polinomios combinatorios y
que tienen cierta relacién con los polinomios simétricos elementa-
legs

i Para poder expresar las soluciones necesitaremos una notaciof sufi

cientemente precisa, que a continuacién vamos a convenir,

Entenderemos por combinaciones de los elementos de un conjunto A
finito.y totalmente ordenado, tomados de k en k, todas las suce-~
siones estrictamente crecientes gque puedan formarse con los elemen
tos de A.

Cuando las sucesiones sean crecientes, pero no estrictamente, ten-
Gremos entonces combinaciones con repeticién de los elementos de -
4, tomados de k en k,

Como el conjunto A es totalmente ordenadc y mas en particular en =
este trabajo se tratarid de un interwalo de nimeros enteros, para

- designarlo pondremos [p,d donde p ¥y q representan respectivamen-

te el primer y el §ltimo elementos de A. A es entonces {p , D41,
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b2 , .y
Escribiremos las combinaciones de los elementos de A = [p,q]tomados

de k en k asi: .
¢ Lk
b,q
Y las combinaciones con repeticidn, asi:
1,k
b,q
Mds en general utilizaremos estos simbolos para expresar también -

las aplicaciones . . crecientes estrictamente entre dos intervalos
de nimeros enteros [i,kﬂ y[p,d]. Para indicar este conjunto escri-
biremos C“;’g mientras que para indicar el conjJunto de aplicacio--

’
nes crecientes no estrictas entre los mismos conjuntos escribire--

mos CR ik
, P,q
Mas adelante vamos a utilizar un hecho conocido: La corresponden-
M l,k ' . 1’k
: { ue se
cia biunivoca entre C pratler Y CR p,q * correspondencia g
puede poner de manifiesto asi:

1,k 1,k . v
Dada c€ ¢ 7 se le hace corresponder cE CR *! definiendo ¢’ =
€ Pyatk-1 ' P 2 P,Q J

= c’(j) = cj— j 41, de manera que el valor minimo de 05’ gue se

producird cuando cj =C) =D, serd ¢y = 1 +#1=p, 7y el valor

mfximo que se produciré cuando ¢y = ¢, =a# k-1, serd ci =
= q+k-1~-k41l=gq,yde esta forma se ve que cg CR Lyk

P!q -
Aya que , como se comprueba facilmente , c“sigue siendo creciente,
pero no estrictamente. Estudiando la correspondencia ci--) ci con

Cy = ci + i-1, que es inversa de la anterior nos podemos asegu-
rar de que estas dos correspondencias son biunfvocas. De la misma

forma es posible establecer una correspondencia biunfvoca entre --

1,k : _ 1,k
p+r41,gskér Y R0
Sean pues € € C 1,a . Sea h(i,j) una funcidn real de dos varia--

1,p
bles enteras no nulas, Consideremos la siguiente expresién, o poli

nomio combinatorio ’
(19)  ®(q,p) =S h(l,e)n(2,0,)euene B(ay0 ), c€c 178
' P A 1Cq 1Cs 2Cq’ 2 1,p
Donde como c; = c¢(i) 5, las segundas variables de esta expresién -
forman una sucesidn estrictamente creciente de elementos de [l,p],

es decir, una combinacién de elementos de[_l,p]tomados de g en q
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Vamos a demostrar que P(q,p) satisface la ecuacién:

(20) f(q,p) = £(q,p-1) + Nh(q,p)f(g~1,p-1)

En efecto, los términos que sumados forman P(q,p) se dividen en dos
blogues: '

a) Aquellos en que interviene h{gq,p). Podemos sacar h(q,p) factor

- comin de todos ellos y este bloque se escribe entonces como el -~
producto de h(g,p) por una suma extendida a términos de .Jla forma
h(l,cl)h(2,c2)....h(q-l,cq_l) donde c, # p , puesto que c es estric
tamente creciente y en todos estos términos es cq= P » De esta for

ma las C13Cnreeesl forman una sucesién estrictamente creciente

q-1
con  los nimeros del intervalo [1,p-1]y deben figurar todas las -

posibles sucesiones de estas caricteristicas entre los t&rminos =--
que multiplican a h(q,p) ya que en (19) la suma est4 extendida a

todas las cg C %’g . De esta forma , los términos de este bloque =
]
ge pueden expresar como h(g,p) :E: h(l,cl)......h(q—l,c “1) donde
1,q9=1 q
1,p"’l 4
términos suman P(g-1l,p-1) y este blogue vale h{(g,p)P(q~1,p-1).

la suma se extiende a todas las c € C es decir todos estos
b) Aguellos en los gue no interviene h(q,p), que serdn al sumarlos
y COMO Se puede ver por un razonamiento similar al anterior, igual
a P(q,p-1).
De esta forma, si sumamos los dos bloques de términos que se han -
seflalado, obtenemos P(q,p), €5 decir:

| P(q,p)= P(q,p-1) + P(g-1,p-1).h(q,p)
Y gueda demostrado que P(g,p) cumple (20) siempre que esté defini
do, es decircuando q # 0, P # O y pyq. Para los casos en que sea
P =0 ¢ qg=0 hay que hacer un estudio aparte en el que intervie -
nen las condiciones iniciales que se le imponen a (20)
2.2 Condiciones inicizles
El polinomino combinatorio P(q,p) cunple unas condiciones inicia-
les "naturales” como sucedia con los mismos ndmeros combinatorios

( ver ap. 1), Estas condiciones iniciales se encuentran a partir -

de los siguientes razonamientos:

1,9
C 1
, 1,p
bra ninguna sucesién estrictamente creciente de q elementos de =---

Cuando q es mayor gque p, entonces es vacio , ya que no ha

{1,p] , al agotarse los elementos de [1,p)
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Es entonces natural definir:
P(g,p) = 0O para todo g mayor que p
(25) 299
Por otra parte, si g= 1, C 1’p resulta un conjunto de p aplicacip
H
nes , en el gque cada una hace corresponder al 1 uno de los elementos
derl,ﬁL Es decir: 1=
(21) £(1,p) = " h(1,i)
i=1

Si sustituimos en (20) los valores de f(1,p) y de £{1,p~1) se tiene

i= i=p=-1
Zn_ h(1,1) = Z h(1,1) + h(1,p)£(0,p-1)
i=1 i=1

Y eliminando los términos iguales gueda:
h{1,p) = h(1,p)f(o,p-1)
Si queremos que P(q,p) cumpla .{20) para cualquier funcion h, habré
que suponer el caso mas genéral, es decir h{1l,p) { 0 y entonces:
(23) £(0,p~1) = 1 para todo p>1
Por lo dicho al principio de esta pégina:
(24) £f(g,0)} = 0 para todo g0
Vamos a verificar que estas condiciones iniciales en (q,0) son com
patibles con el cumplimiento de (20)., Si g>1
f(q,1) = £(q,0) 4 h(q,1)f(q-1,0)
Y esta igusldad es verdadera por ser los dos miembros idénticamente
nuios con las definiciones hechas cuando ¢ €s mayor que p. Si g=1
£(1,1) = © 4 h(1,1)f(0,0) = h(1,1) (por (23) )
lo que coincide con el resultado obtenido en (21)
Hemos comprobado que los polinomios combinatorios definidos en (19)
(23),(24),(25) verifican la ecuacién (20) con condiciones iniciales
=0 5ikg0 |
= 1 para todo K

8,0

a
0,k
Vamos a utilizar métodos muy similares a los del ap. 1 para obtener

a partir de los polinomios combinatorios la solucién de (20) con -

condiciones iniciales arbitrarias.




Para empezar afirmamos que el conjunto de las soluciones de (20) es
una variedad lineal, como sucedia en la e,n.¢ de ap. 1. En realidad
esta proniedad solo depende del hecho de gue en la ecuacién en di=-
ferencias aparezcan las f(m-mi,n-ni) en expresiones lineales, es de
cir , que se trate de ecuaciones en diferencias lineales,

Vamos a definir entonces unas condiciones iniciales candnicas que
serén satisfechas por los polinomios combinatorios sometidos a un
cambio de variable por traslacifn, y este sistema de polinomios =~
combinatorios que cumple el sistema de condiciones iniciales cané-
nico serd una base del espacio de soluciones.

En primer lugar planteamos la solucién<¥k de (20) que satisfaga -~
las condiciones iniciales:

dk(l'{,O) = l .
o{k(;};o) =0 81 J= k
c{k(o!j) = O

Esta solucidno(k sabemos gque existe, por el teorema de existencia,
Vamos a caracterizarla explfcitamente en funciédn de los polinomios

combinatorios. Formemos el siguiente cuadro:

Aklolafz (3] 4lsle|t]glalw
ofojojvjcieioiv|oloijo(b
A[CIO]o e[ ol 0j0iojo|
2i0|o0lojolololeidioleio
K= 3lA|Al&|K|2la]4lAl|%la
4l R
5lo N
6o N
7|0 N
0 \
1 1,

Donde como se comprueba facilmente por induccidn.o&(i,j) = (0 si =~
14k, (kj) =1

Consideremos ahora el conjunto I, = { (k,j)U(k-I-i,O)B en dondeo(k
toma los valores o(k(k,j) =1, o(k(k+i,o) = 0

Por otra parte si consideramos la ecuacién:

(26) g(m,n) = g(m,n=1) 4 h(mtk,n)g(m-1,n-1)

ton las condiciones iniclales naturales de los polinomios combina=-

torios:
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a’ . =0 si 0
j’o J>
a’ . =1
0,

Su solucidn serd el polinomio combinatorio relativo a la funcidn -
h(m % X, n), es decir

(27) O{k(m,n) = E h(l#k,cl).......h(m+k,cm) donde la suma
. c
estd extendida a ¢ e C%'m .
n

Haciendo en esta ecuacidén el cambio de variable:
mtk = g
ne=p
glm,n) = £(q,p) -
(26) se reescribe:
(28) f(qyp) = £(q,p=1) + h(q,p)f(q-1,p~1)
Ecuacién gue es la misma que (20)
Las condiciones iniciales de (26) se tranforman en las siguientes

condiciones para (28):

e,
'

+, » ‘ *
aki-;l,O"ai,O:OSl 10
a" = ’ = 1
k3 = %,
Por tanto segiin el terorema de existencia y unicidad, la dnica solu
cién de (28), y por tanto de (20) que en el conjunto Ik= {(k,j)LJ

(k+i,0i} toma los valores dados en (29) serd f(q,p). DLa soluciédn de

(29)

(20) que tomz los mismos valores en I,, debe coincidir con f(p,q)
en el dominio de esta, que es D = {(i;ﬂ)/ izﬁk}. Como ademis sabe
mos que fuera de este dominio la solucién de (20) con las condicio

nes iniciales canénicas se anula, la soluciénﬁxk buscada seri:
oy (gp) =0 siaZk

oy (2,p) = £(q,p) =:§Z: B(14k,00 )0 eninlgye )

1' q""k

Donde la suma se extiende aceC y Bl gk
’

Vamos a caracterizar shora las solucionesﬁk de 20 que satisfacen
las condiciones iniciales:

a. . =08l jk
(30) O3 7 ot i

aG,j =1 s8i j=k

a = si k Cy 3 0
3,0 =0 ¥ J #




Hay que seflalar que estas no son las condiciones iniciales candni-

cas que hemos considerado en anteriores ocasiones, en que (por e~--

jemplo en ap. 1) 2y 0 = 0 si j#kx. No obstante, si encontramos Pk
?

cumpliendo las condiciones iniciales (30), 1las funciones'{k defiw

nidas por“ﬁk:= P K -[3k+l verificanlas condiciones iniciales :
X¥y(3,0) =081 J#£Oyk#O

¥,(0,3) = 0 81 § # k
Que son las condiciones canénicas,
Vamos entonces a caracterizar las Pk
Segin se refleja en el cuadro (10) "bk toma en el conjunto Jk = -
= {(0,3)[}(0,k+j)} los mismos valores que toma el polinomio com=-
binatorio P(q,p) en {(o,j)LJ(j,0)3 . Considerando la ecuacién:

(32) g{mn) = g{m,n-1) + h (m,ntkx)g(m-1,n-1)
Con condiciones iniciales:

33 a’ = 1

( ) O"j

%3,0 = 0 si §>0
Existird una solucidén de esta ecuacidén, precisamente P(m,n)
P (mn) => h(1,c 4k) ... B(Ryc + )
[+

Con la suma extendida a <3GCJ%'§
]

Haciendo €l cambio de variable

n=gq

n+k=p

g(myn) = £(q,p) = £(m,n#k)
(32) se reescribe:
(34) f(a,p) = £(q,p=1) # h{q,p)f{q-1,p-1)
Sabemos que la \nica funcién que cumple (34), gue es la misma que
(20), con condiciones iniciales en eILtransformadQ del conjunto «-
frontera de (33), por él.cembio de variable, es precisamente ==w=-
13L(m,n) =]3L(q,p:k). Pero es facll ver que el transformado en el
cambio de variable del conjunto frontera de (33), es precisamente
Jk y ¥ las condiciones iniciales dadas por el cambio de variable
son en Jk coincidentes con las (30)., Iuego la solucién d? (20) --
cumpliendo las condiciones iniciales (30) coincide con‘xk(q,p-k)
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en el dominio tranformado de (33), D’= %(i,}{-l-j)wj i>0 Ahora, sa
bemos que fuera de ese dominio la solucién de (20) cumpliendo (30)
se anula., Iuego la solucidn que buscamos sers:

P (a,p) =0 sip<k

P (a,p) = p;{(q,p-k) “Zh(1=;cl-l-k).......h(q,"(iq+ k)

c
Donde ahora la sumz se extiende a ce C i’g-k
]

Finalmente, para conseguir una solucién de (20) cumpliendo condi--
ciones iniciales arbitrarias 8,0 Y @ basta realizar la cobi~-
,0 Y %0,x%

nacién lineal de soluciones:

[ o0
£(q,p). = (= &, o+ = ¥ o ) (ayp)
(35) 4P = %k,0 'k o %0,k " ¥ 2P

Donde Uk = (bk - Pkﬂ verifica las condiciones iniciales canéni-
cas (30), y a pesar de que las sumas son infinitas, estén bien de-

finidas por ser (bk(q,p) = 0 cuando k>q ¥ ’3 k(q,p) = 0 si k>p.

s lolal2]s]4]slel 28] ofulu] 2

Olofoioldialalal 24t 4l t[2a[a] 4

4 [ojolo]0

2[0]otele

REIEEINE)

410loio|0Q

s oiolofo .
ACEEEID fig. 10
el 0[]0
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2.3 Otras ecuaciones de primer orden

Los cambios de variable gque se seflalan en este apartado, permiten
la solucién de las demds ecuaciones de primer orden y homogéneas
que se pueden presehtar, a partir de las soluciones halladas en el
anterior apartado para la ecuacién (20)

a) Dada la ecuacién

(36) g(a,p) = g(q-1,p-1) + h(q,p)g(q,p-1)
haciendo el cambio:

n= p-q

n= p

glq,p) = £f(n,m) = £(p-q,p) resulta:
f(n,m) = f(n,m-1) % h(m~-n,n)f(n-1,m-1)
Esta ecuacién es un caso particular de la (26) que tendrs POT SO=-
lucién el polinomio combinatorio asociado a la funcién h(m-n,m)
f(n!m) = g h(cl"l’cl)oonooo.oh(Cn"n,Cn)
C

. 1’n - 1’p"‘q
Con la suma extendida a ce€C im = ¢ 1.p

En esta expresién, mientras que las segundas variables forman com-
binaciones de[ 1,p]tomadas de p=q en p-q, las primeras forman com-
binaciones con repeticién de los elementos O al p-(p-¢) = q, de for

ma gue se puede poner:

g(Q’P) = E h(e]’.’cl)."...h(cé s C )

Con la suma extendids a cé€C %:i-q y con °£q= 2131’ cj€e CR%:E-Q
b) Dada la ecuacién:
(37) gla,p) = gla,p-1) + h(q,p)e(g-1,p)
Haciendo el cambio: |
m = p+q
n=q
glq,p) = f(n,m) = £(q,p+q) resulta:

f(n,n) = f(a,n-1) +# h(n,m-n)f(n-l,m-1)

Que es como antes un caso particular de la (20) cuyas soluciones

serén el polinomio combinatorio asociado a h(n,m-n)

g(q:P) = f(n,m) =zh(l.cl-l).....h(n,cn-n)

Im = c 1,pba que también se escribe:

g(q’P) = z h(ltcl)h(zicz)oooooh(Q!cq)

con cé€ CR 1,q €
1,p

Con suma extendida a ceC
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¢) Finalmente la ecuacién general:
(38) f(n,m) = hl(n,m)f(n-l,m-l) ) hz(n,m)f(n,m-l)
81 ponemos 3 ‘
hl!(n,m) = hl(n,m).hl(n-l,m-l).hl(n-2,m-2)......
f(n,n) = h, ! (n,m).g(n,n)
La ecuacién (38) queda:
hll(n,m)g(n,m) = hll(n,m)g(n-l,m-l) $
+ hz(n,m)hl(n,m-l)g(n,m—l).
Ahora, si es hl(n,m) 4 0 , pueden dividirse ambos miembros por di-
cha expresidn, guedando: hl!(n,m;-l)
g{n,m) = g{n-1,m-1) # hz(n,m).——-u————- .g(n,m-1)
hlt(n,?)
Ecuacidén del tipo a) que se puede resolver, La-ﬁnioa limitacién -~
gue se ha encontrado para la resolucién de (38), forma mas general
de la ecuacién homogénea de primer orden, es.la no anulacién de hl
en el dominio de la ecuacidn. Mas concretamente, ¢l cambio propues
to seguird siendo correctc para un punto (n,m) , si, aunque se anu
le h., en algunos puntos, estos no pertenecen al cono del pasado de

1
(n,m) (ver ap. 4.3)
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6, = LA ECUACION COMPLETA
Hasta ahora hemos tratado exclusivamente de la ecuacidén homogénea,

Vamos a ver como unos sencillos razonamientos nos permiten alcanzar
también la soluciédn de la ecuacidn competa, Partimos de la ecuacién
(39) f(a,p) = £(q,p~1) ¢ h(q,p)f(q~1,p-1) + W(q,p)
Que con 1los cambios indicados en el anterior apartado y con las res
tricciones explicadas en ap. 5.3 ¢), puede ser considerada como la
ecuacién completa general.
En este caso no podemos asegurar que la suma de soluciones sea so-
lucidn. Sin embargo, si £, ¥ £, verifican:

£,(q,p) = £,(a,p-1) # h(q,p)f,(e-1,p-1) # w,(q,p)

f,(a,p) = £,(q,p-1) # h(q,p)f,(q~1,p~1) # w,(q,p)
Entonces sumandoc miemdbro a miembro, se tiene:

(fy #£,)(q,p) = (£4£,)(a,p-1) + h(q,p)(£,+£,)(o-1,p-1)4

(Wl"‘“’z)(Q;P)

Utilizaremos este hecho para construir una fami}ia de funciones =-
que verifiguen las ecuaciones
(40) (q,p) (q,p 1)+n(a,p)e; (q 1,p-1)+ U, (q,p)
Donde U, j(q,p)—o si (q,p)£(1,a) y Uy J(q p) = 1 si (q .p) (i J)
con cuya definicién de Ui ] se tiene:

W= ;%:W(i,g)u iy |
Con la suma extendida a todos los valores de 1, j , suma infinita
que esta bien definida por ser para cada (q,p) nula excepto para

un sumendo: W(q,p)U,  (q,p) = W(q,p).
De esta forma, si en la ecuacidn (40)se mulitiplican ambos miembros

por W(i,j) y luego se suman miembro a miembro todas las ecuaciones

con recpecto a los Indices i,J, se tiene:
:E:'W(i,d)gi’j(q,p) =;E:W(i,j)gi'j(q.p-1) +
+ 5(q,p)0> (4, $)e; y(a-1,p-1)4
+ W(aq,p)

Es decir, siempre que las sumas estén definidas ( sean finitas =~
para todo (aq,p)), 6(q,p) =:§EW(i,j)gi,j(q,p) es solucién de(39).

Resta pues encontrar g; 3
)
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Observando la ecuacién (40) vemos gque coincide con la ecuacién homo
génea en todos los puntos excepto en (i,J).
Afirmamos que Y 3 es la siguiente funcién:
v

a) En D (i&kl,j+k2) es la solucidn de la ecuacidn homogénea

i3
resultado de suprimir W del segundo miembro de (39), que satisfaga
las condiciones iniciales en el cojunto frontera Ii 3 ={(i,j+k2MJ
’
(i+kl,j)5 dadas por

(41) 1,94, = 1

a.
itk ,§ = 0 8l k>0
b) Fuera de D, |, -
i,3
(42) gi’j(q.p) = 0 si q<i 0o p<J

En el dibujo se representan D, . e I _ .
1,3 i,
Yeulolal 2] 3|z slels] 2falmwln]n
dlofeiojofv[viv|e|ojrlolo]v
alolotojolofojele]| ofo]o]e]o
Lleleiojolo]ejololof0lofofe
slolejolofd]afafajalaja]dia
4lofglofolo
slofofole]0 D by
slojo|efal0
2 T34
Fuera de Di 5, la ecuacidn (40) es satisfecha ya gque al sus-
H
tituir en ella &y 5 ambos miembros son ldénticamente nulos,
’
En I, sucede?
1,3

a) si (q,p) = (i,j+k2) 2l sustituir queda:

£y, 5(1134%,) = g(1,3+k,-1) # n(q,p).0 0
Igualdad verdadera por ser gi’j(i,j+k2) = gi’j(i,j+k2-1) =1
b) (q,p) = (i+k1,j), ambos miembros son nulos.
En Di,j - Ii,j ' la ecuacidén (40) se torna homogénea, y como .
gi,j se construye precisamente como solucién de esta ecuacién en -
Di,j y queda probada nuestra afirmacién.
Falta ahora solamente caracterizar gi,j en funcién de los polino~~
nios combinatorios. Ahora bien, gi,j se puede obtener realizando
consecutivamente los dos camblos realizados para obtener las solu-

ciones que forman la base canénica del espacio de soluciones de la



ecuacién homogehea, ( ap. 5.2)
Veamos el cambio necesario:
(42) pis f(n,m) = £f(n,m-1)4h(n+i,m+j)f(n~-1,m=1)

Haciendo en esta ecuacidn

(43) n = q-i
m = p-
f(n,m) = g(q,p)
Resulta:
(44) gla,p) = glq,p-1) + h(q,p)f(g-1,p-1)

Si consideramos la solucidén de (44) que verifica en Ii 3 las condi
9

ciones iniciales dadas en (41), es decir, , esta solucién se

€1

»J
corresponde con la solucidn de (42) bis que cumplelas condiciones
ng_turales de los polinomios combinatorios relativos a la funcidn

h(nti,m$j). Asf pues:

(45) gi’j(q,p) = f(n,n) = 221 §(1+i,cl+i+j)....h(n+1,cn+i+j)
Donde la suma se extiende a c€C 1’m
H
Teniendo en cuenta (43), si en lugar de tomax ce:ci’g lo hacemos--
14i,n4i _ _i+l,q o

tomando c€ C 143,mé] = Cl+j,p , entonces queda:
(46) :EE: '

gi’j(q!p) = h(kl’okl)oooo.oh(kq ’ ckq)

c
Hay que tener en cuenta que (46) solo es v&lida en Di 5 Los valo-

»
res de g; , fuera de D, , vienen dados por (41) y (42).
L

Queda asf finalizado ei,gstudio de la solucidn de la ecuacién com-
pleta, que adopta la forma:

(47)  ®@p)= > W(1,9e; s(a,p)

Donde la suma estéhgien definida puesto que solamente se extiende
a los fndices (i,j) con iga y JgP ya que en otro caso es sola--
mente gi,j(q’p) = 0,

5i se desea una solucién de la ecuacidn completa (39) que verifi--
que ciertas condiciones iniciales, basta con sumar a G(g,p) una

solucién de la ecuacién homogénea que lo haga,

Finalmente , se puede sefialar que en (47) la suma se extiende so=-

lamente a aquellos fndices (i,J) que pertenecen al cono del pasado

de (q,p) y al propio (q,p).
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7+= EJENMPIOS
En este apartado se verdn dos ejemplos que ilustran algunos de los
métodos expuestos
a) Si deseamos averiguar las posibles aplicaciones sobreyectivas =
de un conjunto con m elementos a un conjunto con n elementos= o ==
bien el ndmero de palabras de m letras que pueden escribirse uti-
lizando todas las letras de un alfabeto de n letras-, surge la e--
cuacién recurrente :

F(n,m) = nF(n-1l,m-1) + nF(n,m-1)
Segin lo explicado en ap., 5.3 ¢) se hace F(n,m) = ni{f(n,m) y re--
sulta:

nif(n,n) = nif(n-1,m-1) ¢ n.ntf(n,m-1)
Y dividiendo por n! :

f(n,m) = f(n-1l,m-1) 4 nf(n,m-1). Esta ecuacién tiene por

solucién la indicada en 5.3 a):

(48) P(n,n) =:§z°1°2°3“'°m-n
c

Donde la suma se extiende a c¢é6 crls 01

1,n
Se da ademés la circunstancia de que , como se comprueba facilmen-

te, P(1,m)= 1 y F(n,n) = n!, de donde seré:

f(i,m) = 1

f(n,n) = 1
Condiciones que cumple el pelinomio combinatorio descrito en (48),
gue seré asi la solucién al problema de las aplicaciones biyectivas
b) Sea h(p) una funcién que expresa el niémero primo que ocupa el -
lugar p en una tabla ordenada de ndmeros primos:

h(l) = 1 3 h(2) =2 53 h(3) =3 5 h(4) =5 ; h(6) =7 ;..
La suma de todos los n¥meros queé :constan del producto de g facto--
res primos de entre los p primeros nimeros primos verifica la ecua
cibén recurrente:

f(a,p) = £(q,p-1) + h(p)f(q-1,p- )}’
Esta ecuacién es del tipo 5.3b)y tendrd solucidn:

£(a,p) = >_ h(eq)h(e,) h(e,)
l,q

Con suma para c€ CR
» 1,p
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En esta ocasién se ve de forma especialmente clara el papel del

polinomio combinatorio gue interviene en la solucién, ya que ca-
da uno de sus términos es uno de los mimeros cuya suma buscamos,
y vicéversa, todo nimero con g factores primos de entre los p -=-
primeros, esta en el polinomio combinatorio de la solucién.

En el siguiente cuadro se desarrollan algunos de los valores de

f(q,p).
a
v
p — [1]2{3l4a]s]e]|t18
WPy = [ 213[B (0[5 R
d{alafe]ufisja
24| 1[25s0[15
s 1 a 4540449
4 |4 ]380
5 [416D
A
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