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Resumen

En este trabajo pretendemos estudiar modelos colectivos de espines acoplados a bosones para
ser implementados en sistemas de iones atrapados o cavity/circuit QED. El problema que vamos a
tratar podria servir para generar estados entrelazados de fotones, lo cual tiene especial utilidad en
cualquier realizacién practica de informaciéon o computacién cuantica. Existen modelos relacionados
que se han introducido en fisica del estado sélido para el estudio de acoplos Jahn-Teller entre
estados electrénicos orbitales y fonones.

Palabras clave: simulacion cudntica, iones atrapados, c.QED, acoplos de Jahn-Teller, compu-
tacion cudntica, informacion cudntica

Abstract

In this work we study collective models of spins coupled to bosons to be implemented in systems
of trapped ions or circuit/cavity QED. In this last setting our study could be useful for experimental
realizations of quantum information and quantum computation. There are several models related to
this one which have been introduced in solid state physics in order to study Jahn-Teller couplings
between orbital electrons and phonons.

Keywords: quantum simulation, trapped ions, c.QED, Jahn-Teller couplings, quantum compu-
tation, quantum information
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I. INTRODUCCION
A. DMotivacidon: simulacién cudntica analégica

Habitualmente en la fisica del estado sélido se encuen-
tra que fenémenos complejos y con un gran potencial de
aplicacién tecnoldgica son consecuencia de interacciones
de largo alcance entre el inmenso nimero de componen-
tes del sistema, pero la dificultad computacional asociada
a estos problemas que involucran muchos cuerpos obsta-
culiza la comprension de los mismos. Sin embargo, los
avances experimentales en éptica cudntica y fisica atémi-
ca permiten actualmente emular los anteriores sistemas
fabricando las interacciones deseadas, ademés de prepa-
rar y medir eficientemente estados cuanticos, de forma
que se pueden estudiar las correlaciones controlando casi
a voluntad los pardmetros de los mismos, algo que es im-
posible en el estado sélido. Esta idea es la base del marco
experimental conocido como simulacién cuantica analégi-
ca, la cual se estd realizando con éxito en redes épticas y
sistemas de iones atrapados. Este ultimo montaje tiene
la ventaja de que los estados cudnticos se pueden prepa-
rar y medir al nivel de particula individual con una alta
eficiencia [1, 2].

Por otro lado, en sistemas como iones atrapados o ato-
mos en cavidades surgen de forma natural acoplos entre
grados de libertad internos como el espin y las vibracio-
nes de los componentes del sistema, que al estar cuan-
tizadas se modelizan como una colectividad de bosones,
los fonones. Este hecho se revela de gran utilidad pa-
ra el estudio de sistemas de estado sélido con este tipo
de interacciones: por ejemplo, los acoplos colectivos de
Jahn-Teller, que son una generalizacién a la situacién de
muchos cuerpos de los modelos del mismo nombre, que
genéricamente describen moléculas en las que los orbi-
tales electréonicos se acoplan a modos vibracionales de
forma que la energia del sistema se minimice al romperse
alguna de las simetrias espaciales. Si concebimos un siste-
ma de fisica atémica cuyo hamiltoniano efectivo presente
las interacciones anteriores tendremos entonces el simu-
lador cuantico que permite predecir las fases del modelo
de materia condensada [3]. El objeto del presente estudio
se enmarca dentro de este tipo de acoplos e interacciones.
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Figura 1. Cadena de iones atrapados en una trampa, con un
campo externo B aplicado.

Concretamente, este trabajo se centra en el andlisis
de una cadena de N espines acoplados a bosones. Dicho
sistema puede representar dos situaciones fisicas bien de-
finidas, a saber: la descripcién de una cadena de iones en

una trampa de Paul o en arrays de microtrampas, o el
caso de un conjunto de cavidades entre las cuales pueden
tunelear fotones y que contienen cada una un espin que se
acopla a la radiacién. Este ltimo tipo de montajes se in-
cluye dentro de las técnicas conocidas como cavity/circuit
QFED o c.QED, que consisten genéricamente en acoplar
un conjunto de gubits (anédlogos cudnticos de los bits de
un ordenador clédsico) superconductores —que a efectos
practicos equivalen a dipolos— a un sistema de cavidades.
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Figura 2. Montaje de c¢.QED: la cavidad estd disenada pa-
ra seleccionar un tnico modo de radiacién, habitualmente en
el rango de las microondas, cuya frecuencia coincide con la
de excitacién del qubit superconductor, que consta a efectos
practicos de dos niveles ya que su espectro energético es in-
homogéneo.

Si aplicamos al sistema un campo magnético como con-
secuencia los espines tienden a alinearse. Sin embargo, la
presencia de un acoplo de éstos con los bosones, bien sean
las vibraciones cuantizadas de la cadena —los fonones— o
los fotones con los que interaccionan los iones en c.QED,
va a inducir una fase en la que la accién del campo
magnético externo compite con una interaccion efecti-
va que va a intentar alinear los espines en una direccién
perpendicular a éste. El objetivo principal del presente
trabajo va ser la exploracién de las fases del sistema y su
caracterizacion.
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Figura 3. Transicién de fase inducida por el acoplo espin-
bosén.

De lo anterior se sigue que una posible aplicacion, que
no exploraremos aqui, seria la utilizacion de este sistema
en la generacion estados entrelazados de qubits. Una idea
podria consistir en introducir los 4tomos en un bano de
radiacion de forma que las correlaciones se traspasen a es-
tados de foton. Esto es muy importante debido a que uno
de los grandes retos de la implementacién experimental
de la computacién cuantica es conseguir un nimero de
elementos correlacionados lo més alto posible.



B. Modelo de Jahn-Teller cooperativo

El objeto de nuestro estudio esta descrito por el hamil-
toniano H = Hy + Hy, + Hgp,, donde:

Q
H :ZEJ;C’
Hy = ija]aj + Zt]la Lap,
Sb—gZU aj+a (1)

Vemos que los bosones pueden saltar entre diferen-
tes sitios de la cadena con términos de hopping t;.
En concreto, nosotros vamos a estudiar los supuestos
en que tj = —t(dkjt1 + Okj—1),t > 0 (c.QED), y
tix = (fl)j*kﬁ (fonones radiales de una cadena de
iones atrapados). En ambos casos, gracias a la simetria
de los coeficientes de los operadores nimero en el hamil-
toniano Hy,, sabemos que se puede diagonalizar la parte
bosénica del problema mediante una transformacién or-
togonal MMT = I y expresarla en funcién de modos
normales (unos nuevos operadores bosénicos que denota-
remos por a):

Hb = Z wnma']:nan

n,m

§ w'”/ nma an § w7la’ a7l7
(2)

siendo wpm, Zj_l My My, (t; + wjd;) una matriz
diagonal y a,, := >, Myja;.

Por otro lado, la parte del acoplo en funcién de los modos
normales queda:

Hsb = gZUJZ'M”j (an + CLIL) . (3)
Jn

Consideremos ahora la transformacién candnica U =
e~ con:

s=> = J - Mo (an — af) (4)

j,n

Esta transformacion tiene como efecto un desplaza-
miento de los operadores bosénicos:

e Sane® =a, — E wiMnjUJZw (5)
. n
J

a partir de lo cual se concluye que los hamiltonianos
Hy, y Hg, bajo U quedan:

H, + Hg, —ana Ayp — Z g

]ln

n] JUlZMnl- (6)

Lo anterior indica que a partir del acoplo espin-bosén
ha surgido una interaccién efectiva espin-espin mediada
por:

- _92 Z Mn] nl- (7)

Finalmente, con respecto al 1iltimo término es sencillo
ver que [S, O';'_] =0 - Myj(an — aL)Qa;', siendo o1 :=
1(0® +i0Y). Dado que o, = o+ + (¢F)! tenemos que:

_ Q g
e

J

W+ He).  (8)

Este ultimo término se puede interpretar como una in-
teraccion debida al acoplo residual entre espines y boso-
nes. Dicha correccién aparece en forma de exponenciales
de los operadores bosénicos (factores de Franck-Condon).
Si g < wy, las correcciones pueden ignorarse puesto que
las exponenciales quedan aproximadas por la unidad. En
este régimen de acoplo espin-bosén débil tendremos una
interaccion efectiva tipo Ising entre espines.

C. Implementacion fisica con iones atrapados

Vamos a considerar sistemas unidimensionales de io-
nes atrapados cuya implementacion fisica corresponde a
cadenas de Coulomb en trampas de Paul o arrays de mi-
crotrampas de iones [4]. La cadena de iones sigue el eje
X vy pueden oscilar en la direccién del eje z, con lo que
tenemos el sistema en el plano xz. El potencial al que
estan sometidos queda determinado por las frecuencias
de atrapamiento wy, wyx y la repulsion culombiana, luego
el hamiltoniano del sistema es:

H— Zp]

72“’}(] J+wtjj +Z 3
i#k [ (Tt — rk)
(9)

Hay que indicar que debido a la interaccién culombia-
na los iones se van a distribuir a lo largo de la cadena
de forma inhomogénea, estando mas juntos en el centro
de la misma y mas separados en los extremos. En lo que
sigue sin embargo vamos a suponer la situacién en que
los iones presentan una separaciéon constante. Esto no es
una simplificacién sin contenido fisico, ya que en el caso
de microtrampas de iones que utilizan campos eléctricos
individuales para situar cada ion en la cadena la descrip-
cién adecuada es suponer que la cadena es homogénea ya
que es asi como se construye.

En la aproximaciéon armoénica expresamos Veoouiomsy CO-
mo una funcién de los desplazamientos alrededor de las
posiciones de equilibrio, r; = rioj)i + 022, hasta orden
cuadratico:
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2 1 1 (625 — 6z3)°
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Cuantizamos el sistema sustituyendo la posicién y el
momento conjugado por sus operadores correspondientes
en funcién de los creadores y destructores, en la forma
(nétese que trabajamos en unidades de i = 1):

. [y
by =iy ™ (0] ),

Sustituimos en el hamiltoniano e ignoramos los térmi-
nos constantes —ya que no contribuyen a la dindmica—
y los de la forma (a;)* y (a})Q. Esto tltimo es lo que
se conoce como aproximacion de onda rotatoria (R.W.A.
por sus siglas en inglés) que consiste en suponer que al
alcanzar el estado estacionario los términos presentes en
el hamiltoniano sélo pueden ser aquellos que no portan
ninguna fase, ya que en promedio cualquier término de

#(aﬁaj). (11)

0z; =
J 2muwi

la forma e*? se anula si w > ¢. Tenemos entonces que:
Hy, = Zwt,ja}aj + Ztﬂa}ah (12)
J Jil
siendo:

2

e
wt’j = Wt — Z O) |3, (13)

(0)
vty 2melry = rep

62

tj =

- (14)
2muwy |riog -7

(0) 3 '
1
El hopping que habiamos enunciado para iones atrapa-
dos difiere de este por un factor (—1)7~!. Esto es debido
a que por simplicidad en el anélisis posterior se introduce
la llamada staggered basis:

a; — (=1)a;,  of = (-1)0;. (15)

Lo anterior garantiza que el término de acoplo quede
invariante con el cambio (de hecho, nuestro hamiltoniano
presenta una simetria Zs) pero que el hopping sea el que
se habfa indicado en primer lugar: t;;, — (—1)77%¢.

Con respecto al término del acoplo, la interaccién de
los iones con el campo eléctrico producido por los laseres
del experimento induce un acoplo dipolar:

2 J

Hipe = — Z d;E A Z &(eikij*“’”cr{r +H.c.).

J J

(16)

Ahi el subindice L hace referencia a las magnitudes

asociadas al laser. Concretamente la €2r, que marca el

acoplo con el campo por parte de los iones, es lo que
posteriormente dara lugar al acoplo espin-bosén g.

Si en la anterior expresion realizamos la aproximacion
dipolar se llega a un acoplo de la forma dz;0*. Como ya
hemos comprobado al hacer la transformacion canénica
para obtener el acoplo efectivo espin-espin de tipo Ising,
es conveniente que el acoplo anterior dependa de o* en
vez de o®. Para ello, podemos simplemente hacer una
rotacién de los operadores de espin ¢% < o7, llegando
as{ a reproducir el acoplo de nuestro sistema, 0(a; +a;).

Finalmente, si ademéas del campo necesario para crear
la trampa se aplica un B en z, los espines tenderdn a
orientarse en dicha direccién, pero como hemos hecho el
cambio ¢% <+ ¢ el hamiltoniano tendra la forma:

Q
Hy=— ZS]’B = Z 50;07 (17)
J J

siendo 2 = —vB, con v la constante giromagnética.

II. MODOS NORMALES

Los modos normales de la parte bosénica son expresa-
bles de forma analitica para D = 1 en los dos casos que
estamos considerando: ¢.QED e iones atrapados. Vamos
a centrarnos en c.QED donde los resultados analiticos
son inmediatos de encontrar. Empecemos viendo cémo
se resuelve el problema con condiciones de contorno pe-
riédicas (en adelante PBC). En realidad las condiciones
de contorno realistas para este caso son las abiertas pero
encontrar para las mismas una expresion cerrada es mas
complicado. Sin embargo, podemos esperar que las fre-
cuencias obtenidas para PBC no difieran mucho de las
que se obtendrian con condiciones abiertas.

Supondremos que w; = w para explotar la invariancia
traslacional del problema en este caso, ya que la depen-
dencia de w con el sitio tiene como consecuencia que —
independientemente de las condiciones de contorno— los
autoestados tomen valores apreciables solamente para las
frecuencias mas bajas.

La invariancia anterior sugiere que un ansatz de onda
plana puede dar la relacién de dispersién correcta, luego
por el momento trabajaremos con matrices unitarias M
y MT, siendo M,; = ﬁexp (fi%’rnj), en vez de con
ortogonales:



Z:Ajl

1 .o /_/%
Wy, = N e PR mI (tj1 + widjr)

_ % 5 T ) 4 i3 )

- % NZ R T (M) 4 15 I ()

= j;l%;l(ﬂl)Aj_l —w— t(ez%" e i2mn)
j—l

= w — 2t cos (T) (18)

Ahf hemos utilizado la propiedad de invariancia tras-
lacional de A;; = A;_;, que las condiciones de contorno
son PBC (Ay; = A1n = —t) y la relacién de cierre de
las ondas planas:

N F T ) = NG, (19)

La expresion obtenida para wy,, etiqueta los autovalo-
res del problema. Los modos normales que considera-
remos sin embargo seran las combinaciones reales de
las ondas planas Mj,, {Rjn,Ijn}, definidas a partir de

Mjn = % (R]n + ZI]YL) y M;n = % (R] - ZI]”)

{ oo () o (5)} -

Extraemos entonces que la frecuencia fundamental es
del orden wg >~ w — 2t y que la separacion entre niveles

2 . .
es wy —wo =~ 4t (%) , es decir, es proporcional a t.
Si introducimos los anteriores resultados en la expre-

sién del acoplo efectivo (7), vemos que en el limite del
continuo:

Voo [* . dF=D)
Jjj' ~ dz 2% (27T(E)
— oo w — COS \ “—

e~ V= -3 siw — 2t > 0,

x 21
sen( °J;t2t(j—j’)>,s1'w—2t<0. 1)

A partir de lo anterior, podemos comprobar ahora que
en el supuesto de t < w, que se engloba en el caso del
resultado anterior en que Jj; decae exponencialmente con
la distancia entre vecinos, se obtiene una expresién cohe-
rente para el caso de sistema finito:
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Figura 4. Relacién de dispersién para los casos de hopping
tjr = 0,4 a primeros vecinos (linea azul) y de hopping cu-
lombiano, con w = 2,7 y t;5 = 0,4 (linea negra). Dado que
experimentalmente existe gran libertad a la hora de fijar el
valor de los pardmetros, aqui hemos elegido arbitrariamente
como escala wp := w — 2t = 1, la energia del fundamental
para hopping a primeros vecinos igual a la unidad. Para el
caso culombiano los pardmetros se han escogido de forma que
la escala del resultado coincida con el andlogo para hopping a
primeros vecinos.

g2 2mn (o t S27n (s S27n (o
__J |:ezN(]—l) 4= (ez R (G—1+1) + ezN(j—l—1)>:|
w

t
= —j—N (N(Sjl + N; (0j1-1 + 5jl+1)> : (22)

Notar que dado que t > 0, el fundamental del sistema
de espines serd ferromagnético.

Como aplicacién de los célculos anteriores podemos ver
la desviacién de los iones de sus posiciones de equilibrio
en el estado estacionario del sistema. Si, como hemos ve-
nido haciendo hasta ahora, suponemos que la interaccion
entre espines es de tipo ferromagnética, e ignoramos la
correccion que introduce el factor de Franck-Condon, el
estado fundamental serd el que tenga todos los espines
alineados en la direccién z, luego:

1 1
(2j) = Z Mjn;Mln<0f> = Z M; ;5n0(i1)
il n n n
1
=+ . 23
w—2t (23)




III. TEORIA DE CAMPO MEDIO

En este apartado vamos a plantear un ansatz para el
estado fundamental de nuestro problema y mediante la
condicién de minizacién de la energia determinaremos los
parametros de dicha solucién. Llamaremos a este estudio
teoria colectiva de campo medio, ya que nuestro ansatz
describe una colectividad de bosones, como un estado
coherente de fotones, por ejemplo, y un estado en que los
espines apuntan en una direccién concreta dependiente
del sitio:

— a* an—anal
air) = () (16, 65) ® = Talenan—analligy, - (24)

J

siendo |0}, ¢;) = cos(6;/2)[0); + e~*% sin(6;/2)|1);.
Calculemos la energia de dicho estado:

Q
(Wi H|Wyir) = (One| Y _wnahan + 5 0f
n J

+9> 0iMy;(al + an) [Tur). (25)
Jm
De manera natural la expresién anterior se parte en
tres trozos: el primero se simplifica si vemos que |Uyr) =
U|0)p, donde U := e~ Zn(o‘;a"’a"“m, de forma que:

Uta, U = a,, + au,
{ UtalU = at +ar. = an,<\1’MF| al an [Uyir)

n

= W OUTfUUTa, U [0) =)~ wnlan|*. (26)

El siguiente término se calcula como el anterior y vien-
do que (Wynp|o? [Uyp) = —cos?(0;/2) + sin®(0;/2) =
—cos 0, luego:

9> My (05} +an) = g > Myj(—cos0))(ags + a).
jn Jm
(27)
Finalmente, dado que o7|0;,¢;) = cos(0/2)|1); +
e~ sin(;/2(0), Y, por tanto, (05, 65107105, 05) =
cos(0/2) sin(6/2)(e % + e'%i) = sinb; cos ¢;, llegamos
a que:

(H) = wapom +g Y Myj(—cost;)(ah + an)
n Jm
Q .
+ 3 ZsmHj cos ;. (28)
J

Procedemos entonces a minimizar. Hay que hacer no-
tar que vamos considerar o, y «, grados de libertad
independientes en principio por lo que tendremos una
ecuacién para cada una:

OH __ * . R
Doy = Wny — g Mpjcos; =0,

oH 0. —
Dar = Wnan — g Ej M, cost; =0,

%ﬁf =g, My;sinb;(o), + o) + % cosfjcosp; =0,

37? = —sin6;/2sin¢; /2 = 0.

(29)

Lo primero que notamos es que o, = a,, es decir, que
es real. Por otro lado, ¢; = {0, 7}; tomaremos ¢; = {0}
sin pérdida de generalidad, Vj. Llegamos entonces a las
dos ligaduras siguientes:

oy = iZj M, cosb;,

Wn,

9>, M,;sinb; (2& > My cos Gj/) =5 cosb;.
(30)

Las anteriores ecuaciones se resuelven numéricamen-
te pero podemos predecir su resultado haciendo algunas
aproximaciones. Sea:

1
Jjj/ = 292ZM"J'JM"J"' (31)
n

Bajo condiciones de contorno periédicas cosf; = cte.,
por lo que podemos hacer J := i Jj;» obtieniendo que
para toda j la segunda ecuacion de ligadura se reduce a:

Jsin@cos@z:1:9(:080:>sin9::|:£. (32)
2 2J

El anterior resultado constituye uno de los més impor-
tantes del trabajo: dado que cabe esperar homogeneidad
en el sistema al tomar el limite termodinamico, la ecua-
ci6én (32) marca el punto de aparicién de la transicién de
fase del sistema. Notese que asi como para valores cada
vez mas altos de elementos en el sistema cabe esperar
que el valor del punto critico se estabilice en torno al
que proporciona la férmula de arriba, la dependencia del
mismo con el valor de J es sensible a la interacciéon que
se considere. Como se deduce de los cédlculos numéricos
presentados a continuacion, el valor de g. para el caso de
hopping a primeros vecinos es ~ 0,5 mientras que para el
caso culombiano se encuentra en ~ 0,69.

Qué caracteristicas presenta el sistema en cada una
de las dos fases lo podemos ver sustiuyendo la anterior
condici6én en (30) para los dos limites naturales que las
definen:

Q> J=cos=0—10,¢) = %(\0) + 1)),
(33)
Q< J=sinf=0-10,¢) = {0),£[1)}.
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Figura 5. Valor medio de bosones como funcién de g para el
caso de c. QED. El punto de la transicién de fase se encuentra
en g ~ 0,5.
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Figura 6. Valor medio de bosones como funcién de g para la
cadena de iones. El punto de la transicién de fase se encuentra
en g ~ 0,7.

Hemos obtenido entonces que si el campo aplicado es
muy alto los espines tenderan a alinearse en la direcciéon
del mismo. Esta es la situacion ilustrada en la figura 1.
Interpretamos que las oscilaciones bosénicas tienen una
amplitud insuficiente como para que mediante su acoplo
a los espines puedan alterar su orientacion. Sin embargo,
a partir de cierto valor umbral, las oscilaciones se mag-
nifican y la interaccién espin-bosén, que efectivamente es
una interaccién de Ising entre espines, es lo suficiente-
mente fuerte como para que los espines pasen a apuntar
en la direccion z: es el caso presentado en la figura 3. La
situacién intermedia tiene que ser un crossover entre am-
bos regimenes, esto es, una fase en que los espines apun-
ten en una direccién 6; de forma homogénea, es decir,
independiente de j salvo por efectos de borde y tamafio
finito.
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Figura 7. Valor esperado de las amplitudes de oscilacién de-
pendiente del sitio para hopping a primeros vecinos y condi-
ciones de contorno abiertas, que corresponde a la implemen-
tacién en c. QED para valores del acoplo por encima de su
valor critico: g = 0,55, 0,75, 0,95.
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Figura 8. Valor esperado de las amplitudes de oscilacién de-
pendiente del sitio para el caso de la implementacién con iones
atrapados y mismos valores del acoplo que en el caso anterior:
g = 0,55, 0,75, 0,95.

IV. FLUCTUACIONES GAUSSIANAS

En este apartado vamos a calcular las desviaciones so-
bre la solucién de campo medio. Como en el apartado
anterior partimos de:

Q
H= Z 5(7;-”—1—2 wnalan—&—gZo;Mnj(an—f—aL). (34)
i n

Jin

Suponemos que el sistema se encuentra en el estado
fundamental |¥yg) con los pardmetros tomando el valor
dado por la condicién de minimizacién de la energia. Di-
cho estado puede presentar los espines orientados en una
direccién arbitraria en el plano xz, por lo que si queremos
hacer teoria de perturbaciones tendremos antes que rotar
el hamiltoniano y centrarlo en la direccién 6; obtenida:



Yy _ =y
g9; =055

o3 =cos0;c7 +sinb;o7, (35)

x 5% _ gin 0,62
O'j—COSHJUj smﬂjaj.

El hamiltoniano rotado es entonces:

Q
H= Z g(cos ;07 —sin0;57) + anazan
J n

+9) (cos0;5; +sin0;67) Myj(an +al).  (36)
7,n

Definimos ahora las desviaciones respecto del equilibrio
como operadores que actian sobre estados centrados en
el valor encontrado en el apartado anterior; por ejemplo,
para los bosones a,, = ay, + day,.

En el caso de los operadores fermidnicos, sin embargo,
es conveniente expresar las desviaciones respecto del equi-
librio nuevamente como una poblacién de bosones [5], de
forma que cada excitacién sea una unidad de espin que se
anade al valor inicial en virtud de un operador bosdnico

bf: es lo que se conoce como representacién de Holstein-
Primakoff

S+ = bT\/2S — Ny,
5™ = (V25 —m)b, (37)
SZ =Ny — S,

siendo n, = bfb. Como [b,bf] = 1 es inmediato ver
que los anteriores operadores verifican las reglas de con-
mutacion las tres componentes del operador de espin
[S, S8 = ie*#7S7. Hay que notar que el espacio de Fock
de b completo no tiene el sentido fisico correcto, si no
que tenemos que cenirnos al subespacio expandido por
{]0), |1),...,]25)}. Los estados fuera del anterior subes-
pacio se eliminan mediante el proyector Ps. Ademads se
puede verificar que para la base anterior se cumple que
S2=8(S+1).

Las raices cuadradas se pueden expandir en potencias
de 1/8S:

n n2
V28 —ny = V28 (14;, 3222 +> (38)

Si tenemos en cuenta que ST = 07,57 = 0~ y que
S% = 207, podemos expresar lo anterior como:

ot ~ 5ai7j7
0~ ~dasj, (39)

0%~ 25ai’j5as)j —1.

Estas excitaciones se conocen como bosones de
Holstein-Primakoff, y las anteriores aproximaciones es-
taran justificadas si posteriormente vemos que se cumple
que <5a;j6as7j> <1

Si sustituimos y simplificamos vemos que los términos
de primer orden se anulan teniendo en cuenta las ligadu-
ras del apartado anterior, lo cual era esperable por estar
haciendo perturbaciones en torno a un minimo. Ignoran-
do los términos de orden cero, ya que no contribuyen a
la dindmica, llegamos a que:

Hg = anéa;ﬂéan + Z Aj6a17j6as,j
n j
+ ZgMnj sin 0 (a], + §an)(5a;j +das ),  (40)

J,n

siendo Aj := —Qsinf; + 4gcosb; >, M, oy,. Como
cualquier hamiltoniano cuadratico, la anterior expresion
es diagonalizable mediante una transformacién de Bogo-
liubov. Concretamente, el problema se puede ver como la
diagonalizacion de la siguiente matriz H:

1
Hg = 5aTH a, (41)

siendo:

al = (§aJ{, .. .,5(1},,5@2}17 .. .,6a;N,

5&1,...,50,]\[,6(15,1,...,(5&371\{). (42)
Para diagonalizar el problema hemos de encontrar una
transformacién candénica a = S c tal que:

STHS = E, (43)

y que:

J=[a,a’] = S[c,cl]ST =S TS (44)

Esta tltima expresién, que impone la conservacién de
las reglas de conmutacién de bosones, es la condicién de
que la transformacién sea canénica. J es una matriz dia-
gonal con las 2N primeras entradas iguales a —1 y las
2N restantes a 1. Ya que con este ultimo requerimien-
to S deja de ser hermitica, es preferible para el calculo
numérico posterior expresar el problema como:

ST'HS =E, (45)
siendo S=JS, H=HJ y E = JE. Una vez diago-

nalizado el problema podemos extraer directamente de S
las relaciones:



da, = Z (U,gfb{)ciy—i—(V(")) Cy)s
~v=1,....2N

das;= Y. UL+ Ve, (46)
~=1,...,2N

de manera que podemos calcular las desviaciones tanto
del niimero de bosones como del valor de equilibrio de los
espines:

Fisa,y =

%Zm\aamaﬂm =y [P
n Y,n
Z |V(9) A7)

siendo |2) el vacio de los modos de Bogoliubov, esto es,
em|2) = 0.

Hemos diagonalizado entonces el hamiltoniano de las
fluctuaciones entorno al equilibrio:

1
Fisa, ;3 = 7 _(Q6al ja.;10) =
J

Hg = Zwmcincm. (48)

De la inspeccién de los resultados anteriores deducimos
varias cosas. En primer lugar, este sistema presenta una
transicion de fase para un valor critico g.. Dicho valor es
dependiente de la interaccién entre los elementos de la
cadena, y ya hemos visto que en el limite termodinamico
su valor es g. = 0,5 para el caso de c.QED y g. = 0,69
para el caso de iones atrapados. Las desviaciones de es-
te valor tienen su origen en el tamafio finito del sistema
que estamos considerando, aunque para los tamafios con-
siderados éstas son despreciables. Ademds, si vemos las
relaciones de dispersion para distintos valores del acoplo
comprobamos que para el caso critico es lineal, puesto
que como es esperable en el punto critico se cierra el gap,
mientras que en los demas casos es parabdlica. Existe por
tanto una sola rama acustica.

V. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Este trabajo resume la esencia de la idea de la simula-
cién cuantica: dado un hamiltoniano que puede describir
un sistema de materia condensada, como pueden ser los
acoplos de Jahn-Teller, o un sistema de muchos cuerpos
como el necesario para la produccién de estados de un
gran numero de fotones entrelazados, nosotros hemos es-
tudiado la implementaciéon de uno andlogo en sistemas
de fisica atomica sobre los cuales los fisicos experimenta-
les tienen actualmente un gran dominio. Gracias a esto,
las parametros del sistema se pueden elegir a voluntad,
y se pueden explorar las fases del sistema simplemente
preparandolo en un estado dado y realizando una medi-
cién sobre el mismo. De esta forma uno tiene acceso a la
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Figura 9. Fluctuaciones gaussianas de la cadena de iones para
N = 20 sitios con w = 1/t; = 2,7. Nétese como las fluctua-
ciones son maximas en el punto critico g ~ 0,69.
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Figura 10. Relacién de dispersién de las fluctuaciones para
g < ge ~ 0,69 para N = 100 en el caso de la cadena de iones.

informacién sobre los observables de manera inmediata,
sin que sea necesaria una simulacién numérica que en el
caso de un sistema macroscépico esta fuera del alcance
de cualquier ordenador actual.

Con respecto a los resultados obtenidos, vemos que la
descripcién realizada de campo medio parece ajustarse
bien salvo en el punto critico, donde las fluctuaciones
divergen. Una posible continuacién del presente trabajo
podria consistir en analizar la validez del ansatz utilizado
en funcién del valor del acoplo g. Esto tiene especial re-
levancia en posibles aplicaciones a informacién cuéntica,
ya que en este contexto el estudio realizado describe una
situacién en la que la correlacién de los espines se podria
mapear a estados de fotén.

Por otro lado, la utilizacién de métodos numéricos co-
mo DMRG (density matriz renormalization group) vali-
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Figura 11. Relaciéon de dispersién de las fluctuaciones para
g > ge ~ 0,69 para N = 100 en el caso de la cadena de iones.
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daria los resultados del presente estudio puesto que en el
caso de una dimensién son exactos.

Finalmente, una extensién natural del trabajo seria ge-
neralizarlo a mas dimensiones, para su aplicacién por
ejemplo a sistemas de cristales 2D, redes triangulares,
etc. En estos casos es donde la simulacién cuantica surge
como Uunica via posible de estudio del sistema y donde
queda patente su potencia frente a cualquier simulacién
numérica.
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