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Introduccién

La mayor parte del conocimiento gque se tiene acerca de la estructura interna de la Tierra se ha
obtenido mediante la interpretacion de los datos geofisicos registrados en la superficie de la corteza
terrestre y, en menor medida, mediante el muestreo directo del material procedente de su interior. En
particular, en Prospeccion Gravimétrica se mide la componente vertical de la aceleracion de la gravedad
terrestre para detectar los cambios que tienen lugar en la distribucién de la densidad de las rocas en €
interior de la Tierra. Esto es posible debido a que € valor de la aceleracion de la gravedad medido en un
punto determinado de la superficie de la Tierra, y reducido a nivel del mar mediante las correcciones
pertinentes, no siempre se gjusta exactamente al vaor calculado mediante la férmula internacional de la
gravedad.

Hay dos métodos bésicos para realizar la interpretacion de los datos geofisicos y, en particular,
de las anomalias de la gravedad de la Tierra. Por un lado tenemos el denominado problema directo en
e cual, a partir de lainformacion geoldgicay geofisica disponible para la zona de estudio, se construye
un posible modelo de fuente andmala o distribucion de masas considerada como responsable de la
anomalia gravimétrica registrada. Posteriormente se calcula el efecto gravimétrico de dicho modelo y se
compara con la gravedad observada. Si estos dos conjuntos de valores de la gravedad no se gjustan de
manera satisfactoria, se modifica e modelo de fuente para conseguir un mejor guste entre anbos
conjuntos. El otro método utilizado para redlizar la interpretacion de los datos de gravedad es el Ilamado
problema inverso. Mediante este méodo se puede encontrar la distribucion de masas responsable de
una determinada anomalia, a partir de los valores de la gravedad observados en la superficie de la
Tierra.

Se han publicado numerosos trabajos en los que se aborda tanto la metodologia como la
aplicacion del problema directo para fuentes andmalas bidimensionales y tridimensionales, desde €
trabajo désico de Talwani et al. (1959) para fuentes bidimensionales con densidad constante, el cual ha
proporcionado hasta € momento € agoritmo mas utilizado para la interpretacion de las anomalias de la
gravedad, hasta los trabajos mas actuales, en los que se supone que la densidad de las fuentes andmalas
presenta variaciones laterales y/o en profundidad.

El interés en la interpretacién y € modelado de anomalias gravimétricas, utilizando modelos de
fuente cuyas densidades van a depender de la profundidad, proviene de la relevancia econdmica y
geoldgica de las cuencas sedimentarias donde, normalmente, e contraste de densidad de este tipo de
estructuras geoldgicas, con respecto d medio que les rodea, va a depender de la profundidad. Por
gemplo, s suponemos que la compactacion diferencial smple es € proceso diagenético més importante
en la evolucion de una cuenca sedimentaria, la suposicidn de un decrecimiento exponencia del contraste
de densidad con la profundidad puede dar resultados significativos en e modelado de cuencas
sedimentarias. En este sentido hay que destacar varios trabgjos, como por gemplo Cordell (1973), que

desarrollé un método para calcular € efecto gravimétrico producido por un prisma vertical bidimensional



4 Introduccién

con una densidad que decrece exponenciamente con la profundidad. Murthy y Rao (1979) extendieron
e método integral de Hubert (1948) para obtener el efecto gravimétrico de un cuerpo con seccién
arbitraria y cuya densidad varia lineamente con la profundidad. Chai y Hinze (1988) derivaron una
aproximacion en e dominio de las frecuencias para calcular € efecto gravimétrico debido a un prisma
vertical de base rectangular cuya densidad varia exponencialmente con la profundidad. Rao (1990)
desarroll6 una expresién para obtener € efecto gravimétrico producido por un cuerpo asimétrico de base
trapezoidal cuya densidad viene expresada por una funcién polinomia cuadrética de la profundidad.
GarciaAbdeslem (1992, 19964) desarroll6 métodos para calcular el efecto gravimétrico causado por un
prisma rectangular vertical en D y 3D, donde la densidad puede variar como cualquier funcion que
dependa de la profundidad. Rao et al. (1993) derivaron una aproximacion bidimensional en € dominio
de los nimeros de onda para calcular d efecto gravitacional producido por varios cuerpos simétricos
donde la densidad varia exponenciamente con la profundidad como un polinomio cuadraico. Sin
embargo, ademés de la compactacion diferencia simple que tiene lugar en la evolucidn de una cuenca,
también pueden estar presentes otros procesos geoldgicos como, por ejemplo, la estratificacion no
uniforme en capas del material sedimentario, los cambios laterales de facies y la cementacion quimicay
edructural, los cuaes pueden complicar la estructura geoldgica de una cuenca sedimentaria. Esto
requiere una aproximacion mas general para acomodar las variaciones arbitrarias de densidad que
pueden tener lugar dentro de este tipo de estructuras En esta linea de trabajo Ruotoistenmaki (1992)
desarroll6 varias expresiones matematicas para calcular las anomalias gravimétricas debidas a fuentes
bidimensionales en las que la densidad viene dada por una funcién polinémica de quinto grado que
depende o bien de la profundidad [r (2)] o bien de la distancia horizontal [r (X)], Yy en las que la
geometria del cuerpo esta descrita por funciones continuas.

En esta Tesis utilizaremos métodos analiticos y numéricos de integracion para desarrollar nuevas
expresiones matematicas con las que calcular € efecto gravimétrico de varios tipos de fuente, tanto
bidimensionales como tridimensionales, las cuales se caracterizan por tener un contraste de densidad que
varia lateramente con la distancia horizontal, o que presenta variaciones en profundidad, o con ambos
tipos de cambio a mismo tiempo, y cuyas fronteras pueden ser descritas mateméticamente por
funciones continuas. A diferencia de Ruotoistenméki (1992), en e presente trabajo se ha supuesto que
e contraste de densidad de las fuentes viene descrito por polinomios de segundo grado cuyos
coeficientes son funciones continuas dentro del intervalo de integracion, pero la naturaleza de estas
funciones matemdticas puede ser de cualquier tipo, no slo polinomios, dando complgjidad a la
expresion final, la cual va a depender tanto de la distancia horizontal [Dr (x,y)] como de la profundidad
[Dr (2] o de ambos tipos de coordenadas [Dr (X,y,2)] alavez, que seria € caso més general. Seglin
ésto, se puede modelar una gran variedad de fuentes geoldgicas, no importa lo complejas que éstas sean.
En cuanto a la estructura, se van a presentar dos tipos principales de fuente andbmala, tanto en e caso

bidimensional como en € tridimensional. En € primer tipo se supone que € techo y la base de la
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estructura son planos y que las fronteras laterales vienen descritas por funciones continuas en el
intervalo de integracion. En el segundo tipo de fuente se supone que las fronteras laterales son planas y
gue € techo y la base de la estructura vienen descritos por funciones también continuas. En ambos tipos
de fuentes se va a considerar que € techo de la fuente anémala coincide con la superficie donde se
encuentra el observador.

En este trabgo también se va a abordar € problema inverso no linea utilizando € método
iterativo de inversion de Marquardt-Levenberg (Levenberg, 1944; Marquardt, 1963; 1970), € cua ha
sido ampliamente utilizado en numerosos trabajos geofisicos, no solo en Prospeccion Gravimétrica, sino
también en otros campos de la Geofisica (Aki y Richards, 1980; Meju, 1994; Parker, 1994). Lo
novedoso del proceso de inversion presentado en esta Tesis es la utilizacion de los modelos de densidad
y estructura de fuentes anémalas, descritos anteriormente, para € calculo de la solucion del problema
Estos modelos deben ser parametrizados convenientemente puesto que, mediante e proceso de
inversién de una anomalia gravimétrica, se deben de determinar una serie de pardmetros que son las
incégnitas de nuestro problemay que definen las caracteristicas principales de la fuente responsable de
dicha anomalia. Cada modelo de fuente presenta un nimero maximo de pardmetros gque describen tanto
e contraste de densidad como su estructura geométrica. El método aqui presentado tiene la flexibilidad
de calcular, mediante inversion, todos los parametros del modelo a la vez, pero también se pueden dejar
fijos unos pocos que se consideran conocidos, dependiendo de la informacion disponible en cada caso, y
asi calcular € resto de pardmetros del modelo de los que no se tiene ninguna informacion. El hecho de
gue las estructuras desconocidas se conciban en términos de un pequefio nimero de pardmetros es
debido a razones de célculo mas que a razones geofisicas 0 geoldgicas.

Para cada tipo de fuente presentado en esta Tesis se va a considerar el caso tedrico ideal en €
gue se supone que los datos gravimétricos que se van a invertir son conocidos exactamente y tan
densamente como se necesite. También se va atratar € caso tedrico en € que € problema de inversion
se redliza con datos contaminados con ruido para ver de qué manera puede afectar dicho ruido a la
resolucion del problema.

Se podria pensar que, debido a los buenos resultados de un determinado método de inversion
de datos, éste probaria ser muy utilizable para cualquier caso practico en € que € método se aplique a
datos de campo, pero a menudo esto no es cierto, ya que cualquier problema inverso en Geofisica es
siempre inestable. Esto es debido a que la solucién de un problema inverso va a ser muy sensible a la
forma en la que estén distribuidos los datos, a los errores numéricos que pueda haber en € proceso de
resolucion del problemayy, sobre todo, a ruido que puede estar contaminando |os datos. Para estudiar la
posible inestabilidad de nuestro método y ver de qué manera afecta a la solucién del problema, vamos a
redlizar estudios de sensibilidad, existenciay estabilidad para cada caso, basandonos en los trabajos
de Aki y Richards (1980), Garcia-Abdeslem (2000), Inman (1975), Inman et al. (1973) y Lanczos

(1961), entre otros. Otro problema que se plantea en Teoria de Inversién es que los problemas inversos



6 Introduccién

en Geofisica nunca poseen solucién Unica y que, a la hora de interpretar datos geofisicos, hay que
decidir entre una gran variedad de soluciones compatibles con los datos. Por ello, también se va a
realizar un estudio de la unicidad del problema para cada tipo de fuente andmala. Para estudiar
cuantitativamente de qué manera la inestabilidad del proceso y € error en los datos pueden afectar a la
solucion del problema, se redizara también € estudio de las matrices de resolucion, covarianza y
correlacion en cada caso.

Posteriormente se van a elegir dos conjuntos de datos de gravedad registrados en campo para
estudiar la distribucién de densidades y las geometrias de las fuentes anémalas responsables de las
anomalias gravimétricas. Para ambos casos se redlizara la inversién modelando dichas estructuras con
los diferentes tipos de fuente presentados en esta Tesis, haciendo un andlisis de cada solucion mediante
las matrices de resolucion, covarianzay correlacion de los pardmetros calculados.

Segun todo lo anterior, esta Tesis esta estructurada esencialmente en cinco partes, con un total
de 7 capitulos. La primera parte esta formada exclusivamente por € Capitulo |, en € que se presentan
los conceptos basicos de Prospeccion Gravimétricay Teoria de Inversidn utilizados en este trabgjo. El
material incluye un breve resumen de los conceptos de fuerza y aceleracion de la gravedad, y los
conceptos de problema directo y problema inverso, pasando a describir la formulacién del método de
Marquardt-Levenberg para € problema de inversion no lineal, con datos libres de ruido y con datos
contaminados con ruido aleatorio. Posteriormente se describen |os conceptos tedricos en los que se basa
€ proceso que se seguird para € andlisis de la solucién obtenida, como € concepto de sensibilidad, de
existencia, de unicidad, de estabilidad, matriz de resolucion, matriz de covarianza y matriz de
correlacion.

La segunda parte de este trabagjo se compone del Capitulo 1l y € Capitulo 1l que tratan €
problema directo en Gravimetria para fuentes bidimensionales y tridimensionales, respectivamente. Para
ello se supone, como ya adelantdbamos anteriormente, que € contraste de densidad y la estructura de la
fuente andbmala van a venir descritos por funciones continuas que van a depender tanto de la
profundidad como de la distancia horizontal. Para cada tipo de estructura y contraste de densidad se
presenta un giemplo en € que se han degido, por smplicidad, funciones polindmicas para describir la
fuente anOmala.

La tercera parte del trabgjo consta de los dos capitulos siguientes y en elos se describe €
proceso de inversion de datos de gravedad generados sintéticamente mediante modelos de fuente
conocidos. En e Capitulo 1V se calcula @ problema inverso para el caso mas general de cada uno de los
tipos de fuentes bidimensionales que se encuentran descritos en el Capitulo Il. En e Capitulo V se
presenta e problema inverso de los casos mas generales de fuentes tridimensionales del Capitulo I11. En
los gjemplos tedricos presentados tanto en € Capitulo IV como en e Capitulo V, lainversion se rediza
calculando € nimero maximo de parametros con los que se describe cada tipo de fuente anémala. Para

todos estos gjemplos, primeramente se considera la inversion de datos exactos y, posteriormente, la
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inverson de datos contaminados con ruido. También se redliza un andlisis de la senshilidad, la
exigencia, la unicidad y la estabilidad. Ademés, se hace un andlisis de la resolucion, la covarianza y la
correlacion de los parametros obtenidos como solucion del problema.

La cuarta parte de este trabgjo esta formada Unicamente por € Capitulo VI. Este Capitulo esta
dividido en dos partes. En una primera parte se aplica € método desarrollado en los capitulos anteriores
para redlizar la interpretacion de los datos de campo de un perfil registrado sobre € glaciar Salmon,
British Columbia (Canada), € cual es un caso clasico utilizado en la literatura para comprobar las
ventgjas y las limitaciones de métodos geofisicos de modelado e inversion de datos (Grant y West,
1965; Parker, 1994). Por ello se ha elegido este caso, para estudiar € comportamiento del método de
interpretacion desarrollado en este trabgjo. En la segunda parte de este Capitulo se redliza la
interpretacion de los datos de gravedad registrados sobre la cuenca Laguna Salada, Bgja California
(México). Este caso se ha utilizado en esta Tesis para ilustrar tanto € modelado bidimensional,
interpretando dos perfiles de datos que cruzan transversalmente la estructura de la cuenca, como €l
tridimensional.

En la quinta y dltima parte se incluye el Capitulo VII en € que se resumen los resultados y las
conclusiones obtenidas y en € que también se analizan las ventgjas y las limitaciones del método de

interpretacion de datos gravimétricos que se ha desarrollado en el presente trabajo.
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INTRODUCCION

En este Capitul o se presentan |os principios basicos de lateoria gravitacional de Newton, de
los que se deducen las expresiones matematicas necesarias para resolver el problema directo en
Gravimetria. Asi mismo, se plantean los fundamentosteoricos paracal cular lasolucion del problema
inverso apartir de datos gravimétricos, asi como el andlisis delos diferentes aspectos dela solucién

de este problema.

1.1. LEY DE NEWTON Y ACELERACION DE LA GRAVEDAD

En 1687 Newton publico su libro Philosophiae Naturalis Principia Mathematica end que,
entre otras leyes sobre el movimiento, presenté laL ey delaGravitacion Universal. Estaley nosdice
gue la presencia de una particula de masa m, situada en un punto P, genera un campo gravitacional
alrededor de dicho punto tal que otramasam,, situada en el punto de observacién Py, esatraidahacia
P con una fuerzaF gque es directamente proporcional a cada una de las masas de ambas particulas, e
inversamente proporcional al cuadrado de la distanciar que las separa. Podemos expresar estaley

como:

(1.1)

donde G =6.67 x10' m3kg' 152 en unidades de Sistema I nternacional (9), es la constante de

Gravitacion Universal segiin las medidas realizadas por Heyl alrededor de 1930 (Heiskaneny Moritz,

1985); la distanciar viene dada por |la expresion:

r=(x- %2 +(y- Yol +(z- )4 (1.2)

donde se ha supuesto un sistema de ejes cartesianostradicional, con la parte positivadel ejex dirigida

hacia el norte, ladel gjey dirigidahaciael estey ladel gje z dirigida hacia el nadir; F:L esun
r

vector unitario cuyadireccion coincide con larecta que une ambas masasy su sentido estadirigido

desde la fuente gravitacional P hacia el punto de observacion P, (figural.1).
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FIGURA 1.1. Fuerza de atraccion gravitacional entre dos masas my my, .

Si dividimos lafuerzade atraccion F por lamasa atraidamy, laecuacion (1.1) queda como:

F m .
9(Py)=—=G—r (1.3)
My r

El vector g se expresa en unidades de acel eracién y se denominaacel eracion de la gravedad. Este
vector representa un campo vectorial cuyo significado fisico eslaatraccion gravitatoriaque gjercela

presenciade lamasa m sobre un punto de observacion Py,
Si en vez de una particula de masa tenemos una distribucion continua cuya densidad esr ,
ocupando una region W, el campo gravitacional producido por dicha distribucion, en un punto P,

situado fuera de W, viene expresado por la siguiente ecuacion:

g(R)=G(y zdW (1.4)
Y r

donde r esladistanciaentre el punto P donde se encuentra el elementodW, y el punto Py, donde se
encuentra el observador (figura 1.2).
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FIGURA 1.2. Aceleracion de la gravedad producida en un punto P, por una distribucion de masas
(modificado de Blakely, 1996).

L os datos proporcionados por |os gravimetros corresponden a medidas de la componente
vertical delaaceleracion de lagravedad, esto es, lacomponente del vector g enladireccidn del gez.
Si ahora Ilamamos g a dicha componente y |a expresamos en coordenadas cartesianas, la ecuacion

(1.4) se convierte en:

9(%.Y0.2%) =GRy 2520 (xy.2) 15)

\

donde la distribucién de masas es una distribucién de densidad r (X, y, z) que ocupa un volumen Vy
donde r viene dado por la expresion (1.2). La solucion de (1.5) nos proporciona el valor de g,
conocido también como el efecto gravimétrico producido por dicha distribucion de masas.
Galileo fue el que primero midié la acel eracion de lagravedad en su famoso experimento en
Pisa. En su honor, la unidad de aceleracion de lagravedad en el sistemacgs (1 cm/s?) se denomina
Gal y en la literatura generalmente se presenta en unidades de mGal (1 mGal = 10° Gal). La
conversiéndel sistemacgs alas unidades del Sl es: 1 mGal = 10°° m/s’. En este trabgjo se haadoptado
el Sl paralas unidades utilizadas, excepto paralaaceleracion delagravedad (mGal) y ladensidad (g
/cm?®) para las que se utilizara el sistema cgs, ya que ambos son excepciones admitidasy las méas

utilizadas en laliteratura.
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1.2. PROBLEMA DIRECTO Y PROBLEMA INVERSO EN GRAVIMETRIA

La ecuacion (1.5) es un caso particular de la expresion:

9(Py )=y (PYK(P,Py) dW (1.6)
w

donde Po(Xo, Yo, Z0) €s laposicion del observador, P(X, y, z) esel punto donde se encuentrael elemento
fuente dW, Weslaregién finita que ocupalafuente andmala, g(Po) eslacomponentevertical dela
aceleracion de la gravedad medida en el punto Py, r (P) es una funcién continua que describe una
cantidad fisica propiadelafuente andbmala, en nuestro caso | adensidad, y K(P, P,) es el nlicleo de
los datos que describe la geometria existente entre la fuente y el observador situado en Py. La
ecuacion (1.6) es una ecuacion de Fredholm de primera clase y lafuncion K(P,P,) se denomina
funcion de Green.

El calculo del valor deg(Po), mediante métodos analiticos o numéricos, se puede realizar
conociendo las funcionesr (P), K(P, Po) y W, es o que se denominaproblemadirecto y tienesolucion
Unica, yaque lagravedad g(Po) estd completamente determinada por dichas funciones. Sin embargo,
hay que tener en cuenta que pueden existir varias combinaciones de r(P), K(P,Py) y W que
proporcionen el mismo valor deg(P).

Cuando se obtienen los valores deg(P,) experimental mente y se desea calcul ar algin aspecto
der (P) o deW, se estarealizando el calculo del problemainverso. Si lo que se quiere obtener esla
propiedad fisicade lafuenter (P), el problemaes lineal debido aquelarelacién entrer (P) yg(Po)es
lineal. Cuando se buscainformacién acercade laformageométricade laregidn Wel problemaes no
lineal, pues laregién que ocupa la fuente tiene unarelacion no lineal con la gravedad g(Py).

En el cllculo de un problemainverso hay que tener en cuenta varios aspectos acerca de las
soluciones que se quieren obtener. Primero tenemos que considerar laexistencia delasolucion del
problema. Paraun problemainverso lineal en Gravimetria existe al menos una solucion, cual esquiera
gue sean los datos observados (Parker, 1994). La condicion que se tiene que cumplir para que esto
ocurra es que los nucleos de los datos K(P, R), para cada posicion del observador, deben ser
linealmente independientes y esto ocurre en préacticamente la mayoria de | os problemas geofisicos
lineales. No ocurre lo mismo en el problemainverso no lineal ya que, en general, no existe ninguna
teoria que responda a la cuestion de la existencia de soluciones para este tipo de problemas.

Otro aspecto importante aestudiar es la unicidad de lasolucion. Lasolucién del problema
inverso lineal en Gravimetriano es Unica porque, como se dijo anteriormente, existen un gran nimero

de combinaciones entre r (P), Wy K(P, P,) que pueden tener el mismo efecto gravimétrico.
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Para determinar la unicidad de la solucion de un problema inverso lineal, se comprueba si

existe una solucion a(P) de la ecuacion (1.6) que sea distinta de la solucién trivial:

CHPIK(P,Py) dW=0 (1.7)
w

Si existe alguna solucion a(P), la funcién r (P) no es Unica. La clase de las a(P) existentes se
denomina aniquilador o espacio nulo del nicleo de los datos K(P, Py) y laregion W.

Debido a que el nucleo K(P, Py) suele ser de forma complicada, no es fécil establecer la
unicidad de la solucion (Blakely, 1996; Parker, 1977). Para el problemainverso lineal siempre es
posible encontrar un model o de fuente que cumpla con las condiciones de los datos (Parker, 1994),
pero para el problema inverso no lineal esta cuestion queda sin resolver, pues no esta clara la
determinacién de laexistencia de sus soluciones, aunque si se comprueba que existe alguna solucion,
ésta nunca serd unica (Parker, 1977).

Tanto en el problema lineal como en el problema no lineal, a pesar de la gran cantidad de
model os posibles que se pueden estimar, se puede restringir su nimero imponiendo una serie de
condiciones obtenidas a partir de un conocimiento previo, geol dgico o geofisico, de lafuente que
gueremos modelar. Con estas restricciones podemos acotar el nimero de soluciones posibles.

Otro de los aspectos atener en cuentaes el delaestabilidad. Lafunciéng(Pg) end puntoPq
es un promedio ponderado del efecto gravimétrico de todas | as partes de lafuente, por lo que depende
detodaladistribucion de masas de lamisma. Lafuncion peso, en este caso, es el nlcleo de los datos
K(P,Py). Esta funcién peso suele ser una funcion gue varia suavemente haciendo queg(P,) sea una
funcién mas suave quer (P). Por tanto, el problemainverso lineal, por el que se calculalasolucién
r (P) apartir delaecuacion (1.6), esun proceso en el que lafuncién g(P,) se hace menos suave. Esto
implica que pequefios cambios producidos en g(P,) pueden generar grandes variacionesenr (P) y
entonces se dice que lasolucién esinestable (Blakely, 1996). En el caso de problemas no lineales, aln
no existe unateoria satisfactoria que realice inferencias a partir del problemainverso lineal (Parker,
1977). Engeneral, lainversion, lineal y nolineal, en campos potenciales esinestable. Una posible
forma de reducir la inestabilidad es introduciendo informacién adicional sobre la fuente en el
problema (Blakely, 1996).

Cuando laexistencia de la soluci6n esta garantizada, se procede arealizar laconstruccion de
esa solucion. En general, cuando se busca una solucién para un problema de inversion, es
recomendabl e hacer uso delaL ey de Occam y suponer que el modelo que describe lafuente eslo més
suave o simple posible, para evitar la sobreinterpretacién de los datos y para eliminar las
discontinuidades arbitrarias que pueden aparecer en el modelo, pero que no son esenciales para

reproducir |0s datos observados (Constable, et al., 1987). Si paraal canzar la solucion aun problema
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inverso se utilizan |os métodos recursivos, es necesario hacer un estudio sobrelaconvergenciadelas
iteraciones (Parker, 1977). En problemas no lineales, el principal obstaculo eslafalta de capacidad
gue hay para asegurar la existencia de la solucién. Si en la busqueda de una solucién se obtienen
resultados, la existencia esta asegurada. Si no se obtienen resultados, no se puede saber si esto es

debido ala no existencia o a que el método de busqueda no es el apropiado.

1.2.1. Formulacién del problemainverso no lineal

Por razones técnicas, las observaciones experimentales de las anomalias de la gravedad se
registran en intervalos finitos y la descripcion de las propiedades fisicas de un modelo de fuente
gravimétrica se suel e realizar mediante un nimero finitode parametros. Esto significa que debemos
reducir el problema continuo de la ecuacion (1.6) al célculo de un conjunto de parametros que se
realizaa partir de un conjunto finito de datos. Este procedi miento se denomina parametrizacion del

problema.
Si suponemos que el conjunto de los parametros esta representado por un vector p =

{ p,-}T EN , que pertenece aun espacio vectorial lineal normado con normaeuclideade dimension N,y

el conjunto de | os datos observados esta representado por unvector g ={g;}1 EM, pertenecientea

un espacio euclideo de dimension M, laecuacién (1.6) parael problemadirecto se puedereducir aun

sistema de ecuaciones de la forma:
g = Fi[pl] i=1.2,..,M (1.8)

donde Fi [p] T H es un funcional lineal continuo que pertenece a un espacio de Hilbert H, que

relaciona los parametros del modelop con lamedidai-ésimadel vector de datosde gravedad gil A,
donde A esel espacio de |os niimeros reales.
El sistema de ecuaciones (1.8) se puede reescribir en su forma compacta, obteniéndose la

ecuacion:
g= F[p] (1.9

gue eslaexpresién general de un problemadirecto. Paraabordar el problemainverso, se debe redizar

la inversién de dicha ecuacion para obtener un estimador del vector de parametros p.
Paracalcular una solucion al problemainverso, es necesario tener en cuentalas dimensiones

relativas del vector de los datos observadosg y del vector de los pardmetrosdel modelop. Segln esto,
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el problemainverso se puede clasificar en sobredeter minado, cuando hay mas datos que parametros
(M>N), enindeter minado, cuando hay menos datos que pardmetros (M<N) y deter minado, cuando
hay el mismo nimero de datos que de parametros ( M=N). En general, la cantidad de datos registrados
en un problema de Gravimetria es mayor que | os pardmetros necesarios para caracterizar lafuente
anomala. Por ello, vamos a centrarnos en laresol ucién de problemas inversos sobredeterminados.
El funcional F[p] define el caracter lineal o no lineal delarelacién existente entre los datos
disponiblesy el resultado del problema inverso. Segun lalinealidad del problema, hay diferentes

métodos paraabordar lainversion de laecuacion (1.9). El funcional F[p] méssencillo esel funcional

lineal que transformala expresién (1.9) en la ecuacién matricial:
g=Gp (1.10)

donde G ={ Gi,-}T M (MxN) es una matriz del espacio vectorial lineal de matrices de dimensiones
M x N que describe larelacidn entre los vectores g y p. Si comparamosla ecuacion anterior con la
ecuacion (1.6), larelacionr (P)dW essustituidapor el conjunto de pardmetros representados por el
vector p y el nucleo de los datosK(P,P,) se haconvertido en lamatrizG. Con esto seharedizado una
discretizacion del problema, lo que facilita el cllculo de la solucion buscada p. El método mas
utilizado para invertir la ecuacion (1.10) es el método de los minimos cuadrados que esta
ampliamente descrito y utilizado en laliteraturacientifica (Blakely, 1996; Garcia-Abdedem, 1996a;
Inman et al., 1973; Last y Kubik, 1983; Lawsony Hanson 1974; Linesy Treitel, 1984; Meju, 1994;
entre otros).

En general, en la mayor parte de |os problemas geofisicos, la respuesta del modelo es una
funcion no lineal de los pardmetros de dicho modelo y, por tanto, se deben utilizar técnicas no
lineales para calcular una estimacién de los pardmetros de lafuente. Estas técnicas no lineal es han
sido tratadas de manera exhaustiva en laliteraturacientifica (Barbosaet al., 1999; Constable et al .,
1987; Granser, 1987; Inman et al., 1973; Inman, 1975; Levenberg, 1944; Lawson y Hanson, 1974;
Linesy Treitel, 1984; Marquardt, 1963, 1970; Meju, 1994; Parker, 1977, 1994; Tarantolay Vaette
1982; Thanassoulas et al., 1987; Vogel, 1987; entre otros).

En el célculo de la densidad y la estructura de un cuerpo responsable de una anomalia
gravimétricanos enfrentamos al problemade que el funcional F[p] nosealinea y el problemanova
aestar expresado por unarelacién sencillacomo laecuacion (1.10). Sin embargo, esto no significa
guevayamos aprescindir de los espacios lineales. En este caso, se hace necesario reducir el carécter
no lineal del funcional F convirtiéndolo en un funcional lineal. Este proceso se denomina
linealizacién y se realiza convirtiendo F en unaformalineal aproximadamediante unaexpansion en
una serie de Taylor. Para realizar dicha expansién vamos a suponer que conocemos la respuesta

tedrica de un modelo p°:
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o = F[p° (1.12)

Consideremos que el funcional i-ésimo F;[p°] eslineal alrededor de p® =(p%, pJ,-,p% )

de forma que una pequefia perturbacién dp de la respuesta del modelo alrededor dep®, se puede

expresar utilizando el Teorema de Taylor:

Filpl =F [pd+dp, pd+dp,,--, pQ +dpy]=

)5 )5 )5 ( )
= F [p%]+—d p, +—d p, +---+—1d py +ol|[d (1.12)
o P g, P2 g P el o
donde dp = {dp:, dp,, ..., dpn} €S un vector de dimensién N cuyas componentes son las

perturbaciones de los parametros. En la expresion (1.12) hemos despreciado términos de segundo
orden y superiores.

La expresion anterior se puede escribir de forma compacta para los M funcionales de la
ecuacion (1.8) como:

Flpl = F[p]+a”F[ ¥

Pj

(1.13)

Con esto hemos realizado una expansion del funcional F[p] alrededor del punto

( pf, pg, p,?l ), convirtiendo nuestro problema no lineal en un problema lineal que puede ser
resuelto mediante aproximaciones sucesivas.

L os datos observados utilizados para calcular el model o p delafuenteanémalapor inversion,
no son capaces de determinar con exactitud |os parametros que determinan dicho modelo. Por tanto,
larelacion entre el vector de datos observadosg y el vector de parametrosp debet ener en cuentala

diferenciaquetienelugar entregy el resultado del problemadirecto F [p] calculado a partir delos

parametros del modelo. Por ello, la ecuacion (1.9) debe ser de laforma:
g= F[p] +e (1.14)

donde e={e}l EM es un vector denominadoresidual .

Sustituyendo el funcional descrito por la expresion (1.13) en la ecuacién anterior y

despejando el vector e, obtenemos:
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N 1
. ITF
e=g- F[p’]- & |PLP (1.15)
i=1 1P
A partir de la ecuacion (1.15), definimos el vector
y=g-F[p7l E" (1.16)

gue representa la diferencia entre los datos de gravedad observados y el resultado del problema

directo calculado para el modelo inicial p°. También definimos lamatriz

et 0n
J= }“F'[p']yi M (MxN) (1.17)
§ p; b

Ilamada Jacobiano, cuyos elementos son las derivadas parcial es de cada funcional F; con respecto a

cada uno de los parametrosp; del modelo. Por tanto | aexpresion (1.15) se convierte en laecuacion:
e=y-Jap (1.18)

gue es una ecuacion de caracter lineal que nos proporciona el residual asociado con nuestras

predicciones del modelo de fuente, ya que el modelo inicial propuesto no resolvera los datos de
manera exacta.

El vectordp = {d pj}, gue contienelas perturbaciones delos pardmetros del modelo, esahora

laincAgnita del problema. Su solucién nos proporciona una estimacion de |l as perturbaciones que

deben ser aplicadas al modelo inicial propuestop® para obtener un modelo de fuente cuya respuesta

sea capaz de ajustar los datos observados. Para obtener dicha solucién, se minimiza unafuncioén f
definida como el cuadrado de la norma euclidea del vector €

2
f=e'e=|g- F[pl| (1.19)
obteniendo el estimador del vector perturbacion de | os parametros:

ap=(J3"J3)yumy (1.20)
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donde la matriz:

H=(J"a)LT (1.21)

se denominamatriz inversa generalizada. Estaperturbacion se aplicaaun modeloinicial determinado
para obtener un nuevo modelo cuya respuesta se gjuste mejor a los datos. Si el huevo modelo no
resuelve el problema, puede ser necesario repetir el procedimiento utilizando el huevo modelo como
modelo inicial. Este método es un proceso iterativo que se r epite todas | as veces necesarias hasta
conseguir que converjaen un model o solucion cuya respuesta se ajuste a los datos observados. La

expresion que describe este proceso iterativo es:

"pk+l - "pk +( JTJ )— 1JTy (122)

donde el jacobiano J esta evaluado en |os pardmetros del modelo p¥. Este método se denominael

método de Gauss-Newton o | nversa Generalizada y es, en realidad, unatécnica basada en el método
de los minimos cuadrados (Meju, 1994).

Cuando lamatriz J'J es singular o casi singular, el método puede ser divergente, por lo que
no llegariamos a ninguna solucién. Se dice entonces que |la matriz J'J esta mal condicionada. Cuando
ocurre esto, lasolucién estan grande que fisicamente no tiene sentido y se dice que hasobrepasado €
rango.

Por otro lado, en el caso en el que lamatrizJ'J no seasingular, paraque el proceso iterativo
del método de Gauss-Newton converja a una solucion es necesario que el modelo inicial seauna
buena aproximacion al modelo real de lafuente. Cuando esto esimposible de obtener, se puede hacer
uso de otro método de inversién denominado método del gradiente. En general, e método de Gauss-
Newton es préctico cuando el modelo inicial p° se aproxima ala solucién del problemainverso,
mientras que el método del gradiente lo es cuando el modelo inicial es bastante diferente de la
solucion real. Este método calcula el vector perturbacién que se aplica al modelo inicial, en la
direccion del gradiente negativo de lafuncion e que se quiere minimizar.

Con este método, el estimador de las perturbaciones de |os parametros viene dado por la

expresion (Meju, 1994):

ap=2cJd'y (1.23)

donde ¢ es una constante cuyo valor determina el tamafio del paso de las correcciones que hay que

aplicar al modelo.
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Puesto que el vector 4p esta orientado en lamismadireccion en laque lafuncionf decrece,

se produce la convergencia del método pero, normalmente, es una convergencia lenta. Ademas, se
pueden presentar problemas en dicha convergencia cuando el paso ¢ esmuy pequefio (Linesy Treitel,
1984). Por tanto, unavez establecidala direccion del gradiente, es necesario controlar este paso
cuidadosamente, pues una eleccion erronea de esta constante puede hacer que el método diverja.

En principio, el método del gradiente aseguralaconvergenciadelasoluciény el esquemano
debe diverger aunque el modelo inicial p° esté muy alejado del modelo real que se busca, 1o que es
unagran ventaja. Parael caso particular de que el paso 2c vengadado por (J'J)*, nos encontramos
con lasolucién del método de Gauss-Newton y con una posible divergenciasi lamatrizJ"J estamal
condicionada.

Existe un tercer método de inversion para problemas no lineales que es un hibrido entre el
método de Gauss-Newton y el método del gradiente. Este método reduce las dificultades que se
producen cuando J'J es casi singular y evita una evolucion no acotada de la solucién del problemaa
través de las sucesivas iteraciones. Este método fue primeramente introducido por Levenberg (1944)
que sugiri6 que se debian afiadir pesos positivos aladiagonal principal delamatriz J'J paraevitar €
posible caracter singular delamisma. Posteriormente, Marquardt (1963; 1970) describid con mayor
detalle este método, comparandolo con el de Gauss-Newton, concluyendo que el método propuesto
por Levenberg es mas estable que el de lainversa generalizada. En general, este método se conoce
como método de los minimos cuadrados amortiguados, aproximacion de Mar quardt-Levenberg o
“ridgeregression” y es el método que utilizaremos para el calculo del problemainverso en este

trabajo.

1.2.1.1. Método de Marquardt-Levenberg

El método de Marquardt-L evenberg esté basado en |a técnica de los minimos cuadrados pero

imponiendo unacota al tamafio de las perturbaciones de |os parametrosédp paraque ho se produzca

divergenciaen el célculo delasolucion. El efecto de estarestriccion en los parametros es prevenir las
oscilaciones incontroladas que se puedan producir en el calculo de la solucion en las sucesivas

iteraciones, es decir, se suavizael vector de perturbaciones 8p (Linesy Treitel, 1984) . Segln esto,
se debe minimizar no solo el vector residual e, sino también el tamafio de las perturbaciones de los

parametros ap , utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange. Por ello, lafuncién que

debemos minimizar es:

f =] dnf’ + b g (.29
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donde el primer término de la suma nos proporciona el tamarfio de las perturbacionesy el segundo
término es el tamafno del residual ponderado por el multiplicador de Lagrange b . Este factor

determinala importanciarelativa entre el tamafio de las perturbaciones ap y el residual e.

Haciendo uso de la ecuacion (1.18) y de la definicidon de norma, la ecuacion anterior se

transforma en la siguiente expresion:
f =ap'ap+b(y-Jap)'(y- Jap) (1.25)

El siguiente paso es minimizar laexpresién anterior calculando laderivadadef con respecto

alas perturbaciones ap e igualando a cero:

T p+2b(J I p-J3Ty)=0 (1.26)

fidp

Despejando el vector &p obtenemos una estimacién para las perturbaciones de los pardmetros:

dp=(b h +373)y4Ty (1.27)

donde se haintroducido la matriz identidad | de dimensionesNxN para mantener las dimensiones de

la ecuacion y la matriz:

H=(bt+373yl" (1.28)

es ahorala nueva inversa generalizada.
El resultado obtenido con la ecuacion (1.27) se utiliza para calcular una estimacién de los

pardmetros del modelo de fuente en un proceso iterativo mediante la expresion:

Pkl =pk bt +3T3 )Ty (1.29)

donde lamatriz J esta evaluada en el modelo f)k para k + 1iteracionesy al factor b ™* seledenomina

factor de amortiguacion (Levenberg, 1944), puesto que amortigua los cambios producidos en €l

vector de perturbaciones de los parametros ap .

Al haber sumado el términob "* aladiagonal principal delamatrizJ'J, se esta eliminando &

caracter singular de dicha matriz, pues se esta afiadiendo una determinada cantidad a sus valores
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caracteristicos, impidiendo que éstos sean nulos y haciendo que la inversién de la matriz
(b RPN ) sea mas estable. La eleccion deeste factor es subjetiva. En el algoritmo de Marquardt

(1963), se utilizan diferentes valores para el factor b * alo largo de todo el proceso iterativo. Es
conveniente comenzar eligiendo un nimero positivo de valor elevado aprovechando la ventgja del
método del gradiente que proporciona una buena convergencia inicial. Posteriormente, en cada
iteracion, se multiplicab ™ por un factor menor que la unidad, haciéndolo cada vez més pequefio a
medida que el método se acercaalasolucion del problema hastallegar practicamente al valor cero,
consiguiendo que el método de la inversa generalizada predomine cerca de la solucién.

Como vemos, el método de Marquardt-Levenberg determina el estimador del vector
perturbacion de los pardmetros d P en cada paso de un proceso iterativo. Este vector debe estar
comprendido entre el vector perturbacién cal culado mediante el método de Gauss-Newtony € vector
perturbacion cal culado con el método del gradiente, de manera que haya un compromiso entre ambos

extremos (Linesy Treitel, 1984). Parailustrar lo anterior, en lafigura 1.3 se han representado los

contornos de lafuncién f = e’e paraun modelo con dos pardmetrosp=(p; , p,). Si suponemos que
comenzamos con un modelo inicial po =( Df,Dg) y suponemos que hay un sélo minimo

P=(P1. P2 ), podemos ver, en dichafigura, el primer paso que se debe dar paraal canzar la solucién
del problema cuando usamos cada uno de |os tres métodos mencionados. L as sucesivas aplicaciones
de cualquiera de los tres métodos deberian al canzar |a solucion buscada pero, en general, el método
de Marquardt-L evenberg o realiza de manera més efectiva (Linesy Treitel, 1984).

Para poder aceptar una solucién de nuestro problemainverso no lineal, debemos comprobar
que hay un buen ajuste entre los datos observados y |os valores de la gravedad predichos por el
model o final obtenido despues de cierto nimero de iteracionesk+ 1. Paramedir dicho gjuste, se hace

uso del parametro estadistico q, denominado desajuste, definido mediante la ecuacion:

6/| < 2
a=a (9 - Al (1.30)

i=1

donde {gi} son los datos observadosy F; [ Pk+1] es el funcional no lineal que nos proporcionala
solucién al problema directo calculado para el modelo Py -
Enlos métodos deinversion iterativos, es muy Util realizar un andlisis del valor del desgjuste

alcanzado en cada iteracion, pues nos puede dar unavision clara de la convergencia del proceso.
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dp método de Marquardt-L evenberg
P A dp método de Gauss-Newton - - -

dp método del gradiente

P:

FIGURA 1.3. Relacion geométrica entre las soluciones de |os métodos de Newton-Gauss, Marquardt -
Levenberg y el método del gradiente para un modelo de dos pardmetros. Nétese que el vector perturbacion,
calculado mediante el método de los gradientes, es perpendicular al contorno de lafuncionf (modificado de
Linesy Treitel, 1984).

1.2.1.2. Método de Marquardt-Levenberg considerando errores en los datos

Un proceso deinversién esincompleto si no serealizaun anélisis delainfluenciaque ejerce
el error de los datos sobre la construccion delas soluciones. Necesitamos saber |aprecision conlaque
la solucion del problema inverso gjusta a los datos observados cuando éstos presentan errores
experimentales o incertidumbres.

Hasta ahora hemos considerado |a existencia de errores en el problemadeinversion mediante
la definicidn del vector e, pero los hemos considerado residual es del problemay hemos intentado
minimizarlos, sinintroducirlos directamente en el proceso deinversion. Pararealizar laestimacion de
nuestro modelo, nos interesa conseguir una solucion que sea estable tanto numéricamente como
estadisticamente. La estabilidad estadistica es necesaria debido a la existencia de los errores
experimentales que estan asociados a los datos observados. Nos interesa incluir estos errores
directamente en la formulacion del problema inverso, pesando cada dato de acuerdo al error
experimental que presente y obteniendo una sol ucion ponderada por las incertidumbres de los datos.

La matriz de ponderacion que se utiliza normalmente es;
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donde s;®> = E[e?] eslavarianzadel datog; y s; sjrij= E[e g] sonlascovarianzas, siendoe el
vector de los errores experimental es presentes en los datosy r;; € coeficiente de correlacion entre e
dato g; y el dato g;. Lamatriz anterior se denomina matriz de varianza-covarianza de los datos
(Inman, 1975). En primera aproximacién, se puede decir que los errores en los datos son
independientes entre si, por tanto, los términos que se encuentran fuera de ladiagonal principal son
nulosy lamatriz de varianza-covarianza se convierte en unamatriz diagonal cuyos elementos son las
varianzas de los datos.

Paraincorporar laponderacion por los errores en el problemainverso, definimoslamatriz

diagonal de dimensiones MxM :
; :

:diagii,i,m,—' (1.32)
iS1 S2 SM%

Con estamatriz, podemos redefinir nuestro problemainverso introduciéndolaen el funcional

f delaecuacién (1.25) que queremos minimizar:
f= dp' dp+b(Sy-SJdp)' (Sy-SJdp) (1.33)

Realizando la minimizacién de la funcién anterior y despejando el vector ap de las

perturbaciones del modelo obtenemos:
- -1
dp=[b 1 +37s2y[ JTs?y (1.34)

Con este resultado, podemos calcular los parametros del modelo estimado mediante el

proceso iterativo dado por la expresion:

Pkl =pk e (bt +37s%23) 13T s?y (1.35)
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Para determinar las varianzas, es necesario conocer |os errores que presentan los datos
observados, pero en muchos problemas geofisicos esto no es posible y s6lo se puede realizar una
estimacioén de dichos errores. En este trabajo, vamos a suponer que los datos observados se
encuentran normal mente distribuidos sobre sus val ores esperados, poseen incertidumbres conocidas
estadisticamente independientes que se presentan en una distribuci6n gaussianade promedio ceroy

desviacion estandar s. Por tanto, en este caso la matriz S viene dada por la expresion:
S=s 1 (1.36)

Teniendo en cuenta la desviacion estandar correspondientes, el desajuste entrelarespuesta

del modelo-solucién y los datos observados se puede definir por la expresion:
d I
i- F
0 = Ea M (1.37)

Basandonos en el valor del desajuste, podemos aceptar o rechazar un determinado modelo.
Para M observaciones independientes y N parametros independientes, el desajuste presenta una
distribucion c-cuadrada con (M—N) gradosdelibertad y con un valor esperado Egs] =M, € niimero
de datos, seguin la estadistica paralas distribucionesc-cuadradas (Constable et al., 1987). Al valor
esperado del desgjuste, definido de la forma anterior, se le denominatolerancia T = E[gs]. Si la
tolerancia es mucho menor que M, el modelo esta sobredeterminando |os datos. Esto significa que
podemos encontrar un model o satisfactorio que ajuste alos datos pero también puede ocurrir que se
acepten model os que pueden contener errores de calculo introducidos por la computadora. Si la
tolerancia es mucho mayor que M, el model o no puede agjustar alos datos observadosy, por tanto, ho
es satisfactorio (Meju, 1994). Sin embargo, hay que tener en cuenta que debido a problemas de no-
unicidad, un buen gjuste entre larespuesta de un model o y los datos observados no es una garantiade
gue dicho modelo sea la solucion correcta a nuestro problema (Linesy Treitel, 1984).

Una vez calculada la soluciéon del problema inverso, debemos analizar la validez y la
precision de dicha solucion. Paraello, se utiliza una serie de pardmetros que nos ayudan a aceptar o

desechar la solucién obtenida.
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1.2.2. Anélisis de la solucion

1.2.2.1. Andlisis de la sensibilidad, existencia, unicidad y estabilidad

Para analizar la calidad con la que | os datos observados pueden determinar |os parametros
del modelo de fuente anémal a, es necesario analizar lasensibilidad que presentael conjunto de datos
observados alaresolucion de los parametros del model 0-solucién. Es necesario determinar en qué
medidalos parametros de lafuente pueden sufrir variaciones sin afectar el gjuste de larespuestadel
modelo a los datos observados.

Para pequefias perturbacionesap en los pardmetros, lasvariaciones esperadas yen losdaos

vienen dadas por la expresion del problema directo linealizado:
y=Jéap (1.38)

donde J es el operador jacobiano del sistema, también llamado matriz de sensibilidad.

Como ya vimos anteriormente, el jacobiano es unamatriz cuyos elementos son las derivadas
parciales de cada funcional F; con respecto a cada uno de los pardmetrosp; del modelo (ecuacion
1.19). Observando dichas derivadas podemos obtener informacion acerca de la sensibilidad de cada
dato aun cambio en los diferentes pardmetros de lafuente, esto es, cuanto mayor seael valor delos
elementos del jacobiano, mayor seralainformacion que poseen los datos acerca de cadauno delos
parametros del modelo (Edwards et al., 1981).

Para estudiar no solo la sensibilidad, sino también laexistencia, launicidad y |a estabilidad de
la solucion de un problemainverso, aplicamos la descomposicidn en val ores singulares d jacobiano
del problema. Este método ha sido ampliamente descrito y utilizado en numerososlibrosy articul os
que tratan de problemasinversos, como por ejemplo: Aki y Richards (1980), Edwards et al. (1981),
Garcia-Abdeslem (2000), Glenn et al. (1973), Inman et al. (1973), Inman (1975), Lanczos (1961),
Linesy Treitel (1984), Meju (1994).

L adescomposicion en val ores singulares de unamatriz rectangul ar J, de dimensionesMxN y

cuyorango esh <N< M, esunadescomposicion ortogonal relacionada con ladescomposicion en

valoresy vectores caracteristicos de las matrices J T3 y JJ T lascualesson simétricasy definidas

positivas. Esta descomposicion transforma la matriz jacobiano del sistema en el producto de tres

matrices:

J=uLv' (1.39)
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donde U es unamatriz ortogonal de dimensiones MxM cuyas columnas u; forman unabase del espacio
M-dimensional de datos, V es otra matriz también ortogonal de dimensiones NxN cuyas columnasv;
forman unabase del espacioN-dimensional delos pardmetrosy L esunamatriz de dimensionesMxN

delaforma

dp o

L=
&0 of

(1.40)

donde L , es unamatriz diagonal cuadrada de dimensionesh x h cuyos elementos no nulos son losh
valores singulares del jacobiano (11,1, ,...,14).

Todo el espacio de los datos esta generado por las columnas delamatriz U y todo € espacio
de los parametros esta generado por las columnas delamatrizV. Lamatriz J esta asociada a ambos
espacios mediante larelacion (1.39). Si tenemos Unicamente r valores caracteristicos no nulos,
podemos dividir U en lamatriz Uy, , cuyas columnas son los vectores caracteristicos asociados alosh
valoressingulares no nulos, y enlamatriz Ug , formada por |os vectores caracteristicos asociados a
losvalores singulares nulos. De lamismamanera, se puede dividir lamatriz V enlasmatricesV y Vo.

Las matrices Uy y Vi serelacionan entre si através de lamatriz delos val ores caracteristicos

mediante las expresiones:

JV, =L, U,
(1.42)
JTU, =LV,
Y las matrices Upg ¥ Vo cumplen las relaciones:
JVy=0
(1.42)
J'U, =0

Con esto vemos que, para los valores caracteristicos nulos, los vectores u 1 Ug (i=h +1,....,M)
y vl Vo (i =h +1,....,N), quedan desacoplados y son independientes. Por tanto, el espacio de
los datosy el espacio de los parametros se encuentran acoplados solamente mediante los valores

caracteristicos no nulos, y lamatriz J puede ser reconstruida por h vectores caracteristicos u;l Uny

h vectores caracteristicos v 1V, :
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., ouzw, o
3=(u,u,) éoh ol " T=U Ly V' (1.43)
e u 09

Laecuacion anterior demuestra que se puede generar el operador jacobianoJ sintener ninglin
conoci miento de |os espacios generados por las columnas de las matricesU, y V,, asociados con los
valores singulares nulosy, por tanto, sin tener ningln conocimiento de |as soluciones de | os sistemas
homogéneos (1.42). Dichas sol uciones nos proporcionan informacién acercade lacompatibilidad y
las deficiencias del sistema (1.38), pero esas mismas soluciones son ignoradas por el operador J. Es
cierto que este operador esta asociado con un espacio U y otro espacio V, pero ocurre queJ no esta
activado como operador en todas | as dimensiones de esos espacios, sélo en |os subespaciosU, y V,
(Lanczos, 1961).

Al estudiar lanaturaleza del subespacio U, , podemos tener unaidea acercadelaexistencia de
la solucion de nuestro problema, pues este subespacio es lafuente de discrepancia entre los datos
observados y y la respuesta del modelo. Este subespacio cumple la relacion U,Jap =0 que es
similar alaecuacion (1.7), por lo queUg es el aniquilador del jacobiano J, que es el nacleo de los
datos. Por tanto, si larespuestadel modelo Jap no tiene ninguna componente en dicho subespacio,
estard restringida totalmente en el subespacio Uy y siempre se puede encontrar un modelo que
satisfagalaecuacion (1.38). Sin embargo, si existe al gunacomponente de los datos en el aniquilador
Uo, larespuestadel modeloJap no puede describir los datos paracualquier eleccién dedp (Akiy
Richards, 1980).

Por su parte, el subespacio V, nosdainformacion acerca de launicidad de lasolucién. De
hecho, este subespacio es el causante de lafaltade unicidad en la solucién cuando se busca un modelo
de fuente a partir de los datos observados. Esto es debido aqueV, es el espacio nulo deJdebidoala
relacion JVg = 0, por tanto se pueden afiadir vectores en el subespacio V, sin contradecir |os datos
observados. Para que haya unicidad en la solucion, es conveniente queJ no poseavalores singulares
nulosy asi el subespacio V, es un espacio vacio. Cuando ocurre esto, la solucién es Unica para un
determinado modelo inicial, independientemente de si el espacio Uy existe o no (Aki y Richards,
1980).

Ladescomposicion en valores singulares del jacobiano también nos puede dar unaideade la
estabilidad de la solucién mediante larelacion existente entre el vectory, que esladiferenciaentre

los datos de gravedad observadosyy el resultado del problemadirecto calculado parael modeloinicial

p°, las perturbaciones de |os parametros del modelodp, | os vectores caracteristicosul Uy, ,vil V, Y

los valores singulares |1 L, del jacobiano del sistema:

liviap=uly i=1,2, ...,h (1.44)
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en donde viTé'l p eslamagnitud de la proyeccion del vector 8p sobre el i-ésimo vector propio

asociado alos parametros del modeloy uiT y eslaproyeccion del vectory sobre el i-ésimo vector
propio asociado a los datos observados. Ambas proyecciones estan relacionadas mediante el

correspondiente valor propio no nulo| ; , por lo gue no son independientes. Como se desprende dela
relacion (1.44), si lamagnitud de la proyeccion uiT y es pequefiay la magnitud de la proyeccién

viTé p esgrande, el valor singularl ; es muy pequefio. La existencia de valores singulares pequefios
puede afectar de manera significativa a la estabilidad numérica del problema. Esto se resuelve en
parteal introducir el factor de amortiguacion de Marquardt en el sistema, pues afiadiendo el factor de
amortiguacionb " aladiagonal principal delamatrizJ'J enlaecuacion (1.30), se estdaumentando la
magnitud de los valores singulares. No obstante, para cuantificar la posible inestabilidad numérica
existente en el problema es necesario estudiar larelacion existenteentrelasamplitudesdelosvalores

singulares del jacobiano mediante el nimero de condicién de la matriz J:

k = e (1.45)

siendo | ., €l valor singular de mayor magnitud y | i, € de menor magnitud. Aunque los valores
singulares no sean nulos, si alguno de ellos es muy pequefio se puede producir la amplificacion del
error existente en los datos observados en la direccion de los vectores caracteristicos asociados a
dicho valor singular, esto significa que un pequefio error en el vector de datos observados puede
producir un error grande en el vector solucién del problema (Lanczos, 1961).

Una caracteristicaimportante de los vectores caracteristi cos U esqueforman combinaciones
lineales de los datos observados y su analisis puede indicar cudles de esos datos afectan a un

determinado parametro o a una combinacioén de ellos:

y =Uny (1.46)

donde y* es llamado el vector de datos caracteristicos (Edwards et al., 1981). El estudio de este
subespacio nos ayuda a discriminar entre los elementos del conjunto de datos, desechando aquéllos
gue nos proporcionan una informacién redundante acerca de los parametros. Esto es Util para
optimizar el procesoy hacerlo masrépido (Inmanetal., 1973) pero enlaactualidad, con el uso de
las computadoras, esta discriminacion no es necesaria.

Por otro lado, cada vector caracteristico de Vy representa una combinacion lineal de los

pardmetros del modelo que presentan cierta correlacion entre si:
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ap =Vp dp (1.47)

donde ap " sellamavector delos pardmetros caracteristicos. Aquellos vectores asociados con | os
valores singulares mas altos son las combinaciones de parametros del modelo que tienen mayor efecto
sobre laanomalia de la gravedad resultante y, por tanto, estan bien determinadas por |os datos. Los
vectores caracteristicos que estén asociados a los valores singulares mas bajos representan las
combinaciones de parametros que menos afectan ala anomalia gravimeétrica producida por el modelo
y las que peor quedan resueltas por los datos de gravedad (Edwards et al., 1981).

Suponiendo que los datos presentan errores estdndar independientesigualesalaunidad y que

se cumple larelacion (1.46), el error estandar en y* estambiénigual alaunidad. Por otro lado, de

(1.44), (1.46) y (1.47) se cumple larelacion:

y =Lpdp (1.48)

por lo que cualquier cambioen y estdasociado aun cambio en ap . Asi pues, el error estandar en

. * , . . . * . . . .
ap estidasociado al error unitarioen y medianteel inverso del valor singular correspondiente:

g = (1.49)

« 1
i
Cuando este error es mayor que la unidad, hay inestabilidad en el célculo de los parametros de la
combinacion lineal correspondiente y éstos quedan indeterminados (Edwardset al., 1981; Gomez-

Trevifio y Edwards, 1983).
Como hemos visto, la descomposicidn en valores singulares del jacobiano y el andlisis e

interpretacién de sus el ementos permiten describir deformafisica, sinrecurrir al andlisis estadistico

de errores, las ambigliedades presentes en el proceso de gjuste de un modelo a datos de gravedad.

1.2.2.2. Andlisis de la matriz de resolucion de los parametros

Para determinar |a calidad de una solucién que en principio puede ser satisfactoria, se puede
utilizar la matriz de resolucion R. La expresion general de esta matriz se puede encontrar en
numerosos librosy articulos relacionados con el método de inversion de datos (Aki y Richards, 1980;

Meju, 1994; Jackson, 1972; entre otros). Esta matriz se define, de manera general, como el producto
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entre la matriz inversa generalizada H del problema, que en nuestro caso viene dada por la

ecuacion (1.29), y la matriz del sistema J:
R=(b b +3T3)W"y (1.50)

Los elementos de ladiagonal principal de estamatriz son unamedidade laresolucién delos

pardmetros, ya que relaciona la solucién estimada bk+l, obtenida mediante la inversion, con la

solucién real del problema p mediante |a expresion:

p*l=Rp (1.51)

Si el factor deamortiguacién b™* esnuloy lamatriz inversaresultante en laecuacion anterior
existe, lamatriz de resolucion es R :VthT , que eslamatriz identidad, y su trazaesigual a nimero

de valores singulares del jacobiano. Esto indica una resolucién perfecta, ya que cada uno de los
parametros del model o se puede determinar de manera tinicaen el proceso de inversion. No obstante,
esto no garantiza la unicidad del modelo final, pues éste dependera del modelo inicial con el que
comenzo el proceso deinversién (Inman et al., 1973). Si b * no es nulo, lamatriz R yanoeslamatriz

identidad y su traza es:

o) | 2
Traza(R)=Q ————<h (1.52)
o i +D

La diferencia entre los elementos de una determinada fila de Ry los elementos de la fila
correspondiente en la matriz | es una medida de la falta de resolucion para la determinacion del
pardmetro del modelo correspondiente. En nuestro caso, el propio planteamiento del método de
Marquardt-L evenberg obligaaque b * seadistinto de cero en las primeras iteraciones del proceso,
disminuyendo progresivamente a medida que se va acercando a la solucién de problema. Si en €l
proceso iterativo el factor de amortiguamiento Ilega a ser cero, se ha alcanzado la solucién del
problema en el sentido del método de minimos cuadradosy la matriz de resolucién de la solucién
obtenida coincide con la matriz identidad, o que nos indica que se ha alcanzado una resolucion
perfectade los parametros del modelo. Si el factor de amortiguacion no llegaaalcanzar el valor cero,
la matriz de resolucion serd distinta de la matriz identidad parala solucién final del proceso.

Si hacemos uso de la descomposicién en valores singulares de la matriz J de la ecuacion

(1.39), la ecuacion (1.50) se convierte en la expresion (Aki y Richards, 1980):
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T

L2
h
R=V A (1.53)

MLZ+b

Como se ve, la existencia del factor de amortiguacion dificulta la resoluciéon de los
parametros del modelo. Esto nos demuestra que, en general, el método de Marquardt-Levenberg no
tiene una resolucién perfecta. No obstante, la matriz R nos puede proporcionar una idea de los
pardmetros que han sido resueltos con mayor resolucion.

Si tenemos la solucion del problema inverso pesada mediante la matriz S, dada por la

expresion (1.33), la ecuacion (1.50) se convierte en:
R=(b 1 +37s23)y1"s2 (1.54)

por lo que si realizamos la descomposicién en valores singulares de lamatriz J y sustituimosen la

ecuacion anterior, obtenemos la expresion:

-2) 2
S

— (1.55)
s 22+p 'y "

R :Vh

El valor delavarianzas 2 delos datos en la ecuacion anterior se puede estimar apartir dela

ecuacion:

(1.56)

donde y viene dado por la expresién (1.17) y M — N son los grados de libertad. $ ?se denomina

varianza residual y depende del ajuste entre los datos reales observados y |os datos de gravedad
cal culados mediante el modelo tedrico. Cuando § ? es bastante mayor ques 2, el modelo tedrico no
explica satisfactoriamente | os datos observados, pero también puede significar queel valor des % ha

sido subestimado. Si ocurre que s ? es mayor que $ 20 bien el valor del primero ha sido
sobreestimado o bien la curva de laanomalia obteni da esté ajustando el ruido que contaminalos datos
(Inman, 1975).
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1.2.2.3. Andlisis de la matriz de covarianza de los parametros

Otro aspecto importante a tener en cuenta en el andlisis de la bondad de la solucién de un
problemainverso es la determinacion de los |imites del interval o de confianzaen los parametros del
modelo. Laformamés simple de determinar esto es haciendo uso de los métodos estadisti cos esténdar
para determinar |los errores existentes en los parametros de un model o dado a partir de los errores
presentes en los datos de gravedad (Lawson y Hanson, 1974). Para ello, definimos la matriz de

covarianza de |os par &metr os que depende de lavarianzas * delos errores experimentalesy dela
forma en la que las incertidumbres de |os datos observados se introducen en los errores de los
parametros del modelo. Ladeduccién de laexpresién de lamatriz de covarianza de |os pardmetros,
paralos distintos métodos de inversion existentes, hasido ampliamente tratadaen laliteratura (Inman,
1975; Megju, 1994; entre otros).

Laexpresion general de la matriz de covarianza del estimador de las perturbaciones de los

pardmetros 4, en el caso de que | os datos experimental es no estén correlacionadosy que tengan la

mismavarianza s 2, es de la forma:
Cov (APp)=H[Cov(e)] H" (1.57)

donde Cov (e) = s °I eslamatriz de covarianza de los errorese de las observaciones.

Como yavimos, cada c omponente del vector &P es una pequefia perturbacion de larespuesta
del modelo P alrededor del modelo inicial p°. Como las componentes dep® son conocidas, una
varianza grande en 4P corresponde aunagran varianzaen p (Glennet al., 1973). Asi, lamatriz de

covarianza de |os parametros es:
Cov (P)=H[Cov (e)]H" (1.58)
Para el método de Marquardt-L evenberg, lainversa generalizada viene dada por laexpresién

(1.29), por lo que sustituyendo en la ecuacion (1.57), se obtiene la matriz de covarianza de los

pardmetros:
Cov(p)=|(b ™t +37J )'1JT][s 2|][(b'1| +JTay T (1.59)

Como en el caso de la matriz de resolucion, sustituyendo la expresion (1.39) de la
descomposicién en valores singulares de lamatriz J en la ecuacion (1.59), obtenemos lamatriz de

covarianza en laforma (Aki y Richards, 1980):
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2

h
Cov(p) =s2V,—————— VT 1.60
h(Lh2+b-l|)2 h ( )

donde s ? se sustituye por lavarianzaresidual $ 2 dada por laecuacién (1.55), paraaquellos casosen
los que | os datos estan libres de ruido.

Los elementos de la diagonal principal de una matriz de covarianza son lasvarianzas dela
estimacion de los parametros del modelo. Los elementos que se encuentran fuera de la diagonal
principal son lascovarianzasentre pardmetros e indican la posible existencia de correlaciones entre
los pardmetros del modelo. Si hay poca correlacion entre pardmetros, las desviaciones estandar
correspondientes son buenas medidas de las incertidumbres de los parametros. Si dos parametros
estan fuertemente correl acionados, | as desviaciones estandar de |os mismos seran mayores que las
incertidumbres que poseen y la matriz de covarianza de los pardmetros no es un buen estimador dela
calidad de la solucidn obtenida en el proceso de inversion (Inman, 1975).

Si tenemos nuestro problemainverso pesado por lamatriz S, laecuacién (1.59) setransforma

en la expresion:
Cov(p)=[(b 1 +37s23yTsT] s 21][(b 1 +37s23 y LTST] T (1.61)
y haciendo la descomposicién en valores singulares obtenemos la expresion:

S -2Lh2
VAl (1.62)
(s 2 2+p 42"

Cov(p) =s 2V,

donde lavarianza de los datoss 2 se puede sustituir por lavarianzaresidual $ 2 dada por laecuacion

(1.55), quedando la matriz de covarianza como:

2.2 2
Cov(p) =52V, ° tn Al (1.63)
Mg 2+ )2 " '

gue es laexpresion que vamos a utilizar para calcular lacovarianzaalo largo del presentetrabajo en

aguellos casos en los que los datos estén contaminados con ruido.
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1.2.2.4. Andlisis de la matriz de correlacion de los parametros

Cuando existe dependencia lineal entre los parametros del modelo, el problema puede
presentar inestabilidad. Una forma de comprobar la dependencia o independencia lineal entre
pardmetros es estudiando la matriz de correlacion, cuyos elementos vienen dados por la expresion
(Jenkins y Watts, 1968):

[Cov( D)];;

O oI oo 7

(1.64)

dondesi el valor del elemento [Cor( p)]; ; escercano alaunidad, los parametros correspondientesp;

y p; seencuentran fuertemente correlacionados y, por tanto, son linealmente dependientes.
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Capitulo 11

PROBLEMA DIRECTO PARA FUENTES
GRAVIMETRICASEN 2D
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Problema directo en 2D 3¢

INTRODUCCION

En este Capitulo se presenta el desarrollo de |as expresiones matematicas necesarias para
realizar el modelado directo de las anomalias gravimétricas producidas por fuentes bidimensionales
cuyas fronteras estan descritas por funciones continuasy en las que lafronterasuperior coincide con
la superficie donde se encuentra el observador que realiza la medida de dichas anomalias. Se ha
supuesto que la distribucion de densidad que caracteriza a estas fuentes puede presentar cambios
laterales, cambios en profundidad o cambios en todas | as direcciones simultdneamente. También se
presenta un modelo tedrico para cada tipo de fuente y la anomalia gravimétrica que produce. Los
resultados que se obtienen son Utiles para modelar una amplia variedad de estructuras geol 6gicas
presentes en la corteza terrestre.

A continuacion vamos a presentar el célculo delasolucion delaecuacion (1.5), parael caso
de distribuciones bidimensional es, dependiendo de | as funciones que describen dichos contrastes de
densidad y lasfronteras que limitan la distribucidn de masas. Pararedlizar |asintegraciones necesarias
paradicho célculo, se utilizan |os métodos de integracion analiticos habitualesy, en el caso de que
este tipo de integracién no sea posible, se utilizal acuadratura de Gauss-Legendre, que seencuentra

descritaen el apéndice A.

2.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DIRECTO EN 2D

Ciertas estructuras geol 6gicas tal es como diques y algunas cuencas sedimentarias, presentan
una de sus dimensiones horizontales mas alargada que la otra. Generamente, las anomalias
gravimétricas de estos cuerpos también presentan alargamiento en la misma direccion. Si esta
dimensién es mayor que la otra, con unarazén minimade 5 a1 (Garcia- Abdeslem, 1996b), es posible
considerar que lafuente andmala no presenta cambios en la direccion paralela a su dimension mas
larga. Asi podemos modelar su anomalia gravimétrica reduciendo la fuente a una regién
bidimensional obtenida a partir de lainterseccion de un plano, perpendicular ala di mensién mas
larga, con el cuerpo andmalo (figura 2.1). En este caso, podemos considerar el cuerpo como
bidimensional. Esto es una ventgja, pues tanto el concepto como la formulacion de este tipo de
problemas son mas faciles de abordar que el caso en el que laanomaliay € cuerpo que laproduce son
de forma tridimensional. Por ello, cuando el problema geoldgico lo permite, se suele realizar €l

model ado de las fuentes considerando sélo el problema bidimensional.
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v

v

FIGURA 2.1. Reduccién de una dimension en cuerpos geométricos tridimensionales alargados.

Para el modelado directo de laanomalia de una fuente bidimensional, vamos a considerar que
dichafuente se encuentraen el plano (x, z), con un contraste de densidad con el medio circundante
descrito por una funcién continua que depende Unicamente de las variablesx y z, Dr (X, z), y que €l

observador se encuentra en (xo, Zo). Segun lo anterior, laecuacion (1.5) se puede reescribir como:

¥
g(xo,zo):G(\I\jxdzDr(x,z)(z— ZO)C\)%/ (2.1)
S -¥

donde S representa al cuerpo bidimensional y r viene dada por la expresion (1.2). Integrando esta

ecuacion con respecto a la variable y, obtenemos:

a2 (z- 7))
g(xo,zo)—2G®xdz(X_ x0)2+(z- = )2 Dr (x,2) (2.2)
S

Laecuacién anterior representa el efecto gravimétrico que produce un cuerpo bidimensional
S, caracterizado por un contraste de densidad Dr (X,z), sobre un observador situado en un punto P, de

coordenadas (Xo, Zo).
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Teniendo en cuenta como van a ser las fronteras de laregion Sy qué funcion continuava a
describir el contraste de densidad, vamos a considerar varios casos pararealizar el cllculo de la
solucion de la ecuacion (2.2). Debido aque no existe unasolucién anal itica pararesol ver la segunda
integral de dicha ecuacion, vamos a utilizar la aproximacién de Garcia-Abdeslem (1992, 1996a,

1996¢) basada en el método numérico de integracion de la Cuadratura de Gauss-L egendre.

2.2. FUENTE ANOMALA LIMITADA LATERALMENTE POR FUNCIONES
CONTINUASDE LA VARIABLE Z

Supongamos que las fronteras |aterales de lafuente S vienen expresadas por dos funciones
continuas que dependen de lavariablez: f1(2) y f2(2), y queloslimites superior einferior de Sson dos

funciones constantes: z= z, y z= z,. Lageometria general de lafuente anbmalaSvienerepresentada
en lafigura 2.2 y su expresion matematica es:

S:{[x,z]: fl(Z)EXE f)(2),2£2£ 22} (2.3)
Distancia (km) X

Z|...
€
=
2
% f, (2 Dr (x,2) f,(2
=)
o
a

Z,|

S
Zv

FIGURA 2.2. Geometria general de fuente anémala limitada lateralmente por funciones continuas de la
variable z.
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Teniendo en cuentalas fronteras que limitan laregién S, laecuacion (2.2) se puede reescribir

de la siguiente forma:

22 f2( Z)

_ NN (z- z9)
g(xo,zo)—ZGodxdz(X_ X0)2+(Z- 20)2 Dr(x,2) (2.4)

7 f)(2)

Para calcular la solucién de la ecuacion (2.4), se realiza una separacion de variables,

resultando la siguiente expresion:

1f2(2) i
;

2
_ b ] o~ Dr (x,2) 25
PoZE O O (2 2] oo
2 f f(2)

Consideraremos tres casos parael contraste de densidad. En el primero se consideraraquela
densidad va a depender sélo de la distancia horizontal x alo largo del perfil. En el segundo caso,
consideraremos que Dr va a depender de la profundidad z y en el tercero dependera de ambas

variables x y z, simultdneamente.

2.2.1. Contraste de densidad que depende de la distancia horizontal x

Consideremos en este caso que el contraste de densidad que presentalafuent eviene descrito
por una funcién continua que varia s6lo con respecto a la variable x, Dr (x). De esta manera, la

ecuacion (2.5) queda de la forma:

z 1f2(2) U
: Dr -
9(Xg.29)=2G (\jz(z- ZO)E,' (\jx(x_ ” )zf)((i_ . )2:).', (2.6)
1 0 0
z 1 f2(2) p

Vamos a elegir una funcién polindmica de segundo grado para describir la densidad:

Dr (x)=a +bx+cx? (2.7)
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donde | os coeficientes del polinomio: a;, b, y ¢; son constantes. Este tipo de funcién representa una
variacion de ladensidad lo suficiente sencilla como para permitir realizar simples operaciones de
integracion analiticay lo suficientemente complicada como para permitir el modelado directo de
distribuciones de densidad complejas presentes en la natural eza.

Sustituyendo la expresién anterior en la ecuacion (2.6), obtenemos:

2 i f2(2) v

\ ] a; +bx+cyx i
g(xo,zo):2GOz(z- Z9)i L tx+o v

i Ox(x- X0)% +(z- 20)21)-/
b

4 T fi(2)

(2.8)

Pararealizar laintegracion analiticade laexpresion anterior, podemos separar laintegral con

respecto a x en tres integrales y calcularlas separadamente:

i
Z, T f.(2)
N ) N
9(%.2) =26(Yz(z- n)ja (Y
|
Z ] fi(z)

1
(x- %) +H(z- )

)\

| | (2.9)
i

(2) fo(2) , i

\ X N X i

+ X + ax ,

blf(c? (X- %) +(2- %) le(o) (x- % )2 +(z- 25)2)

! z 1 z .I.

1 i b

Laintegral | delaecuacion anterior se puede resolver directamente realizando el siguiente

cambio de variables: x - xo =w y z- 2, = a, obteniéndose:

fo(atz,)
| = dw 21 _ (2.10)
W +a
f(a*z)

La solucion de esta integral, una vez deshecho el cambio de variables, es:

é X - X d]fZ(Z)
& 0 i (2.11)
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Laintegral |1 delaecuacién (2.9) seresuelve de lami smamaneraque laintegral |, redizando
el mismo cambio de variables, con lo que se obtiene:

fo(a+z)
N\ w + X0
Il = (2.12)
w2 +a?
fi(a+zg)

Separando la integral anterior en la suma de dos integrales, resolviendo ambas y deshaciendo el
cambio de variables, obtenemos:

é -
I :élln{(X- X0 ) +(z- 20)2} + 0 __arctang- 0% (2.13)
62 z-2) %

Para calcular la solucion de laintegral Il serealiza el mismo cambio de variables que para

las integrales anteriores, |legando ala expresion:

f(a+z) )
w2 +2Wxg + X
= c‘jw T 7% (2.14)
W +a
f1(a+z)

Separando estaintegral en lasumade tresintegrales, resolviendo cada una de ellas por separado y

deshaciendo el cambio de variable, se obtiene la solucion de laintegral 1ll:

- (z- 20)20

1] :gxoln(x- Xp)® +(2- 20)2]+§ s arctan %0 —+(X Xo)l; (2.15)
g zZ-2 g

0 B

0 ﬁ

Sustituyendo |os resultados obtenidos para las integrales|, |1 y Il enlaecuacion (2.9) y

agrupando términos, obtenemos:

)
g(xo,zo):ec‘jz}% (by +26%0)(2- 20)In|(x- %)? + (2~ 2)?)

] (2.16)
fa( 2)

+2[Dr(x0)-cl(z-zo)z]arctan? —+2q(x Xo N Z- zo)g
Z- 2y g

fi(z)
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Resolviendo numéricamente laintegral con respecto az delaecuacién anterior, seobtienela
anomalia gravimétrica de una fuente andmala bidimensional S, cuyaexpresién matematicaviene dada
por la ecuacién (2.3), y que presenta un contraste de densidad que depende so6lo de la distancia

horizontal x como el polinomio de segundo grado de la ecuacion (2.7).

2.2.2. Contraste de densidad que depende de la profundidad z

Supongamos que el contraste de densidad de laregion S con respecto al medio circundante
viene descrito por unafuncion continua de lavariable z. Debido ala dependencia con la profundidad
delafuncion que describe el contraste de densidad Dr (z), éstano participaen laintegracién analitica,
sino tan s6lo en laintegraci én numérica. Por €ello, no hay restricciones en cuanto alaeleccion del tipo
defuncién que vayaadescribir al contraste de densidad, siempre que sea una funcién continuadela
variable z.

En este caso, se puede realizar una separacion de variables en la ecuacion (2.4), quedando

ésta como:

2 112(2) 1]
;

N T dx
X0,Z0 )=2G £¥z(z- z5)Dr (2)§ Y
9% %) O ( o) Ir ( )::: Qx— Xo)2 +(z- 20)2%/
] 1 f(2) p

(2.17)

El cllculo delasolucién delaecuacidn anterior conllevalaresolucion analiticade laintegrd

con respecto ala variable x. Realizando dicha integracién se obtiene:

)

0(Xg,29)=2G GZI} Dr (z) arctan ? X0 gJ (2.18)

4l

Posteriormente, serealizalaintegral con respecto alavariablez, obienanditicamenteo bien
mediante la cuadratura de Gauss-L egendre, dependiendo del tipo de funciones que seanDr (2),f1(2 y
f2(2), paracalcular el efecto gravimétrico de una fuente anémala bidimensional Sque estalimitada
|ateralmente por funciones continuas que dependen de la profundidad y cuyo contraste de densi dad

varia también en funcién de z.
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2.2.3. Contraste de densidad que depende de las variables x, z

En este caso, vamos a suponer que el contraste de densidad Dr es unafuncion continua que
varia con respecto alas variablesx y z. Consideraremos que la funcién densidad es un polinomio de

segundo grado con respecto a x dado por la siguiente expresion:
Dr (x,2) = Ay(z) + By(2) x+Cy(2) X* (2.19)

donde A;(2), B1(2) y Ci(2) son funciones continuas de la variablez.

Si sustituimos esta expresion en la ecuacion (2.5), obtenemos:

7 112(2)

\ T =
9(X0,20)=2G (¥2(z- 25)i

O 1 O

z 1 fa(2)

)+ B(2) x4+ Cy(2) 2]
y

2.20
(X'Xo)2+(z'zo)2 T ( )

Para cal cular una solucion de esta ecuacién, podemos realizar laintegracidn con respecto alavariable
x de forma analitica. Para ello, separamos la integral en tres integrales distintas, llegando a la

expresion:

N
e

s : 1.(2) .
— ~ - ! A
900.2) =26 (Y2 (2 2) [ A(2) f((?X(x- %Pz 27
2 i \z
i e (2.21)

f,(2) f,(2)
2

u

+B(z) (¥« X +Cy(2) A\ X :
d(x-xo)2+(z-zo>2 ' f(Q (X- %P +(2- %)

1(Z I

b

fi(z)

e ne

Laintegral |dde laexpresion anterior eslamismaque laintegral | delaecuacion (2.9). Por
tanto, el resultado viene dado por laexpresion (2.11). Lo mismo sucede con lasintegrales 14y [114,.
L os resultados de ambas integral es se corresponden con los resultados de las integrales |l y 111 y
vienen dados por las expresiones (2.13) y (2.15), respectivamente. Por tanto, sustituyendo las
expresiones (2.11), (2.13) y (2.15) en la ecuacién (2.21) y agrupando términos, llegamos a la

expresion:
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2
g(xo,zo):Gc\jz }%[Bl(z)+ ch(z)xo](z- zo)ln[(x- x0)2+(z- 20)2]
2 (2.22)
o & . f2(2)
5 +2Cy(2)(x- %0)(2- Z0)y
z bu

+ Z[Dr (X0,2)- Ci(2)(z- 29 )2] arCta”gx_

09

Para obtener el efecto gravimétrico de la fuente andmala bidimensional que estamos
considerando, se debe resolver laintegral sobre la variable z de la ecuacién anterior 0 bien
numéricamente o bien analiticamente, eligiendo este Ultimo caso si las funcionesAy(2), B1(2), Ci(2),

f1(2) y f2(2) son lo suficientemente sencillas como para permitir este tipo de integracion.

2.2.4. Ejemplos

Laecuacion (2.22) y su resoluci én numeéricanos proporcionan la solucién general del célculo
delaanomaliagravimétrica de unafuente anémalalimitadalateral mente por funciones continuas de
la variable z y cuya densidad varia con respecto a las variables x y z. A partir de esta ecuacion
podemos obtener el resultado parael caso particular 2.1.1. si lasfunciones Ai(2), B1(2) y Ci(2) son
constantes, obteniéndose |a ecuacion (2.16). En el caso de que lasfuncionesB;(2) y Ci(2) seennulas,
seobtiene el resultado parael caso 2.1.2. con laecuacion (2.18). Parailustrar el tipo de geometriasy
densidades que se pueden tratar, se presentan a continuacion tres ejemplos (M artin-Atienzay Garcia:
Abdeslem, 1999). En cada uno de ell os considerar emos que el observador se encuentrasituado enla
topografia, z,= 0 km, y lafuente se encuentracomprendidaentrelas profundidadesz, =0y z, =3
km. También consideraremos que las funciones f,(2), f,(2), A(2), B1(2) y Ci(2) son funciones
polindémicas, debido a que cualquier funcidn continua puede ser reducida a un polinomio mediante
una expansion en series de Taylor. Ademas, |os polinomios son funciones suaves que pueden modelar
una amplia variedad de geometriasy distribuciones de densidad presentes en la naturaleza.

En el primer ejemplo, consideramos una fuente andmala limitada lateralmente por las
funciones polinémicas: fi(z)=-2- 06zy f,(z)=1+12z. El contraste de densidad para este
primer caso viene dado por el polinomio: Dr (x) = 0.5 + 0.02x — 0.02x?. Lageometriade este cuerpo

se puede ver en lafigura 2.3(a) y la anomalia gravimétrica que produce viene representada en la
figura 2.3(b).
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FIGURA 2.3. (a) Fuente anémala responsable de la anomalia gravi méricadelafigura(b). Laslineasdeigua

densidad se encuentran en unidades de g/cnt.

En el segundo ejemplo se han elegido lasfunciones: f;(z)=-5- 0.09z+ 0.4z% +0.012° y
fo(z)=5- 05z+0.01z> como fronteras laterales de la fuente anémala, cuya densidad es un

polinomio que depende delavariablez: Dr (z)=-0.5+0.01z+ 0.0522. Lafigura2.4 nos muestra

la geometria, la densidad y la anomalia que produce este cuerpo.
El tercer ejemplo que se presenta a continuacion es el caso mas general, en el que el contraste

de densidad varia con las variablesx y z como el polinomio de la ecuacion (2.19), cuyos coeficientes
son las funciones polindmicas: Aq(z)=-0.7 +0.06 22, B,(z)=-0.05zy C;(z)=0.04 , siendo €l
polinomio resultante de la forma Dr (x,z)=-0.7- 0.05xz+ 0.04x2 +0.062%. Las fronteras

laterales del cuerpo son: fy(z)=-4- 0.07z+0.322 +0.012° y fy(z)=45+0.5z- 022z%. La

figura 2.5 nos muestra la fuente y la anomalia gravimétrica que produce.
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FIGURA 2.4. (a) Fuente anémala r esponsable de la anomalia gravimétrica de lafigura (b). Las lineas de

igual densidad se encuentran en unidades de g/cn.
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FIGURA 2.5. (a) Fuente andmala responsable de la anomalia gravimétrica de lafigura (b). Las lineas de

igual densidad se encuentran en unidades de g/cnt.
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2.3. FUENTE ANOMALA LIMITADA SUPERIOR E INFERIORMENTE POR
FUNCIONES CONTINUAS DE LA VARIABLE X

En esta seccidén vamos a considerar que las fronteras superior einferior delaregion anomala
Svienen descritas por dos funciones continuas que dependen de lavariablex, g,(X) y 9»(X), y quelas

fronteras laterales son dos funciones constantes, X =X; y X = Xz. Laexpresion matematica que define
estaregion es de laforma:

S={[x,z]: x1£x£x2,gl(x)£z£gz(x)} (2.23)

y su representacion grafica se puede ver en lafigura 2.6.

Distancia (km)
X1 X2 )E

g4(X)
£ /—/
=

S
g Dr (x,2)
o
c
>
ke
& (%)
Z v

FIGURA 2.6. Geometria genera de fuente andmala limitada superior e inferiormente por funciones continuas
de la variable x.

En este caso, sustituyendo los limites de integracion correspondientes alaregion Sen la
ecuacion general para el caso bidimensional (2.2), obtenemos:

Xp Go( X)
(0,20 =26 () (Jrez Z-20) iy (x,2) (2.24)
(X- Xp)"+(z- zp)
X g x)

Para calcular la solucion de la ecuacién anterior hacemos una separacién de variables,
obteniendo:
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X _i_gz(x) u
o TN (z- z9) 0
X0,Zn )= 2G X y4 Dr (x,z 2.25
PR 0 O e ar Y e
x T alx) b

Al igual que parael tipo de geometria anterior, consideraremos tres casos para el contraste de
densidad. El primero presenta una densidad que depende de lavariablex, en el segundo la densidad

depende de la variable z y en el tercero de ambas variables x y z.

2.3.1. Contraste de densidad que depende de la distancia horizontal x

En el caso de que el contraste de densidad varie s6lo con |a coordenada horizontal x, podemos

separar la ecuacion (2.25) de la siguiente manera:

I g2(x) u
:

X
N T ~ (z- zy)
, =2G Di i 2.26
0000:20)=20 (p0r (0] (e (o (2.26)
X Tgl(X)

Debido a la dependencia con la distancia horizontal x del contraste de densidad Dr , esta
funcion no participa en la integracion analitica, pues esta operacion se realiza con respecto ala
variable z. Por ello, exceptuando el carécter continuo que debe tener Dr (X), no tenemosrestricciones
para elegir el tipo de funcion con la que queremos describir el contraste de densidad de la fuente
anémala.

Laintegral con respecto a zdelaecuacion (2.26) esunaintegral inmediata. Sustituyendo su

solucién en dicha ecuacién se obtiene;

)

0(Xg,29)=2G (\jxDr(x){ Ln[(x— Xo )2 +(z- 20)2]}

X

g2(x)

a(X) (2.27)

I ntegrando numéricamente la expresi 6n anterior mediante el método de Gauss-Legendre, se
obtiene el efecto gravimétrico de unafuente andmala bidimensional Scuyo contraste de densidad y
sus fronteras superior einferior vienen descritos por funciones continuas que dependen deladistancia

horizontal x.
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2.3.2. Contraste de densidad que depende de la profundidad z

Consideremos que el contraste de densidad varia como una funcion continua que depende

Unicamente de la profundidad z. Con esta dependencia, la ecuacion (2.27) es de laforma:

X2 i g2(x) U
U N (z- z) T
, =2G i Dr Y 2.28
9(X0.:20) OX::: OZ(X_ o)z 29)? (Z)]}/ (2.28)
X1 Tgl(X)

Para ser consistentes con |os casos vistos anteriormente, en donde la densidad tenialaforma
de un polinomio de segundo grado, vamos a considerar en este caso que el contraste de densidad

también es una funcién polindmica cuadrética de la forma:
Dr(z)=a, +b22+0222 (2.29)

donde a,, b, y ¢; son constantes.

Sustituyendo la expresion anterior para la densidad en la ecuacién (2.28), obtenemos:

X2 162(x)

—

e AT A (ap bzt ez ) (2- 7))
d(Xq,20) = 2G YX dz
070 O ::: O (X- X9)2 +(z- 25)?
X1 Tgl(x)

(2.30)

T <<

Laintegral con respecto az, en laecuacion anterior, se puede resolver analiticamente. Para
ello separamos dicha integral en la suma de tres integrales para operar con cada una de ellas por

separado:

i
Xz | 92(x) ( )
~ T N Z-Z
, =2G 1 0
(% %) OX_:.az OZ(X_ e (z- ZO)2+
oy %)
i ¢ (2.31)
i
9,(x) ( ) 92(x) ) ( ) |
N z(z- z, N z°(z- z, I
+ +
% Oy rzar 2 Oy +(z o))
9:(x) 9:(x) T
e ne b
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Laintegral |®de la ecuacion anterior es una integral que se convierte en una integral
inmediata mediante el siguiente cambio de variables: x - Xo=a, z- z; = w. Aplicando este cambio la

solucion es:

i1 ugz(X)
€= [=In|(x- Xo)* +(z- 20)2]% (2.32)
12 (%)

Para calcular lasolucién de laecuacion |1@, seutilizael método deintegracion por partes,

obteniendo:

g2(x)
1z 2 2Ug2(x) 2\ 1 2 2
&= =In|(x- Xg)” +(z- 20)° )y - Oz—ln[(x- X0 )2 +(z- 25) (2.33)
12 a(x) 2
g1(x

Pararesolver laintegral contenidaen laexpresién anterior, sele aplicael mismo cambio devariable
utilizado en laresolucion delaintegral | resultando unaintegral conocida. Sustituyendo su solucién

en la ecuacién anterior se obtiene la solucién total para |l ¢

:: 92( X)
z- 2,0

%0 T+(z- 24 \ (2.34)
i;gl(X)

2

1 =12 %) + (2 29 ] (x- Xo>§fcta”
t

X=X g

El célculo de la solucion de la ecuacion 1l @ requiere los mismos pasos que para la

resolucion de laintegral 11 @. Unavez realizados se obtiene:

32 2
I ¢:}wln[(x- X0 )% +(z- 20)2]
i
2.35
a&Z-2,0 1 ;92 ()
- 274(x- % )arctan 0%+ =(2- 2y)%+2zy(2- z;)
X-Xg 2 Fvigl(x)

Haciendo la sustitucion de las integrales (2.32), (2.33) y (2.35) en la ecuacion (2.31) y

agrupando términos, se obtiene:
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X2

o %0.20) =G (‘jxi[Dr(zw- &(x- %0)?In[(x- %0)2 + (2 2)?]

X (2.36)
. [92(X)

T2 209, [ob, +cy(2+32)](2- Zo)g
a

- 2(by +2¢52g) (X~ xo)arctang

X=X
0 ai(x)

Haciendo uso de la cuadratura de Gauss-L egendre, se calcula numéricamente la integral
anterior con respecto alavariablex. Con ello se obtiene el efecto gravimétrico que produce laregién
plana S, con un contraste de densidad que depende Unicamente de la profundidad z, en el observador
Po(X0,20).

2.3.3. Contraste de densidad que depende de las variables x, z

Consideramos €l caso en el que la funcién que describe el contraste de densidad es un

polinomio cuadratico que varia en funcion de las variablesx y z de la forma:

Dr (X,2) = Ay(X) + By(X) 2+ Cp( x) 22 (2.37)

Si sustituimos la expresion anterior en la ecuacion (2.25), obtenemos:

X 1 92(x) u
Con N F Ax(X)+By(X)Z+Co( x)2% i
, =2G - 2.38
a(Xg,2g) Ox: OZ(Z Zy) (x- xg)2+(2- 2,2 ?/ ( )
% tax) b

Paracalcular la solucién de esta ecuacion, primeramente se separalaintegral con respecto de

Z en tres integrales de facil resolucion, obteniendose:
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i
Xz | 92(x) ( )
o Ny A Z-
, =2G +
W) =200 1A P ez 27
X, i 9,(x)
! '* (2.39)
u
9,(x) ( ) 92(x) 2( ) |
\ Zz- z, \ z°(z- g, )
+B,(X) (Y2 +C,(X) dz
) P wrrizwr 2 0% w2 o))
9:(x) 9:(x) T
e I & b

Las integrales | ® 11 ®y 11l ®de |a ecuacion anterior son las mismas integrales que

| €11 ¢y |1l € de la ecuacion (2.31), respectivamente. L as soluciones son:

9(x)
(8= 2infx- ) +(z- 20)}%
9, (x)

.02(X)
||m_' In(x xo) +(z- zo) - (x- xo)arctang ZO—+(z zo)p
1 gQll(x)
¥ 52 _ 2
IIIGt:;[MIn[(X- %0 )2 +(2- 2y )2]
f 2
2 7- 92(X)
- 2z5(x- Xg )garctan T (z zo) +2z4(z- zo)
- %o g "2 %gl(x)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Haciendo | a sustitucién de lasintegrales (2.40), (2.41) y (2.42) en laecuacion (2.39) y agrupando

términos, se obtiene:

g(xo,zo):e(‘jx% [Or (x.20) - Co(x)(x~ %0)? | INl(x- %) +(2- 20 )?]

XL

- Z[Bz(x)+ 2C2(x)zo](x xo)arctang —+ [ZBz(x)+C2(x)(z+320)](z— zo)%

.. 192(X)

a(x)

2.43)
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Para calcular el efecto gravimétrico del cuerpo bidimensional S, definido por laexpresion
(2.23) con contraste de densidad Dr (x,z), expresado por la ecuacion (2.37), se calculanuméricamente

las integrales que aparecen en la expresion (2.43) mediante la cuadratura de Gauss-L egendre.

2.3.4. Ejemplos

La resolucién numérica de la ecuacion (2.43) es la solucion general para la anomalia
gravimétricade un cuerpo andmalo limitado, superior e inferiormente, por funciones continuasdela
distancia horizontal x, con una densidad que depende de las variablesx y z. El caso particular 2.3.1. se
puede obtener de laecuacion (2.43), si las funcionesB,(x) y C,(x) son nulas, llegando alaecuacién
(2.27). Si las funciones A,(x), B,(x) y C,(X) son constantes, se obtiene la ecuacion (2.35) del caso
2.3.2. A continuacion presentamos tres modelos teéricos para ilustrar el tipo de geometrias 'y
densidades que se pueden tratar, en los que se ha supuesto que | as funciones continuas que describen
tanto las fronteras del cuerpo como su contraste de densidad son funciones polinémicas (Martin-
Atienzay Garcia-Abdeslem, 1999). En lostres ejemplos se considera que el observador esté situado
en latopografiay ésta coincide con el techo de la estructura de lafuente (zo = z,). Laerdmente, la
fuente esta comprendidaentrex; =-5 y x, =5 km.

Para el primer modelo, vamos a consider ar una fuente anémala cuya frontera superior viene

representada por el polinomio: g;(x)=-0.1+0.01x+ 0.09x° y la frontera inferior viene por el
1

polinomio: g(x)=2+ 0.04x +0.03x? . El contraste de densidad es Dr (x)=05+0.01x- 0.05x2.

La figura 2.7 presenta la geometria y el contraste de densidad de este cuerpo y la anomalia
gravimétrica que produce.

En el segundo ejemplo, la fuente an6mala tiene por fronteras las funciones

g1(x) =0.05x - 0.003x? - 0.005x>, g,(x)=25- 0.01x- 0.07x?. Ladensidad es unafuncién que

depende de la variable z mediante lafuncién polinémica: Dr (z)=-0.4+0.01z + 0.0822. Lafigura

2.8(a) nos muestralageometriay el contraste de densidad del cuerpoy lafigura2.8 (b) nos muestrala
anomalia gravimétrica que produce.
En el caso mas generd para este tipo de geometrias, donde el contraste de densidad

viene dado por la expresion (2.36), las funciones Ax(X), Bx(X) y Ci(x) son de la forma:

Ay(x)=-0.3- 0.05x- 0.01x2, B,(x)=0.09 y C,(x)=0.01, de forma que el contraste de
densidad es: Dr (x,z)=-0.3- 0.05x +0.09z - 0.01x? +0.0122. Lasfronteras superior einferior del

cuerpo son gy(x)=-0.1+0.03x +0.001x? +0.005x> y g,(x)=3- 0.02x- 0.001x*> - 0.007x°.
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En la figura 2.9 podemos ver la geometria del cuerpo anémalo y la anomalia gravimétrica que
produce.

g (mGal)

-50 . ()

H!a .(a)
5

Profundidad (km)
—
N\
—\
N\
-0.2
04

3+ T
-5 0

Distancia(km)

FIGURA 2.7. (a) Fuente anémala responsable de |a anomalia gravimétricade lafigura (b). Las lineas de igual
densidad se encuentran en unidades de g/cn?.

]
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.50 : ()
g 0 —
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31 ; a
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FIGURA 2.8. (a) Fuente andbmala responsable de |la anomalia gravimétricadelafigura(b). Laslineassdeigud
densidad se encuentran en unidades de g/cnt.
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FIGURA 2.9. (a) Fuente anémala responsable de la anomalia gravimétricade lafigura (b). Las lineas de igual

densidad se encuentran en unidades de g/cn®.

2.4. DISCUSION

En este Capitulo se ha presentado un nuevo método para realizar el modelado directo de
anomalias gravimétricasen 2D. Paraello se han utilizado métodos de integracion analiticosy numeéricos
para calcular el efecto gravimétrico de las fuentes responsables de dichas anomalias.

Tanto los contrastes de densidad de estas fuentes, como lasfronteras que las delimitan, se han
descrito mediante funciones continuas que dependen de la profundidad y de ladistanciahorizontal alo
largo del perfil de datos. Dichas funciones pueden ser de cualquier tipo, con la condicién de que sean
continuas en el intervalo de integracion. Esto hace que con este método no se puedan modelar
directamente discontinuidades presentes en el interior del cuerpo andmal o que se estdmodelando, como
por ejemplo, cambios de densidad bruscos provocados por lapresenciade fallasen el interior de la
fuente. Estalimitacion se puede salvar utilizando €l principio de superposicion en Gravimetria, que nos
dice que el efecto gravimétrico de una distribucion de masas es igual a la suma de los efectos
gravimétricos de las masas individual es. Esto se puede aplicar dividiendo el modelo total delafuente
anomala en varios model os mas pequefios, cada uno de ellos descritos por funciones continuas y
calculados mediante el método descrito en este Capitul o, cuyas fronteras sean de tal maneraque simulen

la discontinuidad en cuestion.
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En este método de modelado se ha supuesto que los techos de las estructuras de | as fuentes
andmal as coinciden con latopografia. Esto hace que, en el caso en el que dichas fuentes estén limitadas
superior e inferiormente por funciones continuas que dependen de la distancia horizontal, los
integrandos de las ecuaciones (2.27), (2.35) y (2.43), utilizadas para cdcular |asrespectivasanomdias
gravimétricas, sean singulares en los puntos donde se encuentra el observador. Como se describe en el
Apéndice A, el método deintegracion numeérica de la Cuadratura de Gauss-Legendremangade manera
eficaz estas singularidades cuando se encuentran en los extremos de | os interval os de integracion,
haciendo posible el calculo del efecto gravimétrico de las fuentes.

Parailustrar el método, en los ejemplos de este Capitul o se han elegido funciones polinémicas
tanto paradescribir el contraste de densidad como paradescribir lasfronterasdelafuente. Estaeleccion
esdebidaal caracter general de dichas funciones, puesto que es posible reducir cualquier otro tipo de
funcion continua a un polinomio mediante la aplicacién del Teorema de Taylor. Por otro lado, €l
caréacter suave de los polinomios hace posible su utilizacién para el modelado de un gran nimero de
estructuras y de distribuciones de masa presentes en la naturaleza, como es el caso de las cuencas
sedimentarias. Para mostrar ésto, |os val ores numeéricos de | os coeficientes de | 0s polinomios se han
€legido de manera que den como resultado model os en los que el orden de magnitud de los contrastes de
densidad y de las dimensiones de | os cuerpos sean coherentes con estructuras geol 6gicas que se pueden
encontrar de forma natural en la corteza terrestre.
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Capitulo I11:

PROBLEMA DIRECTO PARA FUENTES
GRAVIMETRICASEN 3D
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INTRODUCCION

En este Capitulo se presenta el desarrollo de las ecuaciones que se van a utilizar en el calculo
del modelado directo de las anomalias gravimétricas producidas por cuerpos tridimensional es cuyas
fronteras son funciones continuasy cuya distribucién de masa presenta cambios |l aterales, cambios en
profundidad o cambios en todas | as direcciones simultdneamente. Paratodos | 0s casos presentados se
va a suponer que la frontera superior del cuerpo andmalo coincide con la superficie donde se
encuentrael observador que registralos datos de gravedad. Pararealizar las integraciones necesarias
para dicho célculo, se utilizan los métodos de integracion analiticos habituales, asi como la
Cuadratura de Gauss-Legendre, descritaen el Apéndice A, en el caso en €l quelaintegracion deba
ser realizada numéricamente. Para cada tipo de fuente se presenta un modelo tedrico y laanomalia
gravimétrica que produce. Los resultados que se obtienen para tres dimensiones son Utiles para

modelar una amplia variedad de estructuras geol 6gicas presentes en la naturaleza.

3.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DIRECTO EN 3D

En general, laanomalia gravimétrica producida por una fuente que ocupa un volumenV'y que
tiene un contraste de densidad Dr (X, y, z) con respecto al medio circundante, viene expresada por la
ecuacion (1.5), cuya solucién se puede calcul ar dependiendo de lasfronteras que limitan a volumen V
y de como sea la funcion que describe la distribucion de densidades Dr (x,y,2).

Como ya se hizo en el Capitulo |l para fuentes andmalas en dos dimensiones, vamos a
considerar diferentes casos, dependiendo delaformade lasfronterasdel cuerpoy deladireccién en
laque el contraste de densidad del mismo presenta variaciones. En general, paratres dimensiones,
consideraremos que la estructura de lafuente anémal a se encuentra limitada por fronteras descritas
por funciones continuas de dos variables y por planos, y que la distribucion de densidad puede
presentar cambios suaves laterales|[ Dr (X, y)], en profundidad [Dr (2)] oen las tres direcciones del

espacio simultaneamente [ Dr (X, Y, 2)].
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3.2. FUENTE ANOMALA LIMITADA LATERALMENTE POR FUNCIONES
CONTINUAS DE LASVARIABLESY,Z

Vamos a suponer que las fronteras laterales del volumen V vienen expresadas por dos
funciones continuas hy(y, 2) y h,(y, 2), y por dosfunciones constantes y, ey,. Lasfronteras superior
e inferior de este volumen también son dos funciones constantesz, y z,. Lageometriageneral del

volumen V viene representada en lafigura 3.1 y su expresiéon mateméatica es:

V={{xy.7: m(y.2) ExENy(y.2), i EYEY,, 2 £2£ 2, (3.1)
Y,
/ ) / «
h(y.2)
\Z
Y
h(y.2)
zZ,
Z

FIGURA 3.1. Geometria general de fuente andmala limitada lateralmente por funciones continuas de las

variables y,z.

Teniendo en cuental os limites que describen laregionV, laecuacion (1.5) se puedereescribir

de la siguiente forma:

% ¥, hy(yz)
A A (2- 29)
0(X0,Y0,20)=G xdy dz ————=Dr (X,Y,2) (3.2)
4026 00 (P¥ 3
7z y h(yz)

donde Dr (X, y, 2) esel contraste de densidad que presenta el volumenV con respecto al medio quelo

rodea.
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Vamos a considerar diferentes tipos de distribuciones de densidad. Primeramente,
consideraremos que la densidad varia lateralmente como una funcién continua de las coordenadas
horizontales x e y. Posteriormente, consideraremos el caso en el que la densidad varia con la
profundidad z. Y por ultimo, presentaremos el caso en el gue el contraste de densidad variaen funcién

tanto de la profundidad z como lateralmente, en funcién de las variables horizontales x e y.

3.2.1. Contraste de densidad que depende de las distancias horizontales x, y

Por consistencia con los casos vistos en el problema de modelado directo de estructuras
bidimensional es, supongamos que la estructura dada por la expresi6n presenta una distribucion de
densidades que varialateralmente con respecto alas variablesx e y, como un polinomio de segundo

grado:

Dr (X,y) = Ag(y)+Ba(y)x+Cs(y) x° (3.3)

donde los coeficientes Ag(y), Bs(y) y C3(y) son funciones continuas de la variabley. Sustituyendo

la expresion anterior en la ecuacion (3.2) y haciendo una separacion de variables, obtenemos:

y2  M(y.z)
C 2
0(%0:Y0,20) = G(jz(z W)Y () RS (3.4)
w o h(yz)

Separando la integral con respecto a x en lasumade tresintegrales, |a ecuacion anterior se puede

escribir como:

N

2 ¥, 'I' hy(y.2)
9%, Yo%) = Gdz(z zo)dng(y) GX_+
oy h(y.z)
f " (3.5)

i

h,(y.2) h,(y.2) 2'!'
X1

+B;(Y) GX—+Cs(y) der—3
h(y.2) h(y.z) i

%,_/ %,_/

nv ne b
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Lastres integrales con respecto alavariablex de la ecuacion anterior se pueden calcular
aplicando el cambio de variables: (y —yo)? + (z — 2)? = a®, X —X, =W?, resultando integrales de

solucion conocida. Aplicando el cambio de variables a laintegral IV, ésta se convierte en:

hy(a)
R o | . S— (3.6)
hlg (W2 + a2 )3/2
a

Su solucion, después de deshacer el cambio de variables, es:

) (X- X ) h,(y.z)
"= [ 7 0 5 ] | (3.7)
(y_ yO) (Z- ZO) r h(y.z)
En cuanto alaintegral 'Y, al hacer el cambio de variables se obtiene:
hy(a) hy(a) hy(a)
v_ N W + Xg D w 1
= OdW(Wz +a2 )3/2 B OdW (w2 +a2 )3/2 + Xo W2 + a2 )3/2 (3.8)
h(a) tw(a) tw(a)
con lo que la solucién final paralaintegral |1 es:
.  p(y.z)
8 - u
nv=g Ly olx-X) (3.9)
6" [(y-vo)?+(z-2)]ra,.,

Y aplicando el cambio de variables alaterceraintegral 111" delaecuacion (3.5), obtenemos:

hy(a) hy(a) hy(a)
i Y w Y w Y 1
nv= — 42X dw—————— +x2 (3.10)
Ow(w2+a2 )32 0 O (w? +a2 )32 0 W2 +a2)32
hi(a) h(a) h(a)

Una vez deshecho el cambio de variables, la solucion para laintegral 111 es:

I iv:% (X'

e

X, ) 2X x2(X- Xg) oy
0% +In[(x- xp)+r]- =2+ 0 0 (3.11)
rly- yo)H(z- )% ray,,
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Sustituyendo los resultados (3.7), (3.9) y (3.11) en laecuacion (3.5) y agrupando términos, se

obtiene el resultado para el célculo de laintegracion con respecto a x de dicha ecuacion:

b Dr(x.y)(x- %)
a(Xg,Y0,29)=G z(z- zy)
0:Y0:40 d 0 O Tl(y y0)2+(Z Z )J

{22 (3.12)

) B3(y)+Cs(y)(x+Xg)
r

+Co(Y)In(x- x0) + 1]y
|

Pry(y.2)

Por muy sencillas que sean las funciones continuas Az (Y, 2), Bs(Y, 2), Cs(Y, 2), (Y, 2 yhu(y,2),
lasolucién alaintegral de laecuacion anterior, con respecto alas variablesy y z, debe ser resuelta
numéricamente mediante la cuadratura de Gauss-Legendre para integrales multidimensionales
(Apéndice A).

Con la soluciéon numérica de la ecuacion (3.12) obtenemos la anomalia gravimétrica

producida por el volumenV que tiene un contraste de densidad descrito mediante la expresion (3.3).

3.2.2. Contraste de densidad que depende de la profundidad z

En este caso vamos a considerar que la estructura descrita en la expresion (3.1) esta
caracterizada por unadistribucién de densidades que varia con respecto ala profundidad z. Como la
densidad no depende de la variable x, no hay restricciones paraelegir el tipo de funcion quelavaa
representar, pues solo va a intervenir en la integracion numérica.

Si hacemos una separacion de variables enla ecuacion (3.2), teniendo en cuenta que €l

contraste de densidad es de la forma Dr (2), obtenemos:

Yo b(y2)
1
9(Xo,Y0:20) = G@Z(z Zo)Dr(Z)Oy Ox e (3.13)
v h(yz)

Laintegral con respecto a x delaecuacion anterior se resuel ve de formainmediata haciendo

uso del mismo cambio de variables que para el caso anterior. El resultado es:
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k) Yo ) h(y.2)

9(X01YO,20):GC\)Z(Z' Zo)Df(Z)(\jy}: (x- Xo)
i

s (3.14)
tICYy- Yo) +(z- )] r

Al

hy(y.z)

La solucién numérica de la ecuacién (3.14) nos proporciona la anomalia gravimétrica

producida por el volumen V con unadistribucién de densidad que variaen funcién de la profundidad.

3.2.3. Contraste de densidad que depende de las variables x, y, z

Vamos a suponer que el contraste de densidadDr (X, y, 2) viene representado por unafuncién

polinémica cuadratica de laforma:

Dr (x,Y,2) = Ay(y,z) + B4(y,2)x+Cy(y,z)X? (3.15)

donde los coeficientes A4(Y, 2), Ba(Y, 2) ¥y C4(y, 2) son funciones continuas de las variablesyy z.

Sustituyendo este polinomio en laecuacion (3.2), obtenemos:

2 Y2 M(y.z) +B +C 2
g(XO'yOvZO):G Odz(z_ Zo)djy c‘) dx A4(y,2) 4(y!r23)x 4(y,Z)X (316)
7 i h(yz2)

donde separando laintegral con respecto a x en lasumade tresintegrales, la ecuacién anterior se

puede escribir como:

N

z, Yo ) h,(y.z)

N\ N\ T N\ 1

Vo, =Gz z- i Z X— +

9(%0.Y0. %) = G YA zo)dy.:_ﬁu(y ) O 3

4 Y1 I h(y,z)
f a (3.17)

i
hy(y.z) h(y,z) 2:[
N\, X \ X1
tB(y.2) e rClyz) QY

hi(y.z) h(y.z)
%r_/ %r_/-

|
)
IS me b
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Las tres integrales con respecto alavariablex, 1Y, 11V y 111V, de la ecuacién anterior, son las
mismas integrales que IV, 11V y [11"Y del caso 3.2.1, respectivamente. Por tanto, tienen |0os mismos
resultados. Sustituyendo |las expresiones correspondientes (3.7), (3.9) y (3.11) enlaecuacion (3.17) y

agrupando términos, se obtiene:

Z Y2

N N T Dr(xg,Y,2)(Xx- X5)
9(x0.Y0,20)=G ()iz(2- z0) (J | 0 0

Z Y1

':; (y- vo)? +(z- 20)?] 1

 Ba(¥,2)+Ca(1,2) (X+ %)
r

+Cy( y,z)In[(x- x0)+r]£',
I

Ph(y.2)

donde Dr (X5,Y,2) = Ay(Y,2) + Ba(¥,2)Xo + Ca( Y, 2)X .
Lasolucién de laecuacion (3.18) se cal cula numéricamente, con lo que obtenemos el efecto

gravimétrico del volumen V dado por laexpresion (3.1) y que presentaun contraste de densidad con
respecto a medio circundante descrito por lafuncion continua (3.15).

3.2.4. Ejemplos

Presentamos a continuacion tres jempl os que ilustran | os resultados expuestos anteriormente,
en los que las fuentes andmal as se encuentran limitadas por funciones continuas de las variablesy y z.
Paralos tres ejemplos vamos a considerar una geometria comun representada en lafigura 3.2, donde
las fronteras laterales alo largo del ejex vienen descritas por las funciones polinémicas: h4(y,z) =—
4-0.001y— 0.06z— 0.0008yz + 0.02y?* +0.47 +0.003y*z+ 0.004yz*- 0.003y* + 0.006Z2° vy
ho(y,z)= 4+0.003y—-0.02z+ 0.001yz— 0.07y*— 0.01 Z +0.004 y*z + 0.002 yz* + 0.001 y* —
0.0003 Z . Las fronteras laterales a lo largo del eje y son y,=—6 e y,=6km. La
frontera superior es z; =0km, que coincide con la coordenada z, del observador, y la
inferior es z, = 3 km.

El contraste dedensidad elegido parael primero delosejemploses: Dr (X,y) = 0.3+ 0.05
X + 0.02y — 0.04 x?. Enlafigura3.3(a) se puede ver el cuerpo andmalo con su contraste de densidad y

en lafigura 3.3(b) podemos observar la anomalia gravimétrica que produce, calculada a partir dela

ecuacion (3.12).
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FIGURA 3.2. Geometria del eemplo de fuente anémala limitada lateralmente por funciones continuas de las

variablesy, z

FIGURA 3.3. (a) Fuente andmala responsable de la anomalia gravimétrica de la figura (b). Las lineas de

igual densidad en la fuente vienen expresadas en g/cm®. Lasisolineas en la anomalfa gravimétrica vienen

expresadas en mGal. La linea resaltada representa la posicién de la fuente con respecto ala anomalia.
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En el segundo ejemplo, el contraste de densidad del cuerpo anémalo es una funcién que

depende de la profundidad z mediante la funcion polinémica: Dr (z)=— 0.1+ 0.4z— 0.037% La

figura 3.4(a) nos muestralageometria de este cuerpo y su contraste de densidad y lafigura 3.4(b) nos

presenta su anomalia gravimeétrica cal culada mediante la ecuacion (3.14).

FIGURA 3.4. (a) Fuente anémala responsable de la anomalia gravimétricade lafigura (b). Las lineas de

igual densidad en la fuente vienen expresadas en g/cm®. Las isolineas en |a anomalfa gravimétrica vienen

expresadas en mGal. Lalinea resaltada representa la posicion de la fuente con respecto ala anomalia.

El caso més general para este tipo de geometrias, donde el contraste de densidad depende de
las tresvariablesx, yy z, vieneilustrado en lafigura 3.5(a) mediante el cuerpo cuyo contraste de
densidad viene descrito por lafuncion continua Dr (X,Y,z) =— 0.7 + 0.1 x— 0.004 xy + 0.01yz—0.07

xz + 0.01x% — 0.03y? + 0.005 Z*. Laanomal ia gravimétrica correspondiente se ha cal culado mediante

al ecuacion (3.18) y se puede observar en lafigura 3.5(b).
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En estos tres ejemplos se ha supuesto que el techo de la estructura del cuerpo anémalo
coincide con latopografia. Por ello, los integrandos de |as ecuaciones (3.12), (3.14) y (3.18) son
singulares en los puntos donde se encuentra el observador. Como se describe en el Apéndice A, la
cuadratura de Gauss- Legendre maneja de maneraeficaz estas singul aridades cuando se encuentran en
los extremos de los intervalos de integracion, haciendo posible el calculo de las anomalias

gravimeétricas.

(b)

i

FIGURA 3.5. (a) Fuente andbmala responsable de la anomalia gravimétrica de lafigura (b). Las lineas de

igual densidad en la fuente vienen expresadas en g/cm®. Lasisolineas en la anomalfa gravimétrica vienen

expresadas en mGal. Lalinea resaltada representa la posicion de la fuente con respecto a la anomalia.
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3.3. FUENTE ANOMALA LIMITADA LATERALMENTE POR FUNCIONES
CONTINUAS DE LASVARIABLES X,Z

En este caso supondremos que los limites laterales del volumenV vienen expresados por dos

funciones continuas que dependen de las variables x y z, ki(X, 2) y ka(X, 2), y por dosfunciones
constantes x; y X. De la misma manera que en la seccion 3.2, las fronteras superior e inferior del
volumen también son dos funciones constantes, z; y z,. La geometria general del volumen V esta

representada en lafigura 3.6 y viene expresada por:

\ ={[x,y,z]: X EXEXy, Ki(X2)EYEKy)(X,2),£2E 22} (3.19)

FIGURA 3.6. Geometria general de fuente anébmala limitada | ateralmente por funciones continuas de las

variables x,z.

Teniendo en cuentalas fronteras que limitan laregion V, la ecuacion (1.5) se pude escribir

como:

2z X kp(x.2)

PP (z- %)
9(X0.,Y0:20) =G y dxdz ———=Dr (X,Y,2) (3.20)
010:0)20 O0) (4 3

7 x k(xz)

donde Dr (X, y, ) esladistribucion de densidades del volumenV con respecto al medio circundante.
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La geometria del cuerpo es, basicamente, la misma que la de la fuente considerada en la

seccién 3.2, considerando que ha habido unarotacion de 902 en el plano x-y. Por tanto, las soluciones
a los casos considerados en |la presente seccidn, son las mismas que las de la seccion 3.2, pero
haciendo una sustitucion de la variablex por lavariabley.

Vamos a considerar 1os mismos tipos de distribuciones de densidad. Primero, vamos a
suponer que la densidad varialateralmente como una funcion continua de | as variabl es hori zontal esx
e y. Segundo, supondremos que la densidad varia en funcién de la profundidad z. Y por dltimo,
consideraremos que €l contraste de densidad varia en funcion de las tres variables: x, yy z,

simultaneamente.

3.3.1. Contraste de densidad que depende de las distancias horizontales x, y

Consideremos que el contraste de densidad de la estructura representada por la expresion

(3.19) varia con respecto alas variables x e y de laforma:

Dr (x,y)=As(X) + Bs(x) y +Cs(x) y* (3.21)

donde As( x), Bs(x) y Cs(x) son funciones continuas que dependen de lavariablex. Sustituyendo

la ecuacion anterior en la ecuacion (3.20), se obtiene:

2 Xo  ky(x,2) 9
N N Ag(X)+Bs(X)y+Cs(X)y
X0,Y0:20) =G z(z- X d 3.22
9(X0,Y0:20) 01 ( ZO)O ov 3 (3.22)
7z X1 ki(x,z)

El resultado de laintegral con respecto a y de la ecuacion anterior se corresponde con la

solucion del caso 3.2.1. La solucién obtenida es:

F2) X
PR T Dr(x,y)(Y- Vo)
g(x 1y " Z )_G Z(Z- z ) X
0,Y0:20 G OO?[(X'XO)ZWL(Z-ZO)Z]f
4l X

UkZ( x2) (3.23)

~ Bs(X)+Cs(X) (¥ + ¥o)
r

+ G500y - yo)+ 1]y
|

Piy(x.2)
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La solucién de la ecuaciéon anterior se calcula numéricamente, obteniendo el efecto

gravimétrico producido por el volumen V, que presenta un contraste de densidad descrito mediante la

ecuacion (3.21).

3.3.2. Contraste de densidad que depende de la profundidad z

Consideraremos que el volumen V presenta un contraste de densidad, respecto al medio

circundante, que varia con la profundidad z, Dr (2). Sustituyendo estafuncién densidad en la ecuacion

(3.20) y haciendo una separacién de variables, obtenemos:

2] Xp  Kp(x.2)
( )=G (Y2 z- 2)Dr (2) (Y« (Y~ (3.24)
9(X0,Y0,20 )= 2(z- gz z) Y y— .
0:Y0:20)=G () O Oz
7 X1 ki (x,2)

Laintegral con respecto a la variable y de la ecuacion anterior es del mismo tipo que la

integral con respecto a x de la ecuacién (3.13), por tanto, la solucidn para este caso es:

) X2 .Ka(X,2)

g(Xo,yo,zo):G@z(z- ZO)D"(Z)GI (Y- Yo) f

Xi y (3.25)
) LIS X0)? +(2- 20)*1 Ty (xs

A partir de laecuacion anterior se obtiene laanomalia gravimétricaproducidapor €l volumen
V que presenta un contraste de densidad descrito por una funcidn continua que varia con la
profundidad.
3.3.3. Contraste de densidad que depende de las variables x, y, z

Vamos a suponer que el contraste de densidad Dr (X, y, 2) viene expresado por:

Dr (X,y,2) = Ag(X,2) + Bg(x,2)y + Co(X,2)y (3.26)

donde los coeficientes Ag(X,z), Bg( x,2) y Cg(X,2) son funciones continuas que dependen de las

variables x y z. Sustituyendo la expresion anterior en la ecuacion (3.20), tenemos:
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Xo  ky(x,2)

)
2
a(x0.%0.70)=6 (Je(z- ) (Y () &y RIRIEISIEY. (327)
a

X1 ki (x,2)

gue es una expresion muy parecida a la de la ecuacion (3.16), por lo que su solucién es:

i
: Dr (X,¥9,2)(Y- Yo)
':; (x- x0)2 +(2- 20)?] ¢

Ukz(X,Z)

Z X2

N\ N\
9(X0,Y0,20) =G 012(2' ZO)OX

Zal X1

(3.28)

_ Bs(x2)+Ce(x,2)(Y + ¥o)
r

+Co(x 2y~ yo)+ 1] y
|

Piy( x,2)

Con esta ecuacion se puede cal cular numéricamente la anomalia gravimétrica que produce €l

volumen V con un contraste de densidad que varia con las variablesx, y y z.

3.3.4. Ejemplos

Vamos a presentar tres ejemplos parailustrar el tipo de geometrias y densidades que se
pueden tratar en el caso en el que la fuente anOmala esté lateralmente limitada por funciones

continuas de las variablesx y z. Como enlos ejemplos delaseccién 3.2. vamos asuponer lamisma

Z (km)

FIGURA 3.7. Geometria del gemplo de fuente anémala limitada lateralmente por funciones continuas de las

variables x, z
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estructura geométricaparael cuerpo anémalo en cadauno de estostres ejemplos. Esta geometriase

puede observar enla figura3.7., donde lasfronteraslaterales alo largo del ejeyvienendescritaspor
lospolinémios: k;(X,z)=—6 + 0.03x* — 0.05Z° + 0.002 2 y K,(X,z) = 6—0.02z+0.01xz —0.04x°
+ 0.007 x>z + 0.001 x 22 —0.004 Z*. Lasfronterasalo largo del ejexson x; =—4y x, =4km.La

frontera superior esz; = 0 kmy lainferior esz, = 6 km.

FIGURA 3.8. (a) Fuente andmala responsable de la anomalia gravimétrica de lafigura (b). Las lineas de

igual densidad en la fuente vienen expresadas en g/cm?’. Lasisolineas en laanomalia gravimétrica vienen

expresadas en mGal. La linea resaltada representa la posicion de la fuente con respecto ala anomalia.

Para el primer ejemplo que vamos a presentar, el contraste de densidad elegido es
Dr (x,y)=0.4-0.1x+0.3y+ 0.07xy. Enlafigura3.8(a) se puede ver el cuerpo anémalo con su

contraste de densidad y en lafigura 3.8(b) podemos observar la anomalia gravimétrica producida por

dicho cuerpo y calculada mediante la ecuacion (3.23).
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FIGURA 3.9. (a) Fuente andmala responsable de la anomalia gravimétrica de la figura (b). Laslineas de

igual densidad en lafuente vienen expresadas en g/cm®. Las isolineas en |a anomalia gravimétrica vienen

expresadas en mGal. Lalinea resaltada representa la posicion de la fuente con respecto a la anomalia.

En el segundo gjempl o, el contraste de densidad es Dr (z)=0.7+0.1z - 0.09z°. Enla

figura 3.9(a) podemos observar el cuerpo anémalo con su correspondiente contraste de densidad y en
lafigura 3.9(b) su anomalia gravimétrica calculada a partir de la ecuacion (3.25).
El tercer gjemplo es el caso mas general, pues el contraste de densidad depende dex, yy z.

Paraeste caso, lafuncion que describe el contraste de densidad es el polinomio: Dr (X,y,z) =—0.6—
0.03x+ 0.01y—0.04z—0.01 xy + 0.07y z+ 0.005 z* y se encuentra representado en lafigura
3.10(a). Laanomalia gravimétrica que produce este cuerpo se puede observar en lafigura3.10(b) y ha

sido calculada mediante la ecuaci6n (3.28).
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FIGURA 3.10. (a) Fuente anémala responsable de laanomaliagravimétricade lafigura(b). Laslineas de

igual densidad en la fuente vienen expresadas en g/cm?’. Lasisolineas en laanomalia gravimétrica vienen

expresadas en mGal. Lalinea resaltada representa la posicion de la fuente con respecto alaanomalia.

En estos gjemplos hemos supuesto que el techo de laestructurarepresentadaen lafigura 3.7
coincide con la superficie donde se encuentra el observador, 10 que hace que los integrandos de las
ecuaciones (3.23), (3.25) y (3.28) sean singulares en el punto ( Xo, Yo- Zo). ESto se puede evitar dela

forma descrita en el Apéndice A.
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3.4. FUENTE ANOMALA LIMITADA SUPERIOR E INFERIORMENTE POR
FUNCIONES CONTINUAS DE LAS VARIABLES X,Y

Supongamos que el volumen V se encuentra limitado, en su parte superior y en su parte
inferior, por dos funciones continuas que dependen de las variables x ey, 11(X, ¥) vy lx(X, Y).
Lateralmente, las fronteras de este volumen vienen descritas por cuatro funciones constantesxi, Xz, y1
e y,. La forma geométrica del volumen V viene representada en la figura 3.11 y su expresion

matemaética es la siguiente:

V={[xy.2: XEXEx, VIEYE Y, h(XY)EZEI(XY)] (3.29)

1(x.y)

v

FIGURA 3.11. Geometria general de fuente andmala limitada |ateral mente por funciones continuas de las

variables x,z.

Teniendo en cuenta laforma del volumen V, la ecuacién (1.5) se puede escribir como:

% Yo la(xy)
d(X0,Y0,20)=G A O zdydxMDr(xyz) (3.30)
07070 (DO rd o
x n h(xy)

dondeDr (X, Y, 2) representael contraste de densidades del volumen V con respecto al medio quelo

rodea.
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Como en los casos anteriores, vamos a plantear |as diferentes soluciones que se obtienen dela

ecuacion general (3.30) considerando diferentes tipos de di stribuciones de densidad.

3.4.1. Contraste de densidad que depende de las distancias horizontales x, y

Consideremos que el contraste de densidad del volumen dado por laexpresion (3.29) varia

con respecto alas variablesx ey como unafuncién continua Dr (x,y). Sustituyendo en laecuacién

(3.30) se obtiene:

I5(xy)

9(X0,Y0:20)= GGXOVDV(X Y) OZ

l1(x.y)

(3.31)

Aplicando el cambio devariable: (x —Xo ) + (Y — VYo )? =@, Z—z, = w, integrando deforma

inmediata con respecto aw y deshaciendo el cambio, se obtiene:

< | D.(Xy) 12(x,y)

9(Xo,Y0:20)="- GOXOV

(3.32)

|1( %Y)

La solucion numérica de la ecuacidon anterior nos proporciona el efecto gravimétrico

producido por el volumen V que presenta un contraste de densidad Dr (X, y).

3.4.2. Contraste de densidad que depende de la profundidad z

En este caso, el volumen descrito en la expresion (3.29) presenta un contraste de densidad,

respecto al medio circundante, que varia con la profundidad z segun el polinomio:

Dr (z)=ag+hy z+cy 22 (3.33)

donde los coeficientesas, b; y ¢; son constantes. Con esta funcion densidad, 1a ecuacién (3.30) esde

laforma:
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X Yoo la(xy)
(ag +byz +c32%) (z- 2p)

9(Xo,Y0:20) = GGXOV O dz 3 (3.34)

x o h(xy)

Laintegral anterior se puede separar en tres integraes parafacilitar su resolucion:

i i
X Y, 'Ij L(%y) L(xy) L,(xy) i
i
g(><o,yo,zo)=G(‘jxc‘jy| dz(z %) i, dz o) 4, Odz Zo)y (3.35)
ok : L(ey) L(xy) l(xy) :
1 I Ik e b

De lamismamaneraque en |os casos anteriores, estas integral es se pueden calcular mediante

un cambio de variable: (x —xo )? + (Y — Yo )* =a?,z—zo =w. Aplicando este cambio, lasintegrales

Ivi ”vi Ivi

y I se convierten en:
I2(a)
vi b w
= wW——— (3.36)
O (w2 + a2 )3/2
h(a)
I2(a)
W+ 2z, W
v = _(wrzw (3.37)
O w2 +a )3/2
h(a)
I2(a) 5
- (wW+2z5)w
mv= - 7 (3.38)
(w2 +a2)3/2
li(a)

cuyas soluciones son conocidas. Estas soluciones, deshaciendo el cambio de variable, son:

LA l2(%
8 H l1(xy) .
] Cl2(xy)
i e (z-zy) u
I :Hﬂn[(z— z0)+r1]- 2 (3.40)
€ Ul yoxy)
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. L[ l2(xy)
b (. 5 )2 ) B
IIIV':QM+2r+ZzogeM+In[(Z- 25) +1]2- By (3.41)
é r e r g I g
l1(x.y)
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (3.35) y agrupando términos se obtiene:
X2 ¥2 O ( ) 1J I2(x,y)
N\ z ’
9(%.Y0:2%) =G 01 Q1 *(bs+ 2200 In(z- 20) + ] 2eor / (3.42)
i
x v h(x.y)

La solucion de la ecuacion anterior se calcula numéricamente mediante el método de la
cuadratura de Gauss- L egendre multidimensional, obteniendo la anomalia gravimétrica producida por
el volumen de la expresion (3.29) con unadistribucién de densidad descrita mediante la expresion
(3.33).

3.4.3. Contraste de densidad que depende de las variables x, y, z

En este caso, el contraste de densidad Dr (X, Y, z) tiene la forma:

Dr (x,Y,2) = Ag(X,y) +By(xy) 2+ Cy(x,y) 2 (3.43)

donde los coeficientes del polinomio anterior son funciones continuas que dependen de las variablesx

ey.
Sustituyendo la expresion (3.43) en la ecuacion (3.30), obtenemos;

xz y2 z(xy) 2
[A7(x,y)+B7(x,y)z+C7(X’y)Z (2-20) (344

9(X0:Y0,20) = GOiXOX Odz 3

oo l(xy)

Separando laintegral con respecto aladireccion zen lasumadetresintegrales, laecuacion

anterior se puede escribir como:
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i
| I(x.y)

9(%0:Y0:2%) = Gox@yi A(XY) @Z%Jr

yl I1( va )

| - -
T | Vi
(3.45)

i
12(x.y) 1o(xy) i
N, Z2z- \ z°(z- )1
+B,(X,Y) Oz ( Z°)+C(xy) Odz ( O)y
l(x.y) l(x.y) JI
I iy v b

Las tres integrales con respecto a la variable z de esta ecuacién se calculan de la misma

manera que las integrales!", 1" y 111", El resultado final es:

Y2

9(X0,Y0.,20) = Goixc\jY% M
(3.46)
i l2(xy)
+[B7(x,y) +22C7( % y)] In[(z- zo)+r]+zc7<x,y>ri
h(xy)

Lasolucion numérica de la ecuacion anterior nos proporcionalaanomalia gravimétrica que

produce el volumen V que tiene un contraste de densidad que varia con lasvariablesx, yy z.

3.4.4. Ejemplos

Parailustrar el tipo de geometriay los diferentes contrastes de densidad presentados en esta
seccion, vamos a presentar tres model os tedricos cuya geometria se puede ver en lafigura3.12. Las

fronteras laterales de este cuerpo vienen descritas por las funciones x; =—4, x,=4,y;=—6 €
y, = 6. Lafrontera superior esl1(X,y)= —0.1— 0.02x + 0.01y — 0.002 xy — 0.001 x* + 0.005 y* —
0.003 x?y + 0.001 xy* — 0.007 x> — 0.002 y* y coincide con la superficie donde se encuentra el
observador. Lafronterainferior viene descritapor lafuncién 1,(X,y)=4+ 0.03x—0.01y+0.05xy
+0.001x? + 0.003 y* — 0.003 X’y + 0.008 xy? + 0.005 x> — 0.001y*. Parael primer giemploladensidad
depende de las variabl es x e y seguin la funcién polinémica Dr (X,y)= — 0.1+ 0.05x y. El cuerpo

anomal o correspondiente se puede observar en lafigura3.13(a) y calculando a partir de la ecuacién

(3.32) se puede obtener la anomalia gravimétrica que produce (figura 3.13(b)).
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l,=(XY)

FIGURA 3.12. Geometria del ejemplo de fuente andmala limitada |ateralmente por funciones continuas de

las variables x, .

FIGURA 3.13. (a) Fuente andbmala responsable de |a anomalia gravimétrica de la figura (b). Laslineasde

igual densidad en la fuente vienen expresadas en g/cm®. Las isolineas en |a anomalfa gravimétrica vienen

expresadas en mGal. Lalinearesaltada representala posicion de lafuente con respecto ala anomalia.
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Para el segundo ejemplo la densidad el egida es un polinomio de segundo grado en lavariable

z:Dr(z)=-04+0.05z- 0.012°. Lafigura3.14(a) nos muestra el contraste de densidad del cuerpo
anodmal o, el cual esresponsable delaanomaliaque aparece en lafigura3.14(b) y que esta cal culada
mediante la ecuacién (3.42).

El tercer ejemploilustrael caso mésgeneral delaseccion 3.4. En este caso ladensidad viene
dadapor la funcion Dr (X,y,z)=—0.3— 0.05x + 0.01y + 0.09z — 0.002 xy — 0.003 yz— 0.004 xz—
0.01 x* + 0.03 y? + 0.01z2 . Podemos ver unarepresentacion del cuerpo andmalo en lafigura3.15(a) y

laanomaliaque produce en lafigura 3.15(b). Dichaanomalia ha sido calculada a partir de la ecuacién
(3.46).

FIGURA 3.14. (a) Fuente anémala responsable de la anomalia gravimétrica de lafigura (b). Laslineas de

igual densidad en lafuente vienen expresadas en g/cm®. Las isolineas en |a anomalia gravimétrica vienen

expresadas en mGal. La linea resaltada representa la posicion de la fuente con respecto ala anomalia.
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(b)

~

FIGURA 3.15. (a) Fuente andmala responsable de la anomalia gravimétrica de la figura (b). Las lineas de

igual densidad en la fuente vienen expresadas en g/cm®. Las isolineas en la anomalia gravimétrica vienen

expresadas en mGal. Lalinea resaltada representa la posicion de la fuente con respecto ala anomalia.

3.5. DISCUSION

Este Capitulo presenta una ampliacion a 3D del método de modelado directo de anomalias
gravimeétricas desarrollado en el Capitulo I 1. Se puede observar como es posible dichaampliacion sin
gue haya aumentado demasiado |a compl gjidad de | as ecuaciones utilizadas, |0 que hace que el método
sea de fécil utilizacion.

Delamismamaneraque en el Capitulo 11, las caracteristicas generales de | os contrastes de
densidad y de las fronteras de las fuentes anémal as vienen descritas por funciones continuas en los

intervalos deintegracién por lo que, paracalcular el efecto gravimétrico de un cuerpo que contengauna
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discontinuidad en su interior, como por € emplo unafallaque produzca un cambio brusco de densidad,
es hecesario aplicar el principio de superposicion, dividiendo dicho cuerpo en cuerpos mas pequefios,
cuyasfronteras asemejen ladiscontinuidad, y sumando | os ef ectos gravimétricos correspondientes para
dar el efecto gravimétrico de todo el cuerpo completo.

En los ejempl os presentados en este Capitul o también se ha considerado el caso particular de
funciones polinémicas para describir tanto el contraste de densidad como las fronteras delas fuentes
anémalas. En laeleccion delos val ores numéricos de | os coeficientes de estos polinomios se han tenido
en cuenta los 6rdenes de magnitud de los contrastes de densidad y de las fronteras de las fuentes
andmalas presentes en la naturaleza para obtener model os realistas.

En este método de modelado en 3D también se ha supuesto que | as fronteras superiores de los
cuerpos andémal os coinciden con latopografia. Por este motivo, en el caso de fuenteslimitadas superior
e inferiormente por funciones que dependen de las distancias horizontales, las integrales de las
ecuaciones (3.32), (3.42) y (3.46), que calculan | os ef ectos graviméticos de dicho tipo de fuentes, son
integralesimpropias en |os puntos donde se encuentrasituado el observador, por |o que se haprocedido
de la manera descrita en el Apéndice A para su resolucion.

Lanecesidad de un método de modelado paratres dimensiones de estas caracteristicas es debida
aque hay en realidad una ampliavariedad de estructuras geol 6gicas que por su naturdezano se les

puede aplicar métodos de modelado bidimensional.
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INTRODUCCION

En el Capitulo |l presentamos las expresiones matematicas necesarias para calcular las
anomal ias gravimétricas producidas por fuentes bidimensionales cuyas fronteras estan definidas por
funciones continuasy que se encuentran caracterizadas por contrastes de densidad que dependen de
lasvariablesx y z

En el presente Capitulo se plantea el problema inverso, mediante el cual se realiza una
estimacion de los pardmetros que determinan el contraste de densidad y la estructura geométrica de
|as fuentes anémal as a partir de datos gravimeétricos conocidos. El método deinversién seaplicaalos
tipos de estructura y contraste de densidad que se desarrollaron en el Capitulo |1, abordando el
problema no lineal mediante el método de los minimos cuadrados amortiguados de Marquardt-
Levenberg, presentado en el Capitulo |.

Para comprobar |a eficacia del método de inversién elegido, éste se ha aplicado a varios
gjemplos, en los que | os datos gravimétricos han sido generados sintéticamente a partir de model os de
estructuray contraste de densidad conocidos. Ademas, en dichos ejemplos se han realizado estudios

de sensibilidad, unicidad, estabilidad, resolucion, covarianzay correlacion.

4.1. FUENTE ANOMALA LIMITADA LATERALMENTE POR FUNCIONES
CONTINUASDE LA VARIABLE Z

La estructura geométrica de este tipo de fuentes viene representada matematicamente
mediante la ecuacion (2.3) y se puede observar su formageneral en lafigura2.2. Vamos a suponer
gue el contraste de densidad de lafuente anémal a viene descrito por el caso més general, dado por la
ecuacion (2.19), en el que este contraste variaen funcion de las variablesx y z, puesto quedentro de
este caso se encuentran englobados | os otros dos tipos de contrastes de densidad considerados en el
Capitulo I1, el que consideraladensidad como funcion de lavariablex y € que consideraladensidad
como funcion de lavariablez. El problemadirecto mediante el que se calculael efecto gravimétrico
correspondiente a esta fuente, en una estacion de coordenadas (X, , Zo), viene dado por la ecuacion
(2.22). Parafacilitar lainversion de dicha ecuacién, consideraremos que lafuncién Dr (x,z) esuna

funcion polinémica de laforma:

2

Dr (X,2)= py+ Pa X+ P3 2+ Pg X2+ Ps X° + pg 2 (4.1)



donde se ha supuesto que las funcionesA;(2), B,(2) y C,(2) delaecuacién (2.19) son los polinomios;

A(Z)=py + P3z+ pg 2°
Bi(z)=p, + psz (4.2)
Ci(z)=ps

y donde p,T A conj=1,...,6, siendo A el espacio de los nimeros reales.

Sustituyendo las funciones polinémicas A, (2), B1(2) y Ci(2) anterioresen laecuacion (2.22)

del problemadirecto y reagrupando los términos del integrando, se obtiene la expresion:

7
(%.2) =G (Y2i( P2 * Paz+2Ps%0)(2- 20)Inf(x- %o ) +(2- 20}
|
Eal (4.3)
i - X0, G ﬂfz(z)
+2[D(X012)‘ Ps(Z- 2)° ].I, arctangﬁ%+2p5(z- Zo)[x' Xo]y
f 0 bryz)

donde Dr (Xg,z)=pP1+ PaXg+ P3Z+ PsXgZ+ Ps xg + Pg 72, siendo Xo la abcisa del observador.
Laresolucion numéricade laecuacion (4.3), mediante el método de integraci 6n numéricade
Gauss- L egendre, nos proporciona el problema directo de un cuerpo bidimensional cuya estructura
geométrica viene dada por la expresion (2.2) y cuyo contraste de densidad viene descrito por €l
polinomio (4.1).
Al igual que hicimos anteriormente con lafuncion que describe el contraste de densidad dela

fuente, supondremos que las fronteras f,(2) y f,(2) son funciones polindémicas de la forma:

fi(z)=p7 +Pg z+ py 2% + P10 z°
(4.4)

fo(z)=pu+ P2 2+ pi3 2%+ P14 2

donde cadap; es un namero real. Lafuncion constante z, vaa ser renombrada como el parametropis
para homogeneizar la notacion.

Pararealizar lainversion de la ecuacion (4.3) consideraremos que dicha ecuacion tiene la

forma de la expresion (1.9) del Capitulo |I. Si conocemos experimentalmente los valores de la

gravedad en un perfil deM estaciones sobre la fuente anémala, a partir de la ecuacion (4.3) podemos

plantear lainversion paracalcular las incognitas de nuestro problema, que son los coeficientes delos
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polinomios que describen el contraste de densidad Dr (x,2), las fronteras lateralesf,(2) yf»(2) y la
frontera inferior p;s. En cuanto alafrontera superior z;, supondremos que es conocidayague, como
vimos en el Capitulo |1, coincide con la topografia. Por tanto, el vector de parametros p se puede

construir con dichos coeficientes, obteniendo:
p :{pj} j =1,..15 (45)

gue es un vector columna perteneciente al espacio euclideo de dimension N = 15.

El funcional F[p] de la ecuacién (4.3) es un funcional no lineal, ya que la mayoria de los
parametros que queremos cal cul ar estan relacionados de formano lineal con |los datos observados a
través de laintegral de dicha ecuacion. Para calcular el vector de parametrosp, vamos a utilizar el

método de Marquardt-L evenberg, descrito en el Capitulo | mediante laecuacion (1.30). Paraevitar los

problemas que conlleva la inversion de la matriz (b R EREN )'1en dicha ecuacién, vamos a

definir el vector:

Dp“=p-p (4.6)
y asi convertimos la expresién (1.30) en un sistema de ecuaciones lineales de la forma:
(b +3T3)Dp*=3Ty (4.7)

donde el vector incognitaes ahora D p ¥y J es el operador jacobiano del sistema. En este caso, J es
de dimensiones Mx15 y sus componentes son |l as derivadas de la ecuacion (4.3) con respecto a cada
uno de los parametros que componen el vector p y para cada una de las M estaciones donde se
registran las medidas de la gravedad. Dichas derivadas se calculan mediante |a regla de Leibnitzpara
integrales (Kaplan, 1981) y sus expresiones matematicas se pueden consultar en el Apéndice B.
Si definimos el vector de los parametros del modelo con el que se inicia el proceso de

inversion iterativo como:
p0=(pj0) i=1,..,15 (4.8)

la respuesta gravimétrica de dicho modelo, dada por la ecuacion (4.3), y el jacobiano nos
proporcionan |0s elementos necesarios paracal cular la solucién de nuestro problemano lineal apartir
del sistemade ecuaciones (4.7), cuyasolucionse calcula mediante el método de descomposicion LU

con sustitucion directa y eliminacion gaussiana (Press et al., 1996).
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A continuacion se presentan dos ejemplos ilustrativos con datos de gravedad sintéticos

obtenidos a partir de un modelo de fuente anémala conocido. En el primer ejemplo, los datos de
gravedad sintéticos son exactos y en el segundo se considera que estos datos se encuentran

contaminados con errores al eatorios.

4.1.1. Ejemplo tedrico con datos que no presentan errores numéricos

El ejemplo tedrico que vamos a utilizar es el modelo de fuente andmalade lafigura2.5(a),

cuya estructura estd limitada lateralmente por las funciones polindmicas
fi(z)=-4- 0.07z+0.3z% +0.012° y f2(z)=45+0.5z- 0.27° ,y cuya fronterainferior es
Zz, = 3. La frontera superior z; de dicho cuerpo coincide con la altura z, = 0 del observador. El

contraste de densidad viene dado por el polinomio: Dr (x,z)=-0.7- 0.05xz+0.04 x? +0.062°.
Vamos a suponer gue no conocemos ninguna caracteristica del modelo propuesto, a que
consideraremos solo como modelo generador delaanomalia gravimétrica que queremos estudiar.
Vamos a considerar que tenemos 100 datos de gravedad igualmente espaciados. Intentaremos
reproducir dichos datos cal culando una estimacion de los parametros de lafuente mediante el método
iterativo de inversién de Marquardt - Levenberg. Para ello partimos de un modelo inicial cuya

estructura viene limitada lateralmente por los polinomios:

flo(z)=-3.5+0.03z- 0122 +002Z% vy f20(2)=4.4+0.52, y cuya frontera inferior es

zg = 2. Supondremos también que el contraste de densidad de este modelo es:

Dr© (X,2)=-0.5+0.05x- 0.03z- 0.01xz + 0.02x? - 0.03z%. En lafigura4.1(a) se presentalaforma
geométrica de la estructuray el contraste de densidad de esta fuente. En lafigura4.1(b) se puede
observar laanomalia gravimétrica que produce, en linea continua. En linea atrazos se representa el
perfil de datos de gravedad que queremos invertir.

Con las caracteristicas del modelo inicial anteriormente presentadaspodemosformar € vector

de parametrosiniciales:
(pO)T =(- 05,0.05,- 0.03- 0.01,0.02,- 0.03, - 3.5,0.03- 0.1,0.02,4.4,05,0,0,2)7  (4.9)

y se calcula la solucion del sistema de ecuaciones (4.7) para diferentes valores del factor de
amortiguacion, siguiendo un proceso iterativo en el que se pretende alcanzar laconvergenciahaciala

solucion del problema.
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FIGURA 4.1. (a) Fuente andmala utilizada como modelo inicial en el proceso de inversion del ejemplo
correspondiente a fuentes limitadas lateralmente por funciones continuas de lavariablez Laslineasdeigud
densidad se encuentran en unidades de g/cn?. Los puntos en lafrontera superior del cuerpo representan las
posiciones del observador. (b) Lalinea atrazos corresponde alos datos de gravedad sintéticos generados
por lafuente de lafigura2.5(a). Lalinea continua corresponde ala anomalia gravimétrica producida por la

fuente (a).

Lasolucion del problema planteado se obtiene en 16 iteraciones, cuando el desajuste dado por
la ecuacion (1.31) alcanza el valor q = 2 10 mGal?, como se puede observar en la figura 4.2. El
model o de fuente resultante y su respuesta gravimétrica se pueden observar en lasfiguras4.3(a) y (b),
respectivamente.

El residual, obtenido al comparar |aanomalia gravimétrica debida al modelo resutante con
|os datos de gravedad generados mediante el modelo sintético, se puede ver en lafigura4.4. Como
vemos, este residual presenta valores muy pequefios, del orden de 10 mGal. También se observauna
tendencia en toda la gréfica hacia los valores negativos, sobre todo en la posicion de la frontera
derecha, donde el residual es mayor. Esto indica que el promedio del residual no esceroy el peor

gjuste entre las anomalias se alcanza en esta zona del perfil.
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FIGURA 4.2. Evolucion del desajuste g.
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FIGURA 4.3. (a) Modelo resultante de fuente anomala obtenida en el proceso de inversién del ejemplo
correspondiente a fuentes limitadas | ateralmente por funciones continuas de la variable z Laslinessdeigud
densidad se encuentran en unidades de g/cm®. Los puntos en |afrontera superior del cuerpo representan las

posiciones del observador. (b) Anomalia gravimétrica producida por la fuente (a).
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FIGURA 4.4. Residual obtenido al comparar los datos de gravedad y |a anomaliagravimétricadel modelo
resultante.

Enlatabla4.1 se pueden comparar |os parametros que describen los contrastes de densidad
del modeloinicial, del modelo resultante y del modelo sintético que se hautilizado paragenerar los
datos de gravedad. En esta tabla se puede apreciar que los pardmetros del modelo resultante son
iguales alos val ores de estos mismos parametros en el model o sintético, considerando cuatro cifras
decimales para dichos valores.

Enlatabla 4.2 se pueden observar |os parametros que describen las estructuras de los tres
model os que intervienen en el proceso. Podemos ver que | os pardmetros que definen lafronteraf,(2) y
la frontera inferior del modelo resultante alcanzan précticamente los mismos valores que los
parametros del modelo sintético con algunas pequefias variaciones. En cuanto alos parametrosdela
frontera f,(2), los valores de pi,, P13y P14 Presentan diferencias entre el modelo resultante y el
sintético, siendo el p13 el pardmetro peor ajustado con un error rel ativo del 3.85%. Estas variaciones
en los parametros de la estructura son debidos, probablemente, a errores numéricos producidos en €l

proceso de inversion, yaque los errores generados en el calculo de los datos son practicamente nul os.

DENSIDAD P1 p2 P3 P4 Ps Pe
Model o
Inicial -0.5000 | 0.0500 | -0.0300 | -0.0100 | 0.0200 | -0.0300
Modelo 0.7000 | 0.0000 | 0.0000 | -0.0500| 0.0400 | 0.0600
Resultante | : : e ' '
Modelo 0.7000 | 0.0000 | 0.0000 | -0.0500| 0.0400 | 0.0600
Sintético | : ' e ' '

TABLA 4.1. Parametros de |los contrastes de densidad cor respondientes a cada uno de los tres modelos que

participan en el proceso de inversion.
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ESTRUC- FRONTERA fi(2) FRONTERA f,(2) 2
TURA
p7 Ps Po P1o P11 P12 Pas Pi1a Pis
Modelo
Inicial -3.5000 0.0300 -0.1000 0.0200 4.4000 0.5000 0.0000 0.0000 2.0000
Modelo
-4.0000 -0.0702 0.3003 0.0100 4.5003 0.4963 -0.1923 | -0.0025 3.0000
Resultante
Modelo
Sintético -4.0000 -0.0700 0.3000 0.0100 4.5000 0.5000 -0.2000 0.0000 3.0000

TABLA 4.2. Parametros de las estructuras correspondientes a cada uno de | os tres modelos que participan en

el proceso de inversion.

4.1.1.1 Evolucién de los parametros del modelo

La evolucién del factor de amortiguacion b ™' alo largo de todo el proceso iterativo se
muestraen lafigura4.5, donde se puede ver que paralaUltimaiteracion el valor de este parametro es
cero. También se puede observar que las variaciones que sufre este parametro son muy parecidasalas
variaciones que presenta el desajuste en lafigura 4.2. Esto es debido aque el valor deb * enuna
iteracion k + 1 depende del valor del desajuste en laiteracion anterior k, demaneraques € desgjuste

obtenido es mayor que el desajuste delaiteracion anterior, el factor de amortiguacion paralaiteracion

k+1lesb ! =1.5q,ysi esmenor entoncesel factor de amortiguacion parak + 1sera b*=9. Esa
2

eleccion es debida aque, si el modelo resultante en unaiteracion se aleja de la solucién buscada, se
aumenta el factor de amortiguacion para que el método de Marquardt-Levenberg actie de manera
parecidaa método delosgradientesy asi se aprovechen las ventagjas que proporcionadicho método.
Si el resultado de dicha iteracion se acerca a la solucion esperada, se disminuye el factor de
amortiguacion paraque el método de Marquardt -Levenberg actie como el método de Gauss-Newton
y asi facilitar la convergencia hacia la solucion buscada.

Enlafigura 4.6 se puede observar la evolucion de los parametros que describen el contraste
de densidad delafuentealolargo de todo el proceso, desde el modeloinicial hastael resultante. En
lafigura4.7 serepresentan los parametros de lafronteraizquierday enlafigura4.8 losdelafrontera
derecha. Laevolucién de la profundidad de la fronterainferior del cuerpo se puede ver en lafigura
4.9. Deestas cuatro gréficas se desprende que | os parametros del contraste de densidad alcanzan la
convergenciaantes que los parametros que definen la estructuray, de estos Ultimos, |os parametros

P12 Y p13 acanzan el valor esperado en la Gltima iteracion.
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FIGURA 4.6. Evolucion de los pardmetros del contraste de densidad desde el modelo inicia a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolos y los parametros son: py(w); p. (@); p:(#);
P.(X): Psbk): p(A).
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FIGURA 4.7. Evolucion de los parametros de lafrontera izquierda desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolosy |os pardmetros son: p,(%); p,Ee); py(P);

Pw(3).
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FIGURA 4.8. Evolucion de los parametros de |a frontera derecha desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso deinversion. Las correspondencias entre simbolos y los pardmetros son: p,,(©); pu(b>); p.4{©);

Pu ().
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FIGURA 4.9. Evolucion del pardmetro de la frontera inferior desde el modelo inicial @ modelo resultante
del proceso de inversion.

4.1.1.2 Analisis de |la sensibilidad, existencia, unicidad y estabilidad

A continuacién vamos a analizar lasensibilidad de | os datos de gravedad con respecto alos
parametros de la fuente, graficando los vectores columna del operador jacobiano J.

Enlafigura4.10 podemos observar |as graficas de las derivadas parciales del funcional F[p]
del problemacon respecto alos seis pardmetros que describen el contraste de densidad de lafuente.

La grafica (a) nos muestra la derivada de F[p] con respecto aps, cuyaintensidad maxima es 95.8

r;‘ia's en el centro del perfil. Esto indicaque los datos situados en esta zona son los mas sensibles a
g/cm

variaciones en el valor del pardmetrop,, deformaquesi el parametro aumentasu valor se produce un
aumento en la anomalia gravimétrica.

En lagréfica (b) podemos observar la derivada parcial deF[p] con respecto a p,, que presenta
1 mGal km

g/em®

cercadelaposicion delafrontera izquierda del cuerpo, lo que indicaquelos datos gravimétricos

dos picos de intensidad. Uno de ellos tiene unaintensidad negativa de—127. y seencuentra

situados en esta zona del perfil son sensibles a variaciones negativas del parametrop,: cuando el
valor del parametro aumenta, su efecto hace disminuir laanomaliadelagravedad y viceversa. El otro

pico de intensidad que aparece en esta gréfica se encuentra cercano ala posicion de la frontera



102

derechadel cuerpoy presenta unaintensidad positivade 234.5 mGalkm ) o5 datos situados en esta
g/cm

zona son sensibles a los cambios del parametro p, de la densidad.

Lagréfica(c) delafigura4.10 nos muestralarepresentacion graficade Iaderivada%[p],
P3

6 mGal km

gue presenta una intensidad méxima de 127. y cuyainterpretacion es similar alade la

g/cm

gréfica (a). La gréfica (d) tiene una forma similar a la (b) pero con valores de intensidad

extremos de —89.4 %“mz y 267.1 mG/a'km2 para la derivada parcial de F[p] con respecto al
g/cn?® g/cn?

parametro p,.
17 [p]
s

maxi ma situados aproximadamente en lalocalizacién delasfroteras|aterales del cuerpo. EI maximo

En la gréfica (e) de la figura 4.10, la derivada presenta dos picos de intensidad

situado a la izquierda presenta un valor de 456.0&”:2 y el de la derecha tiene un valor de
g/cm

890.9 mGa km?

g/em’

Por ultimo, lagréafica (f) tiene un méximo central de 238.0 mG/a‘ km? paraladerivada parcial
3
g/cm

del funcional F[p] con respecto al parametrops, con lamismainterpretacién que paralagréfica(a).

Comparando los valores absolutos de todos los maximos y minimos de las seis graficas
Ilegamos alaconclusion de que el parametro del contraste de densidad que mayor efecto tiene sobre
laanomalia gravimétricaes el pardmetro ps, y este efecto es mayor sobrelaposicién delasfronteras
laterales del cuerpo andmao. Delamismaformaconcluimos que el pardmetro que menos afectaala
anomaliaes el parametro p,, que es el término independiente del polinomio que describe el contraste
de densidad de la fuente.

Para estudiar el efecto de los parametros que describen la fronteraizquierda del cuerpo
podemos observar el comportamiento de las cuatro graficasdelafigura4.11. Enlaprimeragraficase
puede ver laderivada parcial del funcional F[p] con respecto ap;. El pico deintensidad negativaesde
—-2.4mGal/kmy esta situado sobre lafronteraizquierdadel cuerpo. Lagrafica(b) también presenta
un pico negativo deintensidad —3.6 mGal, situado en lamisma zona, correspondiente ala derivada
parcial del funcional con respecto a ps. Lo mismo ocurre con la gréfica (c) que presenta una
intensidad negativa méaxima de —6.6 mGal Km, y con la (d) que tiene un valor de—13.6 mGal kn?.
Como vemos, el pardmetro mas significativo de lafronteraizquierdaes el pardmetropioy € menos

significativo el p;.
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FIGURA 4.10. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen el contraste de densidad de la fuente.

Lafigura 4.12 nos da informacion del efecto que producen los pardmetros de la frontera

derecha sobre laanomalia gravimétrica. El efecto del parametrop, . sepuedeestudiar enlagréfica(a),

mediante la derivada de F[p] con respecto dicho parametro. Como podemos observar, aparece un

maximo de intensidad de 4 mGal km* sobre lafronteraderecha. Lagréfica(b) delafigura4.12 nos

presenta la derivada de F[p] con respecto ap;, Yy tiene una forma peculiar. Tiende a presentar un

minimo de alrededor de—0.8 mGal sobrelalocalizacién de lafrontera derecha del cuerpo, pero en

medio del minimo aparece un maximo local muy agudo de— 0.1 mGal. Por altimo, en las gréficas (c)

y (d) delamisma figura aparecen sendos picos de intensidad negativa de—2.4 mGal kmy —-6.6 mGal

km? correspondientes a lasderivadas deF[p] con respecto ap;3 Y p:4, respectivamente. Observando

las cuatro figuras anteriores, podemos decir que el parametro de mayor efecto esel parametrop,,y €

de menor efecto el pi2.
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FIGURA 4.11. Representacion grafica de | as columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen la fronteraizquierda de lafuente.
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FIGURA 4.12. Representacion grafica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen la frontera derecha de la fuente.
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Por ultimo, lafigura4.13 nos proporcionainformacion acercadel efecto que gjercelafrontera

inferior sobre la respuesta gravimétrica del cuerpo mediante la derivada del funcional F[p] con

respecto al pardmetro p1s. Como se puede ver en dichafigura, aparece un méximo negativo de—4.2
mGal km* deintensidad casi centrado en laposicién del cuerpo, aunque desviado ligeramentehacia

la derecha.

dH p] 00 —
dp;s

25 —]

50

Lt
-10 0 10
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FIGURA 4.13. Representacion grafica de la columna del jacobiano correspondiente a la derivada del
funcional F[p] del problema con respecto al parametro que define la frontera inferior de la fuente.

Con todo esto podemos concluir que, parael ejemplo propuesto, larespuestagravimétrica del
cuerpo andmalo es mas sensible avariaciones en los val ores de lamayorialos parametros que definen
el contraste de densidad que a variaciones sufridas por |os pardmetros que definenla estructura
geométrica del cuerpo. En cuanto a esta Ultima, podemos decir que cambios en lafronterainferior
producirén pequefios efectos en la respuesta gravimétrica general del cuerpo y que la frontera
izquierdatiene un efecto mayor que lafrontera derecha. Esta es unade las razones por las que los
parametros de f;(z) quedan mejor determinados en el proceso de inversion que los parametros de
f2(2). Esto es debido a que, como se desprende de las figuras 4.11 y 4.12, la zona del perfil que
presenta valores significativos de sensibilidad de los datos con respecto al efecto de la frontera
izquierda es més ancha que paralafrontera derecha, pues el nimero de datos necesarios paracalcular
f,1(2) esta distribuido alo largo de una zona més amplia del perfil. Esto se puedeinferir también dela
formaque presenta el cuerpo anémalo (figura2.5(a)). Lafronteraizquierda presenta una pendiente
mas suave que la frontera derecha, gjerciendo influencia en una zona mas amplia del perfil. Si
gueremos alcanzar un g uste mejor para los parametros que determinan f,(z), seria conveniente
aumentar el nimero de datos en la zona del perfil correspondiente a dicha frontera.

Despues de analizar |a sensibilidad del problema, cal culamos la descomposicion en valores
singulares del jacobiano. Los valores singulares vienen representados en lagraficadelafigura4.14,
donde se han colocado en orden de mayor a menor. Como se puede ver, se han obtenido 15 valores

singulares distintos de cero, por lo que el rango del jacobiano esh = 15y coincide con el nimero de
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columnas N de dicho operador. Esto implicaque el subespacio V; no tiene ninguna componente, por
lo que esta aseguradalaunicidad y laexistenciade lasolucion del problemaparaun modeloinicial,

independientemente de si el subespacio U, existe o no (Aki y Richards, 1980). Por otro lado, la

condicién de lamatriz jacobiano, dada por laecuacion (1.45), es k =3.062 10°, que presentaun valor
muy grande. De esto se deduce que, aunque no hayaningun valor singular nulo, se puede producir la
propagacion de las inestabilidades producidas en el célculo de la solucién del problema. Estas
inestabilidades afectan a las combinaciones de parametros asociadas a los valores singulares méas
pequefios, ya que se van a propagar en ladireccidn delos vectores caracteristi cos correspondientes en

el espacio de los pardmetros.
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(%)
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©
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=
e
<

B2 ——1—T 717 T T T T T T T T T 1
R A S . T T (R S NY Y

Valoressingulares

FIGURA 4.14. Valores singulares del jacobiano del problema.

En latabla 4.3 se presentan |las componentes de los vectores-columnatraspuestosde
la matriz V,, junto con los valores singulares correspondientes. Las filas de coeficientes

proporcionan los pesos con los que los parametros del modelo vienen incluidos en las
combinaciones. En dicha tabla se han resaltado en color grislas componentes de | os vectores
vi' cuyo valor absoluto es mayor de 0.5, pues representan |os parametros que tienen mayor
resolucién dentro de cada combinacién. Como se puede ver, los pardmetros del contraste de
densidad estan presentes en las primeras cinco combinaciones, que corresponden a los
valores singulares mas elevados, siendo el parametro mejor resuelto e ps. Losparametrosde
la estructura se encuentran en las combinaciones de pardmetros asociadas a los valores
singulares més bajos. El parametro p13 de lafrontera derechatiene el mayor peso en ladltima
combinacién, de lo que se deduce que éste es el parametro peor resuelto en el proceso y €l

altimo que alcanza la solucion, como se desprende de latabla 4.2, en laque vemos que este

pardmetro se aleja méas del valor dado en el modelo sintético que los demés.



P1 P2 Ps P4 Ps Pe p7 Ps Po P1o P11 P12 P13 P14 P15 I
vlT 1.28410" | 1.62810°% | 1.68910" | 226010 | 8.829107* | 3.127 10" | -1.090 10 | -1.995 10 | -4.066 10 | -9.008 10° | 3.138 10 | -7.558 10"* | -2.517 10 | -6.830 10 | -5.098 10°% || 3.956 10°
v2T -1.59310* | 6.62110* | -1.802 10| 6.29010? | -1.176 10" | -3.031 10 | 6.206 10° | 1.067 102 | 2.051102 | 4.325102 | 8.13310* |-5.602 10 | -2.376 10° | -6.599 10 | 1.437 10 || 1.090 10°
v3T 264310 | 1.84610" | 3.71010* | 2.34610" | -453510% | 7.054 10" | 1.14110° | 5.93910* | -1.37910° | -7.21210° | -1.91310° | -7.859 10* | -7.996 10* | -1.57010°° | -1.155 102 || 7.109 10?
v4T -358510" | -6.565 10 | -9.506 10%| 6.333107* | -1.890 102 | 1.327 10" | -5.198 107 | -6.44910°° | -7.669 10° | -8.928 10° | 1.85110° |-1.12310? | -3.768 102 | -1.024 10°* | -1.552 102 || 8.922 10*
v5T 768810 | -2598101| 1.32210% | 291610 | -1.954 102 | -3.96310 | 3.674102 | 5975102 | 1.11510" | 2.31510* | -1.338102 | 7.92810° | 3.412102 | 9.492102 | 1.3201072 || 3.742 10
v6T -1.27010* | 4.392102 | 2590102 | -1.037 10| 1.202102 | 7.147102 | 217110" | 2.87410*" | 4.04010" | 6.29810* | 1.51510" |-1.502 102 | -1.609 10" | -4.721 10 | 6.129 102 || 9.542 10°
v7T 1.37410" | 1519102 | -3.54010* | -2.27810%2| 1.58510° | 1.35510" | 1.731102 | 2.039102 | 2.870102 | 4.726 102 | -857310* | -2.254 10 | -1.328 10" | -1.539 10" | -7.638 10| 4.470 10°
v8T -2.21010* | -4.65110*| 7.54310" | 1.473102 | -455010° | -3.224 10" | 6.286 102 | 5.651 1072 | -2.050 102 | -2.036 10 | -3.563 10°* | -4.855 102 | -8.441 102 | -2.36310°* | 1.914 10 || 2.73510°
ng 1.35610" | 2.031102 | -5.75910*| -8.29310°%| -7.89410° | -5.877 102 | -5.109 10" | -4.566 10°* | -3.052 10 | 1.05010* | 1.626 10" | -1.260 10" | -2.443 10" | -5.453 10 | -6.828 10| 1.320 10°
Vg |[-211910" | -405910°| 1500107 | -2.01110?| 9.13210° | 2464 10? | -3.70210" | -2.807 10" | 5.74610* | 590910 | -2.62010* | 2564 10" | 258710 | 3.64010" | 1.80910" | 9.88810™
Vi1 | 8213107 | -387910°| -1.77310™"| 1.24010? | -213710° | 7.17910? | 252410" | -2.35910™" | -9.425 10 | -3.095107 | 6.141107 |-1.36810" | -7.619107 | -7.47510° | 8.93810" || 351010
Vip [ -1.789107%| 3.21910° | 5600107 | -5.30310°| 1.58910* | -2599107| 6.93610™ | -4.75510™" | -3.390 10" | 1.976 10" | -4590 10% | 1.807 10" | 6.95810°* | -7.455 10 | -2.99210™* || 3.040 10"
v13T 1.20510" | 2.44910°% | -1.507 10| 7.94510° | -4.02010° | 2.855102 | -6.454 102 | 1.384 10" | -2.72910 | -1.99910* | -1.138 10" | 7.91510™ | 2.661 10" | -4.064 10" | 1.49810* || 2.065 10
Vig |[-6.07910%| -7.73910°| -352110°| -7.62310*| 3.19110* | 6.35810° | -1.315107 | 565010™ | -7.74610™ | 251110 | 9.86910° | -9.252 107 | 6.24010° | 650510 | 6.975107 || 3.034 10
Vig' | 388010° | 166710% | -349110%| 149410° | -1.39010" | -1.28010° | 1.20410° | -5.187 102 | 7.088107 | -2743107 | 3035107 | -4.22410" | 857210" | -278210 | -4.60510° || 1.202 10

TABLA 4.3. Componentes de los vectores caracteristicos de lamatriz V}, y los valores singulares asociados.
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En la figura 4.15 se pueden comparar, para cada valor singular | ;, los correspondientes

vectores caracteristicos del e spacio de |os datos Uy, y del espacio de los parametros V,,. Conélo, se

puede tener una idea acerca de qué conjunto de datos es mejor para resolver una determinada
combinacion de parametros.

Para el valor singula més grande | ; = 3.956 10°, |a combinacién de pardmetros mejor
resuelta corresponde a los parametros que definen el contraste de densidad de la fuente. El mayor
peso recae en los parametros ps y ps, que son los que han sido resueltos mas rapidamente en el
proceso iterativoy pueden presentar correlacion entre si. Como se observaen lafigura4.15, los datos
gue participan en su resolucién pertenecen alaparte central del perfil donde se encuentra situado el
cuerpo anémal o, pero sobre todo tienen mas efecto | os datos que se encuentran sobre lalocalizacion
de los bordes laterales de la estructura. Esto es debido a que el efecto de ps sobre la anomalia
gravimétricaes mayor en estas dos posiciones del perfil, como se desprende de lafigura4.10(e) dela
matriz de sensibilidad. L os elementos del vector caracteristicov, correspondientesalasposicionesde
|os seis parametros del contraste de densidad, son todos positivos, |o mismo que | os elementos del
vector u; que corresponden a los datos que participan en la resolucién de esta combinacién de
parametros. Esto quiere decir que si hay un aumento en los valores de |os pardmetros del contraste de
densidad, esto afectard alaanomalia gravimétrica con un incremento importante en lamagnitud de la
misma. Los pardmetros que participan en esta combinacién tienen muy buena resolucion, son los mas
exactos y |os que mas rapidamente se determinan mediante el proceso de inversion iterativo.

El siguiente valor singular en tamarfio es| , = 1.090 10%. En lafigura4.15 se observaquela
combinacién de parametros dada por el vectorv, corresponde también alos parametros del contraste
de densidad. L os datos responsabl es de su resol uci6n se encuentran también en |a parte del perfil de
gravedad ocupada por lafuente, pero con predominio delosdatos situados cercadelasfronterasdela
misma. En este caso, |os elementos dev, corespondientes a los parametrosp, y p, son positivosy
tienen mayor magnitud, mientras que | os elementos de este vector, correspondientes alas posiciones
de p1, Ps, Ps Y Ps, SON negativosy de menor magnitud quelos otros dos. Segun esta combinacién, un
aumento en las magnitudes dep, y pa, junto con una disminucion de los otros cuatro parametrosde la
densidad, tendran un efecto importante en la anomalia, aunque el efecto sera menor que el
proporcionado por la combinacidn dada por v; ya que esta Ultima esta asociada a un valor singular
mayor. Los valores de los elementos del vector u, correspondientes alaparteizquierdadel perfil de
datos son negativosy en la otraparte son positivos, siendo losvalores de la parte negativa mayores en
magnitud. Si ahora observamoslas gréficas (b) y (d) delafigura4.10, vemos que un aumento dep, y
p4 significa un decremento de la magnitud de la anomalia en la parte izquierda del perfil y un
incremento en laderecha, por otro lado una disminucion de los otros cuatro parametros produce una

decremento en la magnitud de la anomalia gravimétrica.
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FIGURA 4.15. Representacion gréfica de las columnas de |as matrices Uy, y Vi, dd jacobiano del problema
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del problema.
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En las combinaciones de parametros asociadas alos siguientestres val ores singulares también
estan presentes todos los pardmetros del contraste de densidad. Segun esto, el modelo resultante
presenta unabuenaresol ucion en estos parametros a partir de lainformacidn proporcionada por los
datos de gravedad y, ademas, puede existir unafuerte correlacion entre ellos.

En la sexta combinacién aparecen todos |os parametros que determinan lafronteraizquierda
del cuerpoy parte de los de laderecha, siendo el parametrop,, € que presentamayor resolucion. Eda
combinacion esta asociada al valor singular| ¢ = 9.542 10°. Los datos de gravedad que participan en
laresolucién de estos parametros se encuentran repartidos en lazonadel perfil que se encuentrasobre
el cuerpo, como se observa en lafigura 4.15.

El séptimo valor singular en tamario es| ; = 4.470 10°. En estacombinacion los parametros de
mayor peso son |los relacionados con lafrontera derecha. El parametrop; ; esel quetiene mayor peso
y es el que antes se resuelve en el proceso de inversion. Por ello, como seveenlafigura4.15, los
datos que resuelven esta combinacion se encuentran sobre la frontera derecha del cuerpo.

Parala siguiente combinacién, dada por el vector vg, €l valor singular esl g = 2.735 10°. Se
puede ver que las componentes con mayor peso en esta combinacién pertenecen tanto ala densidad
como alaestructurade lafuente. Aqui hay que destacar que el parametrop;s, € que nos proporciona
lafronterainferior del cuerpo, comienza adestacar, aunque con un peso pequefio en comparaciona
|os otros parametros perteneci entes a esta combinacién. De hecho, su valor dependera de losvalores
tomados por los parametros que presentan mayor peso, como €l ps, €l ps y €l p1;1. Estainformacion,
junto con lagréficade sensibilidad de | os dat os dada por lafigura4.13, nos dice que cualquier cambio
en este pardmetro afectara de manera poco significativa ala anomalia gravimétrica.

El valor singular | 3 = 1.320 10° esta asociado a la combinacién de parametros dada por el
vector caracteristico vy. Estos parametros corresponden alasfronterasizquierday derecha, siendo los
pardmetros con mayor peso el p; y €l p;.. Vemos cdmo las componentes del vector ug que tienen
mayor participacion en laresolucion de estos pardmetros se encuentran situadas sobrelaposiciénde
dichas fronteras en el perfil de datos.

L as combinaciones de parametros correspondientes alos tres val ores singul ares siguientes
estan formadas por los parametros que definen la estructura geométrica de la fuente. Los
correspondientes vectores caracteristicos en el espacio delos datos, presentan formas complejasy sus
componentes mas significativas se encuentran repartidos sobre la posicion de la fuente.

Lastres Ultimas combinaciones de pardmetros son aquel las que presentan peor resoluciénen
sus pardmetros, ya que estadn asociadas a los valores singulares més pequefios, por lo que los
parametros correspondientes son més susceptibles de presentar inestabilidades numéricas producidas
durante el proceso. En lacombinacion dada por el vector v, ; €l pardmetro con mayor peso es €l py..
Este es uno de | os pardmetros que presenta variaciones numéricas importantes en su solucién, como

seveen latabla4.2. Enlacombinacion asociadaav, 4 10s parametros de mayor peso son el pgy € po.
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Comparando con la combinacién anterior, podriamos decir que estos parametros quedan peor

resueltos que el p,,, pero si vemos la tabla 4.2, vemos que no es asi. Esto es debido a que los
pardmetros ps y ps tienen pesos importantes en combinaciones anteriores, como se desprendedela
figura4.15y delatabla4.3. Esto no ocurre con el parametro p;2, con lo que podemos concluir que
este parametro tiene peor resolucion que los otros dos. L a Gltima combinacidn estd asociada al valor
singular més pequefio | 15 = 1.292 10°%. El pardmetro méas importante en esta combinacion es el p;s.
Este parametro es el peor resuelto en el proceso de inversion y el mas susceptible de presentar
inestabilidades.

Como conclusion de lo anteriormente descrito, se puede decir que las quince combinaciones
de parametros presentan estabilidad. Lainestabilidad numéricainherente al proceso deinversion es
muy pequefiay se propaga en la direccién de los vectores caracteristicos asociados a los valores
singulares mas pequefios. No tiene sentido quitar ninguna de esas combinaciones en el afan de
eliminar las inestabilidades, porque se perderia informacién importante indispensable para la

resolucion del problema que nos ocupa.

4.1.1.3. Resolucion de los parametros

Lamatriz deresolucion R coincide exactamente con lamatriz identidad para este caso, yaque
el valor del factor de amortiguacion b * es ceroy se cumple larelacionR =V,V," =1. Como ya

vimos en el Capitulo |, ésto nos esta diciendo que se haresuelto el problema satisfactoriamente, y que

el estimador del vector de |os parametros bk+1 debe coincidir con la soluciénverdaderadd problema
p atravésdelarelacion (1.51). No obstante, debido alaprecisiéon delamaquinacon laque serealizan
los calculos numéricos de lainversion, esta coincidencia puede no ser exacta, como vimos en las
tablas 4.1y 4.2. Paraver ésto vamos a analizar la matriz de covarianza de |os parametros para este

problema.

4.1.1.4. Covarianza de los parametros

Lamatriz de covarianza Cov () para este caso se calcula a partir de la expresion (1.60),
donde lavarianzaresidual, dada por la ecuacion (1.56), es$ ? = 1.8 10°° mGal?, que como vemos es
casi cero, lo mismo que la varianza de los datos del problema. Por otro lado, el factor de

amortiguacion utilizado para calcular el modelo resultante es b ™* = 0.0, por lo que los valores

numéricos de los elementos de esta matriz van a ser casi cero, como se puede ver en latabla 4.4.



P1 P2 P3 P4 Ps Ps p7 Ps P9 P10 P11 P12 P13 P14 Pis

1.069 10° 1.890 101% -1.206 10° 7.857 101 3713101t | 1.648 1010 8.757 1012 -8.256 10° 1.197 10° -5.461 10° 7.955 1010 -1.288 10 3.62110°% -1.396 108 8.263 1010 P1
1.686 1012 947310%2 | -167210%° | -7.94110%% | -475310%2 | 1.892 10! -1.880 1010 | 2.188 101° -9.546 101t | 3.927 101t -6.487 1010 1.559 10° 5,617 1010 | -7.562 101 P2
1.825 10° -9.098 101t | 3.597 101t 49531010 | 4.679 1010 -2.795 10° 2.729 10° 9.961 1010 -8.050 1010 1.211 10% -3.404 108 1.301 10 -3.815 10° Ps3
8.163 1012 2776 10%2 | 1.366 10! -8.19510%2 | -8.591 10%° 1.279 10° -5.365 1010 | 2035101t -3.281 1010 1.348 10° -5.958 1010 | 1.263 1010 P4
1.384 1012 -1.88910%2 | -6.87010%2 | 4.117107° -5.796 1010 | 2.428 1010 2,747 101t | 4.506 1010 -1.281 10° 5.003 10%° -4.488 1013 Ps
2.336 1010 -3.181 1010 7.204 10° -9.579 10° 2.790 10° 6.470 1011 -3.526 101° | 8.939 101° 2,752 1010 2.13410° Pe
1.136 10° -2.244 108 1.614 10° -4.173 10° 1.430 1010 -3.431 10° 9.405 10° -3.672 10° -3.093 10° p7
6.597 107 -8.917 107 2.896 107 -6.459 10° 1.372 107 -4.091 107 1.611 107 8.015 10°® Ps
1.229 10 -4.023 107 8.37110° -1.821 107 5.551 107 -2.197 107 -1.085 107 Py
1.346 107 -3.623 10° 7.379 10® -2.245 107 8.893 10°® 3.208 10® P1o
1.101 10 -1.442 107 2.801 107 -8.909 108 8.059 1011 P11
1.967 10° -3.904 10 1.252 10 1.060 10°® P12
7.93110° -2.574 10° -3.366 10 P13

8
8.418 107 1.261 10 P1a

-8
2418 10 Pis

TABLA 4.4. Elementos de la matriz de covarianza de los parametros.

DENSIDAD FRONTERA f,(2) FRONTERA f,(2)

FRONT. INFERIOR

p, = -0.69998 + 0.00008 g/cn? p; =-4000+ 0003 km pu = 45003 + 0.0003 km

P1s = 3.0000 + 0.0004 km

p, = 0.000002 + 0.000003 g/cm’ ps = -0.070 + 0.002 p:2 = 0.496 + 0.004
km

P =0.0000 + 0.0001 g/am® Po = 0.300 + 0.003 kmi*

km

P =-0.192 + 0.007 kmri*

py= 0010+ 0,001 ki

p, = -0.050000 + 0.000007 4 [em® P14 =-0.003 +0.002 kmri?
o

Ps = 0.039999 + 0.000003 g /orr?
L2

ps = 0.06000 + 0.00004 ¢ fom®
P

TABLA 4.5. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.
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En la tabla 4.5, las incertidumbres de |os parametros se han calculado a partir de la raiz
cuadrada de los elementos de ladiagonal principal de lamatriz de covarianza, donde se ha supuesto
un intervalo de confianza+2.58 s , esto es, la solucion para cada parémetro tiene una probabilidad de

existir del 99%.

4.1.1.5. Correlacion entre los parametros

Lamatriz de correlacién de este ejemplo se ha cal culado a partir de lamatriz de covarianza
mediante la expresion (1.64). Unaimagen de estamatriz se puede ver en lafigura4.16 y enlatabla
4.6 se pueden ver los val ores numeéricos de sus elementos. Como se puede ver, los parametrosde la
densidad presentan, en general, unafuerte correlacion entre si. También presentan correlacion entresi
|os parametros pg, Ps Y P10, delafronteraizquierda, asi como los cuatro parametros de lafrontera
derecha. El pardmetro p1s delafronterainferior presenta unafuerte correlacion con el parametropes
del contraste de densidad y correl acién mas débil con ps, py Y p1o delafronteraizquierda. El Gnico
pardmetro que no tiene correl aciones importantes es el término independiente del polinomio dela
fronteraizquierda, esto es, el parametro p,. La existenciade estas correl aciones ya fue observadaad
analizar |as combinaciones de parametros dadas por las columnas delamatrizV,, y graficadas en la
figura 4.15.

m

FIGURA 4.32. Matriz de correlacién de los parametros de la fuente.




P1 P2 Ps Pa Ps Ps p7 Ps Po P10 P11 P12 P13 P14 P1s
1.00010% | 4452107 | -8.63810" | 8.41210" | -9.65510 | 3290810 | 2514103 | -311010? | 3.30410" | -455410" | 2.319107" | -2.809 107" | 3.933107 | -4.656 101 | 1.62510" [}
1.00010% | -1.708 10 | -4.505102 | -5.198 10" | -2.39510 | 1.36710% | -1.78310" | 1.520107 | -2.004 10" | 2.882107 | -3562107 | 4264107 | -4.715107 | -3.745 10" o)
1.00010% | -7.45510 | 7.15810" | -7.587 10" | 1.028107 | -8.056102 | 5763102 | 6.356102 | -1.796 10" | 2.02210" | -2.830107 | 3.31910? | -5.74310* Ps
1.00010% | -8.26010 | 312810 | -2.692102 | -3.70210 | 4.03610" | -5.11810" | 6.789102 | -8.190102 | 1.676107 | -2.273107 | 2.84210? [
1.00010% | -1.05110 | -5.480102 | 4.30910° | -4.44410" | 562510 | -2.226 10" | 2.732107 | -3.867 10" | 4.635107 | -2.453 107 Ps
1.00010% | -1.95310" | 580310 | 5653107 | 4.97610" | 4.034102 | -1.645102 | 2.077102 | -1.962102 | 8.980 10 Pe
1.00010% | -259310 | 1.36610% | -1.067 10" | 1.279102 | -2.295102 | 3.134102 | -3.755102 | -1.866 10" ol
1.00010% | -9.90310 | 9.71910! | -7.578102 | 1.205107 | -1.788107" | 2.162107 | 6.346 107 Ps
1.00010% | -9.80110 | 7.195102 | -1.17110" | 1.778107 | -2.160 107 | -6.296 10" Po
1.00010% | -9.410102 | 143410 | -2.17310" | 2.64210" | 5.78010" P1o
1.00010" | -9.79510 | 9.47710? | -9.25410" | 4.939 103 P11
1.00010"° | -9.88510 | 9.72710 | 4.862 107 P12
1.000 10" | -9.961 10 | -7.685 107 P13
1.000 10*° | 8.839102 P14
1.000 10*° P1s

TABLA 4.6. Elementos de lamatriz de correlacion de |os parametros.
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4.1.2. Ejemplo tedrico con datos que presentan errores numéericos

Cuando se trabaja con datos experimentales, como es el caso de las observaciones
gravimétricas, existen muchas fuentes de error que pueden producir ruido numérico y que perturban la
informacion contenida en dichos datos acerca del cuerpo andmalo que se quiere estudiar. En
gravimetria, las fuentes de error mas comunes son la precision del gravimetro y los errores en la
localizacion de los datos, entre otros. En muchos problemas experimental es el nivel de error se
determinarealizando varias veces | as observaciones de un experimento, sin embargo, en la mayor
parte de los problemas geofisicos esto no se puede realizar y el error debe ser estimado.

Vamos a estudiar el efecto que ocasiona la presencia de ruido en los datos de gravedad
sintéticos utilizados enlaseccion 4.1.1. Vamos a afiadirles un error aleatorio de tipo gaussiano con
promedio cero, E[e] = 0, y desviacion estdndar s = 0.3 mGal. En nuestro caso el ruido afadido
corresponde a unaincertidumbre del 0.6% que afectaalainformacion gravimétrica pero sin cambiar
drasticamente la forma de la anomalia, como se puede ver en lafigura4.17.

Pararealizar el proceso de inversién, vamos a considerar el modelo inicial delafigura4.1l.
Por tanto, el vector de parametrosiniciales viene dado por laexpresion (4.9). Utilizando la ecuacion

(4.6), podemos convertir la ecuacion (1.36) en el sistema de ecuaciones:
(b1 +37s23)DpX=3"s?%y (4.10)
cuya solucion se calculapara diferentes valores del factor de amortiguacion.El proceso iterativo llega

asu fin cuando se alcanza un valor detoleranciaT = E[gs] =M, dondeM es el nimero de datosy qs

es el desajuste dado por la ecuacion (1.37).

g (mGal)

Distancia (km)

FIGURA 4.17. Lalinea punteada es |la anomalia gravimétrica de la fuente de lafigura 2.5(a). Lalinea solida

es la misma anomalia pero contaminada con ruido aleatorio.
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En el caso que nos ocupa se ha realizado un proceso de inversion de 200 iteraciones. Para
decidir cudl es la solucidon que aceptamos como valida, estudiamos la evolucién del valor del
desajuste gs durante todo el proceso. Elegiremos aquella solucion paralacua el desgjustealcanceun
valor estable. En la figura 4.18 podemos ver dicha evolucién. Vemos que la solucidn con estas
condiciones se alcanzaen laiteracion decimosexta, con un desajusteqs =104.9 queesmuy cercanoa
valor de M = 100 datos.

El modelo resultante y su respuesta gravimeétrica se pueden observar en lasfiguras4.19(a) y
(b), respectivamente. Si comparamos este model o con el sintético generador delos datos sin ruido de
lafigura2.5(a) observamos que, al afiadirle ruido aleatorio alos datos, lafronterainferior del cuerpo
se hace méas somera pero la densidad del mismo se hace mas negativa para mantener la forma e
intensidad de laanomalia gravimétrica. No obstante podemos decir que se ha alcanzado una solucién
satisfactoria a nuestro problema de inversion.

El residual correspondiente se puede ver en lafigura4.20 y nos muestra que la diferencia
entre los datos gravimétricos y la anomalia del modelo resultante es menor que 1 mGal, siendo la
amplitud de la anomalia del orden de los 50 mGal. También se puede ver que no se aprecia ninguna
tendenciageneral en lagraficahaciavalores positivos o negativos, siendo el promedio muy cercano a
cero. Esto indica que se haal canzado un gjuste satisfactorio entre laanomalia del model oresultante

obtenido y los datos de gravedad.

LOE+5
1.0E+5

1.0E+4

L1 ||.n|||

LOE+3
1.0E+4

Desajuste

10E+2

p LOE+1 = T T T 1 (b)

10E+3 10 15 20

Desajuste

|||||||
o
o

No. de Iteracion

1.0E+2

LOE+HL : , : , : , : @
0 50 100 150 200

No. de Iteracion

FIGURA 4.18. Evolucién del desajuste g, alo largo de las 200 iteraciones del proceso. (b) Detalle de la

evolucion del desajuste en las 20 primeras iteraciones.
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FIGURA 4.19. (a) Modelo resultante de fuente andbmal a obtenida en el proceso de inversion del ejemplo
correspondiente a fuentes limitadas lateralmente por funciones continuas de la variable z con datos
contaminados con ruido aleatorio. Las lineas de igual densidad se encuentran en unidades de g/cnr*. Los
puntos en la frontera superior del cuerpo representan las posiciones del observador. (b) Anomalia

gravimétrica producida por la fuente (a).
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FIGURA 4.20. Residual obtenido al comparar los datos de gravedad y laanomadiagravimétricadel modelo
resultante.
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Enlatabla4.7 se comparan |os parametros de |os contrastes de densidad correspondientes al
modeloinicial, a modelo resultante del proceso iterativo y al modelo sintético que se ha utilizado
para generar los datos de gravedad sin ruido. Como se observa en esta tabla, el parametro ps del
model o resultante presentaun valor muy parecido al del modelo sintético, mientras que el resto delos
parametros no alcanzan los val ores esperados, |legando incluso a haber un error relativo del 50% para
el parametro pe.

Los valores de los parametros que describen las estructuras de los tres modelos que
intervienen en el proceso se presentan en la tabla 4.8. En este caso, los parametros del modelo
resultante cuyo valor se acerca ala solucion del modelo sintético son el p7 y p11, que corresponden a
los puntos de corte de las fronteras lateralesf(2) y f2(z) con latopografia. Otro parametro cuyo valor
se acercaal esperado es el parametro p;, de lafrontera derecha. El resto delospardmetrosno dcanzan

los valores utilizados en el modelo sintético.

DENSIDAD pl pz p3 p4 p5 p6
'\l/ln?gao -0.5000 | 0.0500 | -0.0300 | -0.0100 | 0.0200 | -0.0300
M odelo

Resultante | ~0-6579 | -0.0052 | -0.0340 | -0.0367 | 0.0397 | 0.0297
Modelo 1 2500 | 0.0000 | 0.0000 | -0.0500 | 0.0400 | 0.0600
Sintético

TABLA 4.7. Parametros de |l os contrastes de densidad correspondientes a cada uno de los tres model os que

participan en el proceso de inversién cuando los datos se encuentran contaminados con ruido.

FRONTERA f,(2) FRONTERA f,(2) Z,
ESTRUC -
TURA
p7 Ps Po P1o P11 P12 Pis P1a Pis
Modelo
Inicial -3.5000 0.0300 -0.1000 0.0200 4.4000 0.5000 0.0000 0.0000 2.0000
Modelo
-3.9671 0.1357 0.0997 0.2568 4.4186 0.7086 -0.0083 -0.0711 | 2.6516
Resultante
Modelo
Sintético -4.0000 -0.0700 0.3000 0.0100 4.5000 0.5000 -0.2000 0.0000 3.0000

TABLA 4.8. Parametros de | as estructuras correspondientes a cada uno de |os tres model os que participan en

el proceso de inversion cuando los datos se encuentran contaminados con ruido.
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4.1.2.1 Evolucién de los parametros del modelo

Enlafigura4.21 se presentalaevolucion del factor de amortiguacion alo largo de las 16
iteraciones necesarias paraalcanzar la solucién en el proceso de inversion. Vemos como el valor de
este pardmetro sufre oscilacionesimportantes, delamismaformaque el desajuste paraestas mismas

iteraciones, y tiende a converger alrededor del valor de 10%

10E+5
c
:O
8 10E+4
=
2
=
% 10E+3
D
©
P
% 1O0E+2
L

10E+1
T 1 I I I

I I L I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

No. de Iteracién

FIGURA 4.21. Evolucién del factor de amortiguacion b ™.

En lafigura 4.22 se observa la evolucién de los parametros que describen el contraste de
densidad de lafuente. Podemos ver que algunos de | os parametros alcanzan la convergenciaen las
dos Ultimasiteraciones del proceso. En cuanto alos parametros delaestructura, laevolucién delos
parametros de la frontera izquierda se puede observar en lafigura 4.23. Vemos cémo ninguno de
estos cuatro parametros alcanzan la convergenciaen este proceso. Laevolucion de los parametros de
la frontera la derecha se presenta en la figura 4.24 que, al igua que los anteriores, no alcanzan
convergencia. Por dltimo, en lafigura 4.25 se puede observar como la profundidad de la frontera
inferior del cuerpo evolucionaatravés delas 16 iteraciones, presentando convergenciahaciad fina
del proceso deinversion.

En resumen, observando estas cuatro gréficas, podemos ver que, en general, las evoluciones
de lamayor parte de los parametros no presentan convergencia hacia valores determinados, como

ocurriaen el caso en el que se utilizaron datos sintéticos libres de ruido.
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FIGURA 4.22. Evolucion de los parametros del contraste de densidad desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolos y los parémetros son: p,(w); p, @); p,(®);

P.(X); PGc); po(A).
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FIGURA 4.23. Evolucion de los parametros de la frontera izquierda desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolos y |os pardmetros son: p,(%); pdk); pP);

Py(Y).
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FIGURA 4.24. Evolucion de los parametros de |a frontera derecha desde el modelo inicial @ modelo resultante
del proceso deinversion. Las correspondencias entre simbolos y los pardmetros son: p,(©); p.(b); p.{O);

P (39).
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FIGURA 4.25. Evolucion del pardmetro de la frontera inferior desde el modelo inicial al modelo resultante
del proceso deinversion.
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4.1.2.2 Analisis de la sensibilidad, existencia, unicidad y estabilidad

Vamos a calcular |os elementos del operador jacobiano J para estudiar lasensibilidad de los
datos, contaminados con ruido aleatorio, con respecto alos parametros de lafuente. En lafigura4.26
se presentan las graficas de las derivadas parciales del funcional F[p] con respecto a los seis
parametros que describen el contraste de densidad de la fuente andmala. Las formas de estas seis
gréficasson similaresalasdelafigura4.10, quefueron calculadas parael caso en el que los datos de
gravedad sin ruido.

Lafigura4.26(a) corresponde alagraficade laderivadadel funcional del problemadirecto

con respecto al parametro p,. Estagrafica presentaunaintensidad maximade 279.2 r;GaI Stuadaen
g/cm

el zona central del perfil.

Lasiguiente grafica se puede ver en lafigura4.26 (b) y corresponde aladerivadaparcial de
F[p] con respecto ap,. En esta gréafica se pueden observar dos picos de intensidad, uno negativo de—

327.0 M, situado cercade lafrontera izquierda del cuerpo, y el otro positivo cuyo valor es

g/cm

821.4 mGal km

ﬁ y que se encuentra cerca de la frontera derecha del cuerpo.
g/cm

Lagrafica (c) presenta una intensidad maxima de 322.3 mGa kM e ¢ centro del perfil y
g/cm

corresponde aladerivadadeF[p] conrespecto a ps, mientras que lagréfica (d) presenta dos valores

2 2
extremos deintensidad de-146.9 MGd kM~ g4 4 MGA kM”03 |2 derivada de F[p] con respecto
g/cm? g/cm?

ap;.
Laderivadadel funcional con respecto al parametro ps se puede ver en lafigura4.26(e). Esta
mGa km?

g/cm?

2
y el de laderecha es 3238.9%. Por Gltimo, lagréfica (f) tiene un maximo central de 521.1
cm

grafica presenta dos picos deintensidad maxima, €l valor del pico delaizquierdaes 1230.8

M parala derivada con respecto a pe.
g/em®
Al comparar los valores absolutos de todos los maximos y minimos presentes en las seis
gréficas observamos que, al igual que ocurria en la figura 4.10, las variaciones en el valor del
parametro ps tienen mayor efecto sobre la anomaliagravimétricaquelasvariacionesen el resto delos
parametros del contraste de densidad. También vemos que el pardmetro que menos influye en la

anomalia es el parametro p,, |0 mismo que ocurria para el caso sin ruido.
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FIGURA 4.26. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen el contraste de densidad de la fuente.

El efecto de los parametros que describen |a fronteraizquierda del cuerpo se puedever enlas
gréficasdelafigura4.27. En cada unade €llas aparece un pico de intensidad maximasituado entrela
posicion delafronteraizquierdadel cuerpo en el perfil de gravedad y la parte central del mismo, de
manera que si se produce un aumento en la magnitud de cualquiera de los cuatro parametros, eso
repercutird en un aumento en laanomaliagravimétrica. Lagréfica (a) de estafiguracorresponde ala
derivada de F[p] con respecto al pardmetro p; y presenta el pico de intensidad méas pequefio de las
cuatro gréficas, con un valor de 9.2 mGal km™. Las gréficas (b) y (c) presentan méximos de 18.9
mGal y 40.8 mGal km y corresponden a las derivadas de F[p] con respecto a pgy Ppo,

respectivamente. La grafica que presentael maximo valor de intensidad esla(d), correspondiente a
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la derivada de F[p] con respecto ap;o Y cuyo valor es de 91.3 mGal km?. De estas cuatro figuras se
desprende que el pardmetro mas significativo de lafronteraizquierdaes el pardmetro p,oyd menos

significativo es el p7, lo mismo que ocurria para el caso de datos sin ruido.

dF[p] 0 — dFp] ® —
dp, i dp,
5 — 10 —
0 | I | @ 0 I | | ®
dF[p] ® dF[p] *®
dp, | dp,, |
S — 0 —|
° N I I ° T T ] o
(0] 10 -10 (0] 10
Distanda (k) Distanda (km)

FIGURA 4.27. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos pardametros que definen la fronteraizquierda de la fuente.

Lafigura 4.28 nos proporciona informacion acerca de la sensibilidad de los datos ante la
presencia de variaciones en la magnitud de los parametros de la frontera derecha. En las cuatro
gréficas de esta figura aparece un maximo de intensidad positivo situado sobre la posicién de la
frontera derecha en el perfil de gravedad. La gréfica (a) corresponde a la derivada parcial del
funcional F[p] con respecto al parametro p, 4, en estafigura aparece unmaximo deintensidad de 15.4
mGal kmt. Lagréfica (b) representala derivada con respecto ap;, Yy tiene un méaximo de 9.1 mGal .
Enlafigura4.28 (c) podemos ver la gréfica de la derivada de F[p] con respecto api3, cuyo valor
maximo es de 9.7 mGal km, y en lafigura 4.28 (d) se representa la derivada del funcional con
respecto a p;4, con un maximo de 12.0 mGal km?. Observando |as cuatro figuras anteriores, podemos

decir que el parametro de mayor efecto es el parametro p,, y €l de menor efecto el p;».
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FIGURA 4.28. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen la frontera derecha de la fuente.

Por ultimo, lafigura4.29 nos proporcionainformacion acercadel efecto que gjercelafrontera

inferior sobre larespuestagravimétricadel cuerpo através de laderivadadeF[p] con respecto ap;s.

En la gréfica correspondiente aparece un minimo de—18.8 mGal km'* de intensidad situado entrela

parte central del perfil de datosy el borde derecho del cuerpo.

dF[p] ©°—
dp15
0

0
Digancia (km)

FIGURA 4.29. Representacion grafica de la columna del jacobiano correspondiente a la derivada del

funcional F[p] del problema con respecto al parametro que define la frontera inferior de la fuente.
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Con €l estudio delasensibilidad de los datos de gravedad con respecto alos parametros que
definen la fuente anémala, podemos decir que dicha sensibilidad es mayor con respecto a las
variaciones que se produzcan en los val ores delos parametros del contraste de densidad quelas que se
produzcan en los pardmetros que definen la estructura geométricadel cuerpo. En cuanto aestatltima,
se puede decir quetanto lafronteraizquierda como lafronterainferior tienen un efecto mayor sobrela
anomalia gravimétrica que la frontera derecha, ya que la zona de sensibilidad que presenta valores
significativos para f,(z) es muy estrecha (figura 4.28), de ahi que esta Ultima sea la frontera peor
determinada.

Como vemos, la adicién de ruido aleatorio en los datos no cambia la sensibilidad de los
mismos con respecto alas diferentes caracteristicasdel cuerpo. L os datos contaminados siguen siendo
mas sensibles a la densidad que a la estructura geométrica de la fuente anémala.

Despues de analizar la sensibilidad del problema, cal culamos la descomposicion en valores

k
singulares del jacobiano. Pararealizar esto, vamos a dividir cada elemento TRIPI] delamatriz de
Tp;

sensibilidad J por el error en los datos s , para normalizarlo por dicho error, y calculamos la

descomposicién en valores singulares de la matriz resultante.

1.0E+5
1.0E+4
1.0E+3
1.0E+2
1.0E+1

1.0E+0

Amplitud de los VVaores Singulares

10E-1
I T 11 17 17T 1T T T/

T T 1
I1 7\2 }3 % 5}“ 67\‘ 77t 8x QQLJD;LJ_‘LAIZAJS 7‘14 2315 A
Valores singulares

FIGURA 4.30. Valores singulares del jacobiano del problema.

Los valores singulares se pueden ver en lafigura 4.30, donde se han colocado en orden de

mayor a menor. Se han obtenido 15 valores singulares distintos de cero, por tanto el rango del
jacobiano es h = 15y coincide con el nimero de columnasN del operador jacobiano. Esto implica
que el subespacio V, no tiene ninguna componente, por lo que esta asegurada la unicidad y la

existencia de la solucion del problema para un determinado modelo inicial. Para este caso la
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condicién de la matriz jacobiano es k = 2.860 10°, por lo que hay posibilidades de que se pueda
producir una amplificacion del error de los datos en direccién de aquellos vectores
caracteristicos de los pardametros que presenten un error caracteristicog” (ecuacion (1.49)) mayor que
la unidad. Esta amplificacion del error de los datos da lugar a inestabilidades en la solucion del
problema de inversion. Para ver esto, en latabla 4.9 se presentan |os pesos delos parametros que
forman combinaciones, dados por las componentes de | 0s vectores-columnatraspuestosde lamatriz

V,, , junto con losvalores singularesy los errores caracteristicos correspondientes. En color grisestan

marcadas |as componentes de |os vectores v’ cuyo valor absoluto es mayor de 0.5y que son los
pesos de los pardmetros con mayor resolucion dentro de cada combinacion. Como se puede ver, los
parametros del contraste de densidad estan presentes en las combinaciones a l asquelescorresponden
| os errores mas pequefios, siendo el parametro que tiene mayor resolucion el ps, mientras que los
pardmetros de la estructura se encuentran en las combinaciones de parametros con errores mas
grandes. Las combinaciones correspondientes a |0s vectores vis', vi4' y Vis' presentan un error
caracteristico mayor que launidad, por lo que através de las mismas se vaapropagar €l error delos
datos a aquell os parametros que presenten mayores pesos en dichas combinaciones, que en este caso
son pg, Pg, Y P13- Enlatabla4.8 vimos que estos pardmetros son los que se alejan mas de la solucion
esperada.

Enlafigura4.31 se comparan los vectores columna de las matrices Uy, y V,, paracadavaor

singular | ;. En estafigura vemos que la combinacion de pesos dada por |os elementos del vectorv;
nos proporciona la combinacién de parametros con mayor resolucion, pues corresponde al valor
singular més grandel ; = 4.412 10" y su error caracteristico es muy pequefio, como se puedever enla
tabla4.9. Esta combinacion esta formada por |os parametros del contraste de densidad de lafuente
casi exclusivamente, y el mayor peso recae en el parametro ps. Los datos que participan en su
resolucion se encuentran sobre la localizacién de los bordes laterales de la estructura, con mayor
influenciade los datos situados sobre lafrontera derecha. Esto también seinfiere de lafigura4.26(e)
paralamatriz de sensibilidad de este caso.

La combinacién de pardmetros siguiente corresponde al valor singular| = 8.585 10°y,
como seve en latabla4.9, presentaun error caracteristicoe, = 1.165 10™*. Enlafigura4.31 vemos
gue esta combinaci 6n también esta formada por |os parametros del contraste de densidad y los datos
gue par ticipan en su resoluci6n se encuentran situados sobre la parte izquierda del cuerpo anémalo.
Puede existir ciertacorrelacion entre |l os parametrosp, y p., queson losquetienen mayor peso dentro
de esta combinacion.

La tercera combinacion corresponde al valor singular | 3 = 5.768 10°. El pardametro que
presentamayor peso esel ps Y puede estar correlacionado con | os pardmetrosps y p1. Losdatosque

participan de su resolucion son aquellos que se encuentran situados en la parte central del perfil,
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correspondienteal lugar que ocupalafuente anémala. El error caracteristico ese; =1.734 10, como
se observa en latabla 4.9.

El siguiente valor singular en tamafio es| , = 1.061 10°. En la figura 4.31 vemos que la
combinacién de pardmetros correspondiente estaformada, al igual que las combinaciones anteriores,
por los parametros de la densidad. L os pardmetros de mayor peso son p1, pz Y ps. Laformadd vector
u, nos dice que |l os datos que participan en laresol ucién de esta combinacién se encuentran sobre la
frontera derecha. Esto es debido a que la sensibilidad de estos datos, ante la presencia de variaciones
en |os parametros de esta combinacion, es mayor que ladel resto del perfil. En latabla4.9 vemos que
su error caracteristico es de 9.425 107,

Estas cuatro combinaciones nos informan que | os seis parametros del contraste de densidad
estan bien resueltos por | os datos gravimétricos de este problemay son los primeros que alcanzan la
solucién en el proceso iterativo, en comparacion con los pardmetros que determinan laestructuradel
cuerpo. Como se havisto, paralas cuatro combinacionesel error caracteristico esdel orden de 10*y
aln menor. Esto nos dice que practicamente no va a haber propagacion de los errores que contaminan
los datos en la direccion de los vectores caracteristicos correspondientes, por 1o que estas
combinaciones de pardmetros van atener gran estabilidad.

Lacombinacién correspondiente al quinto valor singular, | s = 2.252 107, estaformadapor la
mayoriadelos pardmetros del contraste de densidad y por |os parametros de lafronteraizquierda. Los
datos responsabl es de su resol ucidn se encuentran cercanos alos bordes lateral es del cuerpo pero con
mayor importancialos que se encuentran sobre lafronteraizquierda, como se despende de lafigura
4.31. En latabla 4.9 vemos que el error caracteristico es alin muy pequefio, del orden de 1073

En la sexta combinacion, que corresponde al valor singularl ¢ = 7.940 10", losmayores pesos
recaen sobre los parametros que determinan la frontera derecha del cuerpo y la fronterainferior,
siendo el parametro de mayor peso el pi1i. En este caso, los datos que intervienen de manera
significativa en laresolucién de la combinacidn se encuentran situados sobre lafrontera derecha del
cuerpo, yaque estos son los datos mas sensibles al efecto de dichafrontera. El error caracteristico es
es =1.259 107

L a siguiente combinacién corresponde al valor singular, | ; = 4.522 10" y tieneun errore; =
2.211 1072 . De nuevo el pardmetro con mayor peso es p;;, pero en esta combinacién también
presentan pesos el evados algunos pardmetros del contraste de densidad, como el p,, ps Y ps, asi como
también los dos Ultimos parametros de lafrontera derecha. Por todo esto, |os datos mas significativos
gue resuel ven esta combinacién se encuentran alo largo detodo el perfil, pero con mayor peso en los
datos que se encuentran sobre la fronteraizquierda del cuerpo, como se observaenlafigura4.31.

La combinacién dada por el vector vy corresponde al valor singular | 3 = 2.257 10*. Esta
formada principalmente por los parametros de la frontera derecha y los datos que participan en su

resolucién se encuentran situados sobre la misma. El error caracteristico es ;" = 4.431 102,



P1 P2 Ps P4 Ps Ps p7 Ps Po P10 P11 P12 P13 P14 P1s I ERROR
Vi [ 1057107 | 2024107 | 1.22310" | 2653107 | 9.072107 | 1.966107 | 214010° | 4603107 | 1.021102 | 2320102 | 1.77710% | 1.55710° | 1.79210° | 2225107 | -6.49110°| 4.41210° | 2.26710°
VZT -1.65910" | 7.31910™ | -1.186 10" | 573910 | -2.67310" | -1.209 10" | -1.046 10 | -1.929 10 | -3.700 107 | -7.336 107 | 2.04210° | 1.81610° | 2.11110° | 270010° | -295310° || 858510° | 1.16510*
v3T 413410 | 6.022107 | 449210" | 1557 10" | -3.207 10" | 6.826 10" | 1.379107 | 3.05710° | 6.876107 | 1.568 10" | -4.58910° | -3.09110° | -3.187 10° | -4.028 10° | -1.341 107 || 5.76810° || 1.73410*
V,' [-3644107 | 6134107 | -6.758 102 | 670510 | -4.123102 | 1572107 | 2236 107 | -5.957 10° | -1.456 102 | -3.456 102 | 3370107 | 3724102 | 4644102 | 6157102 | -2.327102| 1.06110° | 9.42510*
v5T 7.10910™ | -1.90410™ | 8.04110° | 2.876 10" | -2.938 107 | -3.798 10" | -5.436 10 | -1.04210" | -2.039 10" | -4.060 10" | -5.678 107 | -4.103 10 | -4.554 107 | -5.72510% | 1.075107 || 2.25210” || 4.44010°
V6T -4.47210° | -5.199 10° | -3.158 10" | -2.660 10 | 5.397 10° | 2.60510™ | 1.008 10 | -9.997 10° | -4.858 107 | -1.118 10" | -5.887 10" | -3.61210" | -341810™" | -4.028 10" | -2.421 10" || 7.940 10" | 1.259 107
Vv, | 2838107 |-7542107 | -276210" | 189310 | -4.85910° | -2.368 107 | 1.808102 | 6.640107 | 246810 | 7.82110 | 55931072 | -6.321102 | -1276 10 | -1.947 10" | 8.354107 | 452210" | 22111072
v8T -153110" | -1.553 107 | 346410" | 1.285107 | -3.70510* | -1.233 10" | 7.01810” | 5989107 | 1.222107 | -1.07410" | 543610™ | -1.01310™" | -3577 10" | -5.927 10" | -1.893 10" || 2.257 10" || 4.431 107
ng 1.69010" | 3433107 | -6.39310™" | -7.890107 | 1.90110° | 3.83610™" | -1.30210™ | -1.61310™" | -1.72410" | -9.13110° | 551210" | 3.974107 | 7.22310° | 2245107 | -1.457 10" (| 1.71910" || 5.817 10
Vig [ -1.23310™ | 2796 10* | 9.971102 | -2.49410° | 4.09610° | 6.196 102 | -4.27310™ | -4.197 10" | -3.777 10" | 1.32010™ | -3.408 10 | -4.890 10 | -1.070 10" | -2.067 10" | 6.276 10" || 3.076 10° || 3.251 10"
V11T 377210° | -373910° | -5.447 107 | 7.81010° | -4.13510* | 4725107 | 376110 | 1.55310" | 5771107 | -1.20210" | 1.91610™ | -6.321 10" | -248210™" | 329810 | 4524 10" || 248910° || 4.01810"
V12T -1536 107 | -4.21110° | 9.602107 | 9.607 10°® | -1.23910* | -7.264 107 | -7.71310" | 9.45910° | 3.37310" | -4.373107 | 7.299107 | -3.77010™" | -7.909 107 | 256310 | -2.14810" || 1.70310° || 587210
Vis' || 4533102 | -6.49610% | -1.848107 | 1.97910% | -6.49910° | 113710 | -9.406 102 | 1.797 10" | 6.279107 | -3526 107 | -2.469 102 | 2.81610° | 4875102 | -307510" | 463010 || 8179107 | 1.22310°
V14T -1.60210° | -6.425 10 | 5.998107 | 4.48910* | 243910 | -3589107 | 216010 | -8.33610™" | 4.45110™ | -3.583107 | 1457 107 | -1.57210™ | 1.07710™" | 2058107 | -1.304 10" || 4.746 10" || 2.107 10°
V15T 220610° | -2.98210* | -299510° | 1.10110° | -1.207 10 | 4.31210* | -3.23410° | 1.31610™" | -8.215107 | 1.18010° | 5183107 | -450010" | 8.00910" |-358910" | 2093107 || 1.54310™ || 6.481 10°

TABLA 4.9. Componentes de |os vectores caracteristicos de lamatriz V,, , los valores singulares y |os errores caracteristicos asociados.
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|,=441210°
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FIGURA 4.31.
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La siguiente combinacién esta asociada al valor singular |4 = 1.719 10". En ella los
parédmetros que presentan mayor peso son ps, Ps Y P11 Y 10s datos que participan en su resolucion se
encuentran sobre la frontera derecha. El error caracteristico presenta el valore,” = 5.817 10°2.

En las tres siguientes combinaciones | os pesos significativos recaen en los parametrosde la
estructura, incluyendo el correspondiente a la frontera inferior. Los datos mas significativos,
responsabl es de su resolucion, se encuentran situados sobre las fronteras lateral es de lafuente, aunque
|os datos que estan en el centro del perfil también aportan informacion sobre los parametros. Los
errores caracteristicos son menores que la unidad pero del orden de 101, Con este orden de magnitud
podemos suponer que las combinaciones correspondientes estan influidas por inestabilidad, perono lo
suficiente como para desechar la informacion que proporcionan.

L as combinaciones asociadas alos tres val ores singul ares sigui entes pueden no ser tenidasen
cuenta, yaquelos errores caracteristicos correspondientes son mayores que launidad. Por tanto, estas
combinaciones presentan inestabilidades importantes, por |o que quedan indeterminadas por los datos
de gravedad.

De nuevo vemos con este andlisis que los parametros del contraste de densidad son los
pardmetros que mejor se resuelven en el proceso de inversion, aunque no estdn exentos de
inestabilidad pero ésta es pequefia y no afecta de manera significativa la resolucion de dichos
parametros. En cuanto a los parametros de la estructura, vemos que éstos si estan afectados por
inestabilidades, haciendo dificil laobtencion delasolucion real del problema. No obstante, el modelo
resultante obtenido en el proceso deinversion es muy parecido al model o generador de los datos de
gravedad, a pesar de la contaminacion por errores de la que fueron objeto, como se observa al

comparar las figuras 2.25y 4.19.

4.1.2.3. Resolucion de los parametros

A continuaciénvamos a calcular la matriz de resolucion R de los parametros a partir dela
ecuacion (1.55). Para calcular dicha matriz, primero se calcula la varianza residual mediante la
expresion (1.56), obteniendo el valor § 2 = 0.11 mGal®. Comovemos, lavarianzaresidual tiene un
valor muy parecido al de la varianza de los datos s 2 = 0.09 mGal ?. Esto significa que el modelo
resultante explica de manera satisfactorialos datos de gravedad. Es|6gico que esto suceda porgquelos
datos de gravedad se encuentran contaminados con ruido aleatorio de promedio cero y el modelo
resultante presenta una anomal iagravimétrica suave, que se gjustaalacurvapromedio delaanomalia
observada.

Lamatriz deresolucion R nos dainformacion acerca de cudl de lospardmetros tiene mayor

resoluciony cual es el peor resuelto en el proceso deinversion. Hay que tener en cuenta que en este
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caso esta matriz no coincide con lamatriz identidad, pues el factor de amortiguacion b™* noesnulo,
sino que su valor esb ' = 52.4.

Laformade lamatriz de resolucién se puede ver en lafigura 4.32. Como se observaen la
figura, los parametros del contraste de densidad tienen muy buena resolucién, siendo €l p; el peor
resuelto. Esto estd en acuerdo con lainformacion obtenida de latabla 4.9, en laque se observa que
este parametro presenta el mayor peso en la combinacién de parametros dada por el vector vg,
mientras que los otros cinco parametros del contraste de densidad presentan pesos importantes en
combinaciones con errores caracteristicos menores.

En cuanto alos parametros de la estructura, éstos presentan peor resolucién. Los parametros
delafronteraizquierda que tienen peor resolucién son el pg y py que, como se observaen latabla4.9,
presentan un peso elevado en las combinaciones de pardmetrosvi4 y Vi3 respectivamente, ambas con
un error caracteristico mayor que la unidad. El pardmetrop;o presenta una resolucion buena, yaque
esta asociado a una combinacion de pardmetros con un error caracteristico pequefio, como se
desprende de latabla 4.9.

Tres de los parametros de la frontera derecha presentan baja resolucién. De ellos, los
pardmetros p;» Y P13 Son los peores resueltos ya que, como se aprecia en la tabla 4.9, ambos
pertenecen acombinaciones que presentan errores caracteristicos grandes, por 1o que en su resolucién
hay inestabilidades debidas ala propagacion de los errores de los datos. El parametro de estafrontera
gue presenta mejor resolucién es el parametro p1:1, ya que presenta pesos importantes en varias

combinaciones de parametros con errores caracteristi cos pequefios, como se puede ver en latabla4.9.

P P2 Ps Ps Ps Pe P7 Ps Po Po Pu Pz P Pu Ps

pl
p2
Ps 10

0]
Pa

a8
P

Q7
ps %
p7

(05}
P -
Po -
s " .
Pu o
P. .
P

FIGURA 4.32. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.
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En lineas generales se puede concluir que, en este gemplo, los datos de gravedad
contaminados con ruido nos proporcionan suficiente informacion pararesolver |os pardmetros que
describen ladensidad de lafuente anémala, pero laresolucién de los parametros de la estructura esta

influida por inestabilidades debidas ala propagacion del error delos datos en el proceso de inversion.

4.1.2.4. Covarianza de los parametros

Lamatriz de covarianza Cov ( P) para soluciones pesadas por |a matriz Sviene dada por la
ecuacion (1.63), donde lavarianzaresidual es$ % =0.11 mGal y el factor de amortiguacion utilizado
para calcular el modelo resultante es b ! = 52.4. Como se dijo en el Capitulo |, esta matriz nos
proporciona las varianzas de los parametros del modelo mediante |os elementos de su diagonal
principal, y las covarianzas entre pardmetros mediante el resto de los elementos de la matriz. Los
valores numéricos de estos el ementos se pueden ver en latabla4.10, donde se harepresentado laparte
triangular superior de dicha matriz.

A continuacion, en latabla4.11, se presentan |os parametros del model o resultante obtenido
en el proceso deinversiony lasincertidumbrescorrespondientes dadas por losinterval os de confianza
(+2.58 s ) en los que se considera que la solucion para cada parametro tiene una probabilidad de
existir del 99%. Las desviaciones estandar s correspondientes se calculan apartir delaraiz cuadrada

de los elementos de la diagonal principal de la matriz de covarianza de los parametros.

4.1.2.5. Correlacion entre los parametros

Lamatriz de correlacion de este ejemplo se puede ver en lafigura4.33y hasido obtenidaa
partir de la matriz de covarianza, cuyos elementos se pueden ver en la tabla 4.10, mediante la
expresion (1.64). Como se observa en dicha figura, los parametros p, y p; presentan una fuerte
correlacion, o mismo que los parametros p,, ps Y Ps, por tanto, es posible que las desviaciones
estandar estimadas para estos parametros sean mayores que las desviaciones estandar reales
correspondientes. Latabla4.12 muestralos elementos de esta matriz. En ella podemos observar que
el coeficiente de correlacion entre los parametros p; y ps tieneun valor negativo, lo que significaque
si el parametro p; aumenta su valor y el parametro p; disminuye, la anomalia gravimétrica cambia
muy poco. L as correlaciones existentes entre | os diferentes parametros del contraste de densidad
corroboran la informacion obtenida de la matriz V., en las que se obtienen las diferentes

combinaciones de pardmetros que se resuelven en el proceso de inversién.



P1 P2 Pz P4 Ps Pe Pz Ps Po P10 P11 P12 P13 P14 P1s
236810° | 6222107 | -520110° | 7.05210° | -1534107 | 171710° | 476910° | 312810° | 576510° | 7.55810° | 1.37010° | 6.25310° | 128610° | 224710° | -170010° | p;
9104107 | -653310° | -1.95710° | 613010° | 570110° | -164110° | -2.31010° | -309610° | -393810° | 373610° | 163010° | 206210° | 281810° | -146310° | p,
161810" | 127810° | -2520107 | -819810° | 1.08010° | 233610° | 219810° | 278810° | -6.79810° | -1.13210° | -2.38210° | -456910° | 220210° [ p3
461410° | -1578107 | -1.31810° | 586610° | 752610° | 957510° | 9.84310° | -1.04510° | -265210° | -222810° | -237410° | 8951107 | P,
102910° | 4176107 | -5099107 | 5324107 | -5453107 | -120010" | 1544107 | 9.15810° | -5.07210° | -1447107 | 4457107 | ps
556810° | -159510° | -262910° | -300810° | -1.92610° | 475510° | 364110° | 7.14010° | 158210° | 4236107 | pg
125410" | 514710° | 258410° | -143310° | -339310° | -1.39510° | -5.33710° | 153510° | -1.80310° | 5
6.11710° | 510810° | -1.11710° | -113510° | -162510° | -222810° | 206310° | -440810° | pg
6.70710° | -224010° | -195810° | -125010° | 287110° | 198410° | -431410° | pg
528610° | -285210° | 9.62410° | 409110° | -756210° | 205910° | Py
169310" | -231410° | -431510° | -448810° | -348510° | pyq
880410° | 409210° | -264110° | -418210° | pPyo
443910° | 377110° | -180610° | pq3
115310" | 101610° || pPag
151710* | P1s

TABLA 4.10. Elementos de la matriz de covarianza de los parametros.

DENSIDAD FRONTERA f,(2) FRONTERA f,(2)

FRONT. INFERIOR

p.=-0.658 + 0013 glom® p; =-397 +0.03 km pu= 442+003km

P15 =2.65+0.03 km

P = -0.005+ 0,003 g/cm® pe= 0.14+002 p= 0.71+002
km

ps=-003+003 g/om* po= 0.10+0.02 km* p1s =-0.01 + 0.02 km"*
km

Ps=-0.037+0.006 g/om* Pyo= 0.26+0.02 km? P1 = -0.07 + 0.03 km?
ka

Ps = 0.0397 + 00003 g/cn
L2

ps= 0.03+0.02 g!cm3
ka

TABLA 4.11. Pardmetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.
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Como se observa en la figura 4.31, las cuatro primeras combinaciones estan formadas
exclusivamente por pesos correspondientes alos parametros del contraste de densidad, por lo que
debe presentarse una correl acion importante entre ellos. Esta dependencialineal noimpide que estos
pardmetros presenten muy buenaresolucién en el problema, ya que todos ellos estan rel acionados con
combinaciones de pardmetros cuyos errores caracteristicos son muy pequefios, por 1o que no estan
demasiado afectados por inestabilidades debidas a la propagacién de los errores presentes en los
datos.

En cuanto alos parametros de |a estructura vemos que existe una correl acion fuerte positiva
entre el pg y el po. Estos pardmetros estan asoci ados a combinaciones cuyos errores caracteristicos son
mayores que launidad. Otra correl acién que se puede observar en lafigura4.33 tiene lugar entre los

parametros p12 Y P13, cuyaresol ucion también estainfluida por inestabilidad debidaalos errores que
contaminan los datos de gravedad.

P P> Ps Ps Ps Ps P7 Ps Po PoPu P Ps Pu Ps

8 8 R B8R ER BB

.
8

FIGURA 4.33. Matriz de correlacién de los parametros de la fuente.

Por todo lo anterior, vemos que los valores de algunos de los parametros del modelo
resultante no coinciden con los valores de los parametros del modelo sintético. Esto se debe
primeramente ala natural eza suave de las funciones polindémicas que describen | as caracteristicas de
|lafuente anémala. El método de inversion intenta ajustar |os parametros del modelo de formaquela
anomalia correspondiente resulte |o mas parecida a lacurva promedio delos datos. Por otro lado, en
este ejemplo se produce la propagacion de los errores de |os datos en ciertas combinaciones de
parametros rel acionadas principal mente con la estructura de lafuente, produciendo inestabilidadesy

haciendo dificil la convergencia hacia la solucién real del problema.



P1 P2 P3 P4 Ps Ps Pz Ps Po P1o P11 P12 P13 P14 Pis

1000107 | 1.34010" | -840410" | 6.74710° | -310810" | 472010" | 875210% | 8221107 | 144710" | 213710" | 216410" | 137010" | 396710" | 430110" | -283710" p1
100010 | -538410" | -954710" | 6.33410* | 800710" | -1536107 | -309510" | -396210™ | -567710" | 301010" | 182010" | 324410" | 275010 | -1.24510" [
1000107 | 467910" | -1953107 | -863810" | 7583107 | 234910" | 211010" | 3015107 | -410810" | -948310” | -281210™ | -334510" | 1.40610* Ps

1000107 | -7.24210" | -822110" | 243810" | 448010" | 544310" | 6.30210" | -374010" | -1.31610" | -155710" | -102910" | 338310 Pa

100010 | 551810" | -448910" | -671310" | -656610" | -162710" | 117010" | 962410° | -7.50610° | -1.32910" | 356810 Ps

100010 | -190910" | -4506107 | -4.92210" | -355110" | 489810" | 520010% | 1436107 | 1.97510" | 4.60910° Ps

100010 | 587710" | 281710" | -176010" | -232910% | -1.32810" | -7.153107 | 1.27610" | -1.307 10 ps

1000107 | 7.97610" | -1964 107 | -111610" | -221510" | -4.27610° | 245710" | -457610* Ps

100010 | -3762107 | -183810" | -162710" | 5261107 | 2.25510" | -4.27710" Po

100010 | -301510" | 141110" | 8.44510° | -968510° | 229910" P1o

100010 | -189510* | -497810" | -321310" | -217510" P11

100010 | 654510" | -262110" | -361910™" P12
100010 | 527110" | -220110* P13
100010 | 7.68110° P14
1.000 10" P15

TABLA 4.12. Elementos de la matriz de correlacién de los parametros.
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4.2. FUENTE ANOMALA LIMITADA SUPERIOR E INFERIORMENTE POR
FUNCIONES CONTINUAS DE LA VARIABLE X

La estructura geométrica de este tipo de fuentes viene representada matematicamente
mediante laecuacion (2.23) y su representacion graficageneral se puedever enlafigura2.6. Al igual
gue en la seccion anterior, vamos a considerar el caso mas general, en el que el contraste de densidad
variaen funcién de las variablesx y z segun laecuacion (2.37). El problema directo, correspondiente
a una fuente con una estructura geométrica y un contraste de densidad como los descritos
anteriormente, viene expresado mediante la ecuacién (2.43).

Por continuidad con el caso 4.1, supondremos que el contraste de densidad de lafuentevaa
venir determinado por el mismo polinomio cuadrético delaexpresion (4.1) parafacilitar lainversion
delaecuacion (2.43). Paraello, se ha supuesto que las funciones Ax(x), Bz2(x) y C>(x) deladensidad

son los polinomios:

Ao(X)= Py + pp X+ Ps X°
Ba(X) = p3 + pg X (4.11)
Ca(X) = ps

donde p;l A, conj =1,...,6, siendo A el espacio de los numeros reales.
Sustituyendo |os polinomios anteriores en la ecuacién (2.43) y reagrupando | os términos del

integrando, obtenemos:

X2
g(xO,zO)=G(‘jx% [Dr(x,zo)- Pg (X- xo)z] In{(x- xo)2 +(z- 20)2}-

X1

(4.12)

8 ﬂgz(x)
— =+ 2( P3+ PaX+ PeZo )[z- 2] +p6[22 - 202] g
02 a(x)

_ZO

- 2[pg + PaX+2pgZo]( X- Xg)arctan gaez
X

donde Dr (X,zg) = Py + PaX+ P3zZg + PaXZg + p5x2 + pazg , siendoz, laordenada del observador.

L a solucion numérica de la ecuacion anterior, calculada mediante la cuadratura de Gauss-Legendre,
nos proporciona el problema directo para este ti po de fuentes anémalas.

En el problemadeinversion que vamos atratar, las funcionesincognitas son el contraste de
densidad Dr (x,z), dada por laecuacion (4.1), lasfronteras lateralesx, = p1; Y X, = p1o, Y lafrontera

inferior g,(x) descrita por el polinomio de tercer grado:
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g2(X) = p7 + pg X+ Pg X° + ppo X° (4.13)

donde p; T A. Consideraremos para este problema que la frontera superior g;(x) es conocida y
coincide con la topografia.
El vector de parametros p se construye con los coeficientes de los polinomiosDx (x,2)y g,(X),

y las funciones constantes p;1 Y p1,, obteniendo:
p=(p) j=1,..,12 (4.14)

gue es un vector que pertenece al espacio euclideo de dimensién N = 12. Con este conjunto de
pardmetros el funcional de la ecuacién (4.12) no es lineal, por tanto utilizaremos el método de
Marquardt-Levenberg, dado por el sistema de ecuaciones (4.7), para realizar la inversion del

problemaa partir de datos de gravedad conocidos. L as expresiones mateméticas de | os elementos del
jacobiano J correspondientes a este problema se pueden ver en el Apéndice B. Una vez obtenidas

estas expresiones se define un modelo inicial mediante el vector:
p? :(pjo) j=1,..,12 (4.15)

del que conocemos su respuesta gravimétrica mediante la ecuacién (4.12).
En |as siguientes secciones se presentan dos ejempl os con datos de gravedad generados por
un Unico model o tedrico de fuente andmala. En el primer gjemplo los datos estan libresderuidoy en

el segundo ejemplo los datos se presentan contaminados por ruido aleatorio de promedio cero.

4.2.1. Ejemplo tedrico con datos que no presentan errores numéricos

Para este caso, consideraremos |la anomalia de la gravedad de la figura 2.9 (b)

producida por lafuente andbmala de lafigura 2.9(a), dondeel contraste de densidad viene dado por la

funcion polinédmica: Dr (x,z)=-0.3- 0.05x+ 0.09z - 0.01x? +0.01z2, las fronteras superior e
inferior del cuerpo vienen dadas por los polinomios g;(x)=-0.1+0.03x+ 0.001x? + 0.005x> y

go(x)=3- 0.02x - 0.001x2 - 0.007x> y lasfronteras laterales sonx; =-5y x, =5. Como en € caso
4.1.1, vamos a suponer gue no conocemos los coeficientes de |os polinomios que describen este
model o, excepto los de lafrontera superior g (x), pero queremos cal cularlosrealizando el problemade

inversion apartir de un perfil de 100 datos i gual mente espaciados que nos proporcionan laanomalia
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gravimétrica correspondiente. Para ello necesitamos plantear un modelo inicial del cual partir.

Consideraremos que el contraste de densidad de este modelo inicial viene descrito por lafuncién
polinémica Dr (x,z)=-0.1- 0.07x+0.07z- 0.08xz- 0.03x2 +0.008z2, su fronterainferior viene

dada por el polinomio g,(x)=3.5- 0.009x - 0.001x? +0.009x° y susfronteras laterales sonx; =-

4.5y x, =4.5. Enlafigura4.34(a) podemos ver laforma de este cuerpo con su contraste de densidad

y en la figura 4.34(b) se presenta la anomalia gravimétrica de este cuerpo y el perfil de datos
gravimétricos.

g (mGd)

-8 1 1 (b)

Profundidad (km)

Distancia (km)

FIGURA 4.34. (a) Fuente andmala utilizada como modelo inicial en el proceso de inversion del ejemplo
correspondiente a fuentes limitadas superior e inferiormente por funciones continuas de lavariablex. Las
Iineas de igual densidad se encuentran en unidades de g/cm®. Los puntos en lafrontera superior del cuerpo
representan las posiciones del observador. (b) Lalinea atrazos corresponde alos datos de gravedad
sintéticos generados po la fuente representada en la figura 2.9(a). La linea continua corresponde a la
anomalia gravimétrica producida por la fuente (a).
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El vector de los parametros del modelo inicial de la figura anterior es:

(pO)T =(- 0.1,- 0.07, 0.07,- 0.08,- 0.03, 0.008, 3.5,- 0.009,- 0.001, 0.009,- 4.5, 45)T (4.16)

y con este model 0 se comienzael proceso deinversion por el que se calculalasolucion del sistema
(4.7) paradiferentes valores del factor de amortiguacién. La solucion al problemase acanzacuando
el desajuste esq = 10™° mGal? , practicamente cero, como se observaen lafigura4.35. Esto significa
gue el gjuste entre los datos de gravedad del problema y la anomalia gravimétrica del modelo
resultante es muy bueno. El modelo resutante del proceso de inversion, junto con su respuesta
gravimétrica, se pueden ver en lafigura 4.36.

10E+5
1.0E+4
1.0E+3
1.0E+2
1.0E+1
1.0E+0
10E-1
1.0E-2
1.0E-3
1.0E-4
10E-5
1.0E-6
1.0E-7
10E-8

Desguste (MGal %)

rr 11t 1111 1T 17T 1T 17T 17T 17T 17T 17T 1T T T
12 3 45 6 7 8 910111213141516 17 1819 20 21

No. de Iteracién

FIGURA 4.35. Evolucion del desgjuste q.

La figura 4.37 nos proporciona la grafica del residual del problema donde se aprecia la
diferenci atan peguefia existente entre ambas anomal ias gravimétricas. Estadiferenciaesdel orden de
10°®* mGal y es debida a los errores numéricos producidos en los célculos del problema.

L os parametros que describen el contraste de densidad de este model o se pueden comparar con
los de los modelos sintético einicial en latabla4.13. En esta tabla vemos que |os parametros del
model o resultante son |os mismos que los del model o sintético generador de los datos de gravedad del
problema, considerando cuatro cifras decimales. Lo mismo sucede con |os pardmetros que describen

laestructura del modelo resultante, que se pueden comparar con los de los otros dos modelos en la
tabla 4.14.
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FIGURA 4.36. (a) Modelo resultante de fuente anémala obtenida en el proceso de inversion del gjemplo

correspondiente a fuentes limitadas superior e inferiormente por funciones continuas de lavariablex. Las

Iineas de igual densidad se encuentran en unidades de g/cm®. Los puntos en lafrontera superior del cuerpo

representan las posiciones del observador. (b) Anomalia gravimétrica producida por la fuente (a).

Resdud (mGd)
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00E+0 —
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FIGURA 4.37. Residual obtenido al comparar los datos de gravedad y la anomalia gravimétrica del modelo

resultante.
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DENSIDAD P1 P2 Ps Pa Ps
M Qdd 0 -0.1000 -0.0700 0.0700 -0.0800 -0.0300 0.0080
Inicial
Modelo -0.3000 -0.0500 0.0900 0.0000 -0.0100 0.0100
resultante
’\_/' 0{19_| o -0.3000 -0.0500 0.0900 0.0000 -0.0100 0.0100
sintético

TABLA 4.13. Parametros de los contrastes de densidad correspondientesacadauno delostresmodeosque

participan en el proceso de inversion.

FRONTERA | FRONTERA
FRONTERA INFERIOR g,(2)
ESTRUCTURA IZQUIERDA | DERECHA
p7 Ps P9 P1o P11 P12
Modelo 3.5000 -0.0090 -0.0010 0.0090 -4.5000 4.5000
Inicial
Modelo 3.0000 -0.0200 -0.0010 -0.0070 -5.0000 5.0000
Resultante
Modelo 3.0000 -0.0200 -0.0010 -0.0070 -5.0000 5.0000
Sintético

TABLA 4.14. Pardmetros de | as estructuras correspondientes a cada uno de los tres model os que participan

en el proceso de inversion.

4.2.1.1 Evolucién de los parametros del modelo

Enlafigura4.38 se puede ver laevolucion del factor de amortiguacion utilizado en el proceso

deinversion. Vemos como alo largo de las 16 iteraciones este factor evoluciona experimentando

saltos bruscos hastallegar al valorb ™ =0 con el que se calculan las dos Gltimasiteraciones, |legando

alasolucion del problema. Si se comparaestafiguraconla4.35, vemos que, debido aladependencia

de este factor con el desajuste, |os comportamientos de ambos parametros son similar es.

Laevolucién delos parametros del contraste de densidad através detodo el proceso iterativo

esta representada en la gréfica de la figura 4.39. Vemos como estos seis pardmetros alcanzan

convergencia hacia la solucién alrededor de la decimoctava iteracidén. Lo mismo ocurre con los

pardmetros de la frontera inferior, cuya evolucion se puede ver en lafigura 4.40.




145

10E+5
1.0E+4
1.0E+3
1.0E+2
10E+1
1.0E+0
10E-1
1.0E-2
1.0E-3
1.0E-4
1.0E-5
1.0E-6

Factor deamortiguacion

rrrrrrerrrrrrrerrrnrd
1 2 3 45 6 7 8 9101112131415 16 17 18 19 20 21

No. de Iteracion

FIGURA 4.38. Evolucion del factor de amortiguacién b ™.
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1T 117 17 1T 17T T 71T
101112 1314151617 181920 21
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FIGURA 4.39. Evolucion de los parametros del contraste de densidad desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolos y los pardmetros son: p,(w); p, @); p,(®);
P,X); PG ); Py(A).
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FIGURA 4.40. Evolucion de los parametros de la fronterainferior desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolosy 1os parametros son: p,(&); pgd); p«»);

Pu(3).

En cuanto a los parametros que determinan las fronteras laterales, su evolucion esta
representada en la figura 4.41. Se observa que estos parametros alcanzan la convergencia hacia la

solucion en la séptima iteracion.
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FIGURA 4.41. Evolucién de los pardmetros de las fronteras | aterales desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso de inversion.(a) Fronteraizquierda p,,(© ). (b) Frontera derechap,,(>).
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4.2.1.2 Analisis de |la sensibilidad, existencia, unicidad y estabilidad

Como es habitual, vamos a analizar la sensibilidad que tienen los datos de gravedad con
respecto a los parametros del cuerpo anémalo. En la figura 4.42 se presentan las seis primeras
columnas de lamatriz jacobiano, las cual es corresponden alas derivadas del funcional delaecuacién
(4.12) con respecto alos seis parametros que describen el contraste de densidad de lafuentey cuyas

expresiones se pueden ver en el Apéndice B. Laintensidad maximade lacurvadelagréfica (a) es

106.9 r;Ga's . Esta curva corresponde a la derivada de F[p] con respecto al pardmetrop;. Como se
g/cm

puede apreciar esta curvano es simétrica, en general es positiva, pero los datos situados en la parte
derecha del perfil presentan sensibilidad negativa frente a dicho parametro, esto es, cuando p,
aumenta su valor, la anomalia gravimétrica disminuye en esta zona.

Lafigura4.42(b) corresponde aladerivada del funcional F[p] con respecto al pardmetrop,.

Esta curva presenta un maximo de intensidad de 202.2 %a'k;“ en la posicion del perfil que se
g/cm

encuentra sobre la frontera derecha de la fuente, por lo que los datos situados en esta zona son

sensibles a variaciones positivas de p,. La curva también presenta un pico negativo de —287.3

%alk;n sobre lafronteraizquierda de lafuente, donde | os datos son sensibles a variaciones negativas
g/cm

de este pardmetro.

Lagréfica(c) eslavariacion de F[p] con respecto a p;. Suformaesparecidaaladelafigura

(a), pero su valor maximo es 144.3&‘“‘3’“. Lagrafica (d) es parecida ala (b) con un méximo de
g/cm

242.3 %ﬁﬁmz y un maximo negativo de—296.2 %kmz y corresponde aladerivada deF[p] con
g/c g/cl

respecto a p;.

La curva de lafigura 4.42(e) presenta dos maximos, uno de 1214.6 %:3“2 y el otro de
g/c

2
845.1”“7&, y corresponde a la derivada del funcional de la ecuacion 4.12 con respecto al
g/c

parametro ps. La Ultima grafica es parecida a las gréficas (a) y (¢) y su méximo de intensidad es

288.3 %ﬁﬁmz' Esta curva corresponde ala variacion de F[p] con respecto a ps.
g/c

De estas seis curvas la que presenta mayor intensidad esladelagréfica(e). Deesto seinfiere
gue, para este ejemplo, los datos de gravedad son méas sensibles a pardmetro ps queacualquier otro,
mientras que para el parametro p, |os datos son menos sensibles, ya que la gréfica correspondiente es

la que presenta el maximo menos intenso.
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A continuacion vamos a estudiar la sensibilidad de los datos frente a variaciones en los
pardmetrosdelafronterainferior. Paraello graficamos las siguientes cuatro columnas de lamatriz
jacobiano y las presentamos en la figura 4.43. En las cuatro curvas graficadas aparece un pico
negativo deintensidad en lazona correspondiente al perfil de datos que se encuentra situada sobre la
frontera derecha. La presencia de estos méximos negativos es debida a que las posiciones del
observador en la parte derecha del perfil se encuentran més cercanas alafronterainferior que las
situadas aen laparteizquierda. Por tanto, |os datos registrados en esa zona deben ser mas sensiblesa

variaciones producidas en |os valores de |os parametros de la frontera inferior.

dF[p] =0 — dFp] & —
dpl 1o __ dpz 1 __
& — o—
0 — 150 —

= | : | @ .30 : : | ®
dF[p] =0 — dF[p] =0 —
o, - e
20 —_ 0 __
0] —_ 150 __

0 | ] © -30 | ] G
dF[p] 150 — dF[p] = —
dp, o dp, ]
(o] —_ 0 __

< — 1 T ] © -100 1 T ] ©

-0 0 10 -10 0 10
Digtancia (km) Disanda(km)

FIGURA 4.42. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen el contraste de densidad delafuente.
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Delascuatro graficas de lafigura4.43, el pico negativo masintenso corresponde alacurva
(d), con un valor de —456.8 mGal km®. Esta curva representa la derivada del funcional F[p] con
respecto al pardmetro pio. Esto significaquelosdatos de gravedad son més sensibles a este parametro
gue alosotrostres que definen lafronterainferior delafuente. El parametro con menos efecto es el
p, como se observa en la gréfica (a), con un pico negativo de intensidad de —5.4 mGa km™*. En
cuanto alas curvasrestantes, el pico negativo de la gréfica (b) es de —25.0 mGal y corresponde
a la sensibilidad con respecto al parametropg, mientrasqueel delagréafica (c) tiene un valor de
—98.3 mGal km. Las curvasdelasgréficas (a) y (c) presentan un maximo en la parte correspondiente
alafronteraizquierdadel perfil. Paralacurva(a) este maximo tieneun valor de 1.7 mGal km™ y para
lagrafica(c) tieneun valor de 15.3 mGal km. En cuanto alas gréaficas (b) y (d), éstas presentan un
maximo negativo relativo sobre el borde izquierdo del cuerpo de valores—9.4mGal y —125.2 mGal

km?, respectivamente.

oFlp] 5 dFfp] © —
dp7 7 dps o __
0 — _
_ 10 —|
5 —] - __

10 i : | @ 0 : : | o
dF[p] * 7] dF[p] ™ ]
dp9 N dpm 0 ]
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FIGURA 4.43. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen la fronterainferior de la fuente.

Por dltimo vamos a ver la sensibilidad de los datos con respecto a los parametros que
describen las fronteras laterales. La curva correspondiente alafronteraizquierda se puede ver en la

figura 4.44(a). Presenta un maximo de 15.9 mGal km™ deintensidad situado en |a posicién de esta



150

frontera, mientras que lacurva (b) correspondiente alafrontera derecha presentaun pico negativo de
intensidad —29.4 mGal km'* ubicado sobre dicha frontera. Ambas gréficas presentan formas muy
agudas, ocupando zonas muy estrechas en el perfil de datos. Esto se debe aquelasfronteras|aterales
son funciones constantes y su proyeccion sobre el perfil es muy pequefia. Como se puede ver, |os
datos de gravedad son més sensibles alafrontera derecha que alaizquierda, debido alas posiciones

del observador con respecto a dichas fronteras, como se puede ver en lafigura 4.36.

Flp) 5 — F[p]
dp 7] dp,
] ]
o— =
® N L I ® N I HN
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FIGURA 4.44. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen las fronteras laterales de la fuente.

El siguiente paso para estudiar la existenciala unicidad, laexistenciay laestabilidad de la
solucién es hacer la descomposicion en valores singulares del jacobiano. Los 15 valores singulares
obtenidos de dicha descomposicion vienen representados en lafigura4.45. Como el jacobiano esde
rango completo (h = 15) el subespacio V, esun espacio vacio, por 10 que esta aseguradala existencia
y launicidad de la solucion a partir del modelo inicial elegido, pero su resolucion puede presentar
inestabilidad numérica debido a que la condicién de la matriz esk = 2.034 10°, que es un valor
elevado.

Las combinaciones de pardmetros obtenidas de |os vectores-columnas de lamatriz V,, se
presentan en latabla4.15, junto con los val ores singul ares correspondientes, en la que se haresaltado
en color oscuro las componentes de V,, cuyos valores absolutos son mayores que 0.5. Como se
observaen dichatabla, el parametro con mayor peso en la primera combinacion de los pardmetros
asociada al valor singular mas grande es el ps. Este parametro pertenece aladensidad delafuentey es
el que presenta mayor exactitud en su solucién y el que antes se resuelve en el proceso iterativo. El

parametro con mayor peso en la combinacion asociada al valor singular més pequefio es el p;y
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pertenece a lafronterainferior de lafuente. El valor de este parametro es el Gltimo quellegaala
solucion alo largo de las 21 iteraciones.

En general, |os pesos mas grandes de | os pardmetros del contraste de densidad pertenecen a
combinaciones de pardmetros asociadas a val ores singul ares grandes, excepto el del parametrops, que
pertenece ala combinacion dada por el vector v, Los pesos més grandes de |os pardmetros de la
fronterainferior pertenecen a combinaciones asociadas a val ores singulares pequefios, excepto el
parametro p,,, que pertenece alacombinacién dada porv,'. Segin esto, tres de los parametros dela
frontera inferior pueden presentar inestabilidades de tipo numérico al calcular su solucion, no
obstante, como se observaen latabla4.14, vemos que si estas inestabilidades existieran, no serian
importantes, ya que se han podido alcanzar las solucionesreales de los parametros al final del proceso

iterativo.
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FIGURA 4.45. Valores singulares del jacobiano del problema.

Enlafigura4.46 se comparan los vectores caracteristicos del j acobiano en el espacio delos
datos Uy, con los vectores caracteristicos en el espacio de |os pardametrosV,. Primero consideraremos
los vectores u; y v; asociados al valor singular mas grande | ; = 6.220 10°. En la combinacion de
parédmetros destaca el peso correspondiente al parametro ps, seguido por el peso correspondiente al pe.
L os datos que participan en su resolucion se encuentran situados principalmente en la parte central
del perfil ubicada sobre el cuerpo anémalo, con mayor participacién de los que se encuentran sobre
las fronteras lateral es.

La siguiente combinacién de pardmetros esta asociada al valor singular | , = 2.164 10°%. En
esta combinacion destacan | 0s pesos asociados alos pardmetrosp, , P, Y pP1o. Losdatosque contienen
informacién acerca de ellos se encuentran en la misma posicién que parala combinacion anterior,

pero los que se encuentran situados en la parte derecha del perfil presentan sensibilidad negativa.



P2 P2 Ps [ Ps Pe p7 Ps Po P1o P11 P12 I
v, | 102710 | -851310% | 1.35410" | -9.416107 [ 9.083 10" | 2.74410" | -586910" | -1501107 | -2012107? | -2.32410° | 223310° | -270210° | 6.22010°
V,' | -912810° | -5.69510"| -3775107 | -6.53310"!| 1.96310° | -3121107 | 932310° | 259%610° | 147810" | 472510" | 418610° | 1.13810° | 216410’
V3 | 265510" | 318110° | 3845107 | -216510" | -383510™" | 7.41110™* | 231110° | -1.85010% | 4.20010° | -195210" | -8.14010° | 451010° [ 9.39610°
v, |-158410"|-354610" | -156610" | -286810" | -158510" | -236010" | -7.27210° | -359010? | -1567 10" |-7.968 107 | 1.07910° | -266510° | 6622107
Vs | 285610" |-7.08110"| 316710° | 6.09910™ | -454910° | 5656107 | -9.07410° | 607110° | -1.85910" | 6178107 | 376310 | -1.48310° | 1147107
Vs |-5.003107| -1400107 | -387310" | 201510" | -892910° | 420810" | 1430107 | -1.70410% | 457710" | -523510% | 343910" | 177210" | 4.03910'
v;' | 6120107 | 177110 | -331310° | -3495107 | 2.39110° | -3462107 | -253910° | -470310% | -1.758 10" | 7.18810° | -1.12310°* | 9.73210™ | 2527 10°
Vg | -222110" | -649110% | -9.991107 | 8371107 | 1.75910° | 140510" | -349610° | -462510% | 201310" | -164610° | -9.297 107 | 5031107 | 1.236 10"
Vo | 6.25710" | 3619107 | -182210" | 254210° | -1419107 | -1.87410" | 5260107 | 172110" | 6.796 10" | -1.92010" | -2.333107 | 8402107 | 7.11610°
Vig' | -3350107 | -121210" | 7.524 10" | 115810" | -4.17710° | -255310™ | 217210" | 216210" | 341510" | -748910% | 3754107 | 103610" | 294810C°
Vy; | 5239107 | -223910% | 1506107 | 2402107 | -425210° | -1.16610" | 2359107 |-9.566 107 | 204110" | -237710* | 4957107 | -866810° | 6.18710"
Vp,' | -4881107% | -240510% | 1577107 | 1986107 | -1.66310° | -6080107 | -9.739107 | 3592107 | 132810" | -1840107 | 1964107 | 531110° | 305810°"

TABLA 4.15. Componentes de los vectores caracteristicos de lamatriz V,, y los valores singulares asociados.
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La combinacion asociada al valor singular | 5 = 9.396 10 esta formada por casi todos los
parametros del contraste de densidad. L os datos sensibles a esta combinacién se encuentran también
ubicados sobre el cuerpo anémalo y tienen sensibilidad positiva, aungue los que se encuentran sobre
las fronteras lateral es presentan sensibilidad negativa, como se observa en lafigura 4.46.

Para el valor singular| 4= 6.622 10? |a combinacién asociada est4 compuesta por todos los
pardmetros del contraste de densidad y el pardmetro p1o delafronterainferior, siendo este parametro
el que presenta el mayor peso. Por esto mismo |os parametros que presentan mayor sensibilidad se
encuentran sobre |a parte derecha del cuerpo andmalo, como yavimos en la figura 4.43 (d).

El siguiente valor singular esl s = 1.147 10% y la combinacién de pardmetros asoci ada esta
formada por tres parametros del contraste de densidad y uno de la fronterainferior. Laforma del
vector us es mas complicada que las de los anteriores vectores.

En la sexta combinacién hay que destacar que los parametros que describen las fronteras
|aterales ya tienen pesos significativos. Esta combinacion estd asociada al valor singularl s =4.039
10*. Los datos presentan en general sensibilidad negativa.

L a séptima combinacién esta asociada d valor singular | ; = 2.527 10*. En ella destaca el
peso correspondiente al parametro p;,, que es la frontera izquierda. Los datos sensibles a esta
combinaciéon se encuentran situados sobre dicha frontera. Lo mismo ocurre con la octava
combinacién, que estaasociada al valor singular| g = 2.735 10°, enlaque el mayor peso corresponde
a p1q, que eslafronteraizquierda.

L a siguiente combinacion correspondeal o = 7.116 10°. Tiene dos componentes cuyo valor
esaltoy corresponden alos pardametrosp; y po. Casi todos |os datos del perfil son sensibles a esta
combinacion y laformadel vector ug es bastante complicada, como se apreciaen lafigura4.46. Lo
mismo ocurre con el vector uyo asociado al valor singular | 1o = 2.948 10°, cuya combinacion esta
formada por casi todos |os parametros del contraste de densidad y de la fronterainferior.

L as siguientes dos combinaciones corresponden a valores singulares pequefios, por tanto
pueden presentar inestabilidades debido a la propagacion de errores numéricos inherentes en el
calculo del proceso deinversion. En lacombinacion undécima destaca el peso del pardmetro pgy en
la duodécima destaca el parametrop;. Ambos pertenecientes alafronterainferior, haciendo quela
determinacién de esta fuente tenga peor resol ucién aunque, como se puede ver en latabla4.14, las
posibles inestabilidades existentes en la resolucion de estas dos combinaciones de parametros no

afectan significativamente a la solucion final.
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FIGURA 4.46 Representacion gréfica de las columnas de las matricesUy, y V;, ddl jacobiano del problema.
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FIGURA 4.46 (Continuacion). Representacion gréfica de las columnas de las matricesU,,y V,, del jacobiano

del problema.

4.2.1.3. Resolucion de los parametros

Lamatriz de resolucion para este caso coincide con lamatriz identidad, ya que el valor del
factor de amortiguacion b ! es cero para la Gltima iteracién del proceso. Por tanto, a partir de la

ecuacion (1.53) podemos ver que se cumplelarelacion R =V, V,," = |. Estosignificaquee estimador

de los parametros bk+1, calculado mediante lainversion, debe coincidir con lasolucion real p del

problema. No obstante, debido alos célculos numéricos que tienen lugar durante lainversion, es
posible que esta coincidencia no sea del todo exacta. Paramedir esta posible desviacion delasolucion
real, acontinuacion vamos a calcular lamatriz de covarianzay asi obtendremos las incertidumbres de

| os parametros.
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4.2.1.4. Covarianza de los parametros

L os elementos de la matriz de c ovarianza se presentan en latabla 4.16. En ella podemos ver

gue los valores numeéricos de dichos elementos son casi cero. Estamatriz ha sido calculada a partir de

la ecuacion (1.60) en la que la varianzaresidual es S =1.1 10°*2,

Py P2 P3 P4 Ps Pe p7 Pg Py P1o P11 P12
5.917107¢ | 1.621 1024 | -1.020 1013 -1.285 10%¢ | 2.986 1016 | 2.528 10¢ | 5.544 1012 | -1.714 10%3 | -5.126 10%| 1.115 1044 | -4.367 10| -7.485 1055 || P1
1.02210%4 | -6.594 10%4| -9.034 1015 | 8.000 106 | 2.836 1014 | 2.708 1012 | 4.822 1014 | -5.554 10%4| 6.232 1015 | -8.943 1075| -2.432 105 || P2
4.3051073| 5.816 104 | -5.267 1035 | -1.87110%% | -1.777 1012 [ -3.273 1072 | 3.643 1073 | -4.061 10%| 6.215 1014 | 1.563 1014 || P3
8.106 105 | -7.464 10 | -2.586 10% | -2.227 10'%| -5.448 10| 5.033 10| -5.430 10° | 8.052107%| 2.1001015| Pa
0.150 1017 2.805 1015 | 1.864 1014 | 1.082 1014 | -5.482 105| 4.621 1016 | -1.017 10%5| -7.635 107 || Ps
9.181104 | 6.8151012 | 2.870 1013 | 1.768 10%3| 1.642 1014 | -3.26110%4| -4.646 1015 | Pe
1.117 1011 | -4.70310%2 | -1.497 10%2| 2.086 1012 | -2.207 10%3| -5.854 1014 || P7
26521072 | -4.93110%2| -0.886 10%5 | -1.267 10%3| 2.916 1024 P8
3.524 1013 | -3.5001034| 5.982 1024 | 8.620 1015 | P
55021015 | -4.449 1075 -2.465 105 || P10
1.81110%4 6.324 1016 P11
37311075 P12

TABLA 4.16. Elementos de |la matriz de covarianza de los parametros.

Laraiz cuadrada de los elementos de la diagonal de la matriz anterior nos proporciona las

incertidumbres de los estimadores de los parametros del problema. En latabla 4.17 se presentan

dichas incertidumbres considerando que el intervalo de confianza es + 2.58 s. En dicha tabla

podemos ver que las mayoresincertidumbres corresponden, en general, alos cuatro pardmetros que

definen la fronterainferior, mientras que las menores corresponden alos parametros del contraste de
densidad.
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DENSIDAD

FRONT.INFERIOR

FRONT.IZQUIERDA

FRONT. DERECHA

3
p1=-0.3000010+ 0.0000006 g/cm

p7 = 2.999984 + 0.000009 km

P11 =-5.0000000 +0.0000003 km

p12 =5.0000000 + 0.0000002 Kkm|

3
p, =-0.0500000 +0.0000003 I°M_
km

pg = -0.020001 + 0.000004

3
p3 = 0.090003 +0.000002

km

P = -0.000998 +0.000002 ki

3
p, = 0.0000000 + 0.0000002 gom

km’

p1o= -0.0070000 +0.0000002 km-3

ps = -0.01000000+ 0.00000003 glem’

km2

gem®

2

pg = 0.0099999+ 0.0000008

km

Tabla 4.17. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

4.2.1.5. Correlacion entre los parametros

Vamos a calcular la matriz de correlacion de |os parametros a partir de la ecuacion (1.64)

utilizando lamatriz de covarianzaanterior. Laformade dichamatriz se presentaen lafigura4.47y

los valores numéricos de sus elementos se presentan en latabla 4.18.

P, P> Ps P Ps Ps

P; Pg

Po

Po Pn P

s}

88 R88R KRB B

FIGURA 4.47. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.
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Py P2 P3 P4 Ps Pe p7 Pg Po Pio P11 P12

1.00010%°[ 6.59210°1| -6.392101| -5.87010°1] 1.283101| 3.43010-1[ 6.820 10'1| -4.328101| -3.550101 6.1781071| -1.33410°1| -5.038 101 p.

1.00010%° -9.940101| -9.92510%| 8.268 101 [ 9.259 10| 8.016 10| 2.92910°}| -9.254 10 8.31010%( -6.57210°| -3.938 10 P2

1.00010%°| 9.84510%| -8.38810 | -9.409 10| -8.104 10| -3.064 10'1| 9.354 101 -8.34410%| 7.038 101 3.900 10 D3

1.00010*°| -8.66310| -9.47810%| -7.404 10| -3.716 10| 9.418 10 -8.14410?| 6.64510( 3.81910*
P4

1.00010%°( 9.673 101 5.827 101( 6.941101| -9.649101 6.510107| -7.894101| -1.306 101 Ps

1.00010%°| 6.731101| 5.816 10| -9.82910* 7.304 10| -7.99510°!| -2.51010°% De

1.00010%°| -8.64310?| -7.54810* 8.41510?| -4.906 10| -2.868 10°% P,

1.00010*°| -5.10210" -8.18510?| -5.78110%| 2.932 10 Ps

1.00010%° -7.949101| 7.488 101 2.377 101 Po

+0 -1 _ 1
1.00010"°| -4.456 10| -5.44110 P1o

0 2
1.000 10| 7.692 10° P11

+0
1.000 10 Pi2

TABLA 4.18. Elementos de la matriz de correlacién de los parametros.

Como podemos ver en lafigura4.47, existe unafuerte correlacidn entre todos | os pardmetros
de la fuente, en especial entre |os parametros del contraste de densidad. El Unico parametro que
presenta correlaciones méas pequefas es el parametrop;,, que nos define la posicion delafrontera

izquierda del cuerpo.

4.2.2. Ejemplo tedrico con datos que presentan errores numéericos

A continuacién vamos a estudiar el mismo ejemplo de la seccidn anterior pero afiadiendo a
los datos de gravedad un error de tipo gaussiano de promedio cero y desviacién estdndar s = 0.2
mGal, lo que corresponde a una incertidumbre del 0.6% para este ejemplo. Laformadel perfil de
datos de gravedad se puede ver en lafigura4.48. Paracalcular lainversion de estos datos se utilizara
como modelo inicial el yaempleado para el caso 4.2.1y que viene representado en lafigura4.34.
Comenzando con este modelo inicial se calculalasolucién del sistema (4.10) paradiferentesvalores
del factor de amortiguacién, cortando el proceso iterativo cuando se alcance un valor detoleranciaT=
E[gs] =M, que como se recordara es el nimero de datos utilizados, y dondeqs es el desajuste dado

por la ecuacién (1.37).
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FIGURA 4.48. Lalinea punteada es la anomalia gravimétrica de lafuente de lafigura 2.9(b). Lalinea sélida

es la misma anomalia pero contaminada con error aleatorio.

Enlainversion de este caso se han realizado un total de 200 iteraciones en las cuales no se
Ilega a alcanzar exactamente el valor gs = T = 100, que es el valor de latolerancia permitida. Para
decidir en cudl de estas iteraciones se ha alcanzado la solucion, estudiamos el valor del desajuste.
Como se observa en la figura 4.49, el desgjuste disminuye bruscamente en las primeras siete
iteracionesy, apartir de este punto |o hace progresivamente hasta alcanzar unvalor constantedeqs =
104.16 en laiteracién namero 30. A partir de aqui las soluciones de |os parametros permanecen
practicamente constantes, salvo variaciones en laquinta o sextacifradecimal, alo largo del resto de
|as iteraciones. Podemos decir que se ha alcanzado una solucion al problema. La representacion
grafica del modelo resultante y su respuesta gravimétrica se puede ver en la figura 4.50.

El residual obtenido entre los datos de gravedad contaminados con ruido y la anomalia
gravimétrica del model o resultante se puede ver en lafigura4.51. El méximo no sobrepasa el valor de
0.6 mGal, siendo la amplitud de la anomalia del orden de 35 mGal. Ademas, vemos que €l residual
presenta un promedio cercano al cero, lo que indicaun ajuste satisfactorio entre ambas anomalias.

Enlatabla4.19 se presentan los val ores de los parametros del contraste de densidad de los
tres model os que intervienen en este ejemplo, el modeloinicial, el resultante y el model o generador
de los datos gravimétricos libres de ruido. Como se observa en esta tabla, los valores de los
parametros correspondientes al model o resultante al canzan val ores muy parecidos alos del modelo
sintético, excepto el parametro ps, en el que se obtiene un valor muy diferente del valor real,
presentando un error relativo del 39%. De la misma manera, en la tabla 4.20 se comparan los
parametros de la estructura de los tres model os. L os parametros que mejor se ajustan alasolucion

esperada son los correspondientes a las fronteras lateral es.
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FIGURA 4.49. (a) Evolucion del desajusteq, alolargo de las 200 iteraciones del proceso de inversion. (b)

Detalle de la evolucion del desajuste a lo largo de las 36 primeras iteraciones.
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FIGURA 4.50. (a) Modelo resultante de fuente andmala obtenida en el proceso de inversion dd gemplo
correspondiente a fuentes limitadas superior e inferiormente por funciones continuas de la variable x, con
datos contaminados con ruido aleatorio. Las Iineas de igual densidad se encuentran en unidades de g/cm’.
Los puntos en lafrontera superior del cuerpo representan las posiciones del observador. (b) Anomalia

gravimétrica producida por la fuente (a).
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FIGURA 4.51. Residual obtenido al comparar |0s datos de gravedad sintéticos, contaminados con ruido

aleatorio, y la anomalia gravimétrica del modelo resultante en el proceso de inversion.

DENSIDAD P1 P2 Ps3 P4 Ps Ps
M O_df5‘| o -0.1000 -0.0700 0.0700 -0.0800 -0.0300 0.0080
Inicial
Modelo -0.2715 -0.0333 -0.0549 -0.0156 -0.0086 0.0476
resultante
M odel o -0.3000 -0.0500 0.0900 0.0000 -0.0100 0.0100
sintético

TABLA 4.19. Parametros de | os contrastes de densidad correspondientes a cada uno de los tres model os que

participan en el proceso de inversion.

FRONTERA | FRONTERA
FRONTERA INFERIOR g,(2
ESTRUCTURA IZQUIERDA | DERECHA
p7 Ps Po P1o P11 P12
M c.)d.6| 0 3.5000 -0.0090 -0.0010 0.0090 -4.5000 4.5000
Inicial

Modelo 3.2876 0.0387 -0.0502 -0.0033 -4.9932 4.9898
Resultante

Modelo

Sintético 3.0000 -0.0200 -0.0010 -0.0070 -5.0000 5.0000

TABLA 4.20. Parametros de | as estructuras correspondientes acada uno delos tres model os que participan

en el proceso de inversion.
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4.2.2.1 Evolucién de los parametros del modelo

La evolucion del factor de amortiguacion se puede ver en la figura 4.52 para las 30

iteraciones del proceso. En estafigura se observa cémo el factor b " sufre variaciones bruscas en las

primeras siete iteraciones, al igual que el desajuste, convergiendo haciael valorb ! =52.08. Enla

figura4.53 vemosla evolucién de los pardmetros del contraste de densidad, |0 cual es convergen hacia

la solucion del problema alrededor de ladécimaiteracion. Lo mismo sucede con los parametrosdela

fronterainferior (figura4.54), aunque éstos alcanzan laconvergenciaapartir delaiteracion 20. Enla

figura 4.55 podemos ver que los paranetros correspondientes alas fronteras laterales alcanzan la

convergencia rapidamente, en las primeras iteraciones del proceso.

1.0E+6

1.0E+5

1.0E+4

1.0E+3

1.0E+2

Factor de amortiguacion

1.0E+1

01

Qo

Q1

02

Evolud6n delos parametros dela densidad

3

I I I I I |
5 10 15 20 25 3C
No. delteracién

FIGURA 4.52. Evolucion del factor de amortiguacion b ™.

No. delteracion

FIGURA 4.53. Evolucion de los parametros del contraste de densidad desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolos y los parémetros son: p,(v); p, @); p,(®);

P.X); Pk ); Po(A).



163

01

8

Q2

35

Evducion delosparametros delafronterainferior

31

No. ce lteracion

FIGURA 4.54. Evolucion de los parametros de la fronterainferior desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolosy 1os parametros son: p,(&); pgd); p«»);
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FIGURA 4.55. Evolucién de los pardmetros de las fronteras | aterales desde el modelo inicial a modelo resultante

del proceso de inversion.(a) Fronteraizquierda p,,(© ). (b) Frontera derechap,,(>).

(b)
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4.2.2.2 Andlisis de la sensibilidad, existencia, unicidad y estabilidad

L os vectores-columna traspuestos del jacobiano del sistema, correspondientes alos seis
parametros del contraste de densidad, se pueden ver enlafigura4.56. Si los comparamos conlosdela
figura 4.26 vemos que | as formas de estos vectores son igual es, pero | asintensidades han aumentado
su valor.

La gréfica (a) nos da la sensibilidad de los datos de gravedad frente a variaciones en €l

mGal
glem®

parametro p; y su valor maximo esde 527.4 .Lasiguientefiguraesla4.56(b), corresponde ala

derivada del funcional F[p] con respecto al parametro p, y presenta dos picos de intensidad de

valores: 1038.8 mGa'n;m y—1267.8 mGa'n;m .Lacurva(c) es parecidaaladelagréfica(a) pero con un
glc glc

méximo de intensidad de 716.1 MGAkm y es|a derivada deF[p] con respecto al pardmetrosps. La
glent

gréfica (d) presenta dos picos de distinto signo, uno con unaintensidad negativa cuyo valor es—982.2

mGakm? y ¢l otro de intensidad positiva cuyo valor es 1296.4 mMGakm? v corresponde a la
glcm® glem®

sensibilidad de los datos con respecto al parametrop,. La siguiente grafica presenta dos picos de

intensidad positiva, uno de 5388.4 M y el otro de 4091.1&";“2. Estagréficacorrespondea
g/cm g/em

la derivada del funcional con respecto al parametro ps de la densidad, y esla que presentamayores

valores deintensidad. LaUltimafiguraesla4.56(f), con un maximo de intensidad central de 1408.8

M y corresponde aladerivada del funcional F[p] con respecto al parametrops del contrastede
g/cm

densidad.

Delas seisgraficasdelafigura4.56 la que presenta mayor intensidad esla(€), esto nosdice
gue los datos son mas sensibles a variaciones producidas en el valor del parametro ps queal resto de
los pardmetros. El caso contrario es el del pardmetro p,, cuya curva correspondiente presenta la
intensidad maxima mas pequefia de las seis.

En la figura 4.57 podemos ver las cuatro gréaficas correspondientes a las derivadas del
funcional F[p] con respecto acadauno delos pardmetros de lafronterainferior. Todas ellas presentan
un pico negativo en lazona correspondiente al borde derecho del cuerpo anémalo, siendo el de mayor
intensidad negativa el de la gréfica (d) con un valor de —2672.7 mGal km?, correspondiente ala
derivada del funcional con respecto al parametro p1o. Lacurva demenor intensidad esladelagrafica
(a), que presenta un valor de—27.0mGal km™*. Tanto lagréfica(a) como lagréfica(c) presentan un
maximo positivo en la parte correspondiente alafronteraizquierdadel perfil. Paralagréfica(a) este

maximo tiene un valor de 19.6 mGal km* y paralagréfica(c) tiene un valor de 108.5 mGal km. En
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cuanto alasgraficas (b) y (d), éstas presentan un maximo relativo negativo sobre el borde izquierdo

del cuerpo anémalo de valores —59.4 mGal y —707.5 mGal km?, respectivamente.

dF[p] eo — dH p] 100 —
dp, dp, =0 —
p— o_
ZD_ —
| 50 —|
O—_ _10:0__

200 T T | @ -150 T T | ®
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do; o ] dp, 1gp |
ZI)—_ o__
o__ _5[)__

0 —— — © a0 — — @
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dp; 2> dos o
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2000 —] D —
1000 — 0|
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FIGURA 4.56. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen el contraste de densidad de la fuente.

Lafigura 4.58 nos muestralas dos gréficas correspondientes ala sensibilidad de los datos
frente a variaciones en |os parametros pi11 y p12 que describen las fronteras laterales de la fuente
anomala. Como es de esperar, estas gréficas nos indican que los dat os situados sobre los bordes
|aterales del cuerpo son mas sensibles a cambios producidos en los valores de las fronteras laterales
gue el resto de los datos del perfil. Paralafronteraizquierdalagrafica(a) presenta un maximo de
83.4 mGalkm deintensidad positiva, mientras que paralafrontera derecha, lagrafica (b) presentaun

maximo de —149.1 mGalkm de intensidad negativa.
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FIGURA 4.57. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen la fronterainferior de la fuente.
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FIGURA 4.58. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen las fronteras |laterales de la fuente.
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Unavez estudiadala sensibilidad de |os datos con respecto alos parametros que describen la
fuente andmala, vamos arealizar la descomposicidn espectral de lamatriz jacobiano, pero antesde
realizar estaoperacién, dividimos cada elemento de estamatriz por el error estimado en los datoss =
0.2mGal. Unavez normalizada J por €l error, realizamos su descomposicion. Los valores singulares
obtenidos se pueden ver en lafigura4.59, donde se han colocado en orden de mayor a menor. Como
se puede ver en estafigura, se han obtenido 15 valores singularesy su niimero coincide con €l nimero
de columnas de lamatriz J, por lo que estd aseguradala existenciay launicidad de lasolucién para
un determinado modelo inicial. Como se ve, ningln valor singular es menor que la unidad pero la
condicién de la matriz esk = 9.602 102 que es una condicion relativamente pequefia, aunque es lo
suficientemente elevada como para permitir la existenciade inestabilidades en lasolucion final delos

parémetros de la fuente.
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FIGURA 4.59. Valores singulares del jacobiano del problema.

En latabla4.21 se presentan los elementos de lamatriz V;, |, junto con el valor singular y el
error caracteristico asociados a cada fila de dicha matriz. En color gris sélido se han marcado las
componentes con valor absoluto mayor o igual que 0.5 y que corresponden a los pesos de los
parametros que tienen mayor resolucion en cada combinacion. Como vemos, el parametrops es el
pardmetro que presenta mayor peso en la primera combinacién dada por el vector v;'. Esta
combinacién esta asociadaal valor singular mas grandey presenta un error caracteristicoe,” = 7.141
10°%. En la Gltima combinacién, dada por las componentes del vector v;,', los parametros que
presentan mayores pesos son el p7 y €l ps, ambos pertenecientes a lafronterainferior. El error
caracteristico asociado a esta combinacion es e;; = 6.861 1072, Esto nos indica que la Gltima

combinacién no debe ser demasiado ruidosa, pues su error es menor que launidad, y se debe tener en
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cuentalainformacion que proporciona acerca de los parametros. No obstante, esta combinacion esta
asociadaal valor singular mas pequefio, por |o que debe estar af ectada por lainestabilidad producida
por lapropagacion del error de los datos en la direccidn del vector caracteristicovs, , de ahi quela
solucién dadapor el model o resultante no sea exactamente la solucién esperada en el problema, como
seveen lastablas4.19y 4.20. En general, se observa que | os parametros del contraste de densidad
presentan pesos importantes en las combinaciones con errores caracteristicos pequefios, excepto el
parametro ps, y 0s parametros de la estructura presentan pesos grandes en las Ultimas combinaciones
gue tienen errores caracteristicos mayores, con excepcion del parametro p,o, que presenta pesos
elevados en | as primeras combinaciones.

Lasgraficasdelafigura4.60 representan |osvectores caracteristicos correspondientesala
matriz Uy y alamatriz V. La combinacion asociada al valor singular | ; = 1.400 10° esta formada
principalmente por los pesos correspondientes a |os pardmetrosps, ps Y P1o. SU error caracteristicoe ;
es 7.141 10°°, lo que nos garantiza que los pardmetros de esta combinacién tienen muy buena
resolucién puesto que el error delosdatos no vaainfluir en ellos. Los datos con mayor sensibilidad
se encuentran situados sobre |os bordes laterales del cuerpo andmalo y presentan sensibilidad
positiva.

Lasiguiente combinacién esta asociadaal valor singularl ; = 5.109 10 y en dladestacan los
pesos correspondientes alos pardmetrosp,, ps y €l p1o, ademas del ps y € ps con pesos més pequefios.
L osdatos que presentan sensibilidad positiva se encuentran situados sobre lazona derechadel cuerpo
andémalo y los que presentan sensibilidad negativa se encuentran situados sobre la zonaizquierda. El
error caracteristico de esta combinacién ese, = 1.957 107.

Latercera combinacion estaformada casi exclusivamente por los pardmetros del contraste de
densidad, siendo el parametro pg €l que presenta mayor peso. El valor singular asociado es| ; = 2.440
10* por lo que el error caracteristico tiene un valore’s = 4.099 107, que esmuy pequefio. Losdatos
sensibles a dicha combinacion se encuentran situados sobre todo el cuerpo anémalo, con sensibilidad
positiva los datos que se encuentran en el centro y con sensibilidad negativa los datos que esta
situados sobre sus fronteras lateral es.

La combinacion de parametros dada por el vector v, estd asociadaal valor singular! ,=1.881
10* y presenta un error caracteristico de 5.315 10™°. En esta combinacién vuelven aaparecer juntos|os
pesos correspondientes a los parametros p,, ps Y Ps, |0 que nos hace suponer que existe cierta
correlacién entre alguno de estos cuatro parametros. Laformadel vector u, es méas complicadaque
las de los anteriores vectores del espacio delosdatos, como se desprende de lafigura4.60. Lo mismo
sucede con el vector us, que corresponde al valor singularl s = 2.408 10° y en cuya combinacion de
parametros destacan de nuevo | os parametrosp; y p4. El error caracteristico en laquinta combinacion

es un orden de magnitud menor que el correspondiente a la anterior y de valor es” = 4.153 10™.
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P P2 Pz Pa Ps Ps pr Ps Po P10 P11 P12 I €j
I
Vi 1.10010" | -439610% | 140610" | 562010° | 894210* | 273710 | 9.79110* | -1.98810% | -2.88410% -300810" | 248910° | -317210° |[1.40010° |7.14110°
I
Va2 | -432810°%| 581710* | 4.24610% | 594210 | -1.74810% | 7.380102 | -1.076 102 | -2.33710% | -1.72810% -4.90010" | -556010° | -1.052102 ||5109 10" ||1.957 10°
T
V3 284110" | -1.75110% | 4.01610" | -1.63810" | -327910" | 7.86510* | 1.22310% | -1.01610% | 6.14910° 267610° | -6.89010° | 8.75310° [[2.44010° |4.099 10°
T
Va | -7.36910% | -392110° | -6.394 107 | -3.62510" | -2.40010* | -8817 107 | -5.38510° | -3.96410% | -1.35910° -7.86810* | -6.309 10" | -2.130102 [|1.88110" ||5.31510°
T
Vs 111510" | -6.93710* | -1.054 10" | 6.65010* | -557510% | 1.24610" | -9.69510° | 1.81810° | -1.63810° 6.77310% | 492110° | 858910° ||2.40810° |4.15310*
T
Ve || -568810* | -2.42510% | -2.657 10" | 9.360102 | -155010° | 317510 | 337910 | -301810% | 575310* -952210% | 3.34210" | 204910* [9.98010> |[/1.00210°
1
V7 2046 10° | -1.27610° | -357610° | 4.31210° | -6.83710° | -5.08110° | 2752102 | 4.74710% | 240310° -310110° | 1.84910" | -949510" ||6.17410° [1.62010°
\Y/ I 1 2 2 2 2 1 3 2 2 2 1 1 -3
s || -488110" | -4.02510% | -682110° | 2.28810% | 1.67810° | 2.22010* | -3.71310° | -7.63610° | -9.83910°% 576210° | -8047 10" | -1.974 10" (3.397 10> [|2.944 10
! 1 2 2 1 2 1 2 1 1 1 1 3
Vo | 445410 | -439910% | -339910°% | 1.25010° | -2.84410% | -1.83110" | 1570102 | 1.11910" | 6.99010* -1.74710" | -450310" | 1.18210* [|258210* |[[3.87410°
Vio | -345610" | -1.18210" | 7.42610* | 109810 | -534610° | -2.39610" | 1.87010" | 446110" | 871910 -3.14410% | 2.05710° | 5.24710% [|407310" | 2455107
Vii | 9552107 | 5945107 | -330710" | -5.90710% | 6.63310° | 1.28710" | 821810* | 405610" | -1.31210" -4.44510° | -2.669 10% | 4.93310° [|1.74910" |5.719107
Vi2' || -1.303102 | -5.106102 | 254510 | 6468102 | -7.99910° | -142310* | 535910" | -7.82310" | 9184102 1432102 | 1173102 | 4.68510° [1.45810" |[/6.861102

TABLA 4.21. Componentes de los vectores caracteristicos de lamatriz V; , los valores singulares y los errores caracteristicos asociados.
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FIGURA 4.60. Representacion grafica de las columnas de las matricesUy y V}, del jacobiano de problema
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FIGURA 4.60 (Continuacion). Representacion gréfica de las columnas de las matricesU,, y V,, del jacobiano
del problema.

En la sexta combinacion de parametros comienzan a destacar |0s parametrosp,1y pi» que
describen los bordes laterales de la fuente anémala. Los datos que aportan informacion de esta
combinacién se encuentran situados sobre la zona ocupada por el cuerpo. El error caracteristico
correspondiente ese's = 1.002 107,

Lasiguiente combinacién, asociadaal valor singular| ; = 6.174 102, estaformadapor el peso
correspondiente al parametro p;,, por 1o que los datos que presentan mayor sensibilidad estan
ubicados sobre el borde derecho del cuerpo anémalo. Su error caracteristico ese, =1.62010° como
se puede ver en latabla 4.21.

En la octava combinacién el mayor peso recae sobre el pardmetro p,4, aunque también
destacan los pesos de | os pardmetrosp; Y pr1, por 1o que lamayor sensibilidad se encuentraen ambos
bordes del cuerpo, destacando |os datos situados en la parte izquierda sobre los de laderecha. El valor

singular es| g = 3.397 102, por lo que su error caracteristico eseg = 2.944 102,
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En la combinacién correspondiente al valor singular| ¢ = 2.582 102 destaca el pardmetrops,
perteneciente alafronterainferior del cuerpo, junto con otros pardmetros como el p;, p1o Y P11. El
vector caracteristico de los datos presenta unaforma complicada, indicando mayor sensibilidad sobre
el borde lateral izquierdo del cuerpo. Su error caracteristico ese, = 3.874 1073

En las siguientes tres combinaciones destaca la relacion existente entre los pesos
correspondientes a los pardmetros ps, p; Y ps. Aunque estas combinaciones presentan errores
caracteristicos pequefios, pueden incluir ciertainestabilidad debido alos errores presentes en | os datos
de gravedad. Por tanto, estos parametros son los Gltimos que llegan a alcanzar la solucién del
problemay presentan bajaresolucién. Como se puede ver en latabla4.19, el parametro p; esel que
alcanzaun valor més alejado del valor real del model o sintético. Lo mismo sucede con |os parametros

p7 Y ps, cOMo se puede ver en latabla 4.20.

4.2.2.3. Resolucion de los parametros

Lamatriz de resolucién para este caso presentalaformadelafigura4.61. Estamatriz hasido
calculada a partir de la ecuacion (1.55) con una varianzaresidual $ ? = 0.05 mGal ? y un factor de
amortiguacion b ™ = 52.08. Como vemos, lavarianzaresidual presentaun valor muy parecido al dela

varianza de los datos s 2 = 0.04 mGal?, lo que significa que la anomalfa producida por el modelo
resultante se gjusta a los datos de gravedad.
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FIGURA 4.61. Matriz de resolucion de los parametros de |a fuente.
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Como se puede ver en lafiguraanterior, todos | os parametros del model o resultante presentan

unaresolucién perfecta, excepto los pardmetros p; y ps puesto que, como yavimos anteriormente,

estan asociados a las combinaciones de parametros que presentan |os mayores errores caracteristicos.
Esto corroboralaexistencia de inestabilidades, debidas ala presencia de ruido aleatorio en losdatos

de gravedad, en la solucién de los pardmetros del modelo resultante.

4.2.2.4. Covarianza de los parametros

Los elementos de la matriz de covarianza para este ejemplo vienen dados en la tabla 4.22.
Estamatriz hasido calculadaapartir delaecuacion (1.63), donde lavarianzaresidual es$ 2= 0.05
mGal? y el factor de amortiguacion esb * = 52.08.

En la tabla 4.23 se presentan los parametros del modelo resultante junto con las

incertidumbres correspondientes para un intervalo de confianza del 99% ( + 2.58 s ).

P1 P2 P3 P4 Ps Ps Pz Ps Po P1o P11 P12

5.80010°| 2.32110° [ -1.39010°5| -2.21010° 1.541107| 4.77110°| 7.456 10| 1.83010°%| -2.70110%| 2.032 107 | -6.15110°7( -4.868107| P1

1.43610°|-8.03010®| -1.52110° 1.485107| 3.30510°| 1.30010°| 8.39310°| -2.27810°| -2.743108 | -3.737107| -2.158107 | P>

4.56110°( 8.39010¢ -7.938107 | -1.83710°5| -9.41810° | -4.14010°5| 1.229 105 2.296 108 | 2.31210°| 1.33910°| P3

1.647 106 -1.677107| -3.577106| -5.150108| -1.033105| 2.519106|5.573108 | 3.696 107( 2.187107| P4

1.91210%| 3.663107 | -1.683108| 1.366 10| -2.835107| -1.277108 | -4.01910°8| -1.560108| Ps

7.85910°| -7.457109| 2.268 10°%| -5.448 10| -1.328107 | 9.497107| -5.043107 | Ps

1.446 10| -2.303105| -5.916 10| 6.070 107 | -1.83410°| 1.337 106 P7

1.353104| -1.834105( -2.69210% | -2.77810°6| 4.756 107 || Psg

4.60410°(8.998108| 5.022107| 2.016 107| Po

1.038107 | 6.851108| -7.089108| P10

6.901107[ 4.047 108 P11

2.878107| P12

TABLA 4.22. Elementos de |la matriz de covarianza de |os parametros.
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DENSIDAD

FRONT.INFERIOR

FRONT.IZQUIERDA

FRONT. DERECHA

ps = 3.29 + 0.03 km

P11 = -4.993 + 0.002 km

P12 = 4.9898 + 0.0014 km

p1= -0.272 + 0.006 glan

3

an —
p2 = -0.033 + 0.003 El Py = 0.04£0.03

km

3

gam

km

p; = -0.055 + 0.017 Pg = -0.050 + 0.006 km*

3
pq = -0.016 + 0.003 g P1o= -0.0033 + 0.0008 km

km®

3

gom
ps = -0.0086 + 0.0004
km’

3
glem
pe = 0.048 + 0.007
2
km

Tabla 4.23. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

4.2.2.5. Correlacion entre los parametros

Enlafigura4.62 se presentaunaimagen global delamatriz de correlacion de los parametros,
y sus elementos se presentan en latabla 4.24. Como se observa en esta matriz, existe una fuerte
correlacion entre los pardmetros del contraste de densidad. Debido aque el pardmetro ps presentauna
fuerte correlacién con los otros cinco parametros de la densidad, y ademas es el parametro que
presenta peor resolucion de los seis, puede producirse cierta propagacion de lainestabilidad debidaal
error de los datos a los parametros del contraste de densidad através del p;. Laexistenciade dicha
inestabilidad puede ser |a responsable de que no se alcance la solucion exacta de la densidad del
problema.

En cuanto alos parametros de laestructura, €l Unico que presenta correl acion pequefia con €l
resto de los pardmetros de la fuente es el pardmetro p;. Teniendo en cuenta que éste es uno de los
pardmetros que presentan la peor resolucion de todos ellos, la falta de correlacion evita que se
propague lainestabilidad presente en su solucién al resto de los pardmetros de lafuente. También hay
gue destacar que tanto el p;; como €l p;, presentan coeficientes de correl acion pequefios con €l resto
de los parametros de lafuente. No ocurre lo mismo con el pg. Este parametro, al igual que el p;, esta
asociado ala combinacion de mayor error caracteristico, por lo que esta afectado por inestabilidad.

Como este parametro presenta valores altos de los coeficientes de correlacién con los otros
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pardmetros, esto puede hacer que las inestabilidades se propaguen a los mismos. No obstante lo
anterior no es motivo de preocupacion, ya que todos |os pardmetros presentan muy buenaresoluciony
|os errores caracteristicos asociados al as combinaciones de pardmetros tienen val ores menores que la
unidad, por lo que la propagacion del error de los datos no influye de manera determinante en la

solucién del problema.

P, P> Ps Pa Ps Ps P; Pg Po Pp Pu Pro

P
P
Ps
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Pz
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P
Pu
Pz

8 8RR B8RBRBBE

B8

FIGURA 4.62. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.

P1 P2 P3 P4 Ps Ps p7 Ps Po P1o P11 P12

1.00010%°| 8.044 10| -8.54810% | -7.15010'| 4.629 101 | 7.067 10| 2.575 10| 6.533 10| -5.228 10| 2.619 10°%| -3.07410? -3.768107| P1

1.00010"|-9.923107| -9.88910°%| 8.963 10| 9.838 10 9.023102| 6.021 10| -8.861 10| -7.103102| -3.75410 -3.35810%( P2

1.00010%°| 9.679 10| -8.50210% | -9.704 10| -1.16010 | -5.27010°t| 8.48010| 1.055102| 4.121 10" 3.69510%| P3

1.00010*0| -9.449101| 9.94110°1( -3.337103| -6.91910'1| 9.148 10'1| 1.348 10-1| 3.466 101 3.177 10| P4

1.00010%°| 9.450 10| -1.012102| 8.491 10| -9.558 101 | -2.866 10°1| -3.499101 -2.10310%| Ps

1.00010'°| -2.21010%| 6.956 10°%( -9.058 10| -1.471 10| -4.078 10 -3.353107%| Ps

1.00010'°|-1.647101| -2.293101 | 1.567 10| -1.836 101 2.07210%|| P7

1.00010*9| -7.350101| -7.18110°1( -2.875101 7.621102| Ps

1.00010"| 1.3021071| 2.81710% 1.75210%| P9

1.00010%°| 2.56010" -4.10110%( P1o

1.00010%° 9.082107%| P11

1.000 10*0|| P12

TABLA 4.24. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.
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4.3 DISCUSION

En este Capitulo se ha utilizado el método iterativo de Marquardt-L evenberg parareadizar la
inversién no lineal de anomalias gravimétricas en 2D. Este método ha sido ampliamente utilizado en
numerosos trabajos sobre inversion, pero la innovacion del presente trabajo es haberlo utilizado
conjuntamente con el nuevo método desarrollado en el Capitulo || para calcular el model o de fuente
anomala en cada una de las iteraciones del proceso de inversion.

Parafacilitar |la parametrizacion del problema, se han utilizado funciones polinémicas para
describir los contrastes de densidad de las fuentesanémalasy las fronteras de las mismas, por lo que el
ndmero maximo de pardmetros a calcular es de 15, para el caso de fuentes con topografia planay
limitadas |ateralmente por funciones continuas que dependen de laprofundidad, y de 12, parael casode
funciones limitadas superior e inferiormente por funciones continuas que dependen de ladistancia
horizontal. Esto convierte al método de inversion en un método muy rapido, si 1o comparamos con
aguellos métodos que se basan en la tesel aci6n pararealizar |a parametrizacion del problema, donde el
numero de parametros estan elevado que hace que €l proceso de inversion seamuy lento, por €l nimero
de célculos involucrados.

Estetipo de parametrizacion presenta otraventaja: permite cal cular todoslos parametrosque
describen lafuente en un mismo proceso iterativo o bien permite dejar algunos de estos parametros
constanteseinvariablesalo largo detodo el proceso mientras que se calculalasolucion delosrestantes.
De esta manera se pueden calcular Unicamente las soluciones de los pardmetros que describen el
contraste de densidad suponiendo conocidos |os parametros de la estructura, o también se pueden
calcular los parametros que definen la estructura suponiendo conocido el polinomio que describe €
contraste de densidad. Una opcion intermedia es mantener fijos algunos delos parametros del contraste
dedensidad y delaestructuray dejar que evolucionen los restantes pardmetros. La el eccion dependera
delanaturaleza del problemay, sobre todo, del conocimiento previo que setengaacercadel contraste
de densidad y la estructura de la fuente andmala que se esté estudiando.

Al haber elegido un polinomio cuadratico paradescribir el contraste de densidad y polinomios
de tercer grado paralas f ronteras de lafuente, se halimitado el modelado de altas frecuencias que
pueden estar presentes en laanomalia de la gravedad. No obstante, lafilosofia del método seriala
mismasi ampliamos |os grados de dichos polinomios, pero hay que tener en cuentaquevanacambiar
|as ecuaciones final es utilizadas para cal cular |as anomal ias gravimétricas de los model os de fuente.

Respecto al problemade lano unicidad inherente en todos | os problemas geofisicos, hay que
decir que, en los casos presentados en estetrabgjo, debido alanatural ezadelosjacobianos, launicidad
del problema esta garantizada para un determinado modelo inicial. Esto es, si se cambia el modelo
inicial de cualquierade los ejemplos presentados en este capitulo, es posible que |leguemosa una

solucion final distinta pero que también satisfagalos datos, o puede ocurrir que sellegue alamisma
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solucion alcanzada a partir del primer modelo inicial, con lo que quedareforzadalaeleccion dela
misma. No obstante, el problema sigue sufriendo de falta de unicidad, pues vendra en funcién del
modelo inicial elegido. No obstante, al imponer model os descritos por funciones polinémicas de
segundo y tercer grado, como mucho, se harestringido el nimero de soluciones posibles. Lafaltade
unicidad también dependerd de los puntos de estabilidad rel ativa que se encuentren dentro del espacio
de soluciones para cada caso en particular. En nuestro caso no tiene sentido graficar dichos espacios
debido ala presencia de las multiples correlaciones que existen entre los distintos parametros de la
fuente y a que, en cada caso, el nimero de parametros es demasiado elevado como para poder
graficarlosjuntos, yaque sélo podremos graficarl os en conjuntos de 2 o tres pardmetros como mucho.

El estudio de |a sensibilidad que presentan |os datos con respecto alos parametros de lafuente
esde especial importancia, pues nosindicade qué maneradeben ser registrados esos datos parafacilitar
laresolucion de dichos parametros. En general, se haobservado que |os datos degravedad utilizadosen
|os €jempl os de este Capitul o son mas sensibles alos pardmetros del contraste de densidad, los cuales
presentan mayor resolucion que los pardmetros de la estructura de la fuente. Hay que destacar la
importancia de laformay posicion de las fronteras laterales de las fuentes anbmalas, yaque si la
fronteralateral en cuestion es muy vertical, lainformacién que contienen los datos acercade ellaes
reduciday |os pardmetros correspondientes presentaran peor resolucion que el resto, puesto queel
conjunto de datos necesario para determinar dichafrontera estara distribuido en una zonareducida del
perfil. Esto sucede sobre todo en el caso en el que la fuente andmala esta limitada superior e
inferiormente por funciones polindmicas que dependen de la distancia horizontal, yaque sus fronteras
laterales son totalmente verticales.

En todos | os casos presentados, |a adicion de ruido aleatorio de tipo gaussiano produce una
desviacion del modelo resultante con respecto al model o sintético que generalos datos de gravedad
debido, principalmente, a la propagacion de este error en algunas de las combinaciones de los
parametros relacionados con la estructura de lafuente. Por otro lado, las funciones polinémicas que
describen dichafuente son de natural eza suave, mientras que | os errores que contaminan losdatosno lo
son. Por tanto, el método iterativo de inversion intenta ajustar |aanomalia correspondiente al modelo
solucion del problemano sélo alacurvapromedio delos datos, sino que intentara gjustarse a error
mismo. No obstante, esta desviacion no es | o suficientemente importante como para que el modelo

resultante obtenido difiera drasticamente del modelo de fuente que ha generado | os datos de gravedad.
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Capitulo V:

PROBLEMA INVERSO PARA FUENTES
GRAVIMETRICASEN 3D
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INTRODUCCION

El efecto gravimétrico, producido por una fuente que ocupa un volumen V que esta
caracterizado por un contraste de densidad Dr (X,y,z), sobre un observador situado en un puntoP, de
coordenadas (Xo, Yo, %), Viene expresado por la ecuacién (1.5) del Capitulo |. Se pueden plantear
diferentes tipos de fuentes dependiendo de como sean las funciones continuas que describen las
fronteras del volumen V'y el contraste de densidad, como ya se estudio6 en el Capitulo I11.

El primer caso que estudiaremos es el de fuentes andmalas limitadas lateralmente por
funciones continuas de las variablesy y z L os resultados obtenidos en este estudio se podrian aplicar
al caso de fuentes limitadas lateralmente por funciones que dependen de x y z presentado en el
Capitulo |11, pues |as geometrias general es de ambos tipos de fuente son las mismas, considerando
que ha habido una rotacion de 90° en el plano x-y. El segundo caso es el de fuentes anémalas
limitadas superior e inferiormente por funciones continuas de | as variables x ey. Paralosdostiposde
fuentes tratados en este Capitul 0, se considerardn datos sin erroresy datos contaminados con errores
aleatorios de tipo gaussiano. Para cada uno de ellos se va a calcular el problemainverso no lineal
mediante el método de los minimos cuadrados amortiguados de Marquardt-Levenberg y se van a
realizar estudios de sensibilidad, unicidad, estabilidad, resoluciony correlacién paracomprobar la

eficacia del método de inversion.

5.1. FUENTE ANOMALA LIMITADA LATERALMENTE POR FUNCIONES
CONTINUAS DE LASVARIABLESY ,Z

Vamos asuponer que lasfronteras lateral es de este tipo de fuente son las funciones constantes
y1 ey, Y las funciones continuash, (y,2) y hz(y,2). Supondremos también que | as fronteras superior e
inferior son dos funciones también constantes z y z. Con lo anterior, la geometria general del
volumen V delafuente viene expresada por laecuacion (3.1) y su representacion gréfica se puede ver
enlafigura 3.1.

Vamos aconsiderar que el contraste de densidad delafuente variaen funcion delasvariables
X, Y'Y zmediante laexpresion (3.15), que es el caso més general paraeste tipo de fuentes que se ha
considerado en el Capitulo I11. Al igual que se hizo en el Capitulo 1V parafuentes bidimensionales,
consideraremos el caso particular en el que las funciones continuas que componen | os coeficientes del

polinomio (3.5) también son funciones polinémicas de la forma:
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A(Y,Z)=PL+ PaY+ Paz+ PgyZ+ Poy° + P2
By(y,2)=p2+pPsy+prz (5.1)
C4( y,Z): Ps

con lo que se obtiene la siguiente expresion para el contraste de densidad:

Dr (X,Y,2)= pL+ PoX+ P3y + PaZ+ PsXY+ PgyZ+ Py X2+ peX’ + poy> + ppZ°  (5.2)

donde piT A conj=1,..., 6, siendo A el espacio de los niimeros reales.

Sustituyendo las funciones (5.1) en laecuacion (3.18) parael problemadirecto y reagrupando
los términos del integrando obtenemos:

y2

Zy R
9(%0,Y0,20)=G dz(z- Zo)(\jy} Dr (%o,Y,2) (X- %)
|

7 2 (. 2
N T[(y Yo ) +(z- 2p) ]r (5.3)

- p2+p5y+p7z+p8(x+x0)+pgln[(x- o yer e (v:2)

] Y
r ijhl(y,z)

donde DX (Xo,y.Z)=pr+ PaXo + PaY+ PaZ+ PsXo Y+ PeYZ+ Py XoZ+ PeXo” + Py’ + puo 22,
siendo X, unade las coordenadas horizontal es de laposicion del observador, y donde r viene dado por
la expresion (1.2).

Con la soluciéon numérica de la ecuacion anterior, obtenida mediante el método de
integracion numeérica de Gauss-L egendre, obtenemos el efecto gravimétrico que produce un cuerpo
anomal o cuya estructura geométricaviene dada por la expresion (3.1) y cuyo contraste de densidad es
el polinomio (5.2), con lo cual estariamos realizando el problema directo.

En el problema inverso correspondiente se realiza la inversion de la ecuacion (5.3) para
calcular el contraste de densidad Dr (X, y, 2), las fronteras lateralesy;, v, hi(y,2), h.(y,2) y lafrontera
inferior z, del cuerpo anémalo, a partir de los datos de gravedad observados. Para realizar dicha
inversion, consideraremos que lafrontera superior z; = z, es una funcion constante, conociday que
coincide con latopografia de lazona donde se encuentralafuente anémala. También consideraremos

gue las funciones hy(y,2) y hz(y,2) son funciones continuasy polindémicas de la forma:



Problema inverso en 3D 183

h(Y,Z)= Pra+ Pra Y+ PiaZ+ P yZ+ Pisy> + Pis 22 + Py Y2+ Pigy 22 + Pro V2 + P 2°

(5.4)

ho(Y,2)= P+ P Y+ P2+ Paa YZ+ Pos Y2+ Pag 22 + Pay Y22+ Pag Y22 + P Yo + P Z°

donde | os coeficientesp son nimeros reales. Para homogenei zar lanotacion, vamos a sustituir las
funciones constantesyi, Y.y z; por |0s pardmetrospsi, Psz Y Pss, respectivamente, en laecuacion
(5.3).

Segun lo anterior, el vector p se construye con los parametros que describen |os polinomios

Dr (x,,2), hu(y,2) y ha(y,2) 'y las constantesyy,, y, y 2, obteniendo:
p={p} j=1..33 (5.5)

gue es un vector columna euclideo de dimensién N = 33.

En este caso, el funcional delaecuacion (5.3) no eslineal, yaque larelacion existente entre
| os pardmetros que determinan la estructura geométrica de la fuente y | os datos observados es una
relacion no lineal. Paracalcular el vector incognitap utilizamos el método de Marquardt-Levenberg
calculando la solucién del sistema de ecuaciones (4.7) en el que lamatriz jacobianoJ tiene M x 33
dimensionesy sus componentes son las derivadas de la ecuacion (5.3) con respecto acadaunadelas
treintay tres componentes del vector de parametrosp y para cada unade lasM estaciones donde se
registran los datos. L as expresiones matemati cas que nos proporcionan las componentes del jacobiano
J en este caso se presentan en el Apéndice C.

Unavez definido el vector incognita del problema se construye un modelo inicial cuyos

pardmetros son las componentes del vector:
0 _ 0 H-—
p={p}} j=1..33 (5.6)

y cuyarespuesta gravimétrica se cal cula numeéricamente a partir de laecuacion (5.3). Con este modelo
seiniciael proceso iterativo de Marquardt -Levenberg, presentado en el Capitulo |, para obtener la
solucién delostreintay tres parametros que determinan la fuente anémal aresponsabl e de los datos de
gravedad observados.

Parailustrar el proceso anterior, a continuacion presentamos dos gjemplos tedricos. En €l
primero no se hatenido en cuentalaexistenciade errores experimental es en los datosy en el segundo

si se han tenido en cuenta la presencia de dichos errores.
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5.1.1. Ejemplo tedrico con datos que no presentan errores numericos

Laestructura geométrica del modelo tedrico, que vamos a utilizar para generar |os datos de
gravedad de este problema, se encuentra limitada lateralmente por las funciones polinémicas
h,(y,z)=—4-0.001y — 0.06z— 0.0008 yz+ 0.02y* + 0.4Z* + 0.003y*z+ 0.004yz?- 0.003y*+
0.006 22 y hy(y,z)=4+0.003y—0.02z+ 0.001yz—0.07y* —0.01Z + 0.004 y’z+ 0.002 yZ +
0.001 y*—0.0003 Z y las funciones constantes y; = —6 e Y, =6 km. Lafronterasuperior viene dada
por z; =0 km, y coincide con lacoordenadaz, del observador, y lafronterainferior esz,=3km.La
forma geométrica de esta estructura se puede ver en lafigura 3.2.

El contraste de densidad que vamos a considerar viene descrito por el polinomio
Dr (X,y,2)=— 0.7 + 0.1x — 0.004 xy + 0.01 yz— 0.07 xz + 0.01 x> = 0.03y* + 0.005 Z’ y se puede
observar, junto con la geometria del cuerpo, en lafigura 3.5(a).

Vamos a suponer que no se conocen |os coeficientes de | as funciones que describen tanto la
geometriacomo el contraste de densidad de esta fuente, pero si se conoce laanomaliagravimétrica
gue produce y que se puede observar en la figura 3.5(b). Esta anhomalia sera considerada como €l
conjunto de datos de nuestro problema, los cuales estan distribuidos en una malla de dimensiones
20x20.

Como ya se dijo anteriormente, vamos a hacer uso del método de inversion de Marquardt -
Levenberg para alcanzar una solucion satisfactoria de los parametros de |a fuente que explique | os
datos de gravedad. Paraello supondremos un model o de fuente anémala, con el que vamos ainiciar €l

proceso iterativo, cuyas fronteras | ateral es vienen dadas por los polinomios: h4(y,z) =—4.5+0.0002

y +0.001z—0.002yz +0.17 +0.02y*z, hy(y,z)= 3.5-0.04z- 0.01y*— 0.03 7 + 0.003yZ ,
y1=—6.2 km e y, =6.2km. Lafronterainferior viene dada por el planoz =2z = 0 kmy € contraste
de densidad viene descrito por lafuncién polinémica Dr (X,y,z) =- 0.6 + 0.08x—0.01y + 0.003z—
0.007 xy — 0.001 yz— 0.04xz + 0.05x% — 0.001 y* + 0.01Z. Por tanto, el vector de pardmetros p° con

el que iniciamoslainversion es:

(pO)T :(- 0.6,0.08,- 0.01,0.003,- 0.007,- 0.001,- 0.04,0.05,- 0.001,0.01,- 4.5,0.0002,0.001, (5.7)

- 0.002,0,0.1,0.02,0,0,0,3.5,0,- 0.04,0,- 0.01,- 0.03,0,0.003,0,0,- 6.2,6.2,2.5)

con N = 33 elementos, teniendo un vector de datos de dimensién M =400, por lo que el problemaa
calcular es un problemainverso no lineal sobredeterminado. La estructura geométricade lafuente
inicial se puede ver en la figura 5.1 y el contraste de densidad y la anomalia gravimétrica

correspondiente se pueden ver en lafigura5.2.
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h, (v.2)

FIGURA 5.1. Geometriadel modelo inicial utilizado en el proceso de inversion parael caso de unafuente

anémala limitada lateralmente por funciones continuas de las variablesy y z

Con el vector p° anterior secalculael sistema de ecuaciones (4.7) paradiferentes valores del
factor de amortiguacion, Ilegando a una posible solucion después de 58 iteraciones, cuando el
desajuste, dado por la ecuacion (1.31), llegaaun valor g = 5.63 10> mGal?, como se puedever enla
figura 5.3.

El model o de fuente andmala, que haresultado del proceso deinversion, se puede observar en
lafigura5.4(a). Enlafigura5.4(b) se presenta a anomalia gravimétrica correspondiente. Se puede
ver que el modelo obtenido es précticamente el mismo que se ha utilizado paragenerar |os datos de
gravedad del problemay cuya representacion grafica se encuentra en lafigura 3.5.

El residual de este caso se puede ver en lafigura5.5. Como se puede ver, este residual es del
orden de 10™* mGal en casi todalamalla, con un maximo en algunos puntos aislados del orden de 1.2
10 mGal.

Enlatabla’5.1 se presentan los parametros del contraste de densidad de los modelosinicial,
resultante y sintético para su comparacién. Como se observa en estatabla, si consideramos cuatro
cifras decimales, |os parametros del model o resultante son los mismos que los del modelo generador
de los datos de gravedad con excepcién de los parametros p;, ps Y Pio, PEro Sus errores relativos
correspondientes no son mayores que el 2%.

Lastablas 5.2, 5.3 y 5.4 nos presentan |os parametros que determinan la estructura de la
fuente anémala para cada uno de los tres model os que intervienen en este problema. Como se puede
observar, todos los parametros de la estructura han sido solucionados satisfactoriamente, aunque
algunos de ellos presentan variaciones en sus valores con respecto a los parametros del modelo
sintético. Entre estos parametros se encuentran el p,3, con un error relativo del 5%y el p,g, con un
error relativo del 14%. El pardmetro que no ha sido gjustado es el pso, €l cual presenta un error

relativo del 133%.
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FIGURA 5.2. (a) Fuente anébmala utilizada como modelo inicial en el proceso de inversion del ejemplo
correspondiente a fuentes limitadas | ateralmente por funciones continuas de las variablesyy z Laslineasde
igual densidad en la fuente vienen expresadas en g/cm?. (b) Anomalia gravimétricaproducidapor lafuente

(a). Lasisolineas de laanomalia gravimétrica vienen expresadas en mGal. Lalinearesatadarepresentala
posicion de la fuente con respecto a la anomalia.
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FIGURA 5.3. Evolucion del desajuste q.
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. (0)

FIGURA 5.4. (a) Modelo resultante de fuente anémala obtenido en el proceso de inversién del ejemplo
correspondiente a fuentes limitadas lateral mente por funciones continuas de las variablesyy z Laslineasde
igual densidad en lafuente vienen expresadas en g/cnt. (b) Anomaliagravimétrica producida por lafuente
(a). Lasisolineas de laanomalia gravimétrica vienen expresadas en mGal. Lalinearesdtadarepresentala

posicion de la fuente con respecto a la anomalia.

Y (km)

FIGURA 5.5. Residual obtenido a comparar |os datos de gravedad sintéticos y |a anomalia gravimétrica del

modelo resultante en el proceso de inversion.



DENSDAD

P

Py Ps Ps &4 Ps Po P10
Modelo
Inicial -0.6000 0.0800 -0.0100 0.0030 -0.0070 -0.0010 -0.0400 0.0500 -0.0010 0.0100
Modelo
-0.7002 0.1000 0.0000 -0.0003 -0.0040 0.0100 -0.0700 0.0100 -0.0300 0.0049
Resultante
Modelo
. -0.7000 0.1000 0.0000 0.0000 -0.0040 0.0100 -0.0700 0.0100 -0.0300 0.0050
Sintético
TABLA 5.1. Parametros del contraste de densidad correspondientes a cada uno de los tres modelos que participan en € proceso de inversion.
FRONTERA
hy (,2) P11 P12 P13 P14 Pis Pis P17 Pis P1o P20
Modelo
Inicia -4.5000 0.0002 0.0010 -0.0020 0.0000 0.1000 0.0200 0.0000 0.0000 0.0000
Modelo
Resultante -3.9998 -0.0010 -0.0605 -0.0008 0.0200 0.4003 0.0030 0.0040 -0.0030 0.0059
Modelo
Sintético -4.0000 -0.0010 -0.0600 -0.0008 0.0200 0.4000 0.0030 0.0040 -0.0030 0.0060

TABLA 5.2. Parametros de la frontera h;(y,2) de la estructura correspondientes a cada uno de los tres modelos que participan en € proceso de

inversion.




FRONTERA
h, (y,2) P21 P22 P23 P2a P2s P26 P27 P2s P29 Pso

Modelo
Inicial 3.5000 0.0000 -0.0400 0.0000 -0.0100 -0.0300 0.0000 0.0030 0.0000 0.0000

Modelo
Resultante 4.0000 0.0030 -0.0190 0.0010 -00700 | -0.0114 0.0040 0.0020 0.0010 0.0001

Modelo
Sintético 4.0000 0.0030 -0.0200 0.0010 -0.0700 -0.0100 0.0040 0.0020 0.0010 -0.0003

TABLA 5.3. Pardmetros de la frontera h, (y,z) de la estructura correspondientes a cada uno de los tres model os que participan en el proceso de inversion.

FRONTERA y; FRONTERA vy, F.INFERIOR z,
ESTRUCTURA
Ps1 P32 P33
Modelo -6.2000 6.2000 25000
Inicia
Modelo -6.0000 6.0000 3.0000
Resultante

Modelo

Sntético -6.0000 6.0000 3.0000

TABLA 5.4. Parametros de las fronteras y;, ¥, y z, correspondientes a cada uno de |os tres model os que participan en € proceso deinversion.
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L as variaciones numéricas encontradas en las soluciones a l os parametros de este problema
son debidas, probablemente, aerrores numéricos producidosen el desarrollo del proceso deinversion,

puesto que los errores numeéricos que podrian aparecer en el célculo delos datos sintéticos, apartir de

la ecuacion (5.3), son insignificantes.

5.1.1.1. Evolucion de los parametros del modelo

Enlafigura5.6 se muestralaevolucion del factor de amortiguaciénb * utilizado, desde el
modelo inicial hasta el modelo resultante. Es esta figura se observa que el valor numérico de dicho
parametro disminuye de lamismaformaque lo hace el desajuste q, puesto que el primero esfuncion

del segundo, al igual que ocurriaen el Capitulo V.
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FIGURA 5.6. Evolucion del factor de amortiguacion b ™.

En lafigura 5.7 se presentan las evoluciones de | os distintos pardmetros del contraste de
densidad alo largo de todas |as iteraciones del proceso. Vemos como enlascinco Ultimasiteraciones
la evolucién de estos parametros converge hacia la solucién, permaneciendo en ella hasta el final.

Enlasfiguras5.8,5.9,5.10y 5.11 se muestran las evoluciones de todos | os parametros que
definen la estructura de lafuente al 1o largo de las 58 iteraciones del proceso. En estas figuras se
puede observar cémo se alcanzalaconvergenciaalrededor de laiteracion 55, permaneciendo estable
hasta el final del proceso de inversion. El Unico pardmetro que no llega a alcanzar |a solucion

esperada es el parametro pso, pero esto no impide que la solucién al canzada sea satisfactoria.
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FIGURA 5.7. Evolucion de los parametros del contraste de densidad desde el modelo inicial a modelo resultante

del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolos y los pardmetros son: p,(v); p.(®); ps(1);
P.(%); Ps(%); Ps(A); PP ) Po*); PP ); Pio#).
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FIGURA 5.8. Evolucion de los parametros de lafrontera lateral h,(y,z2) desde el modelo inicial a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre lossimbolos y los pardmetros son: p,(®); p.{P); ps(0);

Pu(©); Pi(X); Pu(); PAD); Re(O); Ro(H+); Po().
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FIGURA 5.9. Evolucion de los parametros de lafrontera lateral h,(y,z2) desde el modelo inicia @ modelo resultante

del proceso de inversion. Las correspondencias entre lossimbolos y los parametros son: p,(@); p.4{P); p.@);

Pu(®); PsX);
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FIGURA 5.10. Evolucion de los parédmetros de las fronteras y, ey, desde el modelo inicial @ modelo resultante de

proceso deinversion. (a) Fronteray,. (b) Fronteray,.
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FIGURA 5.11. Evolucién del pardmetro de lafronterainferior z, desde el modelo inicial @ modelo resultante del

proceso de inversion.

5.1.1.2. Andlisis de la sensibilidad, existencia, unicidad y estabilidad

Pararealizar este andlisis, estudiamos |la matriz jacobiano J o matriz de sensibilidad de los
datos de gravedad con respecto alos pardmetros de lafuente. Para ello, graficamos cada uno de sus
vectores columna, los cual es corresponden al as derivadas parciales del funcional F[p] delaecuacion
(5.3) con respecto a cada uno de los 33 parametros p, del problema. Debido al alto nimero de
pardmetros, vamos a realizar una descripcion general de las 33 gréficas en conjunto, utilizando el
mismo criterio de interpretacion que se siguio en el Capitulo IV para fuentes bidimensionales. El
hecho de que cada gréfica esté distribuida en una superficie en vez de en un perfil, como ocurriaen el
caso bidimensional, no cambialafilosofiadel problema. Esto es, cuando la sensibilidad delos datos
es positiva, ésto significaque un aumento en el valor del parametro produce un aumento del valor de
la anomalia gravimétrica del modelo resultante en la zona donde los datos son méas sensibles. Y al
contrario, una sensibilidad negativa significa que un aumento del valor del parametro produce una
disminucion del valor de laanomaliaen lazona donde se presenta mayor sensibilidad en los datos de
gravedad.

En lafigura5.12 se han graficado las diez primeras columnas del jacobiano, aquellas que
corresponden a la derivada del funcional F[p] con respecto a cada uno de los pardmetros que

describen el contraste de densidad.



194 Problema inverso en 3D

-10 L d_';LQ@ . dg;] L dggﬂ
£ o
10
-10 d;f) p] d;[)zﬂ
£ o
10 : .
(@ (f)
-10 , dHp] d_';[fl A d;[]l:ﬂ
dp
10 -10 0 10
km
(i)
aHp]
oy

FIGURA 5.12. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen el contraste de densidad. Lalinea

resaltada representa la posicion de la fuente con respecto a la malla de datos.
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La gréfica (a) de dicha figura corresponde a las derivadas del funcional con respecto al
término independiente p, del polinomio (5.2). Esta grafica presenta un méximo centrado con respecto
a la posicién del cuerpo. Lo mismo sucede con las gréficas (d) y (j), correspondientes a los
pardmetros ps y pio que acompafian los términos en la variable zy z° del polinomio (5.2).

Por otro lado, las gréficas (b), (g) e (h), correspondientes alos parametrosp, , p; Y ps que
acompafian alostérminosen x, xz y x* del contraste de densidad, present an dos|6bul os situados sobre
las fronteras hi(y,2) y h,(y,2). En las gréficas (b) y (g) €l I16bulo situado sobre h;(y,z) presenta
intensidad negativa, mientras que en lagrafica (h) ambos | 6bul os son positivos. Lo mismo sucede con
las gréficas correspondientesa ps , Ps y pPo |0s términos en lavariabley, yz, y* (gréficas (c), (f) y (i),
respectivamente), pero esta vez los |6bulos se encuentran situados sobre las posiciones de las
fronteras laterales y; e ys.

La gréfica (e) representa la derivada del funcional de la ecuacion (5.3) con respecto al
parametro ps. Este pardmetro es el coeficiente del términoxy en el polinomio (5.2) deladensidad. Se
puede ver que aparecen cuatro |6bulos, dos positivos y dos negativos situados en las esquinas del
cuerpo anémalo.

Si observamos |os valores numéricos de las intensidades maximas y minimas de las diez
graficasdelafigura5.12, podemos ver que lagrafica(i) eslaque mayor intensidad presenta. Esto nos
indica que los datos de gravedad son mas sensibles a los posibles cambios que pueda sufrir €l
parametro py que alos cambios que puedan experimentar el resto de |os parametros, por lo que es el
mejor resuelto en el proceso de inversion, ya que los datos contienen mayor informacién sobre el

efecto gravimétrico que produce una variacion del mismo. Esta gréfica presenta dos méximos

situados sobre |as posiciones de las fronteras | ateralesy, ey, cuyasintensidadesson1276.5 mGalkm®
glen?

y 1346.3 mGa r':s"‘s , respectivamente. De lamisma manera podemos ver que el pardmetro p; esd que
glc

menor efecto ejerce sobre los datos de gravedad, por lo que sera el peor resuelto de todos los
parametros del contraste de densidad. Su graficacorrespondiente eslagréfica(a), lacual presentaun

méaximo central de 84.2 mGa |
g/cm3

Enlafigura’5.13 se presentan las derivadas del funcional F[p] con respecto acadauno delos
diez parametros que describen lafronteralateral h,(y,z). Como se puede ver enlasdiez gréficas, la
sensibilidad de los datos se centra principalmente sobre la posicién que ocupa esta frontera con
respecto alamalla de datos, siendo el parametro p,4 €l quetiene mayor efecto sobrelaanomaliacon
un mfnimo y un méximo centrados en los limites de |afrontera de intensidades—6797.4 mGal knt’y
4514.4 mGal kn, como seve en lagréfica5.13(i), y el que menor efecto tiene es el pardametrops,
con dos maximos en las mismas posiciones pero de intensidades 25.5 mGal y 27.8 mGal, como se

observaen lagréfica 5.13(c).
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FIGURA 5.13. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen lafrontera lateral h,(y,2). Lalinea

resaltada representa la posicion de la fuente con respecto a la malla de datos.
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En cuanto alafronterah,(y,z), |os efectos gravimétricos que gjercen los parametros quela
describen se pueden ver en las diez gréficas de lafigura’5.14. Como se observa en dichafigura, la
sensibilidad de |os datos ante estos parametros se produce sobre la posicion de h,(y,2). El parametro
que tiene mayor efecto sobre |os datos es el pardmetro p,s, con un minimo de —4220.0 mGa km?y un
méximo de 5356.0 mGalkm? de intensidad, como se puede ver enlagréfica’5.14(i). El parametro que
afecta en menor medida alos datos es el p,3, con dos minimos de —32.1 mGal y —30.6 mGal, como se
ve en lagréfica 5.14(c).

Si comparamos entre si lasfiguras 5.13 y 5.14, vemos que hay un gran paralelismo entre las
gréficas que se presentan en cada unade las figuras pero, mientras que en lafigura’5.13 predominan
los I6bulos de intensidad maxima, en lafigura5.14 predominan los de intensidad minima. Esto es
debido alanaturalezay alaforma geométrica elegida paralos polinomiosh;(y,z) y h2(y,2), que se
pueden observar en lafigura 5.1.

Enlafigura5.15 se pueden ver las derivadas del funcional delaecuacion (5.3) con respecto a
los parametros ps; Y psz que definen las fronteras y; e y,, respectivamente. Vemos admo la
sensibilidad delos datos para cada unade | as fronteras se centra sobre | as posi ciones de las mismas.
En la gréfica 5.15(a) vemos la sensibilidad correspondiente a la frontera y;, con un méximo de
intensidad de 47.1 mGa km™, lo que indica que el efecto de este pardmetro sobre los datos es
positivo, esto es, si el parametro aumenta su valor, |laanomalia sufrira también un aumento sobre la
posicion delafrontera. Delamismamanera, en lagrafica5.15(b) observamos un I6bulo, estavez de
intensidad negativa—49.1mGal km?, situado sobre la posicion dey, con respecto alamallade datos,
indicando que el efecto de esta frontera es un efecto mayor que el dey,; pero negativo.

En cuanto a laderivadadeF[p] con respecto alafronterainferior z, = ps3, enlafigura5s.16
podemos ver que aparece un |6bulo de—12.2 mGal km* deintensidad centrado, aproximadamente,
sobre laposicion que ocupa el cuerpo con respecto alamallade datos de gravedad. Si comparamos
esta grafica conlas otras treintay dos gréficas correspondientes alos parametros que describen tanto
el contraste de densidad como la estructura de la fuente, vemos que ps; es €l parametro que produce
menor efecto sobre la anomalia de la gravedad.

En general no se puede decir que los datos de gravedad sean mas sensibles a posibles
variaciones sufridas por los parametros del contraste de densidad que a las variaciones de los
pardmetros de la estructura puesto que, como se observa en las figuras anteriores, muchos de los
pardmetros pertenecientesalasfronteras|ateral es presentan un efecto cuyaintensidad esmayor queel
efecto delos pardmetros del contraste de densidad. También hay que destacar que la sensibilidad de
los datos es mucho mayor con respecto a aquellos parametros que acompafian a los términos que
dependen dey? ey?® en los polinomios que describen el contraste de densidad y |as fronteras |aterales
de la fuente. Este resultado es coherente con el andlisis de sensibilidad realizado para fuentes

bidimensionales en el Capitulo V.
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FIGURA 5.14. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen lafrontera lateral h,(y,2). Lalinea

resaltada representa la posicion de la fuente con respecto a la malla de datos.
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FIGURA 5.15. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen Iasfronteraslaterdesy, ey,. Lalinea

resaltada representa la posicion de la fuente con respecto a la malla de datos.
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FIGURA 5.16. Representacion grafica de la columna del jacobiano correspondiente a la derivada del
funcional F[p] del problema con respecto al pardmetro que define la fronterainferior z,. Lalinearesdtada

representa la posicion de la fuente con respecto a la malla de datos.

A continuacion vamos a calcular la descomposicién en valores singulares de la matriz
jacobiano del sistema. Enlafigura5.17 se presentan dichos valores en orden de mayor amenor. En
estafigurase puede ver que se han obtenido treintay tresvalores singulares diferentes de cero, 1o que
indica que la matriz jacobiano es una matriz de rango compl eto puesto queh = 33 coincide con el

namero de columnas N de dicha matriz. De aqui se puede inferir que el subespacio V, no tiene
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ninguna componente, con lo que esta asegurada la existencia y la unicidad de la soluci6n para €l

modeloinicial elegido. Por otrolado, lacondicion deJ esk = 4.418 10%, lacual esbastante elevada,
lo que indica que se puede producir inestabilidad numéricaen el cllculo del problema de maneraque
| as combi naciones de parametros, asociadas alos val ores singul ares mas pequefios y menores quela

unidad, se pueden ver afectadas por |a propagacion de dicha inestabilidad.
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FIGURA 5.17. Valores singulares del jacobiano del problema.

En lafigura5.18 vemos las combinaciones de |os pardmetros asociadas a cada uno de los
valores singulares de J que han sido resueltas en este problemay que vienen dadas por |os vectores
columna de la matriz Vy,. Junto a cada una de las representaciones de dichos vectores, también se
presentan las graficas de los vectores columna de la matriz Uy, , que nos proporcionan los conjuntos de
datos, que resuelven cada una de las combinaciones de los parametros, y los valores singularesl ;
correspondientes.

La primera combinacién de parametros viene dada por las componentes del vector
caracteristico v, ', entrelas que destacan |as componentes correspondientes alos parametrosp;,, dela
fronterah,(y,2), y p.g, delafronterah,(y,z). Estos dos pardmetros son |os mejor determinados por el
proceso de inversion ya que lacombinacion alaque pertenecen esta asociada al valor singular mas
grande | ; = 1.374 10*. Como el primer parametro es el que presenta mayor peso de los dos, el
conjunto de datos que mejor resuel ve la combinacion es el situado sobre laforntera hy(y,z), como nos
muestra el vector u;. Esteresultado es coherente con el obtenido en el estudio delasensibilidad delos
datos en el que se pudo ver que la mayor sensibilidad correspondia al parametro pio.

En la siguiente combinacion, asociada al valor singular | ; = 1.152 10*, vuelven a aparecer
estos dos parametros, pero estavez es el pardmetrop,g €l que presenta mayor peso y, por tanto, el

conjunto de datos que mejor resuelve esta combinacién esta situado sobre la frontera h,(y,z), como
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muestra el vector u,. A partir de estas dos combinaciones se puede suponer que existe correlacion
entre los pardmetros p;g Y Pao.

En laterceracombinacion, con | 3 = 7.723 10°, destacalacomponente devs' correspondiente
al pardmetro pe, que es el coeficiente que acompariaal término y? en el polinomio (5.2) del contraste
de densidad. Por tanto, el conjunto de datos que describe esta combinacion se encuentra sobre las
fronteras lateralesy; ey,, que es donde se presentalamayor sensibilidad, como vimosen lafigura
5.12(i). En esta combinacion comienzan a destacar también los pesos correspondientes a los
parametros ps , P1os P1s s P17, P2s Y P27 -

Lacuartacombinacion corresponde al valor singular | , = 3.066 10°. Las componentes que
destacan corresponden alos parametrosp,s y p;7 delafronterah,(y,2), y alos pardmetrosp,s y p,; de
la frontera h(y,z), junto con algunos de los parametros del contraste de densidad. L os datos que
resuelven dicha combinacién se encuentran situados sobre las cuatro esquinas del cuerpo, que es
donde los datos presentan mayor sensibilidad. L os pesos correspondientes a estos parametros también
apareciaen lacombinacién anterior, de lo que se puede deducir la existenciade correlacion entrelos
cuatro parédmetros.

En la combinacion asociada al valor singular |5 = 2.113 10° vuelven a destacar los
parametros pis , P17, Pos Y P27 , PEro estavez acomparados depg y pg . Lo mismo sucede en lasexta
combinacién, aunque aqui ya comienzan a destacar algunos de |los pesos correspondientes a los
pardmetros del contraste de densidad. Esta combinacion esté asociadaal valor singular! ¢=1.85510°.
L osvectores caracteristicos de | os datos para ambas combi naci ones nos muestra que |os conjuntos de
datos que resuel ven estas combinaciones se encuentran situados en | as posiciones correspondientesa
las fronteras laterales del cuerpo.

En la siguiente combinacion aparecen |os pesos correspondientes alos parametrosps y ps
junto con el pardmetrop,g. Estacombinacion estaasociadaal ; = 1.785 10° y & conjunto dedatosque
|a resuelve se encuentra sobre las posiciones de las esquinas del cuerpo y las fronterasy, ey,.

En la octava combinacion , asociada a | g = 1.482 10°, aparece destacado el peso
correspondiente a un Unico pardmetro, el ps. Por ello, el vector de datosug presenta cuatro |ébulos
principales situados en la posicion de las esquinas del cuerpo, lo mismo que la grafica (e) de la
sensibilidad presentada en lafigura 5.12.

En las siguientes siete combinaciones |os val ores singul ares son del orden de 102 unorden
de magnitud menor que los de las combinaciones anteriores. En dichas combinaciones destacan |os
pesos correspondientes alamayoriade |os parametros que describen el contraste de densidad y las
fronteras laterales hi(y,2) y hz(y,2) y no es hastala decimosexta combinaci6n cuando comienzan a
destacar |os pesos correspondientes alos parametrospsi: Y ps2, que son lasfronteras lateralesy; eys,
respectivamente, aungue de manera suave, ya que el parametro que dominadicha combinacion es el

parametro p,,, perteneciente alafronterah;(y,2).
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FIGURA 5.18. Representacion grafica de las columnas de las matrices Uy, y V;, ddl jacobiano del problema.
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FIGURA 5.18 (Continuacion). Representacion grafica de las columnas de las matricesUy y ;, ddl jacobiano

del problema.
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FIGURA 5.18 (Continuacion). Representacion gréfica de las columnas de las matrices U, y V,, del jacobiano

del problema.
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FIGURA 5.18 (Continuacion). Representacion grafica de las columnas de las matricesUy y ;, ddl jacobiano

del problema.
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| ,=3.110 10"

FIGURA 5.18 (Continuacion). Representacion grafica de las columnas de las matrices U, y V,, dd jacobiano

del problema.

En las combinaciones 17, 18 y 19 siguen destacando, estavez con mayor fuerza, los parametros
P31 Y P32, junto con algln que otro parametro del contraste de densidad o de las fronterash;(y,z) y
h(y,2). Los conjuntos de | os datos responsabl es de laresol uci én de todas estas combinaciones son
més complejos que los correspondientes a las primeras, ya que en cada una de ellas participan mas
cantidad de pardmetrosy, por tanto, la sensibilidad de |os datos estard méas repartida en la posicion
gue ocupa la fuente con respecto a la malla de datos.

El peso pss, correspondiente a la frontera inferior, no destaca hasta la vigesimoséptima
combinacion. Este peso vuelve a aparecer en la vigesimonovena pero no es hasta la combinacion
namero 31 cuando aparece como el peso dominante de la combinacién. El valor singular
correspondiente es| 3; = 1.123 10°, muy pequefio en comparacion con el valor singular masgrande
del problema, lo que indica que este parametro puede verse af ectado por |a propagacién de los errores
de redondeo cometidos en el calculo de lainversion. Lo mismo puede suceder con las dos Ultimas
combinaciones, ya que éstas estdn asociadas a val ores singulares menores que la unidad, como se
puede ver en lafigura5.18. En laiteracion trigesimosegunda destacan, principal mente, los pesos de
los pardmetrospas Y p1s Mientras que en latrigesimotercera destacan | 0s pesos correspondientes apgs,
P26 Y P3o. Losvaloresobtenidosen el proceso deinversién, paraestos cinco parametros, son los que
mas se desvian del model o sintético, como se puede ver en las tablas 5.2 y 5.3. El hecho de que el
parametro p;o sea el que tenga el mayor error relativo de los tres, como se ve en latabla 5.3, no
significa que el método no haya llegado a una solucién, sino que ha llegado a otra solucion
igualmente valida para el problema que nos ocupa, como se puede ver en lasfiguras 5.4(a) y 3.5(a).

Para este ejemplo entres dimensiones, |os parametros de lafuente andmalamejor resueltos en
el proceso de inversion son dos de | os parametros que describen su estructura, uno correspondiente a
lafronterah,(y,z) y el otro correspondiente ah,(y,z) aunque, en lineas generales, el conjunto delos
parametros del contraste de densidad son |os que mejor resolucion presentan en lainversién, yaque
aparecen representados en las primeras diez combinaciones asociadas alos val ores singulares mas

grandes.
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5.1.1.3. Resolucion de los parametros

Lamatriz de resolucion se cal cula mediante la expresion (1.53). Paraeste caso, dichamatriz
eslamatriz identidad, yaque €l valor del factor de amortiguacion parala Gltimaiteracion del proceso
es b "t =0.0. Por tanto, laresolucién del problema es excelente, y el estimador de |os parametros,
calculado mediante lainversién, debe coincidir con lasolucion real del problema segun larelacién
(1.51). Pero, debido alos cal culos numéricos realizados parallegar alasolucion, esta coincidencia
puede no ser tal. Por tanto, vamos a calcular las incertidumbres asociadas a las soluciones de los

pardmetros del modelo resultante.

5.1.1.4. Covarianza de los parametros

Lamatriz de covarianzade | os parametros se calculaa partir de la ecuacién (1.60) yaque se

ha supuesto que |os datos del problema carecen de errores. Lavarianzaresidual de este caso es$ 2=
1.510" mGal®. Los valores numéricos de | os el ementos de esta matriz se pueden ver en latabla5.5,
calculada mediante la ecuacion (1.61).

Enlatabla5.6 se presentan los valores de | os parametros del model o solucién junto con las
incertidumbres correspondientes, las cuales han sido calculadas a partir de laraiz cuadrada de los

elementos de la diagonal principal de la matriz de covarianzay teniendo en cuenta un intervalo de

confianzade + 2.58s .

5.1.1.5. Correlacion entre los parametros

La matriz de correlacion de los pardmetros se puede ver en la figura5.19 y los valores
numéricos de sus elementos se presentan en latabla5.7. Esta matriz se ha calculado a partir de la
matriz de covarianza haciendo uso de la ecuacion (1.64). Se puede observar que existe fuerte
correlacion entre algunos de los pardmetros del contraste de densidad, sobre todo entre los
parametros py, Ps, Pg Y P1o- También hay correlacion entre los parametros p;1, P12, P13 Y P14 dela
frontera izquierda. Algunos de los parametros de dicha frontera presentan correlacion con los
parametros del contraste de densidad, mientras que con los de la frontera derecha apenas hay

correlacion.



n. n- n- n. N- Ne n- No Na Nan Nas Nan Nan Naas Nac Naz N.-
5.86510% | -275010%° | 3.96510%° 8312101 | -2.02410"7 | -1.895107%° | 806910%° | -201410%° | -521410%° | 164410%* | -386010%° | -3.070107° | -1.40410" | -1.94010%° | 4.649107° 313710 | -112510" || n.
7.02510% | -365910"7 | 1.99110% | -853310%° | 2.87310%7 | -1.35510% | 14461076 3745107 5.20010° 189710%5 | 3.46510%7 | -622710%° | 310010% | -668210%7 | 6587107° 1.35510%6 N
1.665 1016 -8.24710¢ | 1.35710% 205510%¢ | 9116107 -1.06310Y7 | -1.6701018 26601016 34121076 1806107 | -161110%° | -6.72110% | 65941018 1.34010%° -1.29510Y || n.
3.93510%° | -418210"7 | 176510"° | -255010%° | -157110% | -801010%° | -2.07810%° | -589910"* [ -2.72410% | 3.99810%° 106810 | -375510"° | -469110"% | 105810"° n.
423510" | -206610"7 | -384510%° | 1.9621078 5.32910™° 4595107 2.8381077 146610%7 | -381110Y7 | -516310%7 | -1.08510%® | -521610%7 | 27501078 ne
2740 10% | 52331077 | -150010%7 | -7.21710%% | -1.045107° | -8584107° | -2.888107° | 4.06310%° 101610%° | -483510%% | -3.75110%° | 8731108 n-
3.146 10" | -4.80610"° | -1.27110% | -347010™ | -449210%° | -906210"® | 150910"¢ | -8.35410"° | 1.722107° -1.37110% | -374410% || n,
149510 | 427510"7 2.35810°15 105910%5 | 4.23510%7 | -476010%° | -152210%7 | -252110%7 | 4.365107° 6.087 107 No
1.376 107 8.7691016 39381076 2.04410% -204910%° | 2834101 | -498010%% | 2192101 1136107 Na
1.287 10%% | 417910 203910%5 | -256510"° | -583410%° | -6.89910"7 [ 2.93310%° | 46281077 n.
1.047 10*% | 7.80510"° | -4.83010%° -1.60310- -493210% | 489710%° | 4.924107° n.
1403 107° | -349210% -3.489 10- 38611078 342610 | -387710Y |[ n.
2.377 1012 7.460 10- 107810 | -250010"2 | -265410%7 || n.
1.01510% | -929610%7 | -7.27510% [ 226210% [ n,
231910% | -498610%° | -434010%7 | n.
2.71110% | -1.38310%° || n.
9.19010% || n,

TABLA 5.5. Elementos de la matriz de covarianza de los parametros.
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TABLA 55
.5. (Continuacié
ion
) Elementos de lamatriz de covari
ianza de los para
parémetros.




DENSIDAD

p1=-0.7001804 + 0.0000006 g/cm®

3
P2 = 0.1000267040.00000007 I/CM~
km

FRONTERA
hy(y.2)

p11=-3.9997840 + 0.0000008 km

p12=-0.0009827 + 0.0000001 km ™

FRONTERA
ha(y.2)

P21 = 3.999973 + 0.000001 km

p22=0.0029908 + 0.0000001 km*

FRONTERAS
LATERALES

pa1=-6.00002100 + 0.00000007 km

p32=6.00001100 +0.00000006 km

FRONTERA INFERIOR

pas = 2.999647 + 0.000003 km

g/cm3

p3 = -0.00000522+0.00000003
km

P13 =0.060503 + 0.000004 km'*

P23 =0.018964 + 0.000006 km'?

3
p4=0.000308+0.000002 9/CM
km

p14= -0.0008207+ 0.0000003 km-2

Pa24= 0.0010149 +0.0000002 km 2

ps =-0.004000980+0.000000005 g/cm 3

km?

p15 =0.01999486 + 0.00000001 km2

p2s =-0.07000582 + 0.00000002 km2

3
ps = 0.01000670 +0.00000004 g/cm
km?

p1s =0.400352 +0.000004 km2

P2s =0.011428 + 0.000008 km'2

3
p7 =-0.0700469 + 0.0000002 g/lcm
km?

py7 = 0.00300712 +0.00000001 km3

P27 = 0.00400626 + 0.00000003 km-3

pe = 0.01000374 +0.00000003 g/cm®

km?

p18=0.0039971 +0.0000001 km 3

p2s= 0.0019966+ 0.0000001 km 3

Pe = -0.02999896 + 0.00000001 g/cm®
2

km

p1o =0.003000070+0.000000001 k>

pe =0.001000100+ 0.000000002 km™®

3
P10 = 0.00490888 + 0.0000009 9/CM
km?

p20= 0.005874 + 0.000001 km3

3o =0.000110 +0.000002 km3

TABLA 5.6. Parémetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.
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FIGURA 5.19. Matriz de correlacién de los parametros de la fuente.



P (e D2 Da D= Dr I D7 Ds Da Din D11 D12 D12 I D1a D1s Dir D17
1.0001070 | -4.284107 1269107 | 5471107 | 4061102 | 47271072 5940107 | 6802107 | 5804107 1892107 | -492510% | 3384102 | 3761102  -7.952102 | 3986107 7.866 10° 4846107 [
1.00010'° | -1070101 | 1198107 | -1565102 | 6549107 -911510" | 446110 381010 5.469 10 2212107 | 3490102 1524100 1161107 | 5235107 | 1509107 533310 0>
1.00010*° | -101910" | 510910" 0622100 126010" | -6739107 | -3489102 | 5747102 8171102 | 3735107 8098102  -517110% | 106110% | 6.308107 -1.047 101 D2
1.00010*° | -3239102 | 170010% 7246102 | -204810" | -3442107 | 9232101 | -290610% | -1159107 | 4134107 1601107 | -1243107 | -454210" | 1759107 D4
1.00010*° | 6067100  -333110° | 77981072 6.981102 6.2251072 4261102 1902107 1201102 2491107 [ -1095107 | -1540102 1394107 D
1.00010*° 5637102 | -7412102 | -1176107 | -176010% | -1603107 | -4657107 | 1592107 6092107 | 6065102 | -1377107 5502102 [
| 1.00010% | -7.00810" | -610910% | -1725101 | -2475107 | -431310°% | 1746107  -1479107 | 637710 [ -148410" | -6.96310% 07
1.00010*° | 9.42710% 537710 2678107 | 9247102 2526107 -1236102 | -428110" | 2168107 519310 Da
1.00010*° | 659010 3281107 | 1471107 3583107 -7586102 | -2788107 | 3589107 319410 Da
1.00010*° | 360010% | 151710" 4638107 -161510" | -3993102 | 496510 134610 Din
1.00010*° | 6439107 0682107 4919107 | 3165101 | 9190107 1587107 [
1.00010*° | 6046107  -9247107 | 2140102 5555107 -1.08010% Dan
1000100 4804107 1453107 | -984710% | -179610% Dia
| 100010% | -191610" | -438710" | 2343107 Dis
1.00010*° | -6288102 | -9.40010% Dix
1.00010*° | -8.76110? Dia
1.000 10*° D17

TABLA 5.7. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.




Die | D Don Do D Do Dos Dox Dos D> D | D Dan D D D

1721101 26111071 6.526107 2814107 1927107 2788107 8503107 7.889107 27351071 1345107 3932107 -1.601107T 2495107 30321072 74471072 86591073 D-
2050107 282910 286710 3396102 -1.91910 4152102 6.9421072 -159810% 51641072 1479107 -3.036 10 22261071 5.690 102 -1.300102 11641072 -9.0191072 D
5.99410% -8.91910% 16351072 -1.47810* 8312102 1.28410" 302410 1.14810% 1.06310% 1136107 -3.94510% 4112610 9427107 381710 312710 3474107 Da
41.70810" -5.469 102 437610 271810 41563107 -1.43410* 9.406 102 3624107 471110 479010 -6.504 102 1.00910% 7629107 3792107 4658107 654410 Da
4,00110% -1.76110% 1.9611072 97541072 1.766 102 507410 1581107 1146107 11026102 1425107 -1.82410" 183210 29119107 2510107 269310 1158107 D=
6.97710" 1589107 1076107 1315107 7625107 7614102 | -263910* -1.847107 3237107 2265107 35371071 8372107 14811072 3515107 4111107 41657107 Da
2598107 2967107 3181107 4662107 217110 -4479102 | -7.684107 1564107 6.625107 115810 2593107 2441107 -8.802107 9.297107? -1.749107 5.407 102 D7
0.483107 240210 3719107 9.4361072 41236107 41551107 48331072 1.366 10 210610 3384107 -1.47310% 1139107 -2.069107 2943107 5056107 44411071 Da
26721072 -2.19810% 505210 508110 7586102 -163010" | -213010% 2410107 241610 431410 2489107 1.09510% -2.48610 -3.26610% 567110 5642101 Da
1.24710% -6.02310% 543610 41863107 1.07710% 1.988107 77291072 413010 1.00110" 5982107 6.190107 -5.830102 4140910 431210 5610107 8006107 Do
3740107 -411710* 890410 -8.7531072 -6.587 102 430410 -5.2401072 1.82310% 7845107 2583107 6.7761072 1.98410% 317310°% 148510 1.82410* 1.998107" D1
8.40210% -5.78010% 4931107 -2.153107 9593102 -3596102 | -5.88110° 1729107 7125107 2401107 -1.02110% 2037107t -8.134107 1279107 1640107 1585107 D1>
3693107 3181107 9539107t 1333107 2646107 -5.700102 8353107 2616107 4.77410° 3453107t -9.44110% 41796107 6.480107 1735107 2218107 -2.833107 D1z
9677107 28911071 3563107 3.806107 5979107 3301107 350010 2032107 7.359107 2724107t 3368107 -1.493107 8.749107 2486107 2754107 41835107 D1a
2441101 4256107 1692107 -6.827 10 1358107 41132102 | -8662102 1554101 3810102 1202107 5253102 9611102 -5.6081072 1641107 44771072 6.642102 D15
3348107 274710 9768107 -1573107 -1.960107* 5736102 -1071107 3089101 6.84510° 3863107 1158107 1704107 2442107 1690107 1978107 3249101 D1a
2805107 317110 3951102 9,588 10 154810 7.00410° 1113107 202610 4421107 1532107 -7.36410° 861710 6.927 102 -152210% 1174107 -1.02010% D17
1.00010*°  -219410% 238510 -6.062102 -1.6991072 1953107 479810 215110 6.42410 270610 -5.60110? 752910 8372102 326910 291710 178410 D1a
| 100010 | 303910" | -263410% | 1254107 3480102 | -567410° | -321510% | 4870107 | 741310° | 448510°  -154010" | 5010102 1165107 | 565610° | -6.907107 D1a
1.00010*° 137610 2.32910% 3274102 101910 313410 3684102 406310 -1.197 10" -1.957 10 5.33010 1963107 230310 362510 D20

1.00010*° | -4772107 8857107 2506107 5187107 7572107 3191101 1836107 34731071 -6.864107% 1452107 -4.9601072 27691072 D
1.000 10*° 2839107 -7.755107% 4358107 1760107 3261107 6911107 6754107 1231107 2600102 6.0401072 1705107 D2
1.00010*° | -115510* 9.1801072 9695107 9.2571072 75901072 229410 9350102 5469102 1123102 2616107 D2

1.00010*° | -329610% 5.860 102 2338101 -9.857 10" 103510 35681072 9.94310% 283310 835010 [
1.00010*° 100010 908210 263810 -1.906 10 1847107 -1.00810% 164610 531510 D=
1.00010"° | 306310% 353210 1409107 9928107 -9.8201072 6.084 10 439010 Doe
1.00010*° | -180710% 1708107 3851101 2188101 3080107 7763107 [
1.00010*°  -1770102 21081072 1316107 5691102 5303102 Doa
] 1.00010"° | 9104102 | -5724102 | -1302107 | -173410% Doa
1.000 10*° 110710% -6.617102 510610 Dan

1.00010*° | -163310% 361610 Das
1.00010*° 393410 D>
1.000 10*° [

TABLA 5.7. (Continuacion) Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.
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5.1.2. Ejemplo tedrico con datos que presentan errores numeéricos

Al igud que se hizo en los gemplos numéicos del Cepitulo 1V para fuentes andbmaas
bidimensiones, vamos a estudiar € efecto que produce la presencia de ruido aeatorio en los datos de
gravedad. Para dllo contaminamos los datos sintéticos, utilizados en la seccion 5.1.1 de este Capitulo,
con ruido aeatorio de tipo gaussiano con promedio cero, E[e] = 0, y con desviacion esténdar s = 0.36
mGal, lo que corresponde a unaincertidumbre del 0.42 %.

En la figura 5.20 se presenta la anomalia del modelo generador de los datos de gravedad de la
seccion anterior junto con la anomalia gravimétrica del mismo modelo pero contaminada con ruido.
Como se puede observar en dicha figura, ambas anomaias son muy parecidas. El error afecta en

ciertamedida ala anomalia pero sin cambiar drésticamente su forma.

Y (km)

X (km)

FIGURA 5.20. Lalinea a trazos es la anomalia gravimétrica de la fuente de lafigura 3.5 (b). Lalinea

continua es la misma anomalia pero contaminada con ruido aleatorio.

Para redizar la inversén de los datos de gravedad contaminados con ruido, calcularemos €
sistema de ecuaciones (4.10) de manera iterativa con diferentes valores dd factor de amortiguacion,
comenzando con € modelo inicid de la figura 5.2. Se obtiene d modelo resultante cuando se dcanza
un valor de tolerancia T= M para e desgjuste gs , Sendo M = 400 € nimero de datos del problema.
Para este caso, s ha realizado un proceso de 200 iteraciones y en la figura 5.21 se presenta la
evolucion del desjjuste s a lo largo de todo € proceso. En esta figura vemos cémo € vaor de

desgjuste disminuye desde las primeras iteraciones y acanza la convergencia suavemente hacia €
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vador gs = 3685 a partir de las primeras 55 iteraciones. La solucién alcanzada sobredetermina los

datos de gravedad, puesto que es menor que la tolerancia permitida. Por elo, vamos a eegir la
solucion dada por la iteracion 56 con un desgjuste gs = 396.0 y un factor de amortiguacion b * =

594.0. El modelo resultante y su anomalia gravimétrica se pueden ver en lafigura 5.22.

1.0E+6
10E+5

10E+4

Desjuste

1.0E+3

10E+2

50 100 150 200

No. de Iteracion

FIGURA 5.21. Evolucion del desajuste qs.

En la figura 5.23 se presenta € residua obtenido al comparar la anomalia gravimétrica debida
a modelo resultante con los datos de gravedad contaminados con ruido. Como se puede ver en esta
figura, la variacion méxima acanzada es de 0.9 mGal, sendo la amplitud de la anomdia de 86.4
mGad. También podemos ver que edtas variaciones se encuentran distribuidas de manera mas o menos
uniforme en toda la malla. Ademés, € orden de magnitud del residual es comparable a error deatorio
con d que se han contaminado los datos de gravedad, y sus desviaciones estandar son cas dd mismo
valor. Todo esto nos indica que la solucién de problema se puede consderar satisfactoria. No
obstante, s comparamos la figura 522 dd moddo resultante con la figura 3.5 del Capitulo IlI,
correspondiente a modelo sintéico, podemos descubrir algunas diferencias entre ambas fuentes. Para
ver esto de manera cuantitativa, en las tablas 5.8, 5.9, 5.10 y 5.11 se presentan los pardmetros del
modelo resultante y del sintético junto con los parametros del modelo inicia. En edtas tablas se puede
ver que muchos de los pardmetros del modelo resultante han acanzado valores muy préximos a los de

los correspondientes parametros del modelo sintético, pero otros no han llegado a valor esperado.
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FIGURA 5.22. (a) Modelo resultante de fuente andmala obtenido en el proceso de inversién del ejemplo
correspondiente a fuentes limitadas |ateral mente por funciones continuas de las variablesyy z, con datos
contaminados con ruido aleatorio. Las |ineas de igual densidad en |a fuentevienen expresadasen g/cm’. (b)
Anomalia gravimétrica producida por la fuente (a). Las isolineas de la anomalia gravimétrica vienen

expresadas en mGal. Lalinearesaltada representa la posicion de la fuente con respecto ala anomalia.

FI GURA 5.23. Residual obtenido al comparar los datos de gravedad sintéticos y la anomalia gravimétrica

del modelo resultante en el proceso de inversion.



DENSIDAD P1 P2 P3 P4 Ps Ps p7 Ps P9 P10
Moddo
Inica -0.6000 0.0800 -0.0100 0.0030 -0.0070 -0.0010 -0.0400 0.0500 -0.0010 0.0100
Moddo
-0.7078 0.1063 -0.0023 0.2361 -0.0040 0.0148 -0.0773 0.0076 -0.0308 -0.1576
Reaultante
Moddo
Sntéico -0.7000 0.1000 0.0000 0.0000 -0.0040 0.0100 -0.0700 0.0100 -0.0300 0.0050

TABLA 5.8. Pardmetros del contraste de densidad correspondientes a cada uno de los tres model os que participan en € proceso de inversion.

FRONTERA
hi (v,2) Pu P P P1a Pis P1s P17 Pis P1o P20
Moddo
Indd -4.5000 0.0002 0.0010 -0.0020 0.0000 0.1000 0.0200 0.0000 0.0000 0.0000
Moddo
ResUltante -3.9752 0.0024 -0.1334 -0.0003 0.0202 0.4089 0.0034 0.0002 -0.0030 0.0221
Moddo
Sntéico -4,0000 -0.0010 -0.0600 -0.0008 0.0200 0.4000 0.0030 0.0040 -0.0030 0.0060

TABLA 5.9. Parametros de la frontera h,(y,2) de la estructura correspondientes a cada uno de |os tres model os que participan en el proceso de inversion.



FRONTERA
h, (y,2) P21 P22 P23 P24 P2s P2s P27 P2s P29 P30

Modeo
Inigd 3.5000 0.0000 -0.0400 0.0000 -0.0100 -0.0300 0.0000 0.0030 0.0000 0.0000

Moddo
Reaultante 40011 0.0142 -0.0059 -0.0097 -0.0698 -0.1443 0.0053 0.0059 0.0008 0.0569

Modeo
Sntdico 4.0000 0.0030 -0.0200 0.0010 -0.0700 -0.0100 0.0040 0.0020 0.0010 -0.0003

TABLA 5.10. Parametros de la frontera h, (y,2) de la estructura correspondientes a cada uno de |os tres model os que participan en e proceso de inversion.

FRONTERA y, FRONTERA Y, | FINFERIOR z
ESTRUCTURA
Pa P32 Pzs
Moddo
Inidd -6.2000 6.2000 2.5000
Moddo
Reslltante -6.0012 6.0067 26830
Moddo
Sntéico -6.0000 6.0000 3.0000

TABLA 5.11. Parémetros de las fronteras y;, y» y 2 correspondientes a cada uno de los tres modelos que participan en € proceso de inversion.
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Entre los parametros del contraste de densidad, |os que peor se gjustan al model o sintético son
el ps, el ps, €l pg Yy €l py1o, cOMo se puede ver en latabla5.8. El resto de los parametros presentan
algunas variaciones con respecto a sus correspondientes valores en el model o sintético, perose puede
decir que han alcanzado la solucién esperada.

Paralafronterah,(y,z), los parametros que mejor se gjustan al model o sintético son el py, p;s,
P1s: P17 Y P1e, Siendo este Ultimo el que mejor ajusta de todos, como muestra la tabla 5.9.

Para la frontera h,(y,z), en latabla 5.10 se puede ver que solo tres de sus parametros han
alcanzado la solucion esperada. Estos parametros son €l p;, €l ps y €l pg.

Los pardmetros que describen las fronteras laterales y; e y, han dcanzado los valores
esperados del model o sintético, mientras que el parametro correspondiente alafronterainferior se

aproxima al valor esperado pero sin alcanzarlo, como se observa en latabla 5.11.

5.1.2.1 Evolucion de los parametros del modelo

En las siguientes figuras presentamos la evolucion de cada uno de los pardmetros que
intervienen en el célculo de la solucidon de nuestro problema de inversion a lo largo de las 56

iteraciones realizadas en el proceso de inversion.
Enlafigura5.24 se presenta el factor de amortiguacion. Vemos como este factor evoluciona

con oscilaciones importantes hasta la iteracién 56.
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FIGURA 5.24. Evolucién del factor de amortiguacion b .
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En lafigura5.25 se pueden ver |las evoluciones de | os parametros que describen el contraste de
densidad delafuente paralas 56 iteraciones consideradas. Se puede ver cOmo estos parametros van
cambiando alo largo del proceso de inversion y algunos de ellostienden aconverger paraalcanzar la
solucion del problema en las Ultimas iteraciones.

Lafigura5.26 presentalaevolucion de los parametros de lafrontera h,(y,2) en lague vemos
también cédmo la mayoria de los pardmetros correspondientes tienden a converger en las Ultimas
iteraciones. Lo mismo sucede con | os parametros de lafronterah,(y,z), como se observaenlafigura
5.27.

Enlafigura5.28 observamos |as evoluciones de |0s pardmetrosps; Y ps2, correspondientesa
las fronteras lateralesy; ey,, respectivamente. Podemos ver como tanto lafronteray; comolafrontera
y2 evolucionan hasta alcanzar la convergencia alrededor de laiteracion 42.

Por altimo, lafigura5.29 presentalaevolucion del parametro ps;, quea canzalasolucionen
la dltima iteracion.

Evolucién de los parametros de la densidad

No. deiteracion

FIGURA 5.25. Evolucion de los parametros del contraste de densidad desde el modelo inicial al modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolos y los parametros son: p(v); p.@); p(l );
P.X); Ps(x); Ps(a); P ); Pk ); PG ); Pioe).



Problema inverso en 3D 221

16 —
14 —
12 —]
10
08 —|
06 —

-Q6 __

~40 —

42 —

Evolucion de los pardmetros dela fronterg h, (y,2)

-48
I I I I I I I I I I I

5 10 15 2 s D H o] 5 20 5

No. deiteracion

FIGURA 5.26. Evolucion de los parametros de la fronteralateral h,(y,z) desde el modelo inicial al modelo resultante

del proceso de inversién. Las correspondencias entre lossimbolos y los pardmetros son: p,(@); pu(>); p.@);

Pu(0); Pis(X); P(R); RAC); Ps(D); Pol); Poldr).
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FIGURA 5.27. Evolucion de los parametros de la fronteralateral h,(y,z) desde el modelo inicial al modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre lossimbolos y los pardmetros son: pu(@); pe=(>); pP=(3);

Pu(®); Ps(X); P @); RAO); Ps(D); Po(4); Po().
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FIGURA 5.28. Evolucion de |os parémetros de las fronterasy, ey, desde el modelo inicial @ modelo resultante de

proceso deinversion. (a) Fronteray,. (b) Fronteray,.
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FIGURA 5.29. Evolucién del parametro de la frontera inferior z, desde el modelo inicial a modelo

resultante del proceso de inversion.
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5.1.2.2 Analisis de |la sensibilidad, existencia, unicidad y estabilidad

Paraestudiar la sensibilidad que presentan | os datos de gravedad, contaminados con ruido, a
|as variaciones en cada uno de | os pardmetros que describen lafuente anémal a, se grafican lastreinta
y tres columnas que componen el operador jacobiano.

Como ya se hizo en laseccién 5.1.1.2, vamos a realizar una descripcion general de las 33
gréficas, comenzando con la figura 5.30, donde se presentan las derivadas del funcional F[p] con
respecto a cada uno delos diez parametros que describen el contraste de densidad. Como se observa
endichafigura, lasgréficas (d) y (j), correspondientes alos pardmetrosp, Yy p1o que acompaiian alos
términos zy 22 en el polinomio (5.2), se caracterizan por |a presenciade un méximo central, indicando
gue los datos situados en el centro de la malla son mas sensibles a estos parametros que los
localizados en la periferia. Lo mismo ocurre con la gréfica (a), que corresponde al término
independiente de dicho polinomio. Asi mismo, las gréficas correspondientes alos parametrosp,, pr y
Ps, que acompafian alas variablesx, xz y x* en laexpresion (5.2), se caracterizan por lapresenciade
dos Iébulos situados en |as posiciones de las fronteras h,(y,2) y h,(y,z), como se puede ver en las
gréficas (b), (g) e (h), respectivamente. Lo mismo sucede con las gréficas correspondientes a los
paréametros ps, Ps Y P quUE acomparian alos términosy, yz, y? pero, en este caso, |os|6bul os se ubican
sobre las fronteras laterales y; e y,, como se observa en las gréficas ((c), (f) y (j).

Lagréfica(e), correspondiente alavariacion del funcional F[p] con respecto a parametrops
gue acompafia al término xy en el polinomio (5.2), presenta dos | 6bul os positivos y dos negativos
situados en | as posiciones de las esquinas del cuerpo anémalo.

Delasdiez gréficasdelafigura5.30, la(i) eslaque presenta mayor intensidad, por o que el
parametro pg es el mejor resuelto parael contraste de densidad en el proceso deinversion. Como se

puede ver, esta gréfica presenta dos méximos ubicados sobre las fronteras lateralesy; ey,, y las

intensidades correspondientes son 3643.7 mGakm® y 3448.6 mGakm® Por otro lado, lagréfica(a) es
glen? glen?

la que presenta menor intensidad, con un |6bulo central de 220.2 _MGa | Esta gréfica corresponde al
glent

parametro p4, que es el que menor efecto gjerce sobre la anomalia gravimétrica del modelo.

Lafigura5.31 presentalas diez gréficas correspondientes alas derivadas del funcional F[p]
con respecto a cada uno de los parametros que describen lafronteralateral h,(y,z). Entodaséllas, la
sensibilidad de los datos es mayor en la posicién que ocupa estafrontera con respecto alamallade
datos de gravedad. En este caso, el parametro pio €s el que presenta mayor efecto sobre la
sensibilidad de los datos, como se observaen lagrafica5.31(i), con un minimo de —14969.6 mGal
km? y un méximo de 11389.6 mGal km? centrados en los limites de dicha frontera. EI pardmetro con
menor efecto es el p;3 que presenta dos maximos en |as mismas posiciones con intensidades 64.0

mGal y 71.6 mGal, como se observa en la grafica 5.31(c).
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FIGURA 5.30. Representacion gréafica de las columnas del jacobiano carespondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen el contraste de densidad. Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.
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FIGURA 5.31. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto a los parametros que definen la frontera lateral h,(y,2). Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.
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FIGURA 5.32. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen la frontera lateral h,(y,2). Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.
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FIGURA 5.33. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto a los pardmetros que definen lasfronteraslateraesy, ey,. Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.
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FIGURA 5.34. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del

funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen la fronterainferior z,. Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.

En la figura 5.32 se presentan las diez columnas del jacobiano correspondientes a las

derivadas del funcional delaecuacion (5.3) con respecto a cada uno de los parametros de lafrontera

h2(y,z). Dichas gréficas presentan una gran semejanza con las de la figura 5.31, pero con la

sensibilidad de los datos centrada en |a posicion que ocupalafronterah,(y,z) conrespecto alamalla

de datos. Como era de esperar, |os datos presentan mayor sensibilidad al parametro p,¢ , cOmo se

puede apreciar en la grafica 5.32(i). Esta gréfica presenta un minimo de —10513 mGal kn? y un

méximo de 11384.7 mGal kn? de intensidad. Por otro lado, los datos son menos sensibles al

parametro p,s que presenta dos minimos de —78.7 mGal y —79.2 mGal, como se puede ver en la

grafica 5.32(c).

En la figura 5.33 se pueden ver las derivadas del funcional F[p] con respecto alos dos

parametros que definen las fronteras | ateralesy; eys,, enlas que se observaque lasensibilidad de los
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datos se centra sobre | as posiciones de dichas fronteras. Paralafrontera y,;= p3; hay un maximo de
intensidad de 122.0 mGal km! , mientras que paralafrontera y, =ps, hay un minimo deintensidad
de —126.9 mGal km*. Por dltimo, en lafigura 5.34 observamos la sensibilidad de |os datos con
respecto alafronterainferior z,=pss, con unldébulo centrado sobrelaposicion del cuerpo de—66.8
mGal km'* de intensidad.

A partir de estas cinco figuras no se puede concluir que los datos de gravedad sean mas
sensibles a |l os parametros de la densidad que a los de |a estructura, como ocurre en los casos de
fuentes bidimensionales, ya que los datos d e gravedad son mas sensibles, en general, alos parametros
delasfronteras|aterales que alos parametros del contraste de densidad. Tampoco se puede decir que
el parametro que describe lafronterainferior sea el que tiene menor resolucion, yaque el par anetro
p23 de lafronterah;(y,z) es el que presenta el menor efecto en la sensibilidad de |os datos.

Unavez estudiadala sensibilidad de los datos con respecto alos pardmetros de lafuente, se
calculaladescomposicion en valores singulares de lamatriz jacobiano del sistema. Enlagréficadela
figura5.35 se pueden ver dichos val ores en orden de mayor amenor, normalizados por el error enlos
datos s = 0.36 mGal. Se han obtenido un total detreintay tresvalores singulares diferentes de cero.
Esto indica que €l jacobiano es una matriz con rango completo h = 33 con lo que esta aseguradala
existenciay launicidad de la solucién.

Para este caso, la condicién de lamatriz J es k = 4.648 10*, lo que indica que se puede
producir la propagacioén de inestabilidad numérica, producida por el calculo de la solucion del
problema, en |as direcciones de |0s vectores caracteristicosv; que tengan un error caracteristicog’,
dado por laexpresion (1.49), mayor que launidad. Las combinaciones de |os pardmetros, que estan
asociadas a dichos vectores, se pueden ver afectadas por €l error presente en |os datos de gravedad,
gue se puede propagar en las direcciones de dichos vectores haciendo que la solucién alcanzada

difieradelasolucion real del problema.
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FIGURA 5.35. Valores singulares del jacobiano del problema.
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Enlafigura5.36 se presentan las combinaciones de | os parametros asociadas al os vectores
columnade lamatriz V,, junto con las gréficas de los vectores columnade lamatriz U;, . Enlamisma
figura se presentan cada uno de los valores singulares| ; y los errores caracteristicose;”.

La primera combinacién, dada por el vector caracteristico v, ', estdcompuesta principalmente
por las componentes asociadas a |l os pardmetrospig y p2e. Ambos parametros son |os coeficientes del
término y® en los polinomiosha(y,z) y ha(y,Z), respectivamente, siendo el p1 €l que presenta mayor
peso en la combinaci 6n. Esta combinacion esta asociada al valor singular normalizado més grande del
jacobiano, | ; = 1.100 10° y el error caracteristico ese;” = 9.091 10, quetieneun vaor muy pequefio,
por lo que esta combinacién esta muy bien resueltaen lainversion. En latabla’5.9 podemos ver que el
valor alcanzado por el parametro p,q, en el modelo resultante en lainversién, esel mismo queel del
modelo sintético utilizado para generar los datos de gravedad. En cuanto al vectoru; sepuedever que
el conjunto de datos que mejor resuelve esta combinacién se encuentra sobre los vértices de la
frontera hi(y,z), ya que es ahi donde |os datos son mas sensibles al pardmetro pio.

La segunda combinacion de pardmetros mejor resuelta esta asociada al valor singular
normalizado | , = 9.065 10" y su error caracteristico ese, = 1.103 10™>. Endlavuelven agparecer los
mismos parametros que en la primera combinacién, pero esta vez el mayor peso corresponde al
parametro p,q. En latabla’5.10 vemos que este parametros al canza una solucién muy préximaal valor
del modelo sintético. El conjunto de datos que mejor resuelve la combinacion esta situado sobre la
frontera hx(y,2).

De las dos combinaciones anteriores se deduce que puede existir cierta correlacion entrelos
pardmetros p1g Y P2o. ESto mismo ocurriaen el caso delasecciéon 5.1.1, como seveen lafigura5.19.

Laterceracombinacion, asociada al valor singular| ; = 5.740 10* y con un error caracteristico
e, = 1.742 10, esta formada por varias de las componentes de v;', entre las que destaca la
correspondiente al pardmetropg, perteneciente al polinomio que describe el contraste de densidad.
Como vemos en larepresentacion gréfica del vector u,', los datos que participan en laresolucion de
esta combinacion estan situados, principalmente, sobre lafronteray, yaque, como se puedever enlas
figuras 5.30(i) y 5.33(b), los datos de esta zona son muy sensibles alas variaciones de estos dos
pardmetros. En el vector v;' también comienzan a destacar los pesos correspondientes a los
pardmetros pis, P17, P2s Y Po7. EStos mismos pesos aparecen también en la cuarta combinacion, que
esta asociada al valor singular | , = 2.414 10" y presenta un error e, = 4.143 10, y en laquinta
combinacion, la cual estdasociadaa | 5= 1.694 10* y presentaun error es = 5.904 10™°. Esto nos
indica una posible correlacion entre estos cuatro parametros. En las tablas 5.9 y 5.10 podemos
observar que estos parametros al canzan una sol ucion satisfactoriaal comparar el modelo resultante
con el sintético. Los datos que resuelven estas combinaciones se encuentran situados en las posiciones
gue ocupan las esquinas del cuerpo con respecto alamalla de datos, ya que es aqui donde hay mayor

sensibilidad a estos parametros, como se puede ver en lasfiguras 5.31 y 5.32. En el vector us también
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se pueden ver dos |6bulos situados sobre las fronterasy; ey,, yaque es donde |os datos presentan
sensibilidad al pardmetro po, cuyo peso comienza a destacar en la quinta combinacion. También

aparece |a componente devs' correspondiente al pardmetro ps, por lo queen e vector caracteristico de
los datos hay una cierta tendencia a formar 16bulos sobre las fronteras hi(y,z) y hz(y,2). Esta
componente vuelve a aparecer con més fuerza en el vector vs', que esta asociado al valor singular
normalizado | ¢ = 1.387 10* y con un error es = 7.210 10°°. En latabla 5.8 podemos ver que este
parametro también presenta una solucion satisfactoria.

En |a séptima combinacidn destacan |os pesos correspondientes ap; y ps, por lo qued vector
caracteristico de los datos presenta dos | 6bul os sobre | as fronterasy; ey,, que es donde hay mayor
sensibilidad. L as soluciones de ambos parametros se desvian un poco mas de la solucién esperadaen
comparacion alos anteriores parametros, como se desprende de latabla 5.8. Esta combinacion esta
asociada al valor |7 = 1.317 10, por lo que presenta un error caracteristico e; = 7.595 107,

El parametro ps presenta un peso muy elevado en la octava combinacion. Como
précticamente es la inica componente de dicha combinacion, el vector ug presenta una forma muy
parecidaaladelagrafica’5.30(e) delasensibilidad. El error caracteristico de esta combinacion alin es
pequefio, eg” = 8.855 10°°, puesto que corresponde al valor singular normalizadol g = 1.129 10°. Es
por todo ésto que el valor numérico de este parametro en el model o resultante es el mismo queel del
modelo sintético generador de los datos de gravedad, como se ve en latabla 5.8. A partir de esta
combinacion, y en las siguientes siete combinaciones que corresponden alos vectores caracteristicos
Vo', Vio, Vi1', Vi2', Vis', Via' Y Vis', aparecen las componentes asociadas a un gran nimero de
pardmetros tanto del comtraste de densidad como de las fronteras laterales h,(y,2) y h,(y,2).

La mayoria de las soluciones alcanzadas para los parametros de estas Ultimas siete
combinaciones se ajustan en mayor o menor medida a los valores utilizados en model o sintético,
aungue hay algunos pardmetros, como el pio, € p24 Y € p2s, por gjemplo, que no alcanzan las
soluciones esperadas, como se infiere de las tablas 5.8 y 5.10. Para estas combinaciones el error
caracteristico es del orden de 10, que alin es un error aceptable, pero los valores singulares
correspondientes son del orden de 10°, dos 6rdenes de magnitud menores que el mayor valor singular
del jacobiano. Esto conllevala posible existencia de inestabilidades numéricas en el calculo de estas
combinaciones, haciendo que algunos de | os pardmetros presenten problemas en su resolucion. Los
correspondientes vectores caracteristicos de |os datos, para estas combinaciones, presentan formas
variadas, dependiendo del parametro que presente mayor peso en cada combinacién.

L os pesos corrrespondientes alas fronteras lateralesy; ey, ho aparecen hastaladecimosexta
combinacién. Estacombinacion estaasociadaal | 16 = 1.078 10°y su error caracteristico eseys =
9.274 10, Estos pesos vuelven adestacar en las combinaciones 17, 18 y 19, siendo esta Gltimaen
donde son mas grandes. Por €llo, losvectores caracteristicos de los datos presentan | 6bul os sobre la

posicion de dichas fronteras, principal mente.
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FIGURA 5.36. Representacion grafica de las columnas de las matricesU, y Vi, dd jacobiano del problema
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FIGURA 5.36 (Continuacion). Representacion gréfica de las columnas de las matrices U, y Vy, del jacobiano

del problema.
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FIGURA 5.36 (Continuacion). Representacion grafica de las columnas de las matricesUy y ;, dd jacobiano

del problema.
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FIGURA 5.36 (Continuacion). Representacion grafica de las columnas de las matrices U, y V,, del jacobiano

del problema.
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l, =2.36710° e, =422610"  Ug EY

135 7 91 BB Y19A BB T DA B

Paédmetros R

FIGURA 5.36 (Continuacion). Representacion grafica de las columnas de las matricesU, y V;, dd jacobiano

del problema.

En cuanto al parametro pss, que describe la fronterainferior, su peso correspondiente no
aparece hasta laiteracion nimero 27, lacual estaasociadaal valor singular| 7 = 6.887 10"y conun
error e,; = 1.452 102, También aparece en las combinaciones 28, 29, 30y 31.

L as combinaciones trigesimosegunday trigesimotercera son las que presenta los mayores
errores caracteristicos, pero éstos no Ilegan a ser mayores que launidad. Esto nosindicaque estas
combinaciones no van a ser demasiado ruidosas dentro del conjunto de combinaciones, por 1o que no
deben ser rechazadas. No obstante, |o0s val ores singulares correspondientes son cinco 6rdenes de
magnitud menores que el valor singular mas grande, por 1o que van a existir inestabilidades
numeéricas en el célculo de la solucion de los pardametros correspondientes.

En este ejempl o tedrico paratres dimensiones, contaminado con ruido aleatorio, vemos que
los pardmetros de la fuente mejor resueltos en el proceso de inversion vuelven a ser dos de los
parametros que describen su estructura aunque, en general, los pardmetros correspondientes al

contraste de densidad aparecen representados en las primeras diez combinaciones.

5.1.2.3. Resolucion de los parametros

Unavez estudiadas cudl es son las combinaciones de parametros mejor resueltas por |os datos
de gravedad, vamos a ver laresolucion que presentan cada uno de los parametros que describen la

fuente anémala. Para ello es necesario calcular lavarianzaresidual a partir de la ecuacion (1.56),

donde | os grados de libertad en este caso son M — N = 367. El valor obtenido es $ >=0.14mGd ? que
es casi lamisma que lavarianza estimada paralos datos, cuyo valor ess 2 = 0.13 mGal?. Estoindica
gue el modelo de fuente obtenido explicalos datos de manera satisfactoria, como se puede ver al

comparar tanto las fuentes como las anomalias gravimétricas que producen el modelo resultante dela
figura 5.22 y el modelo generador de los datos de gravedad sin ruido de lafigura 3.5. Se puede ver
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que las fuentes son lo suficientemente parecidas como para aceptar el modelo resultante de la
inversion como solucién del problema, aunque presenten algunas diferencias en la forma de sus
fronteras.

Lamatriz de resolucion de los pardmetros para este caso, cal culada mediante la ecuacién
(1.55), se puede ver en lafigura’5.37, en la que se puede apreciar que la mayoria de |os pardmetros
presentan muy buena resolucion.

En particular, los parametros peor resueltos son: el p, y €l p,o para€el contraste de densidad,
que corresponden al término independientey al coeficiente dez? en el polinomio (5.2); € pis Y € pie,
paralafronterahi(y,z), que corresponden alos términoszy z°, respectivamente; el pasy € pos parala
frontera hy(y,z), correspondientes también alos mismos términoszy z, respectivamente; y €l ps3 que
es el parametro delafronterainferior. Hay otros parametros que presentan una resolucion intermedia,
COMO P4, Pios P20, P21 Y Pao- Corresponden, segln el caso alos términos independientes y a los
coeficientes que acompafian a la variable z* en los polinomiosDr (x,y,2), hi(y,2) ¥ hy(y,2).

En resumen, |os parametros que presentan peor resolucién son aquellos relacionadosconlos
términos que dependen de la profundidad del cuerpo andmal o, segiin los términos independientesy
los términos en las variables zy 7% tanto en el contraste de densidad como en las funciones que

describen la estructura de la fuente anémala.

P, P P P P R P Ps B Py PyPuoPs Ps Pis Py Py By Py Py Py P Pis Pos Pos Pos Py P P PPy P Py
!

P

P

P

P 10
P

o4 09
Py

o) 08
nU

Pu 07
p?

P 06
pA

Ps 05
R

20 04
Py

Ry - 03
Py

Px - 0.2
QQ

Pz 0.1
QA

P - 00
B

Ry --0.1
Pe,

P —

R

pil

QQ

Ps

FIGURA 5.37. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.
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5.1.2.4. Covarianza de los parametros

L os elementos de lamatriz de covarianza se pueden ver en latabla’5.12, calculada mediante

laecuacion (1.63) y con unavarianzaresicual de § 2= 0.14 mGal?. Al ser unamatriz simétricasolo se
presenta la parte triangular superior de la misma.

En latabla5.13 se presentan |os pardmetros del model o resultante obtenido paralafuente
anOmala de este gjempl o junto con susincertidumbres correspondientes, calculadas apartir delaraiz
cuadrada de los elementos de ladiagonal principal delamatriz de covarianza, teniendo en cuentaun

intervalo de confianzade + 2.58s.

5.1.2.5. Correlacion entre los parametros

Enlafigura5.38 se puede ver unaimagen delamatriz de correlacion de los parametros de la
fuentey enlatabla’5.14 se presentan los val ores numéricos de sus el ementos. Como se puede ver en
lafigura, existe correlacion entre |os pardmetrosps y pe, entrep, y p; y entrepy, p7, Ps, Po Y P10, todos
ellos pertenecientes al contraste de densidad.

En cuanto alos pardmetros de lafronterah,(y,z), se puede ver que existe correlacion entre
todos ellos en mayor o menor medida, pero hay que destacar la correlacion existente entre los
pardmetros p14 Y p1s Y entre los parametrospis Y p17, comoyasevio en el estudio delaresolucion de
las combinaciones de parametros en lafigura 5.36.

También existe correlacion entre los parametros de la fronterah,(y,z), aunque no tan evidente
como en lafronterah,(y,z). Los pares de parametros que se encuentran fuertemente correlacionados
entre si son el p,a Y Pas, € P2z ¥ Pao Y € Pos Y Po7, €Stalltima correlacion yaf ue inferida de las
combinaciones de parametros de la figura 5.36.

L os parametros correspondientes a las fronteras | ateralesy; ey, no presentan correlaciones
fuertes con ninguno de los demés parametros. Lo mismo ocurre con la frontera inferior, ésta no
presenta correlaciones importantes con ninguno de los restantes pardmetros que definen la fuente

anémala.



P1 [0} = Da D= 03 I D7 Dgr Da Din D11 D12 D12 I D14 D15 Dis D17

263310° [ 1.24610° | -155610 -1.27810° | -492310° | 4978107 471610° [ -1.35110° | -3.36010° -1.00510° | -450510" -1.90510° | 359110° -4,952 10" 1.47110° 302410° [ -4.95510° [}
9.317107 -338710° | 4687107 317510° | -148810°  -160810° | 1037107 1656 10°° 7786107 3758107 | -551610° | 8336107 4466107 | -577610° | 1346107 1298107 [}

2552107 | -645110® | 230410° | 3242107  -477510° | 815910° 4.86910° 1083107 6.45210°° 2025107 1830107 8336107 | 282410° | -1655107 | -3.26810° D:

261310° 1097108 1.87010° 9695107 | 2171107 536410% | -7.64310° 1.06610 1.368107 6391107 3100107 -583810° | 251510 1271107 [

7.824107° 366110%  -121610° | 298910° | 990810%° | 263210% 366110° 261310% 590510  -972610% | -140810° | -591810% | 3.98410° [y

4399107 740310% | 2779108 | -112210® | 3052107 | -1.368107 | -3202107 | 2975107 128310% | -132410° | 3212107 -3.667 10° [y

| 331210° | -3496107 | -669010° | -300310° | -7.524107 | 1933107 | -1.06810°  -1.07310° [ 1341107 | 5746107 | -3319107 0,

897810° 1959108 7.768107 700210% | -112710® | 4751107  549810° | -121010° | -3793107 | 408710° [y

5.70110° 1882107 | -168510° | 274610° 200310%  -950210° | -504410° | -355710° | 358710° oY
123110° | -189610° | -1630107 | 8994107 6.096107 -1153107 | -368410° | 3600107 Din

854710 8098107 107710°  -168410% | 2502107 | -866410° | 4141107 Dia

119810 130910  -341210% | 221210® | -9604107 | -560910° Di»

222610°  402710° 1503107 136410° | -3375107 Di-

| 116510° | -1213107 | 275610° | 2448107 D
2.04110°® 2240107 -384910° Dis
1640107 -4.917 107 Dis
857710 D17

TABLA 5.12. Elementos de la matriz de covarianza de los parametros.




Dig I P1a DPon (7] P> Doz Poa Pos Da 7 Por Doa Pz [o2Y] D= o2}

6.862 10" 7379107 9.23910° 262110° 484410° 3499 10" 110610 7.32410% 1.04710° 1.78210° 431510° 2026107 250010° | -1558107° -1.31310° -1.08710° D
2924107 -1.99910° -1.86410° 7.903107 41650107 4884107 2622107 435710 1.016 107 4.96310% -1.095107 2992107 -4713107 287310°% 517710 -4525107 D,
5223107 -8.686 1010 1.276 107 41275107 | -a11810% 6.48210°° 6.370107 8748107 6.61410° 9212107 -3.635107 -3.09710° 2146107 1.904107 1.339107 -1.274107 D2
2942107 -6.08810°° -3.78810° -1.26310° 7.00810°° 6.65710°° -889710° 137010 350210 7.26810°% 5.25210% -2.34110° -3.31410° 3025107 4220107 7.96610° Da
7.95710% -250310710 1.36910°% -744810° | -1.36710° 2507108 7.40110°8 382110710 150310° | -6641101° | -367410° | -552310"° | -6.659107 2744107 2018108 1018107 D=
-8.149107 156410°° -8.33610° 1334107 533110° -9.26010° | -7.837107 -1.06710° 7.94610°8 1229108 4529107 372110° 566910° | -2721107 2026107 6.35110°° Da
7.117107 356810° 440510 -146310°° 3116107 2029107 4761107 7.24610°° 2348107 893110 1.860 107 5492107 950010° | -331610° 1812107 7.783107 D7
573710°  -3003107%° | -4984107 1.946 107 3828107 396510 8.46610° 591210 7.04710°8 162110° -3.27910° 26371010 1890107 -1.25010°8 9.47810° 2419107 Da
753510° 5713101 | -1279107 363610° -7.08710°° 2144108 172410 -1.26910° 2525108 156410° -7.606 10° 46801011 5.166 10 -2.06310°° 312510 8.18410° Do
-5.405 107 -251810°° -4.85410° 338610° 4679107 370710 9.244107 848610 315410 7.11210% 3622107 4.30710° 340410 -16901077 9.742107 527310 Din
8.367 107 -127010°8 419710 6.896 107 2152108 5834107 3508107 -3.98610° 1556107 2.34610°% -1.942107 -4.11010° 6024107 | -1.923107 -9.47510° 153110 [
1.76810° 9591107 114810 -643310° | -811010° 2374107 2390107 105510 1587107 2001108 -1.603107 1192107 -1.006 107 2389107 7.91510°° 3463107 D1>
209210 7.85010°° -106510° | -2109107 | -2.863107 -1.30710° -4.669107 6.12710° 3248107 6.89110° 2935107 1437108 4341107 4.747 107 5707107 5258107 Dia
-6.29810° 125010°® -4.12610° 5870107 1517107 -6.696107 -7.710107 554410 6138107 9.35310% 5824107 | -5800107° 1277107 117410 -6.442107 3315107 Dia
6.44910°% 549110710 1401107 6523108 6.204107° 9306101 [ 2343108 311410 214010 3121107 9.29110°° 3619101t 104210 156910 390110 566510 [
-1.36510° 8.98910° 743810 7268107 | -1.017107 -4.026 107 61761077 282610 1752107 4.01810° 3326107 9.957107° 4232107 4241107 6540107 255510 Dia
-1319107  -7.16810%° | -3853107 1608107 -164810° 1358108 583010 -6.65210° 530010 4.766 10° -224910% | -1.023107%° 202410 3432108 198710 7.97410 [
359210° 6071107 237910 4641107 | -368710° 4525107 5538107 353110° 4200107 5593108 -3.980107 2119107 1438107 7617107 4235107 407910 Dia

| 236010%° | 141120"° | -227810° | 157110° | -200310° | -411610° | 636210" | 101810"° | 542510 | 198010° [ -213210" | 152410° | 1.32110° 200810° | -7.88210° Dia
127510 -156010° 5016107 4943107 -2.080107 6.00710° 9.495 107 -.092107 -1.76010° -135610° | -6574107 | -2185107 -336510° | -6.630107 Don
211310° -1.82510° -1.22710° 337010 7132107 1.08310° 5253107 -1.25810° 1510108 430210 2732107 267910 6.27910 [

130010 9.889107 255410 1.99510°8 9.204107 5563107 1.06910 1916108 4099107 6.33410% 1322107 4628107 [

2.27710° 9743107 2370107 1.39410° -3.4041077 2707107 -1.646 10 -1.06010°° 1.253107 -1.772107 335010 [

1.13310° -6.23710° 125510 2.02310% -5.33410° -1.18410° 3855107 3621107 1022107 113510 [

336810° 2661107 2751108 214610°° 423110%° | -320610° 1090108 3034107 -1.799107 [

119110° 2956107 4.227107 -122010-8 | -7.34410° 1109107 552610° | -122610° [

3.13410°% -4.15410° 32161010 831910° 4626107 -1.29610° 3546108 [

257010 853310 -1049107 | -2293107 924610 4232107 [

7.42610°1° 7.20510°° -4.90110°° -5.20010° -2.08610°° Doa

6.32410°° 743410 3686107 -1.92610° Dan

8812107 4835108 41577107 Dai

6.9801077 4126107 D2

3.21510° [

TABLA 5.12. (Continuacion) Elementos de la matriz de covarianza de |os parametros.




DENSIDAD

FRONTERA
hl(y! Z)

FRONTERA
h(y.2)

FRONTERAS
LATERALES

FRONTERA INFERIOR

p,= -0.708 + 0.013 g/cn®

P = -3.975 +0.008 km

Py = 400+ 0.012 km

Par=-6.001 + 0002 km

Pss = 2,683+ 0015 km

3
p, = 0.106 + 0,003 gom
km

P, = -0.002 + 0,003 km™

p,, = 0.014 + 0.003 km™*

Paz = 6.007+ 0.002 km

p, = -0.0023 + 00013 gam®
km

Pz = -0.133 + 0012 km™

P,3 = -0.006 +0.012 km™

p,=0.236+ 0,013 gem®
km

P4 = -0.000 + 0.009 km?

P4 = -0.010 + 0.009 km

ps = -0.0040+ 00002 gom ®
km?

Py = 00202 + 00004 km?

Pys = -0.0698 + 0.0005 km?

ps = 00148+ 0.0017 gam®
km?

Prs = 0409 +0.011 km?

P,s=-0.144 + 0.009 km?

p,=-0077 + 0,005 gom®
km?

p;; = 0.0034 +0.0008 km*

p,7 = 0.0053+ 0.0005 km?®

ps = 0.0076 + 0.0008 gom *
km?

Prg = 0.000 +0.005 km*

p,s=0.006 + 0.004 km™®

po = -0.0308+ 0.0002 gam ®
km?

P, = -0.00300 + 0.00004 km™

P, = 0.0008 + 0.0001 km?®

pyo=-0.158 + 0009 gom®
km?

Py = -0.022 +0.009 km®

Pso = 0.057 + 0.007 km'®

TABLA 5.13. Pardmetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.
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FIGURA 5.38. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.



D 0 D: [ D= [y [ Do Do Din Di Do 0. | D Dic [ [

10001070 | 2516107 | -600310% | -4871107 | -1085107 | 1463107 5050107 8784107 | 8671107 | 5583107 | 3003102 | -339210° | 1483107 2827102 | 2006107 1455107 3208107 &)
100010*° | -6.94610% | 9501102 3719107 2324102 -915310" | 3584107 2273107 2299107 1332107 5222102 | 1830107 135610 4189107 | 3442102 459010t D

100010%° | -2499102 | 5155107 | 967710  -519410° | 5390102 127610 6111102 436910 366310 7676102  -483510" | 3914102 | -8089102 | -2209102 D:

1.00010%° | 2427107 551710° -104210" | 1418107 1300107 | -426210% | 7.132107 24471072 2650102 1777102 | -7.995102 | 121510% 8494102 [}

100010*° | 6240107 7552102 | 112810% 148310 848310 141610 270010 1415100 -322110" | -1114107 | -165210" | 1538107 [y

100010*° 6133102 -1398107% | 2241107 | -131210 | 7052102 | -4412107 | 9505102 5669107 -1397102 | 1196107 -1.88810% [y

100010*° | -6411107 | -4869107 | -470310% | -1414107 | 97081072 1244100 1728107 | 5158107 7.796 102 6228107 D,

1.00010*° | 8659107 7.390 10" 7.9931072 3437102 | 123810 5376102 -282610% | 3125101 | 4657107 [

100010%° | 7104107 | -7.63210% | 3323102 5874102  -3687102 | -4676102 | -1163107 [ 1622107 [y
100010%° | -184910° | -4.246102 | 5434102 5001102 | -230010" | -259310" | 350410 Din

100010*° | 2531107 7811107 -168710" | -6205107 | -731710" | 4837107 Di1
100010*° | 2535107 9134107 | 1415107 216710% | -1.75010% D>
100010*° 2500107 2364107 7137107 244210 Dia

| 100010*° | -248710" | 1993107 2.44910™ Dis
1.00010%° | 3872107 -9.19910% Dis
1.00010%° | -4.14610% Dis
1.00010*° D7

TABLA 5.14. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.




P1g DPia Pon [0 7] [ Po= [ Pos (073 D7 Por Do Dan D=1 P> P2

7.056 107 0.34310 50431077 -1111107T | 8279107 -1.429 10 6402102 | 7.778107 5914107 11962102 | 5246107 1449102 | -19371207 | -3230107% | -3062107 | 3737107 [
-159810" | 134510 5409107 | 1781107 | -1499107 | 1060107 8071102 | -246010" | 3050102 290510 | -7.073102% | 1.13710% -1941101 | 3170102 | -641910° | 8268107 0>
5455107 | 111710 7073102 | 5489102 | -7.14810% | 2689102 374610 943610 3794102  -103010" | -4488107 | -224910" | 1689102 | 4016107 3171107 4447107 D2
3037102 | 7739102 2076107 | 5375102 | 1203102 2729107 | -517110° | 1461107 1985107  -8032102 | 640910° | -168110% | -257810% | 6305102 | -9.88110% | 274910% Da
4746101 1839101 4335102 -1832102 | -1356102 | 5941102 2486107 23541072 4925102 4241102 | 2501107 | -220110% | 2994102 | 3305107 2730107 2029102 D=
6483107 | 1532101 3520102 | 4376102 7.049107 2926102 -351010° | -8768102 | 3472102 1046107 4259101 2059107 3399102 | 4372107 | 3656107 | 1689102 [
2064107 127410t 6.77910" -1.74910% | 1502107 2337102 | 7773102 | 2170107 3.739102 -277210% | 6377102 110710 2096102 | -1941102 | -119210" | 7543102 D7
-101010" | 6512102 4658107 | 1413107 | -1120107 | -277310% | 8394102 | -1075107 | 6816102 3057102 | -6825107 | 3229107 2508107 | -444410% | 3786107 1424101 D
526510° | 4916102  -474410% | 104710% | -823110% | -595110% | 6782102 | -915710% | 9693102 1170107 | -6.28310% | 2274102 2721107 | 2911102 | 4954107 1912101 Da
8120102 | 4663102  -387510" | 2100107 | -1170107 | 2214101 | 7828102 | -1318107 | 2606107 1145107 | -6439107 | 4505107 3858107 | 5131102 | 3324107 2651101 Din
1510107 2823101 402110t 5131102 6.45610° 4182102 35651072 7430102 1542102 4533102 4144102 | 5159102 | -819310% | -7.006102 | -387910°% | 9235102 D11
8524101 5694107 2937107 -1279102 | -6.499102 | 4547102 6.4881072 5253102 4202102 -1033107 | 9138102 | 3999102 3656102 | 2326107 8657102 5582102 D1>
-234010" | 108110 -632410" | 972210% | 5321102 | -580010° | 2940102 | 7.07610° 1995102 8251107 3880102 1117107 3659102 | 1072107 -144810* | 1965102 D12
-973610" | 238010 -338510" | 3741102 3807102 | -411110% | 6711102 | -885110% | 5212102 1548107 1064107 | -623610° | 1483102 | -366410" | -2259107 | 1713102 Dis
238210 2.49710% 2747107 | -0.93210% | 3864102 | -1.36510° | -4872102 | 1188107 4340102 1234107 | 4057102 920510 2901102 | 117010% 3269107 6994102 Dix
-177910% | 144210 514310" | -3903102 | -2202102 | 2083102 | -4530107 | 3802107 1254102 5604107 5.12310° 9.02110% 4155102 | 1115107 | -1933107 | 1113107 [
237610% | 1590107 3685101 | 1195107 4934102 | -971810%° 5914102 -123810% | 5244102 91921072 4789102 | -1.281102 2749102 | -124810" | 8119102 4802102 [
100010*° | 2081107 3516107 5326102 | -1706102 | 5004102 8681102 1015107 6.423102 -166710% | -131010% | -4102102 | -301710% | 4282107 2674107 379610° Dia
100010*°  256810°% | -3220102 | 8952102 2851102 | 7945102 | 2253102 191610° 1991102 | 8024102 -5.083102 3938102 | 9141107 1561107 0.03210 Dia
100010*° | 9506102 | 1232107 2901102 | -1731102 | 9.168107 7706102  -172810" | -307510° | -1394107 | -7.32110% | -6517102 | -1128102 | 3275102 Don

100010%° | -348110" | 559410 | 217810" | -845410" | 682510  645510" | -170710" [ 1205107 3721107 | 6332102 | 697410° 2409101 Do
100010*° | 1818107 | -665310" | 9536102 233910* 2756102 | 5848100 | -616710" | -143010% | 5917102 138810 715810 [
100010*° | -6.066102 | 2707107 8467101 4030107 | 3538102 -126610% | -883310% | 2797102 4445102 | 1238107 [
100010*° | -1010107 | 1081107 3394102 9883101 | -1201107 | 4553102 1146107 3635102 5948107 [
1.00010*° 420210 84691071 | 7295102 8.460 102 7142102 | 6325107 -1979102 | 1728107 Do=
100010"°  -4840107 | 7641102 | -120810" | -846410% | 3423102 | -1917102 | 6.268107 Dor
100010%° | -1464102 | -6667102 | 186910% | -2784102 | -876010° | 3533107 [
100010*° | 1953107 2601102 | -152410" | -6903107 | 4655107 Dos
1.00010%° 1051107 | -191610" | -2323107% | -1.3501072 Doa
1.00010*° | -3149102 | 1754107 1.351107 Dan

1.00010*° | 6.165102 2962107 Dan
1.00010*° | 8710102 [
1.00010%° Daa

TABLA 5.14. (Continuacion)

Elementos de la matriz de correlacion de los paréametros.
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5.2. FUENTE ANOMALA LIMITADA SUPERIOR E INFERIORMENTE POR
FUNCIONES CONTINUAS DE LAS VARIABLES X,Y

Para abordar este caso vamos a suponer que el techo y la base del volumen V de lafuente
estan definidos como dos funciones continuas|!(x,y) y1,(x,y), y que las fronteras | aterales son los
planos x1, X2, Y1 € Y2. Laexpresion matematica que describe la geometria general de este tipo de
fuentes viene dada por laecuacion (3.29) y su representacion grafica se puede ver enlafigura3.11.

El contraste de densidad que vamos a suponer para la fuente anémala, en su forma mas
general, viene dado por lafuncién continuade laexpresion (3.43), que depende de las variablesx, yy
z. Paratratar el problemadeinversion con estetipo de fuentes, vamos a considerar € caso particular

en el que las funciones continuas A;(x,Y), B;(x,y) y C;(x,y), de dichaexpresion, son los polinomios:

A7(X,Y)= Py + Po X+ P3 Y + Ps XY + Pg X° + pg y°

B7(X,y)= P4+ Ps Y+ p7 X (5.8)
C7(X,¥) = Puo
cuyos coeficientesp;, conj =1, ... , 10, son nimerosreal es. De estaforma, lafuncion que describe el

contraste de densidad viene dado por el polinomio (5.2).
Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion (3.46), que proporcionael problema

directo correspondiente, obtenemos la ecuaci 6n:

2
- Dr(x,y,2) 2{x

X Y. . 12(X.y)

NN i
9(X0.Y0:20) =G Oxdyl’—+[p4 +Pg Y+ Py X+22opyo] IN[(Z- 29) +1]+2py rg (5.9

X ¥ ! ' e

<« N

(xy)

donde Dr (X,Y,z) esel polinomio (5.2) yr viene dado por laexpresién (1.2). Laecuacion anterior

nos proporcionacel efecto gravimétrico que produce unafuente cuyageometriageneral viene descrita
por laexpresion (3.29) y su contraste de densidad es la funcion polinémica (5.2).

Para este caso, las funciones incognitas del problema de inversién correspondiente son el
contrastededensidad Dr (X, y, 2) , lafronterainferior del cuerpol,(X,y) y lasfronteraslateralesxy, x,,
Y, ey,. Como esusual, vamos a considerar conocidalafuncionl(x,y) que describe latopografia del
lugar donde se encuentra el observador.

Al igual que hicimos con el contraste de densidad, vamos a considerar lafronteral,(x,y) como

una funcién polinémica, eligiendo para ello el polinomio:
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I2(X,Y) = Pra+ Pra X+ P13 Y+ Pra XY+ P15 X° + Prg Y2 + prz X2y + g Xy> + Po X° + P ¥° (5.10)

donde los coeficientesp;, conj =11, ..., 20, son nimeros real es. Para homogenei zar |a notacion del
problema, denotaremos las funciones que describen las fronteras|ateral es planas por | os parametros:
X1= P21, X2= P22, Y1 = P23 € Y= Paa . Conesto, yase puedeformar el vector incégnitadel problema

cuyas componentes son |os parametros del contraste de densidad y |as fronteras de la fuente:
p :{pj} j=1..24 (5.11)

De esta manera, el vector de parametros p es un vector euclideo de dimensién N = 24,

En este caso larelacion entre | os parametros del modelo y |os datos observados no eslineal,
por lo que se utilizara el método iterativo de Marquardt-Levenberg para calcular la solucién del
problema deinversion. Dicho problema se plantea mediante el sistema de ecuaciones (4.7), donde el
jacobiano J es una matriz de dimensiones M x 24 cuyas componentes se calculan derivando la
expresion (5.9) con respecto a cada uno de los pardmetros que forman el vector p y paracadaunade
las M estaciones donde se registran los datos. Las expresiones matematicas de estas derivadas se
presentan en el Apéndice C.

Como es usual, paracalcular lasolucion del problemaiterativo partimos de un modeloinicial

conocido, descrito por las componentes del vector:
p®={p°} j=1..24 (5.12)

A continuacion se presentan dos ejemplos tedricos parailustrar € funcionamiento del método
paraeste tipo de fuentes. En uno de estos ejempl os se supone que |os datos de gravedad utilizados se

encuentran contaminados por errores experimental es.

5.2.1. Ejemplo tedrico con datos que no presentan errores NuMericos

Como gjemplo para este caso se ha considerado unafuente cuyo contraste de densidad viene
descrito por el polinomio de segundo grado Dr (X,y,z) =—0.3— 0.05x + 0.01y + 0.09z— 0.002xy—
0.003 yz — 0.004 xz — 0.01 x*> + 0.03y? + 0.01 Z* , lafrontera superior viene representada por un
polinomio de tercer grado I1(x,y)= —0.1—0.02x + 0.01y — 0.002xy — 0.001x + 0.005y?—0.003

x2y + 0.001 x y* — 0.007 x*— 0.002 y3, lacual coincide con lasuperficie donde s eencuentraubicado

el observador, su frontera inferior viene descrita por el polinomio, también de tercer grado,
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l,(X,y)=4+0.03x~-0.01y + 0.05xy + 0.001x* + 0.003y* —0.003 x* y + 0.008 xy* + 0.005 x*—
0.001 y®y susfronteras laterales son las funciones constantesx; =—4, x,=4, y,=—6 ey,=6.La
geometria correspondiente aeste model o se puede ver en lafigura3.12 y laformade su contraste de
densidad, junto con la anomalia gravimétrica que produce, se puede ver en la figura 3.15.

Paracalcular el problemade inversion de este g emplo, vamos a suponer que ho se conocen ni
el contraste de densidad ni las funciones que describen las fronterasinferior y laterales, pero si se
conoce el polinomiol;(X,y) que se ajusta alatopografiadelazona. También se vaasuponer conocida
|laanomalia producida por €l cuerpo andmalo que va a estar distribuida en una malla de dimensiones
20 x 20 km?, por lo que vamos a utilizar un total de M = 400 datos de gravedad.

Vamosainiciar el proceso iterativo con un model o de fuente caracterizado por el contraste de
densidad Dr (X,y,z)=—0.1-0.02x + 0.04y + 0.05z + 0.001 xy — 0.001 yz — 0.0009 xz—0.02x¢ +

0.07 y*> — 0.01 2% y cuyas fronteras vienen descritas por |as funciones I,(x,y)=3 -0.02x—
0.04y + 0.02xy — 0.002 x* + 0.005y? — 0.01 X’y —0.007 xy* + 0.001 x> — 0.003y? ,x; =— 3.5, X, =
45, y;=-5e y, =5.5. Con los coeficientes de estos polinomios podemos formar el vector de

pardmetros del modelo inicial:

(P°)" = (-0.1, -0.02, 0.04, 0.05, 0.001, -0.001, -0.0009, -0.02, 0.07, -0.01, 3,-0.02, (5.13)
-0.04, 0.02, -0.002, 0.005, -0.01,-0.007,0.001,-0.003,-3.5,4.5,-5,5.5)

que presenta un total de N = 24 componentes, haciendo que el problema de inversion sea
sobredeterminado.

Laestructurageométrica del modeloinicial se puedever enlafigura5.39y enlafigura5.40
se puede observar su contraste de densidad y |a anomalia gravimétrica que produce. Con este modelo
se inicia el método iterativo para calcular una posible solucion que explique nuestros datos de
gravedad.

Lasolucién al problema se alcanzaen laiteracién nimero 17, con un valor del desgjuste =
1.14 10° mGal?, calculado mediantelaexpresion (1.31). Laevolucién del desajustealo largo detodo
el proceso se puede ver en lafigura5.41y el modelo resultante paralafuente anomala se puede ver
enlafigura5.42. Si comparamos estafiguracon la 3.15 del model o sintético, podemosver que ambos
model os de fuente son iguales.

El residual obtenido al comparar los datos de gravedad del problema con la anomalia
gravimétrica producida por |afuente anémala de lafigura5.40 se puede ver enlafigura’5.43. Como
se puede apreciar, este residual presentavalores muy cercanos a cero y sus maximosy minimos se

encuentran distribuidos uniformemente en la zona central delamalla, sobrelaposicidn del cuerpo.
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FIGURA 5.39. Geometria del modelo inicial utilizado en el proceso de inversion parael caso deunafuente

anomala limitada superior e inferiormente por funciones continuas de las variables x e y.

FIGURA 5.40. (a) Fuente andbmala utilizada como modelo inicial en el proceso de inversion del ejemplo
correspondiente a fuentes limitadas superior e inferiormente por funciones continuas de las variablesxey.
Las lineas de igual densidad en lafuente vienen expresadas en g/cm®. (b) Anomaliagravimétrica producida
por lafuente (). Lasisolineas de laanomalia gravimétricavienen expresadas en mGal. Lalinearesdtada

representa la posicion de la fuente con respecto a la anomalia.
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FIGURA 5.41. Evolucion del desajuste q.

FIGURA 5.42. (a) Modelo resultante de fuente andmala obtenido en el proceso de inversion del gemplo
correspondiente a fuentes limitadas superior e inferiormente por funciones continuas de las variablesxey.
Las lineas de igual densidad en la fuente vienen expresadas en g/cm?. (b) Anomal fagravimétricaproducida
por lafuente (a). Lasisolineas de laanomalia gravimétricavienen expresadas en mGal. Lalinearesdtada

representa la posicion de la fuente con respecto a la anomalia.
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FIGURA 5.43. Residual obtenido al comparar |os datos de gravedad sintéticosy laanomalia gravimétrica

del modelo resultante en el proceso de inversion.

Enlatabla’5.15 se pueden comparar los parametros correspondientes al contraste de densidad
delostres modelo involucrados en el proceso deinversién, esto es, el modelo generador delosdatos
de gravedad, el modelo inicial con el que comienzalainversiény el modelo resultante. Como se
puede ver en dichatabla, las soluciones de los diez parametros han al canzado |os val ores esperados,
suponiendo un redondeo a cuatro cifras decimales para su presentacion.

Latabla’5.16 nos muestran los val ores numéricos de |l os diez parametros correspondientes ala
fronterainferior del cuerpo anémal o paralos tres model os considerados. En el model o resultante,
todos |os parametros de lafuente alcanzan | os val ores esperados del model o sintético. S6lo se desvian
ligeramente del modelo sintético |os parametrospi1 Y p12, cuyoserroresrelativos son 0.02%y 0.7%,
respectivamente.

En cuanto alas fronteras | aterales, éstas se presentan en latabla5.17. Se puede ver que las
soluciones de estos cuatro pardmetros también al canzan los val ores utilizados en el model o sintético

para generar los datos de gravedad del problema.



DENSIDAD P P2 Ps3 P4 Ps Pe o84 Ps Po P1o
'Vlle?;O -0.1000 -0.0200 0.0400 0.0500 0.0010 -0.0010 -0.0009 -0.0200 0.0700 -0.0100
nici
Modelo -0.3000 -0.0500 0.0100 0.0900 -0.0020 -0.0030 -0.0040 -0.0100 0.0300 0.0100
Resultante
Modelo
o -0.3000 -0.0500 0.0100 0.0900 -0.0020 -0.0030 -0.0040 -0.0100 0.0300 0.0100
Sintético
TABLA 5.15. Parametros del contraste de densidad correspondientes a cada uno de los tres modelos que participan en e proceso de inversion.
FRONTERA
| Pu P12 Pis P14 Pis Pis P17 Pis P1o P20
2 (X vy)
Modelo 3.0000 -0.0200 -0.0400 0.0200 -0.0020 0.0050 -0.0100 -0.0070 0.0010 -0.0030
Inicial
Modelo
4.0007 0.0302 -0.0100 0.0500 0.0010 0.0030 -0.0030 0.0080 0.0050 -0.0010
Resultante
Modelo
Sintético 4,000 0.0300 -0.0100 0.0500 0.0010 0.0030 -0.0030 0.0080 0.0050 -0.0010

TABLA 5.16. Parametros de la fronteral,(x,y) de la estructura correspondientes a cada uno de los tres model os que participan en e proceso de inversion.
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FRONTERA X, | FRONTERA x, | FRONTERA y, | FRONTERA vy,
ESTRUCTURA
P21 P22 P23 P24
Modelo
Inicial -3.5000 4.5000 -5.0000 5.5000
Modelo
Resultante -4.0000 4.0000 -6.0000 6.0000
Modelo
Sintético -4.0000 4.0000 -6.0000 6.0000

TABLA 5.17. Parametros de las fronteras x,, X,, y; €y, correspondientes acada uno de los tres modelos que

participan en el proceso de inversion.

5.2.1.1. Evolucién de los parametros del modelo

En lafigura5.44 se presentalaevolucion del factor de amortiguaciénb *alolargo detodo €
proceso iterativo, desde el modelo inicial hasta el modelo resultante. Se puede ver que su valor
numeérico disminuye acero en ladltimaiteracion. Si comparamos la evolucion de este factor con la
evolucion del desajuste g, representada en la figura 5.41, vemos que ambos pardmetros tienen
comportamientos similares. Esto es debido aque b ™ es funcién deq de lamismaformagque para

fuentes andmal as bidimensionales.

1.0E+5
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1.0E+2
1.0E+1
1.0E+0

Factor de amortiguacion

10E5
N U R D D B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

No. de lteracién

FIGURA 5.44. Evolucién del factor de amortiguacién b 2.
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Enlafigura5.45 se presentan las evoluciones de | os parametros que determinan el contraste
dedensidad alo largo del proceso deinversion. Lamayoriaal canzan laconvergenciaarededor dela
iteracion 13. En lafigura5.46 se muestran | as evol uci onesdelos parametros de lafronterainferior, en
lagque se puede ver que solo algunos de | os pardmetros presentan convergencia hacialasolucion antes

de finalizar el proceso.

02 —

Evolucion de los parametrosdela densidad

-06

T T T T T T T T T T T T T T1
1 2 3 45 6 7 8 9 101 121314 15 16 1
No. deiteracion

=

FIGURA 5.45. Evolucion de los pardmetros del contraste de densidad desde el modelo inicial al modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre lossimbolos y los pardmetros son: p,(v); p,@); p(#);

P:(X); Ps(k); Ps(A); P(>); p(k); P(?); Pl ).
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FIGURA 5.46. Evolucién delos parametros de lafronterainferior I{y,z) desde el modelo inicia a modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre lossimbolos y los pardmetros son: pu(®); pw(b); ps(0);

Pu(®); PiX); Pi(): P(P); Ps(@); Poft); Poo().
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Las fronteras laterales, cuyas evoluciones s pueden ver en la figura 5.47, alcanzan la

convergenciahacialasolucion final a partir de ladécimaiteracion, permaneciendo estables hasta el

final del proceso.
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No. deiteracion

FIGURA 5.47. Evolucion de los parametros de | as fronteras | ateral es desde el modelo inicial a modelo resultante del
proceso de inversion. Las correspondencias entre los simbolosy los parametros son: p,,(%); Pu(*); Ps(B);puL(a).

5.2.1.2. Andlisis de la sensibilidad, existencia, unicidad y estabilidad

A continuacion presentamos las gréaficas de las columnas de lamatriz de sensibilidad de los
datos con respecto alos parametros que describen lafuente andmala. En lafigura5.48 se presentan
las diez primeras columnas de dicha matriz, correspondientes a las derivadas del funcional de la
ecuacion (5.9) con respecto alos coeficientes del contraste de densidad. Como podemos observar, las
formas de las gréficas presentadas en esta figura son muy semejantes alas graficas correspondientes
delafigura5.12, por tanto, lainterpretacion de lasensibilidad de los datos, con respecto acadauno
de los parametros del contraste de densidad, es la misma que para el caso de fuentes limitadas
lateralmente por funciones continuas de las variablesy y z. Si nosfijamos en lasintensidades delas
diez gréficasdelafigura5.48, podemos ver que dichas intensidades son parecidas o incluso mayores
gue lasdelafigura5.12. También para este caso |los datos son mas sensibles al parametro pg qued

resto de los parametros del contraste de densidad, como se observa en la gréfica (i). Esta gréfica

presenta dos |6bulos de intensidad positiva de 1677.8 MGdkm® y 1696.8 MGakm® | De |a misma
glent glcm®
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manera, lamenor sensibilidad de |os datos se puede ver enlagréfica(a), donde se muestraladerivada

de F[p] con respecto al pardmetro p,, cuyaintensidad méximaes de 113.1 mGal |
g/lem®

Enlafigura5.49 se presentan las diez gréficas de | as derivadas del funcional del problema
con respecto alos parametros que definen lafronterainferior del cuerpo anémalo. Como se puede
observar en dichafigura, todas|as gréficas se caracterizan por la presencia de dos |6bul os principal es
situados en las esquinas del cuerpo formadas por |la frontera lateral x; con las fronterasy; eys.
También se puede apreciar ciertatendencia de lasisolineas de las graficas aformar un tercer |6bulo
en laesquinaentre las fronterasx, ey,;. Delosdos|dbulos principales, el masintenso es el que esta
situado mas cerca de la frontera y,. De las diez gréficas de esta figura, la que muestra la menor
sensibilidad de los datos es la gréfica (a), correspondiente al parametro p,; que es el término
independiente del polinomiol,(x,y). Estagraficatiene dos|dbulos de intensi dades positivas 8.9 mGal
km™* y 7.7 mGal km'. Lagréficaque presentalamayor sensibilidad de |os datos de gravedad esla
(j), correspondiente al pardmetro po . Este pardmetro es el coeficiente que acompariaal términoy® del
polinomio que describe lafronteral,(x,y). Uno delos|débul os que aparecen en estagréficaes positivo,
con unaintensidad méxima de 846.9 mGal km?. El otro |6bulo presenta intensidad negativa, cuyo
valor es—674.1 mGal kn?,

Las ocho gréficas restantes presentan intensidades intermedas. Algunas de elastienen ambos
| 6bulos negativos, como las graficas (b), (h) e (i) correspondientes alos parametrospiz, P1s Y P1o,
respectivamente, que son los coeficientes del polinomiolz(x,y) dondelapotenciadelavariablex es
impar. Otras presentan ambos |6bul os positivos, como las graficas (e) y (f) que corresponden alos
pardmetros p1s Y P1s, |0S cuales son los coeficientes delos términos cuadrati cos de dicho polinomio.
El resto de las graficas corresponden alos parametrosp, s, P14 'Y P17, que son los coeficientes delos
términos que contienen una potencia impar de la variable y, y presentan dos |6bulos de signos
contrarios.

En cuanto alasfronteras |l aterales, sus graficas correspondientes se pueden ver en lafigura
5.50. Lagréfica (a) es larepresentacion de la derivada del funcional del problema con respecto al
parametro p,4, correspondiente a la frontera x,. Dicha grafica presenta dos |6bul os de intensidad
negativa situados en las esquinas formadas entre la frontera x, y las fronteras y, e y,, cuyas
intensidades son -9 mGal km'* y—12.8 mGal km*. Esta gréficatambién presenta un |6bulo positivo
de 0.2 mGal km'* de intensidad, centrado en la posicion de la frontera Xu.

La gréfica (b) de la figura 5.50 representa la sensibilidad de los datos con respecto al
parametro p22 que corresponde a la frontera x,. La forma de las isolineas es aproximadamente
simétricaalasdelagrafica(a). Esto es, presenta un |6bulo negativo centrado en la posicion de la
frontera x, de —14.3 mGal km* de intensidad, flanqueado por dos |6bulos positivos de menor
intensidad situados en las esquinas de dichafrontera. Las intensidades de estos dos |6bulos son 3.1
mGal km'y 4.9 mGal km™.
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FIGURA 5.48. Representacion grafica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen el contraste de densidad. Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.
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FIGURA 5.49. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen la fronterainferior I,(xy). Lalinea

resaltada representa |la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.
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El efecto que produce lafronteralateral y; enlos datos se puede ver enlagréfica’5.50(c). En
dicha gréfica aparece un minimo de—31.7 mGal kmi* de intensidad situado sobre esta frontera. Asi
mismo, el efecto delafronteray, se puedever enlagréfica(d), en laque aparece un maximo de 30.9
mGal km'* de intensidad situado sobre en la posicién de dicha frontera con respecto alamalla de
datos.

-10 : dFfpl . dFpl

dp,, dp.,
Eo I ]
10 : :
@ ()
-10 1 d_FLIﬂ. I d_F[El
dps do,,
£ : |
10 . .
-10 0 0 10 0 10
km km
©) @

FIGURA 5.50. Representacion gréfica delas columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto a los parametros que definen las fronteras laterales. Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.

Unavez estudiadala sensibilidad de |os datos de gravedad con respecto alos parametros que
caracterizan la fuente andbmala, vamos a calcular la descomposicién en valores singulares del
jacobiano del problema paraver cuales son las combinaciones de parametros mejor resueltas en este
caso.

En lafigura 5.51 se presentan |os valores singulares de J colocados en orden de mayor a
menor. Como se puede observar en esta gréfica, se han obtenido veinticuatro valores singulares

mayores que cero. Esto indica que el jacobiano es una matriz de rango completo puesto que coincide
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con el nimero de sus columnas N = 24. Por €ello la existenciay la unicidad de la solucién de este

problema quedan aseguradas.

1.0E+5
1.0E+4
1.0E+3
1.0E+2
1.0E+1

1.0E40

10E-1
HEERRRRRERRERRRRERRREE

[P Y Y A S P PO P (Nt HPY P N NP0 BT (NN NN Y NPT BN S SR

Valoressngulares

Amplitud delosValores Sngul ares

FIGURA 5.51. Valores singulares del jacobiano del problema.

Lacondicion delamatriz J esk = 1.963 10*, siendo un valor bastante elevado, lo cual indica
gue se puede producir inestabilidad numéricaen el cllculo delasolucién del problema, af ectando a
aguellas combinaciones de parametros que estén asociadas a | os valores singulares més pequefios. Los
parémetros pertenecientes a dichas combinaciones pueden presentar una resolucion pequefia.

Enlafigura5.52 se presentan las combinaciones de | os parametros que estén asociadas a cada
uno de los valores singulares del j acobiano J. Dichas combinaciones vienen dadas por |0s vectores
caracteristicos del espacio de los pardmetros que forman lamatriz V,,. Enlamismafigurase presentan
las primeras veinticuatro columnas de lamatriz Uy, , que son los vectores caracteristicos del espacio
de los datos, junto con los correspondientes valores singulares.

En el primer vector caracteristicov; ', el cual esta asociado al valor singular| ; =1.23910%,
destacan las componentes correspondientes a los parametrosps, po Y p1o, todos ell os correspondientes
a los términos cuadraticos del polinomio que describe el contraste de densidad. Estos son los

pardmetros mejor resueltos en el proceso de inversién y, como se puede ver en larepresentacion
gréfica del vector u,, los datos que participan en su resolucion se encuentran situados sobre las

posiciones de las fronterasy, ey,, yaque esaqui donde |os datos presentan mayor sensibilidad alas
variaciones del parametro po, que es el que presenta un mayor peso en la combinacion.

L a segunda combinacién de parametros est& determinada por |as componentesps, Ps, P17Y Pzo
del vector v,' asociado al siguiente valor singular en tamafio, que es | , = 6.620 10°. Los datos

gravimeétricos que resuel ven dicha combinaci én también se encuentran situados sobre |a posicion de
las fronteras laterales y; e y,, debido a la sensibilidad de |os datos con respecto a esos cuatro

pardmetros.
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I,=123910

|,=6.62010°

|,=3.86310°

l,=2.97410°
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FIGURA 5.52. Representacion grafica de las columnas de las matricesUy, y Vi, ddl jacobiano del problema
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FIGURA 5.52 (Continuacién). Representacion gréfica de las columnas de las matrices U, y V,, de jacobiano
del problema.
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FIGURA 5.52 (Continuacion). Representacion grafica de las columnas de las matricesUy y ;, dd jacobiano

del problema.
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Lasiguiente combinacién esta asociada al valor singular| ; = 3.863 10°. Estaformadapor un
Unico pardmetro, el ps. Los datos que participan de su resol ucion se encuentran sobre las posiciones
de las esquinas del cuerpo andmalo con respecto alamalla de datos, lo cual es|dégico teniendo en
cuenta que estos datos presentan unafuerte sensibilidad alas variaciones de dicho parametro, como se
puede ver en la gréfica (e) de lafigura5.48.

En la cuarta combinacién vuelven a aparecer |os mismos pardmetros que aparecieron en la
segunda combinacién, aunque las componentes dev;, ' correspondientes presentan signosdistintos. El
gue se haya repetido la combinacion de estos parametros nos indica la posible existencia de
correlacion entre los mismos. Estavez, la gréfica del vector u, presenta cuatro 1ébulos centrados
sobre |las cuatro fronteras | ateral es. Esto es debido aque, en este caso, |0s pesos de | os tres parametros
de la combinacion presentan valores muy parecidos, por |o que lasensibilidad de los datos se reparte
sobre dichas fronteras, como se desprende de las graficas (h), (i) y (j) de la figura 5.48. Esta
combinacién esta asociada al valor singular | , = 2.974 10°.

La siguiente combinacion esta formada por las componentes devs' correspondientes alos
pardmetros p, y p-, del contraste de densidad, y alos pardmetrosp,g Yy p:o delafronterainferior. El
vector caracteristico delos datos presenta dos | 6bul os ubicados sobre las fronteras lateralesx; y x,. El
valor singular correspondiente a esta combinacion es| s = 2.604 10°.

Las dos combinaciones siguientes estan formadas, principalmente, por la mayoria de los
pardmetros del contraste de densidad y el parametrop,o delafronterainferior. Este pardmetro puede
presentar cierta correlacién con los parametros ps y ps ya que, ademas de formar parte de ambas
combinaciones, también aparecen, junto a p,g, en la segunda combinacion. Los vectores
caracteristicos de | os datos para ambas combinaciones presentan formas compl ejas, como se puede
apreciar en lafigura 5.52.

La octava combinacién esta asociada al valor singular | 3 = 8.978 102. En ella vuelven a
destacar las mismas componentes de la quinta combinacién, indicando una posible correlacién entre
los parametros correspondientes. El vector caracteristico de los datos presenta también forma
compleja, aunque predominan enla gréfica los datos situados sobre la posicion de la frontera x;.

En el resto de las combinaciones siguen destacando |as componentes de |os vectores v;'
correspondientes alos pardmetros del contraste de densidad y alafronterainferior, y no es hastala
combinacién correspondiente al valor singular | ;, = 6.866 10*, que no aparecen representados |os
pardmetros de las fronteras | ateralesy,; ey,. Asi mismo, las componentes de las fronterasx; yX, no
comienzan a destacar hasta la decimoséptima combinacion.

En las cuatro Ultimas combinaciones se resuelven 10s pardmetrospii, Piz, P13y P14, qUE NO
habian aparecido en €l resto de las combinaciones, siendo el parametrop;; el Gltimo en aparecer.
Estos cuatro parametros son |os que presentan peor resolucion en el proceso de inversién, yaque las

combinaciones a las que pertenecen estan asociadas a los valores singulares mas pequefios.
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5.2.1.3. Resolucion de los parametros

En este caso lamatriz de resolucion eslamatriz identidad, pues el factor de amortiguacion es
cero para la Ultima iteracion del proceso. Podemos decir que el modelo resultante obtenido es
précticamente el mismo que el modelo real del problema, como se puede comprobar en las tablas
5.15,5.16y 5.17, aunque algunos de | os parametros del model o resultante diferiran un poco de los del

modelo sintético debido alos cal culos numéricos necesarios pararesolver lasolucién del problema.

5.2.1.4. Covarianza de los parametros

Vamos a calcular lamatriz de covarianza de | os pardmetros para obtener las incertidumbres

delos mismos. En latabla5.18 se pueden ver |os val ores numéricos de | os el ementos de dicha matriz

calculada mediante la ecuacién (1.60), donde la varianza residual es $ 2= 3.0 10® mGa?. Las
incertidumbres de |os pardmetros del model o resultante se calculan a partir de los elementos dela
diagonal principal delamatriz de covarianza, considerando un intervalo de confianzade+ 2.58s. En
la tabla 5.19 se muestran los pardmetros del modelo resultante junto con las incertidumbres

correspondientes. Se puede ver quelos pardmetros del contraste de densidad presentan errores mucho

més pequefios que los de las fronteras.

5.2.1.5. Correlacion entre los parametros

Lamatriz de correlacion de los pardmetros se calcula a partir de la expresion (1.64) y el
resultado se presenta en lafigura 5.53. Los valores numéricos de sus elementos se muestran en la
tabla 5.20. En esa figura podemos ver que existen correlaciones entre los diez parametros del
contraste de densidad. Asi mismo, existen correlaciones entrelos de lafronterainferior, y también
hay correlaciones entre algunos parametros de dicha fronteray los del contraste de densidad.

Los parametros de las cuatro fronteras | ateral es presentan correl aciones muy suaves con el
resto de los parametros que describen lafuente, en especial el parametro p,,, correspondienteala

frontera xz, con los pardmetros del contraste de densidad.



P1 P2 Ps Pa Ps Pes Pz Ps Po Pio P11 P12
430910 | -7.63310% | -495710% | -8.02010™ | 591210 | 265710 | 569510% | -3.68210"° | -2.44610™ 267110 | -7.92710™° | -2.92510% || p,
415210%2 | 198910 | 3.00610" | -1.09810%° | -126610"% | -3.09410™ | -3.05910% | -1.31010™%  -1.099 10" | 5.45010™ | 1.90610™ || p,
305210%2 | 2.60510™" | -4.84010™ | 2595107 | -1.066 10™ | -2.19410% | -2.03010™ -1.00710™ | 281810™ | 2.33510™ Pa
3493101 | -2.39910% | -1.91310™ | -1.726 0™ | -2.29610% | -1.87010"% -1.33410%° | 7.33910%° | -3.35710M || p,
1.90510% | 278110™ | 1.197120" | 143310™ | 1.08910™°  332510™ | 644710™% | -7.77810% | s
2408102 | 574610%° | 187110%% | 186810  7.58010%2 | -1.637 1072 | -9.566 1073 Ps
283910%2 | 176710 | 370510  6.14410% | -1.02410" | -850810™ | p;
051610 | 265110 823010 | 456410™ | 1.92110™ Ps
249110  7.59810% | 1.14910™ | 6.88710™ | p,
5321101 | 44531070 | -326410™ || pyo
6273108 | 267410° | pu
178710° | pe

TABLA 5.18. Elementos de la matriz de covarianza de |os parametros.




i Pia P15 P16 P17 p
5431101 | - m - i P
1046 10™ | -2.60410" | 297310™ | 584110" | 117110M | -1.04210™ — — = = o
. -1.042 10 -1.292 102 1
2006 101 | 8.000 1012 o : -1.83210 1.869 101 | -5.25510%2 )
3.08010™ | -330310% | 337010" | -1.29610™ | 9.34310" | 4.96610™° il e
2615102 | 97341022 — - 1966 10 321310 | 917410 | 7.54110™
. : 1 12
2,072 10 -4.03310%% | 2.46010"% | 5.20110% | 4.79710% | 3.49610™ i e i
-154210%° | 9,620 10 -10 ' 496 10 4413107 | 1.02220" | 1 12
2.83810 2811104 | 329710% | -266810%2 | 8882 102 73510 7203108 || p;
49261083 | -351810% | -8.264 1013 s8210 451110" | 205810™ | 1197107 | 411510% 1
-8.264 10 15111083 | 1371108 | -450610%5 | -1.178 1013 | -9.45 - ' 318810 P
1.60910% | -827110%2 | - o : -9.450 100 -1.301 108 | 1.2111013 .6.137 104
1.518 10 8572107 | 2620102 | 879110 | 2500102 | 2.754 10 137 10 8.14010% || ps
112210 | 4500 1072 — : 75410 -4.469102 | 815010%2 | -2.08110%2
X - -2. 1 - 13
1.852 10 478110%2 | -1.907 10" | 2.46310% | -2.78910% | -2.658 10°%° i e i
274010 | -1.138 1012 12 ' -265810%° | 5526107 | 54511077 | 8 14
. i : 5 -
5.186 10 -1.29010% | 4.03310" | -533510™ | -1.56610%% | 1.436 107" o2 res ot w
4472103 | -7.85810%3 | - 1 i ' 142810 | 154010% | -1.10310% 13
1929102 | -492810%° | 186610 | 2572107 | 57081073 | -2.58410'%5 ABI0T| LSBT e
571110 | -3.867 10" | - -10 ' -258410 378710 | 6.98310% | 1.02510™ 13
1.069 10 149510 | -124010™ | 1.54310% | -3.20310™ | -1.81010% S i P
-5.87610° | -7.256 10%* | - 9 ' -181010% | -2456 10" | 4.68110% | 1 12
1.529 10 203810° | 641410 | -7.32010% | -8.3 - 18310 1213101 || pyo
PP Ep— — — -8.301 10 2582101 | 539210 | -1.52510%% | -2.500 1010 10
-9.673 10 8520101 | -1.00110%° | -3.766 101 | -9.138 1010 " ' 166210 P11
SRSy Rppsem-y pupmeyery ppppper _ : 163910 | 6.12510%° | 340110 | -5.06810% | 7.39810%2 | p
- : 339510 | 4.705 1012 : ¢
. -1.39110% | -2.750 10 10
oot | Lom 0P | sim 07 | 127 00 . 10 122310 1903101 | 6.13410% | 7278102 || pis
. : 4.158 10° 2.616 10 -
: 314510 | 6.28510% -
441910%° | 254510 | 394420™ | 1.49210™ s 10" | 385010™ | 296210 | 4.31010% || py
: . 1.508 10 3191102 | 2 1
: 081101 | 1. 10
7.197 101 13 - 1410 -277210% | 295710 | p
7101 | 426410" | 2650120™ | 1.62310™ | -9.944107° °
. -9. B - 12
12 10 5.36610% | 7.00710% | 987310% | -9.23910% || pis
58421012 | 1.22510™ | 166310™ | 673310 | -4.434 10" 1L
. -1.103 10 5.48110% | 3.10210%2 || py;
1136 10" | 1.03910™ | -5.237 10
-5.237 10 -1.01910% | 3 12 g
.665 10 2.20710%2 | 2207102 || pyg
9.339 101 | 2.8561012 | -3.789 101
. (0 - -11
2.507 10 -1.50610%2 | 1.003 10 || pyo
8728107 | -2.76010%2 | - 13
8.036 10 2112102 | -7.802103 || pxo
1.78 0 | 12 .
510 9.904 10 1.001 101 | -4.41220%2 | py
842010 | -273910% | -1.01210™ || py
-11
2.365 10 17271072 || p2s
2.33910™ || P2e

T ) i
BLA 5.18 (Continuacion). Elementos de lamatriz de covarianza de los parametros.
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DENSIDAD

FRONTERA INFERIOR

FRONTERAS LATERALES

p,=-0.30000 + 0.00002 g/cn?

p;; = 4.0007 + 0.0007 km

P,, =-3.99999 + 0.00004 km

p, = -0.049999 +0.000005 g/cm’

P12 =3.0156 + 0.0004

P2, =3.99997 + 0.00002 km

P,3 =- 6.000017 +0.000013 km

p.4 = 6.000011 + 0.000013 km

km

ps =0.010004 + 0.000005 g’kC_r';]“s P13 = -0.00999 + 0.00008

ps = 0.09003 + 0.00005 glkc_f p.4 = 0.05001 + 0.00002 km™*
ps = -0.0019998 :o-mmﬁ%f bis = 0.00103 + 0.00005 ki
pe = -0.003003 + 0.000004 %% brs =0.00297 + 0.00002 ki’
p, =-0.004001 + 0.000004 gliCTm: pr7 =-0.002999 + 0.000006 km™
ps = -0.0099998 +0.0000008 %% Prs =0.007992 + 0.000009 k2
Po = 0.0299999 +0.0000004 %CT’“:’ Pio = 0.00501 + 0.00003 km?
P10 = 0.00999 + 0.00002 % Pso =-0.001000 + 0.000002 km®

TABLA 5.19. Pardmetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

Pa P Ps Pa Ps Po P, Py Po Py Poy Pio PisPu Prs Poo Py Py P Py Py P Py P

FIGURA 5.53. Matriz de correlacién de los parametros de la fuente.




P1 P2 Ps Pa Ps Pes Pz Ps Po Pio P11 P12
1000107 | -5.70710" | -432310" | 6537107 | 6526102 | 2.60910" | 514910 | -1.818107" | -2.36110% 557810 | -4.822107" | -3.33310° Py
1.00010%° | 558710' | 7.89410" | -390410" | -400310" | -9.01210" | -4.867107" | -407210"  -7.39410' | 106810 | 6.99810° P2
100010 | 7.97910" | -200710" | -957210" | -3.62110" | 407110 | -7.36210"  -7.89910" | 6439107 | 9.99810° Pa
1.00010% | -9.30110% | -659710" | -548210" | -398210" | -6.33810"  -9.78310" | 1568107 | -134410° | p,
100010 | 1298107 | 514810 | 336510 | 4.99710°  3.30310° | 1865107 | -4.215102 Ps
1.00010%° | 219710 | 3.90810' | 7626101  6.69610% | -4.21210° | -4.61110° Ps
1.00010% | 340110 | 1393101  499910% | -2.42710° | -3.77710% pr
100010 | 5445100  365710" | 590810" | 4.65810° Ps
100010  659910" | 2907107 | 3.26410" Po
1.00010*° | -2.43710" | -3.347 107 P10
100010 | 7.98510" | pu
1.00010° || P2

TABLA 5.20. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.




P13 P14 P1s P16 P17 P18 P19 P20 P21 P22 P23 P24
2622101 | -2.43110" | -1.95310" | 533910 | 3681100 | 5294101 | -1.64210" | -210710" | -2.08910% | 3.10210" | -1.64610% | -2.676107 || p,
-3.11910* | 5.98810? 7.19210" | -1.91110" | 6.84310" | -1.88610% | 4.74510° 2.60910" | 1.18010% | -490410" | 7.61010° | 2.86210" | p2
8.372102 | 8.497 10 564310" | -2.721102 | 582710" | 88321027 | 2.84210° 2142102 | 1.89110% | -6.369107 | 204210 | 8525102 | ps
-261510 | 7.85010* 7.22410" | -1.77310" | 7.29810% | -4.23610%2 | 4.91810° 2583101 | 8.24110% | -6.97610" | 4.527102 352710 || ps
1131101 | -3.88810' | -2.84910% | -1.29110! | 4109101 | -9.68810° | -8.830102 | -7.329102 | -7.058102 | 9.556 1072 -9.144 102 1.220 101 Ps
-3.286 10" | -8.12910% | -4.65410" | -651110% | 432010 | -1.68110% | -1.68610% | 1.90010% | -215610% | 572110% | -2.75710% | 4171102 || pe
2.11310" | -408110' | -522910% | 334510 | -4.68310% | 433810 | -1.71310" | -1.68810 | -2.45510% | 3524107 1.047 102 | -1.91210* | p;
2815102 | -5.62610" | -7.99710" | -492910% | 540910 | -513110% | -5.25210" | 4.98310° | 346410° | 543710" | -7.354102% | -1.051107 || ps
-8.980102 | -759310% | -5.81510% | -3.68110% | 4.89310" | -4.83510" | -3.74310% | -1.75210% | 1.796102 | 4.81910* 1.335102 | -1.801107 | po
248110 | -8.08510" | -6.97210" | 241510 | 703610 | 6274102 | -454310" | -265510" | -2520102 | 6.989 10 3334102 | -3.44010" || pyo
7435102 | -4.41810% | -2.90410" | -959210% | -1.06010*" | -8.67110% | -3.43010% | 1.10310* | 1.61210% | -6.63010% | -205210% | 1.37210° || pu
2119101 | -9.435102 | -3.44210! | -751210' | -309710! | -835710%! | -7.07310' | -1.31310% 3.429 101 2.771 102 -7.795 102 1.144 102 | py
1.00010" | -1.83610% | -2.37610% | 147210 | -4.45110" | 4.42310% | -456310% | -9.32710% | 290010 | 6.568 10 3.99710% | -4.76910° | pus
1.000 10*° 7.35410" | 5.64610% | 7.806107 1.882 107 4.128 10* 5135102 | 7.17510% | -6.39510" | 9.287 102 1.359 10" | pu
1.00010%° | 142710 | 776210 | 2.10610% | 7.42110° 1.62510" | 7.41110% | -5.92610" | -2.71210% | 290910" | pis
1.00010° | 2080102 | 9267101 | 1.98010% | -1.25510" | -4.735102 | 8.996 10° 2393101 | -2.252107 || pus
1.00010*° | 1.50310% | 7.11810% 2.98210" | -1.37310% | -4970107 | 4.66310% | 2.65410" | pi;
1.00010% | 3.18910% | -1.66310% | -2.26210" | -1.18510" | 1.34610% | -1.409 107 | pig
1.000 10*° 3163101 | -2.935101 | -2.826 10 | -3.204 102 2.33910" || pgo
1.00010% | -2.21110% | -9.369102 | -4.64910% | -1.72710 || p2o
1.00010"° | -8075102 | 154110 | -6.8291072 || py
1.00010%° | -6.13510% | -2.280107 || px
1.000107° | -7.344102 || pzs
1.000 10 || p2a

TABLA 5.20 (Continuacion). Elementos de lamatriz de correlacion de |os parametros.
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5.2.2. Ejemplo tedrico con datos que presentan errores numeéricos

A continuacion presentamos el problema de inversion para una fuente andmala en tres
dimensiones, limitada superior e inferiormente por polinomios detercer grado, con datos de gravedad
contaminados con ruido aleatorio de tipo gaussiano, con promedio cero y desviacién estandar s =
0.35 mGal. Este error corresponde a unaincertidumbre del 0.61 % en los datos de gravedad.

En la figura 5.54 se comparan la anomalia gravimétrica producida por el modelo que ha
generado los datos de gravedad de la seccion anterior, con la misma anomal ia pero contaminada con
ruido aleatorio. Como se puede ver en lafigura, laadicién de ruido no haalterado laformabésica de
laanomalia, aunque haintroducido variaciones en susisolineas, o que puede producir unafalta de

convergencia hacia la solucion del problemaen el proceso iterativo de inversion.

Y (km)

X (km)

FIGURA 5.54. Lalinea a trazos es la anomalia gravimétrica de la fuente de la figura 3.15(b). La linea

continua es la misma anomalia pero contaminada con ruido aleatorio.

Vamos a calcular la inversion de la anomalia gravimétrica, contaminada con ruido,
presentada en lafiguraanterior. Paraello calculamos la solucién del sistema de ecuaciones (4.10)
paradiferentes valores del factor de amortiguacion b *. Este proceso iterativo comierzacon el modelo
inicial delafigura5.40y acaba cuando se ha alcanzado un valor del desgjusteqs préximo d valor de
latolerancia T = 400, que es el nimero de datos del problema. En este punto se ha obtenido una

posible solucién del problema.
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En lafigura 5.55 se presenta la evolucion del desajuste a lo largo de un proceso de 200

iteraciones. Podemos ver que el valor de este pardmetro varia bruscamente en las primeras diez
iteraciones y luego se estabiliza y converge hacia el valor qs = 365.9. Las soluciones de los

parametros también convergen hacia una solucion determinada que permanece constante desde la

iteracion 135 hastael final del proceso iterativo. Vamosaelegir dicha solucidén como resultado de

nuestro problema, con el valor del desajuste arribamencionado y un factor de amortiguacionb * =
182.9.

1.0E+6
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50 100 150 20C

No. de Iteracién

FIGURA 5.55. Evolucion del desajuste qs.

El model o resultante el egido como solucion se presenta en lafigura 5.56. Podemos comparar
este modelo con el modelo sintético utilizado para generar 10s datos de gravedad utilizados en el
problema, que se puede ver en la figura 3.15. Vemos que la densidad es casi la misma pero se
presentan ciertas variaciones en la frontera inferior del cuerpo.

Para cuantificar las diferencias entre la anomalia del modelo resultante y la anomalia del
model o sintético, se presentael residual correspondiente enlafigura5.57. Esteresidual esdel mismo
orden de magnitud que el error utilizado para contaminar los datos de gravedad y la diferencia
maxima al canzada entre ambas anomalias es de 0.9 mGal, lacual no es muy grande si |acomparamos
con laamplitud méaximade laanomalia gravimétrica que es de 57.4 mGal. Podemos ver también que
el residual no presenta ningunatendencia, positiva o negativa, en ningunazonadelamallay, ademas,
es del mismo ordenque el error aleatorio que contaminalos datos, |o que indica que lasolucién se
puede considerar satisfastoria.

L os val ores numéricos, obtenidos en el modelo resultante paralos parametros que determinan
el contraste de densidad y la estructura de esta fuente, se presentan en lastablas 5.21, 5.22 y 5.23,
donde se pueden comparar con los parametros correspondientes al modelo utilizado parainiciar €l

proceso y con los del modelo generador de los datos de gravedad libres de ruido.
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FIGURA 5.56. (a) Model o resultante de fuente andmala obtenido en el proceso de inversion del ejemplo
correspondiente a fuentes limitadas superior e inferiormente por funciones continuas de las variablesx ey,
con datos contaminados con ruido aleatorio. Las | ineasdeigual densidad en lafuente vienen expresadas en
g/cm®. (b) Anomalia gravimétrica producida por lafuente (a). Lasisolineas de laanomalia gravimétrica
vienen expresadas en mGal. La linea resaltada representa la proyeccién del cuerpo andmalo sobre la
anomalia.

FIGURA 5.57. Residual obtenido a comparar |os datos de gravedad sintéticos y la anomalia gravimétrica
del modelo resultante en el proceso de inversion.



DENSIDAD P1 P2 P3 P4 Ps Ps p7 Ps Py P10
'V:OQ?LIO -0.1000 -0.0200 0.0400 0.0500 0.0010 -0.0010 -0.0009 -0.0200 0.0700 -0.0100
nicl
Modelo -0.2887 -0.0546 0.0035 0.0053 -0.0022 0.0040 -0.0020 -0.0096 0.0310 0.0502
Resultante
Modelo
A -0.3000 -0.0500 0.0100 0.0900 -0.0020 -0.0030 -0.0040 -0.0100 0.0300 0.0100
Sintético
TABLA 5.21. Parametros del contraste de densidad correspondientes a cada uno de |os tres modelos que participan en e proceso de inversion.
FRONTERA
| Pu P12 P13 P Pis Pie P17 Pis P19 P20
2 (X!y)
'\/I'Qd?z'alo 3.0000 -0.0200 -0.0400 0.0200 -0.0020 0.0050 -0.0100 -0.0070 0.0010 -0.0030
nicl
Modelo 35762 0.0183 -0.0506 0.0365 -0.0381 0.0154 -0.0047 0.0082 -0.0067 0.0002
Resultante
Modelo
Sintético 4.0000 0.0300 -0.0100 0.0500 0.0010 0.0030 -0.0030 0.0080 0.0050 -0.0010

TABLA 5.22. Parametros de la frontera I,(x,y) de la estructura correspondientes a cada uno de los tres modelos que participan en el proceso de inversion.
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FRONTERA x; | FRONTERA X, | FRONTERA y; | FRONTERA vy,
ESTRUCTURA
P21 P22 P23 P24
Modedo
Inicia -4.0000 4.0000 -6.0000 6.0000
Modedo
Resultante -4.0087 4.0360 -5.9990 5.9689
Modelo
Sintético -4.0000 4.0000 -6.0000 6.0000

TABLA 5.23. Parametros de las fronteras x;, X5, y; €Y, correspondientes a cada uno de los tres modelos que

participan en el proceso de inversion.

5.2.2.1. Evolucion de los parametros del modelo

En la figura 5.58 se presenta la evolucion del factor de amortiguacion a lo largo de las 135
iteraciones redizadas en la inverson para obtener € modelo solucion elegido para e problema que
nos ocupa. Podemos ver que este factor varia fuertemente en las primeras iteraciones pero luego se

estabiliza haciéndose constante hasta € find del proceso.
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FIGURA 5.58. Evolucién del factor de amortiguacion b 2.

La figura 5.59 nos muestra la evolucién de los diez parametros que describen e contraste de
densidad en las 135 iteraciones del proceso. Podemos ver que, para todos los pardmetros, se acanza la

convergencia hacia la solucion del problema en las 30 primeras iteraciones del proceso.
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En la figura 5.60 se puede ver la evolucion de los parametros de la frontera inferior hacia la

solucién del problema. Podemos ver que en las primeras iteraciones los pardmetros varian

bruscamente para luego converger ala solucion del problema arededor de laiteracion 75.
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FIGURA 5.59. Evolucion de los parametros del contraste de densidad desde el modelo inicial al modelo resultante
del proceso de inversion. Las correspondencias entre lossimbolos y los parametros son: p,(w); p,(®); p1);

P(X); p*); p.(A); p(»); p%x); P(3); Pol+)
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FIGURA 5.60. Evolucién delos parametros de lafronterainferior I{y,z) desde el modelo inicial @ modelo resultante

del proceso de inversion. Las correspondencias entre lossimbolos y los pardmetros son: p,(®©); p=(D); ps(@0);
Pu(0); Pi(X); Pi(D); R(P); Pu(®); Pu); Pool).



Problema inverso en 3D 275

La evolucion de los pardmetros de las cuatro fronteras laterales se puede ver en la figura 5.61,
en la que también se observa que existe convergencia, pero esta vez antes de la iteracion nimero 15.

Con esto podemos decir que se ha acanzado una solucion posible y estable para nuestro
problema, pero que debido a error aleatorio presente en los datos, no se llegan a reproducir todos los
valores numéicos de los pardmetros dd modelo sintético que generan los datos de gravedad s€in

ruido. Los que peor se gustan son aquéllos que pertenecen a la fronterainferior de la fuente anémala.

Evol ucién de los pardmetros de las fronteras | aterales

15 30 45 & 75 20 105 120 135
No. de iteracion

FIGURA 5.61. Evolucion de los parametros de | as fronteras | ateral es desde el modelo inicial @ modelo resultante del
proceso de inversién. Las correspondencias entre lossimbolosy los pardmetros son: p,(=); Pu(+); Pu(n);Pu(a ).

5.2.2.2 Andlisis de la sensibilidad, existencia, unicidad y estabilidad

A continuacién se van a graficar las columnas de la matriz jacobiano para redizar € estudio
de la senshbilidad de los datos de este problema. En la figura 5.62 se presentan las diez primeras
columnas del jacobiano, correspondientes a las derivadas del funciond F[p] con respecto a los
parametros dd contraste de densidad. Si comparamos esta figura con la figura 5.48 de la seccidn
5.2.1, vemos que las diez gréficas presentan las mismas caracteristicas, por 10 que la interpretacion es
la misma. Como sempre, los datos son més sensibles a las variaciones sufridas por € parametro pg

ya que, como se puede ver en la gréfica (i) de la figura 5.62, ésta presenta la mayor intensidad de

todas, con dos I6bulos positivos de 4675.6 MGAkm® y 4604.6 MGAKM® | 5 que presenta menor
glent glent

intensidad es la gréfica (a), correspondiente a pardmetro p;, que tienen un sélo I16bulo centra positivo

de 300.9 mGa
glem®



276 Problema inverso en 3D

10,

FIGURA 5.62. Representacion gréf ica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen el contraste de densidad. Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.
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En la figura 5.63 podemos ver la senshilidad de los datos de gravedad del problema con
respecto a los pardmetros que definen la frontera inferior 1,(x,y) de cuerpo andbmao. Si comparamos
edta figura con la figura 5.49 dd problema en € que no se consderaron errores en los datos, podemos
ver que las gr&ficas de ambas figuras se parecen mucho, aunque las intensidades correspondientes no
son del mismo orden.

De las diez gréficas la que presenta mayor intensdad es la (j), como sucedia también en la
figura 5.49. Eda gréfica nos proporciona informacion acerca de la senshilidad de los datos con
respecto a pardmetro p,o que acompafia a término y° del polinomio (5.10). Se pueden ver dos
I6bulos, uno de intensidad —2431.0 mGa kn?, situado sobre la frontera y;, y otro de intensidad
2739.1 mGal knf, situado sobre la frontera lateral y,. La gréfica que presenta menor intensidad es la
correspondiente a la derivada de F[p] con respecto a parametro p,. Esta gréfica también presenta dos
|6bulos, pero esta vez ambos son positivos, uno de intensidad 29.8 mGa km*, sobre la frontera y;, y
otro deintensidad 33.2 mGal ki sobre la fronteray,.

La sensbilidad de los datos con respecto a los parametros que determinan las fronteras
laterales del cuerpo se puede ver en las cuatro gréficas de la figura 5.64. Las formas e intensidades de
dichas gréficas son muy parecidas a las que aparecen en la figura 5.50.

La gréfica (8) muedtra la sensibilidad con respecto a parametro pp;, correspondiente a la
frontera x;. Tiene dos ldbulos de intensidad negeativa Situados en las esquinas que forma dicha frontera
con y; e Y,. Los vaores numéricos de dichas intensidades son —36.6 mGa kmi'y —26.7 mGa km?,
respectivamente.

La gréfica (b) es la derivada de F[p] con respecto al pardmetro p,, que define la frontera x,.
Presenta tres I6bulos, uno negativo centrado en la posicién de esta frontera de intensidad —39.1 mGal
km®, y dos positivos situados sobre las esquinas que forma X. con las fronteras y; e Y, cuyas
intensidades son 11.6 mGa km* y 6.6 mGa kni*, respectivamente.

La gréfica (c) corresponde a la derivada con respecto a pardmetro p,; de lafronteray; y tiene
un Gnico l6bulo centrado sobre dicha frontera de intensidad —883 mGa kmi'. La gréfica (d)
corresponde a parametro p,, de la frontera y, y también presenta un solo Iébulo, pero éste de
intensidad positiva, cuyo vaor es 90.6 mGal kmi'.

Como se ha podido ver en edtas figuras, la adicidén de ruido aleatorio aumenta, en generd, la
intensidad de la sensibilidad de los datos frente a los posibles cambios que se puedan producir tanto

en € contraste de densidad como en la estructura de la fuente anémala.
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s

FIGURA 5.63. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a lasderivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos pardmetros que definen la fronterainferior I,(x,y). Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.
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FIGURA 5.64. Representacion grafica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto a los parametros que definen las fronteras laterales. Lalinea

resaltada representa la proyeccion de la fuente sobre la malla de datos.

A oontinuacion vamos a cacular la descomposicion en vdores singulares de la matriz
jacobiano J del sstema de ecuaciones del problema para estudiar las combinaciones de pardmetros

mejor resueltas por |os datos de gravedad.

La figura 5.65 nos muestra los veinticuetro valores singulares distintos de cero de la matriz J
colocados por orden de tamafio y normalizados por la desviacion estdndar de los datos s = 0.35
mGad. Esta matriz es de rango completo, por o que la existencia y la unicidad de este problema estan
aseguradas.

Dividiendo d vaor singular més grande por e vdor singular més pequefio se obtiene la
condicion de J, que nos va a dar una idea B caracter singular 0 no singular de dicha matriz. El valor
numérico de la condicion es k = 9.724 10%,  cua no es un valor muy elevado. Esto indica que el
jacobiano esta lgjos de s singular y que, aun cuando no se ha dcanzado totamente la solucion
esperada dada por € modelo sintético, si que se ha llegado a una solucién estable del problema, como
lo indican las gréficas de las evoluciones de los parametros presentadas anteriormente. El hecho de

gue la solucién acanzada no sea idéntica a modelo sintético no quiere decir que ésta no sea ddl todo
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satisfactoria, ya que algunos de sus parametros si presentan los valores esperados, como por gemplo

las fronteras lateradles del cuerpo, y su representacion gréfica es muy parecida a la de modelo
sintético, como se observa d comparar las figuras 556 y 3.15. Hay que tener en cuenta que €
desgjuste obtenido para la solucidén es menor que la tolerancia permitida, 1o que indica que € modelo
resultante va a intentar sobredeterminar los datos de gravedad, esto es, va a intentar reproducir no sélo

laanomdia sin ruido, sno también va aintentar reproducir € mismo ruido que la contamina
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FIGURA 5.65. Valores singulares del jacobiano del problema.

En la figura 566 s presentan los vaores singulares y los errores caracteristicos
correspondientes, junto con las gréficas de los vectores caracteristicos tanto del espacio de los datos,
u;, como del espacio de los pardmetros, vi'. Si comparamos las combinaciones que aparecen en las
gréficas de esta figura con las que aparecen en la figura 552, para € gemplo en d que no s
consideraron errores en los datos, podemos ver que muchas de las combinaciones son las mismas.

La primera combinacion estd formada por los pesos correspondientes a los parametros pg, po Y
p1o. EStOs pardametros son los primeros que alcanzan su solucion a lo largo de todas las iteraciones del
proceso. Si comparamos los valores de estos parametros con los del modelo sintético en la tabla 5.21,
podemos ver que tanto € pardmetro ps como € py han acanzado los valores esperados, siendo estos
parametros los que presentan mayor peso en la combinacidn. El vaor singular asociado, normalizado
por e error, es | ; = 9.449 10" y @ error caracteristico correspondiente es e, = 1.058 10°°, lo que
indica que el error en los datos no se va a propagar en la direccién del vector caracteristico v; 'y, por
tanto, no va aproducir inestabilidades en la resolucidén de los padmetros. Los datos que participan en
la resoluciéon de esta combinacion se encuentran situados sobre las posiciones de las fronteras v, e Vs,
lo mismo que se veia en lafigura 5.52.

La segunda combinacién esta formada por los pardmetros ps, ps, P17 Y Peo. El vaor sngular
asociado es |, = 6.295 10" y e error caracteristico correspondiente es e, = 1.589 10°. Esta

combinacién también es la misma que la correspondiente en la figura 5.52.
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FIGURA 5.66. Representacion gréafica de las columnas de las matrices Uy y V,, dd jacobiano del problema
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l,=3.63410°
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FIGURA 5.66 (Continuacion). Representacion grafica de las columnas de las matrices U, y V,, de jacobiano

del problema.
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FIGURA 5.66 (Continuacion). Representacion gréfica de las columnas de las matrices U, y ;, ddl jacobiano

del problema.
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La tercera combinacion estd formada exclusvamente por la componente de vs'
correspondiente a ps, por lo que este parametro debe presentar una resolucion muy buena ad no
compartir la combinacion con ningln otro pardmetro y por estar asociado a un error caracteristico
pequefio e; = 3.275 10°°, correspondiente a tercer valor singular | 3 = 3.054 10*. De hecho, s nos
fijamos en la tabla 5.21 podemos ver que este pardmetro ha alcanzado la solucion esperada. El
conjunto de datos que resuelve este pardmetro es € que tiene mayor sensibilidad al mismo, como se
observaal comparar la representacion gréfica de u; con la gréfica 5.62(€).

A partir de la cuarta combinacion, algunas de las combinaciones de parametros de la figura
566 se parecen a las correspondientes combinaciones de la figura 5.52 y otras presentan grandes
diferencias. De hecho en esta combinacon, que estd asociada a vaor singular |, = 2.258 10%, no sdlo
aparecen representados |0s pardmetros ps, Po Y Pro, SN0 que también destacan las componentes de v,
asociadas a los parametros p; y pr, del contraste de densidad, y p1s y p1o de lafronterainferior. En este
caso e error caracteristico sigue siendo pequefio, con un valor e, = 4.428 10°°. La gréfica del vector
u, para este caso vuelve a presentar cuatro Iébulos centrados sobre las fronteras laterales, como
ocurria en la figura 5.52.

La quinta combinacion esti asociada a valor singular | 5 = 2.123 10* y su error caracteristico
esde e = 4.711 10°. Esta combinacion esta formada, en su mayor parte, por las componentes del
vector vs' correspondientes a los pardmetros del contraste de densidad, pero también aparecen
representados |os parametros pis Y pio de la frontera inferior, lo mismo que en la cuarta combinacion.
Esto puede indicar la existencia de corrdacion entre ambos parametros. En cuanto a  vector
caracteristico de los datos, éste presenta dos I6bulos de intensidad negativa situados sobre las esquinas
que forma la frontera lateral x; con las fronteras y1 e y,, y un Iébulo de intensidad positiva sobre la
frontera x,.

Las sguientes cinco combinaciones presentan las mismas componentes que para € caso sin
erores, lo mismo que los correspondientes vectores caracteristicos de los datos. Los errores
caracteristicos correspondientes son del orden de 10, como se puede ver en la figura 5.66, por lo que
estas combinaciones no presentan inestabilidades importantes.

En las dguientes combinaciones siguen destacando las componentes de los vectores
caracterigticos correspondientes a los parametros del contraste de densidad y a la frontera inferior en
mayor o menor medida. Los parametros de las fronteras laterales x4, X,, Y; € Y, comienzan a tener peso
a partir de la combinacion decimocuarta, siendo los mejores resudtos los correspondientes a las
fronteras yi1 e y», ya que estan asociados a las combinaciones con menor error caracteristico.

Los pardmetros peor resueltos de todos los que describen € tipo de fuentes que estamos
estudiando son € pi; Y € pio, petenecientes a la frontera inferior del cuerpo, puesto que estén
asociados a las combinaciones correspondientes a los valores singulares més pequefios y por tanto

presentan un error caracteristico grande.
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Hay que destacar que ninguna de las veinticuatro combinaciones de parametros para este caso
esén asociadas a erores caracteristicos mayores que la unidad. Esto indica que todas estas
combinaciones proporcionan informacion importante acerca de la resolucion y la corrdacion de los
parametros de la fuente, a pesar de la existencia de error en los datos de gravedad del problema.

Como en € caso sn erores, los pardmetros mejor resueltos son aquellos que describen €
contraste de densidad de la fuente andmala y los correspondientes a los términos de segundo y tercer
grado dd polinomio de la frontera inferior, mientras que € parametro peor resudto es d término

independiente de dicho polinomio, que nos proporciona la profundidad media de esta frontera.

5.2.2.3. Resolucion de los parametros

A continuacién vamos a estudiar la resolucion de los pardmetros de la fuente andmaa para
este caso a partir de la ecuacion (1.55). Para ello caculamos la varianza residua mediante la ecuacion
(1.55) con M — N = 376 grados de libertad. El valor de la varianza residua obtenido es de § 2=0.12
mGad?, igual que @ de la varianza estimada para los datos s 2> = 0.12 mGal?, lo que indica que €
modelo resultante para la fuente andmala explica los datos utilizados satisfactoriamente.

En la figura 5.67 se presenta la matriz de resolucion de los parametros. En dla se puede ver
gque la mayoria de los mismos presentan muy buena resolucion. Los parametros dd contraste de
denddad tienen maxima resolucion. En cuanto a los pardmetros de la frontera inferior, los peor
resueltos son € p;; y € pix que, como vimos en la figura 5.66, pertenecen a las combinaciones
asociadas a los valores singulares mas pequefios y por tanto tienen errores caracteristicos més
grandes. De las fronteras laterales las peor resueltas son X1y Xe, ya que pertenecen a combinaciones

gue presentan mayor error que las combinaciones donde aparecen las fronteras y; e ys.

5.2.2.4. Covarianza de los parametros

En la tabla 524 s presentan los vaores numéricos de los elementos de la matriz de

covarianza calculada mediante la ecuacion (1.63) y con la varianza residua  $ 2= 0.12 mGa?. A partir
de los dementos de la diagona principal de dicha matriz se cdculan las incertidumbres de los
parametros del modelo resultante para este gjemplo, teniendo en cuenta un intervalo de confianza de +

2.58 s, las cudes son presentadas, junto a los parametros correspondientes, en la tabla 5.25.
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5.2.2.5. Correlacion entre los parametros

La matriz de correlacion de los pardmetros se puede ver en la figura 5.68 y los vaores
numéricos de sus elementos se presentan en la tabla 5.26, en la que se puede ver qué correlaciones
son negativas o positivas.

Como se puede obsavar en dicha figura, hay una fuerte corrdacion entre todos los
parametros del contraste de densidad. También se producen correlaciones entre los parametros del
contraste de densidad y los que definen la estructura del cuerpo, sobre todo con € pia, € pis Y d pos.
También hay correlacidn entre los parametros de la fronterainferior pra, Pis» Pis » P17 Y Pis -

Los pardmetros de las fronteras laterdes y; e y, no presentan correlaciones importantes entre

si ni con € resto de los parametros que definen la fuente andmala.

P pzl Ps Pa Ps Ps Pr Ps ps.pm Pu plzI p13.p14. Pis pml Py pm. Pro pzul P2y pzz. stl Pas

10
Q9
Q8
Q7
Q6
Q5
Q4
—Q3
~02
o1
~Q0

~-Q1

FIGURA 5.67. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.



P1 P2 8] Ps Ps Ps P Ps Po Pro P11 P12
2.00110° -403210" -2.09510" -384810° 1087 10° 9.807 10° 2962107 537910" 275210% 114210° 363410° 119710° P
3252107 1500107 239010° -121710° 1202107 -2793107 -3.36610° -128410° -9.99310" 3338107 -2.960 10° o3
1872107 173410° -7.05810° -181910" -1117107 -200710° -1.40410° -7.68410" 3054107 3339107 oy
24910° -657410° -152210° -1.806 10° 2765107 -1.45710" -107710° 7.02210° -9.04510° o8
1547 10° 5.86810° 1.32410° 1.39910° 443910% 261510° 393110° 1242107 B
1920107 865210° 201210° 1.47010° 7.086 107 2366107 2172107 Ps
2657107 295910° 9.44810° 7.48010" 1191107 -142410° pr
6.43210° 2.08410° 1290107 1673107 8.46510° o3
1595 10° 6.97010° 452610° 6.27210° oY
o " o
486910 4.22510 419110 P10
" s
141310 125910 '
n
123210 P12

TABLA 5.24. Elementos de |a matriz de covarianza de |os parametros.




P13 P14 Pis P16 P17 Pig Pio P20 P21 P22 P23 P24

248810° -357410° -5.73210" 1961107 -161710° 141310 -6.08210" 557210° -7.74210° 835510 4642107 -371510" Py
9654107 1764107 7719107 5.96510° 7.71010° 9.93810° 2310107 286010° 956210° -6.259107 1.24610° 1892107 P2
935310° 2190107 318510 1.056 10”7 294110° 5536 10° 518110° 8876 10° 1594107 -5.048 10" 1166107 287310° P
6.95010° 211710° 5867 10° 9205107 596810 481710 1880 10° 244810° 307810 -6.95210° 4206107 1766 10° o
247710° -162410° -3.007 10° -252510° -5.19610° 7.44310"° -102010° -7.82010" -9.71510° 207010° -338110° 9537 10" Ps
6070107 -2.29910° -2509107 1212107 -1.26110° -6.58310° -1.43110° 4346 10° -1.606 107 453310 1436107 -2.07810° Ps
7632107 -1.42510° -7.056107 -3.36810° -6.39910° 149310° -1.163107 2.20710° -2.24710° 5205107 699010 -1.37810° [
3766 10° -319410° -1.29410° -150410° -7.32910° -7.50210° -1.94010° -173010° 472110° 1203107 456910° -2.05810° [
183210° -1.94010° -310810° -1.43810° -157510° -6.93610° -411410° -550810"° 232510° 351810° 117510° -8.34310° Po

254010° -1.02210° -251110° -4736107 -2.20110° -2.85210° -7.109107 1016107 2438107 3069 10° -378310° -7.05310° P10

£87810° 1336107 -381410° -4.01610° 1654107 -9.02810" 140110° 2629107 -5.48310° -1.26210° -1.03910° 8433107 P11

112410° -3.02410" -6.67210" -1.03610° -6.00310" -146310° -9.08810° 2693107 155410° 197310° 3007107 -1.09610° P12
246710° 3332107 -2.34410° 4666107 -6.517107 1734107 -219010° 6973107 248010° 1480 10° 241010° 2221107 P13

448910 5334107 1666107 7697 10° 955510° 4,405 10° -207610" 130410° -6.447 10" 9.93010° 361210° P14

472310° -182610" 2451107 1392107 1.28210° 493810° 1.23910° -272110° 3276107 8175107 p1s

348510 -121010° 1484107 41935107 7.67410" 1184107 -1.08010" 1004107 -1.08510" p16

6.78310° -338810° 1392107 107810° 1185107 1664107 1.48010° 6.98310° p17

9.76710° -5.47410° 1.88510° -345110° -1.13910° 3.04810° -2.69010° pis

127310° 446410° -8.95710" -6.76510" 7.42710° 3148107 P19

235010° -4.78810° -5.166 10° 835210° -387210° P20

941310° -1.27910° 4286107 -1.41010° P21

473910° 7.20710° -5.93510" P2

1.40010° -1.35010° P23

v
117810 P24

TABLA 5.24 (Continuacion). Elementos de la matriz de covarianza de los parémetros.




Problema inverso en 3D

289

DENSIDAD

FRONTERA INFERIOR

FRONTERAS
LATERALES

p,= -0.289 + 0.004 g/cm®

Py = 3.58 + 0.03 km

P,, = -4.009 + 0.008 km

D, = -0.0546 +0,0015 g/cm’
km

p1, = 0.02 +0.03

Py = 4.036 + 0.006 km

ps = 0.0035 +0.0011 gem’
km

P13 = -0.051 i 0.013

P,3 =-5.999 + 0.003 km

P, = 0.005 + 0.013 glem’®

p,, = 0.0365 + 0.0017 km*

Pos = 5.969 + 0.003 km

km
ps =-0.0022 10-00019|1C—";3 pis = -0.038 + 0.006 km'™*
m
ps = 0.0040 + 0,001 QLCT”f pis= 0,015 +0.015 km*
p, = -0.0020 +0,0013 QLCT";S D7 = -0.0047 +0.0007 km
P, = -0.0096 +0.0002 QLCT”f Pig = 0.0082 +0.0008 km®
Po = 0.0310 + 0.0001 gli"_”f 1o = 0.007 +0.003 km?
m
Po = 0.050 +0.006 gli"T”f Po = 0.0002 +0.0004 km?

TABLA 5.25. Pardmetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

PP Ps P Ps Ps P B Ps P P p12. p13.p14. Pis Pis Pz Pis Pro qu. P pzzl pzzl Pos

FIGURA 5.68. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.



Py P2 P3 P4 Ps Ps p7 P | Po P10 P P12

1.00010° -4.89010* -3.34710* -5.32710* 191210 154810* 397310 463310° 4764 10° 358010° -211410* 7459 10° p1
100010 607810 838910 -5.42710° -481110 -9.500 10* -7.35910" -5,63810* -7.94210° 4924107 -4.676 10° p2

1.00010° 802210 -4.147 10 -9.59310* -5.006 10* -6.04210" -8.12810" -8.04810* 5937107 -6.95310° p3

1.00010° -3.346 10* -6.95410* -7.01410* -6.90210* -7.30110™ -9.77210* 118210 -163110* pa

100010 3406 10" 652810" 443710" 282610 301310 8409107 -284510* ps

1.00010° 383110 572610" 8401 10" 7.33010" -454310% 4,486 10° Pe

1.00010° 7.15710" 4590 10° 6576 10" -1.94410° -248810* p7

100010 6506 10" 728910 175510 950910° ps

1.00010° 791010 9533107 141510 Po

0 " v

1,000 10" -161010 171110 P10
1.00010°° 9543107 p11
1.00010° P12

TABLA 5.26. Elementos de la matriz de correlacion de los pardmetros.




P13 P14 P15 P16 P17 P1s P19 Po | Pa P22 s | P
3464 10" -3.689 10° -1.82410" 2.29710* -4.29110" 3126 10" -3.72710" -251310" -1.74510" 2654 10" -271310" 2.36710" pP1
-3.40810" 461810" 6.22810" 177210" 519010" 5576 10° 350010" 327210" 5.46510° -5.04210" 184710 305710" P2
435210° 7.55310" 338710" 413310" 260910" 409410 106110" 133810" 1201 10" -5.35010" 227610" 6.11810° P3
-2.80110" 6.32510" 5404 10" 312110 458510" 308610" 333410" 3.19610" 2.00810° -6.39210" 711510 325710" Pa
1.26810" -6.16310" 362410" -1.088 10" -507210" 6.056 10° -2.29910° -1.29910" -8.05210° 241810" -7.26510° 223510° Ps
-2.789 10" -7.83210" 263510 -4.687 10" -110510" -4.808 10" -2.89510° 6.47110° -119410" 4.75210" -2.77010" 4370107 Pe
2.98110" -4.12710" 629810 -1.107 10" -4.765 10" 9.270 107 -1.999 10" -2.79310" -1.42110" 463810" -114610° 246410 p7
9455 10° -5.94310* 7.42610* -317710* -3508 10" 299310 -2.14410* -140710* 191910° 6.889 10" 481510° 236510 ps
-9.23610° -7.25110* 357610 -6.10110* -151410* 555710 -9.13010° -9.14410° 189810° 404710 248610° 192510 P9
231810" -6.91310" 5.23710" -363510" -398510" 413610 -2.85510" -300310" 3601 10° 6.390 10" -1.449 10° 2946 10" p10
-1504 10" 167810° 1476 10" -5.72210" 5339107 243010 1044 10" 1.44310" -150310" -4.87710° -7.38410° 653710° p11
2,03310" -4.067 10° 2.766 107 -158110" -2.076 10" 421910 -7.256 10" -158310" 456410* 8.166 10° 2290107 9.100 107 p12
100010° 1.00110" 217210" 1501 10" -5.037 10" 111710* -3907 10" -9.15010" 1627 10" 1.369 10" 410110" 412010° p13
1000107 366310" 421110* 440910" 456310" 5.826 10° -2.02110° 6.34010" -4.42010" 125310* 4.96810° P14
1,000 10° -142310" 432910" 204910™" 5.22710" 1.48210" 1858 10" -5.75110" -1.27410" 346610* pis
1,000 10° -7.868 107 8041 10" -2.904 10" 8480 10° -6.539 10° -8.401 107 143310 169410 P16
1.00010"° 416110 473310" 2.700 10" -148210" -293510" 480010° 247010" p17
1.00010° -155210" 393610° -359910" -167410™ 824410° 793110 pis
1.00010° 258010" -258710" -275410" -556210° 257010" P19
1.00010°° -101810" -154810" -4.605 10" 232810 P20
| 1,000 10° -1.916 107 118110 4235107 P21
1,000 10° -2.79810° 251210™ P22
1.00010" 1051107 [
| 1ow10° P24

TABLA 5.26. (Continuacién) Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.
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5.3. DISCUSION

En este Capitulo se ha redizado la inverson no lined de anomaias gravimétricas en 3D
mediante € conocido método iterativo de Marquardt-Levenberg y haciendo uso del nuevo méodo de
modelado directo desarrollado en & Capitulo 111 para cacular € correspondiente modelo de fuente en
cada iteracion del proceso.

Al igud que en & Capitulo IV, s han utilizado funciones polindmicas para redizar la
parametrizacion de la fuente andmaa. Para describir € contraste de densdad se ha utilizado un
polinomio de segundo grado que va a depender de las tres variables del espacio, mientras que para las
fronteras de la fuente se van a utilizar polinomios de tercer grado. Segiin sea d tipo de fuente, & niimero
maximo de parametros a calcular es de 33 6 de 24. A pesar de que € nimero de parametros a calcular se
ha incrementado considerablemente con respecto d caso de fuentes bidimensionales, d méodo sigue
caracterizdndose por tener un tiempo de caculo promedio corto. También es posible dgar fijos algunos
de los parametros de la fuente a b largo de todo € proceso iterativo y calcular la solucién de los
restantes, 1o que agiliza € proceso. El nimero y la naturaleza de los parametros que se mantienen fijos
dependera de cada caso y del conocimiento previo que se tenga acerca ddl contraste de densidad y la
edtructura de la fuente andmala.

La inversdon de anomalias 3D también presenta € problema de la no unicidad cuando se varia
e moddo inicid con € que se comienza € proceso iterativo, lo cual dependera de la forma del espacio
de soluciones para cada caso en particular. No obstante, para un determinado modelo inicial la unicidad
del problema esta garantizada en todos |os € empl os presentados.

Al afiadir ruido aeatorio de tipo gaussiano a los datos de gravedad, se puede ver que algunos de
los pardmetros de los modelos resultantes no alcanzan los valores esperados. Esto se debe a efecto que
tiene dicho error sobre las combinaciones de pardmetros y a la naturaleza suave de las funciones
polindmicas que describen las fuentes andmalas, como ya ocurria en los modelos bidimensionales. No
obstante, la desviacion que se observa en los vaores numéricos no impide que € moddo resultante

presente las mismeas caracteristicas generales del modelo generador de los datos de gravedad.
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INTRODUCCION

A lo largo de esta Tesis se ha desarrollado un método de modelado directo e inversion de
anomalias gravimétricas en el que se han utilizado diferentes tipos de fuentes, tanto bidimensionales
como tridimensional es, cuyas fronterasy contrastes de densidad se encuentran descritos mediante
funciones continuas, en especial mediante polinomios. Para cada tipo de fuente se han presentado
gjemplostedricos deinversion en los que se harealizado el andlisis de las soluciones correspondientes
mediante estudios de sensibilidad, existencia, unicidad, estabilidad, resolucién, covarianza y
correlacion.

En el presente Capitulo se pretende estudiar el modo de aplicacién del método desarrollado
en este trabajo y su comportamiento con datos de campo, y paraello se han el egido dos casos. En el
primero se utilizan los datos de un perfil de gravedad registrado sobre el glaciar Salmon, localizado en
British Columbia (Canada), paraestudiar |a profundidad ala que se encuentra el basamento. Este caso
esun caso clésico, muy utilizado por otros autores para poner apruebalasventajasy las limitaciones
gue posee un método de inversion. En el segundo caso se estudia la distribucion del contraste de
densidad y la estructura geométrica de la cuenca Laguna Salada, stuada en la parte norte de la
peninsula de Baja California (México). Primeramente se han elegido dos perfiles gravimétricos,
trazados sobre el mapa de anomalias residual es i sostéti cas de dicha cuenca, para obtener mediante
inversion una serie de modelos en dos dimensiones tanto del contraste de densidad como de su
estructura geométrica. Posteriormente, utilizando la informacion proporcionada por los modelos

bidimensionales, se va a obtener un modelo tridimensional de la Laguna Salada.

6.1. ESTUDIO GRAVIMETRICO DEL GLACIAR SALMON, BRITISH COLUMBIA,
CANADA

6.1.1. Antecedentes

El estudio gravimétrico del glaciar Salmon fue descrito por Grant y West (1965) y ha sido
ampliamente utilizado para probar diferentes métodos de inversion de datos (Grant y West, 1965;
Parker, 1994). Lacausa de este estudio gravimétrico fue la estimacion del espesor del hielo del glaciar
pararealizar laplanificaciony el trazado de unalinea que determinase el paso de un tinel por debagjo
del glaciar. Este problema gravimétrico es préacticamente bidimensional, por lo que serealizé un perfil

de datos orientado perpendicularmente a la linea de flujo del glaciar. La reduccion de los datos
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gravimétricos fue un proceso dificil ya que las posiciones y las elevaciones de | as estaci ones de
gravedad dependian del tiempo debido alaablacién progresivadel glaciar y, ademés, eran dificiles de
determinar debido a la presencia de grandes irregularidades en el terreno. Las observaciones
original estambién fueron corregidas por el efecto gravimétrico de las montafias que determinan el
glaciar, aproximandolas por grandes masas tabulares (Grant y West, 1965). Se estimd una
incertidumbre de 2 mGal paralaanomaliade Bouguer obtenida después de lareduccién de los datos
y, como se puede ver en lafigura6.1(b), laanomalia negativa de Bouguer debida al hielo tiene una
amplitud de unos 30 mGal, con una intensidad maxima negativa Dgn., = -40 mGal, los autores
encontraron satisfactoria dichaincertidumbre.

Para calcular la profundidad del hielo del glaciar, Grant y West (1965) sustituyeron laseccién
transversal del glaciar por un triangulo isosceles invertido de 2.7 km de base, coincidiendo con la
longitud del perfil de datos. Conociendo el valor delaanomaliade Bouguer en el centro delabasedel
tridngulo (Dgmax = - 40 mGal) y suponiendo que el contraste de densidad del hielo con respecto ala
roca encajante es constante paratoda la seccién del glaciar y devalor Dr =- 1.7 g/cn?, los autores
obtuvieron un valor paralaalturadel triangulo de 900 m. Esta altura corresponderia ala profundidad
maximaque alcanzarialabase del glaciar. Con estainformacion los autores realizaron un modelo de
laseccion transversal del glaciar con unaserie de gjustes en el contraste de densidad de formaquela
anomalia gravi métricaresultante fueralo mas parecida posible ala anomalia de Bouguer observada.
Unavez conseguido el mejor ajuste entre ambas anomal fas se obtuvo un valor de Dr =- 1.65 g/cm?®
parael contraste de densidad del cuerpo andmalo. EI modelo final obtenido se puede ver en lafigura
6.1(a).

Posteriormente alainterpretacion de laanomalia de Bouguer del glaciar, serealizé unaserie
de pozosalo largo del perfil de datos, como se apreciaen lafigura6.1(a). L os datos proporcionados
por estos pozos indicaron que la profundidad del glaciar habia sido sobreestimada en un 10%.
Posiblemente, este error fue debido alasincertidumbres presentes en lareduccion de los datos de
gravedad (Grant y West, 1965).

Parker (1994) utiliz6 los datos de gravedad del glaciar Salmon como un ejemplo parailustrar
el método de programacioén lineal. Supuso que las observaciones gravimeétricas fueron corregidas
correctamentey utilizé un perfil de doce datos de gravedad, cuyos val ores se pueden ver en latabla
6.1, considerando que el déficit gravitacional proporcionado por estos datos es el resultado de la
sustitucion de roca de densidad promedio r = 2.7 g/cn?® por hielo de densidad promedior,, = 1.0
g/cm’. Paraestudiar estaanomalfa, Parker dividié el planox-z del glaciar en pequefios tridngul os de
densidad constante y aplico el método de programacién lineal a los datos para calcular tanto el

contraste de densidad como |la forma geométrica del cuerpo anémalo.
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FIGURA 6.1. (a) Seccién transversal del glaciar Salmon. Las lineas vertical es representan | as posiciones de
los pozos perforados en €l glaciar. Lalinea continua es la base del hielo calculada a partir de los datos de los
pozosy lalinea discontinua es el resultado de lainterpretacion geofisicade Grant y West (1965). (b) La
linea continua representa la anomalia de Bouguer completa y los puntos representan la anomalia

gravimétrica calculada con el modelo geofisico de lafigura (a) (modificada de Grant y West, 1965).

DISTANCIA ANOMALIA
(km) (mGal)
0.535 -15.0
0.749 -24.0
0.963 -31.2
1.177 -36.8
1.391 -40.8
1.605 -42.7
1.819 -42.4
2.033 -40.9
2.247 -37.3
2.461 315
2.675 -21.8
2.889 -12.8

TABLA 6.1. Valores observados de la anomalia de la gravedad del glaciar Salmon, British Columbia,
Canada (Parker, 1994).
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En un primer estudio, Parker solo tuvo en cuenta dos de | os puntos de observacion de latabla
6.1, el décimoy el duodécimo. Con estos puntos obtwo el cuerpo de lafigura 6.2, con una densidad
para |os tridngul os sombreados de-1.339 g/cm’. Posteriormente utiliz6 todos|os datosde latabla 6.1
y obtuvo el cuerpo de lafigura 6.3, cuyo contraste de densidad es -1.389 g/cm® y que presenta un

contorno para la estructura mas irregular que en el caso anterior.

puntos de observacion
v N
& &-

1km

FIGURA 6.2. Teselacion en tridngulos de la seccion transversal del glaciar Salmon para la solucion
aproximada del problema del cuerpo ideal de densidad minima con el método de programacion lineal,
utilizando dos datos de gravedad. L os triangul os sombreados son |os que representan el cuerpo andmalo de
contraste de densidad -1.339 g/cm®. Lalinea punteada representa el cuerpo geométrico ideal asociado con

los mismos datos. Modificada de Parker (1994).

puntos de observacion

FIGURA 6.3. Solucién del método de programacion lineal parael glaciar Salmon utilizando todos los datos
del perfil de gravedad. Lalinea punteada es el cuerpo geométrico ideal de lafigura6.2. Modificada de

Parker (1994).

En el caso del glaciar Salmon, el contraste de densidad del hielo con respecto a la roca
encgjante es constante y bien conocido por o que, en un tercer estudio, Parker supuso un contraste de

densidad fijo para el cuerpo anémalo de —1.7 g/cnv®. Con este valor Parker aplicé el método de
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programacion lineal parael célculo de labase del glaciar. Primeramente cal cul 6 una estructura cuya
fronterainferior fuese planay lo mas somera posible, dejando libre la extensién lateral del cuerpo
andmalo de manera que satisfaga exactamente |os datos de gravedad. La estructura geométrica
obtenida se puede ver en lafigura 6.4. Esta estructura presenta su fronterainferior a0.774 km de
profundidad, lo que indicaque labase del glaciar debe estar situada a una profundidad mayor queesa
medida en algin punto.

Este autor también cal cul 6 un model o de estructura con el mismo contraste de densidad que €l
anterior pero estavez calcul6 un areaminima parala seccion del glaciar que satisfaciera exactamente
los datos del perfil de gravedad. El model o que obtuvo Parker se presentaen lafigura6.5. El &rea

minima obtenida fue de 1.51 km? y la profundidad de la base es aproximadamente de 1 km.

puntos de observacion

v ~
Hielo
0.774 km
P
1km

FIGURA 6.4. Solucién del método de programacion lineal para el glaciar Salmon en el que laestructura

presenta el espesor minimo con un contraste de densidad de —1.7 g/cm?®. Modificada de Parker (1994).

puntos de observacion

1km

FIGURA 6.5. Solucion del método de programacion lineal para el glaciar Salmon en el que la estructura

presenta un &rea minima con un contraste de densidad de —1.7 g/cm®. Modificada de Parker (1994).
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Como se puede ver, tanto el modelo presentado por Grant y West (1965), como |los model os

calculados por Parker (1994), satisfacen los datos de gravedad, son consistentes entre si y r edizan una

buena estimacion de la profundidad del hielo del glaciar.

6.1.2. Inversion de los datos gravimétricos del glaciar Salmon

A continuacion vamos a utilizar los datos gravimétricos del glaciar Salmon, presentadosen la
tabla 6.1, para estudiar las ventajas y las limitaciones del método de inversion presentado en el
Capitulo 1V, basdndonos en lainformaci 6n aportada por los model os de Parker (1994). Pararealizar
lainversion de dichos datos, vamos a parametrizar tanto el contraste de densidad como lasfronteras
inferior y laterales del cuerpo anémalo utilizando funciones polinémicas, tal y como se harealizado
en los gjemplosdel Capitulo I V. Segln ésto, podemos trabajar con dos tipos de fuente. En el primero
vamos a suponer que labase del glaciar se puede aproximar por unafuncion constante, |o mismo que
la topografia, y las dos fronteras laterales van a venir descritas por los polinomios (4.4). En el
segundo caso supondremos que las fronteras | ateral es son funciones constantesy labase del hielovaa
venir descritapor el polinomio (4.13). Si observamoslafigura6.1(a) veremos que latopografiapara
este Ultimo caso también puede ser model ada mediante un plano.

Al igual quehicieran Grant y West (1965) y Parker (1994), vamos aconsiderar que | os datos
delatabla4.1 representan un déficit gravitacional debido alasustitucion de rocasolida, que presenta
una densidad conocida de 2.7 g/cm®, por hielo de densidad constante 1.0 g/cm?®, también conocida.
Por ello, podemos decir que la anomal ia gravimétrica correspondiente esdebidaalapresenciade un
cuerpo cuyo contraste de densidad es negativo, constante y de valor—1.7 g/cm®. Seglin ésto, vamosa
considerar que el polinomio dado por laexpresion (4.1) tienelaformaDr =p; =-1.7g/cm’ dejando
los otros cinco coeficientes del polinomio con valor cero. Como este contraste de densidad es
perfectamente conocido, no es necesario que evolucione alo largo de todo el proceso iterativo de
inversion, por lo que permanecerainvariable en todos|os casos considerados. Esto es posible porque
con este método setiene laventgjade poder elegir el nimero de pardmetros que van afuncionar como
incognitas del problema, las cual es se deben cal cular mediante el proceso de inversion, suponiendo
gue los demas parametros que describen lafuente son conocidos mediante lainformacién geol 6gicao
geofisica disponible en cada caso.

Con las consideraciones anteriores, el problemaacalcular parael caso del glaciar Salmon es
un problemano lineal en el que se vaahbuscar una posible solucion parala estructura geométrica del
valleglaciar que satisfagalos datos de gravedad, considerando que dicho problema esta pesado por la
desviacion estdndar de los datos, y cuya solucidn se va a calcular mediante la ecuacién (1.35). Para

ello se supone que laincertidumbre aportada por Grant y West (1965) paralosdatoses+1.96s =2
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mGal, esto es, suponiendo unaconfianzatipicadel 95%. Por tanto, la desviacion estandar en los datos
es s =1.02mGal.

Paradecidir cual vaaser el modelo inicial con el que vamos acomenzar el proceso iterativo
de inversion, debemos reunir toda la informacion disponible sobre el glaciar. Los Gnicos datos
conocidos son el contraste de densidad del hielo con respecto a la roca encajante, como ya
comentamos anteriormente, y las ubicaciones de los bordes laterales de la lengua del glaciar con
respecto al perfil de datos, que son las posiciones x; = 0kmy x, = 3.42 km (Parker, 1994). Con esta
informacion, y considerando que laestructurageneral deun valleglaciar tieneformade U debidoala
accion erosiva del hielo, podemos utilizar como modeloinicial el presentado en lafigura6.6 para
comenzar el proceso deinversion, donde se ha supuesto que laprofundidad paralabase del glaciar es
de 0.774 km, ya que es el espesor minimo calculado por Parker (1994) para el hielo del glaciar
(figura 6.4).

O_
< x
~ 20—
8 x *
é 7 \_x_ _x_,_./
° 40 X x
60 . i . I . I 1 (b)
e —T
€
é —
g § -1.7 sicm’
= - Ap—-17 8
>
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&
774 : | . ! . | ()
0 1 2 3
Distancia (km)

FIGURA 6.6. (a) Fuente anémala utilizada como modelo inicial en el proceso de inversion parael estudio de
los datos de la anomalia de Bouguer completadel glaciar Salmon. Los circulos negros situados en la frontera
superior del cuerpo corresponden alas posiciones del observador dadas en latabla 6.1. (b) Lacurvaformada
por las cruces es laanomalia de Bouguer compl eta registrada sobre el glaciar. Lalineasélidaeslaanomalia

gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).
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6.1.2.1. Caso 1: Fuente an6mala limitada lateralmente por funciones continuas de la

variable z

Vamos aredlizar lainversion de los datos de latabla 6.1 a partir del modelo inicial de la
figura 6.6. En este caso, supondremos que el glaciar Salmon se puede modelar con el tipo del fuente
descrito en laseccion 4.1 del Capitulo 1V, en el que tanto latopografiacomo lafronterainferior son
planas.

Como yaadelantamos anteriormente, vamos a considerar que el contraste de densidad en toda
la seccidn del glaciar es constante e invariable alo largo de todo el proceso de inversion, desde el
modelo inicial hasta el resultante, con un valor Dr =—1.7 g/cm®, puesto que este valor es un dato
conaocido. Por otro lado, en lasfronteras | ateral es descritas por |os polinomios (4.4), |os pardmetrosp;
y P11 también van a permanecer invariantes alo largo de lasiteraciones, ya que representan |os puntos
donde la base rocosa del glaciar aflora y estos valores numéricos también son perfectamente
conocidos: p; =x1 =0kmy pi1 =X, = 3.42 km. Por tanto, el nimero total de incognitas para este

problema es de siete y son las componentes del vector de parametros:

P ={ Ps P, P10, P12, P13, P14, P15} (6.1)

gue se vaacalcular mediante el proceso de inversion. Este problema presenta un total de doce datosy
siete pardmetros, por lo que es sobredeterminado. Para cal cular su solucién, realizamos un proceso de
inversion de 500 iteraciones. Enlafigura 6.7 se puede observar laevolucion del desajustealolargo
detodo este proceso. En estafigurano se observa una convergenciaclara hacia un determinado valor,
pero la evolucién de este factor esestable. Consideraremos quelasolucion final eslaalcanzadaenla
Ultimaiteracion, en laque el desgjuste alcanza el valor gs = 13.4, muy cercano a nimero de datosM

= 12 que es nuestro nivel de tolerancia T.

1E+4

1E+3

Desgjuge

1E+2

1E+1 T T | T T T

100 200 300 400 50C

No. deiteracion

FIGURA 6.7. Evolucion del desajuste gs alo largo de las 500 iteraciones del proceso de inversion.
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El modelo resultante, considerado como una posible solucion de nuestro problema, se puede
ver en lafigura 6.8, en lague se observa unafuente andmala con unaformaparecidaaladeun valle
glaciar, con una profundidad de la base de 0.96 km, la cual esta en excelente acuerdo con la
profundidad esperada para el glaciar Salmén. En cuanto al gjuste entre laanomalia gravimétrica de
este modelo y alaanomalia de Bouguer observada, vemos que en la parte central del perfil hay un
buen ajuste entre ambas anomalias pero en |os extremos no sucede |0 mismo.

Para este caso, se han realizado otros procesos de inversion partiendo de modelosiniciales
similares al de lafigura 6.6, pero en los que se havariado la posicion de lafronterainferior, para
intentar mejorar la solucién del problema. Una vez realizados |os correspondientes procesos

iterativos, se ha observado que los modelos resultantes son iguales al de lafigura 6.8.
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FIGURA 6.8. () Modelo resultante para el glaciar Salmon considerando una fuente anémala limitada
lateralmente por funciones continuas de lavariable z. Los circulos negros situados en lafrontera superior del
cuerpo corresponden a las posiciones del observador dadas en latabla6.1. (b) La curva formada por las

cruces es la anomalia de Bouguer completa registrada sobre el glaciar. Lalinea sdlidaeslaanomalia
gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).
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Se harealizado €l estudio de lasensibilidad de |os datos con respecto alos pardmetros cuyas
soluciones se calculan en lainversion. Como se puede ver en lafigura6.9, paralos pardmetrosdela
fronteraizquierda (ver gréficas (a), (b) y (c) dedichafigura), lamayor sensibilidad es positivay se
encuentra situada en el borde izquierdo del perfil. Paralos parametros de la frontera derecha (ver
gréficas (d), (e) y (f) delafigura6.9) lasensibilidad més alta es negativay se encuentralocalizadaen
el borde derecho del perfil. En estas seis graficas vemos que las curvas de sensibilidad no estan
completas si las comparamos con las obtenidas en |os ejemplos tedricos del Capitulo V. Esto es
debido alaescasez de datosregistrados sobre loslimites | ateral es que determinan el glaciar Salmén
con respecto alas montafias circundantes. Todo esto produce una falta importante de informacién
acerca de los parametros que determinan las fronteras laterales de su estructura. Por otro lado, la
gréfica6.9(g) nos muestralasensibilidad de los datos de gravedad con respecto al parametro p;s que
nos proporcionalabase del cuerpo. Podemos ver que la sensibilidad para este parametr o esmenor que
parael resto delos pardmetros de la estructura, pero los valores mas altos se localizan en la parte
central del perfil, donde tenemos unabuena distribucion de los datos de gravedad, 1o que hace quela
informacion contenida en los datos sea méas completa para este parametro que para las fronteras
laterales.

oHpl 20 &P 10 D] 8
dn, dp, apy
10| 5 4-
¢
0 L L |Yl @ 0 L L |vl(b) 0 L L |Yl ©
dApl o dFp] o Sp] o—
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FIGURA 6.9. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes a las derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen laestructuradel glaciar SAmon. Las

marcas sobre el gje horizontal de las gréficas muestran la posicion de los bordes del glaciar con respecto a

perfil de datos.
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Enlafigura6.10 se presentalamatriz de resolucién de este problema, que se ha cal culado
con unavarianzaresidual $ 2= 2.79 mGal ? que ha sido cal culada mediante |a expresion (1.56). El
valor numérico de esta varianza es mayor que el de la varianza estimada para los datos s 2 = 1.04
mGal?. Esto puede significar que, o bien laanomalia del modelo resultante no se ajusta de manera
totalmente satisfactoria a los datos observados, o bien la desviacion estandar de los datos ha sido
subestimada y deberia ser més alta.

Como se puede apreciar en lafigura6.10, los parametrospg y p;, tienen lamayor resolucion,
mientras que |os parametros pg, P10, P13 Y P14, que también definen las fronteras | ateral es, presentan
resoluciones bajas. Esto esta en consonancia con los resultados de la sensibilidad mostrados en la
figura 6.9 ya que, como vimos en los dos estudios tedricos de la seccion 4.1, laresolucién de los
pardmetros de las fronteras laterales de la fuente va a depender de la distribucion de los datos
observados en las zonas del perfil situadas principal mente sobre dichas fronteras, ya que es en estas
zonas donde los datos presentan mayor sensibilidad. En lafigura 6.10 también se puede ver que el
parametro pis, que corresponde a la frontera inferior del cuerpo, tiene una resolucion bgja. La
sensibilidad de los datos con respecto a este parametro también esbaja, pero como éstacorresponde a
los datos situados en el centro del perfil, y éstos estan bien distribuidos, lainformacion que poseen
acerca de estafrontera puede ser suficiente como para determinar su valor. De hecho, el valor dela
profundidad obtenido parael glaciar Salmon (p1s = 0.96 km) es aceptable, pues es consistente con los
resultados obtenidos por Grant y West (1965) y con los obtenidos por Parker (1994) en sus modelos

geofisicos.

Ps Po | Pro | Pr | P Pu P

1 1
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FIGURA 6.10. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.
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Enlatabla6.2 se presentan | os elementos de lamatriz de covarianza de los pardmetrosy en la
tabla 6.3 se pueden ver | as soluciones obtenidas para cada uno de los parametrosy susincertidumbres
calculadas apartir delos elementos de ladiagonal principal de lamatriz de covarianza suponiendo, en
este caso, un intervalo de confianzade+ 2.58s (99 %) . Podemosver en estamatriz quelosvalores
de las covarianzas de |os parametros no son muy elevados.

Lafigura6.11 nos muestrala matriz de correlacion. Se puede observar que la correlacion
existente entre los siete parametros del problemaes muy alta. De hecho, hay unafuerte correlacion
entre lostresparametros de lafronteraizquierda, y también hay unafuerte correlacion entre lostres
parametros de la frontera derecha. Asi mismo, el pardmetro que define la profundidad presenta
correlacion alta con los seis parametros restantes, pero en mayor medida con los pardmetros de la
fronteraizquierda, afectando a su resoluciény haciendo que éstasea baja. En latabla 6.4 se presentan
los valores numeéricos de estas correl aciones, donde se puede comprobar cuantitativamente que son

muy elevados.

Ps P P1o P12 P13 P14 Pis
1.944 107 | -1.454 107 | -1.858 107 | -1.214 107 | 1.054 107 | 1.624 10 | -1.31110°| ps
1.442 107 | 1.639 107 | 9.132 10° | -6.086 10° | -1.045 107 | 1.036 10° [ pg
2.118 107 | 1.357 10 | -1.005 107% | -1.633 107 | 1.440 10° [ py,
2.267 10 | -1.788 10? | -2.569 10? | 1.263 10° [ p,,
1.746 107 | 2.349 107 [ -1.03510°| pis
3.309 107 | -1.57510°[ pus
1116 10* [ pys

TABLA 6.2. Elementos de la matriz de covarianza de los pardmetros.

FRONT. IZQUIERDA

FRONT. DERECHA

FRONT. INFERIOR

ps = 6.2+ 0.4

pi2= -7.5+0.4

P15 = 0.96 + 0.03 km

Py = -12.0 + 0.3 km'*

Pio = 7.3 + 0.4 km'®

Pz = 17.4 + 0.3 km*

P,, = -12.3 + 0.5 km'®

TABLA 6.3. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.
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FIGURA 6.11. Matriz de correlacién de los parametros de la fuente.

Ps Po P1o P12 P13 P14 Pis
1.000 10*° | -8.687 10" | -9.156 10" | -5.782 10 | 5.724 10! | 6.404 10! | -8.902 10| pg
1.000 10*° | 9.379 10! | 5.051 10! | -3.836 10™ | -4.784 10™ | 8.165 10" | pg
1.000 10*° | 6.195 10! | -5.228 10™ | -6.169 10™ | 9.367 10" | P10
1.000 10*° | -8.986 10™ | -9.378 10" | 7.944 10" |  p12
1.000 10*° | 9.774 10" | -7.417 10| P13
1.000 10*° | -8.196 107" | Py,
1.000 10| pis

TABLA 6.4. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.
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6.1.2.2. Caso 2: Fuente anémala limitada superior e inferiormente por funciones continuas

de la variable x

A continuacion vamos a utilizar de nuevo el modelo delafigura6.6 como modeloinicial en
el proceso deinversion de los datos delatabla 6.1, en el que ahorase vaamodelar el glaciar Salmon
con el tipo de fuente de la seccion 4.2 del Capitulo 1V, en el que las fronteras |ateral es son planas.

Como en el caso anterior, el valor del contraste de densidad del hielo, con respecto alaroca
encajante, es conocido y devalor Dr =-1.7 g/cn?, y serainvariable durante el proceso deinversién
desde el modeloinicial hastael modelo resultante. Las fronteraslaterales delaestructuraque sevaa
model ar coinciden con laposicion de los puntos donde la base rocosa del glaciar af lora, siendo sus
valores p;; =0kmy p;, = 3.42 km. Estos pardmetros también permanecerdn constantes durante el
proceso deinversion, ya que también son datos conocidos. El nimero total de incdgnitas en este caso
es de cuatro, todas correspondientes alos coeficientes del polinomio (4.13) que describelafrontera

inferior del cuerpo andmalo. Por tanto, el vector de pardmetros de laexpresion (4.14) esdelaforma:

p = { pz Ps, Po, Pro} (6.2)

por 1o que el problema a resolver es un problema sobredeterminado.

Calculamos la solucién de las componentes del vector (6.2) realizando un proceso de
inversion de 500 iteraciones. Enlafigura6.12 observamos laevolucion del desajusteqs alolargode
dicho proceso. En estafigura se observa convergenciaa partir de laiteracion 352, pero el desajuste
oscilaentre cuatro valores a partir de ese punto. Esto indica que tenemos cuatro posibles model os
finales que pueden ser candidatos a solucién de problema. Si nos fijamos en los valores del desajuste
para estos cuatro model 0s, vemos que | os cuatro son muy altos comparados con el valor detolerancia
T=12, esto es, los valores son: 683.9, 792.2, 358.3 y 282.1, por lo que ninguno de los modelos
correspondientes van a explicar, de manera totalmente satisfactoria, |0s datos de gravedad.

Paraver si es posible mejorar el resultado delainversion, se hautilizado como modeloinicial
paralaestructurael modelo obtenido por Grant y West (1965) que se puede ver en lafigura6.1, con
un contraste de densidad de —1.7 g/cn?. El resultado de este segundo proceso iterativo ha sido
exactamente el mismo que el ya obtenido anteriormente, por lo que no se hamejorado la solucién del

problema.
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FIGURA 6.12. (a) Evolucién del desajuste gs alo largo de las 500 iteraciones del proceso de inversion. (b)
Detalle de la evolucion del desajuste a lo largo de las 50 Ultimas iteraciones del proceso.

Aungue en este caso ninguno de los cuatro model os se pueden considerar como una solucion
sdtisfactoria de nuestro problema, vamos a elegir el modelo que presenta menor desajuste de los
cuatro, puesto que es el mas cercano al valor delatolerancia, paraestudiar cudles son las causas de
estafalta de gjuste con respecto alos datos de gravedad. La estructura del modelo correspondiente,
gue presenta un desajuste gs = 282.1, se puede observar en lafigura 6.13(a). La parte central del
cuerpo tiene forma de cuencay en |os lateral es aparecen dos triangulos de densidad 1.7 g/cnt cuya

presencia hace que |os bordes lateral es de la anomalia se hagan mas positivos.
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FIGURA 6.13. (a) Modelo resultante para el glaciar Salmon considerando una fuente anémala limitada
superior e inferiormente por funciones continuas de la variable x Loscirculos negros situadosen lafrontera
superior del cuerpo corresponden alas posiciones del observador dadas en latabla6.1. (b) Lacurvaformada
por las cruces es laanomalia de Bouguer completaregistradasobre el glaciar. Lalinea sdlidaeslaanomalia

gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).

A pesar delos contrastes de densidad positivos presentes en los laterales de la estructura, aln
no se ha conseguido un buen ajuste entre la anomalia gravimétrica calculada y la anomalia de
Bouguer observada, como se puede ver en la figura 6.13(b), o cual era de esperar debido ala
informacion dada por el desajuste. De lamismamaneraque parael caso 1, esto esdebido alafaltade
datos de gravedad en los bordes del glaciar, o cual produce unacarenciade informacion importante
acerca de | os parametros calculados. No obstante, este modelo podria considerarse relativamente
satisfactorio, puesto que nos proporcionaunaideade laprofundidad del hielo del glaciar con un valor
de 0.84 km, el cual es consistente con el valor obtenido en el caso 1y con los resultados de Grant y
West (1965) y Parker (1994).
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Se harealizado un estudio delasensibilidad que presentan los datos de gravedad con respecto a
los cuatro parametros que definen lafronterainferior del cuerpo, paraeste caso, el cual se presentaen
lafigura6.14. Como seve en dichafigura, las cuatro gréficas no presentan su formacompletasi las
comparamos con las graficas obtenidas en | os distintos ejempl os tedricos presentados en el Capitulo
IV. Aunque los valores de sensibilidad son muy altos, |a falta dedatos de gravedad registrados sobre
los bordes del glaciar hace que la informacion disponible acerca de los cuatro parametros de la
frontera inferior sea muy escasa en este caso.

dHp] . dApl 40
do &,
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- 80
-100
@ -120 ®
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-AD 550
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o 1 2 3 o 1 2 3
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FIGURA 6.14. Representacion gréfica de las columnas del jacobiano correspondientes alas derivadas del
funcional F[p] del problema con respecto alos parametros que definen la estructura del glaciar Salmoén. Las

marcas sobre el gje horizontal de las graficas muestran la posicién de los bordes del glaciar con respectod
perfil de datos.

La varianza residual en este caso tiene un valor $ ? = 36.7 mGal?, bastante mayor que la
varianzadelos datos, |o que indica que el model o resultante no explica satisfactoriamente laanomalia
de Bouguer observada, como se puede apreciar en lafigura 6.13(b). Con esta varianza residual se
calculalamatriz de resolucion de los pardmetros, lacual se presentaen lafigura6.15,y en ellase
observaque el que presenta mayor resolucién es el pardmetrop,qy €l quepresentapeor resoluciones
el pardmetro ps, que es consistente con el estudio de la sensibilidad. Aunque los cuatro pardmetros
tengan unaresolucion alta, hay que tener en cuenta que lainformacién proporcionada por los datos

acerca de los cuatro parametros es muy escasa, de ahi que el model o obtenido no sea una solucion
satisfactoria.
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FIGURA 6.15. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.

En la tabla 6.5 se presentan los valores numéricos de los elementos de la matriz de
covarianza, los cuales no son elevados. Con los elementos de ladiagonal principal de dichamatriz se
calculan lasincertidumbres en las soluciones de | os pardmetros suponiendo un interval o de confianza
de+ 2.58s (99 %). Los parametros, junto con susincertidumbres, se pueden ver enlatabla6.6. La
matriz de correlacion se presentaen lafigura6.14 y los val ores numéricos de sus elementos se pueden
ver en latabla 6.7. Como se puede observar, hay unafuerte correlacion entre los parametrospy, po Y

P10 paraeste caso.

p7 Ps Po P1o
2.804 102 | 8.949 10* | -2.866 102 | 9.389 10° |  ps

1.050 102 | 5.789 10* | -5.400 10*|  ps

3.115 102 | -1.077 102||  pg

3.86310° | P10

TABLA 6.5. Elementos de la matriz de covarianza de los parametros.
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TABLA 6.6. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

FIGURA 6.16. Matriz de correlacion de los pardmetros de la fuente.

FRONT. INFERIOR

p7 =-0.8+ 0.4 km

ps = 1.72 + 0.08

Pe = -0.4 + 0.5 km'™

P1o = -0.01 + 0.16 km™

TABLA 6.7. Elementos de la matriz de correlacién de los pardmetros.

p7 Ps P9 P10
1.000 10°° | 1.624 10" | -9.546 10™ | 8.880 10" p7
1.000 10*° | 1.012 10! | -2.681 107" | Ps
1.000 10*° | -9.820 10| P9
1.000 10*°| P10
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6.1.2.3. Discusion

Al aplicar el método de modelado einversion, desarrollado en este trabajo, a un caso clasico
conocido como el glaciar Salmén, se han observado ciertas ventajasy ciertas limitaciones que hay
gue tener en cuenta en la aplicacion de esta metodol ogia a otros casos menos conocidos.

Una de las ventajas de este método es que podemos incorporar, dentro del proceso de
inversion, lainformacion disponible sobre lafuente anémala. De esta manera, se puede reducir el
namero delos par @metros que forman el vector incégnitap del problema, a convertirse éstos en datos
conocidos de la fuente. Esta reduccion en el nUmero de incégnitas disminuye la inestabilidad
inherente en el célculo delasolucion de un problemainverso y hace més rapido el proceso iterativo.

Para calcular de manera eficaz los parametros que definen la estructura geométrica de la
fuente mediante este método, es necesario que el perfil de datos de gravedad presente una buena
distribucién delos mismosalo largo del perfil. Ademés de ésto, también es necesario que el registro
de los datos de gravedad se realice abarcando toda la fuente anémala, sobrepasando sus limites
laterales, para asi poder garantizar la obtencion de la informacién necesaria para calcular los
parametros que definen la estructura del cuerpo. Ladistribucién de los datos registrados sobre el
glaciar Salmon no ha sido un problema alahora de estudiar estecaso, debido a que dichas datos se
encuentran equiespaciadosy en nimero suficiente como parapermitir que el problemadeinversion
sea sobredeterminado. Por tanto, no es necesario realizar lainterpol acion delos datos disponibles para
ampliar su numero, ya que lainformacion obtenida seria redundante y ésto no garantiza una mejor
resolucién del problema. El problema que hemos encontrado en el estudio del glaciar Salmdn,
utilizando el método desarrollado en este trabajo, radica en que la sensibilidad de los datos de
gravedad, con respecto alamayoriade | os parametros que definen la estructurade la fuente, presenta
losvalores mésaltos en laposicidn del perfil correspondiente ala ubicacion deloslimiteslateralesde
dicha estructura. Como en el caso del glaciar Salmon estas zonas no estan cubiertas con datos de
gravedad, vamos a sufrir de falta de inf ormacion acerca de | os pardmetros que definen su estructura,
de ahi que los model os resultantes para este caso no sean tan satisfactori os como esperdbamos. Este
problema no es de f&cil resolucién, puesto que no seria aconsejable ampliar el perfil de datosde
gravedad afiadiendo nuevos datos sintéticos en sus bordes para que éste abarque todala estructura del
galciar Salmon.

A pesar del problemade lafalta de datos en los bordes del glaciar Salmén, podemos concluir
gue, al menos en el caso 1, el método desarrollado en este trabajo nos proporciona una estimacion
satisfactoria de la profundidad que alcanza el hielo del glaciar, segun |os resultados obtenidos por
Grant y West (1965) y Parker (1994), y que se pueden ver en las figuras 6.1, 6.3, 6.4y 6.5.
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6.2. ESTUDIO GRAVIMETRICO DE LA CUENCA LAGUNA SALADA, BAJA
CALIFORNIA , MEXICO

6.2.1. Marco geoldgico y antecedentes

La Laguna Salada es una cuenca estructural con subsidencia activa cuya altura media se
encuentraaunos pocos metros por debajo del nivel del mar. Esta situada en el norte de lapeninsula
de Baja California, México, a 30 km al suroeste de la ciudad de Mexicali. Tiene una longitud
aproximada de 100 km en direccion NNW y una anchura de unos 20 km en promedio. En el lado
oriental seencuentralimitadapor lassierras Cucapay El Mayor que presentan alturas de alrededor de
750 m sobre el nivel del mar. El limite occidental de la cuenca esta formado por Sierra Judrez, de
unos 1800 m de altura sobre el nivel del mar (figura 6.16).

La cuenca L aguna Sal ada forma parte de una gran depresi 6n tectdni ca denominada Depresion
de Salton, lacual pertenece alaparte norte dela Provincia Extensional del Golfo de California (Gastil
et al., 1975). Esta &rea es una zona de def ormaci 6n tecténica rel acionadacon lafronteratransforme de
las placas Pacifico y Norteaméricay su formacion esresultado del proceso extensional del Mioceno
medio y tardio que evoluciond aun sistematranstensivo en el Plioceno (Stock y Hodges, 1989). La
deformacion en el interior delaDepresion de Salton es el producto de los movimientos transcurrentes
y divergentes entre |l as placas tecténicas del Pacificoy de Norteamérica. EI movimiento relativo entre
estas placas se distribuye en una amplia zona de deformacion a través de sistemas de falla sub-
paralelos. Se han descrito cinco sistemas defalla principales en estaregion (figura6.17): San Andrés,
San Jacinto, Elsinore-Laguna Salada, Imperial y Cerro Prieto (Axen et al., 1998).

En un principio se propuso gque la cuencal aguna Salada pudo ser generada por unaestructura
“pull-apart” (rompimiento por traccién) entre zonas de fallas dextrales en escalén (Mueller y
Rockwell, 1991), con un relleno de alrededor de 6000 m en su parte central (Kelm, 1971). Sin
embargo, actual merte se ha propuesto que laevolucién de la cuenca Laguna Salada es el resultado de
la formacion de un semi-graben somero formado sobre la falla Cafiada David, la cual es unafalla
normal de bajo angulo tipo “detachment” cuya expresion en superficie se encuentra en lamargen
oriental delacuenca (figura6.18), y delainteraccidn entre fallas activas de desplazamiento lateral
dextral -oblicuo con direccion NW y tendenciaparalela al sistemade falla San Andrés, entre las que
destacan lafallaCucapay lafallalLaguna Salada, situadas en lamargen oriental de la cuenca (Axen,
1995). El escarpe de Sierra Juarez presenta una serie de fallas de alto angulo subparalelas de
orientacion NNW y forma el bloque de techo de lafalla normal de bajo angulo Cafiada David, que
presenta deslizamiento hacia el oeste. Este model o es compatible con un model o de fallamiento de
bajo angulo detipo “rolling hinge” (charnelamigrante) el cual predice unamigracion progresivadela

deformacion en ladireccion de transporte tectonico de lafalade bgjo angulo (Wernicke, 1995; figura
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6.19). Laimplicacion de este modelo es que el basamento granitico metamorfico que se encuentra
expuesto en las sierras Cucapay El Mayor formael blogue de piso que hasido levantado por erosién
tectonica (Barnard, 1968; Siemy Gastil, 1994). A su vez, lainteraccién entre fallas de desplazamiento
lateral y fallas normales hacontribuido al desarrollo delacuencay al levantamiento de dichas sierras
(Mueller y Rockwell, 1991; Siem y Gastil, 1994). Segin este modelo, la geometria de la cuenca

Laguna Salada esta controlada por €l sistema de fallas que componen sus mérgenes.
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FIGURA 6.17. Marco tectonico del norte de la peninsula de Baja California El rectangulo central dela

figura sefialalalocalizacion de la cuenca Laguna Salada. Modificada de Frez y Frias-Camacho (1998).
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FIGURA 6.18. Mapa geol 6gico de |a cuenca L aguna Salada. Modificado de Garcia-Abdedem et d. (2000).

Lasrocas del basamento en laregion de laLaguna Salada se puede dividir en tres bloques: el
bloque de las sierras Cucapay El Mayor, el bloque de Sierra Juarez y el horst de SierraLa Tinaja.
Este basamento esta compuesto por rocas metamérficas pre-batoliticasdel Paleozoico, principalmente
gneisses, esquistos, anfibolitas, marmol y cuarcita, y rocas graniticas del Cretacico, intrusionadas por
diques de composicidn baséltica a andesitica. Las rocas plutdnicas presentes en Sierra Juérez forman

parte del batolito peninsular y su composicion varia principalmente de tonalita a granodiorita (Gastil
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et al., 1975; Romero-Espejel y Delgado-Argote, 1997). En Sierra Cucapa afloran gneisses, marmol es
y, en menor proporcion, anfibolitas y cuarcitas, posiblemente del Pérmico-Jurésico. En la parte
centro-sur de esta sierra aflora un intrusivo de tonalita denominado Tonalita La Puerta, emplazado
durante el Cretacico-Paledgeno (Barnard, 1968; Gastil et al., 1975). Las rocas metasedimentarias de
Sierra El Mayor se encuentran intrusionadas por rocas pluténicas cuyacomposicion variadetonalitaa
monzogranito (Siem, 1992). El horst de SierraLa Tinaja es un blogque granitico cubierto por rocas
volcanicas terciarias y situado al sur de la cuenca Laguna Salada.

Sobreyaciendo alas rocas del basamentocristalino, que componen los bloques querodean la
cuenca Laguna Salada, afloran rocas vol cénicas emplazadas en el Mioceno. Estas rocas se encuentran
distribuidas en pequefias zonas al norte delas sierras Juarez y Cucapa. El espesor de estas unidades es
del orden de unos pocos metros a decenas de metros (Barnard, 1968; Gastil et al., 1975).

El depdsito de sedimentos en la cuenca L aguna Salada ha sido controlado por laincursion
marina poco profundade | as aguas del Golfo de California durante el Mioceno Tardio-Plioceno, por
laposicion del Deltadel Rio Colorado en el Pleistoceno y por el continuo y localizado levantamiento
delassierras. En 1995, laComisién Federal de Electricidad realizé laperforacidn de tres pozos (EL S-
1, ELS-2 y ELS 3; figura 6.18) en la cuenca Laguna Salada que indican un espesor para los
sedimentos de mas de 2400 m en la margen oriental de la cuenca (Alvarez-Rosales y Gonzél ez
Ldpez, 1995) . Las columnas estratigraficas de estos pozos se presentan en lafigura 6.20 (Martin-
Bargjas et al., 2000).

(a) antesdelaextension (b) antesdel rebote isostético
rocas supraconicalesj :
moho TRy
40
ESCALA
20
km
0
0 20 40
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FIGURA 6.19. Modelo conceptual de una zona de “rolling hinge” . Modificado de Wernickey Axen (1988).
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FIGURA 6.20. Unidades lito-estratigréficas en pozos de exploraci6n geotérmica realizados en lacuencadela
Laguna Salada por la Comision Federal de Electricidad. Modificada de Martin-Barajas et al. (2000).

Se ha propuesto que la profundidad del basamento por debajo de la cuenca L aguna Salada es
fuertemente asimétrica. Kelm (1971) interpretd datos gravimétricosy magnéticos alo largo de dos
perfiles que cruzan la cuenca en direccion este-oeste. Como hemos citado anteriormente, este autor
propuso un primer modelo de la geometria de la cuenca como un graben de unos 6000 m de
profundidad méxima para los sedimentos. Arellano-Guadarrama y Venegas-Salgado (1992)
interpretaron anomalias gravimétricas residuales y datos magnéticos de la zona para estudiar la

morfologia del basamento debajo de la cuenca. Estos autores propusieron un modelo de la cuenca
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como una depresion principal en laporcion central y sureste de la misma gque al canza profundidades
del alrededor de 3000 m y una pequefia subcuenca al NNE del orden de 1500 m. A partir de la
interpretacion de los datos magnéticos, estos autores postularon |la existencia de dos cuerpos
intrusivos basicos en ladepresion central. Por otro lado, de los tres pozos mencionados (figuras6.18 y
6.20), el EL S-3 cort6 el basamento aunos 900 m en lamargen occidental delacuenca, el pozo ELS-2
lo hizo a unos 1300 m en su parte central y el pozo ELS-1 perfor6 2404 m de sedimentos en la
margen oriental de la Laguna Salada sin cortar el basamento. El espesor de las secuencias
sedimentariasy las variaciones |itol 6gicas que aparecen entre los pozos (figura 6.20) implican que €
basamento se encuentra basculado haciala margen oriental, alcanzando una profundidad minimade
2500 m en estamargen de la cuenca (V dzquez-Hernandez, 1996; Martin-Bargjaset a., 2000). Garcia-
Abdeslem et al. (2000) han obtenido un modelo similar apartir de datos gravimétricosy magnéticos,
en el que proponen un incremento del espesor de los sedimentos hacia el este, alcanzando una
profundidad maxima de 3 km, de acuerdo a una estructura de semi-graben.

Sanchez-Monclu (1997) interpreta, mediante el estudio de las derivadas del potencial
gravitacional, que la cuenca Laguna Salada esta integrada por dos o incluso tres subcuencas. La
primera de ellas estaria situada al sur del cerro El Centinela (figura 6.18), limitada por dos altos
estructurales que laseparan, por un lado, del Valle Imperial y, por el otro, dela subcuenca principal
delalaguna Salada. La segunda subcuenca, interpretada por este autor, estariasituadaen el centro de
la zona de la Laguna Salada, ésta es la subcuenca principal ya que presentala mayor extension de
todas. Por ultimo, latercera subcuencaestaria situada en |a parte suroeste de la subcuenca principal.

En la cuenca Laguna Salada se han realizado numerosos trabaj os geofisicos, sobre todo de
gravimetria, magnetometria, magnetotel (rica, sismicidad y geotermia. Ademas delosyacitados, la
mayoriade estos trabajos han sido publicados como informestécnicos por el Centro de Investigacion
Cientificay de Educacion Superior de Ensenada (CICESE), por la Universidad de Baja California
(UABC) y por la Comisién Federal de Electricidad (CFE) de México.

6.2.2. Inversion de datos gravimétricos de la Laguna Salada en 2D

A continuacion vamos a utilizar el método de inversion propuesto en el Capitulo 1V para
calcular lageometriay ladistribucién de densidades de la cuenca Laguna Salada alo largo de dos
perfiles trazados sobre el mapa de anomalias residual es i sostéticas calculado por Garcia-Abdedem et
al. (1995). La base de datos gravimétricos, utilizada por estos autores para calcular las anomalias
residuales, integra datos registrados por V el asco-Hernandez (1963), Kelm (1971), Garcia Abdedemy
Espinosa- Cardefia (1994) y Ramirez-Herndndez et al. (1994). A partir de estos datos, Garcia-

Abdeslem et al. (1995) cal cularon un mapa de anomal ias de Bouguer completa de lacuenca Laguna
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Salada y éareas adyacentes. También calcularon el mapa regional utilizando e modelo de
compensacion isostética de Airy-Heiskanen (Heiskanen y Moritz, 1985) y un modelo digital de
topografia-batimetria de la region de estudio. Supusieron unadensidad paralacargatopograficaenla
zona de 2.67 g/cn®, una profundidad de compensacién a nivel del mar de 25 km y un contraste de
densidad en la frontera Corteza-Manto de 0.35 g/cnt. Con estos datos |os autores obtuvier on e mapa
deanomaliasresidualesisostéticas de lafigura6.21y modelaron un perfil entre SierraJuérezy Sierra
El Mayor, encontrando una estructura de semigraben con una profundidad maximadel orden de 2500

m en la margen oriental de la cuenca.

NORTE (km)

= -.!"

650
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FIGURA 6.21. Mapa de anomalias residual es i sostéticas sobre el mapa de la topografia de la cuencade la
Laguna Salada. Lasisolineas blancas se encuentran en unidades de mGal. Las dos |ineas negras representan
los perfiles que se van ainterpretar en este estudio.
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Como se observaen lafiguraanterior, laanomaliaresidual isostética en lamargen occidental
de la cuenca Laguna Salada presenta un gradiente horizontal suave que sugiere la ausencia de
contrastes de densidad bruscos en esta area. Por otro lado, en la margen oriental de esta cuenca,
aparece un gradiente intenso que se puede interpretar como un cambio brusco en ladensidad debido a
lapresenciadelasfallas Laguna Saladay Cafada David. Otro rasgo que destaca en este mapa es un
minimo de-35 mGal, situado en la parte central dela cuencaLaguna Salada, y cuyo origen es debido
al contraste de densidad entre el material sedimentario querellenalacuencay el basamento quelo
rodea (Garcia-Abdeslem et al., 2000). En laparte norte delacuenca, al sur del Cerro El Centinela,
aparece otro minimo de -20 mGal, indicando la presencia de una posible subcuenca separada de la
subcuenca principal por un alto estructural del basamento (Arellano-Guadarramay V enegas- Sagado,
1992; Sanchez-Monclu, 1997).

La forma alargada de la cuenca Laguna Salada hace que esta estructura sea idénea para
realizar un estudio bidimensional de su distribucién de densidadesy su forma geométricamediante el
método de inversion desarrollado en el Capitulo V. Por ello, y como se mencioné al principio dela
seccion, se van aextraer dos perfiles del mapa de anomaliasisostaticasresiduales delafigura6.21.
Uno de ellos esta trazado sobre la subcuenca principal de la Laguna Salada y el otro sobre la

subcuenca secundaria situada al norte de la anterior.

6.2.2.1. Perfil P1: Subcuenca principal.

El perfil P1tiene unalongitud total de 28 kmy cruzatransversalmente la subcuenca principal
de la Laguna Salada en direccion ENE. Esta orientacion es subparalela a los gradientes que
caracterizan las anomalias residual es de las margenes oriental y occidental de la cuenca. Como se
puede ver enlafigura6.21, las posiciones de |os extremos de este perfil coinciden, aproximadamente,
con el basamento que aflora al pie de las sierras que limitan la Laguna Salada.

Antesdeiniciar lainversion de los datos, restaremos un gradiente gravimétrico lineal al perfil
P1, paraqueel valor delaanomaliaresidual isostéticaen sus extremos seade 0 mGal (figura6.22). A
continuacion vamos a utilizar el perfil resultante, con M = 57 datos equiespaciados a 500 m, para

estudiar la geometriay la distribucién del contraste de densidad de la subcuenca principal de la

Laguna Salada, suponiendo que la desviacion estandar de los datos de gravedad ess = 1.0 mGal.



Aplicacién a datos de campo 323

20 —
0o —
é —
g8

20 —

-40 T | T

-20 [0} 20
Distancia (km)

FIGURA 6.22. Perfil P1 sobre la subcuenca principal delalLaguna Salada. Lalineasolidaeslaanomalia
residual isostética en dicho perfil, lalinearecta atrazos es el regional sustraido y lalinea de crucesesla

anomalia resultante que se ha utilizado como base de datos para la interpretacion de este perfil.

6.2.2.1.1. Caso 1: Fuente andmala limitada lateralmente por funciones continuas de la

variable z

Vamos a comenzar modelando |a subcuenca principal de la Laguna Salada con el tipo de
fuente descrito en laseccion 4.1 del Capitulo IV, en el que se considera que latopografiade lazona
de estudio es plana. Si observamos la figura 6.23, vemos que la topografia del perfil P1 es
aproximadamente plana en el centro de la cuenca, con una altura promedio zo = 0 m sobre el nivel del
mar, mientras que en los extremos del perfil latopografia se eleva, alcanzando cotas maximas de unos
200 m sobre el nivel del mar. En este caso, podemos corsiderar que la frontera superior de la
estructura geométrica de la fuente en este perfil es un plano z; =z, = 0 km, sin que se introduzcan
errores importantes en el calculo de la solucién.
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FIGURA 6.23. Topografia del perfil P1.

Para este tipo de fuentes, el nUmero maximo de parametros esN = 15. En principio no vamos
aconsiderar invariable ninguno de ellos en el proceso de inversion, paraver como se comporta el
método al aplicarlo a un problema con datos de campo, en el que no se ha tenido en cuenta la
informacion disponible acercadel contraste de densidad o laestructurade lafuente. Por ello, el vector
de parametros que hay que calcular tiene 15 componentesy viene dado por laexpresion (4.5). Como
el nimero de datos en este perfil esM =57, el problemade inversion en este caso es un problema
sobredeterminado.

Como modeloinicial se haelegido el modelo de lafigura6.24, en el que consideraremos que
un valor razonable para el contraste de densidad promedio en la cuenca, entre el materia sedimentario
y el basamento que lerodea, esDr = p, = -0.3 g/cn?® (Kelm, 1971), dado por el polinomio (4.1). En
cuanto a la estructura de dicho modelo, s6lo hemos tenido en cuenta la informacion obtenida
directamente en superficie, por o que consideraremos que las fronteras | ateral es vienen descritas por
los polinomios (4.4), dondef,(2) = p; =-12km vy f,(2) = p11 =12 km, que son los puntos donde aflora
el basamento en este perfil, los cual es estén | o suficientemente al ejados de | os bordes del mismo como
paraevitar una posible falta de resolucion en el calculo delasfronteraslaterales, como ocurrié en el
caso del glaciar Salmon. En cuanto alafronterainferior, se vaasuponer que éstaviene dadapor z =
p1s = 2 km, la cual podria considerarse como una profundidad promedio para la cuenca. Con este
model o iniciamos un proceso deinversién de 200 iteraciones parael célculo delasolucion de nuestro
problema.

Enlafigura6.25 se puede observar laevolucion del desajuste durante el proceso iterativo. El
valor de este parametro disminuye de manera constantey estable alo largo detodo el procesoy no se
Ilegaaal canzar unasolucion minima paralos parametros del modelo de fuente. A partir de la décima
iteracion el desajuste alcanza valores menores degs = 10y, como el valor delatoleranciaen este caso
es T= M =57, ésto nosindica que estamos sobredeterminando |los datos de gravedad, por tanto
elegiremos como solucion aquélla cuyo valor del desajuste sea lo mas parecido a la tolerancia
permitida. Este valor se alcanza en la cuarta iteracion, siendo gs = 55.04, con un factor de

amortiguacionb ™ = 82.6. Lasolucién resultante se presentaen lafigura 6.26, donde vemos que hay
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un buen ajuste entre la anomalia residual isostatica y la anomalia correspondiente al modelo de
fuente. Sin embargo, la geometria de la fuente anémal a obtenida no se parece alaestructura de un
semigraben que se deduce tanto de los datos geol 6gicos como geofisicos presentados en otros
trabajos, y losrasgos generales del contraste de densidad obtenido en el modelo presentan capas
sedimentarias casi verticales en la margen izquierda de |a fuente, cambiando progresivamente su
pendiente hasta ser casi horizontal en la parte central -derecha de la estructura. En cuanto a la
profundidad obtenida, ésta es del orden de 2.2 km. Este valor se podria considerar como un promedio
delaprofundidad de la cuenca, aunque sabemos, por los datos obtenidos de las perforaciones de la
Comisién Federal de Electricidad (Alvarez-Rosalesy Gonzal ez-Lopez, 1995), que laprofundidad de
la cuenca es mayor de 2.4 km en la margen oriental de la mismay menor de 1 km en su margen
occidental. En conclusién, el modelo obtenido no es el modelo esperado para la cuenca Laguna
Salada por lo que sera desechado como modelo final.
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FIGURA 6.24. (a) Fuente anémala utilizada como modelo inicial en el proceso de inversion parael estudio
de los datos de la anomalia residual isostética de la cuenca Laguna Salada. Los circulos negros situados en la
frontera superior del cuerpo corresponden a las posiciones del observador en el perfil P1. (b) Lacurva
formada por las cruces es la anomalia residual isostatica del perfil. La linea solida es la anomalia

gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).
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FIGURA 6.25. Evolucion del desajuste g, alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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FIGURA 6.26. (a) Modelo resultante para el perfil P1 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente anémala limitada lateralmente por funciones continuas de la variable z Loscirculos negros situados
en lafrontera superior del cuerpo corresponden alas posiciones del observador en el perfil P1. (b) Lacurva
formada por las cruces es la anomalia residual isostética del perfil. La linea sélida es la anomalia
gravimétrica del cuerpo anomalo de la figura (a).
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Como vimos en el caso del glaciar Salmon, el método de inversién propuesto en este trabajo
permite fijar algunos de los pardmetros de la fuente andmal a dejandol osinvariablesy permitiendo la
evolucién de los parametros restantes durante todo el proceso deinversién. Por ello, vamos a seguir
un nuevo procedimiento de trabajo en el que, primeramente, vamos a calcular |a estructurageomeétrica
de la Laguna Salada con un contraste de densidad constante que seria el promedio para toda la
estructura. Para ésto, vamos a considerar fijos, y de valor 0, cinco de los seis pardmetros del
polinomio (4.1) de ladensidad: p,, ps, P4, Ps, Ps- También consideraremos fijoslos parametros p; =-
12km y p,; =12 km paralasfronteraslaterales, dadas por |os polinomios (4.4), que son |os puntos
donde aflora el basamento cristalino alo largo del perfil y sus posiciones son conocidas. El resto de
| os parametros son |las incégnitas de nuestro problema que deben ser determinadas en lainversion.

Por tanto, el vector de pardmetros a calcular es:

P = { P1, Ps: Po: P1os P12, P13, P4, Pis} (6.3)

teniendo un total de N = 8 incAgnitasy M = 57 datos, por |o que el problema es sobredeterminado.
El modelo inicial para este caso es el mismo que para el caso anterior y viene dado por la
figura 6.24. Iniciando con este model o se realiza un proceso de inversion de 200 iteraciones. En la
figura 6.27 se observala evolucién del desajuste, cuyo valor presenta una disminucion continuay
estable en todo el proceso. A partir de laundécimaiteracion, el valor del desajuste es menor de 35,
gue es bastante mas pequefio que €l valor de latolerancia para este caso (T =M = 57). Esto indica
gue las anomdias correspondientes a los modelos alcanzados en las siguientes iteraciones
sobredeterminan los datos del problema. Como no se ha alcanzado una sol ucién minima para nuestro
problema, elegiremos el model o resultante en la décimaiteracion como posible solucion, conb™ =
25.5y gs = 51.0, que tiene un valor cercano a la tolerancia del problema. La forma del modelo

resultante se puede ver en lafigura 6.28.
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FIGURA 6.27. Evolucion del desajuste g, alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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Laestructura geométrica del modelo resultante tiene laforma de un semigraben con mayor

subsidencia en la margen derecha de la misma, como se puede observar en la figura 6.28. La
profundidad maximaalcanzadaes z, = p1s = 2.66 kmy el contraste de densidad promedio entodala
seccién es Dr = py=-0.37 g/lcm?®. Esta solucién presenta un model o de estructura satisfactorio de

acuerdo con los trabajos geol 6gicos y geofisicos realizados en la zona anteriormente.
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-20 -10 0 10 20

Distancia (km)

FIGURA 6.28. (a) Modelo resultante para el perfil P1 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente andmala limitada lateralmente por funciones continuas de la variable z y con contraste de densidad
constante. Los circulos negros situados en la frontera superior del cuerpo corresponden alas posiciones del

observador en el perfil P1. (b) Lacurvaformada por las cruces eslaanomaliaresidual isostéticadel perfil.

Lalinea solida es la anomalia gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).

En la figura 6.29 podemos ver la matriz de resolucién correspondiente a este caso. Para
calcular esta matriz se ha utilizado una varianza residual cuyo valor es $ % = 1.04 mGal 2. El valor
numérico de esta varianza es casi el mismo que el de la varianza estimada para los datos (s ? = 1.0
mGal?). Esto significa que laanomaliadel modelo resultante se ajusta de manera satisfactoriaalos

datos observados, como podemos ver en lafigura 6.27(b). En lamatriz de lafigura 6.29 podemos
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apreciar que el parametro con mayor resolucién es el p;, correspondienteal contraste de densidad de
lafuente. En cuanto alos pardmetros de las fronteras | ateral es, observamos que los correspondientes a
la frontera derecha presentan mayor resolucion, en términos generales, que los parametros

correspondientes alafronteraizquierda. El parametro p;s, queesel quedeterminalafronterainferior

del cuerpo, presenta unaresolucién intermedia.

p 1 p& p9 plD p]2 p13 p14 p15

l 1 1 1 1 1
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FIGURA 6.29. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.

L os valores numéricos de los elementos de |la matriz de covarianza se presentan en latabla
6.8. A partir de los elementos de la diagonal principal podemos obtener las incertidumbres de los
ocho parametros que nos dan la solucion del problema. En latabla 6.9 se pueden ver las soluciones
obtenidas paralos pardmetrosy lasincertidumbres correspondientes, con un interval o de confianza
de+ 2.58s (99 %).

Lamatriz de correlacion se puede ver en lafigura 6.30. En lineas generales, se observala
existencia de correlacion entre los parametros de la fronteraizquierda. También se puede ver que
existe correlacion entre |os pardmetros de lafrontera derecha. Asi mismo, hay correlacién entre €l
parametro de ladensidad y |os parametrosp;oy p14 delasfronteras laterales. El (inico parametro que
presenta correlaciones bajas con respecto a los demas es el pardmetro que determina la frontera
inferior, esto es, el pardmetro p;s, aunque se aprecia correlacion con el py. En latabla 6.10 se

presentan los valores numéricos de estas correl aciones.
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P1 Ps Po Pio P12 Pis P14 Pis
1.567 10 | -1.367 10 | -3.046 10| -8.345 10| -8.696 10™° | 8.270 10° | 4.657 10 | -6.43310°| p,
5.746 10° | 2.323 10 | -1.679 10° | 4.390 10° | -7.539 10®° | -5.701 10| 8.525 10™* Ps
2.588 10 | 3.052 10 | 2.073 10* | -1.441 10| -1.088 10° | 1.619 107 Po
5.986 10° | 3.592 10°* | -5.344 10 | -2.21310% | -1.795 10*| Py
6.269 10° | 1.801 103 | -3.125 103 | 1.403 103 | Py,
1.602 10°° | -9.648 10| -5.745 10*| pa3
3.106 102 | -8.694 10*| P14
5953 10° | pis

TABLA 6.8. Elementos de la matriz de covarianza de los pardmetros.

DENSIDAD FRONT. IZQUIERDA | FRONT. DERECHA FRONT. INFERIOR

p, =-0.37 + 0.03 g/cm’

ps=1.9+0.2

P, = -0.3+0.2

P15 = 2.66 + 0.19 km

po= 1.42 + 0.13 km™

Pr1s= -0.44 +0.10 km'}

Pio= 0.06 + 0.19km™

P1s= -0.10 + 0.14 km?

TABLA 6.9. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

pl pB pg plO

P
!

Ps  Pu Ps

FIGURA 6.30. Matriz de correlacién de los parametros de la fuente.
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P1 Ps Po P1o P12 P13 P14 P1is
1.000 10°° | -1.441 10" | -4.783 10™ | -8.615 10" | -8.772 107 | 1.651 10" | 6.675 10™ | -6.659 10%| p;
1.000 10*° | 6.023 10" | -2.863 10™ | 7.310 10 | -2.485 10| -1.350 10™ | 1.458 10 Ps
1.000 10*° | 7.754 102 | 5.147 102 | -7.076 102 | -3.837 10™ | 4.126 10-1| ps
1.000 10*° | 5.864 10 | -1.726 10" | -5.133 10 | -3.007 10°| P10
1.000 10*° | 5.682 107! | -7.082 10™ | 2.296 10 P12
1.000 10*° | -4.326 107 | -1.860 10| py3
1.000 10*° | -2.022 10" | p1a
1.000 10| p1s

TABLA 6.10. Elementos de la matriz de correlacion de los pardmetros.

En el proceso de inversion anterior hemos obtenido una estructura geométrica satisfactoria
paralafuente responsable de la anomalia gravimétrica observada en el perfil P1 delaLagunaSaada,
con un contraste de densidad constante de —0.37 g/cm® entre el material sedimentario que rellena
dichacuencay el basamento quelerodea. A continuacion vamos arealizar otro proceso deinversion
delos datos del perfil P1 paracalcular un contraste de densidad que varie con ladistancia horizontal
y con la profundidad, segin el polinomio dado por la expresion (4.1) y asi obtener la forma mas
general de la subcuenca principal de la Laguna Salada.

En este segundo proceso iterativo vamos a considerar invariables los valores de los
parametros que determinan la estructura de la fuente desde el modelo inicial hasta el modelo
resultante, siendo esta estructuralamismaque ladel modelo delafigura6.28. Esto significaque, en
este nuevo proceso de inversion, no vamos a calcular ningun parametro de la estructura, sdlo vamosa
calcular los parametros que determinan el contraste de densidad de lafuente. Por otro lado, también
vamos a considerar invariable el término independiente del polinomio (4.1) del contraste de densidad,
con un valor p; =-0.67 g/lcm?®, yaque corresponde al contraste de densidad que vamos aencontrar en
el centro del perfil X, =0kmy en el nivel delatopografiaze = 0km, y que corresponderiaa material
sedimentario no consolidado de densidad promedio 2.0 g/cn® que se encuentra en lasuperficiedela
cuenca (Garcia-Abdeslem, comunicacion personal).

Segln las condiciones anteriores, el problema de inversion que se desea calcular es un
problemalineal con M =57 datosy N = 5 pardmetros, pertenecientes a polinomio del contraste de
densidad, siendo el vector incognita:

P ={ P2, P, P4, Ps, Pe} (6.4)

por lo que es un problema sobredeterminado.



332 Aplicacién a datos de campo

El modelo inicial con el que comienzalainversion delos datos de este perfil tiene lamisma
estructuraque el modelo delafigura6.28 pero con un contraste de densidad constanteDr =p, =-0.67
g/cm?. Se ha realizado un proceso de 200 iteraciones para calcular las soluciones de |os cinco
parametros restantes que determinan el polinomio que describe el contraste de densidad. En lafigura
6.31 se presenta la evolucion del desajuste a lo largo de todas las iteraciones. El valor de este
parametro converge haciaqs = 36.7 en las primeras iteracionesy permanece constante en este val or
hasta el final del proceso. Como ya sabemos, la tolerancia en este caso es T =57, por lo que la
solucion proporcionada con este desajuste esta sobredeterminando los datos. En cuanto a las
soluciones de |os parametros, a partir de ladécimaiteracién los val ores de las mismas permanecen
constantes hastala dltimaiteracion, indicando que se ha alcanzado un minimo dentro del espacio de
soluciones. Por tanto, elegiremos este minimo como solucién del problema, conb™* =183y qs =
36.7. Lafuente anébmala correspondiente y su anomalia gravimétrica se pueden ver en lafigura6.32.
Esta solucién presenta un model o con un contraste de densidad distribuido en capas subparalelas
basculadas hacia el este. En lamargen derecha podemos ver que estas capas se distribuyen de manera
casi vertical, indicando unavariacion lateral de densidad que sugiere un cambio de facies subvertical
para esta zona. EI modelo resultante es un modelo satisfactorio de acuerdo con la estructura de
semigraben esperada para la Laguna Salada.

Lavarianzaresidual paraeste caso tiene el valors = 0.7 mGal? que es menor aunque muy

parecido al de lavarianza estimada paralos datos (s % = 1.0mGal %), indicando que |a anomalia del
model o solucién se aj usta sati sfactoriamente alos datos observados. A partir de estavarianzaresidual
se calculalamatriz deresolucion, lacual se presentaen lafigura6.33. En estafigura podemos ver
que el parametro que presenta peor resolucion es el p;. Este parametro corresponde a coeficiente de
lavariable z del polinomio (4.1) que determinael contraste de densidad de lafuente. En general, esta
matriz es bastante parecida ala matriz identidad, indicando que los parametros de ladensidad de la
fuente presentan muy buenaresolucién, lo cual esta de acuerdo con los resultados obtenidos en los
model os tedricos estudiados en el Capitulo V.

La matriz de covarianza de los parametros se presenta en latabla 6.11. En esta matriz se
puede ver que el pardametro que tiene mayor varianzaes el que también presenta peor resolucion, esto
es, el pardmetro p;. Con los elementos de la diagonal principal de esta matriz calculamos las
incertidumbres de los cinco par @metros que nos proporcionan el contraste de densidad de lafuente.
En la tabla 6.12 se presentan las soluciones numéricas obtenidas para los pardmetros y sus
incertidumbres, suponiendo un intervalo de confianza de+2.58 s (99 %).

En lafigura 6.34 se presenta la matriz de correlacion. En lineas general es se observa una
fuerte correlacion entre todos los pardmetros de la densidad, como ya se obtuvo en los ejemplos
tedricosdel Capitulo1V. Enlatabla6.13 se presentan | os val ores numeéricos de estas correl acionesy

se observa que dichos valores son muy cercanos a la unidad.
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FIGURA 6.31. Evolucion del desajuste gs alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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FIGURA 6.32. (g Modelo resultante para el perfil P1 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente anémala limitada | ateralmente por funciones continuas de la variable z y con contraste de densidad
dado por el polinomio (4.1). Los circulos negros situados en |a fronterasuperior del cuerpo corresponden a
las posiciones del observador en el perfil P1. (b) Lacurvaformada por las cruces es laanomaliaresidual

isostética del perfil. La linea solida es la anomalia gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).
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FIGURA 6.33. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.

P2 Ps P4 Ps Ps
5.450 10° | -9.864 10° | -9.439 10° | 3.465 10”7 | 6.912 10°° P2
357210°% | 2179 10" | -1.126 10° | -2.44110% | Ps
1.77910° | -7.401 107 | -1.513 10 | P4
3.88510° | 7.68310° | Ps

1.671 1072 Ps

TABLA 6.11. Elementos de la matriz de covarianza de los parametros.

DENSIDAD

g/cm3

p, = 0.003 + 0.006
km

g/cm3

ps = 0.33 + 0.15

km

g/cm3
p, = -0.015 + 0.011

km2

g/cm3
ps = 0.0016 + 0.0005

km2

g/cm3

ps = -0.04 + 0.11
2
km

TABLA 6.12. Pardmetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.
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FIGURA 6.34. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.

P2 Ps P4 Ps Ps
1.000 10*° | -7.070 10" | -9.5685 10 | 7.530 10" | 7.242 10" | P>
1.000 10*° | 8.644 10" | -9.555 10| -9.991 10" |  ps
1.000 10" | -8.902 107 | -8.776 10| P4
1.000 10" | 9.535 10" |  Pps
1.000 10" | ps

TABLA 6.13. Elementos de la matriz de correlacién de los parametros.

6.2.2.1.2. Caso 2: Fuente andmala limitada superior e inferiormente por funciones continuas

delavariable x.

A continuacién vamos a realizar la inversion de los datos del perfil gravimétrico P1,
presentados en la figura 6.21, considerando el modelo de fuente descrito en la seccion 4.2 del
Capitulo IV. Este model o tiene en cuentalaforma de latopografia sobre la que se han registrado los
datos y supone que las fronteras laterales del cuerpo son planas y verticales. En este caso, la
topografia del perfil P1 se puede aproximar por un polinomio de quinto gradoz, = g;(x), como se
puede ver en la figura 6.35, de manera que se mantenga el carécter suave de las funciones que

modelan la fuente anémala.
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FIGURA 6.35. Lalinea solida representa la topografia del perfil P1. Lalineadiscontinuarepresentael

polinomio de quinto grado que ajusta la topografia.

Como vimosen el Capitulo |V, paradeterminar las caracteristicas de este model o de fuente es
necesario calcular un total deN= 12 incognitas, con lo que el vector de pardmetros viene dado por la
expresion (4.14) y el problema de inversion es un problema sobredeterminado.

El modeloinicial con el que comenzaremos lainversion de | os datos es el mismo queel dela
figura 6.24 pero, en este caso, lafuncion que describe lafronterainferior de lafuente viene dada por
el polinomio (4.13), donde g, (X) = p; = 2 km, y las fronteras laterales son ahora las funciones
constantes X3 = p;1 =-12km y X, = p12 =12 km. Con este modelo inicial realizamos un proceso
iterativo que constade 200 iteraciones, en el que el desajuste evoluciona de manerasuave alo largo

de todo el proceso, como se puede ver en lafigura 6.36.
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FIGURA 6.36. Evolucion del desajuste qs alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.

A partir de la decimoterceraiteracion, el desajuste presenta valores menores degs =10y no
llega a alcanzarse una solucién constante. Con valores del desgjuste tan bajos estamos
sobredeterminando los datos, por tanto, vamos a elegir como solucién del problema aquel modelo

cuyo valor del desgjuste sea cercano alatoleranciapermitidaT = M =57. Estasolucion seacanzaen
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laterceraiteracion, con gs = 40.3y b™! = 20.2. Larepresentaci 6n geométricadelasolucion resultante
se presenta en la figura 6.37(a), donde vemos la forma de la fuente andmala y su contraste de

densidad con respecto al medio que le rodea.
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FIGURA 6.37. () Modelo resultante para el perfil P1 sobrelacuenca Laguna Salada considerando una
fuente anémala limitada superior e inferiormente por funciones continuas de la variable x. Los circulos
negros situados en la frontera superior del cuerpo corresponden alas posiciones del observador en el perfil
P1. (b) Lacurvaformada por las cruces es |laanomaliaresidual isostética del perfil. Lalineasdlidaesla

anomalia gravimétrica del cuerpo andémalo de la figura (a).

Enlafigura6.37(b) podemos ver €l ajuste entre laanomaliaresidual isostéticay |aanomdia
correspondiente al modelo de fuente anémala. A pesar de haber al canzado un buen ajuste entre ambas
anomal ias, podemos ver que el contraste de densidad, entre el material sedimentario querellenala
cuenca y el basamento que le rodea, es negativo pero aumenta con la profundidad. Esto esta en
contradiccidn con ladistribucion del contraste de densidad tipica en una cuenca sedimentaria, el cual
es negativo y disminuye con la profundidad. Por otro lado, la profundidad méxima obtenida en este
modelo es del orden de 3.5 km en la parte izquierda del modelo, la cuél corresponde ala margen

occidental delalLaguna Salada. Este valor de la profundidad no es el esperado para esta zona, ya que
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| os datos proporcionados por las perforaciones de la Comision Federal de Electricidad (Alvarez-
Rosalesy Gonzél ez L 6pez, 1995) indican que la profundidad de la cuencaen su margen occidental es
menor de 1 km. Por todo lo anterior, el modelo resultante en el proceso de inversion es rechazado
como solucion a nuestro problema.

Debido alaflexibilidad que tiene el método de inversion desarrollado en el presente trabgjo,
para decidir cudles de los pardametros de la estructuray el contraste de densidad van a permanecer
invariables y cuales van a evolucionar a lo largo del proceso de inversion, vamos a seguir el
procedimiento yautilizado en el caso 1 para este mismo perfil. Primeramente vamos a considerar fijos
y devalor cero los parametros pz, ps, P, Ps, Ps del polinomio del contraste de densidad del cuerpo
dado por la expresién (4.1), permitiendo que dicho contraste de densidad sea constantey con un valor
p1 =—0.37 g/lcm?, que es el obtenido parael contraste de densidad promedio del modelo delafigura
6.27. Dicho pardmetro también permanecerd invariable durante todo el proceso. Por otro lado,
también vamos a considerar fijos los pardmetros p;; = -12 km y p;, = 12 km de las fronteras
laterales, ya que son los puntos donde aflora el basamento alo largo del perfil y, por tanto, se conocen

sus valores. Con estos valores determinados, el vector de pardmetros a calcular es:

p = { p7! p81 p91 plO} (65)

todos pertenecientes al polinomio (4.13) que describe la frontera inferior del cuerpo, que es la
incognita para este caso. Este problematiene un total deN =4 incognitasy M = 57 datos, por lo que
es un problema sobredeterminado.

Vamos ainiciar el proceso de inversion, de 200 iteraciones, con la estructura geométrica
presentada en el modelo de lafigura 6.24 pero con el contraste de densidad p; =—0.37 g/cn definido

anteriormente. Los valores del desajuste en todo el proceso se pueden ver en lafigura 6.38.
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FIGURA 6.38. Evolucion del desajuste gs alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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Este desaj uste presenta una disminucion muy répidade su valor en las primeras iteraciones
del proceso. A partir de la quinta iteracion, el desajuste alcanza un valor constante qs = 53.0, 1o
mismo que losvalores de los parametros que determinan lafronterainferior del cuerpo, lo queindica
gue se ha alcanzado un minimo en el espacio de soluciones. El valor del desajuste para el modelo
correspondiente es muy parecido al del nivel detolerancia T=57, conlo que podemos suponer que el
proceso de iteracion haal canzado una solucién que puede ser satisfactoria para nuestro problema. Por
tanto, vamos a el egir este resultado como solucién final, conb ™ = 26.5. Enlafigura6.39 se presenta
la solucién alcanzada asi como la anomalia gravimétrica correspondiente. La estructura geométrica
obtenida para la Laguna Salada en este caso también se asemaja a un semigraben con mayor
subsidencia en la margen derecha de la estructura, con una profundidad maxima de 2.7 km y un

contraste de densidad promedio de —0.37 g/cm®.
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FIGURA 6.39. () Modelo resultante para el perfil P1 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente anémala limitada superior e inferiormente por funciones continuas de la variable xy con contraste de
densidad constante.L os circulos negros situados en la frontera superior del cuerpo corresponden a las
posiciones del observador en el perfil P1. (b) Lacurvaformada por las cruces eslaanomaliaresidual

isostética del perfil. La linea sélida es la anomalia gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).
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En lafigura 6.40 se presentalamatriz de resolucién cal culada con unavarianzaresidual § %=
1.0mGal ?, cuyo valor coincide con el delavarianza estimada paralos datoss ? = 1.0 mGal %, lo que
indicaque el model o resultante de fuente andmal a explica satisfactoriamente | os datos observados,

como se puede ver en lafigura6.38(b). Como se observaen lafigura6.39, los cuatro parametrosdela

fronterainferior del cuerpo presentan muy buena resolucion.

ps $3 Py Po

10

FIGURA 6.40. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.

A continuacién se presentalamatriz de covarianzade los pardmetros en latabla 6.14, lacual
nos proporcionalasincertidumbres de |os parametros del model o resultante. Podemos ver que los
elementos de dichamatriz presentan val ores muy pequefios. En latabla 6.15 vemos | os parametros del
modelo y sus incertidumbres, suponiendo un intervalo de confianzade + 2.58 s (99%).

Enlafigura6.41 se presentalamatriz de correlacién entre pardmetros en la que se observala
existenciade correlacién entre los parametrosp; y pg Y entre los pardmetrospg y pio. Enlatabla6.16
se presentan los valores numéricos de los elementos de esta matriz, en la que se ve que ambas

correlaciones son negativas.

p7 Ps Po P1o

3.931 10 | 1.995 10° | -5.816 10°°| -2.521 10| p-

3.689 10° | -3.186 107 -3.938 107 Pps

1.227 107 | 4.693 10°° Po

461110° [ pro

TABLA 6.14. Elementos de la matriz de covarianza de |os parametros.
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TABLA 6.15. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

plO

FIGURA 6.41. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.

FRONT. INFERIOR

p; = 2.45 + 0.05 km

ps = 0.13 + 0.02

Py =-0.0143 + 0.0009 km

P1o=-0.0008 + 0.0002 km
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TABLA 6.16. Elementos de la matriz de correlacion de los pardmetros.

p7 Ps Po P1o
1.000 10"° | 1.657 10" | -8.376 10" | -1.873 10|  P7
1.000 10" | -1.498 10" | -9.547 10| Ps
1.000 10" | 1.973 10™ Po
1.000 10*° | P1o
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Con el modelo anterior se ha obtenido un modelo de estructura de la fuente anémala
responsable de laanomalia gravimétrica del perfil P1, registrado sobre la subcuenca principal dela
Laguna Salada. El contrastede densidad promedio entre el material sedimentarioy el basamento dela
cuenca se ha supuesto constante y de valor —0.37 g/cm®. A continuacién vamos arealizar lasegunda
parte del procedimiento de trabajo en la que se calculan los coeficientes del polinomio (4.1), que
describen el contraste de densidad de lafuente, variando con ladistancia horizontal y la profundidad,
suponiendo fija la estructura de la figura 6.39. De los seis parametros que determinan dicho
polinomio, vamos a considerar invariable el p4, esto es, el término independiente, con un valorp, =
Dr (0,0) =-0.67 g/cm?, el cual corresponde al contraste de densidad que tienen | os sedimentos no
consolidados presentes en |a capa mas superficial delacuenca. Los cinco parametros restantes, que
definen el contraste de densidad como el polinomio (4.1), seran lasincognitas del problema. Con esto,
nuestro problema de inversion es un problema lineal sobredeterminado con M = 57 datosy N =5
pardmetros, cuyo vector incognita viene dado por la expresion (6.4).

El modelo inicial que vamos aconsiderar tiene la estructurade lafigura 6.39 y un contraste
de densidad constante Dr = p; = -0.67 g/cm®. Como es habitual, se realiza un proceso de 200
iteraciones para calcular |las soluciones de los cinco parametros restantes del polinomio Dr (x,2).

Enlafigura6.42 se presentalaevolucion del desajuste alo largo del proceso. Como se puede
observar, este parametro converge hacia el valor qs = 28.7 apartir de laterceraiteracion y permanece
constante en este valor hastael final del proceso. A partir de la séptimaiteracion, los parametros del
model o de fuente obtenido también permanecen constantes hastala Gltimaiteracién. Esta solucién
esta sobredeterminando | os datos, puesto que el valor del desajuste es bastante menor que el dela
tolerancia (T = 57), no obstante, es el valor mas cercano a T, por lo que supondremos que es la
sol ucién del problema. En lafigura 6.43 se puede ver el modelo resultante, en el que el factor de

amortiguacion esb ! = 14.3.
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FIGURA 6.42. Evolucion del desajuste g, alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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FIGURA 6.43. (a) Modelo resultante para el perfil P1 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente anémalalimitada superior e inferiormente por funciones continuas de la variable xy con contraste de
densidad dado por el polinomio (4.1). Los circulos negros situados en |a frontera superior del cuerpo
corresponden a las posiciones del observador en el perfil P1. (b) Lacurvaformada por las crucesesla
anomaliaresidual isostética del perfil. Lalineasolida eslaanomalia gravimétricadel cuerpo andmalo dela

figura (a).

Como vemos en lafiguraanterior, la solucion obtenida para el contraste de densidad presenta
un model o satisfactorio de acuerdo con la estructura de semigraben esperada parala L aguna Salada,
en el que ladistribucion de lasisolineas nos muestrala presencia de estratos sedimentarios bascul ados
haciael este, |o mismo que en el modelo obtenido parael caso 1, como se puede ver enlafigura6.32.
Hay que destacar la presencia de un contraste de densidad positivo en la parte mas profunda del
modelo de lafigura6.43, esto puede ser debido aque la estructura geométrica obtenida para este caso
es mas ancha en esta parte del modelo que la obtenida para el caso 1 (ver figura 6.28), y como €l
método de inversion tiene que acomodar |a distribucién del contraste de densidad de manera que
haya un compromiso entre laformafijadelaestructuray el contraste de densidad promedio (-0.37
g/cm®) que se le haimpuesto al modelo, se hace necesaria la presencia de este contraste para alcanzar

un buen gjuste entre la anomalia calculaday los datos de gravedad.
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A continuacion vamos a calcular las matrices de resolucién, covarianzay correlacion para

este caso, en el que lavarianzaresidual presentael valor s = 0.6 mGal 2. Este valor es menor queel
de la varianza estimada para los datos s 2 = 1.0 mGal?, lo que indica que laanomalia del modelo
solucién esta sobredeterminando la anomalia observada, esto es, estaintentando modelar también el
ruido presente en los datos.

En la figura 6.44 se presenta la matriz de resolucion que es muy parecida a la matriz
identidad, indicando que los cinco pardmetros del contraste de densidad presentan muy buena
resolucion. La matriz de covarianza se presenta en la tabla 6.17 cuyos elementos de la diagonal
principal nos proporcionan las incertidumbres de los parametros calculados en el proceso de
inversion. Los valores de estos pardmetros y sus incertidumbres se presentan en la tabla 6.18,
suponiendo un intervalo de confianza de +2.58 s (99%). En la figura 6.45 se puede ver una
representacion grafica de lamatriz de correlacion y |os val ores numéricos de sus elementos se pueden
ver en latabla6.19. Se observa unacorrelacion muy fuerte entre los cinco pardmetros de la densidad,

como ya se vio en lamatriz de correlacién de lafigura 6.33 para el caso 1 de la Laguna Salada.
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FIGURA 6.44. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.

P2 Ps Pa Ps Ps
1.771 10° | -2.628 10° | -2.888 10° | 1.080 10 | 1.775 10™° P>
1.351 10°° | 6.445 10° | -4.525 10° | -8.743 10| Ps
5.377 10° | -2.512 107 | -4.28710° | P4
1.768 10° | 2.926 10° | Ps
5.674 10° || Ps

TABLA 6.17. Elementos de la matriz de covarianza de los parametros.
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DENSIDAD

g/cm3

p, = 0.006 + 0.003
km

g/cm3
ps = 0.11 + 0.09

km

g/cm3

p, = -0.024 + 0.006
km?

g/cm3

ps = 0.0024 + 0.0003
km?

g/cm3

Ps = 0.10 + 0.06
km?

TABLA 6.18. Pardmetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.
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FIGURA 6.45. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.

TABLA 6.19. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.

P2 Ps P4 Ps Pe
1.000 10*° | -5.373 10" | -9.359 10 | 6.101 10* | 5.600 10* P2
1.000 10" | 7.563 10" | -9.261 10" | -9.987 10|  Ps3
1.000 10*° | -8.146 10™ | -7.761 10" | P4
1.000 10" | 9.238 10" | Ps
1.000 10" | Pps
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6.2.2.2. Perfil 2: Subcuenca secundaria.

El perfil P2 tiene unalongitud total de 17.5 kmy esta trazado sobre la subcuenca situada al
sur del Cerro El Centinela (figura 6.18). Al igual que para el perfil P1, suorientacion essubparalelaa
losgradientes que caracterizan las anomalias residual es de |as mérgenes oriental y occidental dela
cuenca, y sus extremos coinciden con el basamento cristalino que aflora al pie de las sierras que
limitan esta estructura (figura 6.21).

Como se puede ver enlafigura6.46, se harestado un gradiente gravimétrico lineal al perfil
P2 para que el valor de la anomalia residual isostética sea de 0 mGal en sus extremos. El perfil
resultante sera utilizado como base de datos para realizar lainversion, suponiendo una desviacion

estandar de s =1.0 mGal.
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FIGURA 6.46. Perfil P2 sobre lasubcuenca secundariade lalLaguna Salada. Lalinea sélidaeslaanomalia

residual isostética en dicho perfil, lalinearecta atrazos es el regional sustraido y lalinea de crucesesla
anomalia resultante que se ha utilizado como base de datos para la interpretacion de este perfil.

6.2.2.2.1. Caso 1: Fuente andmala limitada lateralmente por funciones continuas de la

variable z.

Vamos a realizar la inversion de los M = 36 datos del perfil P2, los cuales se encuentran
equiespaciados a 500 m, mediante el tipo de fuente descrito en laseccion 4.1 del Capitulo V. Para
ello, vamos a aproximar la topografia de la subcuenca secundaria por un plano z, = 0 km, comose
observa en lafigura 6.47.
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FIGURA 6.47. Topografia del perfil P2.

Como hicimos en el perfil P1, vamos arealizar un primer proceso de inversién en el que
dejaremos evolucionar todos | os pardmetros de lafuente. En total serdn N = 15 parametros que nos
van a definir el contraste de densidad y la estructura de la fuente responsable de la anomalia
gravimétrica negativa registrada en el perfil P2.

El modelo con el que seiniciael proceso deinversion es el modelo homogéneo lafigura6.48,
con un contraste de densidad promedio para esta subcuencadeDr = p; = -0.37 g/cm®, queesel valor
obtenido para el perfil P1. Como se ve en estafigura, las fronteras laterales del modelo son dos
funciones continuasf,(z) = p; =-6.5km y f,(2) = p,1 = 7 km, que son los puntos donde aflora el
basamento en el perfil P2, y la profundidad esz, = p;5 = 1.5 km.

Enlafigura6.49 se observalaevolucion del desajuste durante lainversion. Este parametro
cae de manerabruscaen las diez primeras iteraciones del procesoy, apartir de este punto, converge
continuamente hacia el valor qs =1.6. En este caso no se alcanza un minimo por lo que, como €l valor
de latoleranciaes T = M = 36, vamos a el egir como solucion la alcanzada en la novena iteracion,
puesto que presenta un desajuste gs = 40.1, el més parecido al valor de T. Esta soluci 6n presentaun
factor de amortiguacion b ™ = 60.1y laformadelaestructuray su contraste de densidad se pueden
ver en la figura 6.50. La estructura obtenida no tiene una forma parecida a la de una cuenca
sedimentaria, al menos en su fronteraizquierza. Lo mismo ocurre con ladistribucion de densidades,
ya que en la parte derecha de la fuente se puede ver que el contraste de densidad es negativo pero
aumenta con la profundidad, |o que no concuerda con los datos geol 6gicos de esta zona. Como se
deduce delo anterior, el modelo no es un model o satisfactorio parala subcuenca secundaria norte de
la Laguna Salada aunque, como se puede ver en lafigura6.50(b), el ajuste entre el modelo resultante
y los datos de gravedad de este perfil es bueno.

Como yase hizo para el perfil P1 delasubcuencaprincipal, vamos a mantener fijos algunos
de los pardmetros de lafuente durante lainversion de los datos. Estos pardmetros son: ps, Ps, P, Ps Y
pe del polinomio (4.1) del contrate de densidad, los cuales seran iguales a cero, € parametro
p1 =-0.37 g/lcm®, que es el término independiente de dicho polinémio, y los pardmetrosp; =-6.5 km

y p11=7km queson lasfornteras laterales, dadas por los polinomios (4.4). Segln esto, €l vector de
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parametros que sevaacalcular en €l proceso deinversion viene dado por la expresion (6.1) quedando

un problema de inversion sobredeterminado, con N = 7 incégnitasy M = 37 datos.

Dg (mGal)
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FIGURA 6.48. (a) Fuente andmala utilizada como modelo inicial en el proceso deinverson parae estudio
de los datos de la anomalia residual isostética de la cuenca Laguna Salada. L os circulos negros situados en la
frontera superior del cuerpo corresponden alas posiciones del observador en el perfil P2. (b) Lacurva
formada por las cruces es la anomalia residual isostética del perfil. La linea sélida es la anomalia

gravimétrica del cuerpo andomalo de la figura (a).
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FIGURA 6.49. Evolucion del desgjuste gs alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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FIGURA 6.50. (a) Modelo resultante para el perfil P2 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente andmala limitada lateralmente por funciones continuas de la variable z Loscirculos negros situados
en lafrontera superior del cuerpo corresponden alas posiciones del observador en el perfil P2. (b) Lacurva
formada por las cruces es la anomalia residual isostética del perfil. La linea s6lida es la anomalia
gravimétrica del cuerpo andmalo de la figura (a).

Para calcul a este problema, consideraremos como modelo inicial el que se presentaen la
figura 6.48. Después derealizar un proceso de 200 iteraciones, se elige la solucion resultante para
nuestro problema a partir del estudio de la evolucion del desajuste. En la figura 6.51 se puede
observar que dicho desgjuste presenta una disminucion continuay estable durante su evolucion hacia
el valor gs = 17.5, que es bastante menor que €l valor de latolerancia. Elegiremos como solucién de
nuestro problema el modelo que presente un desajuste parecido a T, el cual es alcanzado en la
iteracion nimero 23, congs = 36.06 y b ™! = 18.03. Lafuente resul tante se puedever enlafigura6.52,
cuyafronterainferior alcanza una profundidad maxima z, = p;5 = 2.18 km. Como se puede apreciar,
la estructura geométrica de la fuente también es de tipo semigraben con mayor subsidencia en su

margen derecha y una profundidad maxima de 2.18 km. Esta solucién presenta un modelo de
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estructura satisfactorio para el perfil P2 de acuerdo con | os datos geol 6gicos y geofisicos que se

tienen acerca de la subcuenca secundaria norte de la Laguna Salada.

TE+4

*.J..LLLLLLIE

o IG+3
= J%
5 av
3 Je
f 4 &
- | &
IE+2 4 ®»
=
d o e—
:14 .
R
IE+1 L -

—

%
pdt
=

e
i

A
f=)

No. de iteracidn

FIGURA 6.51. Evolucion del desajuste g, alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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FIGURA 6.52. (a) Modelo resultante para el perfil P2 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente andmala limitada | ateralmente por funciones continuas de la variable z y con contraste de densided
constante. Los circul os negros situados en la frontera superior del cuerpo corresponden alas posiciones del

observador en el perfil P2. (b) Lacurvaformadapor las cruces eslaanomaliaresidual isostéicadd perfil.

Lalinea solida es la anomalia gravimétrica del cuerpo andmalo de la figura (a).
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Como se dijo anteriormente, la desviacion estandar de los datos ess =1.0mGd, por loquela
varianza correspondiente es s ? = 1.0 mGal?. Si calculamos |a varianza residual para este caso, el
valor alcanzado es$ 2 = 1.2 mGal 2. Como se puede apreciar, este valor numérico es parecido al dela
varianza estimada para los datos aunque algo mayor. Esto indica que el modelo resultante para la
fuente explica de manera satisfactoriala anomalia del modelo resultante aungue, como se puede ver
en lafigura 6.52(b), existen desajustes | ocal es entre ambas anomal ias.

A continuacién vamos a estudiar lamatriz de resolucion de los siete pardametros de lafuente.
Enlafigura6.53 podemos ver dicha matriz, en laque podemos apreciar que los parametros de ambas
fronteras lateral es presentan buenaresolucién, en especial el parametro p;o delafronteraizquierday
el parametro p,, delafronteraderecha, ambos son | os coeficientes que acompafian al término enz® en
|os polinomios correspondientes. El pardmetro que presenta peor resolucion es el p;s, quedescribela
fronterainferior del cuerpo.

En cuanto alamatriz de covarianza, sus val ores numericos se presentan en latabla 6.20. En
latabla6.21 se presentan |os val ores numeéricos de | os ocho pardmetros cal culados en el proceso de
inversion junto con las incertidumbres correspondientes, cal culadas a partir de los elementos de la
diagonal principal de la matriz de covarianza, suponiendo un intervalo de confianza de + 2.58
s (99%).

Lamatriz de correlacion de los parametros se puede ver en lafigura 6.54. Existe unafuerte
correlacion entre los parametros ps, pe Y p1s.- Asi mismo, existe también fuerte correlacion entre los
pardmetros p12 Y p14 de lafronteraderechay unacorrelacion moderada entre estos dos parametrosy
lostres delafronteraizquierda. También se observa correlacion entre |os parametros pg, Po, Pios P14 Y

pis. En latabla 6.22 se presentan los valores numeéricos de la matriz de correlacion.

p8 p9 plO plZ p13 p14 p15
| | | 1 1 |

o
5 0

n.] i

BRRBRRABIBB B

FIGURA 6.53. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.



352

Aplicacién a datos de campo

Ps Po P10 P12 P13 P1s Pis
1.122 10° 3.122 10 |-6.003 10 |-5.595 10** |-5.539 10™* | 3.586 10 | 8.038 10™* Ps
1.611 10° |-1.405 107 |-7.416 10 |-2.752 10 | 8.520 10™ | 4.660 10* [ po
4.639 10° |-2.564 10 | 5.794 10 | 8.360 10™ |-5.854 10*[ P10
1.170 102 | 2.520 10° | -6.949 10| -4.789 10*[ p1»
1.201 107 |-1.185 103 |-3.155 10*| pys
5574107 | 3.888 10* | pus
2834 10" pis

TABLA 6.20. Elementos de la matriz de covarianza de |os parametros.

FRONT. IZQUIERDA

FRONT. DERECHA

FRONT. INFERIOR

pg=4.3+0.3

P12 = 0.7 + 0.3

P15 = 2.18 + 0.04 km

po = 1.36 +0.10 km™

p1s = -0.36 + 0.09 km'*

Pio= -0.7 + 0.2 km™

P1s= -0.4+ 0.2 km™2

TABLA 6.21. Pardmetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

kP

P
Ps

S

P.

p13
pl4

Pis

plO p12

p13

p14 p15

EBB8R 8B8RR 8RB

FIGURA 6.54. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.
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Ps P9 P10 P12 P13 P14 Pis
.000 10*° | 7.343 10°* |-8.320 107 [-4.884 10 [-1.509 10 | 4.534 102 | 4.508 10°* Ps
1.000 10*° [-5.140 10™ |-1.708 10 [-1.979 10" | 2.843 10" | 6.896 10 [ po
1.000 10*° [-3.481 102 | 2.455 10" | 1.644 10" |-5.106 10™[ Py
1.000 10*° | 6.724 107" |-8.605 10™ [ -2.630 10™[ Py,
1.000 10*° | -4.582 10 | -5.409 10| pqs
1.000 10"°| 3.093 10" [ P14
1.000 10*° [ pys

TABLA 6.22. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.

Una vez obtenido un modelo satisfactorio para la estructura geométrica de la subcuenca
secundariade la Laguna Salada, con un contraste de densidad constante, vamos a calcular un posible
modelo, mas complejo, para la distribucion de este contraste de densidad. Para ello, vamos a
considerar invariables | os parametros que determinan laforma de la estructuray vamos a calcular €l
contraste de densidad como el polinomio dado por laexpresion (4.1). Asi mismo vamos aconsiderar
también invariable el término independiente de este polinomio, con un valor Dr (0,0) = p; =-0.67
g/cm®, como ya hicimos para el perfil P1 sobre la subcuenca principal, puesto que el material
sedimentario situado en la superficie de la cuenca tiene una densidad promedio de 2.0 g/cm®,y seha
considerado que el basamento que rodea a esta cuenca tiene una densidad de 2.67 g/cnt también en
promedio. El problemade inversion sigue siendo sobredeterminado pero lineal, con M =57 datosy N
= 5 pardmetros, siendo el vector incognita el de la expresion (6.4).

Laestructura geométrica del modeloinicial utilizado esel delafigura6.52, pero estavez el
contraste de densidad esDr = p; = -0.67 g/cm?®. Después de realizar un proceso de 200 iteraciones, se
obtiene la evolucion del desajuste alo largo de todo este proceso. La grafica de esta evolucién se
puede ver en la figura 6.55. Este parametro alcanza rapidamente el valor gs = 28.8 en las cinco
primeras iteraciones, permaneciendo invariable el resto del proceso. Lo mismo ocurre con los
parametros del contraste de densidad, lo que indica que hemos alcanzado un minimo dentro del
espacio de soluciones, el cual seraelegido como posi ble solucién del problema. EI modelo de fuente
anomala correspondiente y su anomalia gravimétrica se pueden observar en la figura 6.56. Esta
solucién presenta un modelo de densidad en el que se aprecian capas subparalelas inclinadas de
acuerdo a una estructura de semigraben. El problema con este modelo es que las isolineas del
contraste de densidad al canzan valores muy positivos en la parte inferior de la estructura, asi como en
el margen superior derecho de lamisma, el cual no es un comportamiento | 6gico parad contrastede

densidad de una cuenca sedimentaria.
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FIGURA 6.55. Evolucion del desgjuste gs alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.

Dg(mGd)

Profundidad (km)

Distancia (km)

FIGURA 6.56. (a) Modelo resultante para el perfil P2 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente andmala limitada | ateralmente por funciones continuas de la variable z y con contraste de densidad
dado por el polinomio (4.1). Los circulos negros situados en lafrontera superior del cuerpo corresponden a
|as posiciones del observador en el perfil P2. (b) Lacurvaformada por las cruces es laanomaliaresidual

isostética del perfil. La linea solida es |a anomalia gravimétrica del cuerpo andmalo de la figura (a).
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El comportamiento que se apreciaen el modelo del contraste de densidad de lafiguraanterior

viene impuesto por el coeficientepg del términoz? del polinomio (4.1). Paraevitar suinfluenciase

puede repetir el proceso de inversion de nuevo, haciendo que dicho coeficiente seanulo y permanezca

asi durante las 200 iteraciones del proceso. En este caso el vector incognita de los pardmetrostiene

s6lo cuatro componentes:
P =(P2, Ps, Pa, Ps) (6.6)

Laevolucién del desgjuste correspondiente para este caso se puede ver en lafigura6.57. Este
desgjuste ha alcanzado un valor gs = 32.6 constante en las primeras iteraciones, |o mismo que los
cuatro parametros del contraste de densidad calculados, |o que indica que hemos alcanzado un

minimo dentro del espacio de soluciones, el cual puede ser considerado como solucién del problema.

El factor de amortiguamiento para este caso esb ™ = 16.3.

1E+4

1E+3

Desajuste

IE+2

1E+1

T ; T T T X T I
30 106 L50 200

No. de iteracion

FIGURA 6.57. Evolucién del desagjuste g, alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.

El modelo de fuente resultante se puede observar en lafigura’5.58. Vemos como € contraste
de densidad presenta un comportamiento mas l6gico para una cuenca sedimentaria, con estratos
basculados haciael este, indicando una estructurade semigraben paralaLaguna Salada. Enlamargen
derecha de esta estructura las isolineas aparecen con unatendencia vertical, lo mismo que en los

model os obtenidos para el perfil P1.
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Profundidad (km)

Distancia (km)

FIGURA 6.58. (a) Modelo resultante para el perfil P2 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente andmala limitada | ateralmente por funciones continuas de la variable z y con contraste de densidad

dado por el polinomio (4.1). Los circulos negros situados en lafrontera superior del cuerpo corresponden a
las posiciones del observador en el perfil P2. (b) La curvaformada por las cruces eslaanomdiaresdua

isostatica del perfil. La linea solida es la anomalia gravimétrica del cuerpo anomalo de la figura (a).

La varianza residual obtenida a partir de la solucién elegida es $ = 1.0 mGal?, la cual
presenta el mismo valor que el de la varianza estimada para los datos (s ? = 1.0 mGal%). Esto nos
indica que la anomalia gravimétrica del modelo se ajusta de manera satisfactoria a los datos

observados.
La matriz de resolucién, como se puede ver en lafigura 6.59, es muy parecida ala matriz

identidad, indicando que |os parametros del contraste de densidad tienen un resolucion muy alta.

L os elementos de la matriz de covarianza se presentan en latabla 6.23 y |os cinco pardmetros
calculados y las incertidumbres correspo ndientes se pueden ver en latabla 6.24, con interval os de

confianza calculados segiin +2.58 s (99%).
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FIGURA 6.59. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.
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TABLA 6.23. Elementos de la matriz de covarianza de los parametros.

TABLA 6.24. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

p2 Ps P4 Ps
8.197 10° | 1.239 10* | -1.505 10*| 1.754 10°® P2
2.983 10* | -2.630 10 | 3.322 10° P3
3.03310* | -5.658 10°| P4
4.238 107 Ps

DENSIDAD
g/cm3
p, = 0.01+ 0.02
km
g/cm3
ps = 0.46+ 0.05
km
g/cm3
p, =-0.08 + 0.05
km?
3
/
ps = 0.007 + 0.002 L
km?
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En cuanto alamatriz de correlacion, ésta se puede ver en el grafico delafigura6.60, en €l

gue se observa unafuerte correlacién entre los | os pardmetrosp,, ps Y ps. Losvalores numéricosde

estas correlaciones se presentan en la tabla 6.25.

FIGURA 6.60. Matriz de correlacién de los parametros de la fuente.

P2 Ps P4 Ps

1.000 10" | 7.925 10" | -9.546 107 | 2.975 10" P2

1.000 10" | -8.74510™ | 2.955 10 Ps

1.000 10" | -4.990 10* P4

1.000 10'° Ps

TABLA 6.25. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.

6.2.2.2.2. Caso 2: Fuente andmala limitada superior e inferiormente por funciones continuas

delavariable x.

Vamos a calcular ahoralaestructuray el contraste de densidad de la cuenca L aguna Salada en
el perfil P2, pero apartir del model o de fuente descrito en laseccién 4.2 del Capitulo 1V, en el que se
tiene en cuenta la forma de |a topografia sobre la que se han registrado los datos y en el que se

considera que las fronteras laterales de la estructura son planas y verticales.
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Latopografia de este perfil puede ser aproximada por un polinomio de octavo grado z; =

01(X), que se puede ver en lafigura 6.61. Los parametros necesarios para calcular este modelo de

fuente son en total N = 12. Por tanto, el vector de parametros correspondiente viene dado por la
expresion (4.14) y, puesto que tenemos M = 36 datos, el problema de inversién es un problema

sobredeterminado.

-0.2 —

-0.1 —

Profundidad (km)
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FIGURA 6.61. Lalinea solida representa la topografia del perfil P2. Lalinea discontinuarepresentael

polinomio de octavo grado que ajusta la topografia.

Comenzaremos el proceso de inversion con el modeloinicial delafigura6.48 pero ahorala
notacionde las funciones que describen las fronteras del cuerpo cambia, siendoz, =g,(X) =0kmpara
la funcion topografiay g, (x) = p; = 1.5 km, dada por €l polinomio (4.13), para la funcién que
describe lafronterainferior. Las fronteras |ateral es son ahora las dosfunciones constantes: X, = ;1 =-
6.5km y Xz = p12 =7 km. El proceso consta de 200 iteraciones donde, en las seis primeras, el

desajuste cae bruscamente y, a partir de ahi evoluciona de manera suave tendiendo a converger al

valor gs = 4.0, como se puede ver en lafigura 6.62.

1E+4
1E+3
w |E+2
2
[a]
1E+1 4
1E+Q T T T H T T T ]

Mo, de iteracidn

FIGURA 6.62. Evolucion del desajuste g, alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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Con valores del desajuste tan bajoslos model os cal culados estan sobredeterminando |os datos
de gravedad. Como no se ha alcanzado un minimo en el espacio de soluciones, elegiremos aquella
cuyo valor del desajuste sea cercano a la tolerancia permitida, T = M = 36, dentro de la zona de
estabilidad. Una posible solucidn anuestro problema esla alcanzadaen laiteracién nimero 6, con
gs = 33.0y b™' = 16.5, cuyarepresentacion se puede ver en lafigura6.63(a). Enlafigura6.63(b) se
puede observar que el ajuste entre los datos de gravedad y la anomalia correspondiente al modelo
resultante es muy bueno, pero la estructura del cuerpo no es la esperada a partir de los datos
geoldgicosy geofisicos de la zona. Si observamos el contraste de densidad, podemos ver que éste
aumenta con la profundidad, lo que esta en desacuerdo con la distribucién tipica del contraste de
densidad en una cuenca sedimentaria. Por todo ello, el modelo de lafigura6.63 esrechazado como

solucion para el perfil P2 de lalLaguna Salada.

Dg (mGal

Profundidad (km)

Distancia (km)

FIGURA 6.63. (a) Modelo resultante para el perfil P2 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente anémala limitada |lateral mente por funciones continuas de la variable x. Los circulos negros situados
en lafrontera superior del cuerpo corresponden alas posiciones del observador en el perfil P2. (b) Lacurva
formada por las cruces es la anomalia residual isostatica del perfil. La linea sélida es la anomalia

gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).
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A continuacién, vamos a hacer fijos algunos de los pardmetros del contraste dedensidad y la
estructurade lafuente, y los vamos a mantener asi durante todo el proceso iterativo permitiendo que
el resto de los parametros evolucionen libremente. Consideraremos fijos, y de valor cero, los
parédmetros pz, ps, P4, Ps, Pe del contraste de densidad Dr . De lamismaformatambién seran fijos pis
=-6.5kmy pi2=7km, paralasfronteraslaterales, y el parametro p; del polinomioDr conunvaor—
0.37 g/cm?® obtenido como contraste de densidad promedio parala L aguna Salada en los model os del
perfil P1. El vector de pardmetros correspondiente es el de la expresion (6.5), con un total de 4
incognitas y 36 datos con los que realizar el problema de inversion.

Como es usual, realizamos un proceso de 200 iteraciones comenzando con el modelo dela
figura6.48. Laevolucidn del desajuste se puede observar en lafigur a6.64. Como se puede apreciar,
en las primeras iteraciones el valor del desajuste cae bruscamente, convergiendo al valorgs =37.3a
partir deladécimaiteracion, que es bastante cercano al valor de latoleranciaparaeste caso. A partir
de estamismaiteracion, los pardmetros de lafuente al canzan val ores que permanecen fijos durante el
resto del proceso, con |o que podemos suponer que se ha alcanzado una solucién anuestro problema

de inversién y cuyo factor de amortiguacion correspondiente esb ™! = 18.6.
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FIGURA 6.64. Evolucion del desgjuste gs alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.

En lafigura 6.65 se presenta la solucién del problema junto con la anomalia gravimétrica
correspondiente, en la que se observa que la estructura geométrica de la fuente corresponde a un
semigraben con mayor subsidencia en su margen derecha 'y 2 km de profundidad méxima, que
concuerda con el resultado obtenido en el caso 1 de este mismo perfil.

Para obtener |as matrices de resolucion, de covarianzay de correlacion es necesario calcular

la varianza residual . Para este caso se obtiene unavalor de$ 2= 1.2 mGal 2, cuyo valor es un poco

mayor que el de la varianza estimada para los datos s 2 = 1.0 mGal% Esto indica que el modelo
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solucidn no sblo intenta aj ustarse a los datos observados, sino que intentatambién ajustarse al ruido

de los mismos. Detodasformas, el ajuste puede considerarse satisfactorio, como se puede ver enla

figura 6.65(b).
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FIGURA 6.65. (a) Modelo resultante para el perfil P2 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente anémala limitada | ateralmente por funciones continuas de la variable x con contraste de densidad
constante. Los circul os negros situados en la frontera superior del cuerpo corresponden alas posiciones del
observador en el perfil P2. (b) Lacurvaformada por las cruces es la anomdiaresidud isostéaticadd perfil.

Lalinea solida es la anomalia gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).

En lafigura 6.66 se puede ver la matriz de resolucion que, para este caso, es similar ala
matriz identidad, lo que indica que todoslos parametros cal culados presentan muy buenaresolucion.
En latabla 6.26 se presentan los elementos de la matriz de covarianza de | os parametros. Ladiagonal
principal de esta matriz nos proporcionalasincertidumbres correspondientes alos cuatro parametros
calculados que, junto con los mismos, aparecen en la tabla 6.27, suponiendo un intervalo de
confianzade+ 2.58s (99%). Unaimagen delamatriz de correlacion se presentaen lafigura6.67, en
la que se observala existencia de correlacién entre todos|os pardmetros, pero especial mente entrep;

Y Po Y también entre ps y p1o. LOS elementos de esta matriz se presentan en la tabla 6.28.
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FIGURA 6.66. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.
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TABLA 6.26. Elementos de la matriz de covarianza de |os parametros.

TABLA 6.27. Pardmetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

o34 Ps Po P1o
1.140 10° | 1.828 10* | -5.565 10° | -7.378 10°| P
3.570 10* | -7.398 10° | -1.240 10°||  Ps
3.783 10° | 3,572 10”7 Po
4709 107 | P1o

FRONT. INFERIOR

p, = 1.48 + 0.09 km

ps = 0.25 + 0.05

po=-0.020 + 0.005 km'™

P10 = -0.004 + 0.002 km™
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FIGURA 6.67. Matriz de correlacién de los parametros de la fuente.

p7 Ps Po P10
1.000 10*° | 2.866 10! | -8.475 10 | -3.184 10 p7

1.000 10*° | -2.013 10! | -9.566 107! Ps

1.000 10*° | 2.677 10! Ps

1.000 10 || P1o

TABLA 6.28. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.

Una vez obtenida una posible estructura para el perfil P2 en la subcuenca secundariade la
Laguna Salada, vamos a calcular cinco de los seis coeficientes del polinomio (4.1) que describen el
contraste de densidad de lafuente. Paraello, consideraremosinvariable el término independiente de
dicho polinomio con un valor p; = Dr (0,0) =-0.67 g/cm®, yaque el material sedimentario que se
encuentraen lasuperficie de lacuencano esta consolidado, por |0 que vamos a suponer que tiene una
densidad promedio de 2.0 g/cm®, siendo la densidad del basamento de 2.67 g/cnt. En este caso
tendremos que calcular N = 5 incégnitas con M = 36 datos. El vector de parametros es el de la
expresion 6.4. Realizaremos un total de 200 iteraciones comenzando con un modelo inicial cuya
estructuraeslague presenta el modelo delafigura6.65, pero con un contraste de densidad constante
Dr = p, = -0.67 g/cm®.

Laevolucion del desajuste de este problema se presenta en la figura 6.68. Este parametro
converge rapidamente al valorgs = 30.5 en las primeras quince iteracionesy permanece constante
hasta el final del proceso. La solucién para el contraste de densidad de |a fuente se alcanza en la

iteracién nimero 20, con un factor de amortiguacion b ! = 15.2, y los valores de sus parametros
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también permanecen constantes hasta el final. En la figura 6.69 se puede observar la forma del
contraste de densidad que se ha obtenido.
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FIGURA 6.68. Evolucion del desajuste g, alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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FIGURA 6.69. () Modelo resultante para el perfil P2 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente and6mala limitada lateralmente por funciones continuas de la variable xcon contraste de densidaddado
por el polinomio (4.1). Los circulos negros situados en la frontera superior del cuerpo corresponden alas
posiciones del observador en el perfil P2. (b) Lacurvaformada por las cruces es la anomaliaresidual

isostética del perfil. La linea solida es la anomalia gravimétrica del cuerpo anomalo de la figura (a).



366 Aplicacién a datos de campo

Como podemos observar enlafiguraanterior, lssisolineasdel contraste dedensidad llegan a
ser positivasy devalor 0.4 g/cm?® en laparte méas profundadel cuerpo anémalo. Por otro lado, el valor
del contraste de densidad va disminuyendo desde el centro del cuerpo hacialaparte superior derecha
del mismo, 1o que no es esperable en una cuenca sedimentaria. Todo ésto hace que el modelo de la
figura 6.69 no sea satisfactorio, por lo que vamos a realizar otro proceso de inversion de 200
iteraciones para buscar una nueva solucion al problema. En este nuevo proceso vamos a mantener
invariable el pardmetro ps, €l cual es el coeficiente de z2 en el polinomio (4.1), puesto que es el
parametro que masinfluye en laformaglobal del contraste de densidad del modelo anterior. Ahorael
problemaes calcular las cuatro componentes del vector (6.6) mediante lainversion delos datos de
gravedad del perfil P2.

El desajuste correspondiente a este nuevo problema se puede ver en lafigura 6.70. En las
primeras iteraciones disminuye rapidamente hasta alcanzar el valor qs = 33.4, que permanece
constante hasta la Gltima iteracién. Lo mismo ocurre con los valores de |os cuatro parametros
calculados, 10 que indica que se ha al canzado un minimo en el espacio de soluciones del problema. El
model o correspondiente adicho minimo se puede ver en lafigura6.71, que nos muestra un contraste

de densidad que coincide con el modelo de semigraben esperado para la Laguna Salada.
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»
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k] 100 150 200
No, de iteracién

FIGURA 6.70. Evolucion del desajuste g, alo largo de las 200 iteraciones del proceso de inversion.
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FIGURA 6.71. (a) Modelo resultante para el perfil P2 sobre la cuenca Laguna Salada considerando una
fuente anémala limitada lateralmente por funciones continuas de la variable xcon contraste de densidaddado
por el polinomio (4.1). Los circulos negros situados en la frontera superior del cuerpo corresponden alas
posiciones del observador en el perfil P2. (b) Lacurvaformada por las cruces es la anomalia residual

isostética del perfil. La linea solida es la anomalia gravimétrica del cuerpo anémalo de la figura (a).

Como es usual, vamos a analizar |a solucion obtenida mediante |as matrices de resolucion,
covarianzay correlacion. Paraello, primeramente cal culamos lavarianzaresidual, obteniendo el valor
$ 2 = 1.0 mGal?. Como vemos, este valor es el mismo que el de la varianza de los datoss ? = 1.0
mGal?, indicando que |a anomalia cal culada con el model o resultante se ajusta satisfactoriamente |os
datos de gravedad, como se puede ver en lafigura 6.71(b).

Lafigura6.72 eslarepresentacion grafica de lamatriz de resolucion. Como se puede ver en

dichafigura, todos los parametros presentan muy buena resolucion.
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FIGURA 6.72. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.

Los elementos de |la matriz de covarianza se presentan en la tabla 6.29. De su diagonal

principal se obtienen lasincertidumbres delos parametros, cuyos val ores numéricos se presentan en la

tabla 6.30, con un intervalo de confianza de +2.58 s (99%).

P2 Ps Pa Ps

7.542 10° | 9.437 10° |-1.349 10*| 2.189 10°® P2

2.228 10* |-2.036 10* | 3.680 10°® Ps

2.722 10* |-7.111 10°® Pa

5.657 10°’ Ps

TABLA 6.29. Elementos de |la matriz de covarianza de los parametros.



Aplicacién a datos de campo

369

TABLA 6.30. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

DENSIDAD
g/cm3
p, = 0.01 + 0.02
km
g/cm3
ps = 0.47 + 0.04
km
g/cm3
p, = -0.09 + 0.04
km”
g/cm3
ps = 0.008 + 0.002
km?

Y, por ultimo, lamatriz de correlacién se puede ver enlafigura6.73, en laque se observala

existenciade fuertes correlaciones entre todos | os pardmetros, como erade esperar yaquetodosellos

corresponden a cinco de los coeficientes del polinomio que describe el contraste de densidad.

FIGURA 6.73. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.

TABLA 6.31. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.

p2 Ps Pa ps
1.000 10° | 7.280 10" | -9.412 107 | 3.351 10~ D>
1.000 10" | -8.267 10™ | 3.277 10 05
1.000 10" | -5.730 10*
P4
+0
1.000 10 Ps
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6.2.2.3. Discusion.

Para obtener un modelo general delaestructuray el contraste de densidad parala cuencade
la Laguna Salada, a partir de los dos perfiles de datos de gravedad trazados sobre la misma, se ha
aplicado el método de inversiéon de Marquardt-L evenberg con los dos tipos de model os de fuentes
presentados en los Capitulos 11 y IV. La aplicacion del modelo de fuente con topografia plana, al
estudio de una estructura de la cual se tienen datos de topografia, puede hacer que el resultado
obtenido no sea el esperado. Esto es debido a que el observador toma las medidas de la gravedad
sobre latopografiaen vez de sobre lafrontera superior del cuerpo. Por ello, hay que ser cuidadosoen
lautilizacion de este modelo y usarlo solo cuando las condiciones del problemalo permitan, esto es,
cuando la topografia de la zona de estudio pueda ser aproximada por un plano. Cuando ésto no es
posible, debido ala presencia de unatopografiacompleja, es conveniente no utilizar este modelo, sino
aguél que consideralaformareal delatopografiacomo frontera superior de laestructura de lafuente
anomala. Para el caso de la cuenca Laguna Salada, las topografias de los dos perfiles permiten la
utilizacion del modelo con topografia plana sin que se produzcan errores importantes en el calculo de
la solucion del problema. En este Capitul o hemos visto que | as sol uciones obtenidas con ambos tipos
de modelos, tanto parala subcuenca principal de laLaguna Salada como parala cuenca secundaria,
son model os compatibles entre si y nos proporcionan informacién muy parecida.

Enlainversion delos datos de gravedad paralos dos perfiles, y para cadatipo de fuente, 1o
primero que se ha hecho es permitir la evolucién de todos |os pardmetros que describen la fuente
andmala a lo largo del proceso iterativo, comenzando con un modelo homogéneo y sencillo, sin
aplicar ningun tipo de restriccion al problema. Debido a la falta de unicidad del método, las
soluciones obtenidas en cada caso, para el modelo inicial elegido, no han resultado ser soluciones
aceptables desde el punto de vista geoldgico, aunque se haya conseguido un buen agjuste entre la
anomalia observada y la anomalia calculada en cada caso. La decision de utilizar un modeloinicial
homogéneo, teniendo en cuenta Unicamente |os datos real es conocidos para su construccion, ha sido
debida a que este tipo de modelos no introducen tendencias en el célculo de las fronteras y el
contraste de densidad, permitiendo la evolucion libre de todos | os parametros de la fuente hasta
alcanzar una posible solucién al problema.

Unaforma de acotar las soluciones del problema es aprovechar laflexibilidad que posee el
método de inversion, desarrollado en este trabajo, paradecidir cuales de los pardmetros de lafuente
van a permanecer fijosy cuaesvan aevolucionar alo largo del proceso iterativo deinversion. Esto
disminuye ladimensién del espacio de solucionesy también el nimero de soluciones posibles para
cada caso. Por esto, en la busqueda de un model o satisfactorio que describala estructura de lacuenca
Laguna Salada, primeramente se ha planteado el problemade inversién no lineal més sencillo, en el

gue se haimpuesto un contraste de densidad constante y se hacalculado su valor junto con losvalores
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de los parametros que determinan la estructura geométrica de la fuente, obteniendo un semigraben
con mayor subsidenciaen lamargen oriental, lo cual esta de acuerdo con las evidencias geol6gicasy

geofisicas para ambas subcuencas. Una vez obtenido un modelo de estructura satisfactorio, no lo
hemos considerado como solucién final al problema puesto que, debido ala compactacién de los
sedimentosy a otros fendmenos fisicos que se producen en una cuenca sedimentar ia, cabe esperar que
el contraste densidad varie con la profundidad y, en menor medida, con la distancia horizontal. Por
esta razén, también se ha aplicado el método de inversion al calculo del contraste de densidad,

dejando fijala estructura obtenida, para obtener una solucién mas realista del problema para cada
subcuenca, de acuerdo alos datos geol 6gicosy geofisicos disponibles. Como hemos visto, el hecho
de imponer restricciones en el calculo de los parametros de lafuente introduce estabilidad al métodoy
reduce el nimero de posibles soluciones al problema.

L os modelos obtenidos para el perfil P1, sobre la subcuenca principal delaLaguna Salada,
muestran una estructura en la que la margen occidental de la misma presenta una pendiente menor
gue lamargen oriental, correspondiendo a una estructura de semigraben cuya profundidad maxima es
del orden de 2.7 km. El contraste de densidad también tiene laforma de un semigraben, presentando
unavariacion en profundidad muy suave, desde unos—0.67 g/cm?® en superficie, debido alapresencia
de sedimentos no consolidados en esta zona, hasta alcanzar -0.1 g/cm’® cercade lafronterainferior.
Por otro lado, también se observa unavariacion lateral del contraste de densidad en lamargen oriental
de la estructura, o que sugiere un cambio de facies subvertical similar al descrito por Dorsey y
Martin-Bargjas (1999) para esta zona de la cuenca.

En el perfil P2, trazado sobre |a subcuenca secundarianorte de laL aguna Salada, se muestra
una estructura mas pequefiay menos profunda que la subcuenca principal. Se puede observar que la
fronteraizquierda de laestructuratiene menos pendiente que lafronteraderechay que esta tltima
presenta una pendiente casi vertical en superficie, al menos hastauna profundidad de casi 1 km. Esto
esta de acuerdo con |os datos geol 6gi cos obtenidos en |os que se describe laexistenciade fallas en
escal6n para esta zona de la cuenca (Mueller y Rockwell, 1991). La maxima subsidencia de esta
subcuencatiene lugar también en lamargen oriental delaestructura, alcanzando una profundidad del
orden de 2 km. En cuanto al contraste de densidad obtenido para este perfil de datos, se puede
observar que los model os presentan un basculamiento de | as capas sedimentarias haciael orientey
también unavariacion lateral de densidad en lazonasuperficial delamargen oriental delaestructura,
o mismo que ocurria para el perfil P1.

L osresultados finales para cada perfil, y para cada uno de los tipos de fuentes utilizados, han
resultado ser satisfactori os desde el punto de vista de lavalidacion del método, puesto que todos |os
model os presentados corroboran |os model os propuestos en otros trabajos (Garcia- Abdesdemet d.,

1995; Vazquez-Hernandez, 1996; Martin-Barajas et al., 2000).
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6.2.3. Inversion de datos gravimétricos de la Laguna Salada en 3D.

Una vez obtenidos los model os bidimensionales de la cuenca Laguna Salada, €l siguiente
paso es calcular su geometria'y su contraste de densidad en 3D a partir de la anomalia residual
isostatica de lafigura 6.21, utilizando el método desarrollado en el Capitulo V.

Debido alageometriade los model os que se van a utilizar en este problema, y alos grados de
|os polinomios que describen lafronterainferior del cuerpo, se hace necesario modelar Unicamentela
subcuenca principal delaLaguna Saladay prescindir delasubcuenca secundaria norte sobrelaque se
trazé el perfil P2. Esto hace que la Laguna Salada quiza no seala estructura més idénea para aplicar
el método en 3D desarrollado en este trabajo, yaque | asubcuenca principal no es unacuencacerrada
ni en su parte norte ni en su parte sur. No obstante, éste resulta ser un ejemplo muy ilustrativo de la
metodologia desarrollada en este trabajo, ya que sirve para ver de qué manera podemos aplicar al
estudio en tres dimensiones la informacion aportada por |os model os bidimensional es obtenidos
anteriormente, asi como paraevidenciar las limitaciones del método de modelado en 3D propuesto en
esta Tesis.

Para poder modelar esta cuenca, primeramente vamos a rotar 12° la anomalia de lafigura
6.21. Con ésto, situamos el gjelongitudinal de dichaanomaliaparalelamentealosbordesdelamalla
dedatos, con lo que sefacilitael calculo delasfronteraslaterales del modelo. El resultado de esta
rotacion se puede ver en la figura 6.74(a). A continuacién extraemos de este mapa €l érea
correspondiente a la subcuenca principal, la cual se puede observar en la figura 6.74(b). Si
observamos detenidamente la anomal ia de este mapa, podemos ver gque esta af ectada por un regiond
gue debemos eliminar para poder obtener |a anomalia debida Gnicamente a la subcuenca principal.
Paraello, vamos arestarle un maparegional calculado apartir de la suposicién de que en los bordes
laterales de laanomalia debe encontrarse laisolineade 0.0 mGal, de lamisma manera que hicimos
con el perfil P1 en el caso de las dos dimensiones. El regional calculado se presenta en lafigura
6.75(a) y el resultado de laresta de ambos mapas se puede ver en lafigura 6.75(b). En ambos mapas
se harealizado también unatrasl acion de coordenadas de manera que ambos se encuentran centrados
en lacoordenada (0,0), de esta maneralos coeficientes de | os polinomios utilizados en el modelado de
la cuenca son numéricamente sencillos.

El mapa de la figura 6.75(b) est4 formado por una malla que consta de 31 filasy 15
columnas, sumando un total de M = 465 datos, |os cual es estan equiespaciados cada 2 km. Estos son
los datos de gravedad que vamos a utilizar para modelar en 3D |a subcuenca principal de laLaguna
Salada
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FIGURA 6.74. (a) Mapa de anomalias residual es i sostéti cas sobre el mapa de la topografiade la cuenca
Laguna Salada, ambos rotados 12 °, en direccion de las agujas del reloj, con respecto ala direccion del
norte geogréafico. (b) Anomaliaresidual isostatica sobre la subcuenca princioal delaLaguna Salada. Las

isolineas en ambos mapas se encuentran en unidades de mGal.
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FIGURA 6.75. (a) Maparegional. (b) Malla de datos de gravedad utilizados en el proceso deinversion.
La linea de mayor grosor es la isolinea de 0 mGal.

6.2.3.1. Caso 1: Fuente anémala limitada lateralmente por funciones continuas de las

variablesy, z

Como ya hemos visto en el Capitulo V, este caso se caracterizapor suponer quelatopografia
del lugar y lafronterainferior del cuerpo son perfectamente planasy horizontales. Con el problemade
inversion se calculan un maximo de 33 parametros que nos describen tanto la estructura como el
contraste de densidad de la fuente mediante funciones polinémicas.

En el caso de la Laguna Salada, el mapa topogréafico presentado en la figura 6.74(a) nos
muestra que la topografiade la cuenca es aproxi madamente plana sobre |a zona sedimentaria, con una
alturapromedio de 0 km, pero que se elevabruscamente hacialas sierras que lalimitan. Esto no esun
problema siempre que las fronteras laterales del cuerpo, utilizado como modelo de la estructura
sedimentaria, no alcancen estas sierras. Por otro lado, evidencias geofisicas (Sanc hez-Moncla, 1997)
indican que al NNW y al SSE de la subcuenca principal existen sendos altos en la topografia del
basamento de la cuenca. Esto si representa un problema parala suposicion de que la cuenca posea una
fronterainferior plana, lo cuél esun inconveniente paralaaplicacion del método deinversién con este

tipo de fuentes, como veremos mas adelante.
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Para cal cular todos | os parametros que determinan la estructura de la fuente anémala a partir
de los datos de lafigura 6.75(b), vamos a seguir el mismo procedimiento de trabajo que en el caso
bidimensional. Primeramente vamos a considerar el caso de una fuente anbmala con densidad
constante y calcularemos | os parametros que describen su estructura geométrica. Por tanto, en este
problemadeinversionse van aresolver un total deN = 23 pardmetros, todos ellos pertenecientesala

estructura de la fuente, con lo que el vector incdgnitatiene la forma:

P = (P11, P12 P13 P1as Piss Piss P17y P1gs Paor Paos P21 P22y P23y Paas Pasy Pas Paz P2ss Py Paos Pawr Paz Paa)  (6.7)

Este problema es un problema sobredeterminado, ya que el nimero de datos es 465, mucho mayor
gue el nimero de parametros.

Para construir el modelo inicial del proceso iterativo, no sélo disponemos de informacion
geol dgicarel acionada con |a subcuenca, también podemos hacer uso de lainformacion proporcionada
por los modelos 2D obtenidos en el presente trabgjo. Por ello, vamos a comenzar el problema de
inversion a partir del modelo delafigura6.28, de forma que las fronteraslateralesdel cuerpo, enla
direccion del eje x, vienen dadas por hy(y,z) = -12+1.9z +1.427 +0.062°, h(y,2) =12- 0.3z- 0.447 -
0.1Z°, cuyas expresiones general es son |os polinomios (5.4). Las fronteras en ladireccion del ejeyson
planas, verticalesy vienen dadas por losvalores y; = -25 km ey, =25 km, y lafronterainferior del
cuerpo es el plano horizontal z, = 2.66 km. En cuanto al contraste de densidad promedio parala
subcuenca principal de la Laguna Salada, vamos a suponer que viene dada por la funcién constante
Dr =-0.37 g/cm® y vaapermanecer fijadurante todo el proceso iterativo. Laformade este modeloy
su anomalia gravimétrica se pueden ver en lafigura 6.76.

En lafigura 6.77 se muestra la evolucion del desajuste a lo largo de todo el proceso de
inversion de 200 iteraciones. Vemos como este valor decae de manera continua alcanzando la
convergenciaapartir delas primeras 50 iteraciones haciael valor 1189. Este val or es bastante mayor
gue la tolerancia permitida T = N = 467, por lo que elegiremos el model o obtenido en la Gltima
iteracion como model o resultante para este proceso, €l cual tiene un desajuste g = 1189.8 y un factor
de amortiguaciéon b ' = 594.9.

El modelo resultante obtenido en laiteracion nimero 200 del proceso se puede ver en lafigura
6.78. Este cuerpo tiene una densidad constante de—0.37 g/cm?, estalimitado en direccion del ejey por
las fronteraslaterales y1 = ps1 =-24 km ey, = p32 = 32.8 kmy presentauna profundidad maximaz =
pss3 = 3.2 km. En dichafigurase muestran varios perfiles de la estructura en distintas posiciones en el
gjey con respecto alamallade datos. Estaforma de representacion ayuda atener unaideamés clara
de como se comportan las fronteras laterales de lafuenteh; (y,2) y h,(y,z). Podemos ver como dichas
fronteras forman una estructura de semigraben en todos los perfiles, en lacual |afrontera derecha

presenta una pendiente mas suave que laizquierda, haciendo que la maxima subsidencia de lacuenca
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se encuentre haciala margen derechade la misma. La profundidad maxima obtenida es constante para
todalaestructura, de ahi que, debido ala naturaleza de laanomaliagravimétrica, podemosver que, en
los perfiles situados en las posicionesy =25 km ey=—-20 km, las dos fronteras lateral es se cruzan,
indicando que en estas zonas lafronterainferior de la estructura debe ser menos profunda que en el
centro de la cuenca. El cruce inevitable entre ambas fronteras produce un cambio de signo en la
integral (5.3) que se traduce en una densidad positiva de 0.37 g/cm® para |as zonas rayadas en los
perfiles. La presencia de estas zonas de densidad positiva hacen que la anomalia gravimétrica del

model o sea menos hegativa en los extremos NNW y SSE del mapa.

(b)

Dr =-0.37 glem®

FIGURA 6.76. (a) Fuente andbmala utilizada como modelo inicial en el proceso de inversion parael estudio
de los datos de la anomalia residual i sostética de la cuenca Laguna Salada. (b) Anomalia gravimétrica

producida por lafuente (a). Lalinearesaltada representala posicién de lafuente con respecto alaanomalia.
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FIGURA 6.78. Perfiles trazados sobre |a estructura del modelo resultante en el modelo deinversién. Las
zonas grises presentan un contraste de densidad constante de—0.37 g/cm”. Las zonas rayadas presentan un
contraste de densidad positivo de 0.37 g/cnT, debido al cambio de posicién de las fronteras laterales que
conlleva un cambio de signo en laintegral que calcula el efecto gravimétrico de este cuerpo mediante la

ecuacion (5.3).



378 Aplicacién a datos de campo

Enlafigura6.79(a) podemos ver la anomalia gravimétrica producida por el cuerpo delafigura
anterior y enlafigura6.79(b) se muestralaformadel residual del problema, calculado al comparar
dichaanomaliaresultante con los datos de gravedad del mapa 6.75(b) utilizados en lainversion. En el
mapa 6.79(b) vemos que, en los bordes superior einferior, el valor del residual presentavalores de
hasta 5 mGal, mientras que el centro de la malla presenta valores de unos —0.5 mGal, siendo el
maximo de anomalia de —35 mGal. Estadiferenciaen el residual esla causante del alto valor que

tiene el desajuste, que hace que sea mayor que el valor de la tolerancia permitida para este caso.

A ’ @'@s\a’%
|

Y (km)

FIGURA 6.79. () Anomalia gravimétrica correspondiente al modelo resultante en el proceso de inversion.
Las lineas resaltadas representan las posiciones de los perfiles de lafigura 6.78. (b) Residual obtenido al

comparar los datos de gravedad del problemay la anomalia gravimétrica (a).

A continuacién se calculan las matrices de resolucion, covarianzay correlacion para este caso,

con unavarianzaresidual $ = 2.7mGal?, bastante mayor que lavarianza de los datos de gravedad, la

cuél tiene el valors? = 1.0 mGal 2. Seg(in ésto, el model o resultante no se ajustaalos datos de manera
satisfactoria, como podemosver en el residual delafigura6.79(b), sobretodo en los bordes superior e

inferior delamalla, aunque en el centro se alcanza aproximadamente el valor de laanomaliaresidual

i sostética.
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Enlafigura6.80 se presenta unaimagen de lamatriz de resolucién. En esta matriz podemos ver
gue algunos de los pardmetros de la estructuratienen unaresol ucion baja, como por ejemplop s, P13y
p1s delafronteraizquierda, que son los coeficientes correspondientes al término independientey alos
términos en zy 7 del polinomio hy(y,z) respectivamente. También presentan baja resolucién los
pardmetros p,1, P»3 Y P.s delafronteraderecha, correspondientes alos mismostérminosdel polinomio
h,(y,2). Laformade ambos polinomios se pueden ver en las expresiones ( 5.4) del Capitulo V. Otros
dos pardmetros que presentan baja resolucién son el p3,, correspondiente alafronteray, y €l pss,
correspondiente ala fronterainferior del cuerpo.

En la tabla 6.32 se presentan los valores numéricos de los elementos de la matriz de
covarianza, siendo su diagonal principal la que nos vaa proporcionar las varianzas de | os parametros
del modelo. Laraiz cuadrada de estas varianzas nos dan | as correspondi entes desviaciones estandar.

Enlatabla 6.33 se pueden ver |os val ores de cada uno de los parametros de lafronteralateral
h.(y,2), los pardmetros correspondientes alafrontera lateral h,(y,2) y lospardmetrosdelasfronterasy;,
Y, einferior z,. También se presentan lasincertidumbres correspondientes, considerando un intervao
de confianzacon + 2.58s.

Enlafigura6.81 estarepresentadalamatriz de correlacion. Como se puede ver en estafigura,
latendencia general es que existen correlaciones entre |os parametros de cada una de las fronteras
laterales hy(y,2z) y hz(y,z). Por otro lado, se puede ver también gque existen ciertas correl aciones entre
|os elementos de estas dos fronteras. En cuanto alos pardmetros correspondientes alas fronterasy; =
P31, Y2 =Pa2 Y Zo =Pz3, VEMOS que No presentan correlaciones importantesentresi o con el resto delos
parametros. Paraver si las correlaciones entre parametros son negativas o positivas, se presentan los

valores numéricos de los elementos de |a matriz de correlacion en latabla 6.34.
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FIGURA 6.80. Matriz de resolucién de los pardmetros de la fuente.



1 P12 P13 P14 Pis Pis P17 Pis P1o P20 P21 P22
5.430 10% | -1.40210° | 2.21910* | 4.22110° | -2.38910° | 1.11510* | -9.25510% | -3.26310° | 6.87210° | -1.007 10 | -1.335 10°° | -3.924 10°®
Pu
3.13310% | -7.68010° | -2.82210* | -3.63910° | -1.166 10° | 5.52210° | 6.207 10° | -2.760 107 | -3.80510° | 3.476 10° | 4.45210°°
P12
227910% | -7.100 10° | -1.181 10° | 1.746 10* | -6.909 107 | 2.14810° | 4.88710® | -5.79510° | -1.589 10°° | 8.207 10°® P13
8.25710* | 9.47310° |-1.16310° | -1.10710° | -2.92210* | -1.819107 | 217510° [ -2.33110° [ -1.01910" ||  pyg4
7.504 107 | -1.892107 | -5.174107 | -2.45210° | -1.63310° | 2.92510° | -4.02810° | -0588107 | P15
1791 10% | -2.07710° | 7.96110° | 5.03510° | 5.05410° | -3.05110° | 6.989 10°® P1s
7698107 | 183810° | 239910° | -6.06210° | -5.049107 | 361710° | Py
1.38910* | 1.004107 | 7.70110° | 1.55710° | 3.69110° Pis
1.21510° | 4.05110-8 | 7.42910° | -5.908 10°® P1o
3.74610* | 2.26810° | -1.63410° P2o
5.88610% | 1.15210° P21
3.11110* P2

TABLA 6.32. Elementos de lamatriz de covarianza de |os pardmetros.




P23 P24 Pa2s P2s P27 P2s P2o P30 Pz P32 Pss

461110° | -1.19410° [ -5.967 107 | 8.92710° | -1.743107 | 5.06510° | 3.27910° | 6.19110 [ -1.13310° [ -1.67910° | -9.702 10°® P11
4.03710° | -1.70110° | 1.03810° | -8.18110" | 1.94810° | -8.014 10° | -1.358 107 | -2.56310° | -1.399 10° | 7.468 107 | 2.227 10°° P12
1.52910° | -4.07810° | -3.674107 | 2.62110° | -4.742107 | 1.54110° | 2.81610° | 2.16710° | 3.08610° | -1.171 10 | -6.165 10°° P13
-1.85310° | -4.07810° | -2.05110° | -252710° | -2.42310° | 4.26010° | 1597107 | -9.35310° | -8.87410° | -9.415107 | -541310° | p,,
-2.219107 | 2.76110° | -8.34010° | -1.413107 | -2.26410° | -9197 107 | -9.159 10" | 7.885107 | -2.75810° | -1.7010°® | -2.969107 || pyg
2.79510° | -4.29510° | 3784107 | 4.82410° |-1.44710° | 1.72810° | 3.22910° | 7.03810° | 8.39410° | -4.059107 | -6.07610° [ Py
-4.670107 | -3.786 10° | 9.23510% | -9.035107 | 2769107 | -3.157 107 | -8.17110° | -2.790 10° | 6.802107 | 3.777 10 | 2.529 107 P17
8514 10° | 4.63810° | 7.266 107 | 1.35510° | -1.064 10° | -1.182 10° | -1.297 10° | 1.64810° | -4.76210° | 1.877107 | 1.97410° Pis
1.79910® | -853510° | 3572107 | 3.099 10° | -4.79210° | 3.18210° | 3.31510™ | 5.36410® | 1.099 107 | -4.554 10 | 6.22310° P1o
2.70010° | -7.304107 | 2.760 10° | 7.324 10 | -4.03210° | 5.668 10 | 3.67310® | 2.01510% | 2.07310° | 6.589 107 | 3.476 10°° P2o
281310* | -2.42710° | -2.87810° | 111810* | 9.092107 | 6.79210° | 341310° | -1.37410* | -7.250107 | 184210° | 145210° | pyy
-2.860 10° | -3.299 10“ | -1.080 10° | -5.990 10° | 3.87910° | 8.58710° | -2.399 107 | -3.97110° | 1.33510° | 2.56810°° | 1.34510° P22
2266 10% | -7.43410° | -1.43710° | 1.50110* | -1.353107 | 3.07710° | 3.71310° | -8.63110° | -1.061 10° | -8.651 107 | -3.713 10°® P23
8418 10% | 2.15310° | -2.547 10° | -2.984 10° | -2.790 10 | -5.867 10 | -1.439 10% | 2.237 10 | -4.978 10 | 1.71010° P24
4.048 107 | 2.20110% | -2.090 107 | -5.375107 | -2.74110° | 3.52410° | 4.685107 | -9.53710° | 1.437 10°® Ps
1.409 10% | -1.59110° | 1.14910° | 571310® | 1.50210° | -3.167 10° | -1.465 10°® | -3.590 10°° Ps
4121 107 | -7.665107 | -9.27910° | -5.306 10° | 9.230107 | 2.602 10 | -1.263 108 P27
1.10110% | 6.62810® | 1.37010° | -6.04010° | 1.58510° | -1.278 10°® P2s
8.214 1010 | 1.126 107 | -6.561 10° | -6.837 107 | -2.244 10°® P
3.011 104 | -9.73710°% | 7.117107 | 3.792 10° Pso

- -7 6
8.408 10 | 3.135107 | -3.429 10 Pz
1.89410° | -2686107 | pg,
321710 Paz

TABLA 6.32 (Continuacion). Elementos de la matriz de covarianza de |os parametros.
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FRONTERA h,(y,2)

p1i= -12.27 + 0.06 gl/cm®

FRONTERA h,(y,2)

P21 = 12.50 + 0.06 km

FRONTERAS V1, Y5, 2,

P31 = 23.99 + 0.08 km

p,, = -0.03 +0.05 gem
km

Py, =-0.01 + 0.05

P, = 32.829 + 0.004 km

Pis = 355 +0.04 gom
km

P,; =-1.24 + 0.04

Pss=3.20 + 0.05 km

3
p1s= -0.28 + 0.07 g/cm
km

P24 = -0.07 + 0.07 km'*

p.s = -0.004 + 0.002 gem®

km?

pss = 0.003 + 0.002 km*

pe = 1.79 + 0.03 glem®
km?

P,s = -0.01 + 0.03 km*

3
p17 = 0.008 + 0.002 9/cm
km?

p,; = -0.003 + 0.002 km?

3
p.g = 0.10 +0.03 g/cm
km?

P2s = 0.04 + 0.03 km?

3

Pi = 0.00033 + 0.00009 —gf”; P2g = 0.00011 + 0.00007 k™
m
3
Pro = -0.33 + 0.05 g P = 0.33 +0.05 km?
km

TABLA 6.33. Pardmetros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.
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FIGURA 6.81. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.




Pu P12 P13 P14 Pis Pis P17 Pis P1o P20 P21 P22
1.000 10*° | -3.400 102 | 6.308 10% | 6.30310° | -1.183107 | 3.574 10" | -4.527 10° | -1.188 102 | 8.460 102 | -2.23310! | -2.361 10 | -9.547 10°°
Pu
1.000 10%° | -2.874 102 | -5.548 101 | -2.374 107 | -4.923102 | 3556 10 | 2975107 | -4.472 10" | -1.111 1071 | 8.095103 | 1.426 10% P12
1.000 10*0 | -1.637 102 | -9.029 102 | 8.642 10" | -5.216 102 | 1.207 102 | 9.285102 | -1.983 10" | -4.338 102 | 3.082 1072 P13
1.000 10*° | 3.806 10" | -3.026 102 | -4.390 107 | -8.626 107 | -1.815107 | 3.911 102 | -3.34410° | -2.011 10 P1a
1.000 10*° | -1.632 102 | -6.808 10 | -2.402 10" | -5.408 10* | 1.74510 | -1.917 10° | -6.276 102 P1s
1.000 10*° | -1.769 10% | 5.047 102 | 1.07910" | 1.95110" | -9.397 107 | 2.961 102 P1s
1.000 10*° | 177710 | 7.844102 | -357010 | -2.372102 | 2.338 101 P17
1.000 10*° | 2.44210 | 3376102 | 5.44510° | 1.776 10! Pis
1.000 10*° | 6.004 102 | 8.784 107 | -9.608 102 P1o
1.000 10*° | 4.831102 | -4.787 102 P2
1.000 10*° | 2.693 107 P21
1.000 10*° P2

TABLA 6.34. Elementos de la matriz de correlacion de los parametros.




P23 P24 Pa2s P2s P27 P2s P2o P30 Pz P32 Pss
1.31510? | -1.767 102 | -4.024 102 | 3227107 [ -1.16510? | 2071107 | 4910102 | 1531107 | -1.677 10° | -5.235 1072 [ -2.321 102 P11
1515102 | -3.312102 | 9.21710? | -3.89410° | 1.714 10" | -4.314102 | -2.678 107 | -8.34510? | -2.726 10° | 3.066 102 | 7.01510°? P12
6.72810% | -9.310107 | -3.82510% | 146210 |-4.89310% | 9727107 | 6507107 | 8271107 | 7.05010° | -5.636107 | -227710" | py3
-4.283107 | -4.891107 | -1.12210" | -7.409107 | -1.314 10" | 141210 | 1.93910" | -1.876 107 | -1.065 107 | -2.38110% | -1.050 107 | Py,
-170210% | 1.09910" | -151310" | -1.374107 | -4.07210? | -101210™ | -3.689 107 | 5246107 | -1.098 10" | -1.43510% | -1.91110% || pyg
1.38810" | -1.106 10" | 4.44410° | 3.03710" | -1.68410" | 1.231107 | 8420107 | 3031107 | 2.163107 | -2204107 | -253210" [ pye
-3536 107 | -1.48710" | 1.65410" | -8.67510° | 4.91710" | -342910® | -3.249 10" | -1.83310" | 2674107 | 3129107 | 1607102 | gy
4799102 | 1.356 107 | 9.689 102 | 9.682 102 | -1.406 107 | -9.552 102 | -3.840 102 | 8.056 102 | -1.393102 | 1.157 102 | 9.336 10 P1s
3428107 | -8.43910° | 161110% | 7.48810% |-2.14210" | 8698107 | 331810" | 8867107 | 1.08710" |-9.40410° [ 9.95310° | pyg
9.269 102 | -1.30110°% | 2.241 10" | 3.18810" | -3.24510" | 2.790102 | 6.621102 | 6.001 10" | 3.694 102 | 2.47410% | 1.001 10" P20
7.704 10" | -3.448 102 | -1.865 10" | 3.882 101 | 5838102 | 2.668102 | 4.909 102 | -3.263 107 | -1.03210° | 5517102 | 3.33810°3 [
-1.077 102 | -6.447 10" | -9.626 102 | -2.861 102 | 3.426 10" | 4.63910 | -4.74510" | -1.298 10" | 2.611102 | 1.058 10" | 4.252 10 P22
1.000 10*° | -1.702 102 | -1.500 10 | 8.39910* | -1.400 102 | 1.948102 | 8.607 102 | -3.304 107 | -2.430 10° | -4.176 102 | -1.375 107" P23
1.00010*° | 1.166 10" | -7.394 102 | -1.602 10* | -9.162 10" | -7.056 102 | -2.858 102 | 2.660 10 | -1.247 10 | 3.285 1072 P24
1.000 10*° | 2.91410° | -5.118 107 | -8.049102 | -1.503 107 | 3.192 10! | 2540102 | -1.089 102 | 1.259 10t P2s
1.000 10" | -2.088 107 | 9.223102 | 1.67910° | 7.29210° | -9.200 10° | -8.971 102 | -1.686 10" Ps
1.000 10*° | -1.138 10" | -5.044 10" | -4.764 10" | 4.959 102 | 2.945 1072 | -1.097 10°° P27
1.00010*° | 2.20310° | 7.523102 | -1.985102 | 1.098 10" | -6.789 102 P2s
1.00010*° | 2.264 10 | -7.895 102 | -1.734 102 | -4.365 1072 P2
1.000 10*° | -1.935 102 | 2.980102 | 1.218 10! P
1.000 10*° | 7.856 107 | -6.593 10" Pz
1.00010% | -1.088107 [ g,
1.000 10*° Pas

TABLA 5.34 (Continuacion). Elementos de lamatriz de correlacion de |os parametros.
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Con la estructura del cuerpo andmalo, presentada en la figura 6.78, se ha calculado €l
polinomio de segundo grado que nos proporcionael contraste de densidad responsable de los datos de
gravedad del problema. El resultado final obtenido no ha sido satisfactorio para el modelo de
semigraben esperado paralal aguna Salada. Esto es debido, principalmente, alaexistenciadel cruce
entre las dos fronteras lateralesh, (y,2) y h,(y,z) en estas zonas, producido por lacondicion de mantener
planalafronterainferior en este tipo de fuentes. Paraver si es posible mejorar el resultado obtenido
paralaestructura, también se haintentado calcular este caso realizando el problemaiterativo a partir
de otros modelos iniciales, pero los resultados obtenidos han sido similares.

En consecuencia, aunque el model o de fuente con contraste de densidad constante, obtenido
en esta seccion, nos ha proporcionado una idea general satisfactoria del tipo de estructura de
semigraben esperada parala zona central de la subcuencaprincipal delaLaguna Salada, estetipo de
model os no es del todo satisfactorio parael caso que estamostratando, yaque lafronterainferior de

esta subcuenca no es en realidad plana.

6.2.3.2. Caso 2: Fuente limitada superior e inferiormente por funciones continuas de las
variablesy, z.

A continuacién vamos a modelar |asubcuenca principal de la Laguna Salada mediante el
modelo que introduce la topografia de la zona de estudio en el modelado, y considera las cuatro
fronteras lateral es como planos verticales. Los datos de gravedad son 10s mismos que para el caso
anterior, esto es, la malla de la figura 6.75(b), con 465 datos espaciados 2 km.

Primeramente vamos a aproximar |la topografia de la cuenca Laguna Salada mediante un
polinomio de cuarto grado que depende de las variables x ey. Este polinomio se hagraficado en la
figura 6.82 sobre el mapa deisolineas de latopografiade la subcuenca principal delalL aguna Salada.

Como en el caso anterior, vamos a suponer que el cuerpo que se va a modelar tiene un
contraste de densidad constante de valor Dr =-0.37 g/cm?®, que permanecerainvariablealo largo del
proceso de inversion. Por tanto, se van a calcular un total de 14 parametros que definen la estructura
del cuerpo anémal o, diez de ellos son | os coeficientes del polinomio (5.10), que nos definen lafrontera
inferior del cuerpo, y los otros cuatro representan |os planos lateral es que limitan la estructura. En total
vamos a calcular N = 14 pardmetros con M = 465 datos, lo cual constituye un problema

sobredeterminado. El vector de pardmetros para este caso es de la forma:

P = (P11, P12, P13, P14, P15, P16, P17, P18, P19, P20, P21, P22, P23, P2a) (6.8)
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Y (km)

FIGURA 6.82. Lasisolineas sdlidas representan la topografia de la zona de la subcuenca principal de la
Laguna Salada. Las isolineas discontinuas representan el polinomio de cuarto grado que gjusta la

topografia. Los valores de igual altura en ambos casos vienen dados en km.

El modelo inicial, con el que comienza el proceso iterativo, se va a construir a partir del
modelo de estructurade lafigura6.39 obtenido en el caso bidimensional, esto es, lafronterainferior
del cuerpo vaavenir dada por el polinomiola(x,y) = 2.45 + 0.13x - 0.0143x” - 0.0008x°. Lasfronteras
laterales en direccion del gjex son x; =-12 kmyx, =12 km, y lasfronteraslateralesen direccion del
giey son y; =-25km ey, =25 km. La estructura de este modelo y la anomalia gravimétrica que
produce se puede ver en lafigura 6.83.

Pararesolver el problemade inversién se harealizado un proceso de 200 iteraciones. Enla
figura 6.84 se presentalaevolucion del desajuste alo largo de todas esas iteraciones. Podemos ver que
el desajuste decae de manera continuay que a partir de laiteracion 50 tiende a converger haciael valor
(s = 2330. A partir de la iteracién nimero 109 los valores de |0s pardmetros apenas presentan
variaciones a partir de la cuartacifradecimal, indicando que hemos Ilegado a una posible solucién del
problema. Por tanto, vamos a considerar el modelo alcanzado en dichaiteracion, congs = 2330.2yb™
=1165.1, como el model o resultante de nuestro proceso de inversion, el cudl se presentaen lafigura
6.85. Como podemos observar, el modelo tiene una estructura geométrica de semigraben con una
profundidad maxima de 2.32 km hacia su margen derecha, 1o cual es coherente con los modelos

obtenidos en €l estudio bidimensional de |a cuenca.
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Dr =-0.37 g/cm’

Z (km)

<[‘—§ﬂ/ - =

FIGURA 6.83. (a) Fuente anémala utilizada como modelo inicial en el proceso de inversién parael estudio de
los datos de la anomalia residual isostéicadelacuencal aguna Salada. (b) Anomaliagravimétrica producida
por lafuente (). Lasisolineas de laanomalia gravimétrica vienen expresadas en mGal. Lalinearesaltada

representa la posicion de la fuente con respecto a la malla de datos.

1F+4

Desajuste

—

1E+3 . | -t ? : | . ._1
50 1 150 200
No. de iteracion

FIGURA 6.84. Evolucion del desajuste Qs .
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FIGURA 6.85. (a) Modelo resultante parala subcuenca principal de la Laguna Salada considerando una
fuente anémala limitada superior e inferiormente por funciones continuas de las variables x ey, con un
contraste de densi dad constante de valor —-0.37 g/cm’. Lasisolineas deigual profundidad estan espaciadas

cada 0.2 km. (b) Anomalia gravimétrica producida por el modelo (a). Las isolineas de la anomalia

gravimétrica vienen expresadas en mGal.

Al igual que en el caso 1, podemos ver que el valor del desajuste es bastante mayor que la
tolerancia permitida T = N = 465. Esto se debe a las diferencias que hay entre la anomalia
gravimétrica del modelo resultante y los datos de gravedad, principalmente en los bordes de la
anomalia. Estasdiferencias se pueden ver en lafigura 6.86, donde se presentael residual del problema.

podemos ver gque en dichos bordes el méximo valor del residual es del orden de 7 mGal.
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FIGURA 6.86. Residual obtenido al comparar los datos de gravedad del problema y la anomalia

gravimértrica del modelo resultante en el proceso de inversion.

Lavarianzaresidual paraeste caso es § =5.2mGal?. Con este valor calculamos las matrices

de resolucion y covarianza a partir de | as ecuaciones (1.55) y (1.63), respectivamente. En lafigura
6.87 podemos ver laprimera, que nos muestra que |los diez parametros de lafronterainferior tienen
muy buenaresolucion, mientras que |os parametros de | as fronteras | ateral es presentan una resolucion
muy baja. En la tabla 6.35 se presentan los valores numéricos de los elementos de la matriz de
covarianzacuyadiagonal principal nos proporcionalasvarianzas de |os pardmetros. Calculando laraiz
cuadrada de |as mismas obtenemos | as desviaciones estandar correspondientes con |os que obtenemos
las incertidumbres de | os parametros suponiendo un intervalo de confianza+ 2.58s (99%). Enlatabla
6.36 se pueden ver los valores numéricos de los parametros del modelo junto con dichas
incertidumbres. Hay que destacar que el pardametro p,4 presenta unavalor mayor de 30, esto es, la
fronteray, del modelo resultante se encuentra situada fuerade los limites de lamalla de datos, de ahi
gue este parametro sea el que tenga peor resolucion de todos.

La matriz de correlacion de los parametros se presenta en la figura 6.88. En dicha figura
podemos ver que, en general, existe correlacion entre los parametros de lafronterainferior y quelos

parametros de las fronteras lateral es no tienen correlacion entre si 0 con el resto de parametros.
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pll p12 p13 p14 p15 p16 p17 p18 p19 p20 p21 p22 p23 p24

FIGURA 6.87. Matriz de resolucion de los parametros de la fuente.
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11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 2 23 24
p p p p p p p p p p p p p p
9.45710% 5.92710° | -2.167 10° | 5.015107 | -1.080 10° | -2.07110° | 1.682107 | -3.966 10® | -5.817 107 | 5.290 10°® | -7.415 10 | -2.366 10° | -3.218 10°° | 7.088 1077 P11
2049104 | 1.22910% | 5948107 | -1.74210° | -1.82510°® | -1.542 10 | -1.085 107 | -1.899 10° | -1.240 10° | -3.389 10 | 8.903107 | -6.636 10°° | 9.680 108 P12
2834105 | -3.533108 | 2.99010° | 2.806 107 | -1.222107 | 2.03510° | -2.794 10 | -4.421 108 | 4.27310° | 5317107 | 6.22010°° | -1.742 10°® P13
1.070 107 | -3.960 10° | -2.990 10° | 2.66110° | -3.09210° | -1.43610° | -2.592 102 | 3.161 107 | -7.25710° | 3.10210°® | 4.422 10°%° P1a
5.966 107 | -3.79310% | -7.17510° | -1.13910° | 3.28010°® | 9.45110%° | 9.382107 | -7.759107 | -9.932107 | -1.376 10°® P1s
2582108 | 2242100 | 425310%° | -1.657 10° | -9.935 107 | -1.193 107 | 1.425107 | 9.294 1077 | -2.010 10°° P16
2.71710° | -2.566 10 | 2.34310%° | -1.200 10" | -1.505 10”7 | -2.51910° | 4.557 10°® | -1.483 107 P17
45371010 | -4.78410% | -7.340 1022 | 3.01010° | 1.33410® | 1.196 10° | 1.02510%° Pis
2337108 | 499210 | -9.78710° | -1.224 107 | 6.580 10 | -2.087 10°° P1o
1.085 1000 | 3.12110° | -2.30510° | -4.38910° | 8.546 10! P2o
899510 | -1.10010° | 2.55110° | 1.404 10°® P21
4544104 | 8.46210° | 3.73210° P22
1107103 | -123310° | o3
2.53810°® P2a

TABLA 6.35. Elementos de lamatriz de covarianza de |os parametros.
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FRONTERA INFERIOR

pr1= 2.03 + 0.08 km

FRONTERAS LATERALES

p21 =-11.91 + 0.08 km

p1, = 0.09 +0.04

P,y = 11.94 + 0.06 km

Prs = 0.022 +0.014

P,5 =-23.96 + 0.09 km

P14 = 0.0007 + 0.0008 km™*

P24 = 32.486 + 0.004 km

p1s = -0.008 + 0.002 km'*

P = -0.0011 + 0.0004 km™

P17 = -0.00014 + 0.00013 kv

2

p1s = 0.-0.00005 + 0.00006 km

P10 = -0.0005 + 0.0004 km™

P.o = -0.00002 + 0.00003 km

TABLA 6.36. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

p11 p12 p13 p14 p15 p16 p17

Pis

p19 p20 p21 p22 p23 p24

FIGURA 6.88. Matriz de correlacion de los parametros de la fuente.
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Pu P12 P13 P14 Pis Pis P17 Pis P1o P20 P21 P22 P23 P24

1.000 10 1.34610% | -1.324 10" | 4.985102 | -4.548107 | -4.191 10 | 1.049 10" | -6.055 102 | -1.237 10" | 1.651 10 | -8.000 10 | -3.610 102 | -3.145 102 | 1.447 10° P11
1.000 10"° | 1.613102 | 1.27010% | -1.57510 | -7.932 103 | -2.067 102 | -3.559 107 | -8.680 107 | -8.319 10 | -7.895 103 | 2.918 10 | -1.393 102 | 4.24510°3 P12

1.000 10*0 | -2.029 102 | 7.27110% | 3.280 10" | -4.404 10" | 1.795102 | -3.43310? | -7.972 10" | 2.676 102 | 4.68610° | 3.511102 | -2.054 10
Pas
1.000 10*° | -1.567 102 | -5.687 102 | 1.560 107 | -4.437 107 | -2.872 102 | -7.606 10° | 3.222102 | -1.041 102 | 2.85010° | 8.490 10* P1a
1.000 10*° | -3.056 10* | -1.782 10" | -6.924 102 | 2.778 10" | 1.17510* | 4.050 102 | -4.713107? | -3.865 1072 | -1.118 102 P1s
1.000 10*° | 2.67610% | 1.24210" | -6.746 10? | -5.936 10™ | -2.475102 | 4.160102 | 1.738 10" | -7.850 10" P1s

1.000 10 | -2.311 102 | 2.940102 | -2.211 102 | -9.626 102 | -2.267 10° | 2.627 10" | -1.786 102
P17

1.000 10 | -1.469 102 | -3.308 102 | 4.712102 | 2.938102 | 1.687 10° | 3.020 10
Pis
1.000 10*° | 3.135102 | -2.1351072 | -3.75510°2 | 1.294 1072 | -8.57110°° P1o
1.000 10*° | 9.98910° | -1.038 102 | -1.266 10 | 5.15110°° P2o
1.000 10" | -1.720102 | 2556 10° | 2.939 102 P21
1.000 100 | 1193102 | 1.099 10! P22
1.000 10*° | -2.327 102 P23
1.000 10*° P2a

TABLA 6.37. Elementos de la matriz de correlacién de los parametros.
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Con el modelo resultante de la figura 6.85 hemos obtenido |a estructura geométrica de un
cuerpo de densidad constante que podria explicar la anomalia gravimétrica registrada sobre la
subcuenca principal delalLaguna Salada. A continuacion vamos aconsiderar que los parametrosdela
tabla 6.36 que definen la estructura de dicho cuerpo van a permanecer fijosy vamos a suponer que el
contraste de densidad del cuerpo no es constante, sino que vaavenir definido por el polinomio de
segundo grado en las variablesx, y y z dado por laexpresion (5.2). Como ya hicimos para el caso en
2D, vamos a considerar fijo el término independiente de dicho polinomio en todo el proceso de
inversion, con un valorp; =-0.67 g/cm?, puesto que eslamedida del contraste de densidad promedio
correspondiente al material sedimentario no consolidado depositado en lasuperficie de lacuenca, el
cual es conocido. Por tanto, las incognitas que se deben cal cular son |os otros nueve coeficientes que

determinan el polinomio (5.2), por tanto, el vector de parametros tiene nueve componentes:

pP=(P2,P3.P4,Ps5.Ps,P7.Ps.Po,P10) (6.9)

gue deben ser calculadas con los 465 datos de la malla 6.75(b).

Se han realizado varios procesos de inversion con dferentes modelos iniciales para el
contraste de densidad. En todos ell os aparece el mismo tipo de comportamiento, en el que el contraste
de densidad es negativo y estadistribuido en capas casi horizontal es cuyos val ores son decrecientes en
magnitud y tienden haciael valor de 0 mGal, sin llegar aalcanzarlo, desde el nivel delatopografia
hasta una profundidad aproximada de 1 a 1.5 km de profundidad. A partir de este punto, el contraste
de densidad sigue distribuido en capas horizontales, pero su magnitud va creciendo a medida que
aumentala profundidad, lo cual no esldgico en estetipo de estructuras. Este comportamiento nos esta
indicando que el coeficientepso del términoz? del polinomio (5.2) esta dominando el comportamiento
del modelo parael contraste de densidad, impidiendo la obtencion de un model o satisfactorio. Por
tanto, haciendo uso de laflexibilidad que tiene el método de inversion desarrollado en este trabgjo,
paradecidir cuales de los parametros deben permanecer constantesy cudl es deben evolucionar através
delasiteraciones, vamos atomar ladecisiéon de mantener dicho coeficientefijoy conel valor p;g=0
km2, y asi volver a realizar la inversion. En este caso vamos a elegir un modelo inicial para el
contraste de densidad basado en el modelo bidimensional obtenido paralasubcuencaprincipal dela
Laguna Salada, que se puede ver en lafigura6.43. Por tanto, el polinomio que describe el contraste de
densidad del modelo inicial es Dr =-0.67 + 0.006 x + 0.11 z + 0.024 xz + 0.0024x** donde, como
vemos, el término en z° esnuloy vaapermanecer asi durante el proceso iterativo de inversién. Por

tanto, ahora el vector de pardmetros que hay que calcular tiene un total de ocho componentes:

p=(p2,P3,P2,Ps5,P6,P7,Ps,Po) (6.10)
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Para calcular su solucién se vaarealizar un total de 200 iteraciones. En lafigura6.89 se presentala
evolucién del desajuste. Podemos ver que apartir delacuartaiteracion el desajuste al canzad vaorgg
= 2311.3, permaneciendo constante hasta el final. Lo mismo ocurre con los ocho parametros

calculados, indicando que se ha obtenido un minimo en el espacio de soluciones que puede ser una

posible solucién para el problema de inversién.

[T

1E+4

Desajuste

Lol el

IE+3 T T T

—

S0 00 150 200
Mo, de iteracidn

FIGURA 6.89. Evolucion del desgjuste (s .

Enlafigura6.90 se presentan tres secciones del modelo de estructuray contraste de densidad
de la fuente anédmala, obtenido para la subcuenca principal de la Laguna Salada, en distintas
posiciones a lo largo del eje y, para mostrar el comportamiento del contraste de densidad
correspondiente. Podemos ver que el modelo presenta el basculamiento de las capas sedimentarias de
la cuenca de acuerdo ala estructura de semigraben esperada parala L aguna Salada. También se puede
ver que, en lamargen oriental de laestructura, lasisolineas son casi verticales, indicando un cambio
de facies subvertical para esta zonade la cuenca. Segun todo o anterior, el modelo en 3D obtenido
corrobora los model os bidimensional es cal culados para la cuenca Laguna Salada.

Lafigura 6.91(a) nos muestra la anomalia gravimétrica del modelo resultante y la figura
6.91(b) presenta el residual obtenido al comparar dicha anomalia con los datos de gravedad de la

figura 6.75(b). El maximo valor del residual es de 7 mGal y se encuentra en los bordes del mapa.
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FIGURA 6.90. Tres perfiles de estructuray densidad para el modelo resultante para el caso de una fuente
limitada superior e inferiormente por funciones continuas de las variables x e y.
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FIGURA 6.91. () Anomalia gravimétrica correspondiente al modelo resultante en el proceso de inversion.
Las lineas resaltadas representan las posiciones de | os perfiles de lafigura 6.90. (b) Residual obtenido al

comparar los datos de gravedad del problemay la anomalia gravimétrica (a).
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Lamatriz de resolucién de este problema se puede ver en lafigura6.92, que hasido calculada
apartir de laecuacion (1.55) donde lavarianzaresidual es § =5.1 mGal. Como podemosver endicha
figura, lamatriz deresolucién es casi lamatriz identidad, o que indica quelos ocho parametrostienen
una resolucion muy buena.

En la tabla 6.38 se presentan los valores numéricos de los elementos de la matriz de
covarianza cuyadiagonal principal nosproporcionalasvarianzasdelos parametros. Enlatabla6.39 se
muestran las soluciones de | os pardametros junto con las incertidumbres correspondientes cal culadas
suponiendo un intervalo de confianza + 2.58 s.

La matriz de correlacion se presenta en la figura 6.93 y sus elementos en |la tabla 6.40.
Podemos ver que existe correlacién entre todos lod pardmetros en mayor o menor medida, destacando

las correlaciones entre los parametros p; y p7 y entre los parametros ps y ps.

P2 P; P Ps Ps Pr Ps Po

P, 09
Ps 0.8
P4 07

06
Ps 05
Ps 04
P, 03
Ps 02

01
Po 00

FIGURA 6.92. Matriz de resolucion de los pardmetros de la fuente.

p2 P3 P4 Ps Ps p7 Ps P9
3.013 10°°[1.551 10°%|2.968 10°°| 6.854 10-8 | -1.365 10°°| -4.333 10| 4.076 10°7| -4.918 108 P2

4.327 10°%|9.419 107%|5.160 108 |-5.659 10| -1.895 10| -5.479 10®| -4.708 10° Ps

1.377 10°4[2.803 10°7|-1.295 10°(-4.739 10°| -4.956 107(-1.419 10”7 P

9.435 107°(-9.23510%|-1.410 107| 2.642 10| -1.588 101 Ps

7.87110°%]1.551 1076 | 1.027 10-7|-3.186 10° Ps

6.604 10°°|-7.662 107|7.748 108 p;

-8 -9
4,987 10 -1.690 10 p8

8.335 101 o}

TABLA 6.38. Elementos de la matriz de covarianza de los pardmetros.
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DENSIDAD

p.= 0.000 + 0.014 km

ps = -0.002 + 0.005

p, = 0.29 +0.03

ps = 0.0000 + 0.0003 km*

Pe = -0.001 + 0.007 km'*

p, = -0.01 + 0.02 km™

ps = 0.0016 + 0.0006 km2

Py = -0.00021 +0.00007 km®

TABLA 6.39. Parametros del modelo resultante e incertidumbres correspondientes.

P P P B Ps Pr

P Po

FIGURA 6.93. Matriz de correlacion de los parametros de |a fuente.

P2 P3 P4 Ps Ps p7 Ps Po
1.000 10*°[1.358 10°1| 4.608 10°*| 1.285 10-* | -8.864 10| -9.712 10| 3.325 10°*| -3.104 10t P2
1.000 10*°[3.858 10°1|2.554 10°*|-9.697 10| -1.121 10| -1.179 10| -7.839 10? o
1.000 10*°(2.459 10°1|-3.935 10| -4.969 10| -1.891 10| -4.188 10 P4
1.000 10*°[-3.389 10| -1.786 101 1.218 10-2 | -5.663 103 Ps
1.000 10*°[6.804 10-2(1.640 10-* [ -3.933 102 Ps
1.000 10*°|-4.221 10| 3.302 10°* p;
1.000 10*0(-2.622 10 Ps
1.00010*°|  Pg

TABLA 6.40. Elementos de la matriz de correlacion de los pardmetros.
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6.2.3.3. Discusion

La inversion de los datos del mapa de anomalias isostaticas residuales, para la cuenca
principal delaLaguna Salada, se harealizado a partir de los resultados obtenidos en 2D para el perfil
P1 y paracadatipo de fuente andmalatridimensional descrito enlos Capitulos|lil y V. Esto suponela
introduccion en el modelo inicial de una serie de tendencias que ayudan en la busqueda de la solucién
del problema mediante el proceso iterativo de Marquardt-Levenberg. Por la gran cantidad de
parametros que participan en cada caso, se ha hecho uso de laflexibilidad que posee el método de
inversion paradecidir el nimero de pardmetros de lafuente que van a permanecer fijosy losquevan
a evolucionar alo largo de todo el proceso. Esto va a disminuir la inestabilidad inherente en los
procesos de inversion, puesto que se van a reducir las dimensiones del espacio de soluciones y
también el nimero de soluciones posibl es para cada caso.

El modelo de fuente con topografiay fronterainferior planasy horizontales no es un modelo
gue se pueda aplicar satisfactoriamente a este tipo de estructuras, en las que lafronterainferior esta
lejos de ser plana. Esto es debido a que el método vaallegar aun compromiso entre laformadelas
fronteraslateralesy laposicién de lafronterainferior del modelo, paraque su efecto gravimétrico se
gjuste lo mejor posible a los datos de gravedad. Debido a esta limitacion, en este caso no se ha
calculado la distribucion del contraste de densidad. No obstante, el modelo obtenido para la
estructura, suponiendo un contraste de densidad constante, nos daunaidea satisfactoriade laformade
esta cuenca en su parte central, que es compatible con el resultado obtenido para el modelo
correspondiente en dos dimensiones del perfil P1.

En cuanto al modelo de fuente con fronteras lateral es planasy verticales, observamos que la
formadelafronterainferior nos muestralaestructura de un semigraben con mayor subsidenciacerca
de la margen oriental, con una profundidad méxima del orden de 2.5 km. Esto concuerda con los
resultados obtenidos en el estudio 2D del perfil P1. También se observaquelaformadelaestructura
es mas estrecha en lazona NNW que en la SSE, donde es méas ancha pero menos profunda. Por otro
lado, las isolineas del contraste de densidad también presentan la forma de un semigraben, con €l
basculamiento de | as capas sedimentarias haciala margen oriental de la subcuenca, presentando una
variacion en profundidad muy suave, desde unos—0.67 g/cm? en superficie, hasta al canzar -0.1 g/cm?®
cercadelafronterainferior. Por otro lado, al igual que ocurriaen el modelo bidimensional paraesta
subcuenca, se observa unatendenciavertical de los sedimentosen lamargen oriental delaestructura,
lo que sugiere un cambio de facies subvertical similar al descrito por Dorsey y Martin-Bargjas (1999).

También hay que destacar que, para el modelo resultante, el residual obtenido presenta
valores al tos sobre todo en las zonas periféricas del areade estudio. Esto podriallevar arechazar €l
modelo como solucién del problema, pero hay que tener en cuenta que los datos utilizados parala

inversion corresponden aunaanomaliareal, no tedrica, en laque lasisolineas presentan una serie de
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variaciones que no se pueden modelar satisfactoriamente ni con el polinomio cuadratico que define el
contraste de densidad ni con los polinomios detercer grado que describen lasfronteraslateralesde la
fuente. No obstante, esta limitacion no impide que el método nos proporcione un modelo parala
subcuenca compatible con lainformacion geol égicay geofisicadisponible, por |o que este modelo

resultante se puede considerar como un model o satisfactorio paralasubcuencaprincipd delalLaguna
Salada.
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INTRODUCCION

A continuacién vamos a presentar | os resultados y conclusiones mas importantes obtenidos en
este trabajo, agrupados en las tres partes principales en las que se divide esta Tesis. En el primer
apartado se agrupan los resultados y conclusiones de la metodol ogia del problemadirecto, y en €l
segundo apartado se presentan los del problemainverso, tanto en 2D como en 3D. El tercer apartado
contiene los resultados geofisicos obtenidos al aplicar el método de esta Tesisalos datos del glaciar
Salmony alos de lacuenca L aguna Salada, asi como las conclusiones alas que se hallegado mediante

el procedimiento de trabajo seguido.

7.1. PROBLEMA DIRECTO

- En este trabajo se presenta el desarrollo de |as expresiones matematicas para un nuevo método de
model ado directo de anomalias gravimétricas en 2D y 3D, mediante métodos analiticos y numéricos de
integracion, utilizando varios tipos de fuente cuyas geometrias y distribuciones de densidad estan

descritas mediante funciones continuas.

- Enparticular, parafuentes bidimensional es se han desarrollado dos tipos de model o, uno de ellos
presentalasfronteras superior einferior planasy horizontal es, mientras que las dosfronteras laterales
vienen descritas por funciones continuas. En el segundo tipo demodeo lasfronteras|aterales son planas
y verticales, mientras que tanto la frontera superior como la inferior vienen dadas por funciones
continuas. En ambos casos, ladensidad puede variar con laprofundidad, con ladistancia horizontal o

con respecto a ambas simultaneamente.

- Parafuentes en tres dimensiones se han desarrollado trestipos de model os. Dos de ell os presentan
tanto lafrontera superior como lainferior planasy horizontales, y vienen limitados | ateral mente por
cuatro fronteras, dos de ellas son planasy verticales y las otras dos estan descritas por funciones
continuas. El tercer tipo de model o esté limitado lateralmente por cuatro planosverticalesy lasfronteras
superior einferior son funciones continuas. Al igual que parafuentes bidimensionales, ladensidad

puede variar con la profundidad, con ladistanciahorizontal o con respecto aambas simultaneamente.
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- En este método se ha supuesto que los techos de | as estructuras de | as fuentes anémal as coinciden con
latopografia. Aunque, en algunos casos, esta coincidencia produce laaparicion de singularidades en los
puntos donde se encuentra el observador, estas singularidades se pueden tratar de manera eficaz
mediante el método numérico de integracion de Gauss- L egendre, haciendo posibleel cdculo del efecto

gravimétrico de las fuentes.

- Lasfunciones continuas de caracter suave, en particul ar las polinémicas, permiten modelar estructuras
geol 6gicas de diversas formas compl gj as que no presenten cambios bruscos en su interior. Estole hace

ser un método idéneo para el modelado de cuencas sedimentarias.

7.2. PROBLEMA INVERSO

- Haciendo uso de los diferentes tipos de fuente presentados en esta Tesis, para el caso particular de
funciones polindmicas se han abordando los correspondientes problemas inversos, utilizando el

conocido método iterativo de inversion de Marquardt-Levenberg.

- Debido alasencillaparametrizacion de las funciones polindmicas que describen las fuentes, el nimero
de pardmetros a calcular no es elevado, incluso mucho menor que el nimero de datos utilizados,
haciendo que el método de inversion sea muy rapido de ejecutar en comparacion con otros métodos

tradicionales en los que se utilizalateselacién de laregion andmala.

- Enlos ejemplostedricos utilizados parailustrar el método de inversion descrito en este trabajo se
puede ver que este método es muy robusto porgue es capaz de obtener la solucién real de problemaa

pesar de lainestabilidad inherente en todo proceso de inversion.

- Laadicion de ruido alosdatos de gravedad produce una desviacion del model o resultante con respecto
al modelo real. No obstante, el método es lo suficientemente robusto como para que la diferencia

observada no sea demasiado significativa.

- Los estudios de sensibilidad realizados en cada jempl o nos muestran que todos los parametros delos
modelos presentan una buena resolucion debido a la buena distribucion de los datos de gravedad

utilizados.

- Entodos | os casos tedricos se ha visto que existe una sol uci6n Unica para un determinado modelo

inicial.
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- En general, los parametros del contraste de densidad presentan mejor resolucién que los parametros de
lasfronterasdelafuente. De estos Ultimos, aquéllosrel acionados con lafronterainferior del cuerpo son

habitualmente los de menor resolucion.

- Entodos|os gjemplos, |as matrices de covarianza presentan varianzas pequefias y |as correl aciones
existentes entre los parametros de | a fuente suelen presentarse agrupadas. Un grupo esta formado,
generalmente, por todos los parametros correspondientes al contraste de densidad, y presentan
correlaciones muy altas entre si. Otro grupo suel e estar formado por |os parametros delaestructuray sus
correlaciones son algo menores. L as correl aciones existentes entre estos dos conjuntosde pardmetros

suelen ser escasas y presentan menor intensidad.

7.3. APLICACION A DATOS DE CAMPO

7.3.1. Glaciar Salmon

- Sehautilizado laanomalia gravimétrica del glaciar Salmon por ser un caso clasico, paravalidar el
método desarrollado en este trabajo y asi poder ver las ventgjasy las limitaciones que presentadicho
método. Para este caso hemos incorporado la informacion disponible previamente, acerca de la
geometriay el contraste de densidad de la estructura geol égica, dentro del proceso de inversion,
haciendo uso de laflexibilidad que tiene el método paraelegir el nimero de parametros que sevan a
mantener fijos y los que deben ser calculados mediante la inversion. Al disminuir el nimero de
incognitas del problema, se tiene un mayor nimero degradosdelibertad. El método se hace mésestable

y més rapido, con lo que se facilita la obtencidn de una solucién |6gica para el problema tratado.

- Con este caso hemos podido ver laimportancia quetiene ladistribucion delos datos de gravedad en la
region de estudio. Si los datos se encuentran mal distribuidos y no cubren las zonas de maxima

sensibilidad, se dificulta la obtencion de un modelo resultante satisfactorio.

- Parael glaciar Salmon se ha obtenido una estructura con forma de vall e que presentaunaprofundidad
maximade, aproximadamente, 1 km. Esto estade acuerdo con |os resultados geol 6gicos y geofisicos
obtenidos por otros autores acerca del glaciar.
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7.3.2. Cuenca Laguna Salada

- En este caso se havuelto acomprobar que si se utilizalainformacién disponible paradisminuir el
namero de parametros-incagnitadel problema, se produce unaestabilizacion del método y se obtienen

model os geol 6gicamente razonabl es.

- Como procedimiento de trabajo es Gtil obtener un primer model o con densidad constanteen e quese
ha calculado |a geometria del cuerpo. Después se cal cula un segundo modelo, utilizando el modelo
anterior como modeloinicial, para obtener el contraste de densidad final del problema. Estaes una
formade separar el cllculo del contraste de densidad (problemalineal) del calculo delageometriadel

cuerpo (problema no lineal) dentro del proceso de inversion.

- Los modelos en 2D para la Laguna Salada nos muestran una estructura de semigraben con mayor
subsidencia haciala margen oriental de laestructura. El modelo calculado mediante el perfil que pasa
por el minimo gravimétrico de la subcuenca principal, indica una profundidad maximade 2.7 km para

esta subcuenca. Para |la subcuenca situada al norte, la profundidad maxima calcul ada es de 2 km.

- Este método es incluso capaz de mostrar el basculamiento de las capas sedimentarias de ambas
subcuencas, siguiendo lageometriadel semigraben. También aparecen buzamientos subverticalesenla

margen oriental, lo que puede indicar la existencia de cambios laterales de facies.

- A partir de los resultados obtenidos en los model os 2D, se ha procedido a estudiar laestructuray
distribucion de densidades de |a subcuenca principal delalLaguna Salada mediante lametodologiaen
3D. Ha vuelto a ser de gran utilidad el procedimiento seguido en el modelado 2D, en el que
primeramente se cal culala estructura suponiendo un contraste de densidad constante, para después
calcular dicho contraste en funcién tanto de la profundidad como de la distancia horizontal. Este

procedimiento afade estabilidad al problemay agiliza el proceso de inversion.

- EI modelo 3D con topografiay fronterainferior planas no es del todo satisfactorio paralaLaguna
Salada, puesto que existen importantes variaciones en la profundidad de su estructuraen ladireccién de

su gje longitudinal, las cual es hacen imposible la aproximacion de lafronterainferior por un plano.

- El modelo 3D final obtenido parala Laguna Salada con las cuatro fronteras lateral es planas, nos
muestra una subcuenca principal con forma de semigraben de 2.5 km de profundidad maxima, en

consonancia con los modelos bidimensional es. Para esta subcuenca, e basamento aflora, o casi aflora,
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en las margenes oriental y occidental, limitando |a cuenca en ambos lados. En laparte central delos

extremos NNW y SSE, el basamento asciende sin aflorar hasta1.4 kmy 1 km, respectivamente. En

ambas direcciones el material sedimentario presenta continuidad hacia otras subcuencas.
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INTRODUCCION

A continuacién vamos a describir el método de integracion que se ha utilizado paracalcular la

solucién numérica de las integral es que se plantean en este trabajo. El método elegido es un caso

particular de las Cuadraturas de Gauss. la Cuadratura de Gauss-Legendre.

A.1l. CUADRATURA DE GAUSS

Supongamos que queremos calcular laintegral numéricade lafuncién f(t) conrespectoala

variable t en el intervalo [a, b]:
b
I(f ):(‘yt f(t) (A.1)
a

Una Cuadratura de Gauss es un método de integraci6n de rapida convergencia (Atkinson, 1989).
Realiza una aproximacion polinémica def(t) proporcionando resultados extremadamente precisosen la
mayoria de 10s casos.

Laférmula general de las Cuadraturas Gausianas es:

b

(‘ytw(t)f(t):é w; f(t;)+En(f) (A.2)

j=1

donde w(t) es unafuncidn peso no negativa e integrable en el intervalo [a, b], y E,(f) esel error
cometido en laintegracion Los nodos de integracion{ t;}, situadosen el ejedeabcisas, y los pesos{ w}
se eligen detal maneraquelaigualdad delaecuacion (A.2) secumple paralafuncién f(t) del integrando
gue puede ser aproximada por un polinomio de grado 2n-1 o menor, y paraqueé error E,(f) seacero
(Atkinson, 1989).

Como se puede apreciar, unacaracteristicade las Cuadraturas de Gauss es quelasformulas de
integracién son de orden mas alto que las de los métodos clasicos (Regla de Simpson, Regla del

trapezoide, Férmulas de Newton-Cotes). Esto es una ventaja siempre que el integrando se pueda
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aproximar facilmente por un polinomio. Otra caracteristica es que, adiferenciade dichos métodos

clésicos, en las Cuadraturas de Gauss las abcisas no estan igualmente espaciadas.

A.1.1. Cuadratura de Gauss-L egendre para integrales simples

Supongamos que lafuncion peso esw(t) = 1. Laintegral que queremos calcular eslaecuacion

general (A.1l). Deestamanera, laecuacion (A.2), parael intervalo deintegracion [-1,1], quedadela

forma:

1 n
Gltf(t):é wi f(t;)+E, (A.3)

-1 =1

ceros del polinomio de Legendre de gradon, Py(t) y los pesos{ wi}j=1

derivada de dichos polinomios segun la expresion (Press et al, 1996):

2

= j =1, 20y .
w; (1-tj2)Pr$1(tj) j=1 n (A.4)

Asi, el integrando es evaluado en n puntos desigualmente espaciadosen el intervalo[-1,1]. Las
ecuaciones (A.3) y (A.4) constituyen e caso especial delaCuadraturade Gauss denominadaCuadratura
de Gauss-Legendre.

Para integral es cuyo intervalo de integracién sea [a, b] se realiza el cambio de variable;

Aplicando este cambio alaintegral de la expresion (A.1) se obtiene:

b 1 1
\ ab- ao ab-a b+aod ab-aid ~
tf(t)=c——=yuf u+ + = +slu f(u A.6
Grio=E o T T L0 (A6)

Con el cambio devariable aplicado, laintegral general (A.1) sereduceaunaintegral evaluada

en el intervalo [-1,1] y asi podemos aplicar la Cuadratura de Gauss-L egendre.
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El nimero de nodos de integracion y de pesos dependera del grado de precisiéon que se
necesite en cada caso. L os valores de estos nodos y pesos se pueden encontrar en numerosos textos
que tratan de la Cuadratura de Gauss-L egendre (Atkinson, 1989; Davisy Polonski, 1972). En este
trabajo se han utilizado 32 nodos y 32 pesos, incluidos en latablaA.1.

Nodos itj

Pesos w i

0.997263861849481563545
0.985611511545268335400
0.964762255587506430774
0.934906075937739689171
0.896321155766052123965
0.849367613732569970134
0.794483795967942406963
0.732182118740289680387
0.663044266930215200975
0.587715757240762329041
0.506899908932229390024
0.421351276130635345364
0.331868602282127649780
0.239287362252137074545
0.144471961582796493485
0.048307665687738316235

0.007018610009470096600
0.016274394730905670605
0.025392065309262059456
0.034273862913021433103
0.042835898022226680657
0.050998059262376176196
0.058684093478535547145
0.065822222776361846838
0.072345794108848506225
0.078193895787070306472
0.083311924226946755222
0.087652093004403811143
0.091173878695763884713
0.093844399080804565639
0.095638720079274859419
0.096540088514727800567

TABLA A.1l. Nodos y pesos para la Cuadratura de Gauss-Legendre (Davis 'y Polowski, 1972).

Parael caso particular del problemadirecto en dos dimensiones, en el que lafuente andbmalase
encuentra limitada superior e inferiormente por funciones continuas de lavariablex(seccién2.3), las
integraciones con respecto adichavariable sonimpropias en laposicion del observador (X, z,) paralos
trestipos distintos de contraste de densidad, debido alas caracteristicas de lasfunciones que se encuentra
en losintegrandos de las ecuaciones (2.27), (2.36) y (2.43). Un gjemplo de este comportamiento se

puede ver en la figura A1l donde se presenta |la anomalia gravimétrica para la fuente anémala del
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gjemplo delafigura2.9(a), calculadaa partir delaecuacion (2.43) sin tener en cuentalaexistenciade
las singularidades. Como se puede observar, esta anomaliano tiene un comportamiento suave. Enla
figura A.2 se presenta la gréfica del primer sumando del integrando de la ecuacion (2.43), que es

responsabl e de dicho comportamiento, para una determinada posicién del observador.

g(mGd)

-10 -5 (o] 5 10

Digtancia (km)

FIGURA A.1. Anomaliagravimétricade lafigura2.9. Lalineaméas oscura es |la anomalia calculada sin tener
en cuenta la existencia de singularidades en el integrando de la ecuacion (2.43), La linea mas clara

representa la anomalia cal culada evitando las singularidades mediante el método de la expresion (A.7).

g(mGal)
|

8 16 24 32

Nodos de Gauss-L egendre (km)

FIGURA A.2. Comportamiento casi-singular que ocurre cuando la abcisa del punto de observacion se
encuentra muy cercana a la posicion del nodo de integracion de Gauss-Legendre.
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La Cuadratura de Gauss puede manejar de manera eficaz interval os de integracion en los que
laintegral sea impropia por la presencia de alguna singularidad, pero estas singularidades deben
encontrase en los extremos de dicho interval o (Atkinson, 1989). Por tanto, paraque la Cuadratura de
Gauss resuelva la integracién numérica, se debe dividir el intervalo de integracion en dos partes

alrededor del punto (Xo, ), quedando la integracidn con respecto alavariable x de la forma:

1% X2 {
90%0.20)= | (P F(x)+ Gyx () (A7)
1 X b

Cada una de las dos integrales de la expresién anterior se resuelve numéricamente siguiendo el
método de integracién descrito en este Apéndice. Procediendo de esta maneraparael ejemplo que nos
ocupa, se obtiene el comportamiento suave que se muestra también en lafigura A.1.

Por todo lo anterior, aunque las integraciones con respecto alavariable z quetienenlugar en
las ecuaciones (2.16) y (2.22) del apartado 2.2, también son impropias en el punto (Xo, Z), la
singularidad se encuentra situada en el extremo z; = z, del intervalo de integracién, pudiendo ser

evitada en la integraci6n numérica.

A.1.2. Cuadratura de Gauss-L egendre para integrales dobles.

En el caso del problema directo parafuentes gravimétricas en 3D laintegracion numéricase

aplicaaintegrales dobles de laforma:

11 m n
NN o O
OGad f(a=3 & ww, f(a.t) (A9)
S1-1 i=1 j=1

donde losnodos deintegracion{ gi}i=1,..m! [-1,1] sonloscerosdel polinomio de Legendre de gradom,
Pm(0), y los nodos {tj}-1, .l [-1,1] son los ceros del polinomio Py(t).
Paraintegral es dobles cuyosinterval os de integracion sean distintosde [-1, 1], lasolucién

numérica de la cuadratura de Gauss- L egendre es:

gzt m
o)

n
N - Oy 0k, - 110 o
Oyl dt f(q,t):?qul;g%ga Q ww; f(viu)) (A.8)
0ty i=1 =1
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donde se han realizado |os cambios de variables:

O -0 Vi+QZ+Q1
2 2

g =

tr -t ty, +t
tj=2 Ly, 4270
2 2

Parael caso en el quelafuente andmalaestridimensional y se encuentra limitadalateralmente
por funciones continuas de las variablesy y z (apartado 3.2), lasintegraciones con respecto ay son
impropias en laposicion del observador (Xg, zo) paralostrestiposdistintos de contraste de densidad. Esto
esdebido alasfunciones gue se encuentran en losintegrandos de las ecuaciones (3.12), (3.14) y (3.18).
Lo mismo ocurre con lasintegral es con respecto alavariablex end caso end quelafuente seencuentra
limitada lateralmente por funciones continuas que dependen dexy z (ecuaciones(3.23), (3.25) y (3.28) ).
Para evitar este comportamiento singular en ambos tipos de fuente, se dividen los intervalos de

integraci6n correspondientes alas variables y y x, respectivamente, en dos partes alrededor del punto

(Xo» Yor 20) :

zp | Yo Y2 u
L N \ |
9(X0.Y0:20)= (Wi Y F(v.2)+ Yy F(v.2)y (A.10)
ol A e AR
7 1Ty Yo b

parael tipo de fuente del apartado 3.2, v:

% 1% "
NN \ |

9(Xg,Yg:29) = zi xf(x,z)+ Yxf(x,z)y (A.11)
O Qo ey
7 ix X0 b

parael tipo de fuente del apartado 3.3. De este modo, la Cuadratura de Gauss- L egendre es capaz de
manejar lanatural eza casi-singular del integrando de manera eficaz, resolviendo numéricamente cada
una de las integral es anteriores de manera independiente aplicando la expresion (A.8).

Para el caso en el que lafuente se encuentralimitada superior einferiormente por funciones
continuas que dependen de las variablesx ey (apartado 3.4), laintegracion doble quetienelugar enlas
ecuaciones (3.32), (3.42) y (3.46) esimpropiaen la posicién del observador (Xo, Yo, Zo) debido ala

naturaleza de las funciones implicadas en los integrandos de dichas ecuaciones. Para evitar este
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comportamiento se dividen los interval os de integraci 6n correspondientes a las variablesxey endos

partes, alrededor del punto (Xo, Yo, Zo):

JRD X0 Y2 X2 Yo X2 Y2 :J
9% Yo:20) = | OOCY*ey f(x.¥)+ ACyxdy f(xy)+ Ay f(xy)+ ACyxdy f(xy)y (A.12)
Pxan X1Y0 X0 Y1 X0 Yo b

Como ejemplo del comportamiento cuasi-singular delosintegrandos que hacen lasintegrales
impropias, se presentalagraficadel primer sumando del integrando de la ecuacion (3.46), paradl caso
de la fuente de la figura 3.15(a), en el que no se ha tenido en consideracion la existencia de

singularidades (figuraA.3).

FIGURA A.3. Comportamiento casi-singular que ocurre cuando las abcisas del punto de observacion (% ,

Yo) Se encuentran muy cercanas a las posiciones de |os nodos de integraci 6n de Gauss-Legendre paracada

uno de los gjes correspondientes.
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INTRODUCCION

A continuacién vamos a presentar las ecuaciones que definen las columnas de la matriz

jacobiano de cada problema de inversién planteado en los diferentes tipos de fuente anémala

bidimensional es que se han desarrollado en el presente trabaj o.

B.1. FUENTE ANOMALA LIMITADA LATERALMENTE POR FUNCIONES
CONTINUAS DE LA VARIABLE Z

Para calcular la matriz Jacobiano J correspondiente a este caso, se calculan |as derivadas del
funcional F[p] delaecuacién (4.3) con respecto acadauno de |os parametros que componen el vector
p y para cada unade lasM estaciones donde se registran las medidas de la gravedad del perfil.

Las expresiones de las derivadas de dicho funcional con respecto a los pardmetros que
determinan lafuncién contraste de densidad Dr (x,z), correspondientes alas seis primeras columnas

del jacobiano, son:

f22)

ZGOZ |arctangz 2 % (B.1)

fi(z)

‘ITF[p]_

“2 f2(2)
'ﬂF[p]_ ax - Xg i
0, GOZ] (z- zo)ln[(x xo) -(z- zg) ]+2x0arctangZ Zo%f(z) (B.2)
ZAl
)
'"F[p] ZGOzzal(z) (B.3)

4

donde a 1(2) es el integrando de la ecuacion (B.1).
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ﬂ':[p] GOzzaz(z) (B.4)

donde a,(2) es el integrando de la ecuacion (B.2).

fz(Z)

—p: e In 2 an 2)arctaney= %02 (B.5)
. 0z| xo(z- )%= %012~ (2~ P02 (2- %)2) 02k )0 XO)KH(Z)

%)

—2Gc\jzzza1(z) (B.6)

A continuacion vamos a presentar las derivadas del funcional de la ecuacion (4.3) con
respecto alos pardmetros que definen lafuncién polindmicaf,(z) paraunaestacion situadaen € punto
(Xo, Z0). Estas expresiones son | as correspondientes alas columnas comprendidas entre la séptimay la

décima de la matriz jacobiano:

fIFLp] _
Tp7

2G(j2|(|02+p42+2p5x0)(z 2 e (f1(2)- %) c‘;_‘

&(fi(2)- Xo) +(z- Zo) o (B.7)

zZ-2 0 P
. 2_+p5(Z Zy)y

2
[D(Xo,z) Ps(Z- %) ]g(fl(z) XO) +(2-25)

A partir de la ecuacién anterior, llamandoa 3(2) al integrando, podemos expresar de formasencillalas

derivadas del funcional F[p] con respecto alos otrostres pardmetros que definen lafronteraf,(2):

22

—ﬂﬂFr[J:] =-2G dz za5(z) (B.8)
4
2

F

ﬂﬂ [p]—-ZG Ozz as(z) (B.9)

Eal
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2

TF[pl _ N .3
—=-2G zz%a4(z
7 P O 3(2)

(B.10)

Eal

Seguidamente, presentamos las derivadas del funcional delaecuacion (4.3) con respecto alos
parametros que definen lafuncién f,(z), también para unaestacion (Xo, Z), y que corresponden desde

la undécima a la decimocuarta col umna del jacobiano:

(f2(2)- %) 9

1F[p] N1
=2G i 2 G
T Ozjf(p2+p42+ PsXo )(Z- ZO)S(fz(Z) Xo) (2 Zo)

(B.11)

& z- 2 0 fl
Dr ’ _ _ 2 (; 0
+( ] )8( f,(z)- Xo)? +(z- 20)2;_5 it ZO){,

Llamando a4(2) al integrando de la ecuacion anterior, las derivadas del funcional F[p] con respectoa

|os parametros pi12, P13 Y P14 Vienen dadas por las siguientes expresiones:

TFLp] _ (2) (B.12)
TP
3
ﬂﬂFFElz] 2G OZ 72 a,(2) (B.13)
(B.14)

2
TF[p] _ N, .3
——==2G zz7a,(z
T Poe O 4(2)

i
Y por udltimo, la columna decimoquinta es laderivada del funcional F[p] delaecuacion (4.3)
con respecto al pardmetro pis. Para calcularla, aplicamos el Teorema fundamental del Célculo

(Kaplan, 1981) a dicha ecuacidn, obteniendo la expresion:
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F i Xl + (P - 25)? 8
! [p]:G.i.(pz+p4p15+2p5xo)(p15 Zo)lnéEE o) %ol +(pys - 20)
P 1 [fl( P15 ) - Xo] +(Pis - 20)° ﬂ
(Pis) &f,(P1s) - X009
+2(Dr (Xg,psc ) - Pe( P )2 |Garctan 2— - arctang—2-—2-_"0+  (B.15)
( 01T L )g é Pis- 20 o g Pis- 20 gy

+2ps(Pis - Zo )[fz( Pis ) - f1(Pis )]%l

donde Dr (Xo,Pis) = P+ P2Xo + PaPis + PaXoPis + PsX5 + PePis” . siendo X, la abcisa de la
posicién del observador.

Para calcular cada uno de los elementos de |l as quince columnas del jacobianoJ, se evalUan
estas quince ecuaciones paracada unade lasM estaciones (X, , o) del perfil dedatosy se calculasu

solucién numérica mediante el método de Gauss-L egendre, formando una matriz de dimensiones
Mx15.

B.2. FUENTE ANOMALA LIMITADA SUPERIOR E INFERIORMENTE POR
FUNCIONES CONTINUASDE LA VARIABLE X

Las derivadas del funcional (4.12) con respecto alos pardmetros que determinan lafuncién
contraste de densidad, para una estacion situada en el punto (xg, Zg), corresponden a las
expresiones que determinan los elementos de | as primeras seis columnas del jacobiano J para el
problema inverso de este tipo de fuentes.

L os elementos de la primera columna de dicha matriz vienen determinados por la expresion:

- 02(X)

ﬂF[p] GOX In{ x Xo (Z- Zo)z}g (B.16)
a(x)

donde, llamando b, (X) a integrando, la ecuacion paralos elementos de |a segunda columna se puede

expresar de manera sencilla como:

ﬂF[p] GOXxb (%) (B.17)
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Latercera columna de J viene determinada por la expresion:

. 92( x)

—dej zoln{(x Xo)? +(z- 20)2}-2(x- Xo )arctan g_—z—+2(z ZO){; (B.18)

ai(x)

ﬂF[ pl

X

y, llamando b,(x) al integrando de la ecuacion anterior, podemos escribir de manera sencilla la

expresion de la cuarta columna:

X2
%[S]:G(\jxxbz(x) (B.19)

X

L os elementos de la quinta columna se pueden expresar como:

ﬂF[p] dex by(X) (B.20)

X

donde b,(x) es el integrando de |a ecuacién (B.16).

Los elementos de la sexta columna vienen dados por |a expresion:

x2

TL6L= 6 Oy - (x 7 x-s00+ z- - 4 s erctan 2

i i (B.21)
Tps 1
X1

—+220[z )+ [ 202] v

91(x)

Lasderivadas del funcional de laecuacion (4.12) con respecto alos parametros que definen la
funcion g,(x), se corresponden con las columnas séptima a décimadel jacobiano del problema, y sus

expresiones son las que presentamos a continuacion:

X2
1F[p] 1 2 1 (92(¥)- 29) 4
——=2G Dr
o, Ox[ (X,29)- Ps(X- X9)? ] F (%= %9)2 +(gp(X)- 20)2%
(B.22)
i (X- Xo)2 5 P
P3 + PaX+2pgz +|p3 + PaX+ pe(ga(X) + 2
( 3 4 6 O)} (x- XO)2+(92(X)- 20)2{) [ 3 4 6( 2 O)])I:/)

si llamamos b3(x) al integrando de la ecuacion anterior, tendremos las expresiones:



42€ Apéndice B

X2

TER _ e A B.23
T, 2G Oxx bs(x) (B.23)

X

X2

F AN
%—EE:ZG Oxx2 bs(x) (B.24)

X1

DI

TF[p

JFLPL_ B.25
T 2G Oxx bs(x) ( )

X1

Por ultimo, paracalcular laderivadadel funcional de laecuacion(4.12), con respecto alos
pardmetros p11 Y P12, hacemos uso del Teorema fundamental del Célcul o, conlo que obtenemoslas
expresiones:

! 2§

ﬂF[p]_ ! (Pis - %0)* +(92(Pua)- ) #
=-Gj [Dr(p z)f(p-x)ln y-
P i [ Ho noe ] T(pll-xo)2+(g1(P11)'Zo)2b
|
- 2[p3+ p4pﬂ+2p620]( pﬂ- Xo)}:arctan ?Z(L— arCtan @l( p]_’l_) qJ+ (B 26)
1 Pn- X g P11 - %

+2(pg + PPy + PeZ0)g2( Pra) - G2( Pu)] + Pe [922( Pu)- 01°(Pn )] y

|
IE[pl_ &1 [ 21,8 (P2 - %) + (g2l pro) - 20)°H
= (P12,20)- T (P2~ %) |In] y-
T [ ] T (P2~ %0+ (G Pr2)- 207D

! y(P12)- %9 & P)- 2
- 2[p3+ PP+ 2P Zol( P2 - X )j arctanG==—~——z- arctan g=——"——5y + (B.27)
3Tz ere P e 5 & P %
a

+2( P+ PaPr2 + PeZo )02 P12) - a( Pro)] + pe[gzz( P2)- 91 pjz)] Iy
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gue corresponden a las columnas undécimay duodécima del jacobiano, respectivamente.

Evaluando estas doce ecuaciones en lasM estaciones del perfil, y calculando sus soluciones
numeéricas, se forma el jacobiano J del problema inverso, resultando una matriz de dimensiones
Mx12.
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INTRODUCCION

En este apéndi ce presentamos | as ecuaciones del jacobiano para cada uno de los problemas de

inversion desarrollados paralos diferentestipos de fuentes andmal as tridimensional es que se han tratado

en este trabgjo.

C.1. FUENTE ANOMALA LIMITADA LATERALMENTE POR FUNCIONES
CONTINUAS DE LASVARIABLESY, Z.

Para calcular la matriz Jacobiano J de este caso, se calculan las derivadas del funcional F[p]
delaecuacion (3.18) con respecto acada uno de los pardmetros que componen el vector py paracada
una de las M estaciones donde se registran las medidas de |a gravedad.

Lasderivadas del funcional de dicha ecuacion, con respecto alos pardmetros que determinan
la funcién contraste de densidad, corresponden alas expresiones que determinan loselementosdelas

primeras diez columnas del jacobiano y sus expresiones analiticas, que son:

[ ] P33 P32 “hz(y,Z)
FIRl_~ A (Xx- %) I3
=G z(z- zy) (C.1)
o o O Q- v +(z- 27
o) P31 h(y.z)
donde r viene dado por la ecuacion (1.2);
1”:[ ] P33 P32}[ ( ) 1 ho(y.z)
p] _ \ \ X X- X
— =G z(z- zy) -— (C.2)
v, O Q -yl 27 T} n(y2)
) P31
[ ] P33 P32
TF(p \ N\
=G - , C.3
05 OJZ(Z Zo)Oyygl(y z) (C.3)
20 P31
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F
“ﬂ Lf] =G Oizz(z 20) Oygl(y 2)

donde g;(y,2) es el integrando de la ecuacion (C.1);

ﬂF[IO]_ 3

G sz(z ZO)OVYQZ(V Z)

P31
donde g,(y,2) es €l integrando de la ecuacion (C.2);

[ ] P33 P32

F

“ﬂ p: =6 ()z2(z- %) (Y yody.2)
) P31

‘ITF[IO]_G szz(z ZO)Oygz(yZ)

P31

—[:G sz(z zo)o

—[:G Oiz(z zo)Oyy a:(y.2)

1F[p] _
0 pu G O’ZZ (z- ZO)Oygl(yZ)

P31

+In[(x Xo)”]%

(C.4)

(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)
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Lasderivadas del funcional de laecuacion (3.18) con respecto alos parametros que definen la

frontera lateral hy(y,2), paraunaestacion situada en el punto(Xg, Z), son las columnas comprendidas

entre la undécimay la vigésima del jacobiano y sus expresiones son |as siguientes:

P33 P32 | .
=-G c\)iz(Z- 2) (\jyr—l3§ Dr (Xo.Y,2) +( P2 + Psy + Pr2)[(y.2)- %]+ ps[hl(y,z)2 - X§] é (C.11)
1

20 P31

F[ p]

donde r, =J(h1( ¥,2)- %o)% *+(y- yo)? +(z- 5)?
Si [lamamosgs(y,2) al integrando de la ecuacién anterior, las derivadas deF[ p] con respecto

al resto de los parametros que determinan la frontera h; (y,z) son:

“F[ Pl G O’Z Oyyg?,(y 2) (C.12)
fFL el _
-G C.13
b Gzz Gygs( y,Z) (C.13)
P33 P32
%—- G ()22 (pyesty.2) (C14)
4
Zp P31
“F[ Pl. O’Z (jyy 05(¥.2) (C.15)
“F[ Pl. g Oizz Oygs(y 2) (C.16)
SFlp] _

-G , C.17
. Gzz ny g3(y,2) ( )
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fFl el _
C.18
T -G Oizz Oyygs(y \Z) (C.18)
fFLp] _
-G C.19
Ty Gz Oyy gs(Y.2) ( )
TF[ p]
=-G C.20
. 0122 Oygs(y Z) ( )

De la misma manera, las derivadas del funcional de la ecuacion (3.18) con respecto alos

parametros que definen la frontera h,(y,z) son:

P33 P32
FIpPl _~ N N o 1€ 2 2]Y(c.21)
——=G z(z- —a Dr(xy,y,2)+ + + p,z)|h(y,z)- + h(y,z) - X
To=C (Je(e ) (3 O (ov2)+(pa* moy+ it y2) - bl .2) o]a

20 P31

donde r, :\/(hz(y,Z)- Xo)2 +(y- YO)Z +(z- 20)2 :

“F[ Pl g O’Z Oy ya4(y,2) (C.22)
%
FLpl
C.23
o G@zz@ym(yz) (C.23)
%
TF[ p] Y \
— - =G , C.2
cL2l =6 Gyez (yrvauy.) (C.24)
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[ p]

. =G Oiz Oyy 94(Y,2)

F[ p]

P33 P32
=G (Y222 (Yy9s(V.2)
1 P2 OI G o
7 P31

F[ p]

10y =G C)iZZ Oyy 94(y,2)

fF[ p]

1 oo GOiZZ nyg4(y Z)

F[ pl

P33 P32
AN AN 3
—=G Z Yy 94(y.2)
1 P2 Oj O 4
L) P31

fIF[ p]

. =G Oizz Oy 94(Y,2)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

donde lafuncién g,(y,2) representael integrando delaexpresion (C.17). A partir delas Ultimas diez

ecuaciones, se calculan los elementos de las columnas vigesimoprimera hasta la trigésima del

jacobiano.

Y, por dltimo, paracalcular las derivadas de la ecuacion (3.18) con respecto alos parametros

P31, P32 Y Pas , utilizamos del Teorema fundamental del Calculo, obteniendo las expresiones:

TFLp] _ D (%,P31,2) (X- Xo0)

-G MYz z- zo)
TPa1 O (P 002+ (2- 2002 1(x- %0 )2 +(Paz- Yol +(z- 20)

__ Ppt PsPat Pzt p(X+Xp)
VX %)+ (p3y- Yo ¥ +(2- 2)?

+pslng><- %) ++(X- X0 )%+ (Par- Yo )2 +(z- %)L

(C.31)
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ﬂF[ pl _ Dr (Xg,P32,2) (X- %)

=G (yz(z- zo).
Tpe Oj fl(ps - ¥6)2+(2- %) IW(x- %)2 + (g - ¥6)2 + (2~ 2,)? (C.32)
uhz(pszvl)
- Po*PsPsp * PrZ+ Ps(X* %) +p8In§(x-x0)+J(x- X0)2+(p32‘YO)2+(2'20)2q§’
VO %2+ (P - Yo )2 (2 %2 © "Bl
p32.2)
fIF[p] Dr (Xg.¥:Pg3) (X- %)
——=G(ps- %) i
TPas ij Py - ¥ + (P 200X~ %)2+(y- %0)? + (P~ 2 ) (C.33)
uhz(Y-psa)
_ p2+p5y+ p7p33+p8(X+X0) +p8|n§(X' >(0)_'_'\/()(_ >(0)2_'_(y_y0)2+(p33_ ZO)Zl;lly
YO0+ (- %2+ (py- )2 © T e

que corresponden a las columnas tigesimoprimera, trigesimosegunda y trigesimotercera del
jacobiano, respectivamente.

Evaluando estas treintay tres ecuaciones en las M estaciones de medida y calculando sus
soluciones numeéricas, se construye el jacobiano J del problemainverso, resultando unamatriz de

dimensiones Mx25.

C.2. FUENTE ANOMALA LIMITADA SUPERIOR E INFERIORMENTE POR
FUNCIONES CONTINUAS DE LASVARIABLESX, Y.

Los elementos de las primeras diez columnas de la matriz J se obtienen mediante las

expresiones:

l2(x.y)

G Ox Oy% g (C.34)

l1(x,y)

ﬂF[IO]_

'nF[p]_

GOX Oy di(x,y) (C.35)
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ﬂF[p]_

GOX Oyy di(xy)

donde di(x,y) es el integrando de la ecuacion (C.26);

1_":[p] ) IZ(XY)

Gox0y|—+ln[(z zo)+r] t;

11(x,y)

X
TFlpl _ A

Y2
N\
—= X X dq{(x,
. G Oyy 1(X,y)
X1 Y1

ﬂF[p]_

G Ox Oyydz(x 'Z)

ﬂF[p]

=G Ox xOy d,(x,2)

donde d,(x,y) es el integrando de la ecuacién (C.37);
X2 ¥2
N\ N\
:GOX X2 Oy di(x,y)
X Y1

ﬂF[p]_

GOX Oyy di(xy)

(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C.42)
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l2(xy)
_‘;Fp[lz]—eoxgyl +279 In|(2- Zo)‘”]"'zr% (C-43)

h(xy)

Laderivadadel funcional delaecuaciédn (3.46) con respecto al pardametro p;; delafrontera

I2(x,y) es:

T I RelLSZHER%) FIESORE (C.44)

Tn‘ G G

donde ahora T, =-\/(X- x0)2+(y- y0)2+(I2(X,y)- 20)2. Llamando di(x,y) a integrando de la
ecuacion anterior, las derivadas de F[ p] con respecto al resto de | os pardmetros que determinan la

fronteral(x,y) son:

F
%—G OIXX Gy dx(x,y) (C.45)
TFLp] _

f b =G Oix nyd3( X, ¥) (C.46)
ﬂ':[ Pl _g ijx Oyy da(X,Y) (C.47)
TF[ p]

C.48

f pre Gijx Oyd(xy) (C.48)

P
TF[ p]
JLLEN' o B C.49

TR Goi Oyy da(x,y) (C.49)
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TFIP] _n e A C.50
KT o GC)ixx Oyyds(x,y) (C.50)
20
TF[ p] hY 2
LU B da( X, C.51
o dexoyyz a(X,Y) (C.51)
TF[ p] N3N
=G da( X, C.52
T Oixx Oy A(Xy) (C.52)
P1s
KT GOix ny da(x,y) (C.53)

Y, por ultimo, para calcular |as derivadas de |a ecuacién (3.46) con respecto alos pardmetros

P17, P1s, P19 Y P20, utilizamos del Teorema fundamental del Célculo, obteniendo |as expresiones:

_ - Dr(pi7.y.2)
=-G Yy
P17 ch)i f\/(pl7.)<0)2+(y-y0)2+(z-20)2
1

+[p4+p6y+p7p_L7+ZZoQL0]In§(z Zo)+\/(P17 X0 +(y- Yo)? +(z- Zo)2u+ (C.54)

3 ]JIZ( P7.y)

+2p0( P - %)2+(y- Yo )2+ (z- %)
1(P17.Y)

‘ITF[p] _ - D (P, i2)

-
O F(Ps- )2+ (Y- Yo)2 +(2- %)

+[pa+ po y+ pr pig +220Pr0] In§ 2- 20)*+(Ps- % )2 +(y- Yo )2 +(z- )9+ (C55)

Ao( P oY)

+2pi0y(Pig- %2 +(y- Yo )P +(z- 2) /
1(Ps.Y)



440 Apéndice C

P
. a rupea)

I
fes F (X %0)2 +(Pig- Yo )2 +(z- 20 )2

+

+[p4+p6p19+p7x+220plo]ln‘?<z 20) ++(X- %)% +( Pro - Yo)?+(z- Zo)2u+

J2(X,Py)
2 P

+ 2P0y (X %)% +(Pro - Yo)2 +(z- 20)
1(X!p19)

plB N
L[p]_ I - Dr(x,pg,2)

- I
o 1 FA(x- % 2+ (P ¥0)2+(2- 2)?

+

+[p4+pepzo+p7><+220plo]ln‘?(z 20) +(X- )2 +( P - Yo)?+(z- 20)2“+

z(x pzo)

+2pi0(x- %)%+ (P - Y0)2+(2- 2)? /
|

1(X.P2p)

(C.56)

(C.57)

que corresponden a las columnas desde la decimoséptima a la vigésima del jacobiano,

respectivamente.

Calculando la solucion numérica de las veinte ecuaciones anteriores, en cada unade lasM

estaciones de medida, se construye el jacobiano J del problema inverso.
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