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PROLOGO

El objetivo de esta memoria es incorporar el conceplo de
suficiencia a la teoria de los procesos estocdsticos controla-
dos y reducir la clase de controles admisibles a los basados en

los procesos suficientes.

j,a idea original del trabajo era enfocar desde la teoria de
control estocdstico los resultados obtenidos por Bahadur al tra-
tar problemas de decisiédn secuencial. Bahadur demospré que ta
clase de replas de decisiédn basadas en secuencias suficientes es
esencialmente completa cuando la secuencia es transitiva. E1
concepto de secuencia suficiente es similar al de proceso sufi-

ciente que en esta memoria se propone.

Sin embargo, y a pesar de esta analogia, no se puede asimi-
lar el problema de decisién secuencial con el problema de con-
trol estocdstico en tiempo discreto, esto tendria sentido cuando
las distribuciones de probabilidad que rigen la evolucidn del
sistema controlado dependen de un pardmetro desconocido que se
trata de estimar. Son los problemas de control adaptative y ta
relacidén de éstos can los problemas de decisién esta tratada en

un articulo de Sworder y Aoki.

Al tratar el problema de control estocédstico se segniri el
enfoque iniciado por Skorohod. La idea fundamental es conside-

rar un proceso estocdstico que engloba al proceso baisico, estado



del sistema en la notacidn clisica, y el control.

lLa aleatoriedad de la evolucién del sistema queda reflejada
en las distribuciones de probabilidad asociadas al proceso esto-

cdstico, que se denomina proceso estocdstico controlado.

El concepto de estrategia de control se generaliza, ademis,
al considerar los controles aleatorios, que se definen por medio
de unas distribuciones de probahbhlidad condicionadas a la evolu-

cidén del sistema y los controles anteriores.

Se restringe el estudio a los procesos estocdsticos contro-
lados de pardmetro discreto que, por comodidad de notacidn, se-

ran referidos como procesos controlados simplemente.

En el capitulo I se introducen las ideas elementales de
procesn controlado, proceso bdsico y control en problemas de

3

control en informacidén completa.

Los espacios sobre los que se definen el proceso bdsico y
el control precisan de unas condiciones toapoldégicas de regulari-
dad a in de que se cumplan determinadas propiedades interesan-
tes para el estudio. Estas condiciones quedan garantizadas al
exigir que los espacios fase del proceso bédsico y del control
sean espacios métricos separables y completos. Algunas de

estas propiedades se enuncian en el capitulo L.

l.a idea de relacionar la suficiencia con el problema de
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control estocdstico persigue el objetivo de simplificar las re-
glas de control y disminuir en lo posible el volumen de informa-
cién necesario para adoptar una estrategia de control é6ptima.
En el presente trabajo se abordan dos formas de llevar a cabo

esta idea, se desarrollarian en los capftulos II y III.

Fn el capitulo II se estudian los procesos suficientes para
el control. Fijado el objeto controlado, que determina la evo-
lucién del proceso bidsico en funcidén de los controles, para cada
control admisible v€M se tiene una distribucién de probabilidad
P. para el proceso controlado. Se define el proceso suficien-
te para el control w de forma andloga a como se define un esta-
distico suficiente para una familia de medidas de probabilidad

que depende de un pardmetro, emn este caso o .

Este proceso suficiente va acumulando en cada etapa toda
la informacidén que puede proporcionar la evolucién del proceso
controlado hasta ese instante sobre el control &w. Posterior-
mente se demuestra que la clase de controles basados en ese
proceso suficiente es esencialmente completa, con lo que basta
seleccionar el control éptimo para el problema dentro de esta

clase.

Acaba el capitulo considerando el problema de control en
informacidén incompleta y se demuestra también en este caso que

la clase de controles basados en un proceso suficiente es esen-
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cialmente completa.

En el capitulo III sélo se considera el problema de control
en informacién incompleta, y se trata de estimar en cada etapa
la evolucidén del sistema a partir de las observaciones y los
controles tomados hasta ese momento. Se define asi en cada
etapa el estadistico suficiente que acumula toda la informacién
sobre la evolucién de)l sistema que pueden proporcionar las obser-
vaciones y controles conocidos. Cada uno de estos estadisticos
define las componentes del proceso suficiente para el proceso
basico. Se demucstra que la clase de controles basados en ese

proceso suficiente es esencialmente completa.

Si se exige que el proceso suficienté para el proceso basi-
co sea minimal suficiente, en el sentido que lo sean los estadis-
ticos suficientes de cada etapa, se puede determinar este control
éptimo resolviendo un nuevo problema de control en informacién

completa, que se denominarid problema de control asociado.

Fl proceso bisico del problema de control asociado es el
propio proceso minimal suficiente y el objeto de control se de-
fine a partir del objeto de control del problema original y se
basa en ta minimal suficiencia de cada una de las componentes

del proceso suficiente.

E1 problema de control asociado determina un proceso con-



VIIL

trotado de Markov, aunque el correspondiente al problema origi-
nal no lo sea, y, por esta propiedad, el control 6ptimo en cada
etapa depende dGnicamente del valor del proceso bAsico en esa e-

tapa, que es el estadistico minimal suficiente.

La funcidén de coste del problema de control asociado se
construye de forma que en media coincida con la del problema

original, de tal forma gque minimizando una se minimice la otra.

Asi se concluye que al determinar el control dptimo del
problema de control asociado se determina el del problema ori-
ginal en informacién incompleta en la clase de los controles
basados en un proceso minimal suficiente. Por el teorema de

completitud, se resuelve de este modo el probliema.

Por tiltimo, en el capitulo IV, se plantea un problema de
control estocdstico en informacidn incompleta que satisface

las hipdtesis del capitulo III.

Este problema serd el del regulador lineal con coste cua-
dridtico y en el que las distribuciones de probabilidad que al-
teran la evolucidn del sistema y las observaciones son normales

de pardmetros conocidos.

Mediante la construccidn y posterior resolucién del proble-
ma de control asociado se llega al control éptimo en la clase de

los controles basados en un proceso minimal suficiente.
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Se demuestra posteriormente que tanto el control Séptimo co-
mo el coste minimo esperado coinciden con los obtenidos siguien-

do el enfoque clisico a través del filtro de Kalman.

Es de destacar en el presente trabajo la incorporacién en
los problemas de control de la idea de suficiencia en los esti-
madores que surgen de forma natural en aquéllos, bien sea para
inferir sobre cual ha sido el control elegido (capitule II), o
bien sea para inferir sobre cudl ha sido la evolucién del siste-

ma (capitulo ITI}).

También se plantea el problema de control como un problema
de decisién y se trata de reducir la clase de los controles {(de-
cisiones) para simplificar la eleccién del control éptimo. De
ahi los teoremas de completitud de los controles basados en pro-

cesos suficientes.

ILa linea de investipgacidén presente se puede continuar gene-
ralizando los resultados obtenidos a los procesos estocisticos
controlados de parametro continuo. También seria interesante
profundizar en et estudio de los problemas de control adaptative
siguiendo el enfoque seguido por Sworder y Aoki en el articulo

mencionado anteriormente.

Quisiera expresar mi agradecimiento a la Profesora Pilar

ITharrola por su direccién y su ayuda constante.



Agradezco también a los profesores de la Seccién de Estadis-
tica e Investigacidn Operativa el apoyo prestado durante la rea-

lizacién de este trabajo.

Madrid, Mayo de 1.983
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CAPITULO I

RESULTADOS PREVIOS

1.- SUMARIO
El propbésito fundamental de este capitulo es introducir los
conceptos bdsicos y enunciar una serie de resultados ya conocidos

que seran de utilidad en el desarrollo de los capitulos posteriores.

Fn la seccién 2 se define la convergencia débil de medidas
y la semicontinuidad por abajo en espacios métricos separables y
completos. FEl espacio fase del proceso que se controla y el es-
pacio fase de control deberdn ser espacios métricos separables y
completos. A la funcidén de coste de control se le exigiria que
sea semicontinua por abajo para garantizar la existencia de un
control éptimo. .2 convergencia débil se necesita para estudiar
el limite de estrategias de control, que estdn caracterizadas por

distribuciones de probabilidad.

" En la seccién 3 se introducen los conceptos de suficiencia
seglin el enfoque cldsico y bayesiano, se demueslira la equivalencia

entre ambos y se define la suficiencia minimal.

Se plantea en la seccién 4 el problema de control en infor-
macidn completa a partir de la definicidn de proceso estocdstico

controlado. Se hace hincapié en los conceptos de objeto rontro-
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lado, control y proceso controlado. Se plantea después el pro-
blema de aptimizacién que surge al tratar de elegir el control
éptimo. Por dltimo, se define el concepto de cadena de Markov
controlada como un caso particular de proceso estocdstico contro-
ladn y la simplificacién que supone el considerar un tipo concreto

de Tuncién de coste a la hora de resolver el problema.

2.- CONVERGENCIA DEBIL Y SEMICONTINUIDAD POR ABAJO EN

ESPACIOS METRICOS SEPARABLES Y COMPLETOS

Una fucidn f: X ---» R, donde X es un espacio métrico, se
dice que es semicontinua por abajo si para cualquier xe¢X se

verifica que lim fly) s f(x)
Y =X

Una funcién semicontinua por abajo alcanza el minimo en

cualquier conjunto compacto.

x Una sucesién de medidas finitas /un definidas en un es-—
pacio métrico X converge débilmente a una medida /u si para cual-

quier funcidén real continuva y acotada definida en X 'GGC;
rl]}’q.lﬂ](p(x)/xn(dx) = I‘((x)/&(dx)

TEOREMA I.2.1

NDada una funcidén T:X--»R, donde X es un espacio métrico,
y f es acotada por abajo y semicontinua por abajo, si /4 es una
C n

sucesion de medidas definidas sobre X que converge débilmente a



o+ me verifica:  Lig ]r(x)/un(dx); ]f{x)/u(dx)

TEOREMA 1.2.2

Sea una funcidn f(x,u) acotada por abajo y semicontinua
por abajo para cualquier x € X y ue i, donde X es un espacio métri-
co separable y completo y U es un conjunio compacto; entonces, 1a
funcidn E(x):&zg f(x,u) es semicontinua por abajo y existe una fun

cidén Borel WY:x--+U tal que E(x)rf(x,V(x]}.

TEOREMA I.2.3

Sean X y X  dos espacios métricos separables y complctos y

1

sea G(x,xl) acotada por abajo y semicontinua por abajo en X—Xl.

entonces, si Lpn,nzo,l,..’ es una secuencia de medidas finitas

sobre X y converge débilmente a 1a medida /% y Aig x: = x°

ces . n o
se verifica: %EE ’G(x,xl)/%(dx) 3 JG(x,xl)/qux)

COMPACIDAD DEBIL

nado (x,A), donde X es un espacio métrico separable y com-
pleto y A es la wv-dlgebra devBorel, se dice que un conjunto M de
medidag sobre A es débilmente compacto sf para cualquier sucesidn
de medidas de M se puede extraer una subsucesidén convergente dé-

bilmente.

TEOREMA 1.2.4

En las condiciones anteriores, el conjunto M es débilmente



compacto si y sélo si se verifican las dos condiciones siguientes:

a. Sup{/l(x),/(emi <o

b.- Para cualquier £>0 existe un compacto Ke X tal que
Sup {/A()(—K),/uemi < €

CONJUNTO DE CONTINUIDAD DE UNA MEDIDA

Dada una medida finita M sobre A, el conjunto A¢ A se
dice de continuidad de la medi_da/A si }4(1\‘):0, donde A" es la

frontera de A.

TEOREMA 1.2.5

Una secuencia de medidas//. converge débilmente 3/4 si,y
n

sblo si, para cualquier conjunto A de continuidad de/u se verifi-

ca que %ig/yf](A):/t(A)

APROXIMACION DE FUNCIONES SEMICONTINUAS

Para cualquier funcién semicontinua por abajo y acotada por
abajo F(x) definida sobre un espacio métrico separable y completo,
se pucde hallar una sucesién creciente de funciones acotadas y

continuas F"(x) tal que Fn(x) § F(x) para todo x € X.

LEMA T1.2.2

N N
Sea F(x,u) una funcidén continua sobre X U , donde X y U

son e.m.n.c, v Il es ademids compacto; para cualquier secuencia de



compactos K, ¢ X existen funciones X 23X _ 5.0 sX ,U 4..,U ta-
P i V;( (VRS R N R n)
les que la:secuencia Fn(x.u)= Vn(xo,..,xn,uo,...un) converge u-

niformemente a F(x,u) en el conjunto K- {(x,u), x, cKi,u lU}

COROLARIO I.2.1

Si F(x,u) es semicontinua por abajo y acotada por abajo, se
puede encontrar uns sucesién creciente de funciones continuas

F {(x,u) tal que F(x,u)= lim F (x,u) para todo (x,u) e K
n n+e n -

3,~ ESTADISTICO SUFICIENTE

DEFINICION CLASICA (FISHER)

Sea {P., e:@i una familia de distribuciones sobre un
espacio medible (X, ®), se dice que un estadistico T:(X,0)-»(V,4)
es suficiente para ‘P,,Glgf si para cada Reé®B existe una funcidn

VL:X -+ R , que se llama versién de Pgo(8B/T}, independiente de 0

tal que P(RATT'(A)) = [ @ (x)Pg(dx)  para todo A€ .4

171 a)

Teniendo en cuenta que la aplicacidén T interviene sélo a
-1 . .
través. de la o-ilgebra T (.4) inducida en el espacio X, se pue-
-1
de definir !a suficiencia directamente en la sub-v-4lgebra T (A)

de B de 1a siguiente manera:

Una sub-v-algebra ¥de B se dice suficiente para ;l‘g.gé@}

si para cualquier Be®B existe una funcién Q%:x -4 R independiente



de 9, tal que ‘PB es una versién de Py(B/§) para cualquier ©€ @,
0o, 1o que es lo mismo, PR ha de ser medible respecto a ¥ y veri-

ficar: Pg(Bn A} = j‘PB(x)r‘g(dx) para todo A€¥ y 9 € @
A

A continuacién se cita un teorema de caracterizacién de un

estadistico suficiente.

TEOREMA 1.3.1

Sea {Po,!?‘@} una familia de distribuciones en (X,8) abso-
lutamente continuas respecto a una medida Ulfinita/u; sea T un
estadistico T:(x,8) --» (Y, A); entonces, una condicidén necesaria
y suficiente para que T sea suficiente para {Pg, S¢ ®} es la exis-

tencia de una medida de probabilidad A densa en {Pg,@é@tl tal que

-1
—————— es medible respecto a T (J) para cualquier 9¢ @

A(dx)

ESTADISTICO MINIMAL SUFICIENTE

n corolario inmediato del leorema anterior es que para una
familia de distribuciones de probabilidad absolutamente continuas
respecto a una medida ©-finita, cualquier G-dlgebra que contenga

un Y-Ailgebra suficiente es también suficiente.

surge entonces 1a cuestién de si existe una w®wilgebra su-

ficiente minima,

vna sub-g-dlgebra ¥ de B se dice minimal suficiente para

una Familia de distribuciones {P9,96@$ si estd contenida en cual-
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definir el proceso controlado seri necesario definir la distribu-
cién de probabilidad de un proceso aleatorio con valores en X

suponiendo que se conozca la secuencia de controles tomados hasta
ese instante y definir una regla que seleccione dichos controles.
Es decir, hay que definir el objeto de control y la estrategia de

control o,simplemente, control.

OBJETO CONTROLADO

Sea N el conjunto de los naturales,, se definen los espa-
N N .
cios producto (X ,A ) y (UN,Gf) y las ¢-4algebras de cilindros en

N N
v
Xy .,(n y B,

x con bases sobre (0,1,...,n) para todo ne€N.

Si xn representa el valor del proceso bisico en la etapa n,
se debe conocer su distribucidn de probabilidad a partir de los
valores delproceso bisico en etapas anteriores (xo,x],.‘. 1

los controles tomados (uo.ul....,un_l), sea pn{dxn/xo..x wu_..u

dicha distribucidn.
La familia {pn(./.).n:o,1..,.f define el objeto cantrolad

. Para que el objeto controlado defina las distribuciones de
probabilidad de la secuencia {xn.nzo,l,..} en (x,4) se exige:
1.- pn(./.) es una medida de probabilidad sobre 4 respecto
al primer argumento.
2.~ Para cualquier As«A. pn(A/.) es Jn-J Bn~lpmedihle'

es decir, pn(A/xo,,,xn_luO...u"_l)
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A partir del objeto controlado ‘Pn(./.), n:O,l,..} se
. . N P N
define una medida sobre X que depende paramétricamente de ueU ,
esta medida /d./u) queda definida a partir de cualquier cilin-

dro C de —4n de la siguiente forma:

N
c = X [ R C sy
{Xé / X, € C0 .xngcn con C Cnf-Ai
" = d . d . d .. .
pLe/m !Po( o) Scf’l‘ X1 /%0Y0! lpn( X/ %0 %10 Yo
[4) 1 n

. L, . . N
Queda asi{ caracterizada de forma tdnica una medida sobre X
a partir del objeto controlado. E]l siguiente teorema afirma las
A . N R .
condiciones para que una medida sobre X defina univocamente el

objeto controlado.

TEOREMA 1.4.1

Pado (X,A), un espacio medible con un espacio métrico se-
parable y completo con una 9-4lgebra de Borel, si la familia de
medidas f/uV/u) wev' veAV & satisface:

MV/u) es ® -medible para Ve A" y B _,-medible para V‘/’n’

se asegmra entonces la existencia de una familia de distribuciones

‘pn(dxn/xo-.xn-luo..un_l), n=0,1,.. } que satisfacen las condi-
ciones 1 y 2 resefiadas anteriormente.
CONTROL

Andlogamente al desarrollo anterior, se puede definir el

control en el problema planteado inicialmente de dos formas equi-
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valentes si a (U,8) se le exige que sea un espacio métrico sepa-
rable y completo con una t-4lgebra de Borel:
- Una familia fqn(./.).n:O,l,..s donde:
1. - qn(./.)es una medida de probabilidad sobre 6 res-
pecto al primer argumento.
2.- Para cualquier Be@, qn(B/.) es u4n Gn—l medible, es

decir, B - ..
ecir qn( /xO x v un—l)

N _N N
- Una medida »(./x) sobre (U ,® ) para cualquier x €X de
N N
forma que u(W/x) es A -medible si We@® y J(nmedihle si

We@n

PROCESO CONTROLADO O SECUENCIA CONTROLADA

Dados un objeto controlado /u(./u) y un control w(./x},
: . . . 2 N N NN . . .
se define una distribucidén sobre (X U, AB) cuyas distribuciones

finito dimensionales son, para cualquier neN y AO..AnGJ;BO..BnclB
P A B [ A B =
1‘5 goe 0,106 o’ -gni n.?ne ni

= ]po(dxo) -qu(duolxo) v Lfn(dxn/xn..xn_lun..un_])

0 (o] n

gqn(dun/xo..xnuo..un_l)

n

. . . N N

Se construye asi una variable aleatoria (f,Z) sobre X U
cuya distribucidn viene univocamente determinada por /M(./u) y
L(./x). A esta variable se le denomina secuencia controtada o,

en general, proceso controlado, y proceso bdsico y de control a ? y
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PROBLEMA DE _OPTIMIZACION

N N NN
pado un Tuncional de coste medible F:(X u , 4@ ) -+ (R,F)
se d:fine para cada control L, ya que /xse considera fijo,
s(v)-EYF(9,2), donde (f£,?) es el proceso controlado a partir dg/u

y L.

Se trata de determinar un control #(./.) que minimice el
cost esperado S(u). Es decir, entre un conjunto N de controles
admi:ibles, se busca el control éptimo 'UO que debe verificar:

S{w ) = Inf s(v)
0 L€

El problema, en resumen, se plantea del siguiente modo:
Paraun objeto controlado /M(./.), un coste de control F(.,.) y
una ‘lase de controles admisibles 91 , determinar el control ép-

timo y si éste no existe, e] control €-6ptimo para cualquier £>0.

A continuacidn se estudia bajo qué hipdtesis se asegura la

exis encia de un control 6ptimo en la clase de todos los controles.

TEOREMA 1.4.2

Sea U un conjunto compacto, sea X un espacio métrico sepa-
rabl: completo y sea un objeto controlado /d./u) con la siguiente
cond cidn:

(A} Para todo ger, la fucién ig(x)pn(dx/xo..xn_luO.A%J
es continua en (x _..x u_..u

0 n-1 0" n—l)

Fntonces, si el coste de control F(.,.) es una funcién a-
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cotada por abajo y semicontinua por abajo, existe un contreol ép-

timo en la clase de todos los controles.

A continuacién se enuncia otro teorema que permite llegar

de forma constructiva al control éptimeo & €-déptimo.

TEOREMA 1.4.3

Dado un objeto controlado en las condiciones del teorema
anterior y un coste F{x,u) acotado y semicontinuo por abajo, se
verifica:

I.- Existen unas funciones (x ..x u_..u ) para cualquier

¢; 0 no el P 9

" n€&€N, que satisfacen las siguientes propiedades:

a.- Para todo n €N, son acotadas y semicontinuas por
abajo.
b.- Para todo ne€N, se verifica la relacidn:
§ L.X u_..u E nf X ....u . -
#n(xo n 0 n) J (5 n+1( 0 n+1,)
X n+1
. dx X ..X U ..t
pn+1( n+l/ (W n 0 ,n)
N N s
c.- Para todo xeX y uel se verifica
i X _,.X U _.,.u F(x,u
%32 ¢n( 0o " *n 0 n) 4 (xpu)
: . N N
1.~ Sean las funciones de Borel ¥ :X U -» U que son
n

¢4 13 medibles verificando:
n n-1

¢n(x0..xnu0..un_1¥;(x0..xnuo..un_l))rtﬂi ¢n(x0..x"u0..un)

y sean las funciones L 4 (.)' definidas segin:
-n

i



15

f%(xo) = Wb(xo)

é fa(xoxl) :‘?I(xoxlfo(xo))

Entonces, el control no aleatorizado L definido por

; ;Mkf f&(xn..xk) k:o,l,..‘ es 6ptimo y la cantidad

S = i(laggﬁxouo))po(dxo)es el coste minimo esperado.

CADENA DE_MARKOV_CONTROLADA

h Un objeto de control es markoviano cuando las probabilida-

des condicionales {pn(./.) n=0,1,... ‘ son de la forma

pn(A/xo..xn_luo..u ) = p (A/x ) para todo A ed, es decir,

u
n-1 n n-1 n-1

cuando la distribucién de probabilidad de X+ que representa el

valor del proceso bisico, no depende mas que del iGltimo control
tomado Wy del valor x , aue tomé el proceso bdsico en la e-
- n-1

tapa anterior.

’

El problema de control se simplifica bastante si el coste

de control F(x,u}) es de tipo evolutivo:
oo k-1 -1
Fix,m)y- 3- ( jT_g;(xj"j)) fk(xk,nk) suponiendo ! T =1
k-0 j=0 j=0

y donde las funciones £ (.,.) y g (.,.) son u4>(a—medibles y
n n

Fn ecstas condiciones, se asegura la existencia de un control




6ptimo no aleatorizado definido por {“k = Y;(xk), kao,l,..}

Obsérvese que la ventaja de la cadena de Markov controlada
con coste de tipo evolutivo estriba en el hecho de que el control
é6ptimo depende en cada etapa del estado del sistema, medido por el
proceso bdsico, en esa etapa y no en las anteriores. Esto repre-
senta una propiedad deseable en un problema de control, ya que
la informacidén almacenada necesaria para controlar un sistema no
aumenta con las etapas y se reduce simplemente a la observacién

del proceso basico en la dltima etapa.



At

CAPITULO II
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CAPITULO 11

. COMPLETITUD ESENCIAL DE LOS CONTROLES BASADOS

EN_PROCESOS SUFICIENTES PARA EL CONTROL

1.- SUMARIO

En este capitulo se define para un proceso estocédstico

controlado un proceso suficiente para el control.

lLa idea fundamental de esta definicidén es considerar para
cada etapa un estadistico suficiente que acumula toda la informa-
cién sobre el control elegido & que puede proporcionar el cono-
cimiento de los valores tomados por el proceso basico y el proceso
de control hasta esa etapa. Obsérvese que, fijado un objeto de
control, para cada control .« se tiene determinada una probabili-

dad P, para el proceso controlado.

En la seccién 2 se considera el proceso controlado en in-
formacién completa planteado en el caéituln 1. Se define el
proceso suficiente para el control y se demuestra el teorema de
completitud esencial de los controles basados en dicho proceso.

f.a demostraci6én del teorema se realiza primero para el problema de
control con un nidmero finito de etapas y, posteriormente, se gene-

raliza el resultado.

En la seccidn 3 se plantea el problema de control en infor-

macidén incompleta, en que no se conocen exactamente los valores que
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toma el proceso béisico, sino que se conocen los valores de un
proceso estocidstico cuya distribucidén de probabilidad depende de
aquél . A este proceso se le denomina proceso de observacidn.

Se plantea el nuevo problema y se define el proceso suficiente
para el control, que no coincide con el del caso de informacién
completa. Posteriormente se demuestra un teorema de completitud

anadlogo al anterior.

2.- PROCESO ESTOCASTICO CONTROLADO EN INFORMACION COMPLETA

Se considera el problema planteado en la seccién 4 del

capitulo 1i.

Se dice que el proceso controlado admite un proceso sufi-
ciente t para el control, si existe un espacio medible (T,I") y una
P . N N NN N N
aplicacidén medible t:(xu ,AR) -» (r ,M) tal que para cual-

N N
quier componente de t, tn:(x i} ,)Gg“) -« (T,P) verifica:

a.- t es .,( 6 medible, es decir, t =t (x_..x u_..u )
n n n-1 n n O n 0 n-1
-1
vyt MmeAd @
n n n-1
R 1S f ici £ < sob R
b L °S suficiente para fP,, ven so re"r{Bn—l o,

s -1 P
equivalentemente, la v-algebra tn (") es una sub-T-Algebra

suficiente de "ﬂ Gn_l para {P_,,,h,,cn

Observacién

A continuacidén se demuestra que t cs suliciente para Py
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N AN
sobre A G} si t es un proceso suficiente para el control. Se
exigird que la familia de probabilidades {Ru veN$ sea absolu-

tamente continua respecto a una medida vU-finita.

TEOREMA I1.2.1

Dado un proceso controlado y una familia fﬁp U¢O7L dis-
tribuciones absolutamente continuas respecto a una medida ¥¢-finita,
entonces, si t es un proceso suficiente para el control, t es un

. s . N
estadistico suficiente para {P,_,f sobre}@ .

Demostracidn

Sea Fn la U-4lgebra engendrada en TN por los cilindros con
-1 , . -1
bases (0,1,..,n) y sea t (Pn) la G-Algebra inversa; t ("”) es,

- -1
por tanto, la minima 0-Algebra que contiene a tol(r'),t1 m...t (p

-1
Al ser tn or )C«(nﬁan_l para todo neN por definicién de

-1
proceso suficiente, se obtiene t (f;) cJﬁl&% L

-1 i
Las G-algebras t (') forman una sucesién mondtona
n

t_l(r;_ ) ¢ t-l(Pn) para todo n eN.

1
Se define t_l(FN) = W{ t—l(r;).n—l,z.‘..’ como la U-alge-

bra engendrada por toda la sucesidn de T-4dlgebras.

Por aplicacién directa del teorema 1.3.1, ya que se supone
que la familia de probabilidades esta dominada por una medida

-1 -1 .
v-finita, al ser tn ry ¢ t (Fn) y ser la primera suficiente se
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-1
concluye que t (n_‘) es una sub-o-dlgebra de Jn(Bn ' suficiente

‘para {P.u,ut?lf para todo neN.

Para cualquier Ae/‘{k@k , se define a partir de su funcidn

g -1
cindicatriz IA la variable aleatoria gﬂ:E(IA/t (f:‘)) para n % k.

vy AERRAE

AL ser t~1([") sub-t-4dlgebra suficiente de A B , f es
n n n-1 n
-1 .
St (Fn) medible y no depende de €92 . Por otra parte, én es una

-1
martingala respecto a la sucesi6én de UG-3lgebras t (f'n), que engen-

édran a t_1 (FN) .

fn aplicacidén de un conocido teorema sobre martingalas, ver
-1
Gihman y Skorohod {1974), al ser t (/"n) una sucesidn mondtona de
U-4lpgebras y ser Py, una probabilidad, medida finita, Ep(IA) = Py(A)

.es finita para ltodo & y todo Aé./‘(k lBk 1; en conclusién, se verifi-

. -1 -1, N
é‘c:l que }‘_},’2 F fIA/ t (f:‘)} = E fIA/ t n )’ con prob. 1

Jomo E {[A/ t_l(f’n)} no depende de & para todo n, el limite

-1 N
Ztampoco y, por tanto, E ‘ IA/ t )} no depende de . para todo

Z N
j-l\ew(‘ B , con k€N, Al estar _4 d generada por las O-3lgebras
‘ 0 k-

N N . . :
lflk @ Y ser X U wun espacio métrico separable y completo, se con-

|
Jcluye qie bt es suficiente para f’Py,ue”’.

ybservacidn

v continuacidon se definen los controles basados en estos pro

cesos sificientes para después demostrar que la clase de estos con-

troles :s esencialmente completa para el problema de control.
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pDado Qz,conjunto de controles admisibles, una clase de controles
N* es esencialmente completa si para cualquier control Le €n
existe un control w*e?¥ tal que S(¢*) ¢ s(&), donde S(.) es el

coste esperado del control.

CLASE DE CONTROLES BASADOS EN UN PROCESO SUFICIENTE

Dado un proceso controlado que admite un proceso suficiente
t, se dice que un control esta basado en t si se defline a partir
de una sucesidén de funciones q:(./.),n:o,l,.. verificando:
1.- q:(./.) es una medida de probabilidad sobre ® respec-
to al primer argumento.
2.- pPara todo Be B q:(B/.) es t;l(P) medible, es decir,

se puede representar como q:(B/t"].

) ,
sSe denominard 92 a la clase de controles basados en un

proceso suficiente,

TEOREMA 11.2.2

Dados X,U espacios métricos separables y completos y el

funcional de coste F(x,u)= ¢(x ..X uU_..u ), es decir:. F es A8
0 n n n n

0
medible para un n fijo; entonces, si existe un proceso suficiente

t para el contrel, la clase n* de controles basados en t es una

clase esencialmente completa,

pemostracidn

pado 4 un control admisible definido por una sucesién de
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distribuciones {qk(B/xo..xkuo..uk 1),k:O,l,..,n s , se construye

’ - . . .
el control L*e?” a partir de la sucesidn de distribuciones

q;(ﬁ/tk) delfinidas segin:

* - )
qk(n/ tk) = Jkuk_lqk(ﬂ/xo..xkuo..uk_l)Pr(dxo...duk_l/tk)

Al ser tk suficiente para Pp(xo..xkuo..uk_ll, la distribu-

cidn Pr(dxo...duk_l/tk) no depende de & .

HHay que demostrar que L* es tan bueno como Lt , es de-

»* o
ir e E L.X U ..u < E X ..X uU_..u ) en concreto
cir, qu (¢(XO n'o n)) (d( 0 nYo n ), s

se demostraria la igualdad de ambas expresiones.

Al ser tk suficiente, (tk,uk) también lo es para todo k=0,n

y E(¢(X0"Xnu .u")/tnun) no depende de 4/ , por lo que se puede

0

denotar ¢(t ,u }) a la expresidon anterior y transformar asi el
n’ n

coste esperado:

o " »
E (¢(xo..xnu .un))*E (E(¢(x0..x u ..un)/tnun)):t #(tnun).

o’ n o
t.a demostracidén serda por induccién respecto de n:
n=o
ey LY Py 2
AR L IR P VA S EL 3¢(tOuO)P,(duo/to)
donde Ja dltima igualdad se debe a que la distribucidn de to sélo

depende de X, ¥y no del control & .

Siguiendo ¢l desarrollo, se tiene:
L ' » oy gt
-F &f(tnuoy iqﬂ(duo/xo)pr(dxo/to),z 5¢(t0u0)q0(du0/to)_ £ ()

que es lo gque se pretende demostrar para n=0



24

Supuesto que Eu¢: Eu‘¢ para ¢ funcién Vr{l a3 1medib]
- n-

n=n

& LA ) & >
ePie u ) = ESEY B w1t =BT fhe u ypride e )

u

F(du st )= | Pr(du_/ t )Pr(d d € )

Y Pr un nl= X“U“'1 r un xo..xnuo..un_" nJPr xo... un—l/ )

*
.. . ..,d C = "
Jnun—lqn(dun/xo *n%o un_l)Pr(de un-l/tn) qn(dun“n)
. . o »* .
Se consigue asi que E (¢(tnun)/tn) = E (#(tnun)/tn)

y a ambas expresiones se las denomina por ‘/"( tn).

Ademés, E“W(t )) = E¥(E(¥(t )/t u_ _)), y coincide
n n n-1 n-1

la expresién del paréntesis para & y &% en efecto:

E(V’(tn)/tn_lun_l) = jrv(tn)Pr(dtn/tn_lun_.l)

= at. PN ...d ;
T’xngn_l‘f‘(tn)l’r( Jtrn/x0 un_1)Px~(dxn/x0 un_l)Pr(de un_‘z/tn_lll"

Fn esta expresidén ningin término depende de ¢, ya que t es
n

Jn@n_lmedible, Pr(dxn/xn—lun“l) depende dE/A pero no de v y
la dltima probabilidad no depende de 4+ por ser (tn M 1) sufi-
i FRAN .
ciente para sobre V(n—l 2
e (¥ t = B i :
Se puede poner F( (t“)/ n—l“n—1) X(tn—lun—I) y resumiendo

» » o A . .
E ﬂ(tnun)«E (‘f’(tn))-E (X(tn—lun-l)) y, por la hipdtesis de induc-

'
cidn: E"Z((tn u )=E*¥ yit

e
-1 n-1 un-l):E (¢{tnun))'

n-t
En conclusién, si ¢ es una funcién A3 medible se verifica
n n

»
que E"¢ = Eu¢ . El teorema queda demostrado.
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Observacién

para demostrar el teorema en el caso general, en que el
coste es una funcién semicontinua por abajo y acotada por abajo
N

N
sobre X ! , se precisan los lemas y el corolario del apartado 2

del capituio L.

TEOREMA 11.2.3

Sea un problema de control con X y U espacios métricos se-
parables y completos y U, ademds, compacto, sea la funcidén de cos-
. . . . N
te F(x,u) semicontinua por abajo y acotada por .abajo sobre X U ;
entonces, si existe un proceso suficiente t para el control, la
clase de controles basados en t es una clase esencialmente
comp leta.

pemostracidn

Se construye 2% de forma andloga al teorema anterior.

Por el lema 1.2.1 sc construye }la sucesidn Fn(x,u) de

funciones conlinuas y acotadas que tiende a F(x,u).

Al ser acotadas, para todo n €N existe B enR / |Fn(x.uﬂ5 B,

N N
para todo (x,u)e X U .

por el lema 1.2.2, para cada una de estas funciones F (.,.)
n

existe una sucesidén de funciones Vn,(x 1 ,) tal que
n

o *n%o ""n
13 " o(x ) = Li P ( u u_ uuu )
pmoy 0..x 'uo..u = Lim X ..X O XXX... . R

e 'n n n' N nt 0 n'===""""9 n'——":

con x vy 1t pertenccientes a X y U respectivamente.
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Claramente, se verifica para todo n,n'e€ N
n N N R n
'Fn,(x,u)l < Bn para todo (x,u) € X U y %EL Fn,(x,u) = Fn(x,u)
también para todo (x,u).
Por el teorema de la convergencia dominada:

n
o lim E“F para todo ne N
n N 'eo n'

‘Aplicando el teorema demostrado anteriormente, se verifica
w»_N LN .

I's . - -s
que para todo n'e N E Fn'= E Fn" Yy, en el limite, E Fn=E Fn n&N

Por el teorema de la convergencia monétona:
s
EYF = 1imYE*F = lim E“F = E
n n n

n

Como se queria demostrar.

3.~ PROCESO ESTOCASTICO CONTROLADQO EN INFORMACION INCOMPLETA

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sean dos espacios medibles (X'Y,.Axagj y (U,8) que represen-—
tan el primero el espacio fase del proceso bisico y el segundo el
espacio fase de control, X e Y son, respectivamente, la componente

no observable o estado del sistema y la observaciodn.
: N N N
Se consideran los espacios producto (X -y , A AN) v (UN,EF)
B X y
N

2 s s N N
y sean /Q n }g n GL las g-dlgebras de cilindros en X ,Y y U con
» Y

bases sobre (0,1,..,n) respectivamente.

para definir el proceso controlado es preciso dar un proceso
estocdstico con valores en X*Y condicionadn a haber tomado una

sucesidén de controles en cada instante de tiempo; es decir, el ob-



27

jeto econtrolado. También seria necesario definir una regla de

control para seleccionar dichos controles, el control.

3 si X,Y,U0 son espacions métricos separables y completos y/( »
x

/{y@ son U-dlgebras de Rorel, se pueden definir, tanto el objeto

"ontrolado como el control, de dos Formas equivalentes:
El_objete controlado

-~ Por las distribuciones para cada n eN:

.y u_.ou )

Y n-1 0 n-1

1
d ..
r'n( xn/XO xn—l 0

2
pn(dyn/xo. X Yo Yo 1Y 'un—l)

N_N N N
— Por una familia de medidas /u(./u) sobre (X Y .AXAV) para
N s cps .
todo u et , esta famjlia verifica que m(Vv/u) es d"med1ble

N N
para veA-A y @ _medible para ved A4
X"y n-1 X,n y,n

El countrol

-r las distribuciones para d eN d .. ..
or las istribuciones p cada n qn( un/y0 ynuD un_1

N N
- Por una familia de medidas 2/(./y) sobre (U ,GN) para yey
N . . N . s
tal que es w(W/y) 4 medible si we ® y AV nmedlble si chn.
y R b

A esta familia de medidas se le dencmina n.

Observaciébn

H Al Ser un problema de informacidén incompleta no se conoce

del espacio fase del proceso bisico nada mis que la componente y,

observacidén del sistema. Por esta razén, los controles en cada
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etapa dependen de las observaciones obtenidas hasta ese momenlLo y

no dependen de la componente x, estado del sistema.

Fijado un objeto de control u(./u)y un control #(./y)
N N N N
se define una distribucién de probabilidad sobre (X Y U ,qurﬁg) a
y
partir de las distribuciones finito-dimensionales:

P a A A <. A HE. A .. A iB B ..., €
ar X,0 x,1 x,nc‘A;' y,0 y,1 y,n"zg 0 1 Bn ®

R Y y
z & A B =
Pr(f;g Ax.OﬁoeAy.O?OGBO g’;; Ax'nfn‘ Ay'n 'zne N
1 2 1
= d e ‘e
{ Poldxy) Jpo(dyo/xo) éqo(d“o/yo) } P, ldx /%, Yaot)
x,0 y.0 0 X,n
2(d /x x u u ) (du / u )
’[pn Yo/ %0 *nY0  Yn-1Yo  "Yn-1 an n’Yo Va0 Yo
A . B
yn n
Se obtiene as{ una variable aleatoria (£ € 7 ) con valores
N N N . . .. L.
en X Y U cuya distribucién queda definida por /d./u) y Y(./y). A

esta variable se la denomina proceso controlado en informacién in-

completa, el proceso bisico es (!xfy) y el proceso de control 2.

B ’ . N
se dispone, ademas, de un funcionalt de coste F:X U -+ R

medible respecto ‘JZQf .

El problema que se plantea es el mismo que en informacidn
completa: Determinar el control u(./y) dentro de un conjunta
de controles admisibles de manera que para un objeto controlado,

. . X gy .
que se supone fijo /d./u), la variable (€ € ?) construida por el

método anterior minimice S(W) = EF(€,2).
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,
) Para cualquier control weN se obtiene una familia de dis-

3 N N N N
tribnciones de probabitidad ff:,_, sobre (X Y U ,ANA é').
; b X"y

‘
3
3
3

]

Se dice que el proceso controlado en informacidén incompleta

aAdmite un proceso suficiente t si existe un espacio medible (T,I")

) ) NN NN N

una aplicacidon medible t: (Y u LA @) -» (T ,PN) tal que cada
y

'.ompnnent(‘ de t (t ) verifique:
n

N N
1.t ¢ (YNU WA ﬁN) -3 (T,P) es 4 8 medible, es decir,
n y y,n n-

1
ln:tn(yo..ynuo..un_ll
2.- ltn es un estadistico suficiente para la familia I,P‘,fl,gcn_
«obre ‘ ,nen-l’ es decir, t;l(r‘) es una sub-0-4lgebra su-

ficiente de ‘/(’ n@n—l para It
J ot

TEOREMA I1.3.1

nado el proceso controlado definido anteriormente y una fa-
"ilia de distribuciones de probabilidad {Pujuem absolutamente
'_ ontinua respecto a una medida U-finita, si t es un proceso sufi-

ciente para el control, t es suficiente pars {P,} sobre AN@N
y

J.La demostracién es andloga a la correspondiente al caso de

R E T R R

nformacidn completa (teorema [1.2.1).

Observacién

A continuacion se demucstra la completitud esencial de los

‘ontreles basados en un proceso sufliciente.
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CLASE DE CONTROLES BASADOS EN UN PROCESO SUFICIENTE

Dado un proceso controlado en informacién incompleta que ad-
mite un proceso suficiente t, se dice que un control esta basado
en t si se define a partir de una sucesién de funciones ;q:(./.)fn'N
verificando:

1.- q:(./.) es una medida probabil{stica sobre @B respecto

el primer argumento.

2.- Para todo Be @ q:(B/.) es t;l(f’)-medible, es decir,

se puede denotar q:(B/tn)

TEOREMA 11.3.2

pados X,Y,U espacios métricos separables y completos y el

funcional de coste F(x,u)= $(x SeX u ..un), si existe un proceso

0 0

suficiente t para el control, la clase de controles basados en t

es una clase esencialmente completa.

Demostracidn

pado &, un control admisible (we M) definido por la suce-

sién de distribuciones de probabilidad qu(B/yo..ynu L l),ks N’

0"
se construye el control 2* e 91"(Clase de controles basados en )
a partir de la sucesidn de distribuciones de probabilidad {q:(.ltk)f

sobre B definidas seglin:

* =
qk(B/tk)—ékUk_lqk(B/yO...uk_l)Pr(dyn...duk_l/tk) Be®B kenN
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Al seor tk suficiente para P,, sobre Jg,kéi—l' la distribu-

cign Pr(dyn..,duk 1/t:k) no depende de &.

‘ *
: Antes de demostrar que EY¢# = el 4 se construye :

1Y n
t ¢(tn’“n)”E (f(xo..xnuo..un)/tnun), que no depende de € ,

‘

n efecto,

P2 P24
E (¢(x0...un)/tnun]=£nnn_]¢(x0...un)Pr(de...dun_l/tnun)=

[ )PT(dx_..dx / ¢ )PR(dy ...du_ /t u )
=), “—'Y" xo..,un r xo.. X yo..ynuo..un W PT yo... un—L/ nun

Xu

)
Donde Pr(dyb..dy”duo..dun_’/tnu") no depende de

&L n n + ngn mn
r{d ..d vt =
pr X0 x"/y u n) Pr(dxn/x y u

na de estas distribuciones no depende de <4 , ya que para todo k=0,n

Ly, ¥y

t ) Pr(dx /y u™t ) ada
pleo P o’V RN AL

k k-1 k-1 k-1
Ko n Pr(y .yk/x y untn]Pr(xk/x y ullt
rldx /xt oy et )= T R RS AT TR RS TR )
‘ rly -y /xy 1t JPridx, /x
X
k-1 k-1 n 1 k-1 k-1t k-1
¥ Pr(xk/x y u tn) = pk(xk/x y u )
k- - -
k 1"n n n lun 1)p1(dx /x
n n

2
Pr(yn..yk/x v tn):l..Jpn(yn/x y

T 2 k k-1 k-t
% ...Apk(yk/x y u )

" y ambas distribuciones no dependen de 4.
/

To depende de &

n-1 n-1 n-1
y u

. . &
Por consiguiente, F (¢(X0"xnu0"un)/tnun) = ¢(tnun), que

A continuacidédn se demuestra por induccidén respecto de n que

*
E‘?¢(x0..xnu0..nn))? o (¢(xo..x u_..u )):

n 0 n

)



n=0

(¢ es ,4;’Oé%medible)

i

o o & g
VG <eTe (et u )/t 1) = B0 fgie u ypridu s ) -

U

:!(!},‘(tbuo)P;’(duo/to))P‘;(dto), y para todo G €I’

e ~ 2 1
Pr(G)=éPr{G/yo)Pr(dy0) ”{ )J(Pr(c/yo)po(dyo/xo)po(dxo).: Pr(c)

Es decir, no depende de 4,y E”(¢) = E(jﬂ(tnuo)Pf(duo/to)) y
u

P wt
= d = sec i
Pr(duolto) Jqo( uo/yO)Pr(dyO/to) Pr(duo/to) Yy, en consecunencia,

Y
rYé - F(I (t u )pe*(du st 1) - F"'%’ (cierto para n=0)
' c u¢ 00 o” 0" 7 o P B
n=n-1
*
Se supone la hipétesis cierta para n-1, es decir, E‘%'= ¥ f
para cualquier funcidn —‘( 3 medible.
X,n-1 n-1t
n=n

-~ @£ & A ’0
E°g(t u )= ET(EX(B(L u V/t ) - F (éf(tnun)rr(dnn/tn))

»
Pr(dnn/tn):Jn!n_lPr(dun/yo..y u

n 0..un__l)I’r(dyo...dn /Lty =
YU

n-1 n
_ _ oF .
m!“!n—lqn(dun/yo'"un-l)Pr(dyO'"dun—l/tn) - qn(d"n/tn)

Se tiene, pues, EX(g(t u )/t )= E¥* (Bt u )/t )= Pt ),
nn n nn n n

donde V(tn) es la misma para ¥ y w*



Eﬂ(W(L"l)vE”(RU(¢(tn)/t }), a continuacién se demues-

u
n-!t n-\

ra que esfta dltima expresién no depende de # .,

) =

| BUWE )/t w ) = Wit )pE(de /t u
: n n -1 T n n n-1 n-1

-1 n
T

pid
Jnfn_‘v«t“)rr(dtn/yo...u

]
dy .. du ..
J tn_l)Pr( Yo dyn u, du

t u
n-1 n—2/ n-1 n-1

Al ser £ A ) medible,Pr(dt /y ..u ) no depende de
A n y,n n-1 n 0 n-1

Pr(dyO_..du /t

; u se descompone segiin:
n-2 n-1 n—l) P g

n-1 n-1
t ’ .o .
u n_l)fr(dyo dy du du /t

Pr(d J u u
rldy 7y n-1""0 n-2’tno1¥noy s ue

or un desarrollo del primer término andlogo al realizado en el
eorema I1.3.2 se concluye que no depende de A, sino sdélo de//‘;

1 secgundo término no depende de ¢/ por la suficiencia de (tn lun J

ara P snhre )( .
i y,n-1 n-2

ps
i D : = - , L
Asi pues, E (W(Ln)/tn un—l) X(tn_ u _]) y no depende de

~1 I n

Fn resumen, E‘Tﬁ(knu")) = Eu(w(tn))zﬁy(a?tn—lun~1))’ y por

‘

. »
a hipétesis de inducciébn, n”(Y(tn u V) =B (¥(t

-1 n-1 n—lun—l))‘v e

*
N 2 ’
oncluye que F ¢ -rY ¢ » Que es lo que se queria demostrar.

3

Obscrvacidn

3
1
3
¥
?:
; Para el caso gencral, el teorema de completitud de controles
3

b

asados en un proceso suficiente para el control, sélo se enuncia,
b3
‘a que Ja demostracidén es andloga y se basa en los mismos lemas de
i

Alculo que el lLeorema equivalente en el problema de control en

nformacién completa.
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TEOREMA 11.3.3

Sea un problema de control en informacidn incompleta con
X,Y y U espacios métricos separables y completos. Sea U, ademas,
compacto. Sea la funcidén de coste F(x,u) semicontinua por abajo
: N N . .
y acotada por abajo sobre X U , entonces, si existe un procesoc su-
ficiente t para el control, la clase de controles basados en t es

una clase esencialmente completa.
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CAPITULO IIT

COMPLETITUD ESENCIAL DE LOS CONTROLES BASADOS EN

PROCESOS SUFICIENTES PARA EL PROCESO BASICO

1.- SUMARIO

A diferencia del capitulo anterior, en ésle sélo se conside-

ran procesos controlados en informacidén incompleta,.

En la seccidén 2 se plantea el problema de control en infor-
macidén incompleta. Las distribuciones de probabilidad que carac-
terizan el objeto controlado no son tan generales como en el capi-
tulo II, ya que se exige que las correspondientes a las componen-
tes no observables del proceso bésico dependan de las componentes
no observables en las etapas anteriores y del tltimo control toma-
do; Jas distribuciones de probabilidad de las observaciones en ca-
da etapa, a su vez, dependen de la componente no observable del
proceso bAsico en esa etapa y del dltimo control. Fl coste de
control es la suma de los costes asociados a cada una de las eta-
pas, que vienen evaluados por funciones que dependen de la compo-

nente no observable y del control correspondientes a cada etapa.

Se define en la siguiente seccidn el proceso suficiente pa-
ra el proceso bidsico como un proceso estocAstico cuyas componentes
son funcién de las observaciones y controles conocidos hasta ese

instante y que acumulan toda la informacién sobre la trayectoria
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jde 1a componente no observable del proceso bdsico. Se le exigira

a esos estadisticos suficientes asi definidos que sean minimal su-

ficientes dando lugar a los procesos minimal suficientes para el

.proceso bAsico.

En la seccidon 4 se define la clase de controles basados en

ceslos procesos.

En la seccidn 5 se demuestra el teorema de completitud esen-
cial de los controles de 1a clase definida en la seccidén anterior
Se distinguira también el caso de un nimero finito de etapas del

caso general.,

Se tratan en la seccién 6 los controles no aleatorizados ba-

sados en los procesos minimal-suficientes. La importancia de

éstos radica en el hecho de que los controles éptimos seran no a-

‘leatorizados segin se demostrarid posteriormente.

A pavtir de un problema de control en informacidén incomple-

jta con tas hipdtesis de la seccidén 2 y de la existencia de un
proceso minimal suficiente para el proceso bidsico se construye un
‘nuevo problemn de control en informacién completa cuyo control ép-
timo serd el conlrol dptimn del problema original planteado en la

‘clase de los controles basados en un proceso minimal suficiente.

; En la seccidn 7 se define este problema de control, que se

denominaria problema de control asociado.
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En la seccidén 8 se demuestra la existencia de un control

é6ptimo para el problema de control asociado.

Y, por Gltimo, en la seccién 9, se llega de forma construc-

tiva a dicho control éptimo.

2.~ PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE CONTROL

Se propone a continuacidn un problema de control en informa-

cidén incompleta en tiempo discreto.

El espacio de fase del proceso badsico es el producto de dos
espacios X e Y con sus respectivas G-dlgebras J& fﬁ. Se exige
que X e Y sean espacios métricos separables y completos. X defi-
ne el estado del sistema y no se puede observar, mientras que Y es
observable y es la tnica informacidén de que se dispone, aparle dec
los controles que se han tomado, para estimar el estado del siste-

ma en cada momento.

El espacio fase de control es, asimismo, el c¢spacio medible

(U,@), donde U es un espacio métrico separable y completo y, ade-

.

mis, un conjunto compacto y @ es una T-digebra.

. . e, . NN NN
Se definen a continuaéiédn los espacios productos (X vy 4 A
Xy
N N . P -
y (0 ,® ) indicando por Jx n’ .,lv n Y 6" las minimas U-Algebras so-
» J

L. N N N .
bre los cilindros en X ,Y y U respectivamente con bases sobre

(0,1,...,n).

Para que quede definido el proceso controlado, es nercesario
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dar un proceso estocastico con valores en X:Y condicionado a haber
~tomado una sncesién de controles y definir una regla de control,
que dependerd de los valores observados Y, con la cual se hayan se-

- leccionado dichos controles.

Se parte del conocimiento de la evolucidén del sistema segin

‘ ) 1 1
~las distribuciones de probabilidad po(dxo) y pn(dxn/xo‘.x )

u
n-1 n-1
para n2 1, es decir, 1a evolucidon del sistema en un instante n de-

"pendc de los estados alcanzados en las etapas anteriores (xo..x )

y del dttimo control u

Fs natural que se exija que la evolucidén de las observaciones
.del sistema sea funcidn del estado de éste en forma de distribucio-
A 2
nes de probabilidad p (dy /x u }) para n20. En otras palabras,
: n n n n-1
"cada observacién depende del estado del sistema en ese momento y del

tiltimo conlrol conocido.

A partir de estas distribuciones:

1
d
Pn( xo)
1 -1
p (dx /x" u ) n2z1
n n n-1
2 s .
p (dy /x u ) nz0, se construye la funcién de
n n n n-1

iprobabilidad en X'Y, ya que para cualquier Ale /& y A?( Jg se define:

n-1 2 1 n-1
pn(AIAz/x unv]) = l Lpn(dyn/xnun—l) pn(dxn/x un-l)
1 2

N N N N
También se define una medida en (X Y ,AXA ) a partir de
y
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los cilindros en /& n’@ n ¥ due depende paramétricamente de ia
’ L]

secuencia de controles de la siguiente forma:

c ilind c={(x,y) XYV, xec  yec i..ixec  ;yec }
Sea un cilindro, = X,y) € 'ﬁf xo,xﬁ yO""%: xn'x! vn
N
con C ;s C :..644 y C ; C ...e;{ ; entonces, si u €U
X0 xn X yo yn y
1 f 2 J 1 n-1 J 2
= d e d
/u(C/u) ‘ pO(dXO) pO( yO/xO) pn( xn/x un—l) pn(dyn/xn"n
C c c C
x0 yo xn yn

Bajo las hipdtesis de regularidad vistas en la seccidn 4
del capitulo I se puede asegurar que esta medida /4./u) esti aso-

2
ciada univocamente al conjunto de distribuciones 1p1(./.).p (./.4
n n neN

De manera aniloga, el control viene definido por una familia
. . . [ n n-1)
de distribuciones de probabilidad qn(dun/y u para todo n e N.
El conjunto de controles admisibles es el formado por aquellos

controles que dependen en cada instante de las observaciones y con-

troles conocidos hasta ese instante.

: . N N
Estas funciones definen una medida sobre (U @& ) que depende

paramétricamente de las observaciones:

N

Sea D un cilindro de B, ngu €V / u_€D,..,u €D } con

n 0 0 n n
N
DO; .;nneAy sea yeY

1 0 n n—1

w2(D/y) = j qo(duo/yo) j ql(dul/y u) ... J qn(dun/y u )

DO Dl Dn

Igualmente, bajo las hipétesis de regularidad mencionadas
anteriormente, se asegura que esta medida 2(D/y) verifica que es
N . . N . . . A
A medible si D¢ ] vy ){y nmechble si D es ﬂnmedlb[e y esta aso-
Yy »

ciada univocamente al conjunto de distribuciones ‘qn(./.),nfo,l..}
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Se denomina 9? al conjunto de estos controles.

Se define el coste de control como una funcidén que depen-
de de los controles y de la evolucién del sistema sélo a través
“de 1a componente no observable. Si se considera un nimero fini-

to de etapas 0,1,..,n se define esta funcidén de coste como:

n
¢(xox‘,.xnu0ul..u") :2;% %k(xkuk)

Fl problema de control consiste en, fijado el objeto contro-
1ado /p(./u),determinar el control #(./y) de tal forma que, si
(!xiy?) cs el proceso controlado asociado a ambos, se minimice la
esperanza del coste f(fx?); al coste esperado segiin el control

se e denomina S{2&), (S(U):Eu¢(xnun) ).

3.-_PROCESO SUFICIENTE PARA_EL PROCESO BASICO

Para ¢l problema de control en informacién incompleta plan-
;teadn anteriormente, se define un proceso suficiente t para el pro-
rceso bdsico como una aplicacién medible:

t: (YNHN,ASBN) - (TN,PN), donde (T,P)es un espacio medible
ffnrmndn por un espacio métrico separable y completo y su G-3lgebra

de Rorel, y de forma que cada componente tn de t verifica:

N N N _N
t.- t :(vyu ,AB) -+ (rT,") es A @B medible, en otras pa-
n y y,n n-1
Iabhras t =t .. . .u
As. by n{ynyl Yn'o™1 n—l)
n .
2.- L es un estadistico suficiente para x en la distribu-

-1
cién de probabilidad priy u" /x").
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Observacion

Posteriormente se construiri esta distribucién de probabi-
lidad en funcidén de las distribuciones asociadas al objeto contro-

lado y al control en el problema original.

PROCESO MINIMAL SUFICIENTE

Si, ademas de las condiciones anteriores, se le exige a t ,
n
para todo n, que sea un estadistico minimal suficiente, se dice

que t es un proceso minimal suficiente para el proceso béasico.

n n-1 n
CALCULO DE LA DISTRIBUCION Pr(Y U /%)

La construccidén de la funcidén de probabilidad correspondien-
te serid por induccién respecto de n:

n=0

0 2
Pr(y /xO) = po(yo/xo), que es conocida.

n=k

k k-1
Supuesta conocida Pr(y u /x )

n=k+1

1 k, kat k k ksl kal k k 1 ki
Pr(yk’lu /x ! ) = pr(y Yioq¥ /X * )vPr(ykﬁi/x ! y u )Pr(y(nk/xH )

y, cada uno de estos miembros se deduce a partir de las dis-
tribuciones de probabilidad originales de! objeto controlado y el

control. En efecto:

kvt k k 2
u

)= P W/

Priyy, /> X1k
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k k k k k, &
Pr(xk+1/x y u) Priy u /x )

) = — -

k k ki
rriy n /x '

k k k k k, k
IPr(x /x y u ) Pr(dy du /x )
Kk k+1

vy ¢l numerador se puede descomponer como:

! k k k-1 k k-1 k
! {x ;1/X(" } Pr(uk/x y u ) Pr(y u /x )

Prot k , Y. pPor consiguien-

te, se concluye:

k k k-1 k k-1 k
/ ( /x uk)qk(uk/y u yprly v /x )

2 1
k kil pk+1(ykrl xk+1“k)pk+1 xk+1

k41
Pr(y * u /% ) =

1 k k k-1 k. k-1 k
dy d
2 |fk¢1(xk;1/x uk)qk(uk/y u JPr{dy du /x )
YU

nn-1 n
como se prelendia demostrar, la distribucién Pr{(y u ~/x '}, se contruye

. . L2
a partir de las distribuciones PP rd nenN.

EFOPOSICION 111.3.1

Al exigir que t sea un estadistico minimal suficiente, se obtiene una
n
ecuacién de recurrencia para t  en funcidén de t Y Yy e es decir:
n n-1""n n-
t =t (¢ u )
n nnet Ve tnot

Demostracidn

Basta vecordar que un estad{stico minimal suficiente es funcién de

cunlquier estadistico suficiente. Si se demuestra que (tn YU, 1) es sufi-

—1
. n R X .. nn-1 n v
ciente para x en ta distribucidén Pr{y u /x ) ya estaria demostrada la pro-

posicidn.

rara ver esto iiltimo es necesario demostrar que para cualquier funcién
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‘medible, E(V/tn yu l) no depende de x":

- -1"n

N N
V:YU -+ R que sea ,1 8
y,nn

-1 n n-1
E(¥/t = ¥y "
¥/ n—lynunal) Y’n—l!n-éy v JPriy u /tn—-l‘ynun—l

-1 n-1 n-2
_ Y,
!'n—lujn—sy u priy " /tn-lynun—l)

Esta \ltima distribucién no depende de X" por no depender de x la e-
n

1 n-2 -1
u” ) y por ser independiente de x"" al ser (t .y

volucién de (yn— net

}

u
n n-1

-1 N < n-1 n-2 -1
suficiente para " en 1a distribucipn Pr(y u” /xn )

Observacidn

Por el teorema 1.3.2 y considerando que xnes el pardmetro en el modelo
bayesiano definido a partir del espacio de probabilidad producto
N N N . . s 2 R .
(Xyvu ,J:J;(g). resulta que la distribucién a posteriori de xn conocido el

ot . .o n n-1
valor del estadistico tn es la misma que la de x" condicionada a (yu ), es

. n, n n-1 n
decir: Pri(x /y u ) = Pr(x /tn)
Mids aiin, se demuestra la siguiente

PROPOSICION I11.3.2

-1

pr(x_/y"u" T) = Pr(x /t )
. n n n

Demostracidn

-1 -
rr(x Jynlrn )= j’ Pr(x"/ynun 1)dx celdx =
n X X 0 n-1

- f ..[ Pr(x"/t ) dx_...dx = Pr(x /t )
X X n 0 n-1 n n

Esta proposicién afirma que oonocer la distribucién de probabilidad del
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estado del sistema en una etapa cualquiera condicionada a las ob-
servaciones y conltroles hasta ese momento, es equivalente a cono-
cer {a distribucidon de probabilidad condicionada al valor del
estadistico minimal suficiente tn obtenido en esa etapa. Esto,
junto a la propiedad de minimal suficiencia, disminuird el volumen
de informacidén necesario a la hora de buscar el control dptimo co-

mo se demostrarA mAs adelante.

CIENTE PARA EL PROCESO BASICO

Supuesta la existencia de un proceso minimal suficiente en
las condiciones anteriores, se puede uno preguntar si ese proceso
punede ayudar a resolver el problema de control planteado en la

seccidn 2 del presente capitulo.

i.a respuesta es afirmativa y para ello hay que definir la
nueva clase de controies admisibles y demostrar que es equivalente
utilizar este tipo de conlroles a utilizar los controles admisibles

originales para minimizar la esperanza del coste de control.

se deline un control basado en el proceso minimal suficien-
te L para el procesao basico a parlir del conjunto de distribuciones

q*(du /i) segin la relacién:
n n n

¥ ) B n n-1 n n-1 A
aftnse v - ‘J{nl!n_lqn(n/y w'")pr(dy"diT /t ) paraBe

n n-1
I.a posibilidad de conocer la distribucion Pr(y u /tn)
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se basa en el siguiente

LEMA 111.4.1

priy™a" e ) - f pe(y™e™ !t /x"t ) pr(dx"/t )
n xn n n

n n-1 . .
pPesarrollando Pr(y un /xntn) segun la formula de Bayes, se
n n-1 n . .
concluye que depende de Pr(y u /x ), ya determinada anteriormente.

. « . n
En cuanto a la distribucidén Pr(x /tn), se calcula:

n=0
1 1
Pr(to/xo)po(xo) jPr(tO/yo) Pr(dyo/xo) po(xn)
Pr{x /t ) = ——mmmem e = S
o0 1 1
{Pr(to/xo)po(dxo) L'{Pr(to/yo) Pr(dyofxo) po(dxo)

Como tO es una aplicacién ,t medible, tO:to(yo) y quedaria:

2 1
p_(dy /x }p (x )
L;J(t ) 0 0 [¢] o o

En general, se obtiene:

J. N Pr(dy"du"—l/x ) Pr(x")
tooE )

Pr(xn/t ) = U
n

_[n] 1 Pr(dyndun_]/xn) Pr(dxn)

Asi se tiene determinada la distribucién del control a partir’

de las funciones lq:(B/tn).n=0,1,..‘

Se construye ahora la medida JJ*(./t) a partir de los c¢ciltin-
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N N
dros D {ueu / u D ,.., @ D ;D _..D 6(( n teT
ros 0e 0’ ' ne n 0 n" yoee

* _ * * . x
2% (n/t) 'Jqﬂ(duo/to)Jq],(dul/t'l) an(dnn/tn)
n D D
] 1 n

*
Al conjunto de estos controles se le denomina n .

PROCESO MINIMAL SUFICIENTE PARA EL PROCESO BASICO

Se considera la funcidn de coste de control
o0
"W -3
¢(x u ) = ¢n(xnun)
n=0
rara demostrar el teorema de completitud se distinguiria cl

caso de un mimero Finito de etapas, en que el sumatorio anterior se

efectiia entre 0 y m, y mids adelante se verd el caso general.

TEOREMA [11.5.1

nDado up proceso controlado en informacién incompleta segin
un objeto contrelado /A(./u} y un control admisible X(./y)} en las
condiciones citadas en la seccidn 2 del presente capitulo, si existe
un proceso minimat suficiente t para el proceso bisico, la clase de
N i . . )
controles definida anteriormente ¢s csencialmente completa si

m
. m m
el coste de control es de la forma ¢(x u o) = kE Oﬁ‘(xkuk)

*
Hasla demostrar que para todo 2€N existe un control %€ 7

"
tal que l-‘.u(¢(xmum)l B F,‘v (¢(xmum)).
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La demostracidén serad por induccidén respecto m

m=0 (¢es %'O@omedthE)

E*f¢) = i gﬂﬁxouonﬁ&dxoduo):

- * ) 1
: )J(i{¢0(xauo)qo(duo/tO)Pr’(dLO/xo)po(dxo)

Y al ser q:(duo/to)z jqo(duo/yo)l’r(dyo/to), se tiene la ex-
Y

presién anterior como:

1
= !!‘ ! i(f{o(xouo) qo(duo/yo)f’r(dyo/to) Pr(dto/xn) po(dxo)

2
o d dt = - d 5 i >
Como 1SPI‘( yo/tO)Pr( Lo/xo) Pr(dyo/xo) po( yo/xo), se obtiene
= J J Iﬁ(x u )q _(du /y )pz(dy /x )pl(dx }), ¥, por consiguiente
Xy llo oo o 0’0o’ 0o Yo "0 o o'’ ! '

E?Nd) = E¥(P)

m=k-1

*
Se supone que para toda funcidn -/{( K 1Bk ]medib,le Eu9‘ = Ru¢
m=k

pada la estructura de la funcidén de coste de control,se tie-

ne que para cualquier funcidn J‘(x k@kmedible ¢

k-1
eV - EY (I g txu )+ BV (x e 0) -
i=0

k-1
* 7
= F-J(iz_-odi(xiui)) + E (¢k(xkuk))

. ) & o * .
Si se demuestra que F (¢k(xkuk)) = E (¢k(xkuk)) ya estaria
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demostrado el teorema, Para ello se necesitarin dos lemas.

v ) L gt Y
rUg, a8 ) = BT G ey = k)

pemostracidén del lema 1

R, (x ) /E,) = f Jf&(xkuk)Pﬁ(dxkduk/tk) -
XU
f ¥ u )Py
= ) J k(xkuk)rr(dxk/hkuk)Pr(duk/tk)

Por la suficiencia de tk se tiene que

Pr(dx. /t.un ) - pridx, / kuk) = Pr(dx, / kuk'ly = Pr(dx_/t )
r xk AR r kY = Pridx, /y = Pridx, /t, y es-

ta distribucién se conoce y es independiente del control elegido.

Ademis, como se demostrd anteriormente, Pg(duk/tk) = thduk/tk).

Por consiguiente,

Eu(dk(xkuk)/tk) ” f

( Ypr(dx st ) a*(du sty = B2 (B ( Y/t )
) gfk TS R A PR 1 Y i R kR i

A esta esperanza, que es independiente del control #o ‘/',se

le denotari por @th).
va estd demostrado el lema 1.

para demnstrar el teorema seria suficiente, en vista del
- .
Yema 1, demostrar que Ebﬁf(lk)) - ¥ (V(tk)). Esto se hara por

induccidén en k y previamenle se enunciard y demostrard un lema .
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LEMA II1.5.2

PriA/y u ) = Pr(A/t, __u ) para Ae./(y y ke N.

Demostracidén lema 2

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-
pe(a/y T = ferazxgy T e T e cdx sy T -
X
2 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
- I gk_lpk(A/xkuk_l)Pr(dxk/x v u ) Pr{dx /y u ) =
X X

2 1 k-1 k-1

= !kpk(A/xkuk_l)pk(dxk/x uk—l) Pr(dx /tk—luk~1): Pr(A/tk_luk_l

Y asi estaria demostrado el lema 2.
5 L3
A continuacidén se demuestra que E”(W(tk)) = g¥ (V(tk))

k:o

" ) 1
E (W(to)) = i?«to)Pr(dto) = !!!V«to)Pr(dtO/yO)Pr(dyO/xo)po(dx

que, como no depende del control elegido, es igual a E0¥(W(t0))

EL%W(tk)) = E”(Eu(W(tk}/tk_l). y desarrollando este término:

& F7
BY (Wl ) /e, ) = {‘(’(tk)Pr(dtk/tk_l)
- kK ket ok, k-l
Y oPr(de, /t, ) = {kl[k_lpr(dtk/y w TRy e )
) k k-1 k-1 k-1 o k-1 k-2
= {k!k—llr(dtk/y u ]Pr(dyk/y u Lk_l)Pr(duk_l/y u tk—l)

Pr(dyk_ldukgz/t )
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Por aplicacién del lema 2, quedaria:

k k-1 k-1 k-2
- rr .
- !kjk_'ﬁtk/y u yer(dy, /t Ya, (du, /v w0

1

k-1"k-1

k-1, k-2
- Pr(dy du /tk~1)

Al ser tk un estadfstico minimal suficiente, se verifica,

segiin so demostrs anteriormente, que Pr(dt, /y ' ')-pr(dt /t _y )
'y sustituyendo esto en la idltima expresidn, queda:
7J;Jk—lpr(dtk/tk~1ykuk—l)pr(dyk/tkulukal)qk_l(d“k_l/yk_luk_z)
Pr(dyk—lduqu/tk_])r
- ! {rr(dtk/tk_'ykuk_')pp(dyk/tk_luk_l, ik-lgk-zqk*1‘d“k-l/gbi“_zV
Pr(dyk-1duk'2/tkhl) -

Pr{dt
u

yPr(dy, /t vqt  (d st )-riide st )
B Pridy,/ D M P TN ey

A A k=1"%-1

[y N—

»*
. , ) . _ FY X
Por consiguiente, pr(dtk/tk—l) = Pr(dtk/tk_‘) y sc concluye

»
s (Wie, )/t = Y : s i es i
ve FI(Y( k)/ k~l) F (W(tk)/tk_l) y se denotarid esta cantidad

omo ?(tk_]).

Paor el principio de induccidén, se llega a:

b ; T ] , o B ¥ ! _
F (W(vka) Y en (¢{Lk)/tk_(l)-E (e (t, _))=E (Tftk_l)) =

?* v . _ I
B (F (%«mk)/t ) E (V(tk)).

k-

Asi qneda demostrado el tcorema.



Observacidn

En la demostracidn del teorema anterior se ha hecho uso de

1a minimal suficiencia.

En el teorema siguiente, se demuestra el teorema de comple-

titud para el caso general.

TEQOREMA 1I1I.5.2

Dado un proceso controlado en informacidén incompleta segiin
un objeto controlado /A(‘/u) y un control &{./y)} en las condiciones
anteriores, si existe un proceso minimal suficiente t ;")ara el pro-
ceso bisico, la clase de controles basados en t (77*) es esencial -~

mente completa si el coste de control es de la forma:

N N 2, . .
¢(x u ) = kz Oﬂ((xkuk) siempre que se verifique que:

o0
2_|é (x u )l<oo para todo (x,u) & x u"
br k "k k

Demostracidn

"
fHay que demostrar que E”{¢(XNUN))= ' (¢(xNuN)).
N N & n
d _ Z oy
En efecto, E (#(x u )) = Elk_oﬁk(xk“k)) - F (}\12 ygl((xkuk})

k=0
Y n
v en aplicacién del teorema anterior: E :%:ﬂzy!k):m(rl\lﬂzo#k)
n N
siempre que Z’ﬁk.‘B con B R para todo ne N y (x,u)eg X U , y
0
n n (-4
i - < 00
esto es cierto, ya que ,ZO?‘k(xkuk)Is %h(xk”k)ls %’t(xk“ki

En resumen, se obtiene:
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n n s D
A . 2 . 4
E ('111_9’2(; ¢k(xkuk))-.rl‘£2 E (ZO"Jk(Xkuk”:rI\-lE E (%#k(xkuk))< 0o

Y, por el teorema de la convergencia dominada;

n
%35 o ‘ZO—?‘k(xk“k))-E

L%

n
. ok N N .
(rl‘zgzn:yfk(xkuk)) = E (?((x u )), es decir,

N N * N N
F.”(%(x u)) = £ (;ﬁ(x u ). Como se queria demostrar.

Cuando se define el control, se hace a través de las fun-
. : . c 2 s n n-1
ciones de distribucién de probabilidad ;qn(./y u ),naof, de tal
forma que en cada etapa, el control un es una variable aleatoria
cuya distribucién depende de las observaciones y los controles an-

teriores.

Los controles no aleatorizados son aquéllos para los que

. N N
la medida w(./y) se concentra en un punto de U para todo yeyY .
in cantrel no aleatorizado se caracteriza por una secuencia de

...y ) con valores en U y medible respecto A

funciones @ (y 3
n "0 n y.n

para lodo neN de forma que:

. = a
q"(R/yn Y Yo Un-i’ 'xﬂ(f)(yo--yn)) para todo B €

l.os controles no aleatorizados forman una subclase del con-
junto de los controles admisibles. Son mds cémodos de tratar
matemilicamente y en determinadas condiciones es suficiente elegir

‘el control Gptimo en esta subclase.

Se planten Ia siguiente cuestidn:; Bastarad considerar entre
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los controles basados en un proceso suficiente para el proceseo
bidsico agquéllos que sean no aleatorizados para elegir el control
4ptimo?  Existe alguna relacidn entre éstos y los controles no

aleatorizados admisibles que los originaron?

J.a construccidén de un control basado en un proceso minimal
suficiente a partir de un control no aleatorizado no produce, en
general, un control no aleatorizado. En efecto, sea un control
admisible no aleatorizado ‘nn=‘¢(y0..yn),n GN&, es decir, para

todo B¢@B qn(B/‘yO"‘ynuO“un—l) ='XB(l€n(y0..yn)) para todo ne&N

A partir de él1, se construye el correspondiente control

basado en el proceso minimal suficiente t:

il

* n n-1 n, n-1 _
a*s/t ) Ingn_lqn(B/yu ypr(ay"da” /e ) -

Y

n. n-1i 4 3
Jngn_llé(ﬁz(yo..yn))Pr(dy du /tn) para todo né& N,Be

Teniendo en cuenta la definicidon de funcidnindicatriz:

1t si ‘f’n(yo..yn)éﬁ
Yo -

0 si qz(yo..yn)# B se concluye que:

n n-1
In—l Pr(dy du /t )

- ¥
a,(B/t,) - I (8) ¥ n" , y no se puede afir-

-1
n

mar que esta distribucidén sea siempre degenerada.

Un control basado en un proceso minimal suficiente t es no
. . . * N
aleatorizado si 1la medida L (./t) se concentra en un punto de U

Estos controles se caracterizan por funciones mediblrs
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(f’:: (tr,) -+ (U,8) para neN y de forma que para todo R¢@®

* ) . 4
atnse - Wn('en(tnn ,

Queda pendiente el ver si basta considerar sélo los contro-
les no aleatorizados entre ltos basados en un proceso minimal sufi-
ciente. Fsto se veria mas adelante cuando se construya el proble-
ma de control asociado en informacidén completa a partir del proce-
so minimal suficiente. l.La conclusidén a la que se llegari es que
el control dptimo serd no aleatorizado y se deducirdn, ademis,

las funciones ;ﬁjtn),nq Nique lo definen.

INF

Mediante ol teorema de completitud se demuestra que en
1os problemas de rontrol en informacién incompleta con las hipé-
tesis planteadas en la seccién 2 del presente capitulo, es equi-
valente el buscar el control éptimo entre los controles basados
en las observaciones y controles conocidos en cada etapa a buscar-

1o entre aquéllos basados en un proceso minimal suficiente.

A continuacidn se vera cémo se puede determinar el control

6plimo basado en un proceso minimal suficiente.

Sse construiria para ello un nuevo problema de control en
informarién completa, en el que proccso basico es el propio pro-

ceso minimal suficiente, las ecuaciones de evolucidn se constru-
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yen de tal forma quela distribucién de tn es la misma en esle
.nuevo problema y en el problema original con my # fijados y,

por ultimoe, el coste de control es el mismo en media.

Se demuestra que este nuevo proceso controlado es de Markov,
y bajo determinadas hipétesis el control depende del dltimo valor
del proceso hidsico en cada etapa. La solucién del problema de
control asociado minimiza, pues, la funcién de costec esperada del
problema original y en cada etapa es funcidn de tn; queda asj de-

L 4
terminado ekt control éptimo en la clase 92.

sin pérdida de generalidad, se supondrd el problema de

control con un nimero finito de etapas.

Observaciédn

Se suponen todas las hipdtesis citadas en el capltulo, tan-
to para el problema de control original como para el proceso mini-

mal suficiente t para el proceso bdsico.

El espacio fase del proceso basico es (T,M) y el espacio

fase de control sera (U,B), el mismo que en el problema original.

N N N
Sean los espacios producto (T ,IM ) y (U .d” y sean ff y 16
n n
PR s g N N
las minimas U-Algebras sobre los cilindros en T y U respectiva-

mente con bases sobre (0,1,..,n).

Para definir el nuevo proceso controlado es necesario dar

un proceso estocdstico con valores en T condicionado a haber toma-



do una sucesidén de controles y definir wuna regla para seleccionar-
los.
l.a distribucidén del proceso estocdstico asociado al nuevo

1

‘problema de control se deduce del estadistico minimal suficiente
. . n n-1
tn considerado como funcién de (y u ), por lo que, por construc-

cidn, se verifica que las distribhuciones de tn en el nuevo proble-

ma coinciden con Jas correspondientes en el original.

var . * o) , 2 1 -
Para todo Gel” po(clh ! !lr(G/yO)pO(dyo/xo)pn(dxo) =

7‘!1

2 1
)pnldyolxnlpo(dxo)

X tn {6
Para todo nx» t, conocidos tO'tl’"’tn—luo’“1""un~l Se
efine para todo Ge r
e n-1 n-1 n-1 n-1
G PP .. = 3
p"( /tn |n—l“0 "n—l) gPr(C/t u yn)Pr(dyn/t 8] )
. n-1 n-1
Por e} lema 111.5.2, se tiene que Pr(dyn/t u ):Pr(dyn/t u )

n-1 n-1

Por ser t minimal suficiente, y teniendo en cuenta la pro-
n

n-1 n-1
siciéd 1r.3.1 y “Pr(G/t = t t
osicidn 1 3 , pPr(c/t u yn) r(G/ n—lyn“n—l) XG( n( n_rynun_l))

Se tiene, pues:

*, ., n-1 n-1 ~
pn(h/t " ) = £2%(tn(tn

. . K
y"un”l))Px(dyn/tn u ~]Lpn((./tn_ u )

-1 -1 n 1 n-1

Al ser 1;1(.,.,.) una aplicacidn F«{yﬁ medible, se define
T

ara Ltodo t e T u € U la aplicacidn:
n-1 n-1
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Y :(v,,&) -s (T,n)

£ u
n-1 n-1

L

n Yy

u
-1"n n—l)

Esta aplicacién es A medible y se verifica:
y

) cef

*
pn(G/tn_lun_l) = 4 Pr(dyn/t
" ()

n-1 n-1

u
n-1 n-1

El nuevo problema de control asi definido es, pues, un
proceso de Markov controlado, ya que el estado del sistema en la
etapa n-ésima depende sélo del estado del sistema y del control en
la etapa (n-1)-ésima, independientemente de los estados y controles

anteriores.

Observacidn

*
Ya se tiene definido el objeto controlado /p(./u) del nuevo
problema en informacidn completa a partir de las distribuciones

{P*(./t u ),né& N} determinadas previamente:
n n-1 n-1

Para todo cilindro G de ea de 1la forma:

N
G = {t €T / t &G ...t €¢G ; ¢ el irO,n} se define /&G/u)
a n n 1

0
/uﬁc/u):«i

n-1

* + * .
pr(dt ) !pl(dtlltouo) {pn(dtn/tn_lu )

0 1 n

COSTE DE CONTROL EN EL PROBLEMA DE CONTROL ASOCIADO

Antes de estudiar la estrategia éptima en el nuevo problema,
se transformard la funcién de coste del problema original para que

N_N
sea una funcién " @ medible.
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En lo gque sigue sélo se considera la estrategia ﬂécn. Se

. . *. N* .

trata de llegar de forma constructiva a la estrategia € . si

- s N N .

ia funcidn de coste de control se¢ expresa como ¢(t u ) y es de ti-

po evolutivo, se tiene definido un problema de control en informa-

cidén completa de Markov y el control éptimo de este problema vendra

caracterizado por distribuciones de probabilidad {q*(du /t ),neN’

n n" 'n

que determinan, a su vez, el control éptimo L* en el problema ori-

ginal en la clase de los conlroles basados en un proceso minimal

suficiente.
n n L
sea ¢(x u ) = g ¢k(xkuk) el coste de control del problema
original con un nimero finito de etapas.

El objetivo es minimizar E”(¢(xnun)), que también se puede
expresar como Eﬂ(l".ufffxnun)/tnun) = E”(?{*( tnun)). Si se toma co-
mo Tuncién de coste de control en el problema asociado esta Gltima,
minimizar la esperanza de ésta es equivalente a minimizar ta del pro-

blema original para un objeto controlado y un contrel fijos.

Interesa que el coste sca una funcidn de tipo evolutivo, es-
to se¢ demostrard a partir de la forma concreta del coste en el

problema original.

n
9{.*(’."11’]) - F.'U(y‘(xnun)/tnun) = E”(Z %k[xkuk)/tnun) =
0

n

- E Ru(’{k(xkuk)/tnnn)

k-0
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Observacidn

Con las dos proposiciones siguientes se simplifica el coste
del problema de control asociado. La expresidén final del coste

se especifica en un corolario.

PROPOSICION III1.7.1

o nn o k k
E (ﬁ&(xkuk)/t u )} = E (#k(xkuk)/t u ) para k¢ n

Demostracidén

Al ser t =t

k+1 k+1(tkyk+1uk) funcidén medible, se obtiene

W n n Lo k k n n
E (#L(xkuk)/t u '} = E (ﬁ&(xkuk}/t u yk+1uk+1)' donde, por como-

didad de notacién, y:+1:(yk4lyk+2...yn)

T )
uk+14 k+1uk+2"'un

£ k k
E‘7¢k(xkuk)/tnun) = I¢k(xﬁﬂo Pr(dxk/t u y:'lu:+])
X

A continuacién se demuestra que esta distribucién no de-
.

pende de ).

( n n
Yie1"ka1

o k k n n & k-1 k k n n
. = d ‘
Pl(dxk/t " yk+1uk+1) ik—lpr( xk/x thu uk+1yk+1)

L k-1, k k n n
Pridx /tu yk:]“k@l)
4 k-1 k k n n 1 k-1 A
= €
Pr(A/x tu “k+1yk+1) pk(A/x “k—ll para A x
v k-1 k-1 k n n o k-1, k-1 k n n
Pr(tk/x t yk#l“k+1)Pl(x /t yk41uk»1)
p‘u k_l/tkuk n " -
rix yk+l k+1' s et -
k-1..... idem ..... dx
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Y, A su vez, cada una de estas dos distribuciones se cal-

cunla:

1 k-1 k n

o k- n k-1 k-1 k n n
. ¢
Prit /x RERA'TR R

4
I)P£Pr(tk/x ¢ ! yk+luk+lyk]

k-1 k-1 k n n

.Pr(dyk/x t yk+1uk+l)

k-1 k-1 k n n

*#
v + =
Ir(,k/x t u yk+1uk41yk) Pr(tk/t )

-1k k-1

-1 k-1 k n n

o k -1 k-1 k n n
5r(dyk/x t u ykf1"k+1

k
):lPr(dyk/x t u yk+1uk+]xk).

k-1 k-1 k n n Iz 1 k-1
. d > = d
Prldy /a1 Yt xpk(dyk/xkuk—l)pk( /X ey)
. » k-1 k-1 k n n k-1
Es decir, Pr(tk/x t u yk41uk+1):Pr(tk/x tk-luk—l)
"
4 k-1, k-1 k n n 4 k-1, k n n
Prete /xR ey vy
P kst/tk-llk n " B
x A T T P T k-1 7T
. idem ..... dx
Xk—[

v k-1, k-3 ko on oo )J ¢ k-1, k-1 kn o0 k-1
Yot waer '™ Jica Yia1YkatY

k-1 k-t k n

. "n 1 k—1uk-z
ykal kot y

k-
)y = Ik_]Pr(t / )
Y

'Pr(dyk_l/xk—luk—z)

Esta Gltima desigualdad se basa en que:

k-1, k-1 n n k-1

(o] T 0 -1 k-2
prt /x "y y y=Pr(t /Jy YPr(t /ylu )...Pr{ /yk [}] )
ktt 0 1 -1

k-1 k-1 n n 2 2 2
o = .. d
\ rridy” /xn uny ) Ay /xgdp (dy Ixn )by Uy X ey

1, k-t k n n k-1 kvluk—z

decir, pr(t"” ) ("t )
Fs decir, rr{ /% yk+1uk+l = Pr X

.p] {x /xk_lu )

w k-1 k n n
Prix /uy k-1 k-1 k-2

1 1 0
kot ko r ) PR IR (R /x e )
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v k-1, k n n k-1, k-2
Y,por tanto, Pr(x /u yk+1uk+1)=r’r(x /u )
Se obhtiene, en resumen, que:
- k-1 k-2 k-1 k-
Pr(tk 1/x u YPr(x /u 2)
& k-1, k-3 k n n k-1, k-1 k-
Pr(x /t yk+1uk+1): —————————————————————— ‘-(-—: ————— =Pr(x /t u
ax !
jk—l idem X
De donde se deduce que:
- k-1 k-1 k-2
Pr(t /xk 1t a JPr(x  /t u )
k k-1 k-1
¢4 k-1, kkn n k-1 k k-1
Prix /tuy u )= - = Pr(x /tu )
ket ket Kot
jk—l o.. idem .... dx
X
> nn k k
- <
E (¢k(xkuk)/t u ') = E(¢k(xkuk)/t u } para todo k€ n

Asi queda demostrada la proposicidn.

PROPOSICION III.7.2

E(¢k(xkuk)/tkuk) = E(¢;(xkuk)/tkuk)

Demostracidn

k k-1
Bastaria ver que Pr(xk/t u ) = Pr(xk/tk)

k
Considerando G(t uk

k k-
por (totl..tkuoul..uk_l) y definiendo andlogamente %y u !

se tiene que para todo A € /(x:

k k-
Pr(A/t u 1) k

k k-t k-1
Esta dltima desigualdad es por W(t u )€ V‘(_yku )

-1 P 2
}) como la minima U-Algebra pgenerada

by U‘ltk)

= B AT u"'l){= Efn{’xA/V(ykuk")} JIETLIL N
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k k-
E{ZA/U(Y W 1)} - E{uk/v(tk)% por la suficiencia de tk

Como V(Lk)c GTtk"k—l) se deduce que E{ZA/V(tk)’ es
v(tkuk—])—medihlo y, por tanto:
k k-1
Efﬁ{xﬁ/V(Lk)f /O (t u )} - E{]A/v(tk)f = Pr(A/tk)

Asi queda demostrada la proposicién,

COROLARIO III.7.1

Comn consecuencia de las dos proposiciones anteriores:

* n
("™ - E M e - e g}y‘k(xk\xk)/t.nu']) -

n n
L n n k k
- ) (¢k(xk"k)/t u') = EZ:E(ﬁk(xkuk)/t u') =
k=0 k=0
n n N
- E:;E(¢k(xkuk)/tkuk) = E: y&(tkuk)
k-0 k=0

n
*
Es decir, ¢(tnun) = z ﬂjlmuk)
k-0

E]l coste en el problema de control asociado tiene la misma

forma que en el problema original.

8.~ TEOREMA DY EXISTENCIA DE UN CONTROL OPTIMO EN EIL PROBLEMA

tina vez construido el nuevo prohlema a partir del original,
se estudia bajo qué hipdtesis se asegura la existencia de un con-

trol @ptimo entre todeos los posibles.

Se exigirin dos hipétesis adicionales:
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: 2 %
s d N
(A) Para toda funcién g eCT Lg(t)pn( t/tn—lun—l)( CT-U ne
0
(B) Si lim tn = t, para todo ke N, la medida sobre _{
n-e k k X

Pr(./t:) converge débilmente a Pr(./tﬁ)

Observacidn

Al ser Hf‘-/hp4ﬁh-1) y Pr(./%,) para todo né N medidas
sobre espacios métricos,T y X respectivamente, se puede estudiar
la convergencia débil de tales medidas estudiando la convergencia

de los valores de esas medidas sobre conjuntos particulares.

Por el teorema 1.2.5, se asegura la convergencia débil de

ambas medidas si para todo conjunto de continuidad ce/l" y A€ «{,
X

0 (]
u
n-1 n-1

k
u
n-1 n-1

se verifica lim p:(G/t ) = p:(G/t )

k 0
i t = N
&32 Pria/ n) Pr(A/tn) Para todo (giﬁﬁtTNU

k
u

) = (%% nen
n nn

. k
tal que &12 (tn
Por definicidn de convergencia débil, se obtiene directa-

mente la hipdtesis (A), ya que

. * k k _ ) 70 0 .
“2 Lg(t)pn(dt/tn_lun_l) = ig(t)pn(dt/tn_lur‘_l) para g€ C_
es equivalente a asegurar la continuidad de la funcidn Ig(t)p*(dt/.)
T n
y la acotacidén es inmediata.
Asi pues, las hipdétesis adicionales (A) y(B) se deducen in-

mediatamente si se exige que para todo Gel, re 4L , conjuntos de
X

continuidad de las medidas p*(./t u ) y Pr(./t ) respectivamen-
n n-1 n-1 n
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te y para todo ne N, son funciones continuas en (t )y t

u
n-1 n-1 * n

tas medidas p®(e/t  u ) y Pr(A/t ).
n n n-1 n

-1

PROPOSICION III.B.1

Fl coste de control del problema de control asociado cs
una funcidn semicontinua por abajo y acotada por abajo si el

coste de control del problema original también lo es.

Demostracidn

Se supone en principio un nimero finito de etapas.
n n
n
Sca d’(t u ) = E 0#;%tkuk), entonces se asegura la semicon-—

tinnidad por abajo y la acotacién por abajo si se demuestra para

*
todon ¢k(tkuk),kr0.n

*
Recordando la definicidn de ¢&(tk"k):

+
Friv,m) R (xu )/t = L;‘k(xkuk)pr(dxk/tk)

FPor definicidén de semicontinuidad, hay que demostrar que

n 0
para unas Sncesiones {Lk,uk,ke N} tales que %im tk = tk
~0
Lim n 0
1 n = u
Deeo k k se cumple

. %, . N n 0o 0
Lin giomh > Fice Lo

N ~o0

Por la hipétesis (B), y por ser X y U espacios métricos se-
parables y completos, se puede aplicar el teorema 1.2.3 y se

. $, . n _ : n n
concluye que ll@ﬁJ‘y"k) lim 1¢klxkuk)Pr(dxk/tk) >

LA ] Nweoo
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0 0 ¥ 00
3 Lg{k(xkuk)r’r(dxk/tk) = %k(tkuk)
La acotacién por abajo se sigue de la acotacidén por abajo
de ¢k(xkuk)
En el caso general es vdlido lo anterior, ya que se le exi-
- N N .
gia en el problema original que para todo (x,u)é€ X U la serie

00

‘g¢k(xkuk) fuera convergente y

oo
é’,/:(tkuk)[ - g’E(f‘k(xkuk)/tkek)l < gr.(/pfk(xkuk)[/tkuk) -

0o
N N
- E('Z_:O?{k(xk"k)! /thu) < oo

Asi queda demostrada la proposicidn.

Considérese a continuacién el objeto de control en el pro-

N N
blema de control asociado /A‘i./u), medida definida sobre (T ,7)

N
para cualquier u ey .

n
Sea ademids una secuencia de controles {-U’ (./t),ne N} s

. s N . N
sucesion de medidas sobre (U ,é‘) para cualguier t €T

para cada uno de estos controles 2 * (./.) y con el objeto
de control /u*(./.) se construye un proceso controlado que se de-

. N N .
notara por (Un 'Ln) €T U , donde (n =(§3.)’1,... ) )j’ieT i,neN
n n _n n .
2 :('10,21,.. ) Zieu i,nenN
LEMA 1I1.8.1

Si las distribuciones marginales del proceso: controlade
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{(]:.2;’),%0,1,,. } convergen a la distribucién marginal del

I

‘ o 0 c sz

proceso controlado {(Kk,?k),kro,l,..} y se cumple la condicidon(A)
. 0.0

se verifica entonces que el! proceso controlado (¥ 2 }J)€T U cor-

'respande al objeto de control /.L'(./.) y define, por tanto, un

0
control Y (./.).

Demostracidn

Por la convergencia de las distribuciones marginales, se

tiene que para todo keN,g e.CT y @e CT U:

. n n n 0 0 0
Lim v g, (¥ €, 2, ) - F 8 () @E 2

Como ademds se verifica que:

n n
k gk“:’ lp(‘lr:-l'l::d.) = B(Rlr (¥,) ‘e(‘(:—tz;‘—l}/x:-lqu”

R 3 n n n n
R ( ]Tak(t»pk(dt/xk_lgk_l)‘(’(«k_lzk_l))

Y, por la hipétesis (A), el limite de esta esperanza cuando

* 0 0 0 0
wo es: R ‘Tgk(t)pk(dt/gk_’Qk_l)’*e((k_12k_1)

Por comparacién de las dos igualdades anteriores,

0 0o _0 % 0o 0 o .0
For B OF T ) - Lgktt)pk(dt/Kk—Izk-l)%%‘k-lzk-l) para
malqmicr kenN, e C'I'- v y g€ CT, de aqui se deduce que

0,0 o o g, 00
e, (3 /8 e, = igk(t)pk(dt/;k_lzk_l) para todo gec_

L . 0 o .0
Y, por consiguiente, para todo cef, Pr(‘ke G/xk—lzk—l) =

0

- p:( "/73_121«-1’ vy el proceso controlado (60?,0) evoluciona por /u
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TEOREMA II1.38.1

Con las hipétesis adicionales (A) y (B), siendo U compacto,
que se exigia al problema original, y siendo T y U espacios métri-
. x, N N s .
cos separables y completos. Si # (t u ) es una funcidn semicon-
tinua por abajo y acotada por abajo, existe un control éptimo para
el problema de control asociado en la clase de los controles admi-
sibles.

Demostracién

ML
llay que construir un control #* que minimice E ¢>(r,2)

para un objeto controlado /uﬁ./.) fijo.

* . s 2
Al ser ¢ acotada por abajo, dada una sucesidn k ‘cR que
n
. n
converge a 0, existe una sucesién de controles % de forma que:

“aMn ,¢ %, N iy ¥
IS B R AT TS S A B Inf B (F.2)) + £

A continuacidén se demuestra que las distribuciones margina-
n o _n . . . .
les del proceso controlade (Y ,7 ) convergen a la distribucidn

4] 0
marginal del proceso controlado (¥ ,7 ).

Para ello se comprueba primero que es débilmente compactna

ilia de distribuciones *(. , K |
la familia de distribuciones ‘pk( /tk_luk_ll tk_]e k—l'ukale Ui
donde Kk L € T para todo k es un compacto, al igual que U.

En efecto, dada una suce51onftk_luk_1(, al ser Kk-l y u

compactos, se selecciona una subsucesidén convergente:

ni N jaw g 0
R

1’“k-1)

¢
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Por 1a condicidn (A) =se obtiene que:

n. n.

. * 1 1 & 0 0
rara fod -] - - = [ d
para todo g eCT }:3 lg(tk)pk(dtk/tk_]uk_l) Tg(tk)pk( tk/Huduk—N
npom d % 0 o
s deci e tu oy 28 . i1
Es decir, pk( /Lk-luk—l) » pk( /tk—luk—l) y la familia

es débilmente compacta.

Por el teorema 1.2.4 y al ser T un espacio métrico separa-

ble y completo, dada una secuencia de compactos en T, K Kl..Kk 1

, ..t e K y dado £ > 0:

ales >t eK
tales que Oe k-1 k-1

o

*
K )21 - €
Po(Ky) 21 /2

* ] > _ k
pk-l(Kk—l/Lk_zuk—z) 2 1 £€/2

+1

k
existe un compacto K cT tal que p:(Kk/t 1 - E€/2

k ko1k-1! ?

n n ki n n
- 2
de forma quc Pri{oc KO,..,dk € Kk‘ 2 (1-¢/2 )Pr{(o GKO""Kk—leKk-l%’
k 1
2 > E
...... v 1 - § : __T:? 2 - &
i=0 2

Teniendo en cuenta que U es compacto y que para todo §£>0

""{ B:e Kn.zgel'.---.li;:e Kk.'z:eu} 2 1 -§ para todo keN

y considerando gque T y U son e.m.s.c. se utiliza de nuevo el mismo
teorcma referido anteriormente y se concluye que el conjunto de
. . . . A N N P
distribuciones marginales definidas sobre T U es débilmente com-
sz n,n N N
pacto y, por btanto, para la sucesién ‘(6 2 ),ne N} C T U, del
conjunto de distribuciones marginales se pnede extraer una subsu-

cesion convergente.
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L.tamando ‘(JzQﬁ),k:O,l,..’ a la secuencia asociada al 13i-
mite de la subsucesidn convergente de las distribuciones margina-
les, se demuestra mediante el lema anterior que dicha secuencia
corresponde al objeto de control /Uﬁ./.) Yy, en consecuencia, exis-
te un control {J* de forma que Ez'(d'(x,Z)) = E(¢'( (020)) y por
definicién de los controles Jt‘“ se concluye:

E ¢'(5nzn)s sz E‘””H}Z) 4—£n ; tomando limites sélo para
la subsucesién convergente se tiene que E£'¢7! ?2 )« jgf Ef’f'(lz )

y se demuestra asi que »¥ es el control 4ptimo.

9.- CONSTRUCCION DEL CONTROL OPTIMO EN EL PROBLEMA DE CONTROL

ASOCIADO

En este apartado se llegari de forma constructiva al con-
trol éptimo y se demostrard ademis que es no aleatorizado y depen-
de exclusivamente del Gltimo valor del proceso minima} suficiente

tn en cada etapa.

Observacidbn

Se consideran todas las hipdtesis referidas a lo largo del

capitulo incluyendo las dos hipdtesis adicionales de la seccién 8.

* .
sea M el conjunto de controles para el nuevo problema
n
de control asociado y sea N (neN) el conjunto de controles para

t ..t u ..u fijos.
0 n 0 n

se define Nk ..t uwou) = nr ET@R e e b0 cu )

M 0 n —-n
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# . .
} (.) representa el minimo coste esperado cuando el sistema
n

ha evolucionadn hasta la etapa n-ésima a través de (to..t LIS }
= “n=0""—n

Do
* B
Sea F_(t,u) - Zgﬁk(tkuk) m=0,1,..
k.—.m
. . . . ! ."
he esta definicion se deduce: Fo(t,u) = ¢ (t,u) y la re-

‘Yacién F (t,u) = #*(t u ') ¢ F (t,u) m=0,1,..
m m mom mt

Al ser (£t u ),ne N un proceso de Markov contrelado,
nn

o
tnmeI E (Fm(i 2)/[O:t0..-,(
LeN
s61lc pende d
s0lo depende de tm—l y oo

_t I -
met” tmo13 7o il T )

LY tiene sentido definir:

Fig
) = 1nf E (mez)/é'm—f" )

n-1 m—-1"2m-1""m-1
reM

t
?lm—] ( m-lum—]

Asi se deduce que:

[

* AP R ]
tE oot .. = E Ly L =t L.u =
§n(—0 Lot uy) :2;" @7 u)/LO Lo Uty

n
- * z : -
- fk(gk,gk) + Infn frn+1(t’u)/£0"'gn20"'En} =

k=0 reN

n
¥
= E ¢ (t, ou ) q) {(t u )
o k “k~k n —n—n
Teniendo en cnenta, ver aptdo. I.b del tecorema 1.4.3, que
e verifica la relacidn:
» * *

L ... = dt f t ..t .o § -
gn“n "n) ipnol( nol/tnun)llxn1 §n+1( 0 n+100 un+1) y sus
n+

ituyendo en ambos miembros la expresidn anterior, se tiene:

n n+ A4
# _ * " -
§¢k(tk"k) " “Vn(tn"n) i ‘T" l(dt +l/tnun)}|:f1i §:¢k(tkuk)*g+l(r‘i+‘i‘»j
+

n+ n

n
* ¥* 5.
- Z; ¢k(tk"k) * I&nr‘{ nnl(tntlun+1) * lVrnl‘tn+1“n+1)

T nt
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Y como conclusidn:
* % *
= f t

"Un(tn"n) Ir\112+11 n+1(tn+1un+l)+'(n+1( n+1un+1) pn+1(dtn+1/tnun)

Esta expresién relaciona 1los {‘{’n,né N}. el objetivo es

&

encontrar el control que asegura el coste minimo esperado 14 , don-

* %
de =¥ (£ u dt

S ¢ ]Tu:; ‘(}o( 0 o)f Poldty)

Observacién

La secuencia ‘q’n(tnun),ne N% es fundamental en la construc-
cién del control éptimo. .Se puede asegurar la unicidad de tales

funciones? Para demostrarlo se necesita el siguiente

LEMA IT11.9.1

En las condiciones iniciales, se asegura que

bz gug Fp(eow) -0
Demostracidn
Se demuestra primero que lim ¥ (t_ u ) = 0 para (t,u) eTNUN
p 9 m «s m m m - P ?

“I

por definicién, ‘f/m(tmu )y = Inf‘mE ,Fm+1(KQ)/Km=tm?m:um), donde

m ve

)
Fm.q(x?.r = Z¢:()’k7k) y, al converger la serie para (y )e TNUN.
m+1

[ Y]
. * N N ,
se deduce que '{.Il.‘l'l'l mE lyfk(xk‘zk): 0 para (Y ?2)e T U y, por consi-
3+

N N
i i = € u
guiente, ’}1521 Wm(tmum) 0 para todo (t,u)eT

Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que ¢*; 0 al ser a-
cotada por abajo, se deduce que Wm; 0 para todo megN, y, en el

caso que %13 gug ‘{:ﬂ(t,u) 4 0 seria porque existe Jd >0 tal que
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lim Sop ¥ {(t,n) -§, y, en esa hipdtesis falsa, para cualquier
4 [,l m
tal que 0 <J'<§ existe noe N tal que para m>,nO
?!)P v/(i;,u)>6
L, m
" M ]
Por definicién de supremo, dado d de forma que 0 cd"<d

. . o
ara cuoalquier m3n_, existe (Lt u )Je T-U tales que Y (tu)>yd 4
0 —-m—m m —m-m

"
im W (L u )),5 >0, que se contradice con: 1im¥ (t u )-0 para (t,u)
w m —m-m M m m m

Asi queda demostrado el lema.

PROPOSICION 111,9.1

Il.La sucesién de funciones ;q'/“(t u ),ch} definida anterior-
m m

ente es tdnica.

Demostracidn

Si existiera otra sucesién en las mismas condiciones, es
) + " *
s ¢ t = t dt /t
ecir, 1’ '( m—l“m—l) ]Ilr;f (¢m(tmum) ¥ _'f_’m( mum))pm( fm/ et )
m

m- -1 m-1
T

%im §':B _‘,m(t,u) - 0

7 ! T-U - - =
Dado ( m—l"m—l)é Iy‘}m-l(tm—-}um—l) Wm—l(tm-lum—i)’

_ k ( _ * ¥ ! , <
- “{n .‘}f‘fm"‘.,."m“fm‘ b)) 13;( fm(tmumh an(tmum) )}pm(dtm/tm_lum_“/‘
n

] _ ' *
’Ir g::p{ lfm“'m"m) sUm“’m"m)! pm(dtm/tm—lum—l)/s
m

foor
m m

Fs decir, para todo (t u e T-U
m-1 m-1

'~

I~

Ym( tmum} - ‘(Jm(tm“m )I
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lTm—l(tm—lum—l)-%—l(tm—lum—l), € Sup ,Ym(t’u)_'r’n(t'“]‘
t,u
Iterando el proceso, se llega a:

’ %;—1(tm—lum-l)—v;—l(tm—lum—l)’S ius ]%;(t,u)-vg(t,u), para N2 m

Tomando limites cuando N -3% se concluye, por aplicacién

del lema anterior, que ¥ (

o1 tm«lum~1) o 4 (tm—lum—l) para todo

m~-1

meN y (t e T-U.

u

m-1 m-1

Asi se demuestra que la secuencia Q’(tmum),m €N es tlinica.
m

Observacién

El control d6ptimo dependerid de esta secuencia, para deter-
minarlo, se distinguird el caso de un nimero finito de etapas

del caso general.

CONSTRUCCION DEL CONTROL OPTIMO. CASO F[NLIQ
m
Sean m las etapas, es decir, ¢'(t,u) = E _¢:(Lkuk)
k=0
inicié t , = 0 F t, =0
Por definicién, V;( m um) ya que m+l( u)
Para todo n=0,1,..,m-1
* *
. = t dt
q;(tnun) I 5nf {?;+Jtn+lun+l)+¥;+1( n+!un+)) pn4l( $n+1/Lnun)
T n+l
Para n=m-1, al ser %:O, se tiene:
_ *, »
q;—l(tm—lum-l) AVL &:flpk(tmumj; pm‘dtm/tm—lum—l)
y al ser ﬂﬁt;u ) una funcién semicontinua por abajo y acotada
m mm A h

por abajo, por el lema 1.2.2 y teniendo en cuenta que U es com-
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pacto, se deduce que existe una funcién Borel

LA * WL ¥
QL- (T.Ir) ——» (U,B) tal que Ia;{¢;(tmum)}-¢L(tm,Y:(tm))

* ¥
{ - . T ¥* . X
y k ct ”mﬂl) ' I ¢;(tm' m(tm))pm(dtm/tm—lu i

m-1
T

Después se demuestra la semicontinuidad de la funcidn

4’ (t u Y. Para ver esto hay que demostrar la convergen-
m-1 m-1 m-1

3 Zy 3 N . * k k R
cia débi) de la secuencia de medidas p (./t u ) a 1a medida

m m-1 m-1
¥ 0 0 k k 0 0
VA E " -——— t . ! -

nm( /tm—l“m~l) cuando (tm—l“m—l) w2 m—lum-l) En este pun

to se precisa de la hipdétesis adicional (A) y se demuestra de

forma andloga a como se hizo en el teorema III.8.1.

Iterando todo este proceso se asegura la existencia de una
. . *
secuencia de funciones Borel F&:(T,P) - (U,B),nrO,l...,m? que

dan lugar al siguiente teorema:

TEOREMA 111.9.1

l.Lan secuencia de controles ;“k = ?:(tk),kzo,l,..,m} define
un control éptimo no aleatorizado en el problema de control aso-

ciado,

Demostracidn

Sea ¥ un control admisible cualquiera.
Si ‘(i%?n),nrﬂ...,m% es el proceso controlado generado pa-
ra e1 problema de control asociado por el objeto de control y el

conttrol L, sc tiene:
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m m-1
L _ g% # v ¥ * _
EX(gP(¥, ) = € (Zo'gfk(xkzk)) > E (zo:ﬂk(h’kzk)nzn:fﬁ“(trmzn)fh

m-1
=E£(Ef(Z¢:(aka)+I;f‘¢':(tm'lm)t/1{0- Ano1lo  2moy)) =
0 m

m-1
Y4 v s 2 y p¥ *
= F (Zof‘k“ﬂk’ PR (82 ) 2 L (dem) .. > W para we
El proceso de iteracidén anterior se efectia tomando el in-
fimo en ?m,Qm_l,..-.20
Como la sucesién de desipualdades anteriores se convierten
en igualdades para la estrategia de control que alcanza los su-

cesivos fnfimos, dicha estrategia es la 6ptima y es la caracte-

rizada por las funciones{ﬁﬁ.).k:O,..,mi

Se ha obtenido asi que existe un control 2% que verifica:
* e * *
e D) = ¥ e s%@% (v D)) para todo ve ¥

Y ya estid demostrado el teorema.

APROXIMACION DEL CONTROL OPTIMO EN EL CASO GENERAL

Al construir la secuencia ﬁ“n=0,..,m en el caso finito,
tia d t =0 s F (t,u)=0. Ahora, si 2m—
se partia de ¥;( mum) por ser F . u) or sin em
2 %
bargo, esto no es cierto al ser Fm+1(t,u) = E lfk(tkuk) para
m+

cualquier m€ N y no poder garantizar que la serie resultante

sea nula,
oo
¢ .
Pero en el caso general se veia que la serie E ﬁthuk)
k=0

N N .
era convergente para todo (t,u)€ T U . Por consiguiente,
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para cunlquier £> 0 se puede determinar un no & N tal que para

(Y]
¥ N N
todo m» n0 E‘ylk(tkuk)(e para todo (t,u)€ T U y truncando el
m+

problema en la etapa ny se puede encontrar, siguiendo el mismo

proceso que en el caso finito, un control €-déptimo.

Observacién

A partir de un problema de conlrol en informacién incomple-
ta y de !a existencia de un proceso minimal suficiente t para
el proceso bAsicn, se ha construido un problema de control aso-
ciado en informacidén completa. Al resolver éste, se resuelve
el probtema original por ser los costes de ambos problemas tales
que en media coinciden. El control é6ptimo depende en cada eta-
pa n del estadistico minimal suficiente tn definido por el pro-

ceso minimal suficiente t y es, ademis, no aleatorizado.

Para resolver, pues, el problema original, bastard deter-
minar un proceso minimal suficiente para el proceso basico y
resolver el problema de control asociadn, que, por lo referido
anterinrmente, determina un control 4dplimo en la clase de con-
troles hasados en un proceso minimal suficiente y, por el teore-
ma de completitud, es el control 6ptimo para el problema origi-

nal «en informacién incompleta. il
. \3‘4\) LU

N AR




CAPITULO IV
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CAPITULO 1V

1. BUMARIG

Fn cste capitulo TV se aplicardn los resultados obtenidos
en el c¢apitulo anterior a un problema de control en informacién

incompleta,

En la seccidn 2 se plantea dicho problema, que es el del re-
gulador tineal con coste cuadritico y las distribuciones de pro-
habilidad que distorsionan 1a evolucidén del sistema y las obser-

vaciones son normales de pardmetros conocidos.

Fn la seccidn 3 se enuncian, sin demostraciédn, las ecuacio-
nes de rccurrencia que resuelven el problema de control y la ex-
presidén del coste minimo esperado. E1 método de determinacién
de estas ecnaciones es el desarrollado en el libro de Astrom y

constituye una modificacién del filtro de Kalman clisico.

También se enuneian en esta seccién unos lemas de céllculo

matricial que serAn de utilidad a to largo del capitulo.

Fn la seccidn 4 se construye el problema de control asocia-
do en informacidn completa, donde el estado del sistema en cada
etapa rs el estadistico minimal suficiente determinado por el

proceso minimal suficiente para el proceso bdsico.
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La resolucidén de este problema concreto servirid no sélo co-
mo aplicacién de los resultados tedricos obtenidos con anterio-
ridad, sino para dar un nuevo enfoque del filtro de Kalman, ya
que en el problema de control asociado surgen las ecuaciones de
evolucidén del estadistico suficiente y coinciden con las ecuacio-
nes cldsicas del Filtro de Kalman. Esto es debido a que el es-
tadistico suficiente minimal para el estado del sistema coinci-
de con la proyeccién de éste sobre el espacio vectorial determi-
nado por las observaciones en cada etapa en el problema del re-

gulador lineal con distorsiones siguiendo la distribucién normal.

Se demostrard en la seccidén 5 que los controles 6ptimos en
cada etapa son iguales para ambos enfoques, asi como los costes

minimos esperados.

2.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE CONTROL

Sea el sistema gobernado por la ecuacidén en diferencias

estocdstica:

b
i

net = ¢xn + Pun + vn n=0,1,..,N

9 x + e n=0,1,..,N
n n n

y

P m k s
donde N es el nimero de etapas, xneR » U eR , Y, € R y

{vn,n:O,..,N? {en,n=0,..,N$ son secuencias de variables aleato-

rias independientes normales de media 0 y covarianza Rly Rzresp.

J.as matrices ¢,F.5,R1,R2 tienen dimensiones coherentes y no

se volveria a hacer referencia a éstas.
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l.bas v.a. e y v _ son independientes entre si y respecto a
n n

X . Fl estado inicial X, ©s una v.a. normal de media "m" y
n

covarianza R
0
Se supone, ademids, que las matrices RO’RI son semidefini-
das positivas y R2 es definida positiva. Por comodidad de no-

tacidn, se indicara como RO,Rle 0y R2> 0

F1 cosle de control es:
N-1
. - x/ X + ' X, + u! u con . 0 >0
n2o*n 2::(Xi01 i %Y 9420y Q
i=0
Se plantea el problema de la siguiente forma: Encontrar
un conlrol admisible (uoul..uN ]) para el sistema descrito por

Ias ecunciones anteriores de manera que se minimice la esperan-

za del coste de control 1.

Al ser un problema de control en informacidn incompleta,
no ecs conocido el eslado del sistema en cada etapa x , sino que
n
s6lo se connce una funcidén del mismo y distorsionada por una
n

v.a. e . Fn estas circunstancias se consideran controles ad-
n

migibles aquélloes que dependen de los valores observados hasta

] .

el instante actual y ,y ,..,yn,uo,u el

0 1 1

LEMA_IV.2.1

k m .
Dados los vectores ueR ,xe R y las matrices S‘/q
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T‘aA; n’ donde S >0 y simétrica, se verifica la siguiente igual-
14

-1 -1 -1
dad: u'Su + 2u'Tx = (u+s Tx)'S(u+sS Tx) - {(Tx)'S (Tx)

LEMA 1Iv.2.2

Dadas las matrices AG/? ,863}( R C¢‘j¥ y siendo A y C
m,m m, k k,k
invertibles, se verifica la siguiente igualdad:

-1 -1 -1 -1 1 -1 -1
(A + BCB') = A - A B(C "+ B'A B) B'A

LEMA IV.2.3

Dadas las matrices (coherentes con la dimensidén) Ql,¢,B .
F,QZ y donde B es simétrica, se verifica la igualdad:

(o, + 9('(3’1 + chlr')'1¢)=(ol + g'Bg —¢'BP(02+r'Bm"‘n'B¢)

3.- RESOLUCION DEL PROBLEMA POR MEDIO DEL FILTRO DE_ KALMAN

Se obtienen las siguientes ecuaciones que calculan para ca-

da etapa n,n=0,N el control un que minimiza el coste esperado:

-1 , -1 -1

Po = (RO + B'R, 9)
P = ((R+ gp 97 L erlter Tt act,zw
n = (R n-19 8%, e
% = R g (8R @' + r_) 7 M( 9m)

o =Mt Rg@ IR+ Ky Yo =% 1

~ £y ' —1

R = ¢Xn—1 + Pun—l + Png R, (yn —9(¢Rn_1 + Pun_l)) n-1,.N
SN = ¢

s - st reTirg meo,t.inen
n = Qg _102 n=ts e
Ln = (02 * P'Sn+lp) P‘Sn+14 n=0,1,..,N
u = -L R n=0,1, yN-1
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4.~ RESOLUCION DEL PROBLEMA ASOCIADO EN INFORMACION COMPLETA

CONSTRUIDO A PARTIR DEL PROCESO MINIMAL SUFICIENTE PARA

EL PROCESO BASICO

REFORMULACION DEL PROBLEMA

F1 objeto de control se define de la siguiente forma:
d . , R
p xo) }V(m 0)

p

5 = 0O =

ﬁ/(¢xn—1 + [lu -I'Rl)

(dx /x u
n n n

-1 n—l)

N

v (dyn/x"u“_l) : ﬁ/(ﬁxn,Rz)

3

Fl coste de control se ajusta a las hipdtesis del capitulo

, donde = x!
it onde ¢N(xNuN) xNQOxN

= x! J = . .,N-
¢k(xkuk) = kulxk + ukozuk k=0,1, N-1

CONSTRUCCION DEL PROCESO MINIMAL SUFICIENTE

"arra ello interesa constrnir un estadistico minimal suficien-

n . n-1 n
te t' para x en la distribucidén Pr(y u /x ).
n

Por 1la equivalencia de la definicién de suficiencia de Fis-

her y Ia bayesiana, basta encontrar tn tal que

-1 ,
l'r(xn/y"un )y = Pr(xn/t ) ¥y por la proposicién 111.3.2 bas-
n

-1

ta con que Pr(x /ynun ) = Prix /t ).
n nn

Para cl problema planteado se dcemuestra que la distribucidn

n n-1 . .
rei{x /y u }, n=0,1..N8N es una normal de media /M y matriz de
n n

covarianza [1. Fn tal caso, la distribucién queda determinada
n
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por estos dos pardmetros y se define asi el estadistico suficien-
te t = 9" P ) para n=0,1,..,N. Ademds, t es un estadistico
n n'n n
minimal suficiente al ser la distribucidén normal, por lo que
se puede construir el problema de control asociado segin lo

visto en el capitulo anterior.
. ;2 . . . n n-
A continuacidén se demuestra que las distribuciones Pr(x /y u
n
son normales de media/y y matriz de covarianza r.
n n

Se calculan también las ecuaciones de recurrencia que re-
lacionan en cada etapa n el estadistico t con el correspondien-
n
te de la etapa anterior t 1’ la G4ltima observacién y, ¥ el al-
n-

timo control u_que caracterizan al proceso minimal suficiente.
n

Observacidn

En todo el capitulo se harid uso de los lemas de calculo ma-
triciales de la seccidén 2 sin necesidad de referirse a ellos di-

rectamente.

PROPOSICION IV.4.1

La distribhucidn Pr(xo/yo) es normal Aaf%,fz)

Demostracidn

2 1 . . . .
Al ser po(yo/xo) y po(xo) distribuciones normales, se tiene:

p(z)(,yo/xo) o exp(-1/2 ”yo - onll i—l)
2
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1 2
pofxO} X exp(-1/2 || Xy - m UR;I )

2 1
J 1 te de B S, of ol
Por e corema de Bayes Pr(yO/xo) pn(yo/xn)pn(xo)

o exp(-t/2( “yo - 9x0"§—j + MXO - m"i_i))
2 0

Desarvollando convenientemente las igualdades matriciales:
(x — m)rl m) o+ ( x )Rl 9x )
om " Yo Yo Yo = 9%) " Wy o~

-1

-1 -1 - -1 -1
- xr(r-t 4 ogrr - 2x' (R "R "R 'R
oMo 9'R, 0)x, Xo(Ro m + B'R) "y ) + m'Ro"m + yiR,

.Y0=

-1 -1 -1 -1 -1 o1 o1
= (xO -(ﬂn + @ R2 ) (RD m+ @ R2 yo)) (RO + D R2 0).

- - -1 -1
(x . - (R + DP'R 10) l(n m + 9R_y )) + Resto(no depen-
0 0 2 0 2
de de xO]

Es decir,

—1 1 -1 -1 -1 2
. o4 - - ' ’ +a - -
Pv(xo/yoi exp(-1/2 llxn (R0 +9 R, ) (RO m+gR, yo)"ﬂ%l+ng%)

-1

-1 -1
Y llamando [g = (RO + g'n? 9)

-1 -1
- R "R
Mo = R(Rg ™+ @R, y)

S fie st H
Se licne demostrado que Pr(xo/yo) ﬁ/tfb.fb)

- n n-1
l.as distribuciones Pr(x /y u ) son normales NS# s ) pa-
n n n

ra todo n=0,1,..,N y se cumple la siguiente relacién:

-1 -t -1
Fn f(snzs,,ml4,¢ﬁ4¢) )

/An - Pn(g‘R;IYn . (n' + %[;_#')_1(¢/;_1 +[1un_1) n=1,..,N

Demostracidn
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Por la proposicidén anterior, queda demostrado el caso en

sz - n-1 n-2
que n=0. Por induccién, si se supone que Pr(x /y u ) es

n-1

una distribucién ”(/:‘_1, I7n_1):

Por el teorema de Bayes,

n-1 n

n n-1 -1 n-1 n-t
[V
Pr(xn/y u ) Pr(yn/xny u ) Pr-(xn/y u

), vy estas

distribuciones, quedan:

n-1 n-1 2
Pr(yn/xny 4 ) = pn(yn/xnun—l)
n-1 n-1 n-1 n-2
Pr(xn/y u ) = iPr(xn/xn_lun_l) Pr(dxn_l/y u ) =
1 n-1 n-2
= iPn(xn/Xn—lun—l) Pr(dxn_l/y u )
donde prix_/y" u""?) & exp(-1/2 -

n-1
: : : s n n-1 .
Para estudiar la distribucién de (xn/y u ) se calcula pri-

-1 n-
u

1
mero la distribucién Pr(xn/yI ) que resulta de integrar

respecto X el producto

n-1 n-1
Pr(xn/xn_lun_l)Pr(xn_l/y u )d’exp(—l/Z‘" xn—fxn_l—lhn_]ﬁ;i .

2
+ “x - u -1
n-1 n-1
Sfpt
A continuacidn se transforman las igualdades matriciales

S |
(xn_ fxn-l - r,un-l) R1 (xn - ﬁxn-l —,1un—1) *

-1 .
+ (xn_1 - /;_1) [‘n_l(xn_1 _/un—l) a partir de
(x" h ¢xn_1 -rluﬂﬁl) = (xn —¢/(n—1 -Pun—l - ¢(Xn—1 - /un-l))

O R L

1
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-1

= T P"n-1_¥(xn-1f/ﬁ-1)) Ry o ia;lurun—l_ﬁ(xn—l-/h-l))
1
' (xn~1~/;1-1) Pn—lrxn—l-/;-l)

- Fe )R Fa ) o4 ygr!
- xn-¢ﬁ\—]_ “n—l 1 xn_ff‘n-ft_ un—-l * xn—l_/?\—i ¢ 1 ¢ '

-1

ST AL T RO )RR s T )

] vp !t
1 HEA L NIRRT, IR

-1 -1 -1
DRy SRR ARY AL R AT R R L L e PR AL

-1
'(xn_f,un-iipun—l) f (xn—bun—l—l,un-l) R1 (xn_f/‘h—l—n‘n—l) =
- moopTt R T g et egerTh
B R n—1‘¢ !f ¢ 1 xn—’/‘n—lv,‘lun-l pn—l+¥ lf)'

-1 T R
TR )RR U g P ) -

(x - RN (1 ST S R R BTty T
RPN nottE Ry B R g P

-1
! (xn_fi/(n—rpnn—l) nl (xn—¢/:1-l—['un—l)

Al integrar respecto x ; desaparecerd el primer sumando
n—
i ya que determina la funcién-de densidad de una distribucién
Y
' normal ce media +(r’..1 *#‘R—“¢)—l¢'R“1(X - -Pu ) y
Sty 1 1 TP M T M :

-1 -1 -1
A d ianza - 'R
matriz tc covarianza (["n_]4 ' ' ¢)

Lot dos sumandos que quedan se reagrupan para dar:
-1 -1 -1 -1, -1 -1
(Xn—#/‘nJ—r"n«l) (nl _Rl y(r,n~l+¢ R1 ¢) ¢ Rl )(xx1-¢/¢|—l_,'un—l):
-1
N (xn_f/‘n«l,—r"n—[) (Rl‘ypn«1¢ ) (xn_f/{n-l—ﬁun-l)

- -1
Es decir: Pr(xn/yn Lo )Tpr<Xanh—1[L—1“n-1):Aaf/%-1+run—1’
SR g D)
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-1
Ahora se puede calcular la distribucién Pr(xn/ynun )}

n n-1 -1 -1
Pr(xn/y Wy o Pr(yn/xnun_l) Pr(xn/yn Wy

= Pr(yn/xnun_l) Pr(xn/t ) = Pr(xn/tn~1ynun“}

u
n-1 n-1

Desarrollando las matrices de forma andiloga a como se hizo

anteriormente, se llega a:

n

-1 -1
Prix /y"a" e exp1/z|Cex —p0 (r T e -0
donde '"'= (gR2'g + (R, + P ¢ "
n 2 1 n-1
-1 -1 4 P
/un:rh(s R2 yn * (Rl +¢ P;—ﬂ ) ( /ﬁ—1 ! un—l)

. n n-1
Asi se concluye que Pr(xn/y u ) . N'&ﬁ1,ﬂﬂ

COROLARIO 1IV.4.1

En las ecuaciones:
-1 -1
= R 'R
So = TotRg ™+ O,y )

-1 NS
PLlORyy + Ry gl ) @Gp_ T D

Y
R . -1 -1
se pueden sustituir las expresiones R y (R +¢7f ¢') por
0 1 n-1
-1 -1 -1 -1 .
PO - g'Rz g y Fn - Q'Rz 8 respectivamente dando lugar a

It}

v -1
m +ﬂ09 R, (yo - 9m)

So
-1
/‘ln = ’/'?1-1+Pun—-1 + r'nng (yn - ﬂ(f/un_lJr ['urhl))

Estas dos ecuaciones, junto a:

-1 -1 -1
PO=(R0 + 9R29)

Mo = Ry 40 a9

1 -1 -1
+ 9 R2 9)
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y teniendo presente que t = (/x,r ),n=0,1,..,N representan las
n n''n
ecuaciones de recurrencia que caracterizan al estadistico mini-

mal suficiente t en funcidén de t ,Y y u .
n n n

-1 n-1

Observacioén

En la ecuacién recurrente de F ,h=0,..,N no intervienen
n
las observaciones y los controles, por lo que se pueden determi-

nar todos ellos previamente al proceso de observacién y control

Esta propiedad simplifica los cilculos, ya que se puede con-

siderar comn estadistico minimal suficiente a /A,n:O...,N.
n

A continuacién se constrnirda el problema de control asocia-
do en informacidon completay en que el estado del sistema viene

definido por el proceso minimal suficiente t y el control es el

mismo que el del problema original u.

Por Ila ohservacion anterjor, se considera como proceso basi-
co en este nuevo problema a {/4,n=0,..,N ‘. Fl1 objeto de con-
n
2 . . . . n-1 n-1
trol estari determinado por las distribuciones Pr&uzyA u )
n

vy el control vendra determinado por las distribuciones

n n-|J
Prim /ya w ) siendo {[’,neﬂ,..,N‘ valores conocidos.
n/ n

Fl1 primer problema consiste en determinar las distribuciones

asnciadas al ohjeclto de control, Por 1la ecuacidén de recurrencia

1
ar: e ue =t si s udiera conocer
para pooen aue pe b Ga v y)e siose pudie
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Pr(yn</%~1und1) se podria calcular prsﬂnlfﬁ—lun—l)'

Demostrando eso, se tiene que el problema de control aso-

ciado determina un proceso controlado de Markov.

Se precisard un lema de cdlculo matricial y calcular dis-
tintas distribuciones asociadas al problema antes de determinar

el objeto de control.

LEMA 1IV.4.1

Con la notacién seguida hasta ahora, se verifica:

, -1 -1 n-1 -1_-1 _ 9
(Rz + 9R09 )(Rz 9(R0 + P R, 9) Ry ) =

Demostracidn

, -1 -1 -1, -1 -1 -1 -1 -1 -

(R2+3R09 )(R2 G(R0 +0'R29) Ry ) = R, a(R0 R, 8) R+
, -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

.Fenoger 9<RO+aR2 ) Ry —9((R0+9R29) Ry
-1 -1 -1 -1 _-1 -1 -1 -1 -1

‘R B'R, G(RO PR, @) R ) = 9((1+noe R, 9)(RO +9'R_O) R_) =

) -1 -1 S U B S SO -1,
(RO(R0 +O'R, 0)(R0 +0'R,°D) R, ) 9(R01R0 )y = 9

Asi se ha demostrado el lema.

DISTRIBUCION DE Yq

Pr(yo) = {Pr(yo/xo)Pr(dxo)

2
Al ser Pr(yo/xol o exp(-1/2 ||y0 - SXOHR-l )
2

2
Pr(xo) © exp(-1/2 " Xo - mHR;I }

desarrollando los exponentes, de forma andloga a como se ha hecho
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hasla ahora, se obtiene:

-1 -1 -1
) Rz (yo—sxo) = Xx'R_x_ +m'R_'m -

-1
(xgmm) "Ry (xgmm) oy -ox oo %o 0

0
- 2x'a'R"]y -
0° "2

~1
y 0

~1 -1
- 2X'R_m + X'9P'R X 'R
n o PRy 0%t YoRy

0 2 0 0

-1 -1 -1 -1 -1 -1
- x'(R 'R - 2x'(R 'R 'R 'R =
\(n( o +9 5 Q)XO xn( o™t 9 2 yo) +mRom o+ y Ry

-1 - -3 -1 -1 -1 -1 .
:(xn-(no + 9 nzb ) (RO m+ 9 RZ yo)) (Ro +0 R2 9)(...idem ...) -

1(}1-1 T )i+
O"HBZ‘YO‘

-1 -1 -1 -1 -
- (R +9'R (R 'R )
( o™ 9 2 yo) ( o ! 9 2 2]
Al integrar respecto a‘xo se elimina el primer sumando, y

queda el resto, que se puede poner como:

-1 -1 -1, -1 1 -1 -1
[ ‘R _ ’ r v '
m'R m o+ y'R Ty yo(ﬂ2 Q(RO ;QRZ ) © R2 )yo

0 o2 o
-1 -1 -1 -1 _-1 -t -1 -1 -1_-1
-m' n 'R R - 'R R 'R R =
m NO} o YO, 8) o ™ 2v, 2 9 ( o *9'R, 2) o ™
- -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
= y'(R_-R R R 'R - 2y'R R 'R R m
yo( 2 ” 9¢( 0 ' 9 5 89) 9 2 )yo YoR, ol 0 +8 2 ) 0

v Resto (no depende de yo) =
-1 -1 -1 -1 -1
- ' . O Recs =
ZyOR2 Q(R0 4 BRZ 9) R_m + Resto

-1
- y'(R_19%_g'
YolRyt9Rget) oy 0

0
1

-1 -1 1 =1o-1 -l
= (yn—(Rz-LQROQ )R2 G(RO +9 "2 9) RO m) (R2+9R09) ( idem ) +
+ Resto

Por »1 lema de cAlculo anterior la expresidén es igual a:

-1
- (yn—ﬁm) (RZOGROB) (yﬂ—em) + Resto

Fs decir,

Vo N(Bm,(R2+9R09'H

DISTRIBRUCLON DE

-1
Al ser /Ao-m«\r'ngRZ (_yo—gm)

Se tiene que /IO: )\/(m,[’og'R;I(nz+3R09')R;19P0)
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A continuacién se simplifica la expresién de Var&}b)

PROPOSICION 1IV.4.3

-1 -1
[o9' Ry (Ry*9R DR, 'GP, = Ry - T

Demostracién

-1 ' -1 — ‘ -1 ' -1 ' -1 -
[®' R, (Ry+BR QIR QN = TR, B[, +lhew, Or 9®, 917 -
. B O B
Sustituyendo @ R, @ = f’o Ry s queda

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
= Po(r'o R Hr,0 * Po(po R )Ro(Po * )Po = Po‘ r'nao Po

~1 -1 -1 -1
(Popo 'Pono )Ro(r'o Po'“

0
-d

=T - R0 To * Ro = Ty~ ,;J+POR0‘4PO =Ry = I

+

-1 -1
Py = I - OgRy Py +(Ro=P (T-R )=

Como se pretendia demostrar.

COROLARIO 1IV.4.2

Jo Nea,r - 1)

DISTRIBUCION Pr(x /t u )
—n——n-1-n-1-

u JPr{x /t ydx
n-1 n

-1 n -1" n-1 n-1

Pr(xn/tn u —l) = !(Pr(xn/xn_1

. . _ _ N 2
y se tiene: Pr(xn/xn_lunnl)Nexp( 1/2“ x ¢x“_1 rhn—1URIl )

2
Prix _ /t  )eexp(-1/2 ‘[ x"-’_/:‘-'"f‘:l )

Desarrollando las fdrmulas matriciales de forma que se e-
limine el sumando que aglutina los términos que dependen de x
n—

se obtiene:

(Se omiten estos desarrollos por ser anédlogos a los vistos)
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l’x"—¢x“—1—run—1“§;] * "xn—1'/%—1‘§Zfl = e T

h <xnﬁl*(P;i]4f'R;ﬂp)—1(P;i‘/;~]+¢'R:1(xn-run_1)))'(r;1i+¢'R;?f).
L idem ) - (¢'R;1(xn—Pun_l) +P;11/;,1)'(¢'R11¢*'&il)_l( idem)+
' (xn”r"n-t)’n:jfxn_r"n-1’ ’/”é-lrﬂiyfh—1

Fliminando por integracidén el primer sumando y reagrupando

el resto, queda:

-1 -1 -1 -1 -1 -1
_(xn_r“n—]) (R -R ¢(¢ ﬂ ¢*,'n 1) ¢ Rl )(xn~Pun—1) -

-1
- g(xn_ﬂun_l) ¢(¢'R ¢ P n 1/4 ! + Resto(no depende xn)

-1
= e Py )Ry ¢&—1¢ Voo Pe )

1, -t 1, -1 -1
- 2(x"—lhn_ )'R] ¢(Fn_l+¢'nl #) p - + Resto =

1 —1
SEI LY VLRIVl w S ERILRY /A

-1

.{idem ) 4+ Resto

Aplicando de nuevo el lema LV.4.1 se obtiene:

NEYN S L ¢(p ‘¢'“Il¢)'1p‘1 _ ¢

n-1

Vv se¢ concluye Pr(xn/t.n_ “n—l) = N‘¢/§1—-1 a/'un_l,(Rl+¢/'n_l¢'))

1

n RIBUCION
DISTRIBUCION Priy /L —u )

Pri(y /t “n-t) - &pr(yn/xn"n—l)Pr{dxn/tn—l"nwl)

De formn similar a la distribucidén anterior, se desarrollan

las matrices y se aplica el lema IV.4.1 para llegar a:

Pe(y /b N(e(cp/ tfa )L (R dR gt )gt))
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-1
Para todo n=0,1,..,N /; :f/ﬁ_1+ﬂun_l+[;g'Rz (yn—g(f/ﬁ~1+

+[hn_1)), y conocidos Ha Y

que Pr(yn/tn

-1

u
n-1

, la dnica v.a. es Yoo ¥ dado

u 1) es una distribucién normal cuyos pardmetros

son conocidos (ver apartado anterior), se concluye que ‘/; sigue

una distribucién normal cuyos parametros son:
B =p g * oy

-1 -1
Var(/An) = f'nng (R2+9(R1+5£[;,_1¢ )o )R2 9[’:]

Sustituyendo

-1 -
Pr(/"n//ml u ) =M(¢/fa—1+r"n-1'/7n9“2 (R+0(0 - 9R,

(R4 ¢ I

1 -1

-1

se tiene:

.g')R;IBI"n)

9)

A continuacién se simplifica la expresidén de la varianza.

PROPOSICION IV.4.4

-1 -1 S
Fo@' Ry (Ryr (Ryedr, 90", BF, = (P -@'R, 9)

Demostracidn

| , , -1 B o
r’ng R2 (R2+ (R1+¢I;'l—1¢ '9 jR2 0 Pn* [Ingnz

-1 -1
* f'ng‘Rz 9(R1+¢,:|—1¢' )Q'RZ 9 nl

Sustituyendo

y 1lamando A

se obtiene

SRR

Uy N

-1 -1
r, —9'R, 9)

1

-Pn

-1
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Con todo esto, la expresidn anterior queda:

T | -1 -1 -t -1
= PP AP PP A AP A )Pn =

pnp;‘['n - pn/\"'rn R N ROV ATV aly o)
1

R A SR
-1 -1 -1
- roedp ) - [ = (T -9'R, 9) - r’n

Asi queda demostrada la proposicién.

COROLARIO 1V.4.3

1

-1 -1 -
ru%/%//ﬁ_lun_]) = )J({/%—1+F"n-l’(rn -9'R, 9) _ fL}

COSTE DE CONTROL EN EL PROBLEMA DE CONTROL ASOCIADO

Nay que transformar el coste de control en el problema ori-
ginal de manera que dependa del proceso minimal suficiente t y
del control w y que en media coincidan ambos para que minimizar

la esperanza de uno sea equivalente a minimizar la del otro.

N N-1
N N
A parti te > ) - E {x.u B E (x'Q x ., u'Q _u )
partin e gy ,u.ofsJ i) 5o AR IR AR

vox'Q x

N O N

v

N
Y
se define ¢(tNuN) = E ¢?(t_u,), donde cada %ﬁ..)
j-o0 ) JJ J

se define a su vez como ff(t_u,) =j f,(x_u,)Pr(dx,/t_u_). y re-—
J J X J J J J JoJ

.

cordando que Pri{x /t u.,) = Pr(x /t ) = )fgu.,fi) para j=0,..,N
J 71 d JoJ JoJ

se concluye que para todo j-0,1,..,N-1

¢f(t,u‘) - I(x{() X, + u'Q w )Pr(dx /t.u. ) =
Jooda X.!'.J J 2] J J

[t
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= Ix'Q x,Pr(dx ./ mu, L)+ u'Q _u,
!(JIJ xJ/"J"J JZUJ

Y recordando la férmula de la esperanza de una forma cua-

dritica, se obtiene:

* — ] 1 1= -
#j(tjuj) "/301/6 + ujozuj + tr(QIIG) j=0,1,..,N-1
* ~ o

9(N(tN“N) =%/t e Y

Observacidn

A la hora de buscar el control éptimo, y teniendo en cuen-
ta que r;,n=0,...N no depende de los controles tomados en cada

etapa, se puede considerar como coste de control la funcién:
* NN N1
- L Al 1
f_ (t u ) = E {/AJQL/LJ + uJ,[Qzuj }4, /‘NQO/‘N

j=o

Mas adelante se incorporaran los términos que dependen de /7.
n

RESOLUCION DEL PROBLEMA DE CONTROL ASOCIADO

Se tiene ahora planteado totalmente un problema de control
en informacidn completa en que el estado del sistema (proceso
bdsico) es el proceso minimal suficiente t. En realidad, sélo
se considera de t la componente /4, debido a las consideracio-

nes realizadas respecto a n.

lLLa determinacidén del control 6ptimo se hard por medio del

principio de optimalidad de Bellman.

Al ser un proceso controlado de Markov, se define para
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cada una de las etapas V/‘(/‘_,u,), j=0,1,..,N-1 como el coste
J /3 )
esperado minimo que se afiade al proceso a partir de la etapa

cuando se ha tomado el contr‘oluj y el Gltimo valor del proceso

P
basjico es /U
I
.

E1 coste total esperado minimo seria E(ya(/b,qufb))) y

@rgfu)“ﬁJL..,N—l determinar{a el control éptimo.
R J

A continuacién se calcula para cada etapa la forma de estas

»
funciones \0_</u,),‘i.-.o, ..y N-1
J J

Etapa N

No hay que determinar ningin control, puesto que uN no

influye en el coste de control.

Supuestos (/AN Y ]) como Gltimos estado y control respec-

N -
tivamente, se calcula el coste minimo esperado que incorpora es-

ta dltima etopa:

{ At = F ! / u )

Yoo Ay A% A M1t
) t 2 | tanz = .
Denotando por “n a varianza de (/An//‘n—lun—l) para n=0, W N

se tendria Pr(/un//’h-l"n—[) = )\/(f/l.n_1+l'lxr‘_1,lln) para n=0,..,N
Ne esta Torma, por 1'a férmula de la esperanza de una forma

cuadritica se obhtiene:

tFN—J(/uF\I-l'"N-l) = Pyt Py ) 0BTy y) ¢t R
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Etapa j (j=N-1,N-2,..,1,0)

i) = B O G )
" 5

Se demostrara por induccién que para cualquier j=0,..,N-2
N

(. u.) = (Fpu +fu YT, (Gu +lM.) + tr(T, H,)

LAAVSE Ppyelg) Ty g ?:—: Kk

nde TN_ = QO

~]
1]

-1 -1 -1 .
Q¢ g (T, 00, ) #) Jj=0,1,..,N=1
La hipétesis de induccidén es cierta para j=N-1

Si se supone para j+1l:
' 1 -
\ngil(/‘j+lqlf‘j+1+ "j+1°2“j+1*%+1(/“j+1'“j+1)) =
1 'T
1113:1(u‘j+102u‘j+l+(*/‘j+l*puj+1) j+2(¢/1j+1+pu‘j+1)) *
N
. tr(T N =
il 2—— P
Jj+2
1 1 1 L] .
33f1(uj+102uli+1+uj*1p T,j+2"u\j+1 + 2uJ_+1p Tj+2¢j+1)
N
@yt T L2 tr(ron ) =
/"J+1 l/“]+1 /"‘J+1¢ J+2¢/fj+1 hre k k
a;fl(u‘;’+1(02+p1‘j+2p)u\j+l * &u‘j+1PT‘j+2¢/“j+l)
N
v T H =
i (T 2 tr(r M)

Jj+2

-1 ]
5;}{1((uii+1+(ozmrj+2m PTG QT P dden ) -
-1
M5l Ty M T () P T P M
N
P T I :_L:tr”k"k)

Al ser 02> 0, si Tj&2¥ 0 se deduce que (02+r'T‘j+2F)> 0

f
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-1
y el infimo se alcanzaria para u‘,d«L(Qz+ "|T_j+2/') F'TJ+2¢/:]'+1 =0

o

¥ 'l‘]_>, 0 para todo j=0,..,N , ya que la evolucién de T, en
. J

s -1 -1 -1
funcién de T, es T.= (Ol*f(TJWlH‘Q r') ¢) y al ser por

J+1 J 2
hipdtesis 00'91 y Q? semjidefinidas posjtivas, y 02 definida posi-
tiva se concluye que T‘i; 0y, ademds, s6lo existe un valor de

o

g s -1
".iil gue alcanza el infimo, y es u‘j+1:-(02¢ll"r‘ilzr’) F'Tj+2¢/(j+1

Asi se ha anulado el primer sumando, y agrupando los otros

sumandns y aplicando el lema IV.2.3 se obtiene:
f ' ' =
xln?”(/‘_iniol/fjvl Ui %% *(Pju(/‘jn’"ju”

N
-1 -1 -1
-—/1'].‘](0]4* 'T,iiz”"«‘z r ¢)/fi+1 * inf;tr(Tka)

Por censiguiente,
N
-1 -1 -1
Vo) = B a0 gt (T aPe, ) T J,Zzt"”k"k”/‘j"j’
v al ser ')r(f{i*'//‘.iu\j) = )‘/(¢/’j+puj'"j—;l) se obtiene:
-1 P -t
W.i(/‘.i'".i) (¢/‘j‘ ""{," (0,+¢ (Tj+2+P02 r) ¢”¢)’lj+p"j) +

N
-1 -1 -1
Ve g (T P P T ) 2_tr(T W)

j+2 -
Y sera q/j{/“.i'“.i) = <¢/‘J*,‘“J‘)'T.i+1(¢/‘.j+,‘uj) + ; tr(Tka)
i 0 vt epelt !
SETL 0 g (T w0, ) P

As{, se concluye el siguiente

COHROLARIO 1V.4.4

Se ha obtenido, no sélo el control éptimo en cada etapa,
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sino el coste minimo que se afiade a cada etapa cuando se toma un

control y se ha obtenido un valor del proceso bésico:

™= %

T‘j = (g + ¢'(T311 + ['0;1/7')_1;6) j=0,1,..,N-1
l"j = (Q, + p'Tj+1p)_1P'T\j+1¢ j=0,1,..,8-1
u; = ?J."(/-j) = —Lj/{j j=0,1,..,N-1

N
%(/(j'“j) = (¢/4J,+['(1J,)'Tj4'1(¢/4‘j+['uj) + gtr(Tka) §=0,1,.,N-1

COSTE OPTIMO ESPERADO

N
= ' - t T
Yol Myrug) = @pgrlug) G lug) ; r(T i)
PR 1
El coste minimo esperado es V)_ E (Iﬁg Wogpb,uo)), que,
por un desarrollo andlogo al anterior, es igual a:
N N
¥_ Z e me 2
W =m Tom + tr(ToHO] + : tr(Tka) = m Tom + ? tr(T 0

COROLARIO 1IV.4.5

El coste minimo esperado del problema de control asociado
en informacién completa es, después de afiadir los términos cons-

tantes que no alteraban los cadlculos,

. N N-1
Ca= m'TOm + E;%tr(Tkuk) + tr(Qoml + E-Otr(QlfL)

Observando las ecuaciones de recurrencia que determinan los

controles 6ptimos en cada etapa, se concluye:
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l.Las ecunaciones de recurrencia para Py [ son las mismas,
n n

al jgual que las de S y T .
n n

Al ser los controles 6ptimos en cada etapa funcidén de 1. ,
n
que es la misma para los dos enfoques, y de & y /A seguin
n n
u = -1 R 1= —L nara n=0,1,..,N-1 se dedu ue coin-
n n n Y ' n/; par e € deduce q ¢
cidiran si y sélo si in YoM son iguales, y esto es cierto al

ser iguales las ecuaciones de recurrencia de ambas, segin se

concreta cn la sjiguiente

PROPOSICION IV.5.1

l.as ecuaciones de recurrencia para 8 en el enfoque cléasico
n
y /L en €l problema de control asociado, coinciden para el pro-
n

blema propuesto en la seccién 2 de este capitulo.

.a expresion de los valores iniciales es:

-1
QO - om o Rng'(gnog' ' RZ) (yo -9Qm)

-
/“n = m o ,BB "2 (yo -9m)

¥ 1as relaciones recurrcentes de %y /L:
n n

o - -1 o
n T dxn—l f pun—t " r,ng'RZ (yn _e(ﬁxn—l * Pun—l)) n=l,..,N

s -1
M ﬂ#h4 ' F"n—l t rhg n2 (yn —9(%}%_1 * P“n—l)) n=1,..,N

Por esta razén, y teniendo en cuenta que P = [7 para todo n,
n n

para demoslrar la proposicidén es necesario sélo ver que 20:/6, y
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-1 -1
' "4 R - 'R
para esto, basta demostrar que nog (EROD + 2) ﬂ)g 2

- -1 -1 -1
En efecto, PO = (R01+9’R219) = (RO—ROQ'(R2+3ROQ') QRO)

Y de ahi se deduce que:

-1
2

1

-1 -1 -
‘R = ' - R p'(R_+9R Q' R _9'R =
Fhe'®, Ro®'R 0@ (R +9R0T) B8R O'R,

Loo-1 S | Lo-1
=nog (R2 - (R2+9R09) Qnog R, )

Ltlamando A = (R2+ GROQ'), queda QROQ' = A - R_y, asi:

1

* -1 - U - -1 -1 = ' -1 - - =
[ygR, =R B(R,~ - A (A-R IR, ") = R @ (R, -(A A-A 'R IR_ ") =

A N T T . .yt
= R09 (R2 - R "+ A7) = Rog (R2+9R09 )

2

Y ya estid demostrada la proposicidn.

Observaciodn

Se ha demostrado que los controles obtenidos por ambos méto-
dos coinciden. A continuacidén se demuestra que los costes mini-
mos esperados, a pesar de tener expresiones totalmente diferen-

tes, también coinciden.

PROPOSICION IV.5.2

J.os costes minimos esperados coinciden en ambos enfoques
del problema planteado en la seccidn 2 del presente capitulo.

Demostracidn

Segin el enfoque del Filtro de Kalman, y una vez homogenei-

zada la notacién, el coste minimo esperado es:

N N-1
= mf : L (prT .
Cpg = M Tym + tr(T R) + Zl:tr(Tle) + Eo tr(P Ly (PIT P e
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Y para el problema de control asociado,
N N-1
1 = 'T - T E t
CA mTom %) tr( klk) v %) P(lek) + tr(QoPN)

flay que demostrar que C y CA son iguales.

FK

En primer tugar, por definicién de I se tiene para todo

k’
k=0 N-1 P LI(pP'T M., = P, @'T (o +pr. ) e 4
TOs N W P Ty PO by = P Ty PO P Ty ke
Al ser 1] = R -~ P
0 0 0
-1 -1, -1
M= (P - 9'RB)T - P k=1,..,N

Se tiene H r(T 0 = t R - P = TR )-tr(T
¢ tiene que tr( o 0) r(T0 o TO 0) tr( 0 0) r( OPO)

y sustituyendo, segin la evolucidn de Pk para k=1,..,N

-1 v 1 -1 ' . .
(Pk - 9'R, ) = (R1-+¢Pk_l¢ ) se tiene:

] - + t ' - = ..

rr(1klk) tr(TkR[) + ir(kaPk_l¢ ) tr(TkPk) para k=1,,.,N
N

Con cstas sustituciones, se calcula Ez:tr(Tka):

0
N N

g " H -t T - 4
EO trmk k) trd o"o) r(’TOPO) + E tr('rkkl) +

N N _1
" T » Al - -
' z] tr( kf'k-1¢ ) Z% tr(T, P}
Por Ia evolncidn de 'I‘k en funcion de Tk+1 y al ser TNzQO:

N N-1 N-1
21 t.‘('rkrk) - 21 Lr(O}Pk) + 21 1;r(¢ Tk+1¢Pk)

N-1
L A\l "~ l ' N
- z| br(g T, PO ep T Py T BP ) str(o P )

Pe donde:

N N N
% tr(Tka) = tr(TORO) - tr(TOPO) 3 E;:tr(TkRI) + % tr(Tk¢Pk4¢‘)
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N-1 N-1 N-1
E:: jz: _1
i z;trmlpk) Tt Teaphd g Tt PO P Ty D) M T
v e

- tr(QOPN)

Recordando la propiedad de la traza:

tr(¢‘Tk+1¢Pk) = tr(Tk+1 Pk¢') para todo k=1,..,N-1
N N-1
se concluye que ET—tr(Tk¢Pk-1¢.) —Ztr(¢"rk+1¢}jk) =

= tr(rl¢p0¢')

Asi, CA se puede expresar como:

N
mvTOm +tr(T0R0) - tr(TOPO) + ;tr('rknl) + tr(Tldp()#) +
N-1
-1
* 2;:t”(¢ Tt MO Ty M) P Ty PPy ) + Er (P

Y para que esta expresién sea igual a la de CFK es preciso

demostrar que:
N-1
tr(P 4'T  P(Q +p'T )y lper )
Z]: kP T MG P Ty k+1

1

il

-tr(T P o)+ tr(T1¢PO¢')+

N

-1
+ tr(¢ Tk+1p(°2+r’ Tk+lr') r Tk+1¢Pk) * tr(lePO)

1
3 v - 1 )
Y teniendo en cuenta de nuevo que tr(T1¢PO¢ )»tr(¢ T1¢PD) y

para todo k=1,..,N-1 se verifica:

v ' -1v _ ' ( ] «.1|
tr (P g Ty (PGP Ty ) P Ty (@)=t (T PO T P T T

s6lo es preciso ver que:

-1
tr(g T, PQ+p T ) T1¢P0):tr(olpo)+tr(¢ T1¢PO) ~tr(T P o)
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que es equivalente a demostrar que:
-1
t ) = tr P - ! - [ ' '
r(10P0) ,r(OllO) v tr(¢ T1¢Po) tr(¢ 71P(02+P TIP) r Tf¢PO)
que, por la propiedad de las trazas, es igual a
- Er((0 4 g TopCepe T ) TR e )
O g T g T T T ) T PR,
¥y, por la ecuacién de recurrencia de To, se verifica, ya que se-

71 HIFS ' 1 ' -1 \
gin esa ecunacidn, TO - Qli«¢ T1¢—¢ TIP(Qz+p ’l‘lp) [d Tlf)

Asi se ha demostrado la proposicidn.
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