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Abstract

Let E denote a real or complex locally convex space and let U be an open subset
of E. Let A (U) denote the space of all analytic functions on U; when E is a complex
space, we usually write H (U) instead of A (U). This thesis is mainly devoted to the
study of some topological properties of the space A (U) and the lineability of several
subsets of A (U). The first chapter of the thesis presents a short review of the
basic properties of analytic mappings defined on infinite dimensional spaces and the
topologies 7o, 7, and 75 on A (U).

In Chapter 2 we study the metrizability of the space A (U). We prove that if
E is a metrizable locally convex space and 7 is a locally convex topology on A (U)
such that 79 < 7 < 74, then (A(U),7) is metrizable if and only if £ is a finite
dimensional space. This result generalizes some theorems proved by Alexander [1]
and Ansemil and Ponte [4].

Suppose that F is a real or complex Banach space. Let

Ay (E) = {f € A(E) :sup|f(x)| < oo for every bounded subset B C E} :

rzeB

Chapter 3 is devoted to the lineability of the set A (E)\A, (E). In particular, it
is proved that there exist an infinitely generated algebra A C A(FE), an infinite
dimensional closed subspace F C (A (E), 7o) and a dense subspace X C (A(E), 7o)
such that

A{0} CAE)\A (E),  F\{0} CA(E)\Ay (E)

and

X\{0} C A(E)\Ay (E).

Chapters 4 and 5 are focused on the study of the 75 topology. We are interested in
the representation of (A (U),7s) as the inductive limit of all the subspaces Ay, (U),
where V = (V},)°7_, denotes an increasing countable open cover of U and

AV(U):{fEA(U):sup\f(x)\<ooforalln}.

wEVn

We prove that if E is any real or complex infinite dimensional normed space and U
is an open subset of F, then (A (U),7s) is not a countable inductive limit of those
subspaces Ay (U). This result generalizes an analogous theorem proved by Ansemil,
Aron and Ponte [5] when E is a complex Banach space with a Schauder basis.
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It is well known that a holomorphic function on CY depends only on a finite
number of variables, so we can write H (CN) = U,2, H(C™). Using this proper-
ty, Ansemil [2] obtained the following representation for the space of holomorphic
functions on C:

(R (CY),75) = lim (H(C"), o).

neN

In the real case we also have that A (RY) = |7, A (R"). However,

(ARY), ) £ limy (AR, 70).

neN

Because of this negative fact, we introduce a new topology on A (RN), denot-
ed by 74, which is defined by the inductive limit of the sequence of subspaces
{(A(R™),7¢) : n € N}. The main properties of 7, are studied in Chapter 5.

The proof of the main theorem in Chapter 4 uses a result about analytic functions
which are not bounded on bounded subsets. More precisely, Ansemil, Aron and Ponte
proved in [6] that if By and B, are disjoint balls in a complex Banach space E, then
there exists f € ‘H (E) such that sup,cp, |f (7)| < oo and sup,¢p, | f ()| = co. After
applying this fact to the representation of 74, we focus our research on generalizing
this result. Given two disjoint subsets I and J of N and a collection {B,, : n € T U J}
of disjoint open balls in a Banach space E, does there exist any f € A (FE) such that
SUp,ep, |f ()] < oo foralli € I and sup,cp, |f (z)| = oo for all j € J? This problem
is solved in several cases with restrictions on the number and the radius of the balls.
The results appear in Chapter 6.

Finally, Chapter 7 is again devoted to the lineability of sets of mappings. Rudin
[60] proved that if U is a connected open subset of a separable complex Banach
space E, then there is a holomorphic mapping f : D — U such that f (D) is dense in
U. We prove that if U = E, then the set of holomorphic mappings with dense range
is lineable. We also prove that if U = E or if U is the open unit ball of F, then the
set of holomorphic mappings from I into U with dense range is G5 and dense.



Introduccion

El espacio H (U) de las funciones holomorfas en un abierto U del plano comple-
jo ha sido siempre uno de los ejemplos clédsicos en la teorfa de espacios localmente
convexos. Cuando estd dotado de la topologia compacto — abierta, H (U) es un
espacio metrizable, completo, tonelado, bornolégico, Montel, etc. En cambio, las
propiedades de H (U) cambian radicalmente cuando U es un abierto de un espacio
localmente convexo E de dimensién infinita. El estudio de las topologias en H (U)
cuando dim (E) = oo se desarrollé en la década de 1960 a partir de dos trabajos
fundamentales: la tesis doctoral de Alexander, Analytic functions on Banach spaces
[1], de 1968, y la monografia de Nachbin, Topology on spaces of holomorphic map-
pings [57], publicada en 1969. A diferencia de lo que sucede en el caso de H (C), si
U es un abierto de un espacio de dimensién infinita, la topologia compacto — abier-
ta, 7o, no es suficientemente fina. Por este motivo, tanto Alexander como Nachbin
introdujeron otras topologias en H (U). Las dos que han resultado ser claramente
mds importantes, representadas por 7, y Ts, son topologias localmente convexas
mads finas que 7¢ y, en general, tienen mejores propiedades desde el punto de vista
del Analisis Funcional. A partir de la década de 1970, numerosos investigadores,
especialmente aquéllos formados junto a Nachbin, como Aron, Barroso, Dineen o
Mujica, han dedicado al estudio de 7, y 75 multitud de trabajos que culminan en
1999 con la publicacién de la gran obra de Dineen Complexr Analysis on Infinite
Dimensional Spaces [31].

Nuestro propdsito en una parte de esta memoria es continuar el estudio de
(H (U),7s) cuando U es un abierto de un espacio de dimensién infinita. La mayor
parte de la investigacién que ha dado lugar a esta tesis ha estado motivada por
dos problemas concretos que detallaremos a continuaciéon. En sus notas Gérmenes
holomorfos y funciones holomorfas en espacios de Fréchet [48], Mujica planteaba en
1978 la cuestién de encontrar espacios localmente convexos E y abiertos U C E tales
que (H(U),7,)y (H(U),7s) fuesen metrizables. Este problema habia sido resuelto
por Alexander [1] en 1968 cuando FE es un espacio de Banach con base de Schauder:
las topologias habituales en H (U) son metrizables sélo si F tiene dimension finita.
Mais recientemente, Ansemil y Ponte retomaron el problema planteado por Mujica y
en 2007 obtuvieron que, a semejanza del resultado de Alexander, si U es un abierto
de un espacio E localmente convexo metrizable, entonces (H (U),7,) es metrizable
sélo si dim (F) < oo (véase [4]).

El primer problema que se trata en esta memoria serd el de demostrar un teorema
andlogo al de Ansemil y Ponte para la topologia 75. Mostraremos que si F es un



espacio localmente convexo metrizable, U es un abierto de E' y 7 es una topologia
localmente convexa en H (U) tal que 79 < 7 < 75, entonces (H (U), ) es metrizable
si y sélo si F tiene dimensién finita. La demostracién toma ciertas ideas del articulo
de Ansemil y Ponte sobre 7, y utiliza de forma esencial el concepto de subconjunto
acotante de un espacio de Banach, es decir, aquél en el que est4 acotada toda funcién
de H (E). Estos resultados se recogen en el capitulo 2.

El segundo problema que se aborda en esta tesis ha surgido también a partir de
un trabajo anterior de Ansemil, Aron y Ponte y pretende analizar la representaciéon
de (H(U),7s) como espacio LF. Recordemos que un espacio localmente convexo
X es LF si existe una sucesion creciente (X,,) 7, de subespacios de X, cada X, es
un espacio de Fréchet y X es el limite inductivo de la sucesion (X,) - ;. Quizés el
ejemplo més sencillo de LF sea el espacio de funciones en R que son continuas con
soporte compacto. El concepto de espacio LF' fue introducido en 1949 por Dieudonné
y Schwartz en su articulo “La dualité dans les espaces (F) et (LF)” [27], motivados
por las propiedades del espacio de las distribuciones. Los autores comprobaron que
el hecho de que un espacio X sea LF' permite deducir algunas propiedades topols-
gicas de X, como la caracterizaciéon de sus subconjuntos acotados o del dual de X.
Debemos senalar ademds que los limites inductivos numerables han sido utilizados
en Holomorfia; en concreto, Mujica [50] llevé a cabo un estudio sobre gérmenes de
funciones holomorfas en el que aplicaba las propiedades bésicas de los LF'.

Las buenas propiedades de los limites inductivos numerables llevaron a Ansemil,
Aron y Ponte a plantearse si (H (U) , 75) podria ser un espacio LF. Recordemos que
(H (U),7s) esté definido como el limite inductivo de los espacios de Fréchet Hy, (U),
donde V = (V)77 es un recubrimiento de U formado por una sucesion creciente de
conjuntos abiertos y

Hy (U) = {f € H(U) : sup |f (z)| < oo para todo n}
IEVn

En 2009, Ansemil, Aron y Ponte [5] demostraron que cuando E' es un espacio de Ba-

nach de dimensién infinita con base de Schauder, no existe una cantidad numerable

(Vk)re; de recubrimientos de E tales que

H(E) = J Hw, ().

Por tanto, el limite inductivo

(H (E) ,7'5) = lim Hv (E)

-
%

no es numerable. Cabfia preguntarse si la hipétesis de que F tenga base de Schauder
es realmente necesaria. Por ello, nuestro segundo objetivo en esta memoria ha sido
el de generalizar el teorema de Ansemil, Aron y Ponte al caso de espacios E sin
base. En el capitulo 4 se demuestra, entre otros resultados, que si U es un abierto de
un espacio normado FE, entonces (H (U),7s) es el limite inductivo de una cantidad
numerable de subespacios del tipo Hy, (U) si y sélo si F tiene dimensién finita.



Las soluciones de los dos problemas que hemos explicado, la metrizabilidad de
(H (U),Ts) y su representacién como LF, guardan cierta relacién. Como se obser-
vard en los capitulos correspondientes, en ambos casos resulta esencial utilizar cierto
tipo de funciones conocidas como funciones de tipo no acotado. Recordemos que el
conjunto Hy, (E) se define como

Hy (E) = {f € H(E) :sup|f (x)|] < oo para cada acotado B C E}

zeEB

y los elementos de H;, (E) se denominan funciones holomorfas de tipo acotado. Gra-
cias al teorema de Josefson — Nissenzweig es facil comprobar que si £ es un espacio
de Banach de dimensién infinita, entonces Hy, (E) # H (E). Este hecho implica que
los conjuntos acotantes tienen interior vacio, lo cual es aplicado en la demostracién
del teorema sobre la metrizabilidad de 75. También en el estudio de la representacién
de (H (U),7s) vuelve a ser preciso utilizar funciones holomorfas que no pertenecen
a Hy (E). En concreto, el argumento utilizado por Ansemil, Aron y Ponte en [5] se
basaba en el hecho de que si By y By son ciertas bolas en un espacio de Banach con
base de Schauder, entonces existe una funcién f € H (E) tal que sup,¢p, |f (z)] < 00
Y SUPuep, |f (2)] = oco. La funcién f claramente no pertenece a H, (£).

Los motivos que acabamos de referir nos han hecho plantearnos el estudio del
conjunto de funciones holomorfas de tipo no acotado, a lo que dedicaremos los
capitulos 3 y 6 de la tesis. En el primero de ellos se tratara la lineabilidad del conjunto
H (E) \Hs (E). Recordemos que un subconjunto F de un espacio vectorial es lineable
si existe un subespacio X de dimensién infinita con la propiedad de que X\ {0} C F.
Este concepto fue introducido por Gurariy [35] con el propdsito de mostrar cémo
ciertas funciones con propiedades especiales forman conjuntos “grandes”. Nosotros
veremos que si £ es un espacio de Banach de dimensién infinita, entonces existen un
dlgebra infinitamente generada A C H (E), un subespacio cerrado F C (H (E), 7o)
de dimensién infinita y un subespacio denso X C (H (E),7s) tales que

AN{0} CH(E)\Hy (E),  F\{0} CH(E)\H, (E)

X\{0} CH(E)\H, (E).

El capitulo 6 estd dedicado también al estudio del conjunto H (E) \'H; (E) y en
él continuaremos la investigacién iniciada por Ansemil, Aron y Ponte en [5] y [6]
sobre funciones holomorfas que estdn acotadas en una bola pero no en otra. En
este caso el problema considerado es el siguiente: si I y J son subconjuntos de N
y {B,:n € IUJ} es una coleccién de bolas disjuntas en un espacio de Banach F,
Jexiste una funcién f € H (£) que cumpla que sup,p. |f (7)| < oo para todo i € [
Y SUP,ep, |f (z)| = oo para todo j € J? Daremos diversas soluciones a esta cuestion
dependiendo del nimero de bolas y sus radios. Este problema entronca con el estudio
llevado a cabo por Kiselman y Cceuré para determinar una aplicacién f € H (E)
cuyo radio de acotacién en cada punto sea otra funcién dada (véanse [26], [41], [42],
[43] y [64]).



El dltimo capitulo de la memoria se centra de nuevo en la lineabilidad de con-
juntos de funciones. En 1976, Aron [10], Globevnik [34] y Rudin [60] demostraron
de forma independiente que si £ es un espacio de Banach separable y Bg es la bola
unidad abierta en E, entonces existe una aplicacién holomorfa f : ) — E definida
en el disco unidad I C C tal que f (D) estd contenido y es denso en Bg. De esta
forma, los tres investigadores resolvian un problema propuesto por Patil durante la
Conferencia de Holomorfia en Dimensién Infinita celebrada en 1973 en la Universi-
dad de Kentucky. En el capitulo 7 de la tesis se retoma esta clase de aplicaciones
y se demuestra la lineabilidad y densidad del conjunto de aplicaciones holomorfas
f: D — E tales que f (D) es denso en E. Agradezco al profesor Richard M. Aron
que me propusiese estudiar esta cuestién, asi como la colaboracién prestada durante
la redaccién del articulo [47].

Todos los problemas que tratamos en esta tesis fueron resueltos en primer lugar
en el caso de espacios de funciones holomorfas en espacios complejos y asf aparecieron
publicados en nuestros articulos [45], [46], [47] y [7], este dltimo escrito en colabo-
racién con Ansemil y Ponte. Mds adelante observamos que el paso esencial en la
mayoria de los teoremas consistia en la construccién de ciertas funciones de tipo
no acotado y que éstas pueden ser definidas también en espacios reales. Por ello,
gran parte de los teoremas han podido extenderse al caso de espacios de funciones
analiticas reales. Los resultados en el caso de espacios reales han sido publicados en
[8], también en colaboracién con Ansemil y Ponte. También debemos sefialar que
los teoremas sobre la metrizabilidad de (H (U),7s) y su representacién como LF
son validos igualmente para espacios de aplicaciones con valores en un espacio de
Banach.

En el estudio que hemos llevado a cabo han surgido algunas diferencias entre el
caso real y el complejo. La primera de ellas la encontramos en los teoremas sobre la
densidad de conjuntos de funciones analiticas. El motivo es el siguiente: si £ es un
espacio complejo y f € H (F), la serie de Taylor de f converge a la funcién respecto
a la topologia 75. Este hecho implica que el espacio P (E) de todos los polinomios en
E es denso en H (E) y esta propiedad resulta esencial para demostrar a su vez que
algunos conjuntos de funciones holomorfas son densos para la topologia 745 (véanse,
por ejemplo, los teoremas 3.13 y 6.7). En cambio, la serie de Taylor de una funcién
analitica real en general no converge a la funcién respecto a 745. Por ello, algunos de
los resultados de densidad que obtenemos son mé&s débiles en el caso real.

Una segunda diferencia entre los espacios de funciones holomorfas y el de analiti-
cas reales ha aparecido en el estudio de 'H (CN) y el espacio andlogo de funciones
analfticas en RY. Nachbin demostré que una funcién holomorfa en CN sélo depende
de un niimero finito de variables y, por ello, H ((CN) = U2, H (C"). A partir de esta
propiedad, Ansemil [2] obtuvo la siguiente representacién del espacio (H (CN) ,7'5):

(H(CY),75) =1im (H(C"), 7).

neN

Si A (RN) y A (R™) representan los espacios de funciones analiticas en RY y R”



respectivamente, veremos que también A (]RN) =2, A(R") y, sin embargo,

(A (RY),75) # lim (A (R"), 7).

neN

Este hecho nos ha llevado a introducir una nueva topologia en A (RN), que lla-
maremos Ty, y que estd definida por el limite inductivo de la sucesién de subes-
pacios {(A (R"), 7o) : n € N}. Las propiedades bésicas de esta topologia se tratan
en el capitulo 5. Se prueba que 7, es estrictamente méas fina que 75, aunque am-
bas coinciden en los espacios de polinomios homogéneos. También se demuestra
que el espacio (A (RN) ,Tg) no es metrizable ni completo y que el limite inductivo
(A(RY), 7)) = lim (A (R"), 7o) es estricto y regular.
neN
La tercera diferencia entre el caso real y el complejo la encontramos en los teore-

mas del capitulo 7 sobre aplicaciones holomorfas f : D — E tales que f (ID) es denso
en F. Estos resultados sélo han podido ser demostrados cuando E es un espacio de
Banach complejo.

Por 1ltimo, debemos advertir aunque la bibliografia acerca de espacios de fun-
ciones holomorfas es amplisima, la topologia 75 apenas ha sido considerada en el
espacio de funciones analiticas reales. Por este motivo, para lograr que la tesis sea
autocontenida, ha sido preciso incluir la demostracién detallada de varios teoremas
conocidos en el caso de espacios complejos, pero adaptada también a espacios reales.

Esta tesis ha sido realizada bajo la direccion de los profesores José Maria Martinez
Ansemil y Socorro Ponte Miramontes. Por ello deseo darles las gracias en primer
lugar por su continua dedicacién durante los tltimos anos. Su gufa paciente y sus
ensenanzas han sido siempre la mejor ayuda posible.

Una parte de los resultados de la tesis fueron obtenidos durante una estancia
de investigacién en Kent State University (Estados Unidos), bajo la direccién de
Richard M. Aron. A él también estoy profundamente agradecido por su hospitalidad,
asf como su constante ayuda en la redacciéon de varios articulos.

Quisiera mencionar ademds la colaboracién prestada por Fernando Bombal, que
me orienté en los comienzos del periodo de doctorado. Finalmente, gracias también

a todo el Departamento de Anélisis Matemético de la Universidad Complutense de
Madrid.






Capitulo 1

Aplicaciones analiticas en espacios
de dimension infinita

En este primer capitulo se presentan las propiedades bésicas de las aplicaciones
analfticas en espacios localmente convexos. A continuacién se definen las topologias
habituales en los espacios de funciones analiticas. En la tercera seccién del capitulo se
recuerda el concepto de complejificaciéon de un espacio de Banach, que serd utilizado
para extender funciones analiticas en un espacio real a funciones holomorfas en
el complejificado. La iltima seccién presenta un teorema de Dilworth, Girardi y
Johnson sobre sistemas biortogonales que serd utilizado numerosas veces a lo largo
de la tesis. Las principales referencias para este capitulo son las monograffas de
Barroso [20], Dineen [31] y Mujica [53], asi como el articulo de Bochnak y Siciak
[22].

El stmbolo K representard indistintamente los cuerpos R y C. La letra E repre-
sentard un espacio localmente convexo Hausdorft y F' serd un espacio de Banach,
ambos sobre el mismo cuerpo K. El simbolo E’ representars el dual topoldgico de
E. Si E es un espacio normado, x € E y r > 0, entonces Bg (z,7) denotara la bola
abierta en F con centro x y radio . Si f es una aplicacién definida en un conjunto
S con valores en F', escribiremos

1flls = sup LIS ()] - 2 € S}

El simbolo span (X) representard el espacio vectorial generado por un subconjunto
X de un espacio vectorial.

Definicién 1.1 Sea n € N. Una aplicacién P : E — F es un polinomio homogéneo
de grado n si existe una aplicacién n—lineal continua L : E™ — F' tal que

n términos
para todo z € E.
Obsérvese que todo polinomio es, por definicién, una aplicacién continua. El

simbolo P ("E, F') denota el espacio de los polinomios de E en F' que son homogéneos

11
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de grado n; en el caso de n = 0, se define P (°E,F) = F. El simbolo P (E, F)
representa el espacio de todos los polinomios de E en F', es decir, los elementos de
P (E, F) son sumas finitas de polinomios homogéneos de diferentes grados:

P(E,F) = {ZPn:mENU{O} yP,eP("E,F) paracadan}.

n=0

Cuando F sea el cuerpo de escalares, se escribird P ("E) en vezde P ("E,K) y P (E)
en vez de P (E,K).

Las proposiciones siguientes recogen dos propiedades elementales de los poli-
nomios.

Proposicién 1.2 Para cada P € P ("E, F) existe una unica aplicacion n—lineal
simétrica continua L : E" — F tal que P(x) = L(z,...,x) para todo x € E.
Ademds, si x,y € E, entonces

P (z) :i(Z)L(w—y,...,m—q).

k_o TV
- k términos n—k términos

Proposicion 1.3 Si E es un espacio normado y F es un espacio de Banach, en-
tonces P ("E, F) es un espacio de Banach con la norma

1P[] = sup {1 P ()] = [l]] <1}

El espacio L ("E, F) de aplicaciones n—lineales y continuas de E™ en F' también es
un espacio de Banach con la norma

1Ll = sup {1L (- mn) [ ]l < 1o [l < 13-

Definicién 1.4 Sea U un abierto de un espacio F localmente convexo y sea F' un
espacio de Banach. Una aplicacién f : U — F' es analitica en U si para todo xg € U
existe una sucesién (P,))" , P, € P ("E,F) para cadan € NU{0} y

f@)=>" Py (z—x)

uniformemente en un entorno de zy contenido en U.

Para cada f : U — F analitica y cada zy € U existe una tunica sucesién de
polinomios (P,)’, con las propiedades de la definicién 1.4. Habitualmente, cada
polinomio P, se escribe como

drf (x
p = (o)
n!
y la serie > 7 %ﬂxo) se denomina serie de Taylor de f centrada en el punto x,.

oo a"\Lf(xo)
n=0 n!

La convergencia uniforme de en un entorno de o implica que toda

aplicacién analitica es continua.
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Se llamard A (U, F) al espacio de aplicaciones analiticas de U en F, tanto si
K =R como si K = C. Si K = C, las aplicaciones analiticas se denominan aplica-
ciones holomorfas. Cuando nos refiramos exclusivamente al espacio de aplicaciones
holomorfas, escribiremos H (U, F') en vez de A (U, F'). Cuando F’ sea el cuerpo K, se
escribird A (U) y H (U) en lugar de A (U,K) y H (U,C). Si P € P ("E, F), entonces
Ply € A(U,F) y, por tanto, P ("E, F) se puede identificar con un subespacio de
AU, F).

A continuacién enunciamos varias propiedades bésicas de las aplicaciones analiti-
cas.

Teorema 1.5 (teorema de identidad) Supongamos que U es un abierto conexo
de un espacio localmente convexo y que F' es un espacio de Banach. Si f € A(U, F)
y [ =0 en un abierto no vacio contenido en U, entonces f =0 en todo U (Bochnak
y Siciak [22, proposicién 6.6] ).

Teorema 1.6 (férmula integral de Cauchy) Supongamos que E es un espacio
localmente convero complejo, U es un abierto de E, F' es un espacio de Banach
complejoy f € H(U,F). Sizge U,z €U, r>1y{xo+A(x—x0) : [N <71} CU,
entonces
1 f(xo+ Az — x0))
fla) ==

=5 dA.
271 |A|=r A—1

(véase Barroso [20, proposicién 25.1]).

Teorema 1.7 (desigualdades de Cauchy) Supongamos que E es un espacio lo-
calmente convero complejo, U es un abierto de E, F' es un espacio de Banach com-
plejo y [ € H(U,F). Si a es una seminorma continua en E, xg € U, r > 0 y
{r e E:a(r—mx) <r} CU, entonces

d" f (wo)

n!

S s f @)

™ a(z—zo)<r

sup
a(z)<1

()

<

para todo n € NU {0} (Barroso [20, proposicién 25.4] ).

Teorema 1.8 Sean E y F dos espacios de Banach complejos y sea U un abierto
de E. Una aplicacion f : U — F es holomorfa si y sdlo si es diferenciable en todo

punto de U, es decir, si para cada xo € U existe una aplicacion lineal y continua
L:E — F tal que

lim f(xo+2x)— f(x) — L(x)

=0
z—0 ]

(véase Mujica [53, teorema 14.7]).
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1.1. Topologias en espacios de aplicaciones analiti-
cas

Definicién 1.9 Sea U un abierto de un espacio localmente convexo y sea F' un
espacio de Banach. El simbolo 7 representard la topologia compacto — abierta en
A (U, F), es decir, la topologia de la convergencia uniforme en los subconjuntos
compactos de U. Estd definida por la familia de seminormas

f S A(UaF) = H.f||K7
donde K pertenece a la coleccién de los subconjuntos compactos de U.

Proposicién 1.10 Si E es un espacio localmente convexro metrizable complejo, U
es un abierto de ' y F' es un espacio de Banach complejo, entonces (H (U, F') , Tq)
es un espacio completo (Barroso [20, pag. 239 ).

Observacion 1.11 En la proposicién 5.21 se demostrard que si £ y F' son espa-
cios reales, entonces las topologias que consideraremos en A (U, F') no son nunca
completas.

Definicién 1.12 Sea U un abierto de un espacio localmente convexo E y sea F
un espacio de Banach. Una seminorma p en A (U, F') estd portada por un compacto
K C U si para todo abierto V' tal que K C V C U existe una constante C' > 0 con
la propiedad

p()SCIfl,  paratoda f € A(U,F).

Se llama 7, a la topologia localmente convexa en A (U, F') definida por las semi-
normas que estadn portadas por compactos de U. Fue introducida por Nachbin en
[56].

La tercera topologia que se va a considerar en A (U, F') es una topologia inductiva
en la categoria de espacios localmente convexos y aplicaciones continuas. Recordemos
que si X es un espacio vectorial y {X; : i € I} una familia de espacios localmente
convexos tales que X = |J,.; Xj, la topologia inductiva 7 en X es la topologia
localmente convexa més fina con la propiedad de que la inclusién X; — X sea
continua para todo i € I. Se escribird (X, 7) = lim X;.

iel

Definicién 1.13 Sea U un abierto de un espacio localmente convexo E y sea F' un
espacio de Banach. Si V = (V},).", es un recubrimiento de U formado por conjuntos
abiertos tales que V; C Vo, C V3 C - -, se define el subespacio Ay, (U, F') de A (U, F)
como

Ay (U, F)={f e AU,F) :||fll, < oo paratodon e N}.

En Ay (U, F) se considera la topologia definida por la sucesién de seminormas

fe AU F)—=|flly,  (eN).
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La topologia de Ay, (U, F') es metrizable porque estéd definida por un conjunto nume-
rable de seminormas. Cuando E y F' sean espacios complejos y queramos referirnos
exclusivamente a aplicaciones holomorfas, escribiremos Hy (U, F') en vez de Ay, (U, F).
Supongamos ahora que g es una aplicacién analitica de U en F. Si para cada
n € N se define
Wn ={zeU:|g ) <n},

entonces W = (W,,).~; es un recubrimiento de U formado por una sucesién creciente
de conjuntos abiertos. Ademds, se cumple que g € Ay, (U, F') y, por tanto, deducimos
que

AU F)=JAv (U F),

donde V recorre la familia de todos los recubrimientos de U formados por sucesiones
crecientes de conjuntos abiertos.

Definicién 1.14 El simbolo 75 representa la topologia inductiva en A (U, F') defini-
da por la coleccién de todos los subespacios Ay, (U, F'), donde V recorre la familia
de todos los recubrimientos de U abiertos, numerables y crecientes:

(A(U,F),75) = lim Ay (U, F)
%

Es decir, 75 es la topologfa localmente convexa mds fina para la cual todas la in-
clusiones Ay, (U, F') — A (U, F) son continuas. La topologia 75 fue introducida en
1970 por Coeuré [25] y, de forma independiente, por Nachbin [58] en los espacios de
funciones continuas.

Proposicién 1.15 (Nachbin [58]) Una seminormap en A (U, F) es continua para
75 sty sélo si para cada recubrimiento (V,,),~, de U formado por una sucesion cre-
ciente de conguntos abiertos existen C' > 0 y ng € N tales que

p(f)ﬁC’HfHV"0 para toda f € A(U,F).

Demostracién. Véase Dineen [31, proposicién 3.18|, donde esta propiedad aparece
enunciada para espacios complejos, aunque la demostracién en el caso real es total-
mente andloga, ya que sélo depende de la continuidad de las aplicaciones analiticas.
[ |

Proposicién 1.16 Siempre se cumple que 79 < 7, < 75 en A(U, F).

Demostracién. Si K es un compacto de U, es evidente que la seminorma p (f) =
|| f]l x estd portada por K. Por ello, p es continua para 7, y, en consecuencia, 7o < 7.

Supongamos ahora que ¢ es una seminorma en A (U, F) portada por un compacto
K' cU.SiV = (V,). 2, es un recubrimiento de U abierto, numerable y creciente,
existird ny € N tal que K’ C V,,,. Entonces existe C' > 0 tal que ¢ (f) < C HfHVnO

para toda f € A (U, F). Esto implica que ¢ es continua para 74, luego 7, < 75. ®
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Ejemplo 1.17

1. Si U es un abierto de un espacio de dimensién finita y F' es un espacio de
Banach, entonces 79 = 7, = 75 en A (U, F'). En el teorema 4.7 se demostrard
con detalle esta propiedad.

2. Si E es normado complejo de dimensién infinita y U es un abierto de F,
entonces 1o < 7, < 75 en H (U) (Barroso [20, proposicién 8.12]).

3. 7o =T, < 75 en 'H (CY) (Barroso y Nachbin [19]).

4. Si E es un espacio de Banach complejo con base de Schauder y U es un
abierto equilibrado en E, entonces 7, = 75 en H (U) (Dineen [31, corolario
4.16], Mujica [52]).

5. T, < 75 en H ({s) (Dineen [29]).

La siguiente proposicién, que es bien conocida en el caso de espacios de funciones
holomorfas, caracteriza los subconjuntos de A (U, F') que son acotados respecto a 7o,

Tw Y Ts-

Proposiciéon 1.18 Supongamos que E es un espacio localmente convexo, U es un
abierto de E, F' es un espacio de Banach y F es un subconjunto de A (U, F). Con-
sideramos los siguientes enunciados:

1. F es localmente acotado, es decir, para cada x € U existe un entorno V de x
contenido en U tal que sup;.r || f|l,, < oc.

2. F es acotado para la topologia T5.
3. F es acotado para la topologia 7.

4. F es acotado para la topologia 7.

Entonces se cumple que (1)=(2)=(3)=(4). Ademds, si E es metrizable, los
cuatro enunciados son equivalentes.

Demostraciéon. Si F es localmente acotado, para todo x € U existe un abierto V,
tal que v € V, C U y sup;cr | flly, = Cr < oc. Para cada n € N se define

Vn:U{X/;:xEUnygn}.

La familia ¥V = (V},).~, es un recubrimiento de U abierto, numerable y creciente y
F es acotado en Ay (U, F), pues sup .z || f|l,, < n < oo para todo n € N. Como
la inclusion Ay (U, F) — (A (U, F),Ts) es continua, F también es acotado para 7.
Esto demuestra la implicacién (1)=-(2), mientras que las implicaciones (2)=(3)=-(4)
se deducen del hecho de que 79 < 7, < 7.
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Para concluir, supondremos que F es un espacio metrizable y demostraremos
(4)=-(1). Sea x € U. Si las aplicaciones de F no estuviesen uniformemente acotadas
en ningin entorno de z, existirian dos sucesiones (f,) -, C Fy (z,),—, C U tales
que x, — Ty | fn (xn)]| > n para todo n € N. Entonces la sucesién (f,,) -, no

estarfa acotada en el compacto {z,, :n e N}U{z} CU. =

Proposiciéon 1.19 Supongamos que E es un espacio localmente convexo complejo,
U es un abierto de £ y F es un espacio de Banach complejo. Para todo n € N
se cumple que 7, y 75 en H (U, F) inducen la misma topologia en el subespacio
P ("E,F) (Dineen [31, proposicién 3.22]).

Proposicion 1.20 Supongamos que E es un espacio localmente convexo complejo,
U es un abierto equilibrado en E, F un espacio de Banach complejo y f € H (U, F).
En estas condiciones, la serie de Taylor de f centrada en cero converge a f respecto
a las topologtas Ty, T, y 75 (Dineen [31, proposicién 3.36]). Como consecuencia,
P (E) es denso en H (E) respecto a 1o, T Y Ts.

Observacion 1.21 La prueba de la proposicion 1.20 depende de forma esencial de
las desigualdades de Cauchy. Por ello, la serie de Taylor de una aplicacién analitica
real generalmente no converge respecto a las topologfas 7¢, 7., y 75. Por ejemplo, la
funcién f : R — R definida por

B 1
14 a2

()

es analitica en R y su serie de Taylor en cero es > -, (—2?)". La serie > o (—x?)
no converge en el punto x = 2 y, por tanto, no converge a f en (A (R), 7).

Proposicién 1.22 Si E es un espacio localmente convezo real, entonces P (E) es
denso en (A(E),To).

Demostracién. Sea K un compacto de E. Por el teorema de Stone — Weierstrass,
el conjunto {P|x : P € P(E)} es denso en el espacio C (K') de funciones continuas
en K.Si f € A(F), entonces f|x € C(K) y para todo € > 0 existe P € P (E) tal
que ||f — P||x < €. Esto significa que P (£) es denso en (A(E), 7). m

1.2. Complejificacion de un espacio de Banach
real

Definicién 1.23 Sea F un espacio de Banach real. El sfmbolo E representard el
espacio vectorial complejo £ x E con las operaciones siguientes:

(z,y) + («",y) = (x+2"y+y),
(a+1ib) (v,y) = (ax —by,ay+ bx)

para (z,y),(z',y) € Ex Eya,beR.
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Las dos proposiciones siguientes recogen resultados bésicos sobre la complejifi-
cacién de un espacio de Banach real. Las demostraciones pueden verse, por ejemplo,
en los trabajos de Kirwan [40] y de Munoz, Sarantopoulos y Tonge [54].

Proposicién 1.24 Sea E un espacio de Banach real. Para cada (x,y) € E, sea

el =su { o 0F + 00 s € £, ol =1},

La aplicacion ||-||; es una norma en E, denominada norma de Taylor. Se cumple
que ||(x,0)|; = ||z|| para todo x € E.

Proposicién 1.25 Si E es un espacio de Banach real, todo funcional ¢ € E" admite
una unica extension ¢ € (E)', que viene dada por la férmula

o (r,y) =p(x)+ip(y).
Ademds, ||o|| = [|¢]l.

A continuacién se comprueba que toda funcién analitica real se puede extender
a una funcién holomorfa en un abierto del complejificado.

Proposiciéon 1.26 Sea U un abierto de un espacio de Banach real E y sea f : U —
R una funcion. Los enunciados siguientes son equivalentes:

1. f es analitica en U.

2. Euxiste un abierto U C E tal que U x {0} C U y existe una funcion holomorfa
f:U — C tal que f(x,0) = f(x) para todo x € U.

Demostracién. (1)=(2) Véase Bochnak y Siciak [22, teorema 7.1].

(2)=(1) Sea xo € U. Por hipétesis, existe una sucesién de polinomios Q,, : E —
C, cada @, es homogéneo de grado n y la serie

[e.9]

> Qu((w,y) = (w0,0))

converge a f (z,y) uniformemente en una bola Bz ((%0,0),7) C U.
Para cada n € N, la funcién
P,:x€ E— P,(x) =Re[Q, (z,0)]
pertenece a P ("E). Si « € Bg (9, r), entonces (z,0) € Bz ((20,0),7), por lo que

f('T?O) = ZQn ((IE,O) - (iL‘O,O))

= Y Re[Qu(x—2,0)]+i Y Im[Q, (z — 0,0)].
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Dado que f(L 0) = f(x) € R, se cumple que

f (@)= f(2,0)=" Re[Qu(x—0,0)] =D P, (x—m)

y esta serie converge uniformemente en Bg (xo,7). ®

Proposicion 1.27 Sea E un espacio de Banach real o complejo. Supongamos que
(Vp)pep €5 una sucesion en E' con la propiedad de que limy_. ¢, () = 0 para todo
x € E. Sea J un subconjunto de N U {0}. Para cada j € J, sea a;j € NU{0} y sea
c > 0. En estas condiciones, la funcion

F=SY (e n)

jeJ k=j+1

es analitica en E. Como consecuencia, si J = {0}, ag =0 y c =1, se obtiene que

> ere AE).

()
k=1

Demostracién. Supondremos que E es un espacio real; en caso de que sea comple-
jo, simplemente no es necesario considerar la extensién compleja de los funcionales.
Para cada k € NU {0}, llamamos ¢, a la extensién compleja de ¢, al espacio E:

Pr (7, y) = ¢ (7) + i (y) -

Estos funcionales también cumplen que limy .., @, (z,y) = 0 para todo (z,y) €
E. Para cada j € J y cada k > j + 1, la funcién (c . @?] @k)k es un polinomio
homogéneo de grado (a; + 1) k, luego

(- - 5n)" € H(E).

Por tanto, para demostrar que la funcién

f—Zi (37"

jeJ k=j+1

es holomorfa en E es suficiente comprobar que la serie doble que la define converge
uniformemente en los compactos de £.

Sea K un subconjunto compacto de E. Como limy_,. ¢ (z,y) = 0 para todo
(z,y) € E, el teorema de Banach — Steinhaus implica que SUPgen || @kl < 00y, por
tanto, ($;, ), converge a cero uniformemente en K (Limaye [44, corolario 9.2]). Por
ello, existen kg, k1 € N tales que

~ 1
Bl <min{ o1} paratodo k> ko
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y
~ts 1 ‘
(o e wl) Bdes)  skzh

Entonces

2 Z [N

jeJ k=j+1

k1—1
< 3 e Al X Z—+Z Z _<oo
Zia T J€J k=ki j=ko k= ]+1
j<ko—1 2l

Esto implica que la serie

= ~a; ~ \k
> 2 (73
jed k=j+1
converge absoluta y uniformemente en los compactos de E y, por la proposicién 1.10,

define una funcién holomorfa f € ’H(E) La proposicién 1.26 implica entonces que
f es analitica en F. m

1.3. Sistemas biortogonales en espacios de Banach

En el estudio que pretendemos llevar a cabo sobre aplicaciones analiticas no
acotadas en conjuntos acotados, utilizaremos numerosas veces funciones de la forma

F=Y i (coor)"

jeJ k=j+1

como la introducida en la proposicién 1.27. Para que la funcién f sea analitica y,

z 7 3 . *z o0
ademds, no esté acotada en ciertos conjuntos acotados, la sucesion (p,),_, debe
cumplir las propiedades del teorema de Josefson — Nissenzweig:

Teorema 1.28 (Josefson [39], Nissenzweig [59]) Si E es un espacio de Banach
de dimension infinita, entonces existe una sucesion (), en E' tal que [j¢.] =1
para todo k € N y limyg_,o. ¢, () = 0 para todo = € E.

Ademds, para facilitar el cdlculo del supremo de |f| en un subconjunto de E,
resultard de gran utilidad que exista una sucesién de vectores (zy);., en E tal
que ¢ (rx) = 1 para todo k € Ny ¢, (x,) = 0si n # k. Se dice entonces que
las sucesiones {xy, ¢}, constituyen un sistema biortogonal en E. La necesidad
de estas propiedades nos ha llevado a utilizar un resultado de Dilworth, Girardi y
Johnson que afirma que para todo espacio de Banach F de dimensién infinita y todo
e > 0, existe un sistema biortogonal {zy, ¢, },., en E tal que

sup ([lzx]| - loell) <2+ ¢
keN
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kh’m o () =0
para todo x € E (véase [28, pdg. 250]). En la demostracién de este resultado se
puede observar ademds que cada funcional ¢, tiene norma 1. Por tanto, el teorema
de Dilworth, Girardi y Johnson se puede expresar de la forma siguiente:

Teorema 1.29 (Dilworth, Girardi y Johnson, [28]) Si E es un espacio de Ba-
nach de dimension infinita, entonces existe un sistema biortogonal {Ty, @)}, €n
E tal que limy_,o ), (£) = 0 para todo x € E, ||p,|| = 1 para todo k € N y
sup ||z || < oo.
keN

La demostracién del teorema 1.29 consiste en un proceso inductivo. Comienza
con la eleccién de dos elementos arbitrarios ;7 € E'y ¢, € E’ tales que ||¢,|| =
1y ¢ (1) = 1. Una vez supuesto que ya han sido determinados los conjuntos
{z;:1<j<n}y {goj :1 < j <n}, los autores definen

Xo={z€E ¢ (x)=0sij<n}

Zn={p€eFE :p(x;)=0sij<n}.

A continuacién, demuestran que existen x,, € X,, y ¢, € Z, tales que ||¢,|| =1y
¢, (z,) = 1 de forma que las sucesiones (xy),, v (¢5)r, asi construidas cumplan
que supyey ||| < 00y im0 ), () = 0 para todo = € E.

Dado que se trata de una demostracién por recurrencia, siempre se pueden elegir
el primer vector y el primer funcional. En los capitulos 4 y 6 se utilizara este hecho,
pues seran necesarios sistemas biortogonales en los cuales el primer vector y el primer
funcional lineal de las sucesiones estén prefijados. Se aplicard entonces la siguiente
variacion del teorema 1.29:

Teorema 1.30 Sea E un espacio de Banach de dimension infinita y supongamos
que Tg € E y ¢, € E'. Entonces existen dos sucesiones (xx)peqy C E y (p1)neq C E
con las propiedades siquientes:

1. limy o ), () = 0 para todo x € E.
2. |lexll = 1 para todo k > 1.

3. sup ||zk|| < oc.
keN

4. ¢ () =1 para todo k > 1.

5. Sik,j e NU{0} yj# K, entonces o (2;) =0 y @, (1) = 0.
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Ejemplo 1.31 Supongamos que F es un espacio de Banach con una base de Schau-
der normalizada (e;),,. Sea (€}),-, la coleccién de funcionales asociados a la base.
En este caso, las sucesiones

*

€k

el

v =lexlles Yy @

constituyen un sistema biortogonal con las propiedades enunciadas en el teorema
1.29.



Capitulo 2

Metrizabilidad de los espacios de
aplicaciones analiticas

Sim € N, U es un abierto de K™ y F' es un espacio de Banach, la topologia ¢
en el espacio A (U, F') puede definirse por medio de una métrica. Para cada n € N,
se llama K, al siguiente subconjunto de U:

1
Kn:{xEU:dist(m,@U)z—}ﬂ{er: |lz|| < n}.
n

Entonces (K,) -, constituye una sucesién creciente de compactos que recubren U
y, por ello, la expresion

& Wl
09 = 20 T gl >

define una métrica en A (U, F') invariante por traslaciones que induce la topologia
compacto — abierta.

Sin embargo, esta construccién de la distancia d no se puede realizar cuando
U es un abierto de un espacio de Banach de dimensién infinita dado que, por el
teorema de Baire, U no puede ser recubierto por una sucesiéon de compactos. De
hecho, Alexander demostré en 1968 que, en general, si dim (F) = oo, las topologias
habituales en H (U) no son metrizables:

Teorema 2.1 (Alexander [1], pag. 13) Sea U un abierto de un espacio de Ba-
nach complejo, de dimension infinita y con base de Schauder. St T es una topologia
en H (U) mds fina que la de la convergencia en todo punto, entonces (H (U),T) no
es metrizable.

Msés adelante, Chae comprobé en [24, teorema 16.10] que gracias al teorema de
Josefson — Nissenzweig, el resultado de Alexander es valido igualmente en cualquier
espacio de Banach de dimensién infinita, aunque no tenga base de Schauder.

En 2007, Ansemil y Ponte probaron una generalizacién del teorema 2.1 en el

caso de que E sea un espacio localmente convexo metrizable y 7 sea la topologia de
Nachbin 7.

23
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Teorema 2.2 (Ansemil y Ponte [4]) Supongamos que E es un espacio localmente
convezo metrizable complejo y que U un abierto de E. Si (H (U),7,,) es metrizable,
entonces E es un espacio normado de dimension finita.

En este capitulo vamos a demostrar un resultado semejante para la topologia
75 en A (U) cuando U es un abierto de un espacio localmente convexo metrizable,
real o complejo. En la primera seccién del capitulo se presentan las definiciones
y las propiedades bésicas de los conjuntos acotantes y limitados en espacios de
Banach, que seran utilizados en la demostracién del teorema principal del capitulo
(teorema 2.12). A continuacién veremos c6mo si E es un espacio localmente convexo
metrizable y U es un abierto de F, las topologias que estamos considerando en A (U)
son metrizables si y sélo si F tiene dimensién finita. La dltima seccién mostrard que
en el teorema 2.12 no se puede eliminar la hipétesis de que E sea metrizable.

2.1. Conjuntos acotantes y limitados

Definicién 2.3 Sea E un espacio de Banach. Un conjunto B C E es acotante si
toda funcién analitica en E estd acotada en B.

Ejemplo 2.4 Sea E un espacio de Banach.

1. Todo subconjunto de E que sea relativamente compacto es también acotante.

2. Si B es acotante, entonces todo funcional ¢ € E’ estd acotado en B y, por
tanto, B es un subconjunto acotado de F.

3. Si F es un espacio complejo separable o reflexivo, todo subconjunto acotante
en E es relativamente compacto (Dineen [30]).

4. Sea l, el espacio de sucesiones acotadas de nidmeros complejos. Si e, =
0,...,0,1,0,0,...) € ls para cada n € N, el conjunto B = {e, : n € N}

es acotante (Dineen [29)]).

Definicién 2.5 Sea E un espacio de Banach. Un conjunto A C F es limitado si
toda sucesion (p),., C E’ tal que limy_,o ¢, (z) = 0 para todo x € E cumple
también que limy o |||l 4 = 0.

La siguiente proposicién es conocida en el caso de espacios de funciones holo-
morfas. Hemos incluido la prueba porque no ha sido posible encontrar referencias
de una demostracién detallada en el caso de espacios reales.

Proposiciéon 2.6 Sea E un espacio de Banach. Entonces:

1. Todo conjunto acotante es también es limitado.
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2. Si A es un conjunto limitado, su envoltura equilibrada, convexra y cerrada,
coe (A), también es limitada.

3. Si E tiene dimension infinita, todo conjunto limitado en E tiene interior vacio.

Demostracién. 1. Seguiremos la demostracién que se hace en [32, proposicién 2.2]
cuando E es un espacio complejo. Supongamos que B C E no es limitado. Entonces
existe una sucesion (), , C E' que converge a cero en cada punto de E y existe
d > 0 con la propiedad de que ||¢;|| 5 > d para todo k € N. Para cada k € N existe
be € B tal que |, (by)| > 0. Si se define ¢, = 2¢,, para todo k, entonces la sucesién
(Y1) e, converge a cero en todo punto y ¢, (b)| > 2 para todo k € N.

Sean k; = 1y my = 1. Como limy_.o, ¥, (bg,) = 0, existe ko € N, ko > ky, tal que
[y, (bry)| < 3 si k> ky. Ademds, como sz (bkz)} > 2, existe mg € N, my > my, tal
que

[, Br)|™ > ko + 14 [y, (0r,)] ™

Puesto que limy_.o. ¥y, (br,) = 0, existe k3 € N, k3 > ko, tal que | (b,)| <
k > ks. Ademés, como |¢k3 (ka)‘ > 2, existe mg € N, mz > msy, tal que

1 -
B S1

mj

2
[ ()™ > ks + 1+ D [o, ()
j=1

De esta forma se obtienen dos sucesiones estrictamente crecientes de nimeros natu-
o0 (oo} . . .
rales (k,),_, y (my),_, con las dos propiedades siguientes:

1 :
[Yr )l <5 stk =Ko (2.2)

n—1 )
" k1Y ‘wkj )|

Jj=1

Y (v,)"
j=1

es analitica en E' porque lim; o ¢y, (x) = 0 para todo = € E (véase la proposicién
1.27). Para todo n € N,

|, (br,,)

(2.3)

La funcién

™ i ‘wkj (be.) m;

j=n+1

|f (b)) > |, (br,)

n—1
"= L, ()
j=1

Por la desigualdad (2.3),

Bl = k1= > | ()|

j=n+1
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Sij > n+1, entonces k; > k,.1 y por la desigualdad (2.2) se cumple que

%) 1 m;
Fol k1= Y (5) 2k o
j=n+1

Estas desigualdades implican que f no estd acotada en B y, por tanto, B no es un
conjunto acotante.

2. Se deduce del hecho de que si ¢ € E', entonces ||¢|| oy = [l@l] 4-

3. Por el teorema de Josefson — Nissenzweig (teorema 1.28), existe una sucesién
(Vp)rey C E' tal que ||¢,ll = 1 para todo k € N y limy_. ¢, (z) = 0 para todo
x € E. Supongamos que existe un conjunto limitado A C E con interior no vacio.
En ese caso existird una bola Bg (a,r) C A. Entonces

1 —1 1
BE(O,l)C—(A—CL):T(I—i‘;A.

<

Como A es limitado y limg_, ¢}, (@) = 0, deducimos que

{ L 1,
(ol g0, < - M fgy (a)] + - dim o]l = 0.

Sin embargo, |94l ,0.1) = Ikl =1 para todo k, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, A debe tener interior vacio. m

Observacién 2.7 Schlumprecht demostré en [63] la existencia de un espacio de
Banach que contiene un subconjunto limitado no acotante .

2.2. Metrizabilidad de A (U, F)) cuando el espacio
E es metrizable

En su trabajo acerca de la metrizabilidad de la topologia 7., Ansemil y Ponte
utilizaron la siguiente proposicion:

Proposicién 2.8 (Ansemil y Ponte [4]) Sea U un abierto de un espacio E lo-
calmente convexo metrizable complejo. Si E' es metrizable con la topologia inducida
por (H (U),T,), entonces E es un espacio normado.

En el teorema 2.12 serd necesario aplicar un resultado similar sobre la topologia
Ts, es decir, utilizaremos que E es normado si (E’, 75|g/) es metrizable. Cuando E
es un espacio complejo se puede demostrar, utilizando las desigualdades de Cauchy,
que (E',15|g) = (E',7,|E), con lo cual el teorema de Ansemil y Ponte proporciona
directamente el resultado requerido. Sin embargo, cuando E es un espacio real, no se
puede garantizar que 7, y 75 en A (U) induzcan la misma topologia en el subespacio
E’. Por ello, hemos preferido presentar la prueba completa del resultado de Ansemil
y Ponte adaptada a la topologfa 74, tanto en el caso real como el complejo. Primero
es preciso recordar varias propiedades sobre espacios localmente convexos generales.
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Proposicién 2.9 (teorema de los bipolares) Sea V' un subconjunto de un es-
pacio localmente convexo E y llamemos V° y V°° a los conjuntos polar y bipolar,
respectivamente:

Ve={p € E':|p(z)| <1 para todo z € V'}

Ve ={zx e FE:|p(x)| <1 para todo p € V°}.

— 0 (E,E .
Entonces se cumple que V°° = coe (V)U( ), la envoltura equilibrada, convera y

cerrada de V' para la topologia o (E, E") (Horvdth [37, pag. 192]).

Proposicién 2.10 (condicién de numerabilidad de Mackey) Si E es un es-
pacio localmente convexo metrizable y (By,),—, es una sucesion de subconjuntos
acotados de E, entonces existen otro acotado B C E y una Sucesion de nimeros
positivos (\,),—, tales que B, C X\, B para todo n € N (Horvdth [37, pag. 116]).

Proposicién 2.11 Sea U un abierto de un espacio E localmente convero metri-
zable y supongamos que 0 € U. Si E' es metrizable con la topologia inducida por
(A(U),7s), entonces E es un espacio normado.

Demostracién. Supongamos que (V;,),~ ; es una base de entornos de cero en E for-

————(E,E
mada por conjuntos equilibrados, convexos y cerrados. Entonces V,, = coe (V},) (5D
y, por el teorema de los bipolares,

———(E,E oo
V,, = coe (V)" P = yree, (2.4)

Vamos a demostrar primero que cada polar V? es acotado en (E', 75|g). Sea p
una seminorma continua en (E’, 745|z/). Entonces existe una seminorma ¢ continua

en (A(U),7s) tal que

p () <q(¢lv) para todo ¢ € E'.

Fijemos n € N y llamemos W al interior de V,,. Como W es un abierto equilibrado,
la coleccion (U N mW);>_, es un recubrimiento de U abierto, numerable y creciente,
luego existen C' > 0y mg € N tales que q (f) < C || ||y, Para toda f € A(U).
Si ¢ € E', entonces

p(©) < q(elv) < Cllelullyamew < Cmollelly, -

Por lo tanto,
sup{p(¢) : p € V.2} < Cmy < 00.

De esta forma vemos cémo cada V,? es acotado en (E', 75| ).

Si se aplica la condicién de Mackey al espacio metrizable (E’, 75| g/) y a la sucesién
de acotados (V;?)._, se deduce la existencia de un conjunto F acotado en (E', 74|pr)
y una sucesién de nimeros positivos () -, tales que

V., C A\ F  paracadan € N. (2.5)
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Al ser E un espacio metrizable, F esta acotado en un entorno de 0 € U (proposicién
1.18). Por ello, existen M > 0y j € N tales que

sup {lelly, : o € Fp < M,
lo cual implica que
sup { Il g, 9 € Fp < 1.

Como (V;,)77_, es una base de entornos de cero en E, existe ng € N tal que V,,, C 5 V.
Entonces
lelly,, <llelli,, <1 paratodoy € F.

Por tanto, 7 C V,; . Aplicamos (2.5):

Ve C \MF C ANV,

no?

con lo cual )
Voo (AVie) = A—nv,f;
para todo n € N. A continuacién utilizamos la igualdad (2.4):
1 1
)\—nVnO = )\—nV;OO cv,r=1, (2.6)

para todo n € N. La propiedad (2.6) implica que V,,, es acotado, pues es absorbido
por cada V,,. El espacio E es Hausdorff y tiene un entorno de cero, el V,,,, que es
acotado, luego E' es un espacio normado (Horvath [37, pag. 110]). m

Teorema 2.12 Sea U un abierto de un espacio E localmente convexo metrizable.
Si (A(U),1s5) es metrizable, entonces E es un espacio normado de dimensidn finita.

Demostraciéon. Parte de la demostracion estd basada en la del teorema 2.2 sobre
la topologia de Nachbin en espacios de funciones holomorfas.

Como los espacios (A(U),75) y (A(a+U),75) son isomorfos topolégicamente
para todo a € E, podemos suponer que 0 € U. Si (A (U), 7s) es metrizable, también
lo es su subespacio (E’, 75|g/) y, por la proposicién 2.11, E es un espacio normado.
Su complecién, representada por E , es un espacio de Banach.

Se ha supuesto que (A (U),7s) es metrizable, por lo que existird una base nu-
merable (F,,)’”, de entornos de cero en (A (U),7s). Para cada n € N se define el
siguiente subconjunto de U:

A, ={z €U :|[f(x)] <1 para toda f € F.}.

Sea f € A(E) La restriccién f|y es analitica en U y como F,, es un entorno de cero
en (A(U),7s), existe a« > 0 tal que af|y € F,. Por tanto, |af ()| < 1 para todo
x € A, y, asi,
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Esto demuestra que cada A, es un conjunto acotante en E. Segiin se ha visto en la

proposicién 2.6, A,, y coe (An)E (su envoltura equilibrada, convexa y cerrada en E)
son limitados en E para todo n € N.

Tomemos r > 0 suficientemente pequenio para que Bg (0,2r) C U. Vamos a
demostrar que la bola Bz (0,7) en E estd contenida en la unién

D coe (An)E
n=1

Sea Z € B3 (0,7). Como E es denso en E, existe z; € Bg (0,7) tal que ||z — 21 || < %,
es decir,

/Z\—Zl EBE (0,2) .

7") con la propiedad de que [|Z — 21 — 22| < gz, es decir,

De nuevo, existe zy € Bg (0, 1

N r

Z—22— 2 € Bg <0,4—2>.
Si se repite este razonamiento sucesivas veces, para cada n € N encontramos un
punto z, € Bg (0, M%l) tal que

r
<4—n.

n
/Z\— E Zk
k=1

Por tanto, Z = oo | 2.
Ahora se define w,, = 2"z, € E para cada n € N. La sucesién (wn)ff:1 converge

a Cero. 9
T T
lonll =2 llzall < 2" T = 5o 22, O

Ademas,

w, = 2"z, € 2"Bg (O, %) C Bg(0,2r) C U.

Por ello, el conjunto
K ={w, :n € N} U{0}

es un compacto contenido en U. En consecuencia,

{fe AWU) :Ifllx <13

es un entorno de cero en A (U) para la topologia 7¢ y, por tanto, para 75. Por ello,
debe existir ny € N tal que

Fu C{f € AU) || fllx <1}
Six € K, para toda funcién f € F,, se cumple que

If @ <l <1,
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luego x € A,,. Por tanto, K estd contenido en A,,. Para todo n € N, tenemos que

1 E
Z i Wk € coe (K) C coe(Ay,)
k=1
luego
R n ) n 1 ~
Z= nh_)I&ZZk = 7111_%102 5 Wk € coe (Am)E.
k=1 k=1

De esta forma llegamos a que

Bz (0,r) C U coe (An)E

~ —F
Al ser E un espacio de Banach, existe ny € N tal que coe (A,,) tiene interior no

~ [ — ~
vacio en E. Como coe (A,,) es limitado, por la proposicién 2.6 deducimos que F
y, por tanto, E tienen dimensién finita. m

A continuacion se generaliza el teorema 2.12 al caso de espacios de aplicaciones
analiticas con valores en un espacio de Banach.

Teorema 2.13 Sea U un abierto de un espacio E localmente convexo metrizable
y sea F' un espacio de Banach. Si (A(U,F),7s) es metrizable, entonces E es un
espacio normado de dimension finita.

Demostracién. Vamos a demostrar que si (A (U, F'),7s) es metrizable, entonces
(A(U),7s) también es metrizable. Tomamos una sucesién creciente de seminormas
(pn)oey en A (U, F) que determinen la topologia 75. Sea y € F tal que ||y|| = 1. Por
el teorema de Hahn — Banach existe ¢ € F” tal que ||¢|| =1y ¢ (y) = |ly|]| = 1.

Sean € N.Si f € A(U), entonces f -y € A(U, F) y, por tanto, se puede definir
la siguiente seminorma en A (U):

@ AU) — [0,00)
/ = qn(f):pn<f'y)'

Supongamos que (V])j‘;l es un recubrimiento de U formado por una sucesién cre-
ciente de conjuntos abiertos. Entonces existen C' > 0 y j; € N tales que

pn(g) < Csup [lg(z)|  paratodage A(U,F).

z€Vj,
Si f € A(U), entonces

4 (f) =pn (f-y) < C sup |[f (x)y| = C sup |f ()]

zeVj reVy,

Por tanto, ¢, es continua en (A (U),7s).
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Vamos a demostrar que la topologia 75 en A (U) queda determinada por la
sucesion (g,),,. Sea ¢ otra seminorma continua en (A (U),7s). Entonces

p: AUF) — |0,
g — p(g)=q(poyg)

es una seminorma en A (U, F'). Si (Wj);il es un recubrimiento de U formado por

una sucesion creciente de conjuntos abiertos, existen C’ > 0y j € N tales que

q(f)<C" sup |f(x)]  paratoda f € A(U).

CIZEWJ'Q
Si g € A(U, F), entonces

p(g) = q(pog) <C" sup |pog(x)
$€Wj2

< " sup ol flg (@) = C" sup [lg ()]

zeWj, zeWj,

Esto demuestra que p es continua en (A (U, F'),7s). Por tanto, existen M > 0y
m € N tales que p < Mp,,.
Sea fe AU). Six e U,

(eo(f-y)@)=e(f@)y) =f@)ely)=[()
porque ¢ (y) = 1. Por tanto, f = o (f -y), luego
q(f)=aleo(f-y)=p(f y) < Mpu(f y)=Mqg(f).

Vemos asi que para toda seminorma ¢ continua en (A (U),7s) existen M > 0y
m € N tales que ¢ < Mg,,. Por lo tanto, la sucesién (g,). ., determina la topologia
75 en A(U), con lo cual (A (U),7s) es un espacio metrizable. Por el teorema 2.12,
E es un espacio normado de dimension finita. m

Para extender el teorema 2.13 a toda topologfa localmente convexa entre 7 y 75
serd preciso utilizar el concepto de espacio bornolégico.

Definicién 2.14 Un espacio localmente convexo X es bornolégico si cumple la
siguiente propiedad: si V' C X es equilibrado, convexo y para todo acotado B C X
existe t > 0 tal que B C tV, entonces V' es un entorno de cero en X.

Proposicién 2.15

1. Todo espacio localmente convexo metrizable es bornoldgico (Horvdth [37, pag.
222]).

2. El limite inductivo de una coleccion espacios bornoldgicos es también bornoldgi-
co (Horvath [37, pag. 222]).
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3. Supongamos que X eY son espacios localmente convexos y que X es bornoldgi-
co. SiT: X — Y es una aplicacion lineal que transforma sucesiones conver-
gentes a cero en X en sucesiones acotadas en Y, entonces T es continua
(Horvdth [37, pag. 225]).

Observacién 2.16 Las propiedades (1) y (2) de la proposicién 2.15 implican que
(AU, F),7;5) = limAy (U, F') siempre es un espacio bornoldgico, dado que cada
Ay (U, F') es metrizable.

Teorema 2.17 Sea U un abierto de un espacio E localmente convero metrizable y
sea F' un espacio de Banach. Si T es una topologia localmente convera en A (U, F)
tal que 7o < 7 < 75, entonces (A (U, F') ,T) es metrizable si y solo si E es un espacio
normado de dimension finita.

Demostracién. Como E es un espacio metrizable, 75 define los mismos acotados
que 7o y T (proposicién 1.18). Entonces la identidad

[:(A(UF),7)— (AU,F),75)

lleva acotados para 7 en acotados para 75. Si (A (U, F'),T) es metrizable, entonces
(A(U, F),7) es un espacio bornolégico y por la proposicién 2.15 se obtiene que
la aplicacién I es continua. Por tanto, 7 = 74, luego (A (U, F),7s) también es
metrizable y, por el teorema 2.13, E/ es normado de dimensién finita.

Reciprocamente, si E es normado de dimensién finita, entonces (A (U, F'), 7o) es
metrizable con la distancia definida en (2.1). Entonces (A (U, F') , 7o) es bornolégico
y, por tanto, la aplicacién identidad

I:(AWUF),19) = (AU, F),75)

es continua. Esto implica que 7¢ = 74, luego también 7o = 7. =

2.3. Metrizabilidad de A (U, F) cuando el espacio
E no es metrizable

Terminaremos el capitulo mostrando con un ejemplo que la tnica hipétesis de
los teoremas de la seccién anterior (que E sea metrizable) no puede eliminarse. Para
ello serd preciso enunciar varias proposiciones auxiliares. En primer lugar recordamos
que un espacio topoldgico X es un k—espacio si se cumple la siguiente propiedad:
un subconjunto A es abierto en X si y sélo si AN K es abierto en K para todo
compacto K C X.

La proposicién siguiente generaliza un resultado obtenido por Ansemil y Ponte
[3] cuando E es un espacio complejo y F' = C.
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Proposicién 2.18 (Ansemil y Ponte [3]) Sea U un abierto de un espacio local-
mente convexo E y sea F' un espacio de Banach. Si U es un k—espacio, toda sucesion
en A(U, F) que converja a cero para To es acotada para Ts.

Demostracién. Sea (f,,),., una sucesién en A (U, F) que converja a cero para
la topologia compacto — abierta. Se va a demostrar que (f,) -, es una sucesién
localmente acotada. Sea ¢ un punto de U. Dado que lim,, ., f,, (zo9) = 0, existe una
constante C' > 0 tal que || f,, (zo)|| < C para todo n € N. Entonces x, pertenece al
conjunto

A={zeU:|f.(z)]| <C+1 paratodon e N}.

Hay que comprobar que A es abierto en U y que sup,,cy || fall 4 < 0.

Como U es un k—espacio, A serd abierto si para cada compacto K C U se
cumple que K N A es abierto en K. Tomamos un compacto K contenido en U y un
punto x € K N A. Por hipétesis, lim,,_.« || fu|| x = 0, luego existe ny € N para el cual
| fullx < C +1sin > ng. El punto  pertenece a A, luego

1A @I <CH+1. [ fap (@) <C+ 1.

Como las funciones fi, ..., f,, son continuas, existe un entorno V' de x contenido en
U tal que
||f1||v <C+1,..., Hf”O“V <C+1.

Deducimos entonces que || f,|| x~, < C + 1 para todo n € N y, por tanto,
re KNV CKNA.

Esto implica que K N A es abierto en K. Entonces A es abierto en U y, por tanto,
A es un entorno de zg.
Por la definicién de A tenemos que

sup |[full4 < C+1 < 0.
neN

Esto demuestra que la sucesién (f,),~, es localmente acotada. Por la proposicién
1.18, (fn),—, es acotada para la topologia 75. m

Proposicién 2.19 (Mujica [51]) Sea X un espacio de Fréchet y sea E = (X', 7o)
(los espacios E definidos de esta forma se denominan DFC'). Entonces:

1. Todo abierto de E es un k—espacio.

2. Si X es un espacio separable y U es un abierto de E, entonces existe una
sucesion fundamental de compactos de U, es decir, cualquier otro compacto de
U estd contenido en un elemento de la sucesion.

Proposiciéon 2.20 Sea X un espacio de Fréchet separable. Si U es un abierto
de E = (X',79) y F es un espacio de Banach, entonces To = 75 en A(U,F) y
(A(U,F),7s) es metrizable.
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Demostraciéon. Segin la proposicién 2.19, U un k—espacio y existe una sucesion
fundamental de subconjuntos compactos de U. Esto tltimo implica que (A (U, F') , 7o)
es un espacio metrizable, luego también es bornolégico.

Por la proposicién 2.18, la identidad

I:(A(U,F),10) = (AU, F),7s)

transforma sucesiones convergentes a cero en sucesiones acotadas. Como (A (U, F') , 7¢)
es bornoldgico, la proposicion 2.15 implica que I es continua. Deducimos asi que
7o = 75. Como consecuencia, (A (U, F'),75) también es un espacio metrizable. m



Capitulo 3

Espacios de funciones analiticas no
acotadas

3.1. Funciones holomorfas de tipo no acotado

El concepto de subconjunto acotante de un espacio de Banach (definicién 2.3)
fue introducido por Alexander [1] en su intento de hallar una topologia en el espa-
cio de funciones holomorfas en dimensién infinita que mantuviese las propiedades
principales de 79 en H (C). Entre otras propiedades, demostré que todo acotante
en /5 es relativamente compacto. Los resultados de Alexander dieron origen a una
nueva linea de investigacién dentro la holomorfia en dimensién infinita. Se trata-
ba de caracterizar los subconjuntos acotantes de un espacio de Banach. Con este
proposito, Dineen publicé en 1972 su articulo “Unbounded holomorphic functions
on a Banach space”, en el que demostraba el siguiente teorema:

Teorema 3.1 (Dineen [30]) Si E es un espacio de Banach complejo y (¢),)re, €S
una sucesion en E' tal que ||p,|| = 1 para todo k y limy_. ), () = 0 para todo

x € E, entonces Y 1o, @F es una funcion holomorfa en E que no estd acotada en
Bg(0,R) si R > 1.

Posteriormente, en 1975, Josefson y Nissenzweig demostraron que en el dual de
todo espacio de Banach de dimensién infinita siempre existe una sucesion (@),
con las propiedades requeridas en el teorema 3.1. Por tanto, el teorema de Dineen es
véalido en todo espacio de Banach complejo de dimensién infinita. Este hecho lleva
a introducir la siguiente definicién.

Definicién 3.2 Si E es un espacio de Banach, real o complejo, de dimensién infinita,
se define

Ay (E)={f € A(E) : f estd acotada en cada acotado de E} .

Los elementos de A, (E) se denominan funciones analiticas de tipo acotado. De forma
andloga escribiremos Hy, (E) cuando queramos referirnos exclusivamente a funciones
holomorfas de tipo acotado.

35
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Numerosos resultados sobre funciones holomorfas en espacios de Banach sélo son
validos para aquellas funciones que estdn acotadas en los subconjuntos acotados.
Veamos dos ejemplos.

Teorema 3.3 (Aron y Berner [12]) Si E es un espacio de Banach complejo, to-
da funcion f € Hy (E) admite una extension f € Hy (E"). Si E = co, una funcion
f holomorfa en cq se puede extender a una funcion holomorfa en o, si y sélo si f
es tipo acotado.

Teorema 3.4 (Carando, Lassalle y Zalduendo [23]) Sea K un espacio topold-
gico compacto. Sea f € Hy, (C (K)). Los dos enunciados siguientes son equivalentes:

1. f es ortogonalmente aditiva, es decir, si x e y son funciones de C (K) tales
que x (t) -y (t) = 0 para todo t € K, entonces f (x +y) = f(z) + f ().

2. Existe una medida de Borel u en K vy existe h € Hy (C(K), L' (1)) tal que

f (2) = /K B () (t) dp (1)

para todo elemento x € C (K).

En cuanto a la estructura topoldgica del conjunto de funciones de tipo acotado,
en el espacio H,, (E) se considera habitualmente la topologia generada por la sucesién
de seminormas

f €M (E) = (|l zh0m (n €N).

Con ella, Hy, (E) es un élgebra de Fréchet que ha sido ampliamente estudiada. El
dual de H, (F) fue determinado por Isidro [38], mientras que el espectro de H, (E),
es decir, el conjunto de funcionales multiplicativos continuos no nulos en H,, (E), ha
sido objeto de estudio de numerosos autores (véanse, por ejemplo, [13], [14] o [65]).

3.2. Lineabilidad de A (F)\ A, (E)

En esta seccién nos plantearnos el estudio del conjunto A (E) \ A, (E), tanto en el
caso real como en el caso complejo. Sabemos que este conjunto es distinto del vacio,
pero podemos preguntarnos si estd formado sélo de unas cuantas funciones especiales
0, por el contrario, es, en cierto sentido, un conjunto “grande”. Esta cuestiéon nos
conduce a considerar el concepto de lineabilidad de un conjunto de funciones.

Definicién 3.5 Supongamos que F es un subconjunto de un espacio vectorial
topolégico Y.

1. F es lineable si existe un subespacio vectorial de dimensién infinita X C Y tal
que X\ {0} C F.
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2. F es espaciable si existe un subespacio X cerrado en Y tal que X\ {0} C F.

3. F es densamente lineable si existe un subespacio X denso en Y tal que
X\ {0} Cc F.

El primer resultado sobre lineabilidad de conjuntos de funciones fue obtenido en
1966 por Gurariy [35], al demostrar que existe un espacio de dimensién infinita X C
C ([0,1]) con la propiedad de que cada f € X\ {0} es una funcién no derivable en
ningun punto de [0, 1]. De hecho, fue el mismo Gurariy quien introdujo los términos
de lineable o espaciable. A continuacién recogemos algunos ejemplos de conjuntos
de funciones lineables.

Ejemplo 3.6
1. El conjunto
F ={f:R —= R | f es derivable pero no es monétona en ningin intervalo}
es lineable (Aron, Gurariy y Seoane Sepilveda [15]).
2. El conjunto
F ={f:R —R| f es continua pero no es derivable en ningiin punto}

es densamente lineable (Aron, Garcia Pacheco, Pérez Garcia y Seoane Sepulve-
da [18]).

3. Llamamos C (T) al conjunto de funciones continuas en R que tienen periodo
27. Si S es un subconjunto de [—7, 7] de medida cero, se define

F ={f € C(T) | La serie de Fourier de f diverge en cada punto de S} .

Entonces existe un algebra infinitamente generada A de funciones de C (T) tal
que A\ {0} C F (Aron, Pérez Garcia y Seoane Sepulveda [16]).

4. Sea
F={f:C—C| f(U)=C para todo abierto no vacio U C C}.

Entonces existe un dlgebra infinitamente generada A de funciones en C tal que
A\ {0} C F (Aron y Seoane Sepilveda [17]).

5. Si1 < p < q, entonces LP[0,1]\L?]0,1] es lineable. Si p > ¢ > 1, entonces
LP (R)\L?(R) y ¢,\¢, son conjuntos lineables (Muiioz Ferndndez, Palmberg,
Puglisi y Seoane Sepiilveda [55]).

En este capitulo vamos a demostrar que si £ es un espacio de Banach de dimen-
sién infinita (real o complejo), el conjunto A (E) \ Ay (E) de funciones analiticas que
no son de tipo acotado es lineable, espaciable y densamente lineable.
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Teorema 3.7 Si E es un espacio de Banach de dimension infinita, entonces existe
un dlgebra infinitamente generada A C A(FE) tal que

A\N{0} C A(E)\ A, (E).
Como consecuencia, A(E)\A, (E) es un conjunto lineable.

Demostracién. Por el teorema 1.29 existe un sistema biortogonal {z, ¢}y en E
tal que ||| = 1 para todo k, limy_.o ¢, (z) = 0 para todo © € E' y sup,qy ||| <
00. Sea (aj);il una sucesién estrictamente creciente de nimeros primos. Para cada

j € N, la funcién
fi =Y (a;- @)
k=1
es analitica en E por la proposicién 1.27. Llamamos A al dlgebra generada por la
sucesion (f;)72,
Veamos cémo toda funciéon de A distinta de cero es de tipo no acotado. Todo
elemento no nulo de A puede escribirse como

h = Z)\ Hf”’”

JE€JIn

donde N € N, A, € K\ {0}, J,, es un subconjunto finito de N y p, ; € N para cada
n y cada j. Podemos suponer que si n,m € {1,..., N} y n # m, entonces o bien
Jn # Jpm o bien J, = J,, y existe j € J, = J,, tal que p,; # pm,;. Es decir, si
A1 Ljes, ffJ "y A e, fjp ™7 son dos sumandos distintos de h, entonces o bien no
estdn formados por el producto de las mismas funciones, o bien sf estdn formados
por el producto de las mismas funciones pero con exponentes diferentes.

A continuacién evaluamos las funciones f; y h en xy:

fj (x1) = (a;)"

Yy
N N N k
=2 A LGy =5 o T @)™ =2 W 1T e |-
jE€Jn JjEIn JjE€JIn
Como los nimeros a; son primos, los productos [] jen @ p | ey a;)N 7 son todos

distintos, luego existe m € {1,..., N} tal que

JE€EIm j€JIn

k
h () RO
= A + Z (ng — |

Pm,j Q;
) ; JE€EIm J
(H]EJm a] > n;ém "

Entonces
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con lo cual

Jim h (1)
(Tew ™)

Ademss, cada a; es mayor que 1, por lo que

k
lim H a?™ | = o0
k—o0 J

J€JIm

L= A £0.

y, por tanto, limy_ . |h (z4)] = oo. Dado que (zx),., es una sucesién acotada, de-
ducimos que h € A(E)\ A, (E).

Para concluir la demostracién, vamos a probar que ( fj);il es un conjunto alge-
braicamente independiente. Supongamos que

N

ST o
n=1

J€Jn

donde N € N, )\, € K, cada J,, es un subconjunto finito de N y p,, ; € N para todos
los n y j. De nuevo, suponemos que si n,m € {1,..., N} y n # m, entonces o bien
Jy # Jp 0 bien J, = J, y existe j € J, = J,, tal que p, ; # D, ;. Si algin A, fuera
distinto de cero, entonces serfa posible repetir el mismo razonamiento que acabamos
de utilizar para demostrar que h € A (F)\ A, (E) y obtendriamos que

N
0=1> A T (i @)™| — oo
n=1 Jj€JIn

Esto es imposible, luego A\, = 0 para todo n. Por tanto, ( fj)Jo-il es un sistema
algebraicamente independiente de generadores de A. m

La siguiente proposicién serd utilizada para demostrar que A (F)\ A, (E) es un
conjunto espaciable y densamente lineable.

Proposicién 3.8 Sea E un espacio de Banach de dimension infinita. Sea {xy, o, } ooy

un sistema biortogonal en E tal que limy_,o ¢ () = 0 para todo v € E y R =
SUDgen ||Tk|| < 00 (véase el teorema 1.29). Si P y Q) son polinomios en E, P # 0 y

=Y ¢k,
k=1

entonces P- f +Q € A(E)\ A (E).

Demostracién. Podemos escribir el polinomio P como

P=Py,+ - +hR,
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donde cada P, pertenece a P (*E) y P, # 0. Sea w € E tal que |lw|| = 1y
P, (w) # 0. Sea L la aplicacion m—lineal simétrica continua asociada a P,,. La
funcion

RO =P ) = Y () 120 R Zupku (t 4 2R)

k=0

es un polinomio no nulo de grado m en R. Si m = 0, entonces R (t) = | P, (w)| para
todo t. Si m > 1, entonces R (t) Bt En cualquier caso, existe ¢ > 0 tal que

R (t) > | Py (w)], es decir,

Pawlen =X (1) 121 @R = Y IR (e 20 2 1P )] ()

Sea z = tw. Vamos a demostrar que | P (z)| > | Py, (w)| para todo # € Bg (z,2R).
Supongamos que x € E'y ||z — z|| < 2R. Por la proposicién 1.2 se cumple que

P, (z) +Z( ) H/,_z/,gr;—z,...,ac—z/).

TV
k términos m—k términos

Entonces

m—1

m .

Pa@l = 120 = 3 (F) 12l = 2
k=0

m—1

> (Patle =30 () Iel -t 2y

k=0

Ademds, como ||z|| < ||z]| + 2R =t + 2R, tenemos que

m—1 m—1 m—
ST @< SR - ) < Z 1P| - (¢ +2R)".

Por tanto,

P > (Pul) -3 IR ()

2 Pa e =3 () I Ry = 3 IR 420

k=0 =0

La propiedad (3.1) implica entonces que | P (x)| > |P,, (w)| paratodo x € By (z,2R).
Por la proposicién 1.27, la funcién f es analitica en E. Sea j, € N tal que
|g0j (z)| < 38l j > jo. Como {w, @)} es un sistema biortogonal,

F@r+2)=2+¢;(2)) + Y (e ()"

k=1, k#j
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Si j > jo, entonces

o0

j k
FOz+a)l 2 Pre,Gf = Y lal)
k=1, k#j
Jo—1 >

> @-le@) - Xlael - 5
> (g) S IAC L
k=1

Estas desigualdades implican que

lim |f (2z; + z)| = o0.
j—oo

Como 2z; + z € B (2,2R) para cada j, tenemos que

lim [(P- f) (225 + 2)| 2 [P (w)] - M | f (225 + 2)| = o0

joo
(recordemos que P, (w) # 0). Por tanto,

| P - f||BE(z,2R) = 0.

Finalmente, como @ es un polinomio, se cumple que ||Q| Bu(s2R) < 0O Entonces

||P ’ f + QHBE(z,QR) > ||P ’ f||BE(z,2R) - ||Q||BE(z,2R) =0
v,asl, P- f+Q € A(E)\ Ay (E). m

Teorema 3.9 Si FE es un espacio de Banach de dimension infinita, entonces existe
un subespacio de dimension infinita X C A (E) que es cerrado respecto a la topologia
To y tiene la propiedad de que

X\{0} C A(E)\Ay (E).

Demostraciéon. Sea {zy, ¢}, un sistema biortogonal con las propiedades dadas
en el teorema 1.29. Sea

or e A(E).

1

f=

k=
El conjunto

X={y-f:peck}

es un subespacio de A (FE) y, por la proposicién 3.8, tiene la propiedad de que

X\{0} C A(E)\A, (E).
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Supongamos que m € N, A\j,....\, € Ky Moy - f+--+ Apo,, - f = 0.
Evaluamos esta suma en los puntos 1, ..., Z,,:

0 = Mgy (@1) - f (1) + -+ Ao, (1) - f(21) = Aoy (1) - 01 (21) = Ay,

0 = Xy (@m) - [ (@m) + -+ A (@m) - () = A (Tm) @1 (Tm) = Ao

Por tanto, {y, - f: k € N} es un conjunto linealmente independiente y, en conse-
cuencia, X tiene dimension infinita.

Supongamos que (¢, - f), es una red en X que converge a una funcién g €
A (FE) respecto a la topologia 7. Vamos a demostrar que entonces (¢;); es una red
convergente en (£, 7g). Sea K un subconjunto compacto de E y sea £ > 0. Como
f(z1) =1, existe > 0 tal que |f (z)| > % para todo « € Bg (1, 7). También existe
s > 0 tal que sK C Bg (0,7), con lo cual

L =2+ sK C Bg(xy,7).

Dado que (¢; - f), es una red de Cauchy en (A(FE),7¢) y que {z1} y L son
conjuntos compactos, existe un indice 7 tal que si 7,5 > 79, entonces

E-S

|0 (1) — 0 (@1)] = [¢; (1) - f (1) = ¥, (1) - f (21)] < —~

i 7 =y £, <

Utilizamos que |f (z)| > % para todo z € L:

1 .
H%_%”LES“wi'f_wj'f||L<%=

es decir, .
- 8
i = 5l < ==
para todos los i, j > ig.
Seani,j > iy x € K.
1
i () = (z)] = g}% (sz) — ; (s7)]
< oG s2) = o s) | [ ) — 0 ()

1 1

< gH%_?ﬂjHL‘Fg|¢i($l)_¢j($l)|
I e-s 1 -5

< ET—FET—&‘

Por tanto, ||¢z — 1, ||K <esii,j > ip. Esto muestra que (¢;), es una red de Cauchy
en (E', 7). Como este espacio es completo, existe 1) = limy, € E’. Entonces

g=lim(v,-f)=v-feF
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y, por tanto, X es un subespacio cerrado para la topologia 7. m

En 1974, Aron demostré en [9] que si F es un espacio complejo, el conjunto
H (E)\Hy (E) es denso en (H (F), 7s5). A continuacién se demuestra que para todo
espacio de Banach F, real o complejo, A (E) \ A, (E) es incluso densamente lineable.
Para ello son necesarios varios resultados previos.

Proposicion 3.10 Si E es un espacio de Banach y B, es una base algebraica de
P ("E) para cadan € N, entonces | J,—_, By, es un conjunto linealmente independiente
de polinomios en E.

Demostracién. Supongamos que
MaPia+- -+ g Pig)+ -+ M1 Poa+ -+ Nk, Prk,,) = 0,
donde

Piy,...,P1y € By Pui, - Pok, € By
Ank; € K para todo ny todo j.

Se sabe que P (E) es suma directa de los subespacios {P ("E) : n € NU {0} } (Mujica
[53], proposicién 2.9). Por tanto,

MaPii+ o+ Py, = 0,

)\m,lpm,l + -+ )\m,kam,k:m = 0.

Como cada B,, es cada un conjunto linealmente independiente, se deduce que A, x, =
0 para todon y todo j. m

Teorema 3.11 (Aron y Schottenloher [11]) Si E es un espacio de Banach y
n < m, entonces P ("E) es un subespacio complementado de P ("E).

Teorema 3.12 (Halbeisen y Hungerbiihler [36]) Si E es un espacio de Ba-
nach de dimension infinita y B es una base algebraica de E, entonces £ y B tienen
el mismo cardinal.

Teorema 3.13 Si E es un espacio de Banach de dimension infinita, entonces existe
un subespacio denso X C (A(E), 7o) tal que

X\{0} CA(E)\A (E).

Si E es un espacio complejo, entonces X también es denso en (H (E),Ts).

Demostracién. Si S es un conjunto, el simbolo |S| representard el cardinal de S.
Para cada m € N, sea
Bm:{Pm7iZi€]m}
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una base algebraica de P (™FE) tal que ||, ;|| = 1 para todo i; I,, representa un
conjunto de indices.
El espacio

m o P("E) = {ijpnzpo eP(°E),.... Py EP(mE)}

n=0
tiene el mismo cardinal que B,,. En efecto, si n < m, el teorema de Aron y Schotten-

loher garantiza que P ("E) es un subespacio de P ("E), luego |P ("E)| < |P (™E)].
Por tanto,

BisP B)| = [P CE)| X x [P ("E)| < [P("E)".

m+1

Se cumple también que |P ("E)| = |P(™E)| porque P (™E) es un conjunto

infinito, luego
P("E)| < |@reP (E)| < [P ("B = P ("E)|.
Deducimos entonces que |7 P ("E)| = |P("E)|. Ademés, |P(™E)| = |B,|

porque P (™FE) es un espacio de Banach de dimensién infinita (teorema 3.12). Por
tanto,

"oP ("E)| = 1Bl
A cada elemento de @1 P ("E) le corresponde entonces un indice de I,,,:

m

PP (E)={Qui:i€l}.

n=0

Se define X como
X =span{Pp;- f+Qm; - meN, iel,},

donde f es la funcién analitica en E introducida en el enunciado de la proposicién
3.8. Sea

Z )‘k (Pmkﬂk ’ f + kaﬂk) S X\ {O} )
k=1

donde Ay, ..., N\, € K\ {0}; my,...,m, € N; iy € I,yy,,...,0, € I,,. Podemos supo-
ner que si j, k € {1,...,n}, m; = my, e i; = iy, entonces j = k. Por la proposicién
3.10, U,._; By, es un conjunto linealmente independiente, luego > 7 _; AP, i, €S
distinto de cero. Por la proposicién 3.8,

> NPy f+ Qi) = (Z AkPmk,l-k> f+ (Z Akczmk,ik) € A(E)\A (E),
k=1 k=1

k=1

lo que prueba que X\ {0} C A(F)\A; (F).
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Para demostrar la densidad de X respecto a la topologia 7y, tomamos una fun-
cion h € A(FE), un subconjunto compacto K de F y un nimero € > 0. Por las
proposiciones 1.20 y 1.22, el espacio P (F) de todos los polinomios es denso en
(A(FE), 7o), luego existe P, € P (F) tal que
€

1P =l < 5

Llamamos m € N al grado del polinomio Py, es decir, P, € @ P ("E).
Como K es un subconjunto compacto de F, existe t > 0 tal que tK C Bg (0,1).
Entonces

sup || P - fllx < % - sup || Poill, i
i€l i€l
/115
< P
T 1561}2 | P, HBE(0,1)
Ml
tm
(recordemos que || Py, ;|| = 1 para todo m y todo 7). Como sup;c; ||Pni - f|l 5 < 00,
existe s > 0 tal que
5

. Pmi' < =

para todo i € I,,. Como 1P, pertenece a @7 P ("E), existe i € I, tal que

1
Qm,i = _Ph-
S

Entonces s - (P, - f + Qm.i) pertenece a X y

||3 ’ (Pm,i : f + Qm,i) - h”K < s HPm,i : fHK + HSQm,i - hHK
= S|P fllg + 1P — Rl <e

Esto demuestra que X es denso en (A (E), 7o).

Supongamos ahora que E es un espacio de Banach complejo y veamos cémo X
es denso en H (FE) respecto a la topologia 75. Tomamos una funcién h € H (E), una
seminorma p continua en (H (E),75) y € > 0. Segin vimos en la proposicién 1.20,
la serie de Taylor de h en cero converge a h respecto a 7s, luego existe P, € P (E)
tal que

De nuevo, llamamos m € N al grado del polinomio F,.
Si K es un subconjunto compacto de E, existe ¢t > 0 tal que tK C Bg(0,1).
Como vimos antes,

141
sup | P £l < 0o < o

ZEI’m
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Esto demuestra que el conjunto {P,,; - f : i € I,,} estd acotado respecto a 7¢ y, por
tanto, respecto a 745 (véase la proposicién 1.18). Por ello,

sup p (P - f) < o0,

1€1m

luego existe s > 0 tal que
€

para todo i € I,,. Como 1P, pertenece a @7 P ("E), existe i € I,,, tal que

1
Qm,i = _Ph-
S

Entonces s+ (P, - f + Qm.i) pertenece a X y

P(s (Pmi- f+Qmi)—h) < s5-p(Pui-f)+p(sQmi—h)
= 5 p(Pni-f)+p(Py—h)<e.

Esto demuestra que X es denso en (H (E),75). m



Capitulo 4

Representacion de la topologia 75
como limite inductivo

4.1. Los espacios LF

Recordemos que si U es un abierto de un espacio localmente convexo complejo
E, H (U) con la topologia 74 es el limite inductivo de los espacios Hy, (U) cuando V
recorre la coleccién de todos los recubrimientos abiertos, numerables y crecientes de
U:
(H(U) ,75) = lim Hy (U) (4.1)
%
(definiciones 1.13 y 1.14). Cuando E es un espacio complejo, cada Hy (U) es un
espacio de Fréchet, es decir, es metrizable y completo (Dineen [31, proposicién 3.18]).
Los limites inductivos numerables de una sucesién creciente de espacios de Fréchet
se denominan espacios LF'y tienen algunas propiedades muy interesantes, como se
enuncia a continuacién.

Definicién 4.1 Sea X = limX; el limite inductivo de una familia {X; : i € I'} subes-
iel
pacios localmente convexos.

1. El limite es estricto si se cumple la siguiente propiedad: si X; C X, entonces
X; tiene la topologia heredada de X;.

2. El limite es regular si para todo acotado B en X existe ¢ € I tal que B estd
contenido y es acotado en Xj;.

Proposicion 4.2 Sea X = limX,, un limite inductivo estricto de una sucesion cre-

neN
ciente de espacios localmente convexos Hausdorff. Entonces:

1. El espacio X también es Hausdorff.

2. Cada X, tiene la topologia heredada de X .

47
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3. Si cada X,, es cerrado en X, 1, entonces X = limX,, es un limite reqular.
neN

4. Si cada X, es completo, entonces X también es completo.

La demostracion de estos resultados puede verse en [62, pdgs. 58 — 59].

Estas buenas propiedades de los espacios LF llevaron a Ansemil, Aron y Ponte a
preguntarse si (H (U),7s) es un limite inductivo numerable de subespacios Hy, (U).
Sin embargo, en 2009, estos autores demostraron que siempre que E sea un espacio
con base de Schauder, el limite inductivo que aparece en (4.1) no es numerable.

Teorema 4.3 (Ansemil, Aron y Ponte [5]) Sea E un espacio de Banach com-
plejo de dimension infinita con una base de Schauder. Si (Vy,),-, es una sucesion de

recubrimientos de E y cada Vi estd formado por una sucesion creciente de conjuntos
abiertos, entonces H (E) # Up— Hy, (E).

En este capitulo se extenders el teorema 4.3 al caso del espacio (A (U, F),Ts),
donde U serd un abierto de un espacio normado, real o complejo, de dimensién
infinita, no necesariamente con base de Schauder; como siempre, F' serd un espacio de
Banach arbitrario. Ademads, se obtendran otros resultados relativos a la lineabilidad
de conjuntos de funciones analiticas.

4.2. Representacion de 75 cuando £ es un espacio
normado

Las proposiciones 4.4 y 4.5 serdn utilizadas en la demostraciéon del resultado
principal del capitulo.

Proposicién 4.4 Supongamos que E es un espacio normado y U es un abierto de
E que contiene al cero. Entonces existen dos sucesiones (yx)peqy C U y (Rg)pey C RT
con las propiedades siguientes:

1. (Ry)se, es creciente,
2. Para todo k € N se cumple que y, € Br (0, Ry,) e yp & Bg (0, Ry_1),

3. Uc U, Be(0,Ry).

Demostracion. Sea
s = sup{[lyll - = € U}.

Como U es un conjunto abierto, se puede comprobar que ||y|| < s para todo y € U.
Sea 0 < Ry < s. Entonces existe un vector y; € U tal que

R() < ||y1|| < 8.
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Si s < oo, existe m; € N tal que
1
lpall <s —— <s
ma

y definimos R; = s — m% Si s = 00, elegimos R; € N suficientemente grande para
que ||y1]] < R;. En ambos casos tenemos que Ry < Ry < s, luego existe y, € U tal
que

Ry <|lgaf <'s.

De nuevo, si s < 0o, existe moy € N, my > my, tal que
1
gl <s = — <5
ma

y definimos Ry = s— m% Si s = o0, elegimos Ry € N tal que ||y2|| < Rs. La definicién
de las sucesiones (yx)p—; v (Rk)seo continda por recurrencia.

Es evidente que 3, € Bg (0, Ry), yx ¢ Bg(0,Ry_1) para todo k& € N y que
limy oo Rr = s. Ademas, si x € U, entonces ||z|| < s. Por tanto, existe £k € N tal
que ||z]| < Ry, es decir, z € Bg (0, Ry). Esto demuestra que U C Ji—, Be (0, Ry).
]

Proposicién 4.5 Sea E un espacio normado de dimension infinita. St Bg (0, R) y
Bpg (zo,7) son dos bolas disjuntas en E y e > 0, entonces existe una sucesion (fy)—,
de funciones analiticas en E con las propiedades siguientes:

1. || fall (0.m) < € para todo n € N.
2. |1l gy (2o = 00 para todo h € span{f, : n € N}\ {0}.
3. {fn :n € N} es un conjunto linealmente independiente.

4. La sucesion (f,),-, es localmente acotada, es decir, para cada x € U existe un
entorno V' de x contenido en U tal que sup,,cy || foll,, < o0.

5. Si E es un espacio real y E denota su complejificado, cada funcion f, admite

ademdas una extension holomorfa ﬁ € H(E) tal que f; on) <e.
B(0,R

5(0,
Demostracién. Supondremos primero que E es un espacio de Banach. Por el
teorema de Hahn — Banach, existe ¢, € E’ con la propiedad de que ||¢q]| = 1y
©o (o) = ||zo||. Sea {xk, ¢, }re, un sistema biortogonal en E con las propiedades
dadas en el teorema 1.30. Sea C' > supcy ||kl

Como zo ¢ Bg (0, R), entonces 2= < 1, luego existe v € N tal que

llzoll

() <2
[all) = CR
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es decir,
C . Rotl
. a < 1.
ol -
Llamemos (a,,), -, a una sucesién estrictamente creciente de nimeros positivos tales

que

C - RoHl 1 1
_ el — e — < 1.
|| xo||™ - a, a;

Esto significa que

C
ap—a— R <1< aq, (4.2)
o[ - 7

para cada n € N.
Vamos a definir una sucesién de funciones analiticas (g,),, a partir de las cuales
obtendremos las f,, que buscamos. Para cada n € N, la funcién

(') C k
Gn = Un——a P0
Z( o] ™ ¥0 “0’“>

k=1

es analitica en E porque limy_., ¢, (z) = 0 para todo z € E (véase la proposicién
1.27). Por la propiedad (4.2), la funcién g, estd acotada en Bg (0, R):

0 C N k
lonlssars < 3 (anrc - ll B ol )

k=1
00

k
= Z <anLa . RO‘H) < 00.
ol - 7

k=1

Si E' es un espacio real, consideramos la extensién compleja ¢, de cada ¢, defini-
da en la proposicién 1.25. Los funcionales complejos cumplen que limy ., ¢, () = 0

para todo 7 € E y ||3,]| = ll¢s]| = 1 para todo k € N. Para cada n € N, la funcién
RS C . )’“
In = Any——a . " Po * Pk
;( E .

es holomorfa en E y es una extensién de g,,. Ademds, g, estd acotada en Bz (0, R):

_ > C I b
Gelsyn < 3 (s (BRI 501 R)

[e9) k
= Z(an—| C; T'R““) < 00.

Veamos cémo todo elemento h € span{g,:n € N} que sea distinto de cero

cumple que |||, ,, ) = 00. Sea

N
h=> Augn
n=1



o1

donde A1,..., Ay € Ky al menos Ay # 0. A continuacién se evalia cada funcién
gn en los puntos zy + 5y € Bg (w0,7) con k > 1. Como {zy, ¢}, es un sistema
biortogonal y ¢, (x¢) = 0 = ¢, () si k > 1,

gu (70 + S ) = (ﬁ (o (30))" - (ga:k))k = af.

Por tanto,

h(xg—i-—xk) Z)\ a,

Como (a,)”, es estrictamente creciente, se tiene que
a/n
0<—<1
an

para cada 1 < n < N — 1. Entonces

h (zo + A\ F
(xok xk)_/\N+Z/\ (a) L Aw £0.

Qp anN k—o0
El niimero ay es mayor que 1, luego limy, ., ak = oco. Por tanto,

r
i [B (0-+ G )| =
kLIgO To + ka 00
lo que implica que ||h||BE(I0 ) = 00

La sucesion (gn) _, es linealmente independiente. En efecto, supongamos que

A, .., Ay €Ky Z Angn = 0. Con el mismo argumento que se ha utilizado para
probar que [|h| 5, (o, = 00, se deduce que

N
— )\n n _'_L
S (0t 50
alji\/’ k—o0

0=

luego Ay =0y 25:_11 Angn = 0. Si se repite este proceso, se llega a que A\, = 0 para
todo n.

Veamos cémo la sucesion (g,), -, es localmente acotada. Sea K un subconjunto
compacto de E. Como limy_ ., ¢, () = 0 para todo z, el teorema de Banach —
Steinhaus implica que supyey ¢l < o0y, por ello, (¢;),, converge a cero uni-
formemente en K (Limaye [44, corolario 9.2]). Por tanto, existe ky € N tal que

a+1

leulle < o7—a ==
T 2l +1

para todo k > kq. Por la propiedad (4.2), tenemos que

C - 1
a
ol R
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para todo n. Asi podemos deducir las desigualdades siguientes:

o] 1 N k
suplonll < 3 (o ool ol

neN 1
ko a k a a+1 k
||900||K ||900||K Rt
SACENANEDD -
— a+1 K a+1 a
2\ o 2 Rt 2l 1
(ol ’ 1
k=1 k>ko

Esto prueba que (g,),-, es una sucesién acotada respecto a la topologfa compacto —
abierta y, por ello, es localmente acotada (véase la proposicién 1.18). Para terminar,
es suficiente considerar las funciones

Ja

9 f 9 ~
= 7= gn y n — T~ gn
190l 5 0,7) + 1 1901l 5 0. + 1

para cada n € N. De esta forma queda completada la demostraciéon cuando E es un
espacio de Banach.

Si E es un espacio normado no completo, consideramos las siguientes bolas en
la complecion E de E:

BE(O,R):{:CGE: ]| <R} y BE(xO,r):{xEE: |l — o] <7’}.

Como F es denso en E y Bp (0, R)N Bg (x,r) = 0 por hipétesis, se cumple también
que Bz (0,R) N Bz (zg,r) = 0. Entonces existe una sucesién (f,)7>; de funciones

A~

analiticas en E con las propiedades del enunciado referidas a las bolas Bz (0, R) y
Bg (2o, 7). Finalmente, se toma f, = f,|p € A(E) para cadan € N. =

Teorema 4.6 Sea U un abierto de un espacio normado E de dimension infinita y
sea F' un espacio de Banach. Para cada k € N, sea Vi, = (Vk,j);il un recubrimiento
de U abierto, numerable y creciente. En estas condiciones existe un espacio vectorial
de dimension infinita X tal que

X\ {0} C A(U, F)\ G Ay, (U, F).

Demostracién. Una parte de la prueba estd basada en la que se hace en [5] en el
caso de espacios de Banach complejos con base de Schauder. Supondremos primero
que F es un espacio real y que F' = R. Por medio de una traslacién, podemos suponer
también que 0 € U. Por la proposicién 4.4, existen dos sucesiones (yi)r-, C Uy
(Ri)pey C R tales que

yr € Bg (0, Ry,) e yr ¢ Bg (0, R_1)
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para cada k > 1. Ademas, (Ry),, es creciente y U C |J;—, Be (0, Ry). Entonces el
conjunto

U= G Bz (0, Ry)

k=0

es abierto en E y contiene a U x {0}, pues
U x {0} < | JBe(0,Ry) x {0} | Bz (0, Ry) =T
k=0 k=0

La familia de abiertos V; = (Vl,j);il recubre U, por lo que existe j; € N tal que
y1 € Vi j,. Entonces existe 71 > 0 tal que

Bg (y1,71) C Vi, N Be(0,R1) 'y Bg(y1,71) N Be (0, Ry) = 0.

Por la proposicién 4.5, existe una sucesién linealmente independiente de funciones
(fin)—, C A(E), cada f1, admite una extensiéon holomorfa f;, € H(E), la familia
(fin),o, es localmente acotada y se cumple que

”h”BE(yl,n) =00 para cada h € span{fi,} - \{0}.

fl,n

<

1
— para cada n € N
Bg(0,Ro) 2

La familia V5 = (ng);il también recubre U, luego existe j, € N tal que y; €
Va,jo- Como (f1,),~, es una sucesién localmente acotada, existe 7, > 0 tal que

Bg (y2,72) C Vo, N Br(0,Ry), Bg(y2,72) N Br(0,R) =0

||f1,n||BE(y27r2) < 00 para todo n € N,

De nuevo, existe una sucesién linealmente independiente de funciones (fz,) -, C

A(E), con extensiones holomorfas (f2,)°°, € H(E), tales que ( fom)oo | es local-
mente acotada,

~ 1
n < = d eN
Hfg’ HBE(O,Rl) 22 para cada n

1l B yp.ma) = © para todo h € span {fan} ., \ {0}.

Si repetimos este proceso, obtenemos cuatro sucesiones, (ji)re, C N, (ry)5e, C R,
(frem) gy CA(E) Y (fen)ion=1 C H(E), con las propiedades siguientes:

(a) BE (yk, ’l“k) - Vk,jk N BE (O, Rk)

(b) Bg (Yk, k) N Bg (0, Ri—1) = 0.
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(©) fsn

|BE(ywk) < 00 para todo j < k y todo n € N.

(@) | fin

< 2% para todo n € N.
B5(0,Ry_1)

(©) 17l g,y = o Para todo h € span{ fi, : n € N}\ {0}.
() ﬁm es una extensién de fy, a E.

Sea n € N. Si K es un subconjunto compacto de U , existe £k € N tal que
K C Bj (0, Ry,). Por la propiedad (d),

oo N oo N
Z ‘ fj,n K S Z ‘ fj,n
Jj=k+1 j=k+1

o . (o] 1
f}” < — < OQ.
Zk;l ! Bg(0,R;j-1) Z 2

= j=k+1

<

Por tanto, la serie Z;; fjn converge uniformemente en los compactos de U. Como

cada f;, es una funcién holomorfa en F, la suma
o0
Jj=1
es holomorfa en U. En consecuencia, la funcién
oo
gn - z :fjvn
=1

es analitica en U. Llamamos X al espacio vectorial generado por (g,) - ;.
Veamos c6mo (g,,),-, es una sucesioén linealmente independiente. Si Ay, ..., Ay €
Ry Agi+ -+ Ayvgy = 0, entonces

0 = [Mgr+ -+ Avanllgum

> [Aufua e+ Al = 32 (Piialgun + o+ I lagrn) -

Jj=2

Esto implica que

NE

[Acfir+ -+ A inllpypm < <|’)\1fj’1HBE(y1,T1) RS H)‘NfJ'»NHBE(yl,n)>
=2
S (bl ol )
jZQ < i Bg(0,Rj-1) NS Bz (0,R;j_1)
(] [ Aw
< Z<2—]++ 9 < 00

<.
Il
V)
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Si aplicamos la propiedad (e) con k = 1, deducimos que A;f11 + -+ + Ay fin = 0.
Entonces A\ = --- = Ay = 0 porque fi1,..., fi,ny son linealmente independientes.
Esto demuestra que la sucesién de funciones (g,).-, es también linealmente inde-
pendiente y, por tanto, X tiene dimensién infinita.

A continuacién vamos a probar que

X\ {0}y c A\ | Av, (U).

Sea h = AMg1 + -+ + Angy € X\ {0}, donde al menos Ay es distinto de cero. Sea
k € N.

”h”v,w-k = HhHBE(yk,Tk)
[ALfrg + -+ )\ka,NHBE(

k-1

=3 (I
j=1

-3 (s

j=k+1

v

Yk>Tk)

Be(yk,rk) Tt H)\ij’NHBE(ykﬂ"k))

Belr) T T ||Aij’N||BE(yk,Tk)) '

Sij > k+1, por la propiedad (a) y por ser R;_; > Ry, se cumple que Bg (yy, %) C
Bg (0, Rj_1), luego
B (yr,mx) x {0} C B (0, Rj 1) -

Por la propiedad (d),

1Pllv,,, = Aafea+ -+ AN Fenllp, g

k—1
- Z (”/\lfj,lHBE(yk,rk) +oee Tt HAijWHBE(Z/W‘k))
j=1

NN A
- > (e B

j=k+1

Como fi1,..., fr,y son linealmente independientes, sabemos que A;fz1 + -+ +
An fe.ny # 0. Por la propiedad (e),

||>\1fk71 + -+ )\ka,NHBE(yk,rk) = 0.
Por (c), si 1 < j <k — 1, entonces
||fj,1||BE(yk,T’k) <00, Hfj’NHBE(ykJ’k) < .

Por tanto, |||y, == oo, con lo cual h no pertenece a Ay, (U). Como esto se cumple
Jk
para cada k € N, deducimos que

he AU Av ().
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De esta forma se completa la demostraciéon cuando E es un espacio real y F' = R.
Si E es un espacio complejo, entonces no es necesario que considerar las exten-
siones holomorfas de las funciones g,, pues se obtiene directamente que (g,),-, C
H (U). Si F' es un espacio de Banach, sélo hay que fijar un vector y € F' de norma 1
y definir X como el subespacio de A (U, F') generado por la sucesién (g, - y) - ,. =

n=1"

Teorema 4.7 Supongamos que U es un abierto de un espacio normado E y que F
es un espacio de Banach. Los enunciados siguientes son equivalentes:

1. E tiene dimension finita.

2. Euxiste un recubrimiento V de U formado por una sucesion creciente de conjun-
tos abiertos con la propiedad de que (A (U, F) ,75) = Ay (U, F) = (A(U, F) , 70).

3. Eziste una sucesion (Vy)r, de recubrimientos de U, cada Vy esta formado por
una sucesion creciente de conjuntos abiertos y (A (U, F),75) = lim Ay, (U, F).
keN

Demostracién. (1)=-(2) Supongamos que £ = K™, donde K=R 6K = C y
m € N. Para cada j € N, llamamos K al siguiente subconjunto compacto de U:

1
K; = {xe U : dist (z, K™\U) > E}Q{xe Ul <}

Sea Vj el interior de K. Entonces V = (V;)>Z, es un recubrimiento de U formado
por una sucesion creciente de conjuntos abiertos. Si f € A(U, F) y j € N, entonces

HfHVJ < ||f”KJ < Q.

Esto prueba que f € Ay, (U, F) y, por tanto, A (U, F) = Ay (U, F). La topologia de
Ay (U, F) es la de la convergencia uniforme en los conjuntos V; o, lo que es igual, en
los compactos K ;. Como cada compacto de U estd contenido en un K, se deduce que
la topologia de Ay, (U, F') es la topologia compacto — abierta. Ademas, la aplicacién
identidad es continua entre los siguientes espacios:

Ay (U F) L (AU, F),15) L (AU, F),70) = Ay (U, F) .
Se deduce entonces que Ay, (U, F) = (A(U,F),75) = (A(U, F), 19).
(2)=-(3) Se toma V;, =V para todo k.
(3)=(1) Por el teorema 4.6, si E' es un espacio de dimensién infinita, entonces

AU, F) # | Ay, (U F)

k=1

Yy, por tanto, (A (U> F) a7_6) 7é hl>n AVk (Ua F) u

keN
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Teorema 4.8 Supongamos que U es un subconjunto abierto de un espacio normado
de dimension infinita y que F' es un espacio de Banach. Para cada k € N, sea V), =
(Vk,j);; un recubrimiento de U abierto, numerable y creciente. En estas condiciones,
el conjunto

Ji(LC}?)\l\Jv4Vk<U;Fv

k=1

es denso en (A (U, F),T) para toda topologia localmente convexa T en A (U, F).

Demostraciéon. Para cada par de nimeros de naturales k y j se define

Wi =Viy 0 Va0 NV,

que es un subconjunto abierto de U. Supongamos que x € U. Como Vi, ...,V son
recubrimientos de U, existen ji,...,j; € N tales que x € V ;,,...,2 € Vi, por lo
que

x E ‘/11j1 m e m ‘/k;ﬂjk C ‘/:I-7mé‘x{j17"'7jk} m o m ‘/;(1711’12;.){{]1,7]]‘:} = Wk7mé‘x{j17"'7jk’}'

Ademss, si j; < j2, entonces Wy ;, C Wy ,. Por tanto, Wy = (ij)jil es un
recubrimiento de U formado por una sucesién creciente de conjuntos abiertos.

Sif e Ay, (U, F), entonces Hf”vk,j < oo para cada j. Como Wy, ; C V; ;, también
tenemos que ||f||Wk] < oo para cada j € N, luego f € Ay, (U, F). Por tanto,
Ay, (U, F) C Aw, (U F)y

A(U,F)\GAM (U, F) CA(U,F)\GAVk (U, F).

k=1 k=1

Vamos a demostrar que A (U, F)\ U,—; Aw, (U, F) es denso en (A (U, F),T), con
lo cual A(U, F)\ U, Ay, (U, F') también lo sera.

Tomamos una aplicacién h € A (U, F'), una seminorma p continua en (A (U, F') , )
y un nimero ¢ > 0. Podemos suponer que h no pertenece a A (U, F) \ Uy~ Aw, (U, F).
Esto significa que existe k1 € N tal que h € Aw, (U, F), es decir, HhHWm < 0
para todo j € N. Si k > ky, entonces W}, ; C Wy, ;, por lo que ||h||Wk,j < 00 para
todo k > k; y todo 5 € N.

Por el teorema 4.6 sabemos que

AU F) # | Aw, (U F),
k=1

luego existen g € A (U, F) y (ji)z=, C N tales que ||g]l,, = oo para todo k € N.
Ik
Si k> ki,

g th| >yl 1A
—_— — — = 00.
p@)+17 "l TPl +1 e T W,
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Si k < ki1, entonces Wy, D Wy, ;, , luego

> [
Wiy, plg)+1

g+h' g+h’

e
p <g) +1 kakl

5
> h = 00.

En cualquier caso, e )Hg + h ¢ Ay, (U) para cada k € N. Por tanto,

h1: g—l—hGA UAWk

p(g)+1

Como p(hy —h) < ¢, se obtiene que A (U, F)\ Uy~ Aw, (U, F) es un conjunto
denso en (A(U,F),7). m

Observacién 4.9 El teorema 4.8 fue obtenido por Ansemil, Aron y Ponte [5] en el
caso concreto de que F sea un espacio de Banach complejo con base de Schauder,
U=EFE,F=Cyr1=r1s.

A continuacién mostraremos que, en general, la topologia de un subespacio del
tipo Ay (U, F') no coincide con la heredada de (A (U, F'), 7s), lo que contrasta con
las propiedades de los limites inductivos numerables estrictos (proposicién 4.2).

Proposiciéon 4.10 Supongamos que E y F son espacios de Banach, E tiene di-
mension infinita y U es un abierto de E. Entonces existe un recubrimiento V de

U, formado por una sucesion creciente de conjuntos abiertos, tal que la topologia de
Ay (U, F) no coincide con la heredada de (A (U, F),Ts).

Demostracién. Si se utiliza una traslacién, se puede suponer que 0 € U. Sea r > 0
tal que Bg (0,2r) C UN Bg (0,1). Se toma

YV ={UNBg(0,m):meN}.

Tomamos un vector y € F' de norma 1. Por el teorema de Josefson — Nissenzweig
(teorema 1.28), existe una sucesion (¢,)r, en E’ tal que [¢,| = % para todo k € N
y limy o0 ¢ () = 0 para todo « € E. Para cada k € N, sea

fk:(%)k'yEA(UaF)-

Como
ka:HUmBE(o,m) <0
para todo m € N, tenemos que {f; : k € N} C Ay (U, F).

Sea K un subconjunto compacto de E. Como (¢;),-, converge a cero en todo
punto, también converge a cero uniformemente en K. Esto implica que { fj : k € N}
es un conjunto acotado para la topologia compacto — abierta, con lo cual también
es acotado para 75. Sin embargo,

k
||fk||UmBE(o,1) > ”kaBE(O,?T) = @2rllenl)” = 2! koo 0,
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luego {fi : k € N} no es acotado en la topologia de Ay, (U, F'). En consecuencia, la
topologia de Ay, (U, F') no coincide con la heredada de (A (U, F'),7s). =

Como se dijo en la proposicién 4.2, el hecho de que un limite inductivo X =
lim X, sea numerable permite, en ocasiones, deducir su regularidad. A pesar de que

neN
(AU, F),7;5) = lim Ay (U, F') no es, en general, un lfmite numerable, sf es regular

%
cuando el espacio E es metrizable.

Proposicién 4.11 Supongamos que E es un espacio localmente convexo metrizable,
U es un abierto de E y F' es un espacio de Banach. Entonces (A (U, F),7s) =
limAy (U, F) es un limite inductivo regular.

»

Demostracién. Utilizamos el mismo argumento que presenta Dineen en [31, proposi-
ci6n 3.19] cuando E'y F son espacios complejos. Si B es un acotado de (A (U, F) , 75),
entonces B es localmente acotado por la proposicién 1.18. Para todo x € U existe
un abierto V, tal que x € V,, C U y supscx || f]l, = C» < oc0. Para cada n € N se
define

Vn:U{V;:a:EUyCISn}.

Entonces V = (V},)"", es un recubrimiento de U abierto, numerable y creciente y F
es acotado en Ay (U, F'), pues sup ez || f|l,, <n < oo paratodon € N. m






Capitulo 5

Los espacios H(CY) y A(RNY)

5.1. Representacion de (H ((CN) ,75) como espacio
LF

El propésito de este capitulo es poner de manifiesto que los teoremas 4.6, 4.7 y
4.8 del capitulo anterior no son véalidos cuando E es un espacio localmente convexo
no normado. Los espacios que utilizaremos como ejemplos serén CY y RN dotados de
la topologia producto. Veremos que si F = CN 6 E=RY, entonces existe una sucesién
(Vi )p—, de recubrimientos de E, cada uno de los cuales estd formado por una sucesién
creciente de conjuntos abiertos, con la propiedad de que A (E) = (J,—, Ay, (E). En
el caso complejo se podra demostrar incluso que

(1 (C), 75) = limy Hy, (C).
keN

En esta primera seccién se tratara el caso del espacio CN. Como es conocido, una
funcién holomorfa en CN sélo depende de un niimero finito de variables:

Teorema 5.1 Si U es un abierto equilibrado de CN y f € H (U), entonces existen
kEeNy fe H (7 (U)) con la propiedad de que f = fom enU, donde ), : CN — CF
representa la proyeccion candnica en las k primeras coordenadas (véase Dineen [31,
ejemplo 3.10] ).

Para cada k € N, la aplicacién

T H(CF) — H(((EN)

~

f — mi(f) = Fom

permite identificar H (Ck) con un subespacio de H (CN ), el de las funciones holomor-
fas que s6lo dependen de las k primeras variables. Como es evidente, 7} (H ((Ck)) C
7t (H (C™)) siempre que k < n.

En el teorema 5.3 se aplicard también el siguiente resultado:

61
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Teorema 5.2 (Ansemil [2]) Se cumple que

(H(C) . 7s) =lim (mj (1 (C")) . 70) -

keN

Teorema 5.3 Eriste una sucesion (Vi),—, de recubrimientos de CV, cada uno de
los cuales estd formado por una sucesion creciente de conjuntos abiertos, con la
propiedad de que
(1 (C7) 75) = lim Py, (C7).
keN
Demostraciéon. Sea k un nimero natural fijo. Para cada j € N se define el siguiente
subconjunto de CN:

Vij=D(0,j)x - xD(0,j) xCxCx -
kfaz;)res

Aqui, D (0, j) representa el disco abierto en C con centro 0 y radio j. Cada V ; es
abierto en CN y
Vi1 CVia CVis C -

Supongamos que (z,,)7-, € CN. Si se elige j € N tal que
Jj>max{|z|,...,|zl},

entonces (2,),~, € Vi,;. Es decir, Vi, = (Vi;)7Z, es un recubrimiento de C" formado
por una sucesion creciente de conjuntos abiertos.

A continuacién vamos a demostrar que Hy, ((CN) = my (H ((C’“)) Sea f €
Hy, (CY). Definimos las aplicaciones

T:(z,...,2) €CF s (21,...,2,0,0,...) € CY

Y - ~
fo(er,oo ) €CPis fzg,... m) = f(21,...,2,0,0,...).

Como T es lineal y continua y f: foT, se deduce que fes holomorfa en CF. Sea
x = (zn)7~, € Vi1 Si se elige

Yy = (07 B 7Oaxk+17$k+27 B ')7

k elementos

entonces = + Ay € V;; para todo A € C. La funcién
h: A€ Cr— h(N)=f(z+ \y)
es holomorfa en C y estd acotada. En efecto, como f € Hy, (CN ), tenemos que

sup [h (A)| = sup | f (z + Ay)| < || flly, , < oo
AeC AeC '
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Por tanto, h es constante. Tenemos entonces que

f@) = hO=h(-1)=f @) )
= f(x1,...,2%0,0,...) = f(x1,...,2) = fom (x).

Esto demuestra que f (z) = ]?om (x) para todo x € Vj ;. Por el teorema de identidad

-~

1.5, se deduce que f = f o m en todo CV, es decir, f € 7} (H ((Ck))
Tomemos ahora una funcién g € 7, (H ((Ck)) yseag € H ((Ck) tal que g = gomy.
Para cada j € N,

I9llv,, = sup{lg ((za)nzi)l = [zl <J,. - |2l <}
= sup{|g (21, 20)| : |21 < Jy--osl2k] <}
= lgl_ =« < 0.

D(Ovj)XXD(OJ)

En consecuencia, g € Hy, ((CN) y, por tanto, Hy, ((CN) =T, (H ((Ck))
En Hy, (CN ) se considera siempre la topologfa asociada al recubrimiento V, es
decir, la definida por la sucesiéon de seminormas

e 1 R ] I
’ D(0,5)x--xD(0,5) D(0,5)x---xD(0,5)

para cada j € Ny cada f = on T € Hy, ((CN). Como todo compacto de CF est4

k
contenido en uno de la coleccién {ﬁ (0,j) x ---xD(0,5):j € N}, deducimos que

Hy, (€)= (i (1 (C4)) 7).
Por el teorema 5.2,

(M () 75) =i (r (M (CF)) 7o) = iy, (C).
keN keN

Esto concluye la demostracién. m

Teorema 5.4 Consideremos el limite inductivo

(H(C) . 75) = lim Hy, (C7) = lim (i, (7 (C")) . 70) ,

keN keN

donde cada V), es el recubrimiento de CN introducido en la demostracion del teorema
5.3. Entonces:

1. (H (CN) ,7'5) es un espacio LF.
2. Bl limite inductivo es estricto.

3. Cada Hy, (CN) tiene la topologia heredada de (H ((CN) ,7'5).
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4. El limite inductivo es regqular (definicion 4.1).

Demostracién. 1. Para todo k£ € N, Hy, (CN) y (H ((Ck) ,TO) son espacios de
Fréchet (véase Dineen [31, proposicién 3.18]).

2. Si k < n, entonces (H ((Ck) ,7’0) tiene la topologfa inducida por (H (C™), 7).
Por tanto, Hy, (CN) = (W’,; (H (C'“)) ,7'0) tiene la topologia heredada de Hy, (CN) =
(5, (H(C")) 7o)

3. Se deduce directamente de la proposicién 4.2.

4. Si k < n, entonces Hy, (CN) es cerrado en Hy, (CN) porque Hy, ((CN) es un
espacio completo. Por tanto, se puede aplicar la proposicién 4.2 para deducir que el
limite inductivo (H (CV),75) = lim Hy, (CN) es regular. =

keN

5.2. El espacio A (]RN)

El teorema 5.3 es vélido sélo parcialmente en el caso del espacio de funciones
L. N ., . s s 00
analiticas en R". Como veremos en esta seccién, existe una sucesion (V),_, de
recubrimientos de RY, cada uno de los cuales estd formado por una sucesién creciente
de conjuntos abiertos, tales que

A(RY) = G Ay, (RY).

k=1

Sin embargo, no se podran garantizar que (.A (RN) ,7'5) sea el limite inductivo de
los subespacios {Ay, (RY) : k € N}.

En primer lugar es preciso extender el teorema 5.1 a funciones analiticas definidas
en RY. Para ello utilizaremos el siguiente resultado cldsico, cuya demostracién puede
verse, por ejemplo, en el articulo de Bochnak y Siciak [22].

Proposicién 5.5 Si f € A (RN), entonces existen un abierto U C CY y una funcion
F € H(U) tales que RN C U y F (z) = f (x) para todo x € RN,

Como en el caso complejo, 7, : RY — R¥ representars la proyeccién candnica en
las k primeras coordenadas y 7, serd la aplicacién

WZ:]?E.A(Rk) HfowkeA(RN).

Proposicién 5.6 Si f € A (]RN), entonces existen k € N y ]? cA (Rk) tales que
f = fom. Por tanto,

AR = i (A (®).

k=1
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Demostracién. Por la proposicién 5.5 existe un abierto U ¢ CN, RN C U, y existe
una funcion F' € H (U) con la propiedad de que F (z) = f (z) para todo z € RY.
Como 0 € U, existen m € Ny € > 0 tales que

V=D(0,e) x---xD(0,e) xCxCx---CU.

vV
m factores

Como el abierto V' es equilibrado, por el teorema 5.1 existen k € Ny FeH (7 (V)

para los cuales F' = Fo T, en V.
La funcién f : R¥ — R definida por

~

fxy,...,z,) = f(xg,...,2x,0,0,...)
es analitica en RF. Sea

A= (—g,e) x - x(—g,6) x RxR x --- C RY.

vV
m factores

Si (x,).—, € A, entonces (z,),~, € V'y (z1,...,24,0,0,...) € V, luego
f@)i) = F@a)ily) =F (o, a0)

F(zy,...,24,0,0,...)

= f(x1,...,240,0,...)

= f(xl, cey TE)

= (Fom) ()

De esta forma hemos comprobado que las funciones analiticas f y fo ), coinciden
en el abierto A. Por tanto, f = f o7, en todo RY. m

Proposicién 5.7 Para cada k € N eziste un recubrimiento Vi, de RY, formado
por una sucesion creciente de conjuntos abiertos, tal que 7}, (A (Rk)) C Ay, (]RN).

Ademids, A (RN) = Uzozl -AVk (RN) ’

Demostracién. Para cada par de nimeros naturales & y j, sea V} ; el siguiente
subconjunto abierto de R':
Vig = (=5.0) X - X (—j,j) xR X R X -+

TV
k factores

Entonces Vi, = (Vi ]);’o , €s un recubrimiento de RY formado por una sucesién cre-
ciente de conjuntos abiertos.

Sif ey (.A (Rk)) existe f e A (]Rk) tal que f = f o 7. Para cada j € N se
cumple que

1flly,, = sup{Lf ((@n)Z)l = fea] <3 o] <}

- Sup{‘f Tiyeooy Tk )‘|l‘l|<ja7|xk|<.]}

- ey <

JJ]X X [=7,7]
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Por tanto, f € Ay, (]RN), lo que muestra que 77} (.A (]Rk)) C Ay, (RN). Por la
proposicién 5.6,

U A () 5 Ui (4() = A &),

luego A (RY) = ;2 Ay, (RY). =

Observacién 5.8 A diferencia de lo que sucedia en el caso de H ((CN), no es cierto
que Ay, (RN) coincida con 77} (.A (Rk)) Por ejemplo, la funcién

fo(z,), € RY v sen (my)

pertenece a Ay, (]RN) porque es analitica y acotada en todo RY. Sin embargo, f
depende de la variable x4, por lo que f ¢ 7} (A (R)).

5.3. La topologia T

Definicién 5.9 Para cada k € N, sea V;, el recubrimiento de RY definido en la
proposicién 5.7. Se llamard 75 a la topologfa inductiva en A (]RN) definida por la
sucesién de subespacios {Ay, (RY) : k € N}:

(ARY),75) = lim Ay, (RY).

keN

Recordemos que la topologia de Ay, (RN) estd definida por la sucesién de seminor-
mas

F e Ay, (®Y) o 1l = sup {1F (@) < ] < ool < g}

cuando j recorre N.

Proposicién 5.10 Se cumple que 75 < 75 en A (RN).

Demostracién. 75 es la topologia localmente convexa mads fina tal que la inclusion
Ay (RN) — (.A (RN) ,7'5) es continua para cada recubrimiento V de RN formado
por una sucesién creciente de conjuntos abiertos. Por su parte, 75 es la topologia
localmente convexa mds fina tal que Ay, (RN) — (A (RN) ,7‘}) es continua para
todo k£ € N. Como cada V), es un recubrimiento abierto, numerable y creciente, se
deduce que 75 < 75. =

Teorema 5.11 El limite inductivo (A (RY),73) = lim Ay, (RY) no es estricto.
keN



67

Demostracién. Vamos a demostrar que la topologfa natural del espacio Ay, (]RN)
no coincide con la inducida por Ay, (RN ) La seminorma

f€Av RY) = [1fllve, = Ifllc1nyxmxrse

es continua para la topologia natural de Ay, (]RN ) Si también fuese continua para
la topologfa inducida por Ay, (RN), existirfan C' > 0 y j € N tales que

Hf”(—l,l)xRxRXm < C HfH(—j,j)x(—j,j)xRxRx-~- (51)

para toda f € Ay, (RV).
Sea m € N suficientemente grande para que C' (%)Qm < 1. La funcién

2m
<—..T2)
hi ()i, € RY — 2]—2m
()

es analitica y acotada en RY, luego h € Ay, (]RN). Por una parte,

1 2m
(=) |

”h“(—l,l)xRxRx... =Ssup ————5~
z2€R 1 + <%x2>
Por otra parte,
1 2m
(27%2) 1 2m 1\ 2
HhH(*jJ)x(*j,j)XRxRx... = Sup Tt < Sup‘ | (2—552) _ (§> |
22€(=4.9) 1 4 (%@) wae(—jj) \ 2]

Por tanto,

1 2m
12l 1 1yxrxmx. =1 > C (5) = CIPNl <14y x (=5 ) xRxRx-
Esto contradice la desigualdad (5.1). Se deduce entonces que la seminorma

feAv (RY) = |flly,,

no es continua para la topologfa inducida por Ay, (RN). [

5.4. La topologia 7/

En la proposicién 5.6 se demostré que A (RN) = Ui, 7k (.A (Rk)) A pesar de
ello, vamos a mostrar que

(A(RY),75) #1im (m} (A (RY)) 7o),

keN

lo que contrasta con el resultado de Ansemil sobre H ((CN) que se enunciaba en el
teorema 5.2.



68

Definicién 5.12 Se llamard 7, a la topologia inductiva en A (]RN) definida por la
sucesién de subespacios { (7} (A (R¥)), 7o) : k € N}:

(A RY) ) = 1im (77, (A (RY)) 7o) -

keN

Teorema 5.13 FEl limite inductivo

(A (RY) ,7) = lim (m (A (RY)) , 70)

keN

es estricto y reqular. Ademds, para todo k € N, (772 (A (]Rk)) ,7'0) tiene la topologia
heredada de (A (RY), 7).

Demostracién. Sea k € N. Supongamos que (f,) es una red en 7}, (A (R¥)). Para

cada fndice a existe una funcién fa en A (]Rk) con la propiedad de que f, = fa O .
Sea R
G (@1, wpp) €RM o fy (20, )

Entonces

fao—0en (7} (A(RF)),79) < fou—Oen (A (R¥) ,70)
& go— 0en (A(RF), 7o) & fa—0en (mp, (ARM)), m0).

Por tanto, (7} (A (R*)), 7o) tiene la topologfa heredada de (7., (A (R*1)), o).
Por induccién se obtiene que el limite inductivo es estricto. Si se aplica la proposicién
4.2, se obtiene que cada subespacio (7?2 (A (Rk)) ,7'0) tiene la topologia heredada
de (A (RY), 7).

Para demostrar que el limite es regular se aplicard de nuevo la proposicién 4.2.
Hay que comprobar que, para todo k € N, 7}, (.A (Rk)) es cerrado en 7y (A (Rk+1))
para la topologia 7¢. Para ello se toma una red (f,) en 7; (.A (Rk)) convergente a
una funcién f € 7} (.A (R’““)) respecto a la topologfa 7¢. Para cada indice «
existe una funcién ]/C; en A (Rk) con la propiedad de que f, = fa o . La funcién
definida por R

fxy,...,zr) = f(x1,...,2x,0,0,...)

es analitica en R* y para todo # € RY se cumple que
fl@) = lmfo(z) =1mfo (21, 2)
= lim f, (z1,...,24,0,0,...)
= f(z1,...,24,0,0,...)
= f(z1,...,2%) = fom ().
Por tanto, R
f=fom em (.A(]Rk)).
Esto demuestra que 7} (A (R¥)) es cerrado en i}, (A (R**!)) para la topologfa

To. Por la proposicién 4.2, el limite inductivo que define a la topologia 7, es regular.
|
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Teorema 5.14 Se cumple que 75 < 75 < 74 en A (RY).

Demostracién. En la proposicién 5.10 se ha demostrado que 75 < 75. A con-
tinuacién se demostrard que 75 < 7,. Sea k un nimero natural fijo. Sea (f,) una
red de funciones convergente a cero en (7rk (A (R*)), 7). Para cada indice o existe

fa e A (]Rk) tal que f, = fa omr vy ( fa) converge a cero uniformemente en los
compactos de R*. Si j € N, entonces

I fallve, = sup{lfa (@a)yZo)l t 2] < ... |2l < j}
= sup{Aa(rvl,.--,xk)‘r|x1|<j7.--,|xk|<j}
B )f‘” =L

El conjunto [—7, j]k es compacto en R¥, por lo que

—
[—4.4]" a—o0

fally,, = ||

Por tanto, (f,) converge a cero en la topologia de Ay, (RN). Esto muestra que la
inclusion (7}, (A (R¥)), 79) < Ay, (RY) es continua. Se obtiene asf que

(i (A (RY)) . m0) — (A(RY),75)

también es continua para todo k& € N. Por ello, 75 < 7.
Sélo falta demostrar que 75 # 7,. Para cada m € N se define

fon (20)22, € RN — sen (z,,) .

Como |f,, ()| < 1 para todo n € N y todo x € RY, el conjunto F = {f,, : m € N}
estd contenido y es acotado en Ay, (RN ) La inclusién

Ay, (RY) = (A(RY),75)

es continua, luego F también es acotado para la topologfa 775.
En la proposicién 5.13 se vio que (.A (RN) ,Tg) = lim (7r}§ (.A (R’“)) ,7'0) es un
keN
limite regular. Por ello, si F fuese acotado para 7, existiria k& € N tal que F C

i (A (Rk)) Sin embargo, fy+1 no pertenece a ; (A (Rk)) Por tanto, F no es
acotado en (A (RN) ,Tg), lo que implica que 75 # 7,. =

Los resultados siguientes serdn utilizados para demostrar que las topologias 7,
Ts, Ts v T¢ coinciden en los espacios de polinomios homogéneos en RY.

Proposicién 5.15 (Bochnak y Siciak [21], lema 4) Sea m € N.

1. Si P € P (™ (RY)), entonces existe un tinico PeP (™ (CY)) tal que P (x) =
P (z) para todo x € RY.
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2. Si U es un subconjunto convezo de RN y P (U) C (—1,1), entonces

P (i (U +@U)> C(=1,1) +i(~1,1).

Por tanto, |P (2)| < (4¢)™ /2 para todo z € U +il.

Proposicion 5.16 St m € N y F es un subconjunto equicontinuo de P (m (RN)),
entonces existe k € N tal que F C 7, (.A (Rk))

Demostracién. Si F es equicontinuo, existe un entorno de cero U en RY tal que
si x € U, entonces |P (z)| < 1 para todo P € F. Podemos suponer que U es un
conjunto de la forma

U=(—¢,e)x--x(—,e) x RxRx---

J

vV
k veces

para ciertos nimeros k € Ny ¢ > 0.
Sea P € F. Vamos a demostrar que P = Q o 7, donde Q : R* — R es la
aplicacion definida como

Q(tr,....ty) =P (t,...,1:,0,0,...).
Sea x = (z,),-, € U y sea

Yy = (0, ey 0,Tpa1, T, - - ) S RY.
~——

k elementos

La funcién

h:ideCr h(\)=P(z+\y)

es holomorfa en C y estd acotada. En efecto, si A = a + ib € C, entonces

IL"I—)\y = (Il,..-,ﬂfk,ﬂfk_t,_l+CLZL']€+1,ZL']€+2+CME]§+2,~--)+7:(0,--.,O,bl'k+1,b$k+2,--.
e U+l

Por la proposicién 5.15,
()] = ‘ﬁ (x + )\y)‘ < (4e)" V2.

Por tanto, h es constante. Tenemos entonces que

P(x) = P(@)=h(0)=h(-1)=P(x—y)=P(z—y)
= P(ml,...,xk,0,0,...):Q(xl,...,xk):Qowk(x).

Esto demuestra que P (x) = @ o 7y, (z) para todo x € U. Por tanto, P = Q) o 7, en
todo RY, es decir, P € i}, (A (R¥)). Se llega asf a que F C mj, (A (R¥)). =
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Teorema 5.17 (Mujica [49]) Supongamos que E es un espacio localmente con-
vexo metrizable, m € N y 7, representa la topologia de la convergencia puntual en
P (™E). Entonces 1o es la topologia localmente convexa mds fina en P(™E) que
coincide con T, en los subconjuntos equicontinuos de P (™E).

Debemos senalar que el teorema 5.17 aparece enunciado en [49] para espacios
complejos, aunque en realidad la misma demostracién es igualmente valida en espa-
cios reales.

Teorema 5.18 Para todo m € N se cumple que 1o =75 =75 =7 en P (m (RN)).

Demostracién. Por el teorema 5.14 se sabe que 79 < 75 < 75 < 7, en A (RN),
luego sélo falta demostrar que 7, < 79 en P (m (]RN ))

Supongamos que F es un subconjunto equicontinuo de P (m (RN) ) . Por la proposi
cién 5.16, existe k € N tal que F C 7, (.A (Rk)) Como las inclusiones

(F,70) — (7}, (A (Rk)) ,7'0) — (A (RN) ,Te)

son continuas por la definicién de 7,, se obtiene que 7, < 79 en F y, por tanto,
To=Tpen F.

Por el teorema 5.17 se sabe que 79 = 7, en cada subconjunto equicontinuo
FCP (m (RN)), luego también 7, = 7, en F. El teorema 5.17 implica entonces que
7 <719 en P (™ (RY)) y, por tanto, 7o = 7, en P (™ (RY)). m

Teorema 5.19 Los espacios (A (RN) ,rg) Yy (.A (RN) ,Tg) no son metrizables.

Demostraciéon. Si (A (RN) ,Tg) fuese metrizable, también lo seria el subespacio
((RN)/ , Tg) que, por la proposicién 5.18, coincide con <(RN )/ , ’7'5). Por la proposi-

cién 2.11, RY serfa un espacio normado, lo cual no es cierto. La demostracién para
la topologia 75 es totalmente andloga. m

La proposicién siguiente serd utilizada para demostrar que si U es un abierto
de un espacio real, las topologias que estamos considerando en A (U) nunca son
completas.

Proposicién 5.20 Sea f: R — R la funcion definida en [—1,1] como f(t) =|t| y
extendida a todo R de forma periddica. St E es un espacio localmente convexo real
y @ € E'\ {0}, entonces f o ¢ no es analitica en ningin entorno de cero en E.

Demostracién. Supongamos que existe una sucesiéon de polinomios (P,) >~ tales
que P, € P ("E) para todo n y la serie >~ P, (z) converge a f (¢ (z)) uniforme-
mente en un entorno de cero V' C E.

Sea a € E tal que ¢(a) = 1. Se toma ¢ > 0 tal que {ta: |t| <} C V. Si
t € (—0,6), entonces

f)=f(p(ta) =) Pulta) =) Pu(a)t"
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Por tanto, la funcién f serfa analitica en (—d,0), pero eso no es cierto porque f no
es derivableent = 0. m

Teorema 5.21 Supongamos que E es un espacio localmente convexo real y que U
es un abierto de E.

1. Sea T, la topologia en A(U) de la convergencia en cada punto. Si T es una
topologia en A(U) y 7, < 7 < 75, entonces (A(U),T) no es completo.

2. (.A (RN) ,rg) Y (.A (]RN) ,Tg) no son completos.

Demostracién. 1. Se puede suponer que 0 € U. Sea f : R — R la funcién definida
en la proposicién 5.20. Si se llama S, a la suma parcial de la serie de Fourier de
f hasta el orden m, entonces cada S,, es una funcién analitica en R y S,, — f
uniformemente en todo R (véase [33, teorema 5.3.1]). Sea ¢ € E’\ {0}. Para cada
m € N, la funcién
gm €U — S, (¢ (2))

es analitica en U.

SiY = (V]);il es un recubrimiento de U formado por una sucesién creciente de
conjuntos abiertos, entonces (g.,)._, es una sucesién de Cauchy en Ay, (U), pues

n—oo

Hgm_gnuvj S Hgm_gnHU S H‘S"m_STLH]Rm—> 0

para todo j € N. Entonces (g,,),._, también es una sucesién de Cauchy en (A (U) , 75)
y, por tanto, en (A (U), 7). Si existiese g € A (U) tal que g,, — g para la topologia
7, entonces también g,, — ¢ para 7,. Por tanto,

fop(z)= lim g, (v)=g(x)

m—0o0

para todo z € U, luego tendriamos que g = f o . Sin embargo, en la proposiciéon
5.20 se vio que f o no es una funcién analitica.

2. Sea f: R — R la funcién definida en la proposicién 5.20. Sea
hi ()2, € RY o f ().
Para cada m € N, la aplicaciéon
Bt (20)00, € RY = S, (1)

es analitica en RY y (h,,)_, converge a h uniformemente en RY. Entonces (h,,)>>_;
es una sucesion de Cauchy en Ay, (]RN) y, por tanto, en (A (]RN) ,75*). La conver-
gencia uniforme de (hy,),-_, implica también que (h,),._, es una sucesién de Cauchy
en (7} (A(R)), 7o) y, por tanto, en (A (RY),7,). Sin embargo, la funcién h, que es
el tinico posible limite, no es analitica en RY, como se demostré en la proposicién
5.20. m



Capitulo 6

Funciones no acotadas en
colecciones de subconjuntos
acotados

6.1. Construccion de funciones holomorfas con ra-
dio de acotacién prefijado

Como dijimos en el capitulo 4, Ansemil, Aron y Ponte obtuvieron en el ano
2009 que si E es un espacio de Banach complejo con base de Schauder, entonces
(H(E),7s) no es un limite inductivo numerable de subespacios del tipo Hy (E)
(teorema 4.3). El resultado principal que utilizaron para demostrar dicho teorema
fue la siguiente proposicién sobre funciones holomorfas que no son de tipo acotado:

Proposicién 6.1 (Ansemil, Aron y Ponte [5]) Sea E un espacio de Banach
complejo con una base de Schauder normalizada (e,,);-, y sea M la constante de la
base. Sean R y r dos miumeros positivos. En estas condiciones, existe una funcion

f € H(E) tal que Hf”BE(o,R) <Xy ”fHBE(?)MReLT) = 0.

La funcién f construida en la proposicién 6.1 estaba expresada como una serie
de potencias de los funcionales asociados a la base de Schauder. Poco después, los
mismos autores observaron que, en realidad, era posible sustituir dichos funcionales
por los de una sucesion normalizada y convergente a cero en todo punto, como la
que proporciona el teorema de Josefson — Nissenzweig. Por tanto, la hipétesis de que
E tenga base no es necesaria:

Proposicién 6.2 (Ansemil, Aron y Ponte [6]) Si By y B; son dos bolas dis-
juntas en un espacio de Banach E complejo de dimension infinita, entonces existe
una funcion f € H (E) tal que ||f||z, < oo y || fllz, = oo.

Las proposiciones 6.1 y 6.2 que acabamos de enunciar nos llevaron a preguntarnos
si serfa posible obtener un resultado similar cuando tenemos tres o mas bolas. En
concreto, en este capitulo pretendemos estudiar el problema siguiente:

73
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Problema 6.3 Sea E un espacio de Banach, real o complejo, de dimensién infinita.
Supongamos que I y J son dos subconjuntos de N disjuntos y que {B,, : n € I U J}
es una coleccién de bolas en F. jFExiste una funcién f analitica en E que cumpla
que || fll5, < oo para todoi € I'y || f[|5, = oo para todo j € J?

Este problema no siempre tiene solucién. Para que ésta exista, es necesario que
ninguna bola B; esté contenida en una unién finita de bolas B;. Ademds, no se
puede esperar que la funcién f (en caso de que exista) esté uniformemente acotada
en todas las bolas B;. Por ejemplo, si E es un espacio complejo separable, (z;):-,
es una sucesion densa en la frontera de Bg (0,1) y M > 0, entonces por el principio
del médulo maximo no puede existir una f € H (F) tal que || f|| B (i d) < M para
todoi € Ny HfHBE(O,%) = 00.

El problema 6.3 estd relacionado con la cuestién de encontrar funciones holo-
morfas con el radio de acotacién prefijado. Recordemos que el radio de acotacién de
una funcién f € A(F) en un punto x € E es

nf (1) =sup {7 > 0 fll gy < 00}

Si F tiene dimensién finita, entonces r,f () = oo para toda f € A(F) y todo
punto z € E. Por el contrario, esta propiedad no es cierta cuando E es un espacio
de dimensién infinita (recuérdese el teorema 3.1). El siguiente teorema determina el
radio de acotacién de una funcién holomorfa:

Teorema 6.4 (Nachbin [57]) Si E es un espacio de Banach complejo, f € H (FE)
yx € I, entonces

dnf (x)

n!

rof (z) = [ limsup

— 1
Si lim sup H% " =0, se entiende que ryf (v) = 0.

En 1974, Aron probé que en todo espacio de dimension infinita existen funciones
holomorfas cuyo radio de acotacién no sélo es finito, sino que incluso es arbitraria-
mente pequeno en los puntos de la esfera unidad.

Teorema 6.5 (Aron [9]) Si E es un espacio de Banach complejo de dimension
infinita, existe una funcion f € H (E) tal que

inf {rpf (z) : ||z| =1} = 0. (6.1)

Ademds, el conjunto de funciones holomorfas en E que satisfacen la propiedad (6.1)
es denso en (H (E),Ts).

Por su parte, Coeuré y Kiselman estudiaron en [26], [41], [42] y [43] qué propiedades
debe satisfacer una funciéon R : E — (0,00) para que exista f € H (FE) tal que
R (z) = rpf (z) para todo x € E. A modo de ejemplo presentamos el siguiente teo-
rema tal y como aparece en el articulo de Schottenloher [64], donde se recogen y
generalizan algunos de los resultados de Coeuré y Kiselman.
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Teorema 6.6 (Coeuré, Kiselman) Sea E un espacio de Banach complejo de di-
mension infinita con base de Schauder y sea M la constante de la base. Supongamos
que una funcion R : E — (0,00) satisface las dos propiedades siguientes:

1. |R(z) — R(y)| < ||z — y|| para todos los x,y € E.

2. —log R es plurisubarmdnica, es decir, —log R es semicontinua superiormente
ysix,y € E yr >0, entonces

—logR(z) < —/ —log R) x + Teity) dt.

En estas condiciones, eziste una funcion f € H(E) para la cual

—R < <
3MR be R.

Si E =t existe g € H (¢1) tal que r,g = R.

Un ejemplo sencillo de una funcién R que satisfacen las propiedades del teorema

anterior es 1

el +1°
Esta funcién ya aparece en los trabajos de Kiselman y Schottenloher.

En ciertas situaciones, los teoremas de Cceuré y Kiselman proporcionan una
solucién del problema 6.3. Por ejemplo, supongamos que un espacio E y una funcién
R : F — (0,00) cumplen las hipétesis del teorema 6.6. Supongamos también que
{Bg (n,rs) : n € I UJ} es una sucesiéon de bolas en E tal que r; < BLMR (x;) para
todoi € I y r; > R(x;) para todo j € J. Entonces existe f € H(E) con la
propiedad de que

R:zel,— R(z) =

1
> ..
ro.f () —3]\/[/7%(36@)>7“Z sit el

y
rof (x;) < R(xj) <rj sije.J

Por tanto, [|f| g,y <00 sii €Ly | fllp,@, ) =00sije€J

6.2. Funciones analiticas no acotadas en una suce-
sion de bolas

Continuando este estudio de funciones con el radio de acotacién prefijado, en este
capitulo resolveremos el problema 6.3 en algunos casos concretos. En los teoremas
siguientes, la letra F volvera a representar un espacio de Banach, real o complejo, de
dimensién infinita. Lo primero que demostramos es que si existe una funcién con las
propiedades que hemos enunciado en el problema 6.3, entonces existe un conjunto
denso de funciones que también las cumplen.
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Proposicién 6.7 Supongamos que I y J son dos subconjuntos disjuntos de N y que
{B,, :n € IUJ} esuna coleccion de bolas en E. Si existe una funcion f € A(E) tal
que || f|lp, < oo para todoi €Iy ||f||Bj = o0 para todo j € J, entonces el conjunto

G = {gGA(E) :lgllp, < oo para todoi €Iy ||g||Bj = o0 para todo j € J}

es denso en (A (FE),To). St E es un espacio complejo, entonces G también es denso

en (H(E),Ts).

Demostracién. Supongamos que h es una funcién analitica en F/, p es una seminor-
ma continua en (A (F), 7o) y € > 0. El conjunto de los polinomios, P (E), es denso
en (A (E), 7o) (véanse las proposiciones 1.20 y 1.22). Por ello, existe P € P (F) tal
que p (P — h) < 5. La funcién

3

2p(f)+1f+P

g:

es analiticaen £y p(g — h) < e.
Los polinomios estén acotados en los subconjuntos acotados de E, luego || P|| 5 <
oo para todo n € I U J. En consecuencia,

5
lallg, < =——=——=IIfllg. + |Pllg < oo para todo i € [
o)1 o

g .
l9ll, = 1 [fllg, = IPllg, =00  paratodo j € J.

Deducimos asi que g € G.

Si E es un espacio complejo, entonces P (E) es denso en (H (E) , 75) (proposicién
1.20). Por ello, la demostracién que acabamos de hacer para 7 es valida también
para 745. Como consecuencia, se obtiene que G es denso en (H (E),75). m

Teorema 6.8 Sea E un espacio de Banach de dimension infinita. Sea (Bj);io una
sucesion de bolas abiertas en E tales que B; ¢ By para todo j € N. Para cada j, sea

s; = sup {[|z[| : = € B;}

y supongamos que lim;_., s; = 0o. Entonces, fijado € > 0, existe una funcion f €
A(E) tal que ||fllg, <ey ||fHBj = 00 para todo j > 1.

Demostracién. Si utilizamos una traslacién, podemos suponer que By = Bg (0, Ry)
con un Ry > 0. Como lim;_,,, 5; = 00, es posible reordenar la sucesién (Bj)j:1 de
forma que

s51 <83 < s3 < -

Ademss, dado que cada B; es un conjunto abierto, se cumple que ||z|| < s; para
todo x € B;.
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Por hipétesis, By ¢ By. Los conjuntos By y By son bolas abiertas y, por ello,
existe x; € B\ By. Entonces
Ro < ||$1|| < 81,
luego existe my € N tal que ||z1] < s1 — mL1 Definimos Ry = s1 — m%, que cumple
Ry > Ry. Como Ry < s1 < 89, existe x9 € By tal que

Rl < HQIQH < S9.

De nuevo, es posible encontrar my € N, may > my, tal que ||z < so— m% Definimos

1
R2—82—m—2

De esta forma, obtenemos una sucesiéon de vectores (z;)°-, C FE y otra de

7=1
nimeros positivos (R; ) _, con las propiedades siguientes:

1. Ry < Ri < Ry <
2. lim; .o R; = oo porque lim;_,,, 5; = oo.
3. Para todo j > 1,2; € BN Bp(0,R;) y x; ¢ Bg (0, R;_1).

Seguiremos el mismo razonamiento que en el teorema 4.6. Supongamos primero
que el espacio E es real. Como x1 € BiNBg (0,Ry) y 1 ¢ Bg (0, Ry), existe r; > 0
tal que

BE (1]1,7’1) CBlﬂBE (O,Rl) y BE (IL‘l,Tl)mBE (O,Ro) :Q)

Por la proposicién 4.5, existe una funcién f; € A(FE), que tiene una extensién
holomorfa f; € H(FE) al complejificado de E y se cumple que

1
5(0,Ro) 2

y ”fIHBE(ml,Tl) = o0.

Como x5 € By N By (0, Ry), 22 ¢ B (0, R1) y f1 es continua, existe r, > 0 tal que
BE (.1'2,7“2) CBQHBE‘ (0,R2), BE (.I’Q,TQ)QBE (O,Rl):®

y
||f1||BE(332 7‘2) < 0.

De nuevo por la proposicién 4.5, existe una funcién f, € A (FE) con una extension
holomorfa f, € H(E) tal que

|71,

(0,R1) 22 Y HfQHBE(aszz) = o0
E

De esta forma, se obtiene una sucesiéon de nimeros positivos (r]) —1 Y otra de

funciones (f;)7Z, analiticas en F, cada una de ellas con una extensién f; € H(E),
con estas propiedades:
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(a) Bg(zj,7;) C B;N Bg (0, Ry).
(b) BE (l’j, Tj) M BE (0, ijl) = (Z)
(c) ||anBE(Ij7rj) <oosil<n<j—1

(d) ||f;

< 2% para todo 5 > 1.
BE(O,Rj_l)

(e) ”fj”BE(xj,rj) = oo para todo j > 1.

Sea K un subconjunto compacto de E. Como lim; .o R; = oo, existe j € N tal
que K C Bz (0, R;). Por la propiedad (d),

> [l < 3 |

fa

|
< — < 0.
B(0,Rn—1) n;rl 2n

Por tanto, la serie Y~ f, converge uniformemente en los compactos de E. Por la
S e

proposicién 1.10, la suma f =) f, es holomorfa en E. Por la proposicién 1.26,
f =37 fn es analitica en E.

La funcién f estd acotada en la bola By = Bg (0, Rp):
f < io: i < 00
"Bz 0,R. 1) ~ on '

n=1

1 zpt0m00 < D Mollspomy < 3|
n=1 n=1
Ademss, sij €N, j > 1,

Jj—1 00
Z ||f]||BE(gg]7'r]) - Z ||fn||BE(CC]',T]') - Z ||f”||BE($j,'r'j) :
n=1

n=j+1
Utilizamos que Bg (2j,7;) C Bp(0,R;) C Bz (0, R,—1) sin > j+1:

o0

7—1
1
n=1

n=j+1
Las propiedades (c) y (e) implican entonces que ||f[| = oco. Para completar la
prueba cuando E es un espacio real, es suficiente considerar la funcién

3

17

. . . o0 o0
Si E es un espacio complejo en vez de real, entonces (f;);2, v f =3, fa son
ya funciones holomorfas en F y no es preciso considerar sus extensiones. m



79

Observacion 6.9 Si sélo se considera una coleccién finita de bolas (Bj);”zo tales que
B; ¢ By para todo j € {1,...,m}, entonces el proceso inductivo de la prueba del
teorema 6.8 termina en el paso m. En este caso, es evidente que la funcién Z;nzl fi
cumple las propiedades requeridas.

Observacién 6.10 En el teorema 6.8, en general no se puede suprimir la hipétesis
de que lim;_,,, s; = co. Vamos a mostrarlo con un ejemplo. Supongamos que x € E
y ||lz]| = 2. Sea By = Bg (0, 1). Para cada j > 1, sea

i
B, =By -z 2).
’ E(j+1 J>

En este caso,
J 1
;= x€eEB}l=——.24-<2.
s =sup (ol v € BY = =245 <

Si f es una funcién analitica en E, existe r > 0 tal que || f|[z, . < 0o. Como
1

lim - r=2x lim - =0,
j—oo j +1 Y j—oo J

existe jo € N tal que B; C Bg(z,r) si j > jo. Entonces ||f||Bj < oo para todo
J = Jo

Teorema 6.11 Sea E un espacio de Banach de dimension infinita. Supongamos
que {Bg (e;, R;)}~, es una coleccion finita de bolas en E con la propiedad de que
Ry > méx{Ry,...,Ry}. Entonces existe f € A(E) tal que

1l By es iy < o° para todo i € {1,...,m}

||f||BE(607RO) = 00.

Demostracién. Si se aplica una traslaciéon se puede suponer que eg = 0. Sea
0<e<1,e< Ry, tal que

(Ro—¢)(1—¢) >méx{Ry,...,Rn}.

Sea Y un hiperplano cerrado que contenga a los puntos ey, ...,e,,. Por el lema de
Riesz, existe z € E tal que ||z|| =1y dist (z,Y) > 1 —¢. Sea

o= (Ry—¢)z € Bp(0,Ry).
Este vector cumple que

dist (xg,Y) = (Ro—¢)dist(z,Y)
(Ro—¢)(1—¢)
max{Ry,...,Rn}.
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Por el teorema de Hahn — Banach, existe ¢, € E’ tal que ¢yl = 1, ¢y = 0 en el
subespacio Y y
o (x0) = dist (xg,Y) > méx{Ry,..., Ry}.

Entonces ¢, (e1) =0, ..., ¢, (ém) = 0.

Sea {xy, ¢y}, un sistema biortogonal en E con las propiedades dadas en el
teorema 1.30. Como xy € Bg (0, Ry) vy Supen ||zk]| < oo, existe r > 0 tal que
xog + Tz € B (0, Ry) para todo k € N. Dado que ¢, (r9) > méx{Ry,..., R},
existe ¢ > 0 tal que

, 1
max {Ry,..., R} < - < g (x0) .

Entonces cR; < 1 < ¢y, (z9) para todo i € {1,...,m}, luego es posible encontrar
un nidmero natural o para el cual

(cipg (w0))" 7 > 1

(cR)® (lleill + Ri) <

N | —

para todo i € {1,...,m}.
Por la proposicién 1.27, la funcién

F=> (lep)) @)
k=1

es analitica en E porque limg_., ¢, () = 0 para todo z € E. Si 1l <i < m, entonces
f estd acotada en B (e;, R;):

k
1l Bpery = sup |f(ei+2)] < sup Z oy ()% - [y (e + x)])
l|z||<R; lzll<R: ;.=

[e.o]

< Y (elieoll B - lpel lesll + Ri))*

£
Il
—

(R - (llell + Ry))"*

1 k
(5) < o0
1

(hemos utilizado que ¢, (¢;) =0y que ||¢,|| = 1 para todo & > 0). Ademas,

WE

£
Il
—

NE

>
Il

sup| f (w0 +ray)| = sup (g (20)) @y (ray))”
keN keN

= sup ((epy (0))" )" =oc

porque (cpq (7)) r > 1. Esto nos permite deducir que 1/ 50,7, = 00- ™
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Observacién 6.12 La hipdtesis Ry > méx { Ry, ..., R,,} del enunciado del teorema
6.11 no siempre es necesaria, como se puede ver en la proposicién 6.2.

Teorema 6.13 Sea E un espacio de Banach de dimension infinita. Sean m y n
dos nimeros naturales, n > m, y consideremos dos sucesiones finitas de bolas,
{Bg (e, Ri) 2y y{Br (e, Rj)},_,, . con la propiedad de que

max{Ry,...,Rp} <min{R,.1,...,R.}.
Entonces, fijado € > 0, eziste una funcion f € A(FE) tal que

1l pyery <€  paratodoi€ {1,...,m}

||f||BE(ej7Rj) =00 para todo j € {m +1,...,n}.

Demostraciéon. Existen nimeros positivos 7,1, ..., 7, tales que
max{Ry,...,Rn} <rmp1 < - <rp, <min{R,.1,...,R.}.

Por el teorema 6.11, existe f,,11 € A(FE) tal que

[ fnt1ll pye,ry <00 paratodoi € {1,...,m}
y
||fm+1HBE(em+1,7'm+l) = Q.
Distinguimos dos casos. Si ||fm+1||BE(€m+27rm+2) = 00, entonces se toma frnio = frnii.

En caso contrario, si ||fm+1||BE(eer2 sy < 00, de nuevo por el teorema 6.11, existe
una funcién g¢,,+1 € A(E) tal que

”gm-‘rlnBE(ei,Ri) < ® silses m7
||gm+1”BE(€m+1mi+1) < 0
Hgm+1 ”BE(em+2,7"m+2) - %

Entonces se toma f,,1o = fni1 + gme1. En cualquier caso, f,, 12 es una funcién
analitica con las propiedades siguientes:

||fm+2||BE(€i7Ri) < o0 siie{l,...,m},

Hfm“!‘QHBE(eerl,Terl) = y ||fm+2||BE(em+2,T'm+2) = Q.

La demostracién contintia por recurrencia hasta obtener una funcién f,, € A (F) tal
que
”anBE(ei,Ri) < 00 siiE{l,...,m},

Para terminar, se define f = &35 f,,, donde C' = méxi<i<m || full g, (e r,)- ®
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Teorema 6.14 Sea E un espacio de Banach de dimension infinita con una base de
Schauder (ex),, tal que

0 < inf |leg|| < sup |lex|| < oo.
keN kEN
Sea ()1, C E' la sucesion de funcionales asociados a la base y sea M = sup ||¢; |-
keN
Si J CN, R; >0 para cada j € J y e > 0, entonces existe f € A(E) tal que

Ll (o, <&

HfHBE( ) < & para todo i € N\ J.
J. ||f||BE(€j,Rj) = 00 para todo j € J.

Demostracién. En primer lugar observamos que limy_,, ¢, () = 0 para todo x €
E y que M < co. En efecto, para cada = € E se tiene que x = Y o | ¢, (z) e. En-
tonces limy oo [|¢y (2) €|l = 0. Como infrey ||ex]| > 0, se deduce que limy,,, ¢, (z) =
0. Por el teorema de Banach — Steinhaus, M = sup;cy ||¢s |l < 0.

Para cada j € J, sea t; € R tal que

R;
I<t; <1+
el

Entonces

R.
[tje; —ejll = (t; — 1) lles]| < m lejll = R,
J

luego tje; € Bg (e, R;). Como sup,qy |lex|| < oo, existe r; > 0 con la propiedad de
que
tie; + rjex € Bg (ej, R)) para todo k£ € N.

Puesto que t; > 1, existe un nimero natural «; tal que
1 o,
gtj Ty > 1.

Por la proposicién 1.27, la funcién

k
1= 3 (35)
j€J k=j+1
es analitica en F. Esta funcion estd acotada en la bola Bg (O, ﬁ)

TIORED 35 N CT (M EANETRS IS o) S

jeJ k=j+1 Jj=1 k=j+1
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SiieN\Jy |z| < 4, entonces

| - |, (@ wua+@>k
fleita) < %i%;(
_ (H%HM %@»+%<>y
B jEJ k=j+1 3
) C%em+me>
jEJ k= g+1
<y (g)k 4,
j= lk g+1
Por tanto, ||fl|5, (eni) = < 4.

Si ahora se toma j € J, se obtiene que

1 k
> t = = 00.
e, = 30 1F b ryen) = sup (565775) =oc

Para completar la prueba, es suficiente considerar la funcién ¢ f. =

Terminaremos el capitulo con una generalizacién del resultado de Aron que hemos
enunciado en el teorema 6.5.

Teorema 6.15 St E es un espacio de Banach, real o complejo, de dimension in-
finita, el conjunto

_{feA(E): fnf rf(z) = }

es denso en (A (FE),T) para toda topologia localmente convera T en A(FE).

Demostracién. Tomemos una funcién g € A (F), una seminorma p continua en
(A(E),7) y un nimero ¢ > 0. Hay que comprobar que existe f € F tal que
p(f — g) < e. Podemos suponer que g ¢ F, esto es, existe r > 0 tal que r,g () > r
para todo x € E de norma 1. Entonces ||g||BE(x7r) < oo para todo z € E de norma
1.

Sea {wy, @)}, un sistema biortogonal en E con las propiedades dadas en el

teorema 1.29. Entonces
T o
m:——y¢%:mmm}
{ [k k=1

es otro sistema biortogonal, ||yx|| = 1 para cada k € N y limy_,o ¢, () = 0 para
cada x € I. Para cada n € N existe «,, € N tal que

o 1

29— > 2.

n
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Se define
f= ZZ (2,)" )" € A(E).
n=1 k=n+1

Tomamos un nimero natural n suficientemente grande para que n > . Como
Yn + nyk € Bg (yn, ;) para todo k € N, se cumple que

1\*
= sup <2a"—> > sup 2F = .
n

111y g2y > S0

k>n+1 k>n+1 k>n+1
Ademas,
191l 5, (3. 2) < 91l B gmy < 00
Por tanto,
H . > |y gl
g 2 g = 00,
p(f) By 1) (f) Bo(vm) — 10Bs ()
luego

S

s (ﬁf + g) () <

Esta propiedad es vélida para todo n > %, lo que implica que W f+geF.

De esta forma queda demostrada la densidad de F. m



Capitulo 7

Aplicaciones holomorfas con
imagen densa

7.1. Lineabilidad del conjunto de aplicaciones holo-
morfas con imagen densa

Supongamos que F es un espacio de Banach complejo y que f es una aplicacién
holomorfa definida en el disco D = {z € C: |z] < 1} con valores en Bg (0,1). En-

tonces -
Fmy = (

y cada f (HLHE) es un compacto de Bg (0,1). Por el teorema de Baire, si E tiene
dimensién infinita, entonces

gf(nilﬁ) # By (0,1).

es decir, f no puede ser sobreyectiva. Por ello, podemos preguntarnos cémo puede
ser la imagen de f. En 1973, en la Conferencia de Holomorfia en Dimensién Infinita
celebrada en la Universidad de Kentucky, Patil plante6 el problema siguiente:

n —
D) c Bg(0,1

Problema 7.1 (Patil, 1973) Supongamos que E es un espacio de Banach separa-
ble complejo. ;Existe una aplicacién holomorfa f : ) — Bg (0,1) con la propiedad
de que f (D) sea denso en By (0,1)?

En 1976, Aron obtuvo una respuesta afirmativa a esta cuestién para cualquier
espacio de Banach separable, tanto de dimensién finita como infinita (véase [10]).
Para ello, utilizé6 una factorizacién a través de los espacios de sucesiones cg y fa,
es decir, demostré que existen aplicaciones holomorfas f; : I — ¢y, fo : cg — £
y f3 1 lo — E tales que fi (D) es denso en la bola unidad de ¢y, fo (B, (0,1)) es
denso en By, (0,1) v f35(By, (0,1)) es denso en Bg (0,1). Finalmente, la aplicacién
f buscada es la composicién de fi, fo y f3.

85
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Al mismo tiempo, Globevnik demostré que el problema de Patil también tiene
solucién cuando se sustituye la bola Bg (0,1) por un subconjunto de E que sea
abierto y equilibrado.

Teorema 7.2 (Globevnik [34]) Si E es un espacio de Banach separable complejo
y U es un subconjunto de E abierto y equilibrado, entonces existe una aplicacion
holomorfa f : D — U tal que f (D) es denso en U.

Finalmente, Rudin obtuvo en 1976 la solucién més general posible para el proble-
ma, de Patil:

Teorema 7.3 (Rudin [60]) Sea E un espacio de Banach separable complejo. Si U
es un abierto conexo de E, entonces existe una aplicacion holomorfa f : D — U tal
que f (D) es denso en U.

El paso esencial tanto en el articulo de Globevnik como en el de Rudin consistia
en construir una sucesién de funciones continuas en D y holomorfas en D que in-
terpolasen una sucesién densa en U. A continuacién recogemos este resultado segun
aparece en el trabajo de Rudin.

Proposicién 7.4 (Rudin [60]) Sea E un espacio de Banach separable complejo.
Supongamos que U es un abierto conexo en E y que (x,,).-, es una sucesion densa en
U. Entonces existen tres sucesiones, (0,)n 1, (Dn)ooy y (fa)oeys con las propiedades
stgquientes:

1. Cada 6, es un niumero real y 0 < 20,,1 < 0, para todo n € N. Por tanto,
lim,, .o 6, = 0.

2. D, es un disco abierto centrado en el punto ew € 0D cuyo radio es menor que

1
n? "’

Cada f, es una aplicacion continua de D) en U y es holomorfa en I.
falen) = @, para todon € N y fo(ex) =0 sin # k.

£ ()| < 6, para todo z € D\D,.

S T e

f =52 fu es continua en D\ {1}, es holomorfa en D y f (D) C U.

Una vez obtenida la sucesién (f,,) -, es facil demostrar que f (D) es denso en
U.SizeUye>0,existird n € N tal que ||z — 2,,| < 5. Como f es continua en

D\ {1}, existe w € D tal que Hf(e%) —f (w)H < 5. Por la propiedad 4 se cumple

que f(e%) = x,, luego
o = £ @) < e = zall + lan = f ()] = llz = 2all + [ £e5) = £ )]| <=

Por tanto, f (D) es denso en U.
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Nuestro propdsito en el presente capitulo es estudiar la lineabilidad y densidad
del conjunto de aplicaciones holomorfas en D que tienen imagen densa. La letra F
representard siempre un espacio de Banach complejo. Para simplificar la notacién,
escribiremos B en vez de Bp (0,1) para representar la bola unidad abierta de E.
Si U es un subconjunto de E, H (I, U) representara el conjunto de aplicaciones
holomorfas de ) en E cuyas imdgenes estdn contenidas en U. Si R > 0y z € C,
llamaremos D (z, R) al disco abierto en C con centro z y radio R.

En el siguiente lema se obtienen unas relaciones entre nimeros naturales que
seran utilizadas para demostrar el teorema 7.6.

Lema 7.5
1. Si j1, j2, k1 y ko son niumeros naturales, ki # ko, j1 > k1 y jo > ko, entonces

i i1
Jl(]12 )+k17é‘72<j22 )+k2.

2. Sin €N, existen unos unicos numeros naturales j y k tales que

(i1
1<kE<) Yy nz%—i—k.

Demostraciéon. 1. Podemos suponer que k; < k. Distinguimos dos casos. Si
J1 < Jo, entonces
i1 (i1 (i1
J (i )+k1 < Ja (J2 )+k;1 < Ja (J2 )+k:2.
2 2 2
Si j1 > j2, entonces

jl(j1_1>_j2(j2_1) = [14+2+---+(h-D]—-[1+2+ -+ (jo—1)]

2 2
= Jot -+ (1 —1) > o > ky > ks — ky.
Por tanto,
=1 j2(j2a—1)
— > ko — k
5 9 2 1
y .. 1 Lo 1
%+k1>%+kz.

Esto concluye la demostracién del enunciado 1.

2. Sea j el mayor nimero natural con la propiedad de que ](]T_l) < n. Entonces

2 i(7—1 .y . . ,
el nimero kK = n — ](]T) es un entero positivo. Si k fuese mayor que j, se tendria

que
j(—-1) jG-1 . G+
_JV =Y IV s VT

" 5 T 5 T 2
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Esto contradice la definicién de j. Por tanto, se deduce que 1 < k < j.
Supongamos ahora que jy, jo, k1 ¥ ko son nimeros naturales tales que 1 < k; < jq,
1<k <jy
J1(ji—1) j2 (J2 — 1)
2 ! 2
Por el apartado 1, k; tiene que ser igual ks. Entonces

+ k.

=1 ja(j2— 1).

2 - 2

Como j; > 1y js > 1, esta igualdad sélo se cumple si j; = jo. ®

Teorema 7.6 Si E es un espacio de Banach separable, existe un espacio vectorial
de dimension infinita X C ‘H (D, E) tal que

X\{o}Cc{feH(D,E): f(D) es denso en E}.

Demostracién. Sea (y,,),._, una sucesién densa en E\ {0}. Llamamos (z,),-, a

la siguiente sucesién densa en E\ {0} obtenida a partir de (ym, ) ._;:

Y, Y2,Y1, Y3, Y2, Y1, Y4, Y3, Y2, Y1, Y5, Y4, Y3, Y2, Y1 - - -
e e e ~~ - ~ o

Es decir, z,, = yj_x+1, donde j y k son los tinicos niimeros naturales tales que

o
1<k< oy =ty

Sean (6,,),- 1, (Dn)rey v (fn)re las sucesiones correspondientes al abierto U = E'y
a la sucesion (z,,),-, con las propiedades dadas en la proposicién 7.4.

Para cada k € N, se define g; : D\ {1} — E como

o
Ik = E fin
=k

Téngase en cuenta que, por el lema 7.5, si ky # ko, j1 > k1 v j2 > ko, entonces

i (i
1 U )+k17éjz(y2 )+k2.
2 2
Es decir, si fj(j;l) Ty
no aparece en la serie que define a gy, . ,
Sea K un subconjunto compacto de D\ {1}. Como e» — 1 y el radio de D,

converge a cero, existe m € N tal que K N D,, = () para todon > m. Si z € K,

entonces
PTACES IS

es un sumando en la serie que define a gy, , entonces f;;-1 Ty
2
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Ahora utilizamos que 9,, < %5n_1 para todo n:

o'} ) 6m
SIS g =26

n=m

Por tanto, > || fullx < 20, luego la serie que define a cada g5, converge uniforme-
mente en los compactos de D\ {1}. Esto implica que la aplicacién g, es continua en
D\ {1} y, por la proposicién 1.10, es holomorfa en D.

Se define X como el espacio vectorial generado por la sucesién (gi),.,. Vamos
a demostrar que X tiene dimensién infinita y que toda aplicacién de X distinta de
cero tiene imagen densa.

Supongamos que k € N, Ai,..., s € Cy AMgi + -+ Mg = 0 en . Como
g1, ..., gr son continuas en D\ {1}, se deduce que

k(k—ll)

()\191 4+ -4 )\kgk) (eT-Hc) = 0.

A continuacién se aplica la propiedad 4 de la proposicién 7.4,

0= ()\191 + -4 )\kgk) (6 21+k) = )\kfk(k2—1)+k (6 21+k) = Akxk(k;1)+k.

Sabemos que zxk-n ,, # 0, luego A, = 0y, por ello, Aigr + -+ + Ap—1g4—1 = 0. Si
se repite este mistO argumento, llegamos a que A\; = --- = Ay = 0. Por tanto, la
sucesion (gi),-, es linealmente independiente y X tiene dimension infinita.

Supongamos ahora que o191 + -+ + aggr € X\ {0}, donde ay,...,ap € Cy al
menos «y, es distinto de cero. Para demostrar que (191 + -+ - + axgr) (D) es denso
en E, tomemos un punto cualquiera z € E'y un nimero € > 0. La sucesion (Y, ) -,
es densa en F, por lo que existe m € N tal que

Y —ix‘< :
"y 2 x|
Sea
n:(k+m—1)2(k+m—2)+k'

Entonces x,, = y,, v f. es un elemento en la suma que define a g, por lo que
gk(e%) = fn(e%) =Tp = Ym.

Como f, no aparece en las series que definen a gy, ..., gx_1, tenemos que
gl(e%) =0,... ,gk,l(e%) = 0.

Las aplicaciones g, ..., g, son continuas en D\ {1}, luego podemos elegir un punto
w € D tal que

g+ 4 ug) (w) = (ugs + -+ ugi) ()| <

DN ™
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Entonces

€ i
[(argr + -+ +apge) (w) — 2| < =+ |[(ugr + -+ arg) (en) — @
2

. |
= — QpYm — X
5 kY

< &
Esto demuestra que (191 + - -+ + axgx) (D) es denso en E. m

Es evidente que el conjunto H (D, Bg) no contiene subespacios no nulos. Sin
embargo, se puede demostrar que el subconjunto de H (D, Bg) de aplicaciones con
imagen densa satisface una propiedad semejante a la de lineabilidad. Utilizaremos el
stmbolo co (X) para representar la envoltura convexa de un conjunto X.

Teorema 7.7 Si E es un espacio de Banach separable, entonces existe una sucesion
linealmente independiente de aplicaciones holomorfas (gi),.., de D en Bg tales que

co ((gr)rey) C{f € H(D,Bg): f (D) es denso en B} .

Demostracién. Sea (y,,),._, unasucesién densa en Bg\ {0}. Sea (x,,) -, la siguien-

te sucesion obtenida a partir de (Y ) ._;:

Y1, Y2, Y91, Y3, Y2, Y1, Y4, Y3, Y2, Y1, Y5, Y4, Y3, Y2, Y1 - - -
M NS S——— ~~ 7\ ~~ 4

Por la proposicién 7.4, existe una sucesién (f,),—, de aplicaciones holomorfas con
las propiedades siguientes:

1. fu(en) =z, para todon € Ny f,(et) =0sin # k.
2. f =32 fu es continua de D\ {1} en Bg y es holomorfa en D.
Para cada k € N, se define
gr: 2 € Disgp (2) = 27f (2).
La aplicacién g es continua en D\ {1} y es holomorfa en ID. Si z € I, entonces
lge ()1 = [|2°f ()| < If ()] < 1,

luego gx (D) C Bg. Como Bpg es un conjunto convexo, si ty,...,t; € [0,1] y t; +
.-+ 4+t = 1, entonces
(tig1 + -+ + tygr) (D) C Bp.

Vamos a demostrar que la sucesion (g),-, es linealmente independiente. Supon-
gamos que k € N, A, ..., s € Cy A\g1 + -+ X\egr = 0 en D, es decir,

(Mz 4+ )\kzk) f(z)=0 para todo z € D.
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Como f es continua en D\ {1} y f (¢') = ; # 0, existe § > 0 tal que f (z) # 0 para
todo z € DN D (e, d). Entonces

Mz+-+ 22" =0 paratodozG]D)ﬂD(ei,cS).
Por el teorema de identidad,
Mz+ -+ M2 =0 para todo z € C.

Entonces A\ =0,..., A\, =0.

Sélo falta comprobar que si ti,...,t, € [0,1] y t1 + -+ + & = 1, entonces
(t191 + -+ + trgr) (D) es un conjunto denso en Bg. Se toma © € Bgp y € > 0. La
sucesion (y.,)._, es densa en Bg, luego existe m € N tal que

3

m — || <
lm — 2l < =

Por la continuidad del polinomio P (z) = t;2 + -+ + 32" en z = 1, existe § > 0 tal
que

[(tiz 4+ t2") — 1| = |P(2) = P(1)] < g size D(1,6).
Se elige n € N suficientemente grande para que ew €D (1,8) y = Ym. Entonces
f(e%) = Tn = Ym,

luego
(tygr + - + tege) (6%) = (tle% 4t tk(e%)k> "

La aplicacién t1g; + - - - + trgx es continua en D\ {1}, por lo que existe w € I para
el cual

i €
|tagr + -+ tag) (@) = (ga + -+ tegn) ()| < 5.
Por tanto,
9 i
[(tags -+ tege) () =l < % +||(tgr + -+ tuge) () — a
9 i i
o e
9 i
& 2ot e
+ llgm = o]
€ i
= =+ |Pe) = 1] lymll + llym — 2
< E.

Esto demuestra que la imagen de t1g; + - - - + t1gr es densa en Bp. =
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7.2. Densidad del conjunto de aplicaciones holo-
morfas con imagen densa

En la segunda seccion del capitulo se demuestra que si U = E 6 U = Bpg, el
conjunto de aplicaciones holomorfas de ) en U con imagen densa es un conjunto
G5 denso en (H(D,U),79). En H (D,U) consideraremos siempre la topologia 7
heredada de H (DD, E') que, por el teorema 4.7, coincide con la 75 estudiada en los
capitulos anteriores.

Proposicion 7.8 Si E es un espacio de Banach separable y U es un subconjunto
de E (no necesariamente abierto), entonces

{feH(D,U): f(D) es denso en U}

es un Gs en (H (D,U), 7).

Demostracién. Sea (y,,).._, una sucesién densa en U. Para cada par de nimeros
naturales m y k, sea

1
Fog = {f € H(D,U) | Existe z € D tal que || f (2) — ym| < E}

Vamos a demostrar que cada F,, j es abierto en (H (D,U), 7o) y que

{feH(D,U): f(D) es denso en U} = m Frk.
m,keEN

1. El

Sea f € F, ;. Entonces existe un punto zy € I tal que || f (20) — ym|| < %

conjunto

Vi = {9 €MD)+ g o) = 1 Golll < = 1 o)~}

en un entorno de f en H (D, U) para la topologfa compacto — abierta. Si g € V7,
entonces

1
lg (z0) = ymll = llg (z0) = f (o) | +11f (20) = ymll < 7
luego Vy C F,, k. De esta forma vemos que F,, , es abierto en (H (D, U), 79).
Sihe H(D,U) y h(D) es denso en U, entonces para cada m y k en N existe
z € D tal que
1
h —Uml| < 7,
()~ vl < +
es decir, h € ﬂmykeN Fo k-
Supongamos ahora que h € (), ey Frnk- Sean z € Uy € > 0. Como (Y ),,_; €s
una sucesion densa en U, existen kg, mg € N para los cuales

1
Yoo Yme =l < =

< W

DN ™

1
Fo
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La aplicacién h pertenece a F,, k., luego existe z € I tal que [|h (2) — Ym,|| < k—lo
Por tanto,

1 1
17:(2) = @[] < 17 (2) = Ymoll + lymo — 2| < 7=+ 7= <&
ko ko

Esto demuestra que h (D) es denso en U. m

Teorema 7.9 Si E es un espacio de Banach separable, el conjunto
F={feH(D,E): f(D) es denso en E}

es un Gs denso en (H (D, E), o).

Demostracién. En la proposicién 7.8 se probé que F es un conjunto Gy. Para
demostrar la densidad de F, tomemos una aplicacién g € ‘H (D, F), un subconjunto
compacto K C I y un nimero € > 0. Por la proposicién 1.20 existe un polinomio
P :C — FE tal que
€
1P (2) =g (2l < 5

para todo z € K.

Llamemos (Y )15 (Tn)rey ¥ (fn)oo; a las sucesiones introducidas en el teorema

7.6. Entonces
n=1

es una aplicacién continua de D\ {1} en E que es holomorfa en el disco abierto I.

Si se define
€

e ——
20 fllx +1

entonces
[(tf+P)—gllx <tlfllx+ 1P —gllx <e

Sélo falta comprobar que tf + P € F, es decir, que (tf + P) (D) es denso en FE.
Tomamos un punto z € £ y un nimero § > 0. Como (y,,),-_, es una sucesiéon densa

en F, existe m € N tal que
1 1 )
m— | —o——-P(1 < =,
Y (tgj ! <))H 31

)
ltym + P (1) — x| < 3

es decir,

El polinomio P es continuo en todo C y en — 1, luego existe ny € N tal que

J
HP(@E) —P(l)H <3 para todo n > ny.
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Sean € N tal que x,, = ,, y n > ng. La aplicacién ¢ f + P es continua en D\ {1},
por lo que existe w € D tal que

|7+ Py — o5+ Py 5 < 3.
Por tanto,
0f + Py ) ol < o+ ||tf(eh) + Plet) o
= %t e+ Plet)
= 2t [+ Pty
< g+||tym+P(1)—x||+Hp(ei)_pmH
< 9.
)

Esto demuestra que (tf + P) (D) es un conjunto denso en F, con lo cual tf + P
pertenece a F. m

Para demostrar la densidad del conjunto
{f € H(D,Bg) : f(D) es denso en Bg}

en (H (D, Bg), 7o) es preciso recordar primero la definicién de producto Blaschke y
demostrar dos proposiciones auxiliares.

Proposicién 7.10 Supongamos que (a,),., es una sucesion en el intervalo (0,1)

con la propiedad de que ZOO , (1 —ay,) < co. Entonces

el an — 2
b(z)znl—az

n=1

define una funcion holomorfa en D denominada producto Blaschke. Esta funcion
cumple que b(a,) = 0 para todo n € N. Ademds, si z € D, entonces

a, — <%
n <1

1—a,z
para todon € N, luego |b(z)| < 1. La demostracion de estas propiedades puede verse,
por ejemplo, en Rudin [61, pag. 302].

de
nimeros reales tales que 0 < a,, < 1 para todo n, Z » (1—ay,) <ooylb(z)—1| <
e para todo z € D (0, R), donde

Proposicién 7.11 Para cada R € (0,1) y cada e > 0 existe una sucesion (a,),
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Demostracién. Podemos suponer que € < 1. Sean € Ny sea ¢, = 57 € (0,1).
Como R < 1, tenemos que ¢, R < ¢,, luego

O0<1+R—-¢,<14+R-—¢,R.

Esto implica que
1+ R—¢,

0< ——— < 1.
1+ R—¢,R
Por tanto, existe a,, € R tal que
1
1= <ay <1 (7.1)
Y 1+ R
—E&n
—— <a, < L 7.2
1+R—e,R " (7:2)

Las desigualdades de (7.1) implican que Zooil (1 —a,) < oo, luego la funcién

ad Ap — 2
b(z):HI—az

n=1

estd bien definida y es holomorfa en . Las desigualdades de (7.2) implican que
1+R—¢,<a,+a,R—cpa,R,

luego
(1—a,)(1+R)<e,(1—anR). (7.3)

Vamos a demostrar que si z € D (0, R), entonces |b(z) — 1| < e. Paracadan € N,

[(an —2) = (1 —an2)] < (1—an)+(1—an)l?]
< 1-ay)+(1—ay,R
(

1—a,)(1+R). (7.4)

A continuacién aplicamos las desigualdades (7.3) y (7.4):

(@, —2)— (1 —au2z)] < (1—a,)(1+R)<e,(l—a,R)
< en(l—aylz]) <en|l—anzl|.

Por tanto,

ap — 2 €

-1l <e, 7.5

1—ayz © 2n+1 (7.5)

para todo n € N.
Para cada n, sea
ap — 2
W,




96
Entonces existe m € N tal que

<€
5

b(z)—Hwn

Ademsds, |w,| < 1 para todo n porque |z| < 1. Por ello,

ﬁwn—l

n=2

+ |’LU1|+|U)1—1|

DN ™

b(z) 1] < §+ []w.—1|<
n=1

< =+ |[Jwn—1|+]wr —1]
n=2

< =+ |[Jwn = 1|+ w2 — 1] + Jwy — 1]
n=3

E m
< -~~<§+;|wn—l|.

La desigualdad (7.5) implica que

£ " £
b(z) — 1] < §+22n+1 <e.
n=1

Esto completa la demostracién. m

Proposicién 7.12 Sea E un espacio de Banach separable. Sea (ym) o_, una suce-
sion densa en Bp. Para todo par de nimeros naturales m y k, el conjunto

_ 1
Fok = {f € H (D, Bg) | Existe z € D tal que || f (2) — yml|| < E}

es denso en (H (D,EE) ,7'0).

Demostraciéon. Supongamos que g € H (]D),EE), K es un subconjunto compacto
deDy0<e< i Podemos suponer que K = D (0, R) para cierto R € (0,1). Por la
proposicion 7.11, existe una sucesién (an)ff:1 de niimeros reales tales que 0 < a,, < 1

para todo n, el producto
= a, — 2
b(z) = -
(2) ,£[1 1—a,z

define una funcién holomorfa en D, [b(2)| < 1 para todo z € Dy [b(z) — 1| < e si
2| < R. Como b es uniformemente continua en el compacto D (0, a;), existe § > 0
tal que si z,w € D (0,a1) y |z — w| < §, entonces

Ib(2) — b(w)] < e. (7.6)
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Como en los teoremas anteriores, (x,,), ; representara la siguiente sucesién obteni-
. 0o
da a partir de (y,),. _;:

Y, Y2, Y1, Y3, Y2, Y1, Y4, Y3, Y2, Y1, Y5, Y4, Y3, Y2, Y1 - - -
A e ~~ 7N ~~

Sean (0,)7~ 1, (D)o v (fn).—; las sucesiones correspondientes al abierto U = Bg
y a la sucesion (z,,),~; con las propiedades dadas en la proposicién 7.4. Sea n € N

suficientemente grande para que

1 1
Tn = Ym, R+ﬁ<1’ 0 <€ y ﬁ<5'

. . 4 .
Recordemos que D,, es un disco abierto centrado en el punto e» cuyo radio es menor
que 2. Recordemos también que f, es una aplicacién continua en D, holomorfa en

Para cada z € D, se define

F(z)=b (aleﬁz) g (2) + fu ().

La aplicacién f es holomorfa de D en E. Vamos a comprobar que 1—J1r€ f pertenece a
Fok 'y que ||1—Jlr€f — gHK < 3e.

Recordemos que g € H (D, Bg), con lo cual [|g(z)|| < 1 para todo z € D. Si
z € D\D,, entonces

If I < g +1fa () <140, <1+e.

Si z € DND,,, entonces ‘z —en

1
< -3 <0, luego

_ i i
ame nz—al|l=a |z —en| <ad <9.

Como aje n 2 y a; pertenecen a D (0, ay), por la desigualdad (7.6) tenemos que

’b (ale_%z>

< E&.

= ‘b (ale_%,?,') —b(ay)

Entonces

7@ < | (ae =)l @I+ 1
< )b (aleﬁ‘z)] lf ()] < &+ 1.

Por tanto, || f (2)|| < 1+ ¢ para todo z € D.
Sea z € D (0, R). Entonces aje” =z también pertenece a D (0, R), por lo que

‘b (aw’iz) — 1‘ <e.
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Como R + 2 < 1, se deduce que D (0, R) N D,, = 0, luego z € D\D,, y
1fn (2)]| < 0n <e.
Entonces
1F ) =gl < |o(me52) 1] g ) + 1 )]
< ’b (ale_%z> - 1‘ +e< 2 (7.7)

para todo z € D (0, R). B
Como f,, es continua en I, existe w € DND,, tal que

fo (W) = fuler)

<e
De nuevo por (7.6),

<€

’b (ale_%w) ‘ = ’b (ale_%w> —b(ay)

y entonces

£ @) =l < [b (e 0| Lo @)+ 1o () = g
< e+ fa (W) = yml
< 2+ fn(e%)—ymH

= 2+ ||z, — yml|| = 2¢. (7.8)

Para terminar, consideramos la aplicacion ﬁ f € H (D, Bg). Utilizamos (7.8):

1 1
|r @ = = s @ - @) 417 w0 -
9
= IS )~
< €+2€:3€<1.

k

Deducimos asf que 1%6 [ € F Ademds, si z € K = D (0, R), las desigualdades
que aparecen en (7.7) implican que

li=re-50)| < |mgre-re| -
- WO el

< e+ 2¢=3e.

Por tanto, H%ﬁf — gHK < 3e. Esto demuestra la densidad de F,, ;. =
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Teorema 7.13 Si E es un espacio de Banach separable, el conjunto
F={feH(D,Bg): f(D) es denso en Bg}

es un G5 denso en (H (D, Bg),To).

Demostracién. Si se aplica la proposicién 7.8 con U = Bp, se obtiene que F es un
conjunto G, en (H (D, Bg) , 7o). Para demostrar la densidad de F en (H (D, Bg) , 7o)
se toma una sucesion (y,,,)._, densa en Bg. Para cada par de nimeros naturales m
v k, sea

_ 1
Fok = {f € H (D, Bg) | Existe z € D tal que [|f (2) — yml| < E}

Segtn se vio en la demostracién de la proposicién 7.8 con U = Bpg, cada Fo i es
abierto en (H (]D), BE) ,7‘0) y

{f €H(D,Bg): (D) es denso en Bp} = m Fo k. (7.9)

m,keN

Ademss, por la proposicién 7.12, F,, ;. es denso en (H (]D),FE) ,7‘0).

El espacio (H (D, E) , 79) es un espacio métrico completo (véase el teorema 2.17 y
la proposicién 1.10). Como H (]D), EE) es un subconjunto cerrado de (H (D, E), 79),
entonces (H (]D),EE) ,7'0) es también un espacio métrico completo. Por el teorema
de Baire y la propiedad (7.9), se deduce que

{f eH (HD,EE) : (D) es denso en EE}

es denso en (H (]D),EE) ,7'0).
Supongamos ahora que h € H (I, Bg), K es un compacto de Dy ¢ > 0. Por lo que
acabamos de ver, existe f : ) — Bp tal que f (D) esdensoen Bry ||f (2) — h(2)] <

e para todo z € K. Si existiera un punto z; € I tal que ||f (21)|| = 1, la aplicacién
ze D=1 (2
alcanzarfa el méximo en z; y, por tanto, tendriamos que || f (2)|| = 1 para todo z € D

(véase Barroso [20, proposicion 33.2]). Entonces la imagen de f no podria ser densa.
Por tanto, deducimos que || f (z)]| < 1 para todo z € D, esto es, f € H (D, Bg). m
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