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A mi, querido profesor 

Dr. D. EstehanTerradas. 

, ' . 
PARTE PRIMERA' 

CAPíTULO PRIMERO 

CRISTALES UNIÁXICOS',' 

El fenómeno de la doble refracción en'los (,Cristales UUlnA,'-~" /'n',n",I"t" 

como es sabido, en el desdoblamiento de 'un rayo incidente 
substancias, en dos refractados, de los cuales el uno sigue las,leye~ 
cartes" mientras el otro se aparta de ellas, no estandq" en , 
plano de incidencia, ni se halla, para la incidencia norma.l, eri la' 
ción del rayo incidente. " 

Estos hechos fueron satisfactoriamente explicados por ", l1\T<TPnC, 

tierido que en dichos cristales la superficie de onda ~se com' ' 
esfera y de un elipsoide de revoíución tangente pOr StlS polos á, ¡'a: éSiferá.::: 
en los extremos de un diámetro paralelo al eje prlncipál desi-" '~1 ...,'_·.J 
cristal. De es.te modo,'al aplicar la construcciÓn qe Huygensá la,y'pfrJ~t'¡ií{Ú1 
en una substancia birrefringente, se~obtienen aosondas refractadas,'t'l\j~Í"P,~;;0,":'" 
pondiente la una á la hoja esférica de la superficie deónda, y,la otr{t , 
hoja elipsoidal. Para la primera (onda ordinaria), el rayo cói'ncidiní ' 
normal; para la segunda, no ocurrirá, esto es genera\;. , 

Un cristal uniáxico (sistemas exagonal y tetragonal)quedará~u,....."".,.,"?C 
zado IJor el radio O de la esfera y el radio ecuatorial édel el " 
superficie de onda, ó sea por las dos velocidades de rósrayos 1LUlll"IV"lJ~ 
una direcCión perpendicular al eje prÍndpál de si~etria,Ó:timl:íjén 

recíprocas + w;~' e que son los índices de refráccióó "", ..rli",,,,, 

extraordinaria al suponer igual á la unidad la velocidad, de 
vací~. En la dirección paralela al eje principal de simetría (eje. 

, ternaria), las dos velocidades, y, porIo tanto, los dos íQdiCé~' 
esta dirección, se denomina eje óptico del cristal., 

Según esta hipótesis, la ecua~ión de li superficíedé 
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á un sistema de ejes cartesianos rectangulares, cuyo eje z coincida con ,el 
eje óptico es 

]1] 

. La superficie de velocidades normales, que es la pedaJ de la anterior, se 
compondrá de la misma esfera y de otra superficicde revolución, que ten­
drá común con el elipsoide de la superficie de onda los polos yel ecua­
dor. Para hallar la ecuación de esta segunda hoja de la superficie de velo­
cidades normales, hallaremos la de su curva meridJana del modo siguiente: 

La ecuación de la tangente en . . el punto x, z, á la intersección del elip­
soide de la superficie de onda con el plano x, t, es 

. 

+ 

La ecuación de la perpendicular trazada desde el origen es 

z 

. y eliminando XfI Zu entre estas ecuaciones y la 

. resulta' 

+ z')' 

que es la ecuación de la curva meridiana buscada. La de la sfiperficie de 
revolución correspondiente será 

(x~ + y2)e~ Z202 - (x2 + y' +z'.')'.= o 

que es un oVllloide de revolución. 
Por fin,. la' de la superficie- de velocidades normales podrá escribir­

se así 

[Xi + y2 + z'1. 0 2] [(x2 + yi) e2 + Z202, _ (Xi + y2 + Z2)2] = o [2] 

Las ecuaciones en coordenadas polares de la superficie de ondaserán 

[1'] 

-7'­

donde Se y So son los radios vectores que forman un>'ánguio 

óptico. . ' .. 
Del mismo modo las ecuaciones P?lares de 10 superficie 

des normales serán 

donde qo y qe son los radios vectores que forman un ángUlo; 
~~ " . 

Un cristal se llama positivocuáildo el elipsoidede.;la ",,,,,-fi"'¡"'·,1'" 
es alargado, y negativo cuando dicho elipsoide es achatado. 
caso e< o, Óbien € > w; en el segundo e> o; e< w.Oela' 1'f\.,,,t,"i"'Í';lÍm 

de Huygens se deduce que en los cristales positivo!?",el 
está entrj! el ordinario y el eje Óptico, y que en los. se~~ul1ldo,s, 
está entre el extraordinario y el eje. 

., . 

2. Elipsoide de Fresnel y élipsoide.de 10$ lndiCe~. " 
/ . - .... \ 

Las, dos superficies consideradas,,la de onda} la .de 
. males, pueden ser construidas por un procedimiento, . 

I . 

Fresnel. .' . .... '.' ..•. 
Sea,en primer lugar, .el elipsoide llamado de Fresnel, 

-vale e y ~uyo radio ecuatorial vale o; su. ecuación ~erá 

.1 .. 
. Hallemos los semiejes de la elip¡;e' de interse~ción (Útljc!t9' 

con un plano diametral, cuya,normal formaeláng~lo~ cOti'el .. ' .'... 
Estos semiejes estarán situados el uno en el plano ecuatorial yvaldráp 
el otro en la sección principal (orientación del plano .determinaá¿;po(él 
eje óptico y la normal al plano en cuestión) valiendo' 

Se = 

. . \ ." -'-' ".' -'-.~ .:-. 

y comparando con[1 '] se deduceinmediatamenfe, que «Ia"superfidf! 
onda puede ser construida tomando sobre cada ditección" qlJe;pa~á . 
'origen, longitudes -iguales á los semiejes de la elipse de . . ". . 
plano normal á dicha dirección, que ¡:>ááa por ~lceh~ro, Ydeleliu",,,...',,.,,,,,, 
Fresne¡'.. . 

http:�lipsoide.de
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Para la superficie de velocidades normales emplearemos el, elipsoide 

llamado de los índices, cuyo semieje polar vale ~ = e y el ecuato~ 
1

rial , = tu. Su ecuación será o 

, ' 

y un plano diametral cuya normal, forma con el eje z el ángulo'f lo corta­
rá, según una elipse, cuyos semiejes valdrán, el perpendicular ála sección 

principal 1 y elsituado en la misma 

ne =.. ,
'V 02COS2tp .i- e2sen2tp 

y comparando con l2] resulta 'que .Ia superfiCie de velocidades normales 
puede construirse tomando sobre, cada recta que pasa ppr el centro, lon-' 
gitudes recíprocas á los semiejes de la elipse de intersección del elipsoide 
de índice~, con un plano diametral perpend~cular á la recta en cuestión». 

, Expenmentalmente se ha observado que el rayo ordinario vibra per­
pendicularmente álasecciónprincipal y el ordinario paralelamente á ella, 
y, por lo tanto, podremos decir que «los semiejes de la elipse que por su 
magnitud determinan las velocidades de propagaCión de los rayos, deter­
minan por su direcciónJas normales á los planos de polarización corres­
pondientes», y análogamente teniendo en, cuenta que las vibraciones se 
verifican en el plano de la onda podremos decir: «>Los semiejes que por 
sus recíprocas dan las velocidades normales de las ondas, determinantam­
,bién las direcciones de vibración correspondientes.» ' 

CAPíTULO II 

CRISTALES BiAxICOS 

1. Superficie de vel~cidades normales. 
. . . ­

Los fenómenos de la doble refracción en I~s cri~t~l~ biáxicos(sistetrla;',. ",' 
rómbico, monoclínico y triclínico)fueron de$cubiertospor Bioty Btews':/" . 
ter, creyendo Joung que podrían explicarse mediante, mía generaliiaCiÓri', ' 
de la hip.ótesis de Huygens, esto es, admitiendo que enestoscdstales I~ 
s~perficie de onda se componía de una esfera y de unelipsoJde W~:1i~,s", 
eJes¡ pero la experiencia demostró que ninguno de los, rayosr~fra:ct~tl~s 

, cumplía las leyes ordinarias de la refracción. Fn~snel fué quiendi6Ia'e~~n.:;.; 
cación completa de estos fenómenos,generalizandopara 1913 cris,talesbiá..: 
xicos las construcciones de la superficie de onda y de velócidadMnorl}.16.~ , , 
les que había encontrado para los ul1iáxlcos, hipótesls comprob~da'~n .',' 
todassus consecuencias, yen particular ,de un modo~9rprelTderite.en.r' 
fenómenos de la refracción ,cónica. ' ' ,. , ','-"<' 

En los cristales biáJ!:icos existen, desde el punto de 'vista óptic6,lreii' 

ejes de simetría binaria, en el sistema rómbico son independientes aeta' 

h,1z empleada, de la presión y de la temperatura, en 'el monoclínico dos' 

ejes, y en el triclínico los tres dependen de la longitud de onda'y de'l~s 

condiciones exteriores. " '¡ , 


Según lo dicho, para construir la superficie de velo~idades no;rn 

bastará tomar sobre cada dirección longitudes recfprocasd,e,' ' 

de la elipse de intersección del elipsoide de los índices, con' un 

l11etral normal'á dicha dirección. Si a,'b, c, son las velocidades nOrmale!s/',," 

principales, la ecuación del elipsoide .de los índices es " 


a2x2 . + b2yll + C2Z2 = 1 

Propongámonos determinar las dos velocidades normales qllqt, ' 

una dirección, cuyos cosenos directores cónrespecto á )o'sejes'de"c ,,'~"'.'i.'k 


óptica del cristal son \lif \I~, "3' La, ecuaciófidel plano diametnl\ ,'norrn'lll 


dicha dirección es ' ," 


[4].'" 

http:vel�cidadMnorl}.16
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y las citadas velocidades serán los valores máximo y mínimo del radio que 'nos da para cada sistema de valores YII \12 , \13 , las velocid~g~s 
les q) y que es, por lo tanto, la ecuación polar de la sup~rficiede1 V' , " vect.or ,q = ,x2 + yl -t:" z'i donde x, y, z deben, satisfacer á. las ecua­
dades notmales. . , . , " '". , ;;:, 

ciones [3J y [4]. La condición de máxímoó mínimo nos da Respecto á la polarización de las ondas, resulta aná.logam~l;1teá:1Q, qU,e>J .. 
pasaba en los cristales uniáxicos, que las direcciones de:\'¡braci6n,yi~l;1~n~ , " 

xdx + ydy + zdz o dadas por los semiejes de la elipse, que han servido paradeteiniilJ,iJ.r.la:s , 
velocidades normales. Por 10 tanto, las ecmiciones[5J, después de po~~r:,:

Por otro lado, diferenciando [3J y [4] resulta en ellas l~s valores de q' dados por [6J, nos darán las ,coor4eriad~scl,eJp~:'~ " 
extremos de los semieje~ de la referida elipse,y,por 10 tantt?,esuí~cOo.rq~~. 

a2xdx + b2ydy + c2zdz = o 
nadas serán proporcionales á los cosenos directores de l~sdjtecci()Qé§;cle:

vidx + v2dy ,+ vsdz o ' vibración, y como de dichas ecuaciones se deduce ,;. " 

y,l.mtre las ecuaciones anteriores y la 
x : y : z = ---;;--=---;;' 

dichos cosenos directores, que designaremos por 'rCw 'rC!Í(,'rC31 y'rCí.2;~!Í!Ítdebemos eliminar x,'y, z, dx, dy, dz. Para ello emplearemos el método de 
serán ? ' • " "',Lagrange que da 

x - Aa2x - ~'Vt = o 

y .:..- Ab2y ~ A'Y2 '\1'0 

Z-,AC2Z - A'V3 = o 
siendo 

. , 
Multiplicando respectivamente por x, y z, sumando, y teniendo en 

, cuenta las ecuaciOnes anteriores resulta 

1 ' 1 
-A=O; A=­q2 

2. Binormales. 
y sustituyendo en el sistemaanteoor 


Escribiendo las ecuáciones de la superficie de velÓdda.iies 

coordenadas cartesianas r~sulta .,'' , ' 

) = A'V i 
).'x (1- .. , q2v1x~ q2_a2 

(x2+ y2 + Z2)3 _ [x2 (ba +C2) y2 (C2+ a2)+ z2~a2, +:b2)] (x2
b2 y= ___ [5]y (1- q2v

2~A')=A'''2 'q2 _ b2 + b2c2X2 + c2a2y2 + a2b2z2 == o 

C2 .' y 'las secciones por lQS planos principales son Z ( 1 ) h~ z= \' 

Plano xy (x2+ y2 c2) [(x2 + y2)2 - (b2x2 a2y1Í)} .'Q, 
'-'¡

multiplicando por.v" \12 , vs

, 

, respectivamente, súmando y teniendo en 
. 
cuen;~ • »yz (y2 + Z2 _ a2) [(y2 + Z2)2 - (C2y2 b2z2)1~ p, . 

ta [4J, resulta por fin 
XZ (Z2 +X2 b2) [(x2+ z2)2,...,..'(a2z2+ C2X~)] '= o . 

~_2_ ~2_ _'_"L
q2 _ a2 + q2 _ ba + q2 _ C2 o [6] Cada sección se compone de una circu~ferencia y ,mi 6váló. 

http:tantt?,esu�~cOo.rq
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Además, si a >b > e, las dos curvas se deben cortar en el planox,z, 
en cuatro'puntos simétricos,dos á dos respecto al centro. En las direccio­
n,es correspondientes á estos puntos, las dos ondas se propagan con igual 
velocidad, es decir/existe una sola onda refractada y corresponden evi­
dentemente á las normales de las secciones cíclicas del-elipsoide de los 
índices. A estas direcciones se las lI~ma, en general, ejes ópticos; pero 
como también sÍlelen darse esta denominación á las direcciones de igual 

. velocidad según el rayo, es preferible llamarlas 'binormales, de acuerdo 
con Fletcher. En la direéción de las binormales el estado de vibración es 
indeterminado, por no existir máximo ni mínimo· del radio vector, en la 
sección correspondiente del elipsoide de índices.. 

A Fresnel se debe también un medio sen~iIIo, para determinar los pIa­
nos de poJarización de cada una de las ondas que se propagan en una 

Figura La 

dirección dada ON. Consideremos los . planos que,pasan por ON, y por 
las binormales OA i y OÁ. (fig. 1.a 

). Las. normales á estos planos tendrán 
dentro del elipSOide de los índices igual longitud, por estar en las seccio­
nes cíclicas, y como' además están en la sección normal á ON, los ejes 'de 
la eIlpse que se hallen en dicha sección, deberán ser bisectrices del ángu­
lo de dichas normales, y, por lo tanto, los planos' de polarización de las 
ondas bisecaráne\ ángulo de los planos NOA i y NOA 2 • • Los planos de 
polarizaciÓn de las ondas planas que se propagan en una cierta dirección 
como normal, son los bisectores del ángulo formado por los planos deter­
minados por dicha direcCión y las binormales.» 

.. 

. .J. 
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3. . Superficie de onda. Birradiales; 

La !?uperficie de onda puede construirse. del mismo' modoqu~pira:: 
lbs cristalés uniáxi¿os, partiendo del elipsoide de Fresriet . 

. X2 y2 Z2

'-+-+ =1a2 b2 . 

esto es, tomando sobre cada dirección longitudes iguales á los ""'''.''''~ 

elipse de intersección de dicho elipsoide, con un plano' .. 

mal á dicha dirección. Según esto, para obtener laecua~i6n dé)a 

ficie de onda,.bastará cambiar en la de velocidades normales E, 


sus recíprocos y ! por s que representará ahora la v~lqéidadd~prop.~-· 
. gación según el rayo. Resulta, por lo 'tanto, 

O' 

. . . 

donde O"l> 0",,/ 0"3' son los cosenos directores de ía direc.ción .consi~er~~a, 
En coordenadas cartesianas dicha ecuación es . 

(x2 + y2 + Z2) (a2x2 + b2y2 +C2Z2) - a2 (bLi-; c!l) X2 

b2 (c2 + a2)y2 - c2 (a2 +b2) Z2 + a2b2c2 = O . 

YÚIS secciones producidas por los planos coordenados seéomponen~á.dá.· 
unade una circunferencia y tina elípse. En el planox,z és~s.curvas>se 
cortan en ctiatro puntos simétricos, dos á dos, á .Ios~ua:Jes ('{)-,rrp'~n'r,nrl 
direcciones en las que ambos rayos tienen igual velocidad, y. 

. naremos birradialeS. . . 
Análogamenté á lo demostrado Rara hl pola~ización de las 

ta ahora «que Jos planos de polarización de los; dos rayosgllese ptQpa.~ 
gan eh una ciertadir.ección, son los bisectores del ángulo formado por 
planos, que determinan dicha direcéión y las birradiales •. 

4.. Deducción de la ecuación de la superficie de onda .. ,,·..H ••ntlln 

la de velocidades normales. 

'. Como indica su definició:1, es posible encontrar 
superficie de onda, partiendo de la. de velocidades normales)' rp('lnr.{)"." 

http:se�omponen~�.d�
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mente, pues hi primera es la' envolvente de .\os planos traza.dos en cada 
punto de la segunda, perpendicularmente al radio vector. 

Una onda plana que en el tiempo o pasa por eIorigen de coordel)adas 
, normalmente á la dirección (VjI V2/ v3) tiené por ecuación en el tiempo 1 (1) , 

[9] 

~. t 

dotide q es la velocidad, según la normal, en el medio considerado, vinien­
do dada por 

\ 

existiendó además la relación 

[11] 

, La envolyente' de todas las, ondaS (9) para los distintos valores de 
Vi' V2, V~ Yq que satisfagan las anteriores rehi.ciones, cpnstituye la superficie 
de onda. Las coordenadas x', y', z' del punt~ de contacto de la onda (9), 
deben satisfacer, en virtud de la definición de superficie envolvente, á las 
ecuaciones de todas las ondas que se obtengan, dando incrementos indefi­, ' , 

nidamente pequeños á los parámetros Vil V~, ";S yq, siempre que los nuevos 
valores incrementados satisfagan á condiciones apálogas á las (10) y (ti). 
Por lo tanto, tendremo,s ' 

x'dvi '+ y'dy. ' + z'dy. 'dq [12] 

vtd", + \li dv2 + \lsdv. - ° [13] 

, \/2dv2 +' vsdL gdq, 
[14]q2_b2 q2 _c2 -8­

, sIendo 

8=----~~------~------------

y ahora se trata deelimi'nar los parámetros Vil ~IV V3• q Ysus diferenciales, 
con lo cuaLobtendremos una ecuación en x', y', z', que será la dé la super­

(1) Recordemos que, tomamos como unidad la velocidad de la luz' en el 
vacío, y que, por lo tan,to, la unidad de tiempo será el tiempo empleado por la 
luz en recorrer un cenÍlmetro en el vaclo. " 

15 -

ficie de onda. Para ello emplearemos el método de losfadb¡'ésjndet~rmh;' ' 
nados de Lagrangé, con 10 que se tiene' ' , 

, • j, ' 

(x' + AiVi , A2q2 v{ ~2 ) dVI +(y' + A{V' )..2 q2~ b2 ) ~'/2::, 

(z' + A¡V3 + A2 q2 ~ c2 )dvs ­ (1 +A2 i2) dq , o 
, " ,,<)', 

Como 'entre las diferenciales d'/~, dv
2 

, dvr.ydq '110 existen másqüeja:~':~,,' 
, condiciones (13) y (14), podemos considerar', dos como il1dependÜ#es,> ' 
pór ejemplo: dv" y dv2 , y disponiendo de ~I y A2 dehiodo,qiteánulen;los::'i' 
coeficientes de dv. y dq, la ecuación resultante déberá verificá.r~e pa.ra, ctl~l,:,,' 
quier valor de dV 

i 
ydv¡. Por 10 tanto, r' .' ,', ,', ,', 

con 10que tenemos un sistema que, unido á ,las ecuaciones (9),' 
, permite resolver el problemaj pues tenemos siete eCÍlaciones y 

, , 

metros por eliminar, esto es, '/iI '/2' '/31 q, Av A2~ ,,' ' , ' ,',1 

Eliminemos Al y' A2 • Para' tener Al' basta multiplic~r [l6J, , [17j 'y"'V8l', 
por Vil \/2 Y\I~,' respectiv~mente, y sumar, teniendo en cuerda [9J; UOJy [il]~" 
con lo que resulta q , ' . \ 

y de [19] 

1.2 = _ 82 

q 

Y sustituyendo en [16], [17] y [lB] queda 

I ' ,82 • '/~ +' 7t28 ' 
Y = qv~ + q2_ b2 =,'/.q,,'-­

q ,q , 
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con lo cual la ecuación [23Jse transforma en .donde hemos introducido los valores que habíamos obtenido para los 
cosenos directores de las direcciones de vibración. 

Elevando el cuadrado; sumando y observando que debe ser 

por verificarse las vibraciones en el plano de la onda, resulta· 

82 [21] 

que es la ecuación de la superficie de onda; . '.' '. . .'y eliminando S entre [20J y [21] queda 
Las ecuaCiones [20] y [21] pon~n de manifiesto q~eel rayo~s'ia \1ip6~ 

tenusa 'de un triángulo rectángulo, del que 'un cateto esqyelotro,:~
'. ," .' .,,",r.¡ 

con los cosenos directores \11, \12' \13 y'Ttll 7l'.,'Tt3, respectivamentejpor loJa.n; 
to, podemos enunciar el siguiente teorema: '. '. • . .. " 

«L,a normal á la onda/el rayo y la dirección de vibráci6h eshin entíi1; 
mismo plano, llamado plano de vibración.~ .. .." "":; . 

, Se~ún esto es fácil resolver el problem.a dedetermiflar19S d<;lsraY9sé introduciendo los cosenos directores O'IJ 0'2' 0'5; del radio vector que va al . 
correspondientes á una dirección dada como normal,.é inversamente d~té~~ 

. pumo (x', y', Z')¡ las últimas igualdades"pueden escribirse como sigue: 
minar las normales correspondierit~s á las dos ondas, ques.e·:pr6pagan' ....... . 

0',8 \I,q según una misma dirección como rayo. ..' '.'. 
s2-a2 = q2....:.~ En Jo sucesivo haremos con frecuencia uso de la superficie de. {!ldicq~ 

0'28 \I.q obtenida, llevando desde el origen sobre cada ctirecdÓtÍ 10ngití.ide~"iny'~V­[22]82 _ ¡ji' = q2 . b2 samente proporcionales á lás velocidades 'normales. Esta ¡;uperficfese¿á.I~; 
0'38 \l3q polar reciproca de la de onda y la inversa de la . de velocidades nOrina:le~. . . . . . '. ,',' '.' .-', .,'.

82 _ c2 = q2 - c2­ ,teniendo, como ésta, cuatro puntos cónicos en la direcciÓn. de.las HitiOr~::-;' ' 
males. La ecuación de la superficie de índices, deducida inmedlatálnei1t~ " Multiplicando ahora estas igualdades por x' O'IS, y' ~ 0'.8, Z' = 0'58 , de la de velocidades normales será ,,' . "j,' 

respectivamente, y sumando, resulta 

Ahora bien¡ haciendo la misma operación con, las igualdades [20], 
resulta donde n representa el índice y el radio vector en la dirección 


. ­ Siendo la superficie de índices polar de la onaa, su pedal! 8S2\1 a \1 O' 11.0'.• '. . 
I I +' • 2 + . . -q~ + (\lIX' + \l2Y' + \l5z') qq2 _ a2 q2 _ b2 q2 - c2 de la misma, de modo que si dada la normal á una onda U<l.~<lII.IU" 


tangente á la superficie de índiCes en el punto de intersecciÓn 

y como según [9] ~IX' + ~.y' + \loZ' - q, y teniendo en cuenta [21] 
 normal, la perpendicular al citado plimo tangente nos da la: a¡r,e¡¡c¡ori 

rayo correspondiente, y su magnitud es igual á la inversa dé la 
'según el rayo. . . 

http:U<l.~<lII.IU
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CAPíTULO lIT 

REFLEXIÓN Y REFRACCIÓN 

1. .Refrácción de las normales á las ondas~ 

Cuando una €lnda incide sobre la superfiCie de separación de dos: me" 
dios brrrefri~gentes, nacen, en general, dos ondas reflejadas y dos refrac~ 
tadas que pueden constrtlirse medfante el principio de Huygens, de cuya, 
construcciÓn se deduce que las normales álas ondas reflejadas y refrácta~ 
das están en el plano de incidencia, y que si represel1tamos por i, '{o, ,,0, 

. ,{, 'ilos ángulos que forman la normal incidente, las reflejadas y las refrac-, 
, tadas con la normal á la superficie, y por qO, q¡o, q~O, qi/ q2'SUS velocidade,s 
correspondi~ntés, se verificará 

sen i sen =..!en r2 

q{ q% 
[1] 

de modo que para las normales á las ondas sec;umplen las leyes ordina­

rias de la refracción, pero'con la circuhstancia de que nh ­ :h es fun­

ción de la dirección de propagación, lo cual complica. extraordinariamen~ 
te el problema. '. . 

Por medio de la superficie de índices se pueden construir las normales 
correspondientes á las ondas reflejadas y refractadas, por un procedimien~ 
to muy sencillo debido á Hamilton. 

Sea(fig. 2.a) a, a la traza de la superficie de separación de ambos me~ 
dios, y supongamos que el plano del dibujo es el de incidencia. Tracemos 
á partir de un punto O de la superficie de separación las intersecciones de 
la superficie de índices de cada medio con el plano de incidencia, que se 
compondrán, cada una, dé dos .curvas sin puntos comunes en gener.al (á 
menos que el plano de inciden'cia pase por alguna binormal). Sea ca dicha 
intersección para el primer medio (el de arriba)yC para el segundo (el 
inferiQí'l,En la dirección deJa normal incidente tomemos. una longitud ON° 

. igual ála inverSa de la velocidad de propagación, estando, por lo tanto, el 
. punto NO sobre la c~rva' ca. Desde este punto tracemos una perpendicu­

, '-19­

5 '1 . 

Figura 2.'" 

, Y ONso represeqtan las normales reflejadas¡ las ON{ y PN¿. la!{reft'~cta<1aSi 
. pues, en efecto, como los radios vectores de lasuperficie de 

sentan los índices en las direcciones respectivas, resulta' llamand'o 
los. ángulos 'de las rectas ON" o y ONh con la normal, é i al ángUlo de 
denda . '. 

por consiguiente, son satisfec?aslas relaciories [1]. '. . ..... , . ...., ........'. 
, La dirección ON",o representa evidentemente la girección deÓtraúOp';.é. 

" . ,­ . - . i .. :.:'-:.' ;-': ••<••,.",-" 

mal incidente~ que daría las mismas normales reflejadásy' r~f~a:~t~?a,s~.,~Q,' 
cuahto á las direcciones ON2 y ON4 representari ,la,s direc~iÓn~s aélásn~m~/i: 

" . :-"'.~." ',o . ,!' ' .. "'-' '. . ,
males reflejadas en la segunda cara' del segundomedio¡ .cua:n<:lóést~peIl~:'t> 
la formacte.una lámina de'caras paralelas, .conÍosecb\11P¡'ueb¡iJá~i~menJé;, '.', 
aplicando la construcción anterior, á partir de cu'aIcJuierá,d~ las;gjr.~c~,i<ic., .. 
~es ON¡' Y ON21 suponiendo que se reflejan en una s~perfi.~iepa.rá,lel;a<:'::·,'
á a a. . '/ '., . " .......;.; '..:;: .'.':'.1' '. 

, En cuanto á los rayos, sabemos que se oLitén4rán:sinmá~9Úett:á.~~r;:" .• 
desde O las normales á los planos tangentes á lassi.tperfid~dé índic~s:en: .' 
los puntos.iV/\ Ng 0, N{,'y N2 • Se comprende que no estarán etl. erpl~lio•. 
incidencia, á menos que éste lo sea dé simetría de dichas superficie~. . 

En lo sucesivo, supondremos que el primer medio,es isótropo;:.en '.. 
caso la superficie c;le índice correspondiente será unaesf~ni.Si·el . . . 
dicho primer medio es suficientemente grande, pódrá oéu7ri~ 



ciertas' direcciones de la normal incidente, la perpendicular N°P deje de 
cortar á algunas de las hojas dela superfkie de índices del segundo medio. 
en cuyo caso faltará la normal correspondiente' y desaparecerá una de las 
ondas refractadas; para direcciones aún 'más inclinadas sobré el plano de 
separación, la perpendicular NP puede dejar de cortar á ambas hojas de 

. dicha superficie, y en éste caso faltarán las do!; ondas refractadas. Se dice 
que en estos casos existe reflexión total para una ó las dos ondas refrac.,. 
tadas, pues entonces toda la energía luminosa es transportada por los rayos 
reflejados. Si suponemos que la normal incidente forma ángulos deinci­
dencia crecientes, la reflexión total empieza, para cada: onda, cuando la 
perpendicular N'P es tingente á la hoja corresp6ndiente de la superficie 
de, índices. 

·2. Parámeíros ópticos de los, cristales. 

Hasta ahora hemos supuesto que todas las superficies empleadas se 
:hallaban referidas á los ejés de simetría óptica de los cristales. En el siste­
ma rómbico .esto es imposible, porque se conoce de antemano la dirección 

.. de los ejes¡que es independiente del coÍtr de laluz empleada y de las con­
diciohesexteriores de presión y temperatura; pero ~n el sistema monoclf­
nico, en el que es variable con las citadas circunstancias la dirección de 
dos de los ejes, y en el. triclínico, en el que lo Son las tres, esto no puede 
verificarse. En el primer sistema quedan determinadas las propiep.ades 
ópticas de un cristal, en c.uanto se determinan las tres veloCidades princi­
.pales a, b, e en la dirección de los ejes. Por el contrario, en los otros dos 
es necesario conocer, además, la dirección de los ejes,.y, por lo tanto, hay 
que añadir á la determinación de las constantes a, b,c la de dos magnitu­
des angulares en el sistema monoclínico y la de tres en el triclínico. En 
general son, por lo tanto, necesarios seis parámetros ópticos para caracte­
rizar un cristal. Estos seis parámetros pueden elegirse del modo siguiente, 

Elijamos un sistema de coordenádas rectangulares x', y' I z'. Ysupon~ 
gamos' que su posición queda definida con respecto á los ejes de simetria 
óptica x, y, z,Por los cosenos directores representados esquemáticamente 
en el siguientecuadro: . 

. X' y' Z' 

X OC I OCg OCi 

y ~¡ ~2 ~~ 
;¡; l' y, 1.. 

( 
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Las relaciones entre las coordenadas x y,. Z.y x', y',Z1 

punto sedn 

La ecuaciÓn del elipsoide de íridices que' en el sistema (x .l'rz)~s
, ,. . 

en el. (x' y' r) será 

siendo 

. au x'2 + a~~y'2 + assz'2 +2a23y/Z' +2asiz'x' + 2a;2x'y i =;Í. . ~ . 

au a2iXt2.+ b2~12 + e2y¡2 
. a22 = a2rtg2 + b2~22+ c2y~2 

aS3 = a2oc311.+ b2~32 + e2Ys2 . 

a2~'Xi +b2~"~3 +e2Y2Ys 
a2oc5r.t¡ +b2~~~I+C2'{5r¡· ~ 
a2r.tlr.t2+61i~t~2 +' c2y!y~ 

····Estas seismagnitud~s aHa~i ....• at2 son las q~etomát'~m6s~~din(). 
parámetro ópficos de un cristal; Una vez que sean cOnoddas;et' .s(stefu¡{.·. 
ánteriorunidoá las seis condiciones' ~ ',. ._. 

" 11 • ,. " ,. ~ 1\ " " 1\ • " • " " " , 

" " " " .'. , .. 11 " 11 " _." • ,. " ,. " 

nos permite determinar. las constantes a, b, e y los \:.V"'<Cln,,, t1 ...,."tnt-,." 
CI¡, «t .... YI~ 

Si á la superficie de índices aplicamos el mismo eambio de cQ6ttléna~ . 
das, su ecuación que en el sistema Xi y, Z es 

(xa + ya + Z2) (b~e2x9 +e2a2y2 +il2b2z,2) 

- [(ba + e2) X2 +(e2+a2) y2 + (a2 + b2)z21+ 1 = Ó 

se convertirá en 

(xlt + y/
2 Z'2)lx'2(b2C2r.t¡2 + e2~2~¡2 + a2b2112), +..:. 

+ 2yíz/(b2c21X.~ +e2a2~2~ +a2~YiI) +:"'.+ ~~.I 
- X'! [(b2+ e2)oc¡2 + (e2+ a2)~t2 + (a2 + b2)y¡2] ­ ... ;--,' ...•. 

- 2y'zl [(b2 + C2)rt2OtS+ (C2,+ a2 , ~\!~3 +(a2 +b2)Y215] 
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. 'é introduciendo los parámetros aW ·aIl2 " •• an resultará 

(X'2 + y/2 + z/2)lx'~(a22a33 - a2z2) + y/2(a35aU aSt
2) + 

Z'2 (aUa22 ~ a¡22) + 2y/ZI (~¡a¡2 - ~3áu) + 2z'x' (aI2~5 - aISa~2)[4b] '. 

. + 2X/ ' (a2SaS¡ - )!- x /2(a22+ a3S) - y/2(a•• +aH) -; z/2(au + a~2)Y a2ta311 

+ 2y/z/~3 + 2z/x'a5i + 2x'y'allÍ + 1 o 

y en coordenadas polares, esto es, haciendo X' = vt" r' ,y' = '1
/ 
2 r' , Z' y'3 r ', 

X'I + y'. + z'1= r'1 . 

I " 

, \ 

Elig~mos como eje z' la normal ála superficie de separación, dirigida 
h~cia el segundo medio, como eje x/la traza del plano de incidencia sobre 
dicha superficie, y' como eje Y'Ja perpén\Ucular á ambas. La ecuación de 

, . la curva C(fig. 2.a) la obtendremos sin más quehacer yl o, con lo que 
obtendremos una ecuación de cuarto grado, que será satisfecha por 
las coordenadas de los puntos NI¡ (h' = 1,2) que son x'/¡ = /losen i; . 
z' /¡ nOsen i col r/¡ donde nO es el índice del primer medio que supone­
mm)isótropo, y, por lo tanto, la coordenada x'/¡ es conocida, ysustituyen­
do en la ecuación de la curva G, tendremos una ecuación de cuarto grado 
en colr/¡ ó tg r/¡ cuyas raíces nos darán los ángulos ril r'J' r5, r4• 

Esta ecuación es 

[atl - 2aSI tg r + (a5'J. - K2) tg2r] [al!2 + (a22 - K2) tg2r] 

- (al\! -'- a23 tgr)2 (1 tg2r) =0 .. [5] 

dondeK=~~~nOsen i 
Verificando la misma sustitución en la ecuación de la curva e que re­

sulta de (4a], obtendremos una ecuación que, ordenada respecto á las 
potencias de tg r, es 

. - 23 -'. 

donde los coefiCientes Ao .••. A4 tienen los siguientes 

AO = n04 sen4íJb2c2Qtl2 + c2a2~t2 + a2b2Yt2] 

-:- n02 sen2i [(b2 + c2) r¡}, + (c2 + a2) ~¡2 + (a2+ b2) 

Al = 2lÍ°4 sen4J [b2c.2a¡Cl. + c2a'l~1~3 +a2b'Ytl's] 
- 2n02sen2í [(b2 +c2)a¡"s + (c2+ a2) M3 + (a!l+ b2) Y..(~r 

A2:.- no' sen'! [b2c2 (Qt¡2 + 013
2) + c'a2(~12 +~32) + a2b2 (¡¡2 4- ',' 

n02sen21 [(b2+ c2) a3
2 +(c2 + a2H;¡2 + (a2 bl).y~2f 

As . 2 n04 sen'l [b2cI Qt¡OfS + c2a2~¡~3 +a!b2YtY3] , 
. ' 

3. Reflexión lolal. 

Si las cuatro raíces de [5] y [61 son reales; existírá~ dosóndas 
tadas y dos reflejadas en la segunda cara del, cristiJ.i, "\;;;'I.'VUI,1',tI;;UUU.,'11;I:i,. 

dos más pequeñas á la.s primeras y las otras dos á las 
dos raicesson reales, no existirá más que una onda refractada . 
jada en la segunda cara del prisma, y si . todas sonimagiÍ1arias~ . ' 

. verificándose la reflexión to,tal de una ó de las dosondas.reispecti1{atIl~l1te'J 
Por ló tanto, la condición analítica para el lfmitedela 
que} (tgr) = atenga dos de las raíces íguales;' Esto 
discriminante de la ecuaciónf(tg r) =0 sea l1ulo,ypor.iojaritQr. 

D =,63 -6 ,6'~ o. 

donde 

,6 = 2.(AoAII - 4 A¡As +3 A22) 


'1 Ao ,A¡ A2 " 

,6/ = 6 I~¡ A2 As 

A2 As AII 

Si el plano de separación es fijo y sé varia el plan~de 
dremos para cada posición de este plano, en el primer..' 
dones éorrespondientes á los rayos, para los. cuales emP.)leZllilª~r. 
total de cada una dejas ondas; los árigulo~ qUe fo'rmaÍl "".,.. ",-,.,. 
denominan ángulos, límites. El,lugar geométrico de, . 
compondrá de dos superficies cónicas, que ·.n,·~,n".'....,,;, 

la reflexión iotal. Como D= o según martifiestarl,las 
da sen i para las diferentes posiciónesde lafraúrdel .. 
sobre el de separación, (eje x') la ecuación, D .,' o eslÍlde'lós 
tes de la reflexiórdotal. ., . ,'. ,.. " '. 
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Estos conos pueden ~onstruirse, como sectesprende de la construcción 
de Hamilton, trazando desde el origen de coordenadas rectas que se apo­
yan en la intersección de la esfera de radio nO (índice del medio isótropo) 
con el cilindro perpendicular á la superficie de separación y tangente á la­
superficie de índices. 

Al comenzar la reflexión total, la recta N° P es tangente á la superficie 
de índices del segundo medio, y, por lo tanto, el plano tangente en el pun­
to de contacto de aquélla es perpendicular al plano de separación, y el rayo 
correspondiente estará, por consiguiente, en . dicho plano limite, pero en 
general fuera del plano de incidencia (á menos que éste 16 sea de simetría 
de la superficie de índices). Por (!l contrario, la nurmal está como siempre 
en el plano de incidencia, pero fuera del plano' limite (excepto cuando éste 
es plano de simetría de la superficie de índices). 

Si se lleva la inversa,de'la magnitud OP = nO -:- ,sen.i correspondien­
te al comienzo de reflexión total sobre el ejex' para las diversas posicio­
nes del plano de incidencia, se obtiene una curv,a que es la pedal de la 
intersección de la sup~rficie de onda con el plano de sejJaración, como 

O' ~-----t*--+--~--;;;l:l~ 

Figura 3." 

. ' 1 . 
resulta de la figura (3.a

), donde OS = OS representa el rayo rasante co­

rrespondiente á un plano de incidencia paralelo á OP, Sp, la traza de la 
onda que será perpendicular á OP (1) y tangente á la curva S de intersec­
ción del plano de separación 'con la superficie de onda, verificándose por 

, '.' oS Op '. 
la ~emejanza de los triángulos OSp y OsP que oP = Os y por lo tan­

to, OP X Op = OS X os = 1. 

(1) Cuando una recta es perpendicular á un plano, la proyección de la recta 
es perpendicular á la traza ,del plano. ' 

CAPíTULO IV 

DETERMINACIÓN DE LAS CONSTANTES ÓPTICAS DE. iós eRIst~LE$ 
POR PROCEDIMIENTOS FUNDADOS EN LA REFLEXIÓN TOTAL 

Z' 
Figura4." ' 

• '. o,' ¡.,_. ", 

sea ~ el ángulo del plano de incidencia conelx, z, ó sea con , ,,'-....,..~.,.. 

principal. En este' caso . 

CXI = cos ~ cos 1) . 

CX. = sen ~ cos 1) 

CX3 = - seno 

~¡ = - sen ~ 

~2 = COS ~ 

~3=0 r~=cosl) 

y la ecuación [q] ~e transforma haciendo además (l .e;.b 'C',.· 

. (02 n~2 sel.12i -1)tg2r +02 nOI ~en2 ¡] [Co tg2 r +,2~:I,tg~-tc~(' 
" - . . """,-. - \ . 
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siendo 

'C = nO!! sen2 i [02 cos esen2 0+ e2 (sen2 C+ cos2. Ccos2 8] -1o 

=nO!! sen2 i [e2 + (02 - e2) sen2 ocos2 C]-1 

Cl = nO!! (02 - ell) senll ¡ cos Ccos ¡¡ sen ¡¡ 

91/ = nO!! (ó2 cos2 8 +e2 sen2 8) sen2 i 

La condición para que 1<\ ecuación tenga dos.raíces iguales es 


. 1 w 

sen lo = -''-'-0 =-0 [1]

on, n 

ó bien 
/ COC 2-Cl ll = o 

la primer~ dé' las. cuales es la ecuacióndelcono límite correspondiente al 
rayo ordinario, y la segunda del extraordinario; Esta última se transforma 
pOl1iendo,en vez de Co, el y el! sus valores en . 

[2J 

Si el plano de incidencia es paralelo á la sección principal del plano' . . 
de separación e= o, y por tanto, 

donde Se representa, según [1'], página 6, la velocidad del rayo que se pro­
paga según la recta de interSección delplano deseparació~ con el de in¿¡~ 
dencia. En este casó, como resulta de [8], itl es el mínimo del ángulo 

·lbúite. 
Cuan40 el plano de incidencia sea perpendicular á la sección principal 

, del pláno de separación C = qoO, y entonces . 

• qO' E 

senIl) =e no" 

En este caso,la medida dei ángulo ie que es el máximo del ángul6 lími­
.te, proporciona s aun cuando ilo se conozca de . antemano la posición del' 
eje óptiCOj desde. luego w se determina, según [1], 'para c!Jalquier inciden~ 
cia. Además el eje óptico estará situado perpendicularmente. al . plano .de 
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incidencia correspondiente á ie má}{imo. Si se mi¡jeadem'ás. el YalUIl"lllUll' 

mo de ie que severifica en un plano perpendicitlaral 

deduce 

.i;­

y por 'lo tantose ~onoce también la posición del ejeópÜ~o.• : 

.2. .'Cristales biáxlcos. 

Según hemos visto en el § 4, pagina 24, .la réda1 del~ ;nt...r",."'f'r.Mn 

la $uperficie ue onda con la superficie ¡je seperación, esu"nil 
su radio vector en una dirección dada, verifica la. relación ., . 

~, ". r • 

,. 
. 1

nO sen,i = 
r 

que p.one de manifiesto que á los valores máximos ó 

ponden los mínimos Ó. máximos de r. Además, sielplailQ' 

110 pasa por ninguna birractial, los planos de incictenCia:; 

lesi es máximo ó mínimo¡ pasarán por los radios VE"C'tc,rf'!; 


máximos 6 mínimos,. pues en estas circunstancias, 

dicular al 'radio vector. 


Ahora biel1, los máximos ó mínimósder sanen. mh;nero :ge 

efecto, la· ecuación de la superficie de onda .en coordenadas' 


(i+ y2 +Zll) (a2X2 +b2 y2 + c2 Z2) - a2 (b2 +cll),X2­
.-,; c2 (all +b2) Z2 a2b2 c ll = o 

. . 

Sea la ecuació~ de la superficie 'de separación 

1x + m y +nz .0 

El radio vector es 

y la condición de máximo ó mínimo 

x dx +y dy+ z. dz ;::; o' 

http:r",."'f'r.Mn
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y ahora se trata· de obtener r de modo que queden satisfechas las.ecuac' ­
nes, (4], [5J Yl7]. Para ello diferenciemos [5] Y[4J.· 10 

1dx +m dy+ n dz = o . ' [8] 

[a2 r2 x _. afW +C2) x] dx +- [b2 r 2 y - b2 (c2 +a 2)y] dy 

+ [c2 r2 z ~ c2 (a2 +b2) z] dz = o 

'~e este. mo?o ,dx, d!, dz quedan determinados por [7], r8] y (9], 
ha,blendo uno mdependiente por ser las ecuaciones homogérieas Multi 

. p!lcando [~] y [9] por Al y A;¡, respectivamente sumando con [7]" y' d' • 
mendo de X y A d d . ' ISpO­

. 1 ~,e mo ,o que .~~ulen los coeficientes de dx ydyresulta 

x"":' Al 1 -:- 1.2 xla2 rL .. a2 (b2 ci
)]' o '. 

.y ~ Al m ..,-1.2 y [b2 r2 -b2 (C2 + a')] =0 
z - Al n 1.2z [c2:r2 - c~(a2 + b2~1 = o 

MultipJicand~ por x, y, z, respectivamente, y sumando se obtiene 
• 

r2+A2a2b2c2=0 

A = _ r2 
.,. 

2 al! b2 c2 

y sustituyendo 


~[l + al~:c2 (a.~I-:-a2(b2+c~»].All 


Y[l +a~~:c2 (b2r2_b2(c2+a2» J' Alm 


2~ [1 + . a2 ~:C2 (c2r -c2 (a2 +bl »]; Aln 

. dedortde 

m2 

a2b' c
2+ a\l r4 - ai .(b2 +c2) r2 + a2 b2 c" + b2 r~ - b' (C2 + a2ir¡­

. .. n2 . 

J2 

+ a2 b" C2 + C2 r~ -'- c2 (a2+ b~) r2 = o 

. Ecuació? de ,octavo grado, que por te;¡er sus términos de gr~do par, 
,ttene sus ralces Iguales, dos á dos, y de signos contrario. Hadend~ ·t....:. I 

resulta . . .- T 

.J2b2 ca [a2 ca + t2 - (c2 +a2)t] [a2 ba + ta - (a\l + b 2) t] 

m2c2 a2 [b2 a2 + t2 - (a2 b2) t] [b2 c2 f2 - (b2 + ci 

) t] 


+ ~i íJ,2 h2 [c2 b2 +t2 _ (b'+ c2) t] [,<;2 a2 +t2 - (c2 + a2) il] + O 

. . 

, . . ,; ,_. _.i>j ... '>_::;':: -' 

que'eS uria eéuación de cuarto grado en t,que es'satisfecha pot,a~!,bt,'c~;'hl'~ , 
dependientérriente de 1, m, n. ReSulta, pues, que los máximos.. .... "....•• '.' 
de r son cuatro, siendo tres iguales á las tres v'elocidádes,prin~ipales,~;,!¡(í: 

Sabemos, pues, que tres de los cuatro máximosó.m¡nil110SÓbservado~ . 
,1' . . I ." 

de i nos dan por la fórmula no sen i = -,r r a, b,c las jr~s vetódd~~.... •.••.... .' o' 

~es principales, y además, los pl~nos d'e incidep.ciaenSlué,.se·~~ri"sWI1 
dichos máximos ó mínimos,sori paralelos á las rectas .déit1terseéció~dél •. 
plano de separación con los tres de simetría, pues dichoptanócorfl,l.r~'á . 
las circulos que forman parte de la intersecCiÓn de lasuperfick de ' .... 
oonlos pianos principales, en radios vectores, queva1di:án.a¡b,c: 
tíón es ahora el saber cuáles son los tres valores de i, qU'l;Jsi~ridolllaJl.II~lu.<> 
Ó mínimos, dan las tres velocidades de la luz 'en el cristaL D~sde . 
mayor de los máximos it, da por la fórmula nO senil el . 
y.el menor de los mínimo.s i3, da ynO sen i5~pues~o/que 
radios máximo y mínimo absolutos, respectivanierite,tle.la ..",o~fi-";;" 
ondaj pero no sabemos cuáL tíos dará .~, si el menor delosc!os ·u.:.la",,,",'" 
el mayor' de los dos mínimos. Esta ambigüedad'· depende: dé 
demostró Brill, tanto la superficie de onda como lade velOCIdades 
les,ho quedan determinadas cuando se conoce \luir secci~n delas ....;';.....·~,-a· 
sino q1,1e~xisterí dos superficies de onda óde: velocidades 
pasan por una sección diametral dada. Se resuelve esta 

do el estudio dé la reflexión total sobre otra cara deL Cristall. CO,I1 

obtendrán de nuevo (X yy, yde los otros dos valores de nC!os,ent.I-'"............._. 

ximoÓ mínimo, se toma el que se haya repetido en amboscasÓS::·nr¡~ce'¡';· 


dimiento debido á Soret. 
. Una vez conocidos (x, ?, r podemos determinar la posici6n:d~ 

de simetría óptica, co~siderando 'que las inten.ecciones·de Jlps.',J1<·lIv,", 
incidencia correspondientes á los ángulos ivi2' i., quehan.u· auv·...".... 

.' el plano deseparaciori, están contenidas en Ib~ planos::A",:"l,.;,·"•••r.;,;; 
mos (fig. 5.a) en el plano de separación un triángulo con lV,"·la~'V".·IJ".{al'''.'· 
á dichas rectas de intersección, Y considerémos,lo' 
triedro de los ejes cón el plano de separación•..La 
proyectada sobre elplano' del dibujo, será perpen4lcuiara 
tanto, si hacemos girar alrededor de ADel. plarioque .. 
'vértice del triedro, éste 'caerá sobre la circunferencÚ!.· 
como diámetro. Trazando. por el ortocentroO una pé.]rpend(~úl.a(·i~r 
obtendremos el punto V, que es donde se ha ¡¡batido el 
y, por lo tanto, podremos detenninar la direccióndeolós' . 

puede evitarse la repetición de las o bservadónesde:' ur' f.t;IleXII.QU 

http:f.t;IleXII.QU
http:respectivanierite,tle.la
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sobre otra cara delctistal, aplicando el siguiente razoha~iento debido á 
Viola. Para distinguir el ánguloi. que siendo máximoó míninlo no sirve 
para. calcular los índices, nos f!jaremos en la polarización del rayo rasan .. 

Figura 5." 

. temente refractado 6. correspondiente á dicho ángulo de incidencia. Como 
. este rayo rasante será un radio vector, máximo Ó, mínimo, de la curva de 
intersección de la superficie de onda con la de separación, estará en el 
plano de incidencia, ycomo la normal también estará endichoplano, este 
rayó vibrará en el plano de incidencia, mientras que los rayos rasantes que 
se propagan en las direcciones de las rectas de intersección del plano de 
separación con los de simetría, y qU,e coinciden con las normales corres­
pOlldientes, 'están polarizados en . estos planos de simetría, y, por consi­
guiente, su plano de vibración será en general oblicuo al de separación. 
Por lo tanto, interponiendo un analizadores posible distinguir el rayo t:::. dé 
los otros tres; excepto en el caso en que el plano de separación esté muy 
próximo á las birradiales, pues entonces el rayo que sirve para determi­
nar~, tiene también su planO dé vibración perpendicular al de separación. 
Para distinguir entonces el rayoúdel queda ~, observaremos que el plano' 
de vibración del primero, ósea el de incidencia, debe bisecar el ángulo 
formado por los planos determinados por dicho rayo y las birradiales, y 
cómo están los tr.es en un mismo plano, tesulta que el 'rayo t:::. debe bise­
car al ángulo de las birradiales, cosa que no ocurre para el rayo ~,' porque 
está en ,el mismo plano de las binormales. La posición de las birradiales se 
obs,erva aproximadamente en el anteojo, por corresponder á las intersec­
ciones de los conos límites, . \ 

cAPfrULo,V 

REFRACCIÓN DE LAS ONDAS PLANAS POR LOS ~RI~' ; 

l. Ecuaciones ge\lerales. 
. ' 

, La d~sviación de las ondas luminosas por su paso á ttavésdettn 
ma, propórciona importantes medios para.la determitlaciÓngeJ~s.{ 
antes 'ópticas de los cristales. Supondremos que las ondaS.p.l~n~~ . 
paralelas á la arista del prisma,y que el medio exterior es~i~!?trORQ." 

En estas condiciones obtendremos la normal refracta4aV la ett'lerl:rétlte¡:, 
'aplicando sucesiva~ente la construcción,de.H~tPiltórien; 
prisma, resultando que todas las normales, la incidente¿la 
emergente están en la sección transversal delprisma. La. 

Figura 6." 

de manifiesto esta construcción; en un ,puntodela,arista¡\Como' 
. construye la superficie de índices ¡o .del medio isó~ro¡jdy 1,a ' 
(para mayor'sencillez, sólo'se ha representado,una'ft6Jade ' 
ficie); si O¡va ~s la normal incidente,' ON es la., refractada y 
gente. Sea i" el ánguloAe incidencia, i' el de emergencia,;(O .' 
Ips de la normal 'refractada con las normales áámbas :caras,' . 

, del prisma, IJ¡ el ángulo de la normal refractada con la ' " 
y t:::. el ángulo de desviación. Si q"e~ la velocidadde~la luz' 
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isótropoy q la velo cidad normal en el cristal, tendremos, en virtud del 
principio de Huygens, 

sen 1° = ~ sen rO' sen l' ~ senr' [1] 
q q 

y .adeinás de la figura 

rO + r' = r'¡jO + j' = l' + ~ .[2] 

,1,= 'It rO_rl ,1' 'ftl T 
'f +-2-.= +ro-T=T- r + 

Estas relaciones pueden servirnos para una de dos cosas. Si conocemos 
la su'perficie de índices en el cristal, es decir, q en función de.p, podemos 
calcular la marcha de la onda á través del prisma, Ósi medimos tres de los 
ángulos 1', io íl Y podemos c~lcular los valores correspondientes de'q 

y.p. Obtengamos ¡as fórmulas que nos dan q y .p en función de las magni­
tudes obs~rvadas. . 

De [1] se dedu~e . '. \1 . 

sen iO + se~I' ='~ (sen ~o + sen r') 

° . 
sen ¡O _ sen j' =~ (sen rO - sen r'). q 

ósea 

i l iO _ jI qO rO r' rO-rl 
cos=--·sensen cos 2 q 

10 _ j' ¡O l' o rO r' rO + r'_ 
=~sen cossen cos q 2 2 

de donde eliminando. q; 

jO..:.:. i' 1° + l' . r· 
2 

cot 2 tg [3] 

. '. 

'y eliminando rO....;. r 
" 

1 ) . iO ~.i'ni = (-
q 

2'-:' 
.' 

C2 sen' 2 + S'l cosÍ! 

, . 1 . ' 
COS '2 (r+A) 


C 
 s 

1" '. 

La ecuáción [3] puede ser es.crita como sigue: 

C . jI ¡O 
cot o/ = S tg --.----= 

y sirve, por lo tanto, para calcular .pi q se calculamedianfe [4]~ . 
EIii11inando iO -i' entre [4] y [3'] se obtiene 

1 (. 1. 1) , 
'2·~+~ ... 

+ 1 ( ~2 ~. ) cos2 4 . 

que nos da q en función de 'h y, por lo tanto, se puede experimentalmente 
construir, por lo menos, parte de la curva deinters.ecciQI1 de la s'úper~ 
ficié de índices con la sec;cióntransversal del prisma. 

2. Prismas de cristales uuiáxicos. 
\ ," . . 

En los cristales uniáxicos se determina el índice w délrayoordinar¡ó 
por el método de la mínima desviación, como para los prismas ¡sótropos. 
Como essabidQ, en el caso de la mínima desviación, la, marchade\.rayo 

71:. . .... 

es simétrica respecto al prisma, y, pOI:' lo tanto, 2" y la fórmul~ (5l~, 
, <." ., ,.­

sen +(r +I1n) 
w nO ______-.__~_ 

sen 

donde nQ es el índice del aire que aproximadamente es la unidad. (Para . 
medidas más exactas debe tomarse para luz¡ presión y temperatutamet 
dias 1,00029, y tener en cuenta, además, que su exceso sobre Les propór­
cional á la densidad del aire. . . ) . . 

Para determinar el índice extraordi'nario €, supongamos que la arista 
del prisma forma cbn el eje óptico del cristal ,el 'lingulo él,y quéla'bisec-! 

,3 
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triz de la sección transversal del prisma forma con el plano determinado 
por el eje óptico y la arista (sección principal de la arista) el ángulo p. 

La !!lipse de intersección de la hoja elipsoidal de la superficie de 
índices con la sección transversal del prisma, tiene por semiejes e y 

v = 1 , el primero de los cuales está situado perpendi-
J 

VCOe~~o + sen2 
1)­ . . 

cularmente á la sección principal de la 'arista, y el segundo paralelamente 
á ella. Por lo tanto, el radio vector correspondiente á un azimut ~ con res­
pecto á dicha sección principal es 

1 ( 1 1)
2~+~ 

( 11 )- -­ cos2(P-~)
y2 82 

[6] 

y teniendo en cuenta el valorde.y 

+ ~COS2 ocos2 (p ­ ~)+.s~n2 (p ­ ~)~ sen2 1) cos2 (p -~)
002 

Ahora bien; sí como se ha explicado en el § 1 se determina para cada 
valor de i, mediante la -medíciónde i', 6. y f.el valor de no y el de ~, la 
ecuación anterior servirá para calcular 8. Oeneralment.e con esto, él pro~ 
bk:ma queda ya' resuelto, porque para los cristales uniáxicos la posición 
del eje ópti~o eS.conocida de antemano por la forma cristalina; pe~o si esto 
no ocurriera, se repite el calculo de no y de ~ para otros dos ángulos de 
incidencia con lo que se tendrán tres ecuaciones como la anterior, que , . , 

servirán para determinar e, Il y ~, sirviendo estos dos ángulos para fijar la 
posición del eje óptico. .' 

Por este procedimiento es necesario para determinar los ángulos iO, i', 
que el anteojo;tenga una disposición especial, como el ocular autocolima­
dor déOauss, y para evitaL~sto, veamos lo que ocurre cuando mediante 

. giro simultáneo del prisma y del anteojo, se_observa la mínima desviación 

. ddrayo extraordinario. Obtendremos una relación entre 6. y ~ res!an­
do [6] de [5J 

'1 1--u-+---w­ (¿i - 1 ) cos2~- (++ :2 .) 

. ~---) cos 2 (p -~)= o . [7]
.2 , 
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puesto que e y S son funciones de 6.. Para obtener la cóndición.qe mí.. ,," 
. . . '46. 
nimo, derivaremos con respecto a, ~, y haremos . d4, - o . 

(-b­ 1 )-82 sen 24 ( 
1 1 ) . " ,'- .... _- sen2(p-'.-~)=o 
~ ~, , 

ecuación que nos da 6.m mientras que [7] nos da el valor corresponc;lien7 ' 
te de ~', 

Eliminando entre [7] y [8] el ángulo ~ tendremos una relación entre', . 
la incógnita 8 y el ángulo observado 6.m . '.. " 

( 1 1 )2 ( sen 
2 

p + cos 
2
,P. _.' cl .2' )"- ;;....;_.. sen2 p cos2 p= 

,,2 '12 ., 82 Vi 
" \' 

( 
COS2 P + sen2 p 

. 82 y2 
1 ') , 

-~, [~l 

y poniendo en vez de v su valor 

, I 2 ~ + 1 1( 1 + sen 
2 
p + COS2 P ) 21) _ _ 1__ -l-i -. cos <J -2­ -"2--' C2 ~ -sen C2 S' 

t e 00 , ' 

+ 
. ''''~'" "/J

ecuación bicuadrátlca que nos da el valor de 8. De las dos raÍées de esta 
ecuaciónJdebemos tomar aquella que corresponda á un valor de ijlque_nQ 
difiera mucho de 90°, ya. que la marcha de las normales se 'apr~~ima mu~ 
cho á ser simétrica. 

El cálculo de e por este procedimiento es bastante complicádo,'Yes 
muy '{entajoso ei emplear prismas que, por su orientació¡;¡ espeéial, trang;., 
formen la ecuación [9] en otra análoga á la que se emplea para fosm)e~ios, 

" • . ..,' J.'

is6tropos. Esto ocurrirá cuando p ...:.... 0°, p = 90°, o v, == el puesto, que en él"' 
primer caso,dicha ecuación se reduce á ' ", , 

( 1 . 1) ( 11 ')
---;¡:- -:- C2. e 2 - ""'S2' = o 

. 1 
" 1 sen 2 (f+6.m) " 

y como e< y debe ser € = S (jO ~----1~--. Además la :ecua­ ' 
senTf 

ción [81 da sen 2 ~ 0 1 Y como no puede ser 1jJ.-:~ o/debe ser ~= 9Óo, <:s" 
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decir, que la marcha es simétrica. En el caso segundo ocurre lo mismo, 
con la diferencia de que entonces S = v, y el valor de e se calcula median­
te la fórmula 

1 . 
sell (f + Ilm) 

sen -:rT 

siendo también la marcha simétrica. Por fin, si y e para lo cual es pre­
ciso que la arista del prismasea paralela al eje óptico, la intersección de 
la superficie parla sección transversal del prisma, se compone de dos cir­
cunferencias dé radios w y e, y la ecuación [9] indica que e S= ·C. 

3. Prismas de cristales biáxicos. 

Con un prisma de orientación conocida, se pueden determinar los tres 
índices principales de refracción, midiendo por el procedimiento explica­
do en el § '1, tres valores de q y 1jI, con lolque se conocen' tres radios de la 
intersección de la superficie de índices con la sección trailsversal del pris­
ma, y entonces se puede determinar a, b, y e por el siguiente procedimien­
to: Refiramos la superficie de índices á un sistema x', y', z' tal, que el 
eje x' sea paralelo á la bisectriz interior de ,la sección transversal del pris~ , 
ma, el z'paralelo á la arista, y el y' perpendicular á ambos, con 10 que ten­
dremos la ecuación [4aJ del § 2 de 

Para obtenerla ecuación de la citada curva haremos z' = o, con lo que 
resultará después de pasar á coordenad!!s polares 

donde 

q4_ q~(L cos' 4+ L! sen" 4+ 2 L2 sen ljI cos 4) 
+ M cos~ ljI + MI sen2 4+ 2 M 2 sen 4cos 4 o 

L = (b2 +C2)!1.¡2 + (c~ + a2) ~,2 + (a2.+ b2) 1t 

M b2 C2 !1.¡ + c2a'~!2 +a2 b· 112 

L,(b2 +c2 , (l.l· + (c2 + a2) ~~2 + (a2+ b2) '(2 

r . M, = b2 c2 a.~2 .1 C2 a 2 ~,¡2 + a2 b2 y"2 

L~ (&2 + t.2j a,a.2+ (C2 + a2) M" + (a2 + b2)y(f. 

M., -= b2 c2 
(1.,(1., + c2 a2 PI~;¡ + a" b2 1,'í2 

[10] 
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Si se han determinado tres pares 

ecuaciones de la forma 

A b2 c2 + B c· a2 + e a2 b2 +Da' + E b2 +F c2 0= (j.. 

que servirán para determinar a, by e.En la práctka esto es irrealizableJx,. 
es preciso conocer de antemano valores aproxímados de dichas ,cantidad~es; 

. para proceder por aproximaciones sucesivas. Por esta causa, es preferible " 
proceder de tal modo que pueda aplicarse el método de la mí,?~n'Hl· desvia­ ' 
ción, el cual, aunque en general también requierecálculbscomplicad~s,~ 
pues hay que buscar partiendo de [5J y [lOJ una relación éntre D yljl e$lá~· 
blecer la condición de mínimo y eliminar <ji, en algunos cásospªxtículares, 
como los que vamos á considerar resulta aplicable. , . ', ',." .", 

Supongamos que la arista del prisma es un eje desimetría6ptica d~l. 
cristal¡ en este caso la intersección de la sección fransversal del prismaS9~ 
la superficie de (ndices se compone de unacircl}nferenciay una elipse,y 
la medida de la mínima desviación del rayo correspondiente á la citcutife:' 
rencia(que es el polarizado normalmente á la arista) proporciona;"'p0,r-Iá' 

, misma fórmula que para los medios isótropos, uno de los índjcesprinci­
pales (el !1. si la arista es paralela al eje x). Respecto al rayo corresponciie,n:, 
te á la elipse, polariza{io paralelamente á la arista, nos encontramosel).•. ~l: 
mismo caso que para el rayo extraordinario en los cristales uiliáxicos/y; " 
por lo tanto, podemos aplicar inmediatamente la fórmula [9], sin:rná;3C¡~~ 
reemplazar v por ~ (si el eje z era el paralelo á la sección. pri~cipál de la, 
arista), e por y y p por el ángulo entre el plano zx y el bisecto:, interioF" 
del prisma. De este modo no se obtiene más que una ecuacióú~ para. ,e! , 
cálculo de ~ y 1, Y es preciso determinar otro para valores de q yljlpa,ra 

, una incidencia cualquiera, y para la onda polarizada paralelamente á la 
arista, con lo que se tiene una tercera ecuación análoga ála [6] . 

y para disminuir los errores consiguientes á la medida 
dencia y del de emergencia, es conveniente repetir estas 
gran número de veces y obtener los valores de ~ y '( por elmétodode 

mínimos'cuadrados. 
En el caso estudiado se verifica la ma!chasimétrica (<ji = 

, normal correspondiente ,á una' de I~sondas (la polarizada . 
mente á la arista). Investiguemos cuándo ocurrirá en generaJ, 
mínima desviación la normal á una de las ondast~nga esta PJ<5pl!ep 
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Para que se verifique la mínima' desviación es preciso que la derivada 
de A respecto á o/sea cero. Considerando á A como función de 4 y de q¡ 
deberá verificarse. para (4 = 90°) . 

En esta fórmula . ~~ representa la variación de la desviación supues­

a q constante, es decir, para medios isótropos, y como en éstos, para la 
marcha simétrica es dicha variación nula, dicha, fórmula se transfo'rma 

oA dq (lA 'dq 
en ~8Q . d;¡;- = o y como ~(r ::j:: O deberá ser '-cl<f = G para 4= 90°. 

.~La condición para que la normal á una de las ondas siga una marcha 
simétrica en la mínima desviación, y, por lo tanto, el ángulo de incidencia 
. sea igual al de la emergencia, es que el radio vector de la intersección de 
superficie de velocidades normales COI1 la sección transversal del prisma, 

.. tenga un máximo ó un mínimo en la dirección perpendicular al plano 
bisector del prisma.> Ahorabien¡ toda sedfión de la superficie de veloci- ' 
dadesnormales posee, como los de onda, cuatro máximos y mínimos del " 
radio vector, tres de los cuales están situados en la intersección del plano 
de la sección con los planos de simetría y son igualesá las velocidades 
principales; por 10 tanto: 

"La minima desviaCión de una onda se verifica con mar~ha simétrica 
si la bisectriz exterior del prisma es paralela á un plano de simetría óptica 
del cristal, y entonces la observación del mínimo de desviación propor­
ciona (como indica la fórmula [5J al hacer 4= 90°) por la fórmula n = S 
uno de los tres ejes principales (el 11. si la bisectriz exterior es paralela al 
plano yzetc.) ­

También se verificará la marcha simétrica de la normal en la mínima 
desviación,. cuando la bisectriz exterior' del prisma sea' paralela al cuarto 
radio vector, máximo ó mínimo, de la curva Qde intersección de la super­
ficie de velocidades normales con la sección transversal del prisma. Ahora 
bien; esta curva, por la definición de la ~uperficie de velocidades norma- . 
les, será la pedal de la proyección sobre el plano de la sección transversal 
del prisma de la curva formada en la superficie de o1].da, por los extremos 
de los rayos correspondientes á las normáles situadas en dicha sección 
transversal, y como los.máximos y mínimos'del radio vector de una éurva 

, y los de su pedal son comunes, resulta que la normal que se propaga en 
la dir~cción de un máximo ó mínimo de la curva Q, ó coincide con el rayo 
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. . rre enlos tres casos consideradO$ a?teriorrÍien~¡ 
correspondIente, c.omo ocu , bre el lano de la sección tran~v~rsal, " 
te, ó esta proyeccIón del mlsmohso mP'lnamos' Por lo tanto .. i la onda 

1 so que a ora exa " -, .
del prisma, que es e ca 'b' " , en un plano perpendicular al 

d' t á e"te último caso VI rara . " " 
correspon len e, ¡ 1 . ~teá la arista del prisma. De aqUlse . 
de la sección transversal Y pa:a e ame h 'métrica para la mínimaAes.~' ,

d más de ocurrtr la marc a SI .' . ..' 
dedw:;e que, a e, "t,' del prisma ocupe la pos.ición menclo~> 

, 'ó uando la bisectriZ ex ellOr . '1' , .'.... .
VlaCl n, c , ., d 1 'plano bisector exterior depnsl1).a, ' 
nada, tambIén se produce cuan ~ el' determinados por la bis~ctriz .... 

. biseque el ángulo formad~ por os p anos . . '., .," . 

exterior del prisma y las b1l10rmales. '1 Supongamos que la bisectriz, 
Consideremos alguno,s caso~ eSi~cI~ ,e~'ntonces se verifica á la vez que 

interior coincide ,con el eje de sl~eur~a l'al1o de simetría (el yz), y que el.J ' 
la bisectriz extenor es paralel~, PI " lo de los planos determina­

, t ior (el yz) DIseca e angu ' . 
plano bIsector ex er , b' les Por lo tanto ambas ondas 
dos por dicha bisectriz exterior Y las tnorm¡a v'erl'fl'can fa m'archa simétri- . 

. 'ó d ue sus norma es .
satisfacen á la condlCI n e q, l t t .1, 90°1

, La oncla 
, d d . ión SIendo por o an o, :r 

ca para el mín~mo ,e eSVlac á't 'st: que es aquella para la gUe coin­
polarizada perpendicularmente a ~rt ~egún [51 mediante la ~"'c"..,,"_ 
ciden los rayos Y la normal, proporCIOna .-:. 1 
ción de la mínima desviación, por la fórm~ta n -1 8 ,e ficie 

f parte de la sección de a super 
radio del círculo que orma ., di' 'mo de desviación de la onda 

I I yz La observaclon e mtn! ti )
por e pano " t ' la arista (que vibra paralelamente á e a, 
polarizada perpendlcular~en e fa l 1 otro radio vector de la superfi-' 

, a por la misma Órmu a, e" .' El
nos proporclon 1 d' ción de la bisectriz exterior" 
cie de índices, el que se halla en a tlrecl do si oes el ángulo de la aris'tá 

t d'o vector v es por o ro a , )
valor de es e ra I q '1 ' , de la "élipse que forma parte 

' z como se deduce de a ecuaClon ,1con e eje , . , d' el plano.JI Z 
de la intersección de la superfiCie de tn Ices con , 

1 ,sen2 o ~ 
~=~+ 12 • 

. 1 t 'c'ondl:c'I'o'n son los dé' crlstalesd.'e.iSi.,st.e~,.. ue cump en es a .' ,. ' .' .." .' .' 
. Los pnsmas q •. , . f 'd y los del monoclínico 

. ma rómbico, cuyas caras pertenecen a un es enOl e" . ,....,. ','<., 
, 't' on respecto al ortoeJe. . . , . ,,' .

formados por caras slme. ricas c . . '-; ,.' l'" .. .. 
1 1 á un eje de slmetna, a ele, x,. .

Si la bisectriz !;!xterior es para e a " h'" "trka '.' '. 
: lis normales de .ambas ondas verifican la marc aSlme '. ...... " 

ejemp o/ a ".., . la fórmula n=Slos. 
la desviación mimma, yproporclO,nan por . '. lotes' de .'. 

'. ces ~y l' Para detert;:linar 11. ~s precISO obtener un par ,de va ...............•. 
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pero los cálculos se simplifican mucho. Así¡ si Il es el ángulo z, z, se 
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nima desvhición de cada onda, para las diferentes posiciones 

del prisma y de la bisectriz interior, 

, 

. ARISTA DEL PRISMA 
Bisectriz -­

interi·or. X y 1. 
/ 

.= ~ 

X - oc, P rt, '( 

/ -,----" 

Y ~,rt - ~, '( 

Z y,oc '(, ~ 

cuadro que se recuerda fácilmente, observando q!1e los índices determina­
bles directamente en cada caso corresponden á los radios vectores de la­
superficie de índices; enla dirección de la biSectriz interior y deJa-~fis~a_~ 
del prisma. Dos prismas que tengan distintas orientaciones, bast¡m, para. 

determinar directamente las constantes a, b, c. . . .'. • .'. ., .... 
EI.ángulo del prisma, pari observaciones en el aire, no. debepas~r'de c:­

un cierto límite para que pueda observarse la mínima desviaciónconma:-. 
cha simétrica. Este inconveniente se salva rodeando el prismade un medIO" 
de mayor índice. El límite del ángulo del prisma viene dadúen todo 

caso por 
r nO 

sen 2< n 

" . 

4. Determinaci6n de los índices prlncJpales de un cristal mediante 
'la determinaci6n de la mínima desviación de rayos que incidcll ob.l~~ 
cuament~. 

Entenderemos en este caso'por mínima desviación la men0rdeJoaas 
las desviaciones correspondientes á direcciones dela normal refractada,.· 
sit~adas en un mismo plano con la bisectriz interior. Bajo esta hipótesis .. 
se comprende que para medios ísótropos la desviaci,ónmínima' 
para marcha .simétriéa de los rayos,es decir, siendo el ángulO,de ll".lU':;1I 

cía igual al de emergencia. Por lo tanto, para medios anisótro~os 
ma desviación para marcha simétrica ocurrirá cuan<;lo la normal "Qf~,,·;'.,;ú¡ 

tendrá . 

oc¡=o ~¡ = -coso 

oc. = 1 ~~=o 

oc.=o ~:l = senil 

y los valores de L .... M .... son 

L =a'l +c2 cosZ/l + ~2 sen21l 
2M = a (c2 cos'1/l +~2 sen21l) 

y sustituyendo en [10] 

los resultados correspondiéntes i prismas c'ttya bisectriz interior ó exterior 

es paralela á los otros ejes, se obtienen de los anteriores mediante permu­

tación cíclica de las letras a, b, c, ó oc, ~,y. 

Poseen esta propiedad los prismas de cristales del sistema' rómbico 

formados por caras de una pirámide que se cortan en un plano de sime­

tríá, y los del monoclínico formados por caras simétricas del clinopina­
coide. . . 

La mayorsimplificaci6n se obtiene cuando ambas bisectrices son para­

lelas á ejes ópticos, por ejemplo, la bisectriz·exterior al eje x, la interior a:r 
eje y. Para tener el resultado en este caso bastará hacer en el últimamente 

obtenido o'-:"0. Resultará, pues, que del mínimo de desviación de ambas 

ondas se obtendrán los índices ~y '(, Y de la determinación de un par de 

valores de q y <Ji para una incidencia cualquiera, oc por la expresión 

1'1 = sen O. 

Y2=0 

Y3= cosa 

Lt = b2 +c2 

MI =b2 c2 

Como este caso es el más importll.l1te pata la determinación de los tre~ 
.@índices principales de un cristal mediante prismas, daremos en el siguien­

te esquema los dos índices que se determinan mediante la medida de mí­
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da coincida con el rayo, esto ,es, cuando esté en un· plano de simetría y Sea· 

la que posea en este plano constante velocidad de propagación. Ahora 


, bien;· como ei plano perpendicular á la bisectriz interior es cortado en 

general por los tres planos de simetría en tres direcciones diferentes,' habrá 

tres planos para los que la mínima desviación ocurrirá con marcha sillJé­

trica, y la medida de esta mínima desviación nos proporcionará losíndi­

ces (x, ~,y. 

En el ,caso en que la orientación de los ejes sea desconocida, habrá que 
proceder uel siguiente modo: Se hará girar'erprisma, no alrededor de la 
arista, sino de modo que la normal refractada ocupe direcciones de un 
plano f que pase por la bisectriz interior, y se determinará la mínima des­
viación correspondiente midiendo los ángulos'de incidencia y emergencia. 
Se repite esto para diferentes planos ¡, y por medio de una interpoiacion 
gráfica se determinan las tres orientaciones de dicho planof, para las' que 
la mínima desviación ocurre con márcha simétrica, y la medida de las m[­
nimas desviaciones correspondientes proporciona los tres índices princi­
palesde refracción del modo siguiente: ' . 

Representemos en proyección estereográfica sobre la sección transver­
sal del prisma (fig. 7/) por G y'G' las n~.rmales á las caras del pris .. 

. figura 7." 

ma p, P'. Sean, además,J,]' y N las normales incidente, emergente y 
iOrefractada, entonces será i = i' JG= ]'G'; r = NG =NG' I 1:..= Ji; 

r= GO', y, por fin, hagamos A l'X';v-:- NO Y', Y representemos 
por ~ la inclinación del plano J],X', y porX la del NX con X' respecto á la 
sección transversal. . 

Entonces se deduce aplicando la ley de la refracción yalgúnüs teúre~ 
mas de trigonometría. 

I .... n' sen I n sen r 
1 . 

11 .... cos r cos r cosX 

III .... cos i = -cos Asen +r + sen Acos -} T cos~ 

IV .... sen Asen ~ = sen 1, sen v 

tg 1 r 

V .... tg r :::::;: --~­
cos v 

Si se mide 1:.. = '7t -2 A, , Y r, podrémos calcular, mediante llI, IV YV,) 
i,lI Yr, Y luego de (1) deduciremos el índice correspondient~i dándonos 11 '. 
el ángulo X,que determina la posición de la onda refractada, Ó sealildi~ 
rección de la intersecdón de uno de los planos de simetría con 
transversal. Es de notar que, además de estas tres direcciones, 
vía otra situada en el plano y'z' que posee la propiedad dé que 
que se propagan, según esta dirección como normal refractada, ';vr"'ri.1'11~·" 
tan un mínimo de desviación. 

Esto ocurrirá, en efecto, para aquella direcci6n Rsituada en el pía.. ' 
no y'z' tal, que uno de los rayos correspondientes se halleJ~lI:nb'ién 'en el . 
planó y'z', pues en este caso, pára las normales se verifica ta'm~ién.lá 

.marcha simétrica al mismo tiempo que la mínima desviació'n.Estandó la' 
normal y el rayo en el plano y'z', pero en direct;:iones difere,Úes,este'será 
el plano de vibración que deberá bisecar al ángulo diedro determina,do 
por R y las binormales (fig. 7.a)~ < 

Esta condición determina la posición de R, y demúestraque éidste titiá 
y sólo una, excepto en el caso en que coincida la bisectrizinterio( del 
prisma con un eje de simetría, pues entonces cualquier direcd6ndef pla-:-., . 
no y'z' satisface esta condici6n. Para distinguir ladirécci6n R 'de la qúe:, 
d~ el índice intermedio ~, puede recurrirse al estado' dé vibración' .de :Ia, . 
onda en .cuestión, lo cual tiene el inconveniente de que el planode vi6rél~ , 
ci6n cambia al pasar al aire, por lo cual es preferible verificar el mism¿, 
estudio en un segundo prisma, y tomar como valores de los' índices los, . 
que apar~cen repetidos. . 
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PARTE SEGUNDA 

CAPíTULO PRIMERO 

RESUMEN. DE LA TEORíA ELECTROMAGNÉTICJ\. DE 'LALIT¿. 

1. Ecuaciones fundamentales. 

af' oZ' ay' 
-01- = V - -oz'­

[1] 
_ Sg' _ oX' az' . 

- ot- ­ -oí!' - ox' 

6h' OY' oX~ 
"""]t" = -Si' -0Y' 

8X' oR' oQ' 
-1J.-at =6y' -8T . 

(lP' oR' 
[2] 8T- ox' 

4n f' = KIt P' + K¡2 Q' K¡3 R'· 

[3] 4 'It g' =K.¡ p' + K¡¡2 Q' + K.ia R' .. 

4 1t ti, = K" P' + K'2 tr +.K33 R' 

donde Il-.es la permeabilidad magnética del medio, la .cualsut)on.d.n~tU(js 
constanteé igual 1, por lo cual nada de lo qué sigue podrá 

(1) Véase, por ejemplo, BC!uasse: Blectróptique eforrdés hertzjientles,'.E 



- 46 ..... - 47­

hierro. Además Ku ..... K53 .••• son .constantes entre las que existen las 
relaciones (1) , 

Tomemos como vector luz, ó sea como representantes de las vibracio­
nes de las moléculas de éter, el vector corrimiento, y JIamaremos vector 
polarización al vector magnético. ' 

Las ecuaciones entre derivadas parciales á que han de satisfacer las' 
componentes del vector magnético, se obtienen derivando el grupo [2] res­

8P' ' 'BQ' oR' ' 
pecto al tiempo y sustituyendo los valores de 81' 81' ,deduci­

dos de las ecuaciones 

P' = K'II f' + K'I2 g' + K'!3 h' ' 

[4] Q':::: K'!2 f' +,K'\l2 g' K'2~ h' 
1, 

R' = K'j3 f'+ K'25 g' +K'~ h' 

que resultan de resolver el sistema [3] respecto ,á P', Q', R', y luego sus­
, " '01' og' oh'~' ' 

titúyendo los valores de --W:-' ~' ~ dados por el grupo [1]. De 

este modo resulta 

(JI X' oZ' BY' ) o (OX'-K' ----- K' -- -- ~)~- 12 (,oy' oz' + ~2 oz' oz', , ox' 

[5] 

y otras dos análogas que pueden obtenerse ,de éstas, permutando cíclica- , 
, mente las letras X" Y,Z y x, y, z. ' 
. Si muItipli~amos los segundos miembros de las ecuáciones [3] por 
P', Q', R', respectivamente, y sumamos, obtendremos una forma cuadrá­
tica que adquiere la forma canónica mediante una sustitución Hneal, que 
equivale á tomar por ejes los de la superficie de segundo orden representa­

•(1) Véase Drude's Optlk, pág. 289. 

da por dicha forma igualada á cero. Suponiendo verificado est~ 


ejes, las relaciones r3J se transformarán en 


I 

[6] , 4 'lt f = K¡ Pi 4 Te g = K2 Q¡ 4 'lt h K3 R 

y las ecuaciones [1] y [2] se podrán escribir como sigue: 

oP oZ ay 
K1 ='T­

aQ ax az 
K2 tí = - ox­

~OR=::_~~ 

2. Condiciones en los límites. 

En el paso de la luz á través de la superficie de separación de dos'tri'e-,: 
dios diferentes" d'eben cumplirse las siguientes cóndicio~es (1): ,~',,' 

L!I 'Existe continuidad' para las componentes tangencialesde ¡{fuerZá 
eléctrica. 

,2.a Existe continuidad para las componentes tangencialeSdelafll~fiá.
¡'.' ' 1,_,,· , _

magnehca. ",,', " 
Si elegimos un sistema de coordenadas reétangulares (xf, jJ',i')~n el" 

que el eje z' sea normal á la superficie de separación, y,dé~ignanJ?s cpn 
los subíndices á y b las componentes de los vectores eléctrico Kmagnétíco ,

" ,'. ,'. ',' . l· 

en dos puntos indefinidamente próximos situados sobre la normal á lª, 
superficie de separación, y á un lado y á otro de dicha superficie, las expre;. 
sadas condidones se podrán esCribir 

P'a , P'bi Q'a , Q'bi X'a = X'bi Z'a Z'b 

, . , .' 

Comos619 hemos de considerar soluciones, de las ecuaciones.(1)Y.'(2) 
"que sean funciones periódicas, resulta que debe tenerse .. ' .. 

( oQ' ) ( iQ') . ( Qp') ,(.ap,) , 
, 'ax' a = -ox'" b' ''ay; ,a· 'ay' b. 

(') Bouasse, m, § 63. 



y de la tercera ecttación del grupo (2) se deduce, por consiguiente, 

y, por consiguiente, ya que se trata de funciones periódicas Z'a Z'b , pu­
diendo esta condición sústituir á una de las dos primeras de (8). 

Las condiciones en los límites serán, pues, 

X'a=Y'bi Y'a=Y'bi Z'a=Z'bi P:a=P'b [9] 

. '. ' 

, (Del mismo modo- demostraríamos que las condiciones en los límites 
pueden consistir en la continuidad del vector eléctricQ y de una de lás com­
ponentes tangenciales del vector magnético.) 

3. Integración de las ecuaciones diferenciales. 

No es posible, como sabemos, encontr~r una integral general del siste­
ma de ecuaciones [7], por tratarse ecuaciones entre derivadas 'parciales. 
Pero se pueden encontrar solucionespartiJi!lares que correspondan á de­
terminadas condiciones. Nosotros estudiaremos soluciones particuláres 
que, por definición, diremos que correspondén á una propagación por 
ondas planas. Esta§ soluCiones son d,e la forma ' 

X I1-t Pi y p,~ Pi Z = 11-5 p, 


siendo 


-2 

[10]"11- = A coa 1.:.--f-' (t ­

" que se comprueba fácilmente que satisfacen á las ecuaCÍones'en cuestión. 
Desde luego, P-t, P-~, II-~ son los cosenos directores, del vector polarización, 
y A la amplitud dermoyimiento vibratorio. El plano 

"[ 11] 

donde e es una constante arbitraria, representa el lugar de los puntos que 
en un momento cualquiera están en el mismo estado de vibración. El pIa­
no, paralelo al anterior, trazado por el origen, 

49' ­

reCibe el nombee de plano de onda. Los 'cosénos direch~resde siltlotJl1'aJ ' 
son VI' VI' V,. Para obtener la velocidad de propagación, según dicha nor.,. 
mál, buscaremos la distancia entre los planos de onda, unoAelos cuales , 
en el tiempot, se encuentra en él mismo estado de vibtaciónq~e,eLotro 
en el tiempo t + 1. Si e y e son las longitudes respectivas de las noritiá" 
les á dichos planos, deberemos escribir según (10) y (11) 

1- e't- e :"t 
q ,q 

de donde 

e'-c=q 

luego q representa la velocidad de propagación, según I~nonnal., 'Por~ 
fln, 6 representa el ángulo de fase, ó sea el argumento de' p para,eltiC!m~', 
po cero y para el plano de onda que 'pasa por el origen.' ", " 

4. Superficie de velocidades normales. ' 
, . 

ImagInemos ahora un medio cristalino definido por ¡al¡ (;onstf¡nté~ 
K,~ ..... KZ5 (fórmulas [3]), y supongamos que en el tie,mpo cero paslln p~r 
el origen ondas .planas con todas las orientaciones posibles: Jrat~mo~:,de, 
determirlar'sus velocidades de propagación, según la normal (veI6cidáct~ 
normales), es decir, de calcular qen función de loscciseno.s.dire~tó~ 
res VII "iI) "iI< Empecemos por especializar las coordenadas¡ segútiexplica¿ 
rnús en el § 1. 'Entonces las ecuaciones [5] referidas á Jos 'nuevpseje¡¡ Xi 

J, zse transforman, tenie~do en cuenta que KM,..:.. o, en, ',' ' 

bt ~ (', ~X -:- 8Z) 8(8Y 8X):
OZ oz ox e,a -ayox -oy , ,:' 

habiendo hecho, 

K'2=b2 

P-t (q2 - b' \I~2 - e' "22) +b2P-s"2 Va + c2 P-2 "1 V. ~O 

~ (q2 _ C2 v." _ a2 "52) + e2 P'.V3V + a2, P-s \/~v~_\i;)t 

11-3 (q2 - a2 "22 - b~,Vi2) +atp.¡:1 v. +~2 P-\ \/5"\ -~o 
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Eliminando P-II P-" P-S' Y teniendo en cuenta que 

resulta 

que puede ponerse en la forma 

Esta ecuación nos' da la velocidad de propágación q según la normal, 
en función de los cosenos directores de dicha normal, y puede considerar­
se, por lo' tanto, como la ecuación polar de la superficie de velocidades 
normales. Como vemos, es idéntica á la obtenida en la teoría de fresnel. 
Siguiendo un procedimiento idéntico arque seguíamosallf, sedecluciría 
la ecuación de la superficie de onda. " 

~. Posición relativa del vector corrimiento y del vectormagn.c!tico. 

,Con objeto de poner de manifiesto la identidad de los resúltados áque 
conduce la teoría electromagnética con los oQteqidos en la teoría de fres­
nel, busquemos la posición de los vectores corrimiento y fuerza magnéti­
ca. Multiplicando las ecuaciones (13) por "11 "t, ";l,respectivamente, y su­
mando resulta 

que indicll. que el vector magnético está situado en el plano de la onda. ' 
Para determinar la posición del corrimiento (vector luz) empezaremos 

, por expresarlo en función del vector magnético,'valiéndonos de las fórmu'" 
las [6] Y [7], con lo que resulta 

'By . 
-Tz 

, 

• ~ .'. '.. ' .• '. "! ••••• lo". ~ - •• 
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y sustituyendo 'los valores de V, Z pará el caso particuiar de unáp~opága­
ción por ondas planas, é integrando con respecto al tiempo se tiene ,­

, ' 

4 7t f = P-s A 2 'It ~ 'f sen ¡2; (t --'----''-,---''-''..--'--''-,0-
T

'P-g A2; ~ / sen l~'It (t ~ 
ósea 

, 'v 
4'1tf=--.!...Z- Y

q' q 

, Si comparamos estas fórmulas con las que dlm en Mecánica el, momett+ .. 
to de una fuerza con respecto á un punto, deduciremos ensegúidaque~i 
vector luz, que representaremos por B, es perpendicular al plan.odeterijib 
nado por el,vector magriético M y un vector dirigidosegúnlanodnalála,. 

onda y que vale-¡ siendo además B igual ,al producto 'de 

tores por ,el seno del ángulo que forman; 

vale 90°. Por lo tanto, 


~M 
q 

ósea 

M=4'1tqB 

En resumen, el vector corrimiento, que suponemosquec~incide con, ,,' " 
la vibración, y el vector magnético (vector pOlarÍzación) seh¡).Ull.tl'situados 
en el plano de onda. Las vibraciones son, por 16 tanto,' ttansv~r~al~s.: ,La 
posición de estos vectores se halla, como se ve, de acuerdo pertectdcO'n:, 

'la.teoria de fresnel. R.esulta, además, que en unapropagad6ri.de<:)Udás,. 
planas, según una dirección dada como normál, el vector magí1éticoe~, , 
proporcional al vectorcorrimiento¡ de aquí que el plano deonda~ 'que:' 
hemos definido C0l110 el lUgar de los· ,puntos que se hallan en el ' 
~stado de polarización, 'puede definirse(,:¡diciet:ldo que es el lúgar: 
puntos que se hallan en el mismo estado de p,r::.~:c.':~~,~.' '0' 
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dad es la que nos ha servido para realizar el estudio que precede partien­
dQ del vector polarización, en vez del vector luz que es lo que sueleha~ 
cerse. 

6. Doble refracciÓn. Condiciones en los límites. 

Una vez que hemos obtellido la ecuación de la superficie de onda, esta­
mos en condiciones de resolver el problema de determinar, no sólo las 

direcciones de propagación yadmutes de polarización de las ondas refle­

jadas y refractadas, sino de hal.1ar sus amplitudes de polarización (ó las de 

vibración qué les son proporcionales) y sus ángulos de , fase, cuestiones 

estas últimas que n.o permite resolver la teoría de fresnel. Desde luego, 

aplicando el principio de Huyghens veremos que, en general, existen dos 

ondás reflejadas y. dos refractadas,. cuyas normales se encuentran en el 


, plano de incidencia. .' . 


Supongamos una onda plana incidente, y tomemos los ejes genera­
les x', y','z', de tal modo que el z' coincida con la normal á la superficie 
de separación, y el x' con la intersección de la superficie de separación con 
el plano de incidencia. Todas las ondas ser4n paralelas al eje y' I y,' por lo 
tanto, los vectores polarización y luz deben ser independientes de y. 

De este modo la última condición (9), que expresaba la continuidad de' 
una componente tangencial del vector eléctrico, podrá escribirse después 
de derivar respecto á t Y teniendo en cuenta (4) y (1) . 

[9') 

donde 

Unfdaesta condición á las otras tres, tenemos el sistema completo de 
condiciones en los límites para el caso de ondas planas. 

7. Cálculo de las direcciones normales y de lós .acimules de pola­
rización. -.. . 

En lo sucesivo designaremos las magnitudes correspondientes á vecto­
res sitUados en el primer medi~ (incidentes y reflejadas) con el índiceO 
añadiendo además los índices 1 y 2 parádistinguir los vectores correspOll­

- 53­

dientes á cada'una de las ondas reflejadas. Para las refract~das, 'erí1p'le~re- '. 
mos sólo los índices 1 y 2."..... 

Con la precedente elección de ejes x', y', z', las ecuaciorÍes l5]teferi~ , 
das á la onda incidente, se podrán esc~ibir como sigUe: '. '. 

donde' 

oyo ¡¡XC o zo " 
~ =-r¡ =:--1fZ' - '87' ~. = 

XO=P-iOAOCOS! 2 'It (t ­ x' sen i qO Z' cos i.) .:... Aot·· 
T

yo:= P-20 AO COS ! 2; (t- x' sen i -1;; Z' coa i ) .:....... ~o.li 
q, " .) 

se tendránJres ecuaciones que s~rvirán para la determinación d~,qO~yde 
los cosenos directores P-iO, ""2°, P-50 del vectorpolarización.Eiirriinando .estos 
1Jltimos se obtiene para calcular qO 

(qOí! _ aG.22) (q02_ aOcos2i - aO53 SIU sen2j + . 2 aO .'s.en jco.S 
( ° . . o ')2= ,a 25 sen 1 - a 12 cos 1 . 

que no es más que la sección producida en la superficie. de velocidades' ,'.- - - . - -" 

normales por el. plano de incidencia, . ' ..... 
Para calcillar la dirección de pQlarización podemos hacef uso' dé, una 

t' '.. . . - -". -- ~ 

cualquiera de las ecuaciones [6], por ejemplO; la primera qué en unión'M . 
la ecuación de condición ""io sen i + p-/ cos i o, da 
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Si designamos por '1' el acimut del plano de polarización con res­
pecto al plano de incidencia, tendremos (fig. l.a) ,p/ = - cos i cos '1', 
f!20 = sen '1', f!~o = sen i cos 4, y la ecuación precedente da 

Lasecuaciories [l5Jy[16J permiten determina~ qOy 4 cual1do se cono­
cen las constantes ópticas del IT!edio y el angulo, de incidencia. Para las 
normales reflejadas y refractadas obtendríamos ecuaciones análogas, susti­
tuyendo i por rconJos índices convenientes; en este caso el ánguío res 
desconocido, y pata determinarlo hay que recurrirá las condiciones en los 
límites. La que expresa la continuidad de la componente X del vector mag­
nético se escribirá" para soluciones de la forma (10') en las que 'hay que 
hacerz' = o ' , 

~IU Al) cos) 2T~ (t __ Xl~~n i ) ~ 1l0! + f!,0'1 AO', cos ¡~1t (t _ X' ~~~.to/l ) 

-- aO/ ,! +f!tO/2AO'2cos ¡ 2 (t _~',Sq~~t'a) __ aO'2¡Tt 
T 

, 

I Al I 
, 

2 'It (t " x' senr1)' A ti 
~t cos --;y- --. q I - '" ! 

+1).(2 A2 cos J2 r. (t __ x' ~nrt ) ~ 112¡ , [17] 

Y como debe verificarse para cualquier valor de x' Y' de t, deben Ser igua­
les los coeficientes de x' en todos los argumentos de los cosenos, es decir,' 

sen i' 
--¡¡-- = " q --¡v,.--

La ecuación [15Jy sus análogas.se transforman, según esto, en 

[a;~ + (a22 -K2) tg'2 r] [aH':"" 2 ag{ tg r (a '- K2) tg2 rJ 
ll3 

= (a12 - a23 tg r)2 (1 + tg'2 r)' [15'] 

que es idéntica á la que habíamos obtenido en la teoría de FresneJ. 
Del mismo modo la ecua~ión (16) d~ para las ondas reflejadas y re. 

fractadas 

't~ 44 = (Ka -a~2) tg2 r· -- a22 ' 

[16/]
(a¡,~ -- a21 tg r')VI + tg2 r. 

--55 ~ 

8. ,'Cálculos de las fases y amplitudes. 

En todo lo que precede la teoría electromagnética nonQShae~?efi~~~' 
"nadanuevoj las ecuaciones que dan lavelocidad depfopagaeiónY.eLa~l: 

rtmt de polarización de las ondas que se propagan según~na:'dir'ecció~ 
determinada, pueden obtenerse lo mismo en la teoríadeFresne~. , SI 

,tratamos de obtener las amplitudes y las fases relativas de dichas 
teoría clásica no nos sirve, y hemos de recurrir á la e,1:tr<)mligl1leu7 
ca, que gracias á la apl,icación de las condiciones en los Hmite~á 
ciones fundamentales, permite res!Jlyer el problema. . . 

Desde luego la ecuación [17] que debe ser satisfecha para. 
valor de x' y de t nos dice que todas las b, deben ser iguales. Por: 
todas las ondas reflejadas presentan el mismo ángulo de . . 
incidente. De aquí se deduce que cuando el primer .medio 
cuyo caso las dos ondas reflejadas' coinciden, la. 
resultante é's rectilínea • 
. . Además, por una elecCión conveniente del origen de los tíelmp¡qs, 
de anular~e el ángulo de fase COrrtÚIi b,. Teniendo el1.cuenta POIQelmQti. 

'escribir las condiciones en los Hmites(9) en la fOrma siguiente: 

l:1P-¡O'i N'I = l:h f!thAh , 
l:¡ f!20/i AO/! '= i h f!iAh 

l:¡ P-30/1 AO'! l:h ~h Ah 

l:1 ..-AO/! !'.f!~o/l (au 
Ocos rO'1 - a.1senr01r,) -".al~oqO/i • " 

'. -:- 1)..°/1 sen rOll )I ' ' , 
, = lih A: ' IP-2 (aH c~s rh -'- á31 sen rh) -:- ~t2 (P-thcosch,'2 


q , ".' 
, ¡ . 

f!I0/! =,- COS 4°'1 cos rOlI 
I p.,¡0/i, = sen 4°11,' , 

f!11Í - COS 4h cos rh , . f!2h~ sen 4h •. 

http:an�logas.se
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y entoncés las ecuaciones [18] se pueden escribir del modo siguiente: 

};¡N"¡ eos rO'ieos 401i ==}:h Ah eosrh eos <l-h 

};i AO'i sen 4°'1 };h :Ah sen 4h . 

};i AO'i sen rO'1 eos 4°'1 = };h Alí sen rh eos4h [19'} 
. .' . . 

¡sen40/¡ (aH epi rO'! - a31 :senyO'i )'+al2 eos 4°'¡1 

Una vez ca\ctllados 10sángulQsry 4, estas cuatro ecuaciones permiten 
calcular las amplitudes AO'\ ;t0l', A t, Al, conocida que sea la amplitud AO 
de la onda incidente. 

En el caso en que elprimer medio es ¡sótropo, las fórm,ulas se simpli­
'fican notablemente. En este caso se tiene allfl -= a22o= a~50 =qOi G2;¡0= a,} 
= au o = o, y las dos normales reflejadas coinciden como se desprende de 
las ecuaciones [17'] siendo ,.0',1 " rO

l2 = i.:..-.,~,/, Por lo tanto, 

sen r9'I = sen rO'2 = sen rO sen 1, eos~" = eos rO'2 = - eos rO= - eos i 

Para mayor claridad en la notación, designaremos las ampÍitudes del 
vector polarización incidente, del reflejado y de .tos dos refractados con 

,las letras E, P, AII Aj, respectivamente, y sus acimutes de polarización con 
las letras E, p,5

1 
Yaj' . .. " 

De este modo las ecuaciones (9') se transforman en 

(Ecos·E.,-· Peos p) cos 1= A;cos f l COS 01 + Ag COS ri cos 09 = ÁI l I + A.I. 
I . . 

E sen e +P sen p= Al sen 01 + A. sen 5~ ,,--=A I mi -1- A. m. 

(E' COSE + P cos p) sen 1, = Alsen ricos 01 +Al! sen P. CO~ ,0. '. Al ni + 'A2 n2 

(E sen e; - P sen p) sen i eos i = Al ~~~2!L [(al! eos rl - a31 sen r;) sen 01
q,' , 

+- al2 eos 0tl 

' sen t 2 [( , , ). ¡¡ + ..J' " 
+, A 

. all COS t 2 - as.. sen rii sen. 2 a12 cos 02 = Al PI + Al P.'"'. --q;;-2­

donde 1, m, ... Pi se han introducido para abreviar la escritura. ' 
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. 9. l\cimules unirradiales. 

Se puede elegir el acimut de polarización de la luz incidénte 
modo, que uno de los haces refractados desaparezca por anularse laampli-, 
tud de polarización correspondiente. Estos acimutes se denominan únir~a~ . 
diales. Las condiciones que geben. satisfacer se obtienenhaciendoehlas ' 
ecuaciones anteriores Al = o, A,'= o sucesivament~. No hay qtie.c~)nft1Í1dir~' 
este fenómeno con el de lareflexión total, pue~ en las refracciorie.sunirra-" 
diales la dirección de ambas ondas refractadas queda perfectamente de'ter­
minada, sólo que una de ellas no. transpórtaenergía. .' .......•'. ......:> '.. ..... 

Sean el' e~ YPu Pi los acimutes de pólarización de la;. boda •¡'ñt~deÍltti .Y' 
de la reflejada en cada uno de los casos de refracción un.irr,adiaJ,. ~t1é.1¡1?ri-
~er caso, cuando! el será Al = o y, supongamo,S A~~I}q~~itPi~ffiPii .' 
por E(l) y. P(l) ,las amplitudes correspondientes de la$p~lariJ:~~iQp:~;i~rfi~; 
dente y reflejada. Detmismo mOdo, para A Ó, s =, sihagaWPsAI."'lx,' ~ 
sean E('.!.) y p(2) las amplitudes de las polarizacioÍ1es)Í1~ide.nt~Yr~Jrae~f,~~·i;:··· 

. Si designamos los componentes de cada amplitud perpynd~~uláte§.,aL 
. . . ..." ....•. ':"'.'"''''>''''' 

pl~riO de inCidencia con el subíndice S y las paralelas. almIsmq<:~JJ.;~;I'F':-
subíndice p, e? decir, si hacemos . '.'"'<c/,' 

Ecose=Ep Pcos p=Pp; 

E sene=Es P sén p.~Pr . 

. l~s ecuaciones (10'] nos indican. que esfascomp,onenfe$.s.o:;·'iN~f:i:~ri.i~"~':' 
lineares de Al y Al' es decir, 

",".: 

. Es = Al Al BI As Ps = A3.A,+all ,A2' 
Ep =As A~ +B2 As Pp '. Al, AI+ii3~L~2" 

Es = Es(1) Al +Es(2JA¡ 

Ps = P s (1) A; +Ps (2) Al 

Con lo que tenemos cuatro ecuaciones que eJ11~zan las .. ' . ~... " .....", 
de las a'mplitudes de las ondas incidente,refractada Y reflejada, 
onda incidente 'polarizada en un cierto acimut con las, component~sde 
amplitudes de dichas ondas, cuando la' onda incidente, está. pOlarizada ~Í1 
cada uno de los acimutes únirradiales. . . 



CAPíTULO II 

'MEDIOS ABSORBENTES 

, t.l\plicacidn de las ecuaciones generales. ' 

En los medios absorbentes todo pasa como si pO$eyeran un índice de 
n~fracci6n imaginario, es decir, que el hecho de que la intensidad lumitlo' 
sa experimente una debilitacióri á medida que aumenta el espesor atrave~ 
sadosegún una ley exppnencial, conduce á introducfre~ las fórmulas ge­
nenlles valores complejos para las constantes. (Véase¡ por ejemplo, Poin~', 
caré:Theorie matkematlque delumtére, pág., 371. 80uasse:ElecJroptique, 
Ondes Hertztiennes, pág. 239.) De ,éste modo se ,hace extensiva la teoría 
de la reflexión y refracciÓn en los cristales tr~nsparentes álos absorbentesj 
los resultados obtenidos aparecen naturalmente en forma de magnitudes 
cómplejas que ya veremos cómo deben interpretarse. Una vez generaliza­
das las ecuaciones fundamentales, puede demostrarse <iue ,las' condiciones 
~n los límifes son 'las mismas, puesto que pueden deducirse de las ecua­
,ciones fundamentales observando que son aplicables á cuerpos óo hO,mo­
géneos. (Pockels, pág. 175.) 

En lo sucesivo supondremos que el primer medio es el aire, que es lo 
que ocurre generalmente. De no ser' así, bastaría multiplicar las constan­
tes ahk obtenidas, por el cuadrado del índice de refracción del medio ex~ 
terior. 

,Si en las ecuaCiones [15'J y [18'] sustitufmos los parámetros ahk por 
magnitudes complejas a"'hk, podremos determinár las direcciones depropa­
gación y los acimutesde polarización de las dos, ondas refractadas en un 
mediQ absorbente. Los valores de r y 4' tendrán la forma' compleja y los 
designaremos por r· y .¡.* Ó 8*. 

Las sol ucion,es de las ecuaciones [6] son de la forma 

, , 

X =,-A cos Il* cos rO< e í't 

Y= Asen Il* e - i't, 

Z = A 'cos ¡¡* ¡;ert r"'e - i't 

.. 
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" ,donde 

, 2'\: ( 'x' sen ro. + z' cos r"'). ' ,sen r*,

't=~ t- q,', q 


)(. es lo que se denomina índice de ábsorción. 
De la forma de estas"soluciones se' dédúce,en, primerlúgar¡ quep~r " ,,', 

ser imaginario r"', la~amplitud es variáble como deheocurrirenun medio' 
absorbente. Además,' la com ponente de polari;1:ación pa:ra:lela:al pla.no )le 
incidencia, viene por la parte ,real de la expresión ' 

A cos Q* e i 't 

~ , ' 

y la componente perpendicular por la parte real de 

A sen Il'" e--I't 

componentes que pueden ponerse en la forma 

(A'+ i A") e - Pe " 

(B' + iB") e .... 1't, 

Si la polarización fuera rectilínea, como 

respectivamente' ' 


A' cos 't -,A" sen' ~ 

B' cos 't - S" sen 't 

y debe~án ser proporcionales para cualqui~r valor de 't 

A' ,A" 
, ¡'W -:-s.,,- , 

ó sea que, 

A' B" A' B" 

y 'como A' Bu ~ Bi A" esla parte imaginaria ,..""<>,",," 

, no es cero por ser imaginario (J'" resulta que la 
puede. ser rectilínea, y, por 10 tanto, será elíptica. ' 

Las amplitudes Ao, y Ah se deducen de las ecuaciones [19] 
proporcionan también v~lores imaginarios. .' , \ 
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En el caso en que el primer medio sea isótropo, dichas ecuaciones se 
transforman en las [10'1 y mediante la introduceiónde los acimutes unirra­
diales, obtendremos las [201 en las que, si la luz incidente está polarizada 
rectilíneamente, serán sus componentesEs y Ep reates; pero las magnitudes 
que intervienen en los segundos miembros son imaginarios, así como 
Ps y. Pp. 

2.. Reflexión metálica~ 

Concretándonos á las ondas reflejadas que son las más importantes 
para el estudio de los medios fuertemente absorbentes, observaremos que 
las componentes de la amplitud de polarización de dichas ondas presen­
tan una diferencia de fase .1, puesto que hemos visto que están polarizadas 

_ elípticamente. Podemos escribir, por lo tanto, 

Ps = tg p* =fg q, e -1.1 

donde ~ es un ángulo real que representa al dcimut que tendría el plano 
de polarización en el caso de anularse .1. 

Sustituyendo los valores de Ps y Pp dados por [21] resulta 

y eliminando .1¡ y .1! por medio de las dos primeras ecuaciones [21], sus­
tituyendo luego Es y Eppor E.cos e y E sen E, respectivamente,resulta 

tg q. (cos A + i sen .x) 

(P s (1) E s (2) P s (2) E s (1» - (P s (1) E P (2) - Ps/2) E p (:2» tg € 
-~.~P~,p~(1~)~E~s~'2~)~P~p~I~2)~E~s~(~1)~)--~P~p~(1)~E~p(~2)~_-rP'p~(~~'E<p~,~~~)Ttg~E--

Examinaremos el. caso particular de un cristal en el que la superficie 
reflectora sea un plano de simetría óptica, el X Y' por ejemplo. Hacien­
do que coincidan los ejes X, Y',Z' con los ejes de simetría óptica, ten­
dremos ' 
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va*~ sen i, . ó '" tg r\ = , sea, sen r í 'V:~sén i '-' ,VI - a*, sen2 j 2" • 

, . va'"¡ sen j' 
tgr*2= 

VI - a*2 sen2¡ 

y la ecuación [16'] da para 8 los valores 

y, por .lo tanto, las ondas refractadasestánlinealment,e po)~riádas, 
resultan valores reales para sus acimutes de polarización .. ' " " ~.' , 

Las fórmulas [10'] dan valores nulos para Ep(l>, P p (l)" Es(9), 
para las otras magnitúdes resultán las expresiones,. al 
.1{ =1 .. 

(Ep(2)~Pp(2»COS¡ con"'¡ Vl-á*gsen2I' 

(E p (ll) +P p (2» sen ¡ = sen r*¡ = va~2sen r 

{E s (1) + P p (1») = 1 

(Es (ll- P s (l»cot i=a~1 cot r~2 

de las que se deduce 

2 E (2)';'" .lii*" + VI -a*2 sen2i 
P V 2 cos i. ' 

2E (1)=1 +. '/a-¡- Vl-a*s ~en2i 2 P s,(l)=I- '/ii.*Vl~a3~~en~ i 
s. V t, COS l' Vd. cO,S t '. '. 

conlacualla expresión [80] se transforma en 

Ps P s (1) E p (2) t 
-¡:;;- P P (\Ji Es (1) g e 

(Va*. cosl + V1-a*1I sen2 ¡) (cos i ­

,(l/a*. cos i VI ~ a*gsen~i) (cos i ­
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Mediante ia observación se determinan los valores de tjI yll, Y enton­

ces, mediante [79] se conocerá :;.' Si se repite el experimento para tres 

valores de i- se tendrán tres ecuaciones que servirán para calcular los pará­
metros complejos a*, = al + i bu a\ = al =+ i bt , a"'3 = a3+ i b3del cris­
tal..Una vez obtenidos estos parámetros,si queremos determinar los ,índi­
ces de refrácción y absorción recurrimos á las fórmulas 

a"'h=q"'h2.= n"'h 2 (1-il!.h)2 

y separando partes' reales é imagitiarias . 

l-Xh 2 , 


ah = nh"'Ql+.l!.h 2)2 


qu¡;sirven para calCular nh y Xh. 
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