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A mi querldo profesor

D D Esteban Terradas.

. PARTE PRIMERA

'CAPITULO PRIMERO .

CRISTALES UNIAXICOS

cartes,. mientras e} otro se aparta de el las, no estando, en genera
plano de incidencia, ni se halla, para 1a mmdencxa normal en la prolong

~ cion del rayo incidente. : ; :
Estos hechos fueron satlsfactorlamente expllcados por Hu "e‘
t1endo que en dichos cristales la superficie de onda-se compos
‘esfera y de un elipsoide de revolucién tangente por si1s polos'4
en los extremos de un didmetro paralelo- al eje prmctpal de sim iria &
fcrlstal De este modo, al aplicar la construccién de Huygens 4 la refraccién
en una substancia birrefringente, se obtienen dos ondas refractadas cofres
pondiente la una 4 la hoja esférica de la superﬂme de onda, Y 1a otra
hoja elipsoidal. Para la primera (onda ordinaria), el rayo comc1d1ré
* normal; para la segunda, no ocurrird, esto es general;. ;‘
Un cristal umaxmo (sxstemas exagonal y tetragonal) quedaré

1 .
recxprocas Pl T =g-(jle son los mdlces de refraccxén ordm

; ternaria), las dos Qelocidades, y, por lo tanto, los d_osyv; i
esta dlreccwn se denomma efe épttco del crlstal



,-",—6!-":

4 un sistema de ejes- cartesmnos rectangulares, cuyo eje 2 comc1da con el
eje opnco €s ]
(x‘+y‘ R ) (ZEEEE )= 1

-La superficie de velocidades normales, que es la pedal de la anterior, se
compondrd de la misma esfera y de otra superf1c1e de revolucién, que ten- -
‘drd coman con el ehpsoxde de la superhcxe de -onda los polos y el ecua-
dor. Para hallar la ecuacion de esta segunda hoja de la superﬁme de velo-
cidades normales, hallaremos la de su curva meridjana del modo siguiente:

La ecuacién de la tangente en el punto x, 2, 4 la interseccién del elip-
soide de la superficie de onda con el plano x, 2, es -

'y eliminando x,, 2,, entre estas ecuaciones y la
A 2 z,®
L

'Xl
OQ

resulta ‘ ,
: xﬁe? + 720" =‘,(xa + z%2

que es la ecuac16r1 de la curva merldlana buscada La de la superfme de
revolucién correspondlente serd '

& + et +Z“0Q-(x%+y +z")'-—o

que es un ovaloide de revolucmn.
Por fin, la’ de la superflc:le de ve octdades normales podrd escribir-
se asi

3 42— 0 [0 ¥ € 2500 — (Y kY=o [

* Las ecuaciones en coordenadas polares de la superficie de onda serdn

1 cos?y sen’y

v 8ot oot ) e?

C 8o == 0,

1]

S~

" des normales seran

donde o ¥ ge son los radios vectores que forman un- éngu]

: Fresnel».

'i\v

Qo = o, qe?= o"cos*cp + & sen‘q:

éptxco.
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Para la superficie de velocidades normales emplearemos el elipsoide

Vlrlamado de los indices, cuyd semieje polar vale %—-— =c¢e y el ecuato-

) 1 - ;-
. rial o = Su ecuacién serd

Ax -y o* -+ zle¥ == |
y un plano diametfai‘i:uya normal-forma con el eje 2 el éngu\l'o ¢ lo corta-
rd, segiin una elipse, cuyos semiejes valdrdn, el perpendicular 4 fa seccién

principal — é— y el situado en'la misma

1

Ne ===
V o’cos”:p ¥ e2sen2c9

y comparando con 121 resulta que <la superficie de velocidades normales

ptiede construirse tomando sobre cada recta que pasa por el centro, lon-' V

_gitudes reciprocas 4 los- semiejes de la elipse de interseccion del elipsoide
de indices, con un plano diametral perpend%cu ar 4 la recta en cuestién».
- Experimentalmente se ha observado que el rayo - ordmarxo vibra per-

" pendicularmente 4 la seccién principal y el ordinario paralelamente 4 ella,
y, por lo tanto, podremos decir que «los semiejes de la elipse que por su
magmtud determinan las ve]oc1dades de propagacién de los rayos, deter-
‘minan por su direccién.las normales 4 los planos de polarizacién corres-
- pondientes», y andlogamente teniendo en cuenta que las vibraciones se
- verifican en el plano de la onda podremos decir: «Los semiejes que por

sus reciprocas dan las velocidades normales de las ondas, determman tam-

bién las direcciones de vibracién correspondlentes.

"cacxon completa de estos fenomenos, generahzando para los crlstales bid-

CAPITULO I

CRISTALES BIAXICOS = - =

1. Superficie de veloc;dades normales.

" Los fenémenos de la doble refraccmn en los crtstales blaXlCOS (sxste‘\ as
rémblco, monochmco y triclfnico) fueron descublertos por Blet ¥y Br S
ter, creyendo Joung que podrian explicarse medlante una generallzac on,
de la hipétesis de- Huygens, esto es, admitiendo que en estos cristales la
superficie de onda se componfa de una esfera.y de’ un ehpsmde ‘de'tres
ejes; pero la experiencia demostré que ninguno de los rayos -refractados
cumplfa las leyes ordinarias de la refraccién. Fresnel fué quien « duS la"expli-

xicos las construcciones de la superficie de onda y de velomdades norm
les que habfa encontrado para los uméxxcos, hlpétems comprobada en
todas sus consecuencias, y en particular de un, modo sorprerrdente en 10,
fenémenos de la refracci6n conica.

En los cristales b1ax1cos ex1sten, desde el punto de v1sta optlco,
ejes de simetria binaria, en el sistema rémbico son mdependlentes dela:
luz empleada, de la presion y de la temperatura, en ‘el monochmco do‘
ejes, y en el triclinico los tres dependen de la longltud de onda‘ :
condlctones exterlores.
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'y las mtadas velomdades seran los valores mdximo y minimo de] radlo

vector — = sz +y -{~z* donde x, y, z deben satisfacer é las ecua-

ctones [3] y[4]. La condmén de méximo 6 minimo nos da. .
xdx+ydy+‘zdz=o |
Por otro lado, d1ferenc1ando [3] y [4] resul(a

atxdx - bzydy -+ cﬁzdz =0
 vdx 4 vdy - vdz :ﬂ)

y entre las ecuaciones anteriores y la

Vvt =1

debemos ellmmar X, ¥ z, dx, dy, dz. Para ello emplearemos el método de

Lagrange queda . .
T x--Aax —;?«’yié_—o .
y — Abfy. = Av, %0

Z—Xe2Z — Ny, =0

‘M‘uitiplicaﬁdq respectivamente por x, y 2, sumando, y teniendo én.

_cuenta las ecuaciones anteriores resulta

1

T A= =g

-y sustituyendo en el sistemna anterior

~

. multlpllcando POL-9y, vy, vs, respechvamente, sumando y temendo en cuen-
ta [4], resulta por fin

) >".bgV ) - . ) Lo .
”(‘"7)?*’*» y=w'qq—veb2 Yoo Bl

e

.4
-~

T Ja

/.

que’'nos da para cada sxstema de valores Vi y,,, Vg, | laq ve oc1dade
“les g,y que es, por lo tanto, Ia ecuacxon polar de | a superﬁc1e de:
: dades normales.

- nadas serdn propormonales 4los cosenos directores de- las

~ serdn

“siendo

B Vf 2 Binotmales.

—11 —

Respecto 4 la polarizacién de las ondas resulta anélogamente &1
pasaba en los crlstales uméxxcos, que las dlrecc1ones de wbracné'ni

vibracién, y como de dichas ecuaciones se deduce

X:V:Zo "Vl~ v Yo' v5
B ARl S .>q2-—b2 e

dlChOS c0senos d:rectores, que des:gnaremos por 11:“, m:w ’::m y nm

Sy, . ) - o Yy ’ s
1 . e :
— g2 Sh 4 Wﬁ‘f‘""" Uh b2 Sh ”"Tu o

.4n?

Tih =

N

s 1

.. Sh2= }
-~ i v T2 ‘ ' '1;_2

@—ay t@—py T @ %)2

coordenadas cartesmnas resulta S ’ 1 '

0yt 2 — o+ ¢?) - y? (¢t by e b%)l (xﬂ ¥
S+ bﬁcﬁxﬁ + c2azy? + azbzzz =0 :V

y las secciones por los p]anos prmc1pales son o

Pl xy (40— 6 [0y (b0 £ il
Ty @2 ) [ 2P — (e b))
»ooxz (22 x2 - b [(x* + 29)2 e (a213 + 02x2)] = 0

Cada seccién se compone de unai cu‘cunferen‘ma yun éval,o.
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Ademds, si @ > > ¢, las dos curvas se deben cortar en el plano’x, 2,
en cuairo’ puntos simétricos, dos 4 dos respecto al centro. En las direccio- -

nes correspondientes 4 estos puntos, las dos ondas se propagan con igual
velocidad, es decir, existe una sola onda refractada y corresponden evi-
dentemente 4 las normales de las secciones ciclicas del-elipsoide de los

" - indices. A estas direcciones se las llama, en general, ejes dpticos; pero-
" como también suelen darse esta denominacién 4 las direcciones de igual

“velocidad segtin el rayo, es preferible llamarlas -binormales, de acuerdo
con Fletcher. En la direccién de las binormales el estado de vibracién es
indeterminado, por no existir mdximo ni minimo -del radio vector, enla
seccién correspondiente del elipsoide de indices.

A Fresnel se debe también un medio sencxllo, para determinar los pla-
nos de polarizacién de cada una de las ondas que se propagan-en una

Figura 1.»

direccién dada ON Conmderemos los planos que,pasan por ON y por
las binormales OA1 y OA {fig. 1."). Las normales 4 estos planos tendran
dentro del elipsoide de los indices igual longitud, por estar en las seccio-

nes ciclicas, y como' ademds estén en la seccién normal 4 ON, los ejes de

la elipse que se hallen en dicha Seccidn, deberdn ser bisectrices del dngu-
lo de dichas normales, y, por lo fanto, los planos de polarizacién de las
ondas bisecardn el dngulo de los planos NOA, y NOA,. «<Los planos de
’po]arlzacxon de las ondas planas que se propagan en una cierta direccién

como normal, son los bisectores del 4ngulo formado por los planos deter—/ :

minados por dicha dlreccmn y las bmormales.»

los cr1stales umaixu:os, partiendo del elipsoide de Fresxael

rgacmn segtin el rayo. Resu ta, por 10 tanto,

"naremos birradiales.

“ta ahora «que los planos de polarizacién de los: dos rayos que se Prop:

—13 —

3. Superﬁcie de onda. Birradiales.

oxr oy 22 ' ; .
A ,—b2'_+_"=1

.2 a2 - 6'52.‘ __‘7 E ‘i‘f‘
— 7ty 1 tT = o
LI o .

I

En coordenadas cartesianas dxcha ecuacién es

(xa + ¥y 2) (a2x2 + bayz + ct2?) — a2 (bﬁ + cz) xz
b2 (c? + a?)y? — c? (a? + b?) 22 —F— a2b2c2 =0 ’

y las secciones produmdas por los pl&nos coordenados se componen cada
una de una circunferencia y una elipse.’ En el plano x, z estas cirvas’ se
cortan en cuatro puntos simétricos, dos 4 dos, los-cuales corresponden«
direcciones en las que ambos rayos tienen 1gual ve1001dad y que denoma-

Andlogamente 4 o demostrado para la polarizacién de las ondas esu

gan eh una cierta direccidn, son los bisectores del dngulo formado por | lo:.
planos, que determman dlcha dlrecmén y las birradlales»

4, Deduccidn de la ecuacién de la superﬁcie de onda partiendo de
la de velocidades normales.
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mente, ‘pues- la pnmera es la envolvente de los planos trazados en cada~ B
punto de la segunda, perpendicularmente al radio vector. :
o Una onda plana qiie en el tiempo o pasa por el origen de coordenadas

' normalmente 4 la direccién (v,, Vg v'a) tien€ por e_cuacién en el tlempo 7 ().

V..x + Yo¥ + Vsz =q - s [9]

donde gesla velomdad segun la normal en el medio conmderado, vmlen-
do dada por ‘ -

b2+ =0 [

e q ..._.a2 + q2_02

existiendo ademds la relacién

. v12’+v2+v53£1 [y

V La envolvente de todas las, ondas (9) para los dlstmtos valores de
Vis Ve V5 ¥ G QUE satlsfagan las anteriores relaciones, constltuye la-superficie
de onda. Las coordenadas x', y', ' del puntg de contacto de la onda (9},
deben satisfacer, en virtud de la_definicién de superficie envolvente, 4 las -
. ecuaciones de todas las ondas que se obtengan dando incrementos indefi-
-nidamente pequenos 4 los pardmetros v,, v,, v, y ¢, siempre que los nuevos
valores. mcrementados sattsfagan a condxmones analogas 4 las (10) y (I 1) ‘
Por lo tanto, tendlemos

xdv, + yd, o 2y =-dg (2]

,‘;td"i + ' vdv, o vdy = o Cnsp
. "'&d“'{? vy s vy o éidq 'l
, o to—w Tg-a-"s M
‘siendo - |
N »
S'zA vig . + . . ng + 3
@z te-w T -c2>2 |

y ahora se trata de ehmmar Ios parametros v,, vﬁ, Ve Y SUS dxferencxales,
ccon lo cual obtendremos una e_cuac1én enx',y' ,‘z , qué serd la de la super-

. . 1

) Recordemos que- tomamos como umdad 1a velocidad de Ia luz en elrk
“vacio, yque, por lo tanto, la unidad de tiempo serd el tlempo empleado porla
luz en recorrer un centi metro en el vacfo, .

¢

g

" coeficientes de dv, y dg, la ecuacién resultante deberé verlhcarse para cual-

POr vy, v ¥ vy, respectwamente, y sumar;, temendo en cuenta [9], [10] y [II]

o h?-q ‘.5
'y de [19] o
. ™
‘ M S
, g

) N

f

ficie de onda. Para ello emplearemos el metodo de los factores mdet
nados de Lagrange, con lo-que se t!ene Sl :

__)d"‘1+(}‘ +x,vg+a ...__ @

-_) dvz (1 +xo ¥ )dq =

‘(x - :\lv,{ A
( A 4 A

Como entre las dlferenclales v,y dvq, dy, y dq no ex:sten:'
por e}emplo. dv, ¥ dvy, ¥ disponiendo de Al y A de modo que anuléh-' 0s
quier valor de dv, y dvg. Por 10 tanto,

.~"’“#‘ﬁ“ﬁ e =0

. R .. o
R
z -|—A,v5—|- A.z : -’—(’;2“‘""’ =0

‘ ’ ~ ‘ 1+A =0

metros por ehmmar, esto es, Vi Vay Ve q, Ay Ag : -
Ehmmemos X Y %, Para tEner A, basta’ multipli 1<:ar Ué’], [17} y-{18]

conloqueresulta V _ I

2 Ly o

s x—qv1+— q‘é:a2 q
v P T ms

Y=t o g TRt

. 2 ' v s “‘S T

Y=t e T
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donde hemos mtrodumdo los \ralores que habfamos obtemdo pat‘a Ios
cosenos directores de las direcciones de vibracién. :
Elevando el cuadrado, sumando y observando que debe ser

Vi 4 v,7, + VT =0

por verificarse las vibraciones en el plano de la onda, resulta-

o . S . i c.
I
y eliminando S entre [20] y [21] queda
| | . §t—-al? ’

X =94~
o St
Y=Y e e
. §2 — 2
- Z == v qg R

é introduciendo los cosenos directores g, a,, o, del radio vector que va al

punto (x, y', 2'); las 1iltimas igualdades'pueden e§cribirse como sigue:

oS 0 W4

st—at  gt—a? ,
: - cqs v )
S TR T bt (221
(AT ..
82 —c? "' ci?—t:2 )

Mul txpllcando -ahora estas 1gua1dades por X' =¢ s, y = g5, .z = q,5,
' respectwamente, y sumando, resulta

B

sta2. Sg“% S —»‘—a% o '+' % +3 va% sq [23]

M"'__az PR R ¢ — a2 ¢ —b

Ahora bien; haciendo la misma operacién con. las igualdades (201,
‘resulta ‘

Y90,

+ O + vy +vz)a

V5O i 552

R G-
‘82=} et ¢ -3 q

q‘Z — a2 q — b% +
y como segiin [9] X' —+ vy’ + v,z = ¢, y teniendo en cuenta [2/]

%9y

5‘(&2 - a

oo Vo, - i N Gt VL

+ ¢~ b2 -+ el s T q

- obtenida, llevando desde el origen sobre cada direccién longltudes nvér-

! ﬂsegun el rayo.

— 17 —

con lo cual la ecuacién [23] se transforma.en’

v

82,2 sla,? gl .
st — a? . 82— b2 882

y restando de v2 4 v2 4 v? = 1, queda

azﬂ'ig i \+ - bﬁgg? 090'52
§2 — a2 82 — p? g2 —. (2

quees la ecua(:lon 1 de la superflme de onda.

mismo plano, llamado pfano de vzbraczon. ) : ~
Seglin esto es facil resolver el probl ema de determmar d
_correspondlentes 4 una direccién dada como normal € mvers menté deter-
minar las normales correspondlentes 4 las dos ondas, que se propagan
seglin una mlsma direccién como rayo. : :
En lo suicesivo haremos con frecuencia uso de la- saperﬁcie a“e ina'ic’

samente. propormonales 4 las veioc1dades normales. Esta superﬁcle' serd’la -
polar reciproca de la de onda y la i inversa de la de veloudades normales,
-teniendo, como ésta, cuatro puntos cénicos en la d1recc16n de 1 las bl
nmales. La ecuacién de la superf1c1e de {ndlcas, deduc1da mmedxatamente ‘
de la de velcudades normales serd : ‘

normal, la perpendlcular al cxtado plano tangente nos: da la
'rayo correspondlente, y su magnitud es 1gua1 a la inversa de]
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CAPITULO I
S REFLExioN ¥ REFRACCION.

1, Refraccidn de las normales 4 las ondas.

Cuando una enda 1nc1de sobre la superﬁcze de separacxon de dos me=< .

dios blrrefrmgentes, nacen, en general dos ondas reflejadas y dos refrac-

tadas que pueden constrmrse mediante el prmcxpxo de Huygens, de cuya

construccion se deduce que las normales 4 1as ondas reflejadas y refracta-
das estdn en el plano de incidencia, y que si representamos por i, % r,°,

- r, 1,y los dngitlos que forman la normal incidente, las reflejadas y las refrac-
tadas con la normal 4 la superficie, y por ¢°, ¢,°, q2 1 qu g,-sus velocidades

correspondlentes, se verlhcara

seni- 'sen r?  senrf. senr,  senr, [1] -
q’ -G G 4 C :

" de modo quie para las normales 4 las ondas se cumplen las leyes ordina-

- rias de la refracc16n, pero con la c1rcunstanc1a de que np = o es fun- :

cidn de la dlrecmén de propagac:on, lo cual complica extralordlnau'lamen~

'te el problema.

Por medio de la superhcne de fndlces se pueden constrmr las normales

~ correspondientes 4 las ondas reflejadas y refractadas, por un procedxmlen-v ‘

{o muy sencillo debido 4 Hamilton.. = - ’

--Sea (fig. 2. 8) ag G la traza de la superficie de separamén de ambos me-.

dios, y supongamos que el plano del dibujo es el de incidencia. ‘Tracemos

4 partir de un punto O de la superficie de separacién las intersecciones de

la superficie de indices de cada medio con el plario de incidencia, que $e
compondrdn, cada una, dé dos curvas sin’ puntos comunes en general (4
menos que el plano de incidencia pase por alguna binormal). Sea C° dicha

interseccién' para el primer medio (el de arriba)y C para el segundo (el

inferior).En la direccién de la normal incidente tomemos una longitud ON°

- igual 41a inversa de la velocidad de propagacion, estando, por lo tanto, el
_punto N? sobre la curva €°, Desde este punto tracemos una perpendicu-

7 puntos NS ) NS, Na , y dla C en’ cuatro Nl, N,, Nz, N, Las rectas ON2

dencla

« pcr consxgmente, son satzsfechas las re ac1ones [I]

U

Iar 4 la superficie hmlte, que cortard'en- general a la curva C°en otros tre

R

nn® sen I‘h° =i seﬁ n ='n°' s{en i '=>o'v P -

En 10 suceswo, supondremos que el ] primer medlo es lsét
caso la superf1c1e de indice correspondlente sera una, esfera. Sl el
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'c1ertas direcciones de la hormal incidente, la perpendlcular N“P de;e de
* cortar 4 algunas de las hojas de la superficie de indices del segundo medio.
~ en cuyo caso faltard la normal correspondiente 'y desaparecerd una de las
~ondas refractadas; para direcciones aln'mds inclinadas sobré el plano de

separacidn, la perpendicular N°P puede dejar de cortar 4 ambas hojas de "

* dicha superficie, y en este caso faltardn las dos ondas refractadas. Se dice

que en estos casos existe reflexién total para una 6 las dos ondas refrac-

tadas, pues entonces toda la energia luminosa es transportada por los rayos

reflejados. Si suponemos que la normal incidente forma angulos de inci-

- “dencia crecientes, la reflexién total empieza, para cada onda, cuando la

perpendicular N°P es tangente 4 la hoja correspondiente de la superficie

- de 1nd1ces.

2. Parémefros dpticos de los cristal‘es.“

Hasta ahora hemos supuesto que todas las superﬁmes empleadas se -
‘hallaban referidas 4 los ejeés de simetria éptica de los cristales, En el siste- .
ma rémbico esto es imposible, porque se conoce de antemano la dlreccxén

. de los ejes, que es independiente del colbr de la luz empleada y de las con-
_ diciones exteriores de presién y temperatura; pero en el sistema monocli-
nico, en el que es variable con las citadas circunstancias la direccién de

dos de los ejes, y en el triclinico, en el que lo son las tres, esto no puede’

verificarse, En el primer sistema quedan determinadas las propiedades

Spticas de un cristal, en cuanto se determinan las tres velocidades princi-

pales g, b, ¢ en la direccién de los ejes. Por el contrario, en los otros dos
s necesario conocer, ademds, la direccién de los ejes, y, por lo tanto, hay
que afiadir 4 la determinacion de las constantes g, b, ¢ la dé dos magnitu-
des angulares en' el sistema monoclinico y la de tres en el triclf inico, En
general son, por lo tanto,‘ necesarios seis pardmetros.Spticos para caracte-

nzar un cristal, Estos seis parametros pueden elegirse del modo mguxente,‘

" Elijamos tn sistema de coordenadas rectangulares x', ¥, 2, y supon-
gamos'que su posicién queda definida con respecto 4 los ejes de simetria

optica x, y, 2, por los cosends dlrectores representados esquematlcamente
en e] 31gu1ente cuadro o S

_siendo,

G”“gooooYl~ B "~

— 21 =

Las relaciones entre las coordenadas x y, zyx! y ,. z’ de: unwmlsm
punto seran

i

x= o &gy' taz y =B By + B 2=y + w‘ —Hsz [ ]
La ecuacién del ehpsmde de indnces que en el 31stema (x y, z) es,

) a2x2 + b2y3 _{._. c222 e 1

enel (x' y' 2')serd

X 8y + a2 o 2y'2 + 202X + 28Xy =1

gy = a%e? + 0232 +- c2y,2 ae' 32“2’15 + bzﬁs{ﬁs + 0273“{'3
By == a?-as? + b2 4 L A a%!,‘a, t}233{31 Cg*{ﬂ/,

Ay = 2%,% + DR + coyg? ‘ a, = a%aq, + beﬁ,ﬁa + cs“ﬁ"fg

Estas Seis: magmtudes a,, a,, voeve @, son las que torfare S
parémetro épticos de un cristal, Unavez que sean conocldas el
anterlor umdo 4 las sei§ condlmones Lo

‘?‘13*‘%2 a1
“494 +af, +af=o0

TXI32 s rbrvdnr e

Sidla superﬁcxe de indlces aphcamos el mismo camblo de co
das, su ecuacién que en el sistema x, y, zes

(xZ + y2 _{._ zﬁ) (b2c2xﬁ + c?aﬁyﬁ _{._ a2b222) .
oI ) (e 2y + (a2 + bﬂ)zﬂ] +1=6

v

se converhré en

(xm +yr + z'?) gxfz(bacza‘e + cﬁaﬂﬁ 2 + azsz 2 + + o
+ 2y (bcko g, + %y + YY) + o ...§ [
— X2 [(02 4 A2 o (2 + B2 + (@8 + DY — o s

. 2y 2’ [(b? 4 By, o (€2, + at ﬁe@s + (a2 + bg)“(z"(z] T $hes "‘ o j}”

¢
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¢ introduciendo los parimetros a,,, @, ... a,, resultard

(X'? +y*42?) lez(aggass — a,% + ylz(assaii - a;g?) +

ZQ_(au’aee - a,?) + 2y'z" (a4, — Agydyy) + 22'X’ (aieésé — 8yyly) &‘[41’} :

28y (ag5a5 — aagau)i — X%(agyF ag) — Y ’g(a#s + ay) - le.(a“f}- ag)
+ 2y'2'a, + 2z’x’a5, - V2xf’y‘a“~g d+l=0

y en coordenadas polares, esto es, haciendo x’ =y Y =V r’ z’ =Vl
x"+y"+z”—r" ; ) ) -_‘ ) e

' ‘ : V2 l:(am’--—;?)'(a“—Tz—_) —2_1962_‘ ~§— R

A+ 2\' s [a‘siai" Ay (au 2 )_J + e + aene 0

Ehgamos como eje 2’ la normal 4'la superﬁc:e de separacxon, dmgldaf

hacia el segundo medlo, como eje x’la traza del plano de incidencia sobre

‘dicha superflc:le, y como eje ¥’ 1a perpet}:’dlcular 4 ambas. La ecuacién de.
lacurva C(fig. 2.%) la obtendremos sin més que ‘hacer Y == 0, con lo que

_obtendremos una ecuactén “de_ cuarto grado, que serd satisfecha por

las coordenadas de los puntos Ni (B = 1,2) que son x'p = nen i; -

. 2 4 = n°en i cot ry donde n° es el fndice del primer medio que supone-
- mos;lsétropo, y, por lo tanto, la coordenada X'» es conocida, ¥ sustituyen-
_ do en la ecuaci6n de la curva €, tendremos una ecuacién de cuarto grado
en col ry 6 g rx cuyas.raices nos darén los éngulos Ty Tar Ty T
‘ Esta ecuacxén es

[, — 285, t8 T + (35— K te2r] [a + (2 — K?) tgt]
— (2 — 255 tg 1) (1 + tR¥) =0 B
donde K = —p 1
onde B = "nosen i

Verificando la‘misma sustltucmn en la ecuacién de la curva C que re-
sulta de [4%], obtendremos una ecuac:én que, ordenada respecio 4 las
potencias de {g r, es '

£(tg 1) = A, t'r + A g + Ay tghr + Ay tgr -+ A,=o0  [6]

~ — mno2sen? [(b? 4 c2) o2 - (2} a?) B2 + (a? + b”) YsS]

{adas y dos reflejadas en la segunda cara 'de] crist’al COrrESpdndlendo a

- verlﬁcéndose la reﬂex16n total de una 6 de las dos ondas.r spe

- ciones correspondxentes 4 los rayos, para los cuales e

T — 93 —

»

“donde los coef1c1entes Ag .o A, tienen los snguxent&s valores (

A= n*t sen’i [bﬁcﬁaci2 -+ c‘~’a93 3 + a?bly, 2] :
- no® sent [(b2 + c2) 2 + (c? + a?) P2 + @, + b“') 7.2]
A, =2 n% sen’] [bicla,x; + c?a%B,f, —}— a'b? ‘ms] _
— 2n°*sen?i [(b? + c)a,o; + (2 + ag) Bifs + (a* + bz) Yx'Ys]
Ay notsenti (b7 (42 + o) + €' (B2 + Bed) + a®h* (12 42

A, ~—-2n04 sen® [b2c%x, 0o, -+ c?a23,B; - a’bzym,]
Ay== n**sen’i [bi’e? + c2a?3 2 -+ a®biy,?].
3. Reflexién total,

Si las cuatro rafces de [5] y [6] son realéé’, eXi's,ﬁVr:irAi‘ d‘osf ondas’ refrac

3ada enla segunda cara del prisma, y si. todas son lmagmarxas

' D A»'- A’3—~0 ;   .
donde '

A 2.(AsA, —4A,A,+3A2)
]A A A

A'=6 A A.a Ay

dremos para cada posicién de este plano, en el primé

tes de Ia reﬂexxdn ‘total.

‘
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Estos conos pueden éonstruirse, como se desprende de 1a construccién
de Hamilton, trazando desde el origen de coordenadas rectas que se apo-
yan en la interseccién de la esfera de radio n° (indice del medio isétropo) -
con el cilindro perpendicular 4 la superf1c1e de separacnén y tangente 4 la-
superficie de indices.

Al comenzar la reflexién tota] ]a recta N° Pes tangente a ]a superf1c1e
de indices del segundo medio, y, por lo tanto, el plano tangente en el pun-
to de contacto de aquélla es perpendicular al plano de separacion, y el rayo
-correspondiente estard, por conSIgulente, en dicho p]ano ]1m1te, pero en
general fuera del plano de incidencia (4 menos que éste lo sea de simetrfa =
de la superficie de indices). Por el contrario, la normal estd como siempre
en el plano de incidencia, pero fuera del plario limite (excepto cuando este
es plano de simetrfa de la superficie de indices). = . -

Si se lleva la inversa de la magnitud OP = n® = sen.i correspondien-
te al comienzo de reflexxon total sobre el eje x’ para las dlversas posicio-

nes del plano de incidencia, se ‘obtiene una curva que es 1a pedal de la
interseccion de la superficie de onda con el plano de separacién, como

, : Figura 4.» '

Figura 3.2

, prmc1pal En este caso.

resulta de la figura (3.), donde OS = Z)IS representa el rayo rasante co-

rrespondlente 4 un plano de incidencia paralelo 4 OP, Sp, la traza de la’ o =cos§cos 5. B=— sent "
S onda que serd perpendicular 4 OP (*) y tangente 4 la curva S de intersec-. ‘ 5 B, = cost
. ', . ci6n del plano de separacién con la superficie de onda, verificindose por. %, = sen{cos LR
. Op ' a5 =~ sen Bs=o0

la semejanza de los trlangulos OSpy OsP que gf) = 05 Y por lo tan-
t to, 0P><0p=03><os=1. : B

. (') Cuando una recta es perpendlcular ‘4 un plano la proyeccu’)n de la recta iy
es perpendicular 4 la traza del plano. = . : o PR
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siendo

'Cy==n"% sen? i [0? cos { sen? & 4 e* (sen*{ + cos? £ cos? 8] —1
J==n%gen?i [e? | (0% — e?) sen? S cos? -1

C, ==n% (0® — e?) sen® i cos { cos sen &
-, =n" (0% cos? 8 + ¢? sen? 3) sen?i .

La condicién para que la ecuacién tenga dos raices iguales es’

. 1 w . o
, senfp=—ggr=-w [
6 bien - :
1 G C—Ce=0

la primera de las cuales es I ecuacién del cono lmite correspondlente al

rayo ordinario, y-la segunda del extraordinario. Esta ultlma se transforma'

pomendo, en vez de G, C, y C sus valores en

senie = V B o*'co's? 8;,—}— e?sen?o 9
: - € A o2c0528+e23en26+(02—-e2)c052€sen28 - ”_

Si el plano de incidencia es paralelo 4 la seccxé*l prmcxpal del plano'

de separacmn t; = 0, ¥ por tanto,

‘ . 0, cosQB sen?é qﬁv ’
senxg...q\/ et e T [3]

donde Se representa segin [F], p4gina 6, la velocidad del rayo que se pro-

paga segiin la recta de interseccién del plano de separamén con el de inci-

dencia. En este caso, como resulta de [8], :e es el mimmo del angulo,

*-Himite,

" del plano de. separaclén {=q0°y entonces

En.este caso, la medida del dngulo i, que es el méximo del dngulo limi-

“te, proporciona e aun cuando no se conozca de antemano la posicién del ;

eje optico; desde. luego w se determma, segiin [1], para cualquier inciden-
cia. Ademis el eje 6pt1c0 estard situado’ perpendlcularmente al p]ano de

~ . -

-Cuando el plano de mctdencna sea perpendlcular é la secmén prmc1pal

U G

mo de ip que se verlﬁca en un plano perpendlcular al anteno de
deduce e S
i1

e ey D
2§ = - b
t.g R
‘ 02. se? s ]

' 2. Cristéles bidxicos. - S o f_

Segiin hemos visto en el § 4, pagina 24 Ia pedal de la inte
la superficie de onda con la superficie de seperacion, es. ‘una
su radlo vector en una dlrecclén dada, venhca la relacujn

’ ﬁ"éeni—-'—l—'-?ﬁ
e == —

que pone de mamﬁesto que 4 los valores maxxmos é mimm sdei
ponden los mmlmos 6 méxnmos de r. Ademés, 51 el plano & separacio

les-ies mé)umo 6 minimo; pasaran por- los radlos vectores r,
méxlmos é mimmos, pues en estas c1rcunstanclas la tangente;es

(x& + y2 + 2% (32 x2 + b2 y% +c2 12)....32 (b2 .i._. c%) x? .
-2 (aﬁ + b2)22 +aﬂ b2c2

Sea la ecuacxén de la superflcxe de separa o 611 S

o lx-}—my-l—tjz..——;o
El radio vector es o
VEFTT T

y la condicién de méximo 6 minimo

xdx-}ydy4-2dz :'0,


http:r",."'f'r.Mn
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y. ‘ahora se trata-de obtener r de modo que queden satisfechas las, ecuacxo-

nes, [4], [5] ¥ |7]. Para ello d1ferenc1emos {51y [4] .

' ldx+mdy+ndz__°' ©8
[a% 12 X~ 2 (b* + ¢?) x] dx + [b2r2y — b? @+ a9y] dy
+102r2z+c2<a%+b2)zja‘z;p ‘

De este modo dx, dy, dz Quedan determinados ‘pbf [71, 181 y [91,

habiendo uno 1ndepend1ente por ser las ecuaciones homogeneas. Multi-

‘phca;do [8‘] y [9] por 3, y A, réspectivamente, sumando con [7] y dispo-
niendo de X, y 4,, de modo que anulen los coeftclentes dedxy ‘dy resulta

- ._~A;.‘;x-—),1 — | x{a2r2_.a2(b2+ci)]mos
. Y"‘"‘A m_v..)key[b2r2._b2(cg+aa)]=0 ’ .
z—An —I\ z[cﬁ‘re_ca(az,}_bg)]*_.o :

Mult1p11cando por X, W2, respectwamente, y sumando se obtiene -

¢ Y
r2+)\aagb2(:2=0 .
ey
o k= gmet

y sustltuyendo Lo R L : '

[‘ + a‘b‘c‘* (a’f‘-a2 b2+c*ﬂ =1

Ll + a‘b‘c2 (bgrg”‘bg(cg’{‘a’»:]")‘ m.

PR : %l_l e e ag b‘ & ((;2 12— c‘z (a + bg))] - )l .n,
. de-dotide : : s ;

] - - m -
a?b¥c?-a*rt —a® (b2 - c?) 12 + ab2ct-b2r* —b¥(c2 - oY

) R SRR ;
a2 b!c2+c2r4»_cg{a2‘+ bg)rz = O

'

g Ecuacién de octavo grado, que por tener Sus térmmos de grado par,
_\.,’rxeesrztsus rafces. 1guales, dos 4 dos, y de signos contratio. Hac;endo =18
a

12b2c? [al 2 42— (c* + a®) t] [z:\2 b? 4 2 ; (a® +b%) t]
+ m2c? a? [ba? + 2 — (a? + b9t [b?c? 412 — (b% + )]
+ r}f‘ ab? [c2 b? - 12— (b’ + ) t] [e? ate 1t — (c2 + aﬂ) ] + o

v

' ”que es una ecuacuén de cuarto grado en , que es: sattsfecha pora ':‘
'dependxentemente de [, m, n. ‘Resulta, pues, que los mAximos'6:
~de r son cuatro, siendo tres iguales 4 las tres velomdades pri

- plano de separacién con los tres de szmetrla,

“con'los planos prmc1pales en radios vectore

. mos (fig. 5.%) en el plano de separacion un trlangulo con los ados. p:

e 29—

nmpales;

Sabemos, pues, que tres de los cuatro maxlmos 6, mimmos observadof

dei nos dan por la férmula n, sen i= _,1,,,, r=a b c las tres \reloctda

des prmcxpales, y ademds, los planos de incidencia en que'se venﬁ
dichos maximos 6 minimos, son paralelos 4 las rectas de seccion del’
pues dicho plano ‘cortard 4

las circulos que forman parte de'la interseccién de la superhcle de ond
s, que. valdran.a; b, ¢. ‘L cues?
tién es ahora el saber cudles son los tres valores de i, que; sxendo mémmo
6 minimos, dan las tres velocidades de la luz.en el crlstal Desdv !
mayor de los miaximos #*, da por 1a formula n° sen i, =0 el :
y-el menor de los minimos i, da y = n° sent i, puesto que _'
radios maximo y minimo absolutos, respectlvamente, ‘de 1o sup
onda; pero no sabemos cudl nos daré §, si el menor de los dos maximios
el mayor de los dos minimos. Esta ambigiiedad" depende de‘que;
demostré Brill, tanto la superficie de onda como lade velocxdades
les, no quedan determinadas cuando se conoce una se;ctén de Tasth
sino que existen dos superficies de onda 6.de, velocndades
_pasan por una seccion diametral dada. Se resuelve esta difi
do el estudio de la reflexion total sobre otra cara’ del crlstal convloque

obtendrén de nuevo &y Y, ¥ de los otros dos valores de n® se pa

ximo 6 minimo, se toma el que se haya repehdo en ambos asos

“dlmlento debido 4 Soret.
. Una vez conocidos a8 Y podemos determmar 1a os:~ c’m de:

: de simetria dptica,. considerando "que las mterseccnones de pla

incidencia correspondientes d 108 angulo; I Dg By
‘el plano de separacion, estdn contenidas en los planos d sxmetrl

4 dichas rectas de interseccién, y considerémosio’ como. mter
triedro de los ejes con el plano de separacién.. La- arlsta_que p
proyectada sobre el plano del dibujo, serd perpendlcular
‘tanto, si hacemos girar alrededor de AD el plano que- pas
vértice del triedro, €ste- caerd sobre la clrcunferencta €
¢otho didmetro.: Trazando. por el orfocentro @ una. perpendmula
obtendremos el punto V, que es donde se ha abatldc el vértic
-y, por 1o tanto, podremos d determinar la d1recc1c5n de: los e]e

Puede evntarse la repetacxon de las observacxones de
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sobre otra cara del cristal, aphcando el sngunente razonamlento debndo é
Viola. Para distinguir el 4ngulo 4, que siendo maximo 6 mmlmo no sirve
para calcular los mdxces, nos fl]aremos en la polartzacxén del rayo rasan-

D
Figura 5.»

temente refractado /\ correspondiente 4 dicho dngulo de incidencia. Como
-este rayo rasante serd un radio vector, méaximo ¢, ml‘nimo, de la curva de

interseccion de la. superflcxe de onda con la de separamon, estard en el

‘ plano de incidencia, y como la notmal también estard en. dicho plano, este

rayo vibrard en el plano de incidencia, mientras que los rayos rasantes que
se propagan en las direcciones de las rectas de interseccién del plano de
separacién con los de simietria, y que coinciden con las normales’ corres-
pondientes, estdn polarizados en estos planos de simetrfa, ¥, por consi-

~_guiente, su plano de vibracién serd en general oblicuo al' de separaci6n,

Por lo tanto, interponiendo un analizador es posible distinguir el rayo A de’ J
los otros tres; excepto en el caso en que-el plano de separacién esté muy

proximo 4 las birradiales, pues entonces el rayo que sirve para determi-

nar §, tiene también su plano dé vibracién perpendicular al de separaci6n.
Para distinguir entonces el rayo./A del que da §, observaremos que el plano”
de vibracién del primero, 6 sea el de incidencia, debe bisecar-el 4ngulo

" formado por los planos-determinados por dicho rayo y las birradiales, y

como estdn los tres en un mismo -plano, resitlta que el rayo A debe bise-
car al angulo de las birradiales, cosa que no ocurre para el rayo B, porque .
estd en el mismo plano de las' binormales. La posicién de las birradiales se -

observa aproximadamente en el anteo;o, por corresponder i las intersec-
- ciones de los conos limites. - '
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is6tropo'y g la velo cidad normal en el cristal, teﬁdiﬁemos{ en virtud del

principio de Huygens,

o o 0 : )
seni®= 3 genro seni’z-ca—sem'" (1
y adends de la figura
P4r=I P4+i=T+4 = [2]
T et A SRS N JUPVR o
At AU et R R B

Estas relaciones pueden servirnos para uria de dos cosas. Si conocemos

la superficie de {ndices en el cristal, es decir, g en funcién de ¢, podemos

calcular la marcha de la onda 4 través del prxsma, 6 si medimos tres de los
angulos T, ## y /A podemos calcular los valores correspondientes de'q
"y ¢. Obtengamos las férmulas que rios dan g y qz en funmén de las magm-
- tudes observadas. ' ,
De [1] se deduse b

- ~ < o0 s )
sen i9 - seni == —qq,—' (seri r° - sen r’)

o ’ 0 - .
sen % —sen i’ = _Slq_ {sent®—senr’)

6 sea )
R A o | =i q IR of Al o
sen 3 €08 T =g sén cos 5
i — i i 4 i q° -1 P4t
= 1 sen €os
sen 5 cos 3 q s 3
,’; qo
de donde eliminando q
ro_/ri ) . i°—i' o i°+it~ _L S
fg 2 == {g 3 cotv 2 tg 3 ) [31
f&elii‘ﬁinandq P—r .
0 i'. = '
n? == ( cll )’t’w-C2 sen’i—w— + 8'cos? —2—.‘ ; [4]

=38 =

o cos @Ay sen --- (D4 Ay~
C 1 2 1 2 S
m--T ? S;.—. G > " .
. 3 S BRI
La ecuacién [3] puede‘s(ér escrita como sigue:
R ! ‘ B O ‘;J . . 2(,. - e -
cotpm-gtg g Bl

2 - -

y sirve, por lo tanto, para calcular ¢; g se calcula medlanfe [4] - - 17
Ellmmando z‘} — entre 41y [3]se obuene SRR

IR I

& sty (et b ) S
_(% - ; ) coszq; - [5] -
‘que nos da g en funcién de ¢, y, por lo tanto, se puede expérimen{a1m~en'tfé

construir, por lo menos, parte de la curva de interseccién de a superu
f1c1e de indices con la seccién- transversal del prtsma. ‘

1
e

.qz— .

B -

-

2. Prismas de cristales unidxicos. |

En los cristales unidxicos se determina el fndice w del rayo. ordinario
por el méfodo de la minima desviaci6n, como para los prismas 1sotropos.
Como es sabldo, en el caso de la minima desv1ac1on, la marcha del rayo

es simétrica respecto al prisma, y, por lo tanto,,l&t-— . 2 y ]a formu a [5] da

donde n? es el indice del aire que aproxxmadamente es la umdad (Para '
medidas - mds exactas debe tomarse para luz, presmn y temperatura me-'f
dias 1,00029, y tener en cuenta, ademds, que su exceso sohre 1 es: propor-
cional 4 la densidad del aire.

Para determinar el indice extraordmarlo & supongamos que Ia arlsta,
del prisma forma con el eje éptico del cristal el angu 08y que la blsec-



L -3

¥ R . . ¥

triz de la seccién transversal del prisma forma con el plano determinado
por el eje 6ptico y la arista (seccién principal de la arista) el dngulo p.

La elipse de interseccién de la hoja elipsoidal de la superficie de

fndices con la. seccién transversal del prisma, tiene por seriejes = y

1 . 7/.

v == — —, el pnmero de los cuaies estd sxtuado perpendl-
€o§™ sen® .
&2 + w? o

cularmente 4 la secéién principal de la arista, y el segundo paralelamente

4 ella. Por lo tanto, el radio vector correspondiente 4 un azimut § con res-

pecto 4 dicha seccién principal es : 7
1 cosip—y)  sen® G=9 _ 1 ( L L)
ne? o e + 2 v + ¢t
{1 1Y o
+T(“E‘“‘ST) cos2e—9 [

y teniendo en cuenta el valor de v

cost cost ¢ — ) e = =g — e SenEO =)

Ahora bien; si como se ha explicado en el § I se determind para cada

~ valor de mediante la medicién de P, A\ y T.el valor de ney el de ¢, la
ecuacién-anterior servird para calcular e, Generalmente con ‘esto, él pro- -

blema queda ya resuelto, porgue para los cristales unidxicos la posicién.
del eje 6pt1co es conocida de antemano por la forma cristalina; pero si esto
no ocurriera, se repite el cdlculo de ney de ¢ para otros dos dngulos de
1nc1denc1a, con lo que se tendrdn tres ecuaciones como la anterlor que
servirdn para determinar ¢, 8 y ¢, 51rv1endo estos dos dngulos para fijar la
posici6n del eje 6ptico. '
Por este procedimiento es necesario para determmar los éngulos i, i’
que el anteojo,tenga una disposicién especial, como el ocular autocolima-
dor de Gauss, y para evitar ésto, veamos lo que. ocurre cuando mediante

 giro simultdnéo del prisma y del anteojo, se observd la minima desviacién
“del rayo extraordinario. Obtendremos una relacxén entre A y ¢ restan-

do [6] de [3]

: C2 +§2 +w( (1:2 —-SlT) CO§2¢;_(VL;+%)

(- )esze—w=0

32

Caw A 1 sen? cos?p . 1 1
e (G g )'““ T T

" formen la ecuacién [9] en otra anéloga 4 la que se emplea | para Ios medlos,vf;

' c16n [8} da sen 2 V=0, y €omo no puede ser q, = 0y debe ser- $= 90“
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puesto que Cy Sson funcxones de A. Para obtener la CdlldlClén de mi~

d
mmo, derivaremos con respecto a, ¢, y haremos = d% =0

a~

( ég '-.“ '82‘ )Sen2¢+( - ‘)senz(gp—ix‘;:‘)%_o !8

ecuamén que nos da Am mlentras que [7] nos da el valor correspondlen- :

te de g, ' .
~ Eliminando entre (7] y [8] el angulo ¥ tendremos una re]acxén entre
la incognita e y el éngulo observado A . : oL

| ! Ly | ’ sen? . . COs2p . 1
(‘—2—7") 'sgnzpcoszp:( R ca')‘

(' 00829‘ n sen?p “; 1) . [g] o

g2 . v2 S 7

y poniendo en vez de v su valor
: s B

-

1 7. sen’p cos
(’ffcz‘“ T s

+v; e %o 23...' 5
G T a7 ) SEnte =10

ecuamén bicuadratica que. nos ‘da el valor dee. De las- dos raices de esta; ,
ecuacién, debemos tomar aquella que corresponda &un val or de b que; no
difiera mucho de 90°, ya que la marcha de Ias normales se aproxxma mu-
cho 4 ser simétrica.. S e

- El célculo de ¢ por este procedlmlento es bastante comphcado, y
muy ventajoso el emplear prismas que, por su orientacién espec1a1 trans- -

isétropos. Esto ocurrird cuando ¢ == 0%, ¢ = 90" ov=¢, puesto que en el )
pmmer €aso0,. dlcha ecuamén se reduce 4 : i ey :

A 11 T
. v o) 2T Tg, ) =0

- o \1“ sen —5- (F+Am) TR
yAcomo C <vdebe sere= S — . Ademis lafgcua-f

sen TF
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decir, que la marcha es simétrica. En’ el caso. segundo ocurre lo mismo,
con la diferencia de que entonces 8§ = v, y el valor dee se calcula median-
te la f6rmula. ‘ '

sen —%~ I+ A@)

L q° 1 T ey s
sen - T - cos* 3 sen? s
, -z . 5 + -~

siendo también la marcha simétrica. Por fin, si v = ¢ para lo cual es pre-
ciso que la arista del prisma sea paralela al eje dptico, la interseccion de

la superficie por la seccién transversal del prisma, se compone de dos cir-

cuvnrferencias‘ de ‘radios wyeyla ecuacién [9] indica que e = § = C.
‘3. Prismas de cristales bidxicos.

indices princvipales de refraccién, midiendo por el procedimiento explica-
do en el § 1, tres valores de ¢ y ¥, con loﬁue se conocen tres radios de la
. interseccidn de la superficie de indices con la seccién transversal del pris-
ma, y entonces se puede déterminar g, b, y ¢ por el siguiente 'brocedimién-,

2

to: Refiramos la superficie de {ndices 4 un sistema x’, y’, 2’ tal, que el

- eje X’ sea paralelo 4 la bisectriz interior de la seccién transversal del pris-

ma, el 2 paralelo ala arista, y el 3’ perpendicular 4 ambos, con lo que ten-
dremos la ecuacidn [4] del § 2 de o
Para obtener la ecuacién de la citada curva haremos 2’ = o, con lb que

resultard después de pasar 4 coordenac@s polares -

g*— ¢ (Lcos® ¢ + Lysen® ¢ + 2 Ly sen dcos §)
+ Mcosg®§ + M, sen® ¢ 4+ 2 M, sendcos ¢ =0 ’ 110
~donde - - ' ‘ |
L= (b + ) o2 + (c*+ a%) 82 + (a2 + b2,
' M=b2c2a?+ 2232 +a?b* y,2 ‘
Ly == (02 - 4 f 4 (2 + a8 B2 -+ (a2 b) v,
foM, =D2clal 4 c2aB2 4 atbv 2
Ly= (02 4 & eqa, + (2 +a?) B, + (@ + vy,
M,=Db2caa, + c?a2 8B, +a% b2y, '

" Sise han determinédo tres parés de valores de g y.t!{,_se‘téndi?gn_.t;gs";

"para proceder por aproximaciones sucesivas. Por esta causa, es preferible

blecer la condicién de minimo y eliminar ¢, en algunos casos patticulares, -

Con un prisma de orientacién conocida, se pueden determinar los tres
misma férmula que para los medios isétropos, uno ‘de los indjces princi- -
" reemplazar v por § (si el eje 2 era el paralelo 4 la seccion principal de’la -

caleulo de By 7, y es preciso determinar otro para valores de ¢y ¥'para
una incidencia cualquiera, y para la onda polarizada paralelamente 5“11‘3';'7

_y para disminuir los errores consiguientes 4 la medida del 4ngulol de inci-

— 3] —

3

ecuaciones de la forma’

AN&+B&¥+C¥W+D§+Ew+F@$G=®ﬂ
que servirdn para determinar @, by ¢. En la préctiéa esto es irreéliiable’,;yf‘f
es preciso conocer de antemano valores aproximados de dichas pantidad,e's e

proceder de tal modo que pueda aplicarse ¢l método de la miﬁima,d,es?i;;—f S
cién, el cual, aunque en general también requiere .cdlculos 'cbmplicadps "
pues hay que buscar partiendo de [5]y [10] una relacién entre Ay gesta--

como los que vamos 4 considerar resulta aplicable. ST

Supongamos que la arista del prisma es un eje de- simetria optica del
cristal; eneste caso la interseccién de la seccién fransversal del prisma con
la superficie de indices se compone de una circynferericia y una elipse, ¥
1a medida de 1a minima desviacién del rayo cortespoﬁdiente_ i 1a’cir‘cimffé',{_
rencia (qué es el polarizado normalmente 4 la arista) proporciona, por-la

pales (el @ si la arista es paralela al eje x). Respecto al rayo correspondie
te 4 la elipse, polarizado paralelamente 4 la arista, nos encontramos e el
mismo caso que para el rayo extraordinario en los cristales unidxicos,’y,
por lo tanto, podemos aplicar inmediatamente la férmula [9], sin:,rﬁésgq"_ué :

arista), ¢ por 1 y p por el dngulo entre el plano zx y el Bi'sec‘:t;{'}:r' interior

del prisma. De este modo no se obtiene mds que una ecuaciot para €

Pk

arista, con lo que se tiene una tercera ecuacion andloga d1a[6] © ..~

sl e

dencia y del de emergencia, es conveniente repetir estas observaciones ur
gran ntimero de veces y obtener los valores defyry 'por el:método de los
minimos cuadrados. . S e
~ En el caso estudiado se verifica la matcha simétrica (¥ = 90°).par
normal correspondiente 4 una’de las ondas (la polarizada perpendicu
mente 4 la arista). Investiguemos cudndo ocurrifé en genér"al‘, que-p
‘minima desviacién la normal & una de las ondas tenga esta propiedad



Par& que se verxﬁque la minima desv:amén es precnso que la derivada ‘
~de A respecto 4 ¥ sea cero. Considerando 4 A como funclén de $-y de q,

deberd venftcarse para (¢ == 90°)

da _ 8A . 8A ‘gﬁq’_‘_o

FNE L T

N

SA
En esta férmula —— representa la variacién de la desvxacwn supues-

~ a g constante, es demr, para medios 1sétr0pos y como en éstos, para la
marcha 51met: ica es dicha variacién nula, dicha formula se transforma:

3 dg - SA

en g = 0 y como —; ¢o deber4 ser V?i'lr =0 paray = 90°. -

'«La condicién para que la normal 4 una de las ondas siga una marcha
simétrica en la minima desviacién, y, por lo tanto, el dngulo de incidencia
-sea igual al de'la emergencia, es que el radio vector de la interseccién de

superficie de velocidades normales con la seccién transversal del prisma,

“tenga un mdximo 6 un minimo en la direccién perpendicular al plano

bisector del prisma.» Ahora bien; toda secgién de la superficie de veloci-

dades normales posee, como los de onda, cuatro méximos y minimos del '

radio vectot, tres de los cuales estdu situados en la interseccién del plano
de la seccién con los platos de simetria y son iguales 4 las velocxdades
principales; por lo tanto:

«La minima desviacién-de una onda se verifica con marcha simétrica

* si la bisectriz exterior del prisma es paralelz 4 un plano de simetria Optica
del cristal, y entonces la observacion del minimo de desviacién propot-
ciona (como indica la férmula [5] al hacer ¢ = 90°) por la formulan = 8§

uno de los tres ejes principales (el « si la bisectriz exterior es paralela al
plano yzetc.) :

También se verificard la marcha SImetrlca de la normal en la minima
desviacién, cuando la bisectriz exterior del prisma sea: paralela al cuarto
radio vector, maximo é minimo, de la curva Q de interseccién de la super-

ficie de velocidades normales con la seccién transversal del prisma. Ahora
bien; esta curva, por la definicién de la superficie de velocidades norma-.

les, serd la pedal de la proyeccion sobre el plano de la seccién transversal
del prisma de Ja curva formada en la superficie de onda, por los extremos
de los rayos correspondientes 4 las normales situadas en dicha seccién

transversal, y como los méximos y minimos del radio vector de una curva
.y los de su pedal son comunes, resulta que la normal que se propaga en

la direccién de un méximo ¢ minimo de la curva Q, 6 coincide con el rayo

N

‘ correspondlente como ocur

- viacién, cuando la bisectriz ext
" hada, también se produce cuando €

39 — o : w o
re en 108 tres casos consnderados anterlorme

rsd
te, 6 esla proyeccion del mismo sobre el plano de la seceion ttrar;zvznda
c;'al prisma, que €8 el caso que ahora examinamos. Por lo tan 0

dicular al.*

correspondiente 4 este 1ltimo caso v1brara en un péat;o per[;et;) X aqm &
te 4 la arista del prisma,

transversal y paralelamen ;

e e marcha simétrica para la mmxma des_

la
ue, ademds de ocurrir —
e o erior del prisma ocupe Ta posmon mencgo

1 plauo bisector exterior del prisma,
08 por la” blSCCtrlZ

“biseque el dngulo formado. pot los planos determmad
les. '
terior del prisma y las binorma :
- Consideremos algunos casos espemales Supongamos fque 1? b\:zzcé:i
tria x. Enfonces s¢ verifica 4'1a
terior coincide con el eje de sime e
11:: bisectriz exterlor s paralela 4 un plano <lie me]etna 12?10?%% rqmma
(el yz) biseca el angulo de los p
o bisecor exert” binormales. Por lo tanto, mbas onda
or dicha bisectriz exterior y las bino . g
:;?slsacen 4 la condicién de que sus normales venflcan la ma;c{:)?;ft E:r:::nd
ca para el mimmo de desviacién, 31end0, porlo tanttl)l @para e g com
dicularmente 4 la arista, que es aquella
B Pefpen 5], mediante. la observ
rciona segan [5], ! )
ciden los rayos y la normal, propo " bee
formuta n =S el {ndice % q
la minima desviacion, por 1a
‘zin dgel circiilo que forma parte de la seccion de la’ superﬁcxe delmdm:i:s
o IOel ano yz. La observacién del minimo de desviacién de ag oEa)a
pz{anza[c)ia perpend\cu larmente 4 la arista (que vibra paralelame?te eerfli
; s proporciona por la misma f6rmula, el otro radio vectorde at supr o
n'oe fe indices, el que s¢ halla en la dfrecclén de la b1sectrlz e{;u’;no r.lsta
::alor de este radio vector Vg €s, por otro lado, sidesel angulof emaa a v
con el eje z, como se deduce de la ecuacion de la- “lipse que forma parte.
]

de 1a intersecci6n de la superficie de indices con el plano W2

',1 : éeriﬂs cos*d

pa + o

ondlcmn son Ios de crxstales del 51ste-
4 un esfenoide, y los del monochmco

formados por: caras simétricas con respecto al ortoeje.. .. 1; /e xpor
i 1a bisectriz exterior €s ‘paralela 4 un eje -de sxmt;trxa, ?n et]ﬂ(: ;PO
eiemplo las normales de, .ambas ondas verifican la marlc a si " 103 1
: la formula n== )
roporcionan por- 7
la deswamén minima, ¥ P
ces By . Para determmar % €8 premso obtener un par de valor

Los prismas que cumplen esta c
- ma rémbico, ctiyas caras pertenecen
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“pero los cdlculos se simplifican mucho. Asf, si R
ucho, Asf, si ¢ e
tendrd S ; si des el aﬁgulo 2 2 se

»

& =0 y ?1 == — 08 & Ty = 8en 8 N
w=1 - B=0 T2 =0
oy == O Bi=sendé = f==co$ 8

'y los valores de LM son

L =a'+ ccos?d + B sen?d L, =b* 4 v' L;'=0V
M=2a® (c?costs-ff2sen2d) M,=Db?c* A M,=o0

y sustituyendo en [10]

o? 1 (g*—c*cos?d—Db2gen?d) cos® - '

a " q'—q¥ (P cos? b + b2 sen?§) cos? § - [b2 ¢2 —q? (b2 - cF)] sen? 745'

los resultados correspondientes 4 prismas cliya bisectriz interior 6 exterior

es paralela 4 los otros ejes, se obtienen de los anteriores mediante permu-

tacién ciclica de las letras a, b, ¢, 6 4, 8, v.

: Poseen esta propiedad los prismas de cristalés del sistema rémbico
o’fmados por caras de una pirdmide que se cortan en un pland de sime-
trlzy los del monoclfnicp formados por caras simétricas del clinopina-‘
coide, : |

La mayor simplificacién se obtiene cuando ambas bisectrices son rpa'ra-

lelas 4 ejes dpticos, por ejemplo, la biséctriz exterior al eje x, la interior al”

eje y. Para tener el resultado en este caso bastard hacer en el witimamente
obtenido & =0, Resultard, pues, que del minimo de desviacién ‘de ambas.
ondas se obtendrdn los indices 8 y v, y de la determinacién de un par de
valore‘s de ¢ y ¥ para una incidencia cualquiera, # por la expresién

_cos?y

o2 e T X
q*— b¥sen*d

Como este caso es el mds importante pata la determinacién de los tre,s"

indices principales de un cristal mediante prisinas, daremos en el sigtien-

te esquemg los dos indices que se determinan mediante la medida de mi-

" bles directamente en cada caso corresponden 4 los radios vectores-de la-

— 4] -

nima desviacién de cada onda, para las diferentes- posicionies de la arista.
del prisma y de la bisectriz interior, ) CEn e

P

1 . " g
S _ARISTA DEL PRISMA ' -
‘Bigectriz - -

{nterior.! X . z ? .
X — ‘“xF‘ %
y B, o A
z e | T8 e -

cuadro que-se recuerda ficilmente, observando que los {ndices determind:.

superficie de indices, en la direccién de la bisectriz i‘nferior y de Jaarista
del prisma. Dos prismas que tengan distintas Orientgcionés, bastar pafa
determinar directamente las constantes @, b, ¢. -~ - . AR

El angulo del prisma, para observaciones en el aire, no debe ‘paéa;r'de;

un cierto limite para que pueda observarse la minima desx{iacién;contni‘ar-;,

cha siméirica. Este inconveniente se salva rodeando el prisma de un medio.

de mayor indice. El limite del dngulo del prisma viene dado en’ todo

caso por : ' o e

T n®
sen 7 < n

. 4. Determinacidn de los indices principales de un cristal me&iante
“la determinacién de la minima desviacién de rayos que inciden obli~
cuamente. ' _ ' . o

Entenderemos en este caso-por minima desviacidn la menor de todas
1as desviaciones. correspondientes 4 d‘irgcciones de-la normal fefractgda'
situadas en un mismo.plano con la bisectriz interior. ‘Bajo esta hipGtesis’,
se comprende que para medios isotropos la desiriaci/é,n,'minima{ocil_rri;f‘é,
para marcha simétrica de los rayos, es decir, siendo el dngulo de ‘inciden
cia igual al de emergencia. Por lo tanto, para medios anisétrdpos Ja mir
ma desviacién para marcha simétrica ocurrird cuando la normal refrac

e




da coincida con el rayo, esto -es, cuando esté en un-plano de mmetrla y Sea
la que posea en este plano constante velocidad de propagamén. Ahora
* .bien;- como el plano perpendicular 4 la biseciriz interior es cortado en
general por los tres planos de simetrfa en tres direcciones diferentes, habra
tres planos para los que la minima desviacién ocurrird con marcha simé-
trica, y la medlda de esta minima desviacién nos propormonaré los indi-
ces a, B, v.

En el caso en'que la- orientacién de los ejes sea desconocida, habra que
proceder del siguiente modo: Se hard girar'el prisma, no alrededor de la
arista, sino de modo que la normal refractada ocupe direcciones de un

plano f que pase por la bisectriz interior, y se determinaré la minima des- -

viacién correspondiente midiendo los dngulos-de incidencia y emergencia,
Se repite esto para diferentes planos £, y por medio de una interpolacién
grafica se determinan las tres orientaciones de dicho plano f, para las que
la minima desviacidn ocurre con marcha simétrica, y la medida de las mi-

nimas desviaciones correspondlentes proporciona los tres fndices princi-

pales de refraccién del modo siguiente:
Representemos en proyeccién estereografica sobre la seccidn transver-
sal del prisma (fig. 7.*) por G y G’ las ngrmales 4 las caras del pris-

?‘ . 5!
Y’ ‘
v
3} P
? & ’
P X ¢ P
-Figura 7.»

- ma P, P'. Sean, ademds, ], j y N las normales mmdente emergente y

refractada, entonces serd i = =i’ = JG = JG'; r= NG =NG', A= JJ;
T = G@, y, por fin, hagamos k= J'X’; v= NGV, y representemos
- por ¢ la inclinacién del plano jj X,y por Xla del NX con n X respecto 4 la
seccidn transversal V

Vt, Yy Hhy luego de (1) deduciremos el indice correspondiente; ddndonos 1t

“reccién de la interseccién de uno de los planos de simetrfa con la seccumi '

“tan un minimo de desviacién. , : ' i
~ no y'2’ tal, que uno de los rayos ‘correspondientes se halle. tamblén en el

.marcha simétrica al mismo tiempo que la minima desvxacmn Estando la

‘da el fndice intermedio B, puede recurrirse al estado de v1brac16n de la

8-

; Entonces se deduce aphcando la ley de la refracuén y algunos teo,‘
mas de trlgonometrfa.

I...nseni==nsenr

Il ... cost=cos 4:12—1‘ COé,X . . S

I .... cos i = —cos A sen -«12- T'4send cqu —‘—12—/1‘ cosg -

IV.... sen X sen ¢ = sen i senv
1

tg 5 T

V...;tgr:——@-;—‘—

Si se mide A=n—2 x, % y T, podremos calcular, medlante III IV y V y-
el dngulo y, que determina la posicién de la onda refractada; 6 sea ld. d1~'
transversal. Es de notar que, ademds de estas tres dxrecmones, existe toda—k

via otta s;tuada en el plano y'2’ que posee la propiedad de que. las, ondasﬁ
que se propagan, segtin esta direccién como normal refractada expenmen

Esto ocurrird, en efecto, para aquella dlrecmén R 31tuada en el pla~,
plano y'z*, pues en este caso, para las normales se verlflca tamblen la

normal y el rayo en el plano y2, pero en direcciones dlferentes, este serd
el plano de vibracién que deberd bisecar al angulo dxedro determmado
por Ry las binormales (fig. 7.7). :

Esta condicién determina la posicién de R, y demuestra que ex1ste una, ‘
y sélo una, excepto en el caso en que coincida la bisectriz interior del’
prisma con un eje de simetrfa, pues entonces cualquier direccién del pla—
no y'z’ satisface esta condicién. Para distinguir la -diréccién R de la que

onda en cuestién, lo cual tiene el inconveniente de que el plano de vtb, ,
cién cambia al pasar al-aire, por lo cual es preferible verificar el mismo.
estudio en un segundo prisma, y tomar como valores de los: mdnces los
que aparecen rependos. . S
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" las X', V', Z' de la fuerza magnética, y las £, &', #' del vector corrimier

' PARTE SEGUNDA

CAPITULO PRIMERO

RESUMEN DE LA TEOR(A ELECTROMAGNETICA DE LA LUZ

1. Ecnaciones fundamentales. I

Segiin Maxwell, entre las componentes P, @', R dela fxiérihfeiéétﬂc

to, en un punte (x’, ¥, Z) de un campo electromagnético, existen las rela-

ciones siguientes ("): R

xR
¢ :—_8?— Ty 3z
A SY' (\SP’ aR/
@ TR TR T
L ~.'_8Q' o
- ST T Ry L
4nf =K, P "’r‘va QI+ Kis R{
Bl ang =K P A Ke QKGR
4nh =K, P+ Ky Q +f‘K53 R ;

, donde pesla pefnieabilidad magnética del 'medib, lé ,cg‘ailsﬁﬁ’cﬁdféﬁios
constante & igual 7, por lo cual nada de lo "queé sigue podrd aplicarse al

(‘)7 Véase, por ejemplo, Bouasse: Elecfrépt{qt{e et ontes hertziennes,
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hierro. Ademds K, ..... K.... son constantes entre las que existen las
relaciones (') -

K =Ky ) Koy =Kz e ‘Ksi == Kyy

Tomerios como vector luz, 6 sea como representantes de las vibracio-

nes de las moléculas de éter, el vector corrimienito, y [lamaremos vector -
- polarizacién al vector magnético. :
’ Las ecuaciones entre derivadas parciales. 4 que han de satisfacer las
componemes del vector magnétlco, se obtienen derivando el grupo [2] res- '

8 pl 6Q SR’

pecto al tlempo y sustituyendo los valores de o e ot . deduci-

.dos de las ecuaciones
P =K+ x',,‘g FR

M 9 '"“K’m P+ Koy + Ky

RO= K f 4K + Ko v

“ique resultan de resolver el sistema [3] respecto i P, Q’ R', y luego sus- .

8 A
tltﬂyendo los valores de {t , § «5/; dados por el grupo [1]. De

| este modo resulta

i

ex ., 8 (sz w" D S
e ~Kegy (Sy' - )'*“Ke“,az' (az'.‘f Sx’)

o8 [y Xy
+K?3;b‘z’ (SF’—‘B?—)

w5 (% 0a K 5 o sy
RS Ny T e )T UE Ty \ T )

SR LG A Y o
. ’; 25 Syf '8}(' ¥ Syf -

151

y ofras dos andlogas que pueden obtenerse de éstas, permutando clclica- .
'mente las letras X, ¥, Zy x,.9, 2

Si multlplxcamos los segundos miembros de las ecuaclones [3] por
P, @', R, respectivamente, y sumamos, obtendremos una forma cuadré-

tica que adquiere la forma canénica mediante una sustltumdn lineal, que

equivale 4 tomar por ejes los de 1a superficie de segundo orden representa—

o Véise Drude's Optik, pig. 289,

‘magnética.

-en dos puntos indefinidamente préximos situados sobre la normal 4 la

'\ que sean funciones periddicas, resulta que debe tenerse

__47__‘, o

da por dicha forma 1gualada 4 cero. Supomendo vertﬁcado este camblo de
e]es, las relamones [3] se transformarén en -

© 6] . 4nf=K,Pj4mg=K,Q4mh=K,R

y las ecuaciones [1] y [2] se podrin escribir como sigue; .

sz &Y . 8X _ R --8Q .

K =% T Ty &%
g Q _ X 8z _ 8 . 8- R..
2 35T i 8x st oz LT, 8x
g RV X %z e el
et T &y TR T & by

2 Condlcmnes en los lfmites. L A ,  ;

electrlca. : -
2% Existe continuidad, para Ias componentes tangencxa]es de la._fu 7

Si elegimos un sisiema de coordenadas rectangulales (x ¥, z)en el
que el eje 2’ sea’ normal 4 la superficie de separaci6n, y de31gnamos con
los subindices @y b las componentes de los vectores eléctrico y\magnetxco

superficie de separacién, y 4 un lado y 4 otro de dlcha superﬁme, las expre-
sadas condiciones se podran escrlbxr

Pla = P’b;, Q'é = Q'b; Xa=X' Q}Z/a‘ ﬁiZ'b'

: . Y

. Como solo hemos de considerar solucnones de Tas ecuacnones (I) y‘(z’)

()= () (5)-(5),

(') Bouasse, llI, § 63.



ydela tercera ecuacion del grupo (2) se déduce, por §,0nsiguiénte,

~ ( az*) _;( SZ'_‘)
8 Ja Bt Jb
y, por consiguiente, ya que se trata de funciones pericdicas Z’s = Z'p, pu-
_diendo esta condicién sustituir 4 una de las dos primeras de (8).
Las condiciones en los limites serdn, pues,

X'a:Yf’b;\Y'éw"“—:Y’b; Z'a = Z"b; Pfa——:—-P’b R

_(Del mismo modo- demostrariamos que las condiciones en los limites
‘pueden consistir en la continuidad del vector eléctrico y de una de las com-
ponentes tangenciales del vector magnético.)

3 Integracuin de las eeuaciones dlferenciales

No es pos,lble, como sabemos, encantlar una mtegral general del siste-
ma de ecuaciones [7], por tratarse ecuaciones enire denvadas parciales.
Pero se pueden encontrar soluciones partlé‘ulares que correspondan 4 de-

terminadas condiciones. Nosotros estudiaremos soluciones particulares

que, por definicién, diremos que corresponden 4 ‘una propagamén por
ondas planas. Estas soluciones son de la forma

‘ X#v;p; Y=pp; Z=psp.
siendo : e

"‘33: (‘t _owx 4+ veqy’ + vz ) __é’_l ‘ [10}

v que se comprueba facxlmente que sansfacen & las ecuaciones’en cuestién.
Desde luego, ., p,, = son los cosenos du‘ectores del vector polarizacién,
y A la amplitud del movimiento vibratorio. El pl ano

N

*viz’+v2y’~};vﬁz’:C'< o '[llj

donde C es una constahte arbitraria, representa el lugar de los pﬁntos que

" en un momento cualquiera estin en el mtsmo estado de vnbfamon El pla-

no, paralelo al anteﬂor, trazado por el ongen,

Yy X’%—VQY'”}*%Z’:O

-mos en el § 1. Entonces las ecuaciones [5] referidas 4 Ios nuevos e]es X

~ habiendo hecho - L -

D

<

recibe el nombee de plano de onda. Los cosenos directores ‘de st fiormal
'SOM v,, ¥y, v, Para obtener la velocidad de propagacién, segiin dicha nor- -
mal, buscaremos la distancia entre los planos de onda, uno. de los cuales
en el tiempo £, se encuentra en el mismo estado de vibracién que el otro: o
en el tiempo £+ 1. Si Cy C son las longitudes respectivas de las nofmas
les 4 dichos planos, deberemos escribir segﬁn (10) y (1) -

C . o
f—C g L
| A N
dedonde - s S

. s

luego g representa la velocidad- de propagaclon, segun la normal Por;i
fin, A representa el dngulo de fase, 6 sea el argumento de p para el tlem :
po ceroy para el plano de cnda que ‘pasa por el ongen.

4 Superficie de velocxdades normales. :

- lmaginemos ahora un medio crlstalmo defmldo por las cons ntes
Ky ... K (f6rmulas [3]), y supongamos que en el tiempo cero paqan por', .
el origen ondas .planas con todas las orientaciones posnbles. Tt ratemos de,
determinar ‘sus velocidades de propagacién, segtin la normal (velocxdades"
normales), es decir, ‘de calcular g en funcién de los cosenos dlrecto- .
res v,, v, v Empecemos pot espectahzar las coordenadas; segiin exphca-—'~ \

¥, 2 se transforman, temendo en cuenta que ka, 0, en

FX e 8 (o SZ) s_ﬁ_(w“ ax) 12
Ast’_sz'(Tz_"'&' ¢ U Ty ”

'K’& = a2 . I{’2 = b2 : K"S == 2

Expresemos que las soluciones {(10) « satlsfacen 4 las ecuacmnes (12) De"
este modo se obtiene . , ,

g (@ — D ug2 o € v2) F B2ty vy v+ P iy vy =0
po {2 — 2y —atvh) ¢y v5v1+a3gsvevswo
g (G2 — avP — btvsg)+a'§*i”1va+b P'i“s"’i*‘o !
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Eliminandd Po pa s ¥ teniendo é:_t cuentﬁ que
v 2 Vsé'; 1
resulta |
. o + q (a ve + b2 %gi + ctv?) -+ (be vt -hablv? 4 és 2 v,2) = 0
que pued’e ponerse en la formé A

2

q — a& MF b2 ;%‘ q?._ c2 -

v

Est& ecuacién nos da la velocidad de propagacxén q segun la normal,
en funcién de los cosenos directores de dicha normal, y puede considerar-
se, por lo tanto, como la ecuacién polar de la superficie de velocidades
normales, Como vemos, es idéntica 4 la obtenida en la teorfa de Fresnel.
Siguiendo un procedimiento idéntico al que segufamos allf, se- deduc:rfa
la: ecuamén de la supetficie de onda, '

5 Posicidn relatwa del vector corrimiento y ‘del vector magnéﬁco

Con ob]eto de poner de mamﬁesto la identidad delos resultados dque
conduce la teoria electromagnética con los obtenidos en la-teoria de Fres-
nel, busquemos la posicién de los vectores corrimiento y fuerza magnéti-
ca. Multiplicando las ecuaciones (I13) por v, v,, v, tespectivamente, y su=
mando resulta

91“1 F it Vet g vy==0

que indica que el vector magnético estd situado en el plano de la onda. - g

. Para detérminar la posicién del corrimiento (vector luz) empezaremos
: por expresarlo en funcién del vector magnético, val:endonos de las férmu-
las [6] ¥ [7], con lo que resulta ' :

“af 8z ey L,
_87"83?‘-_5 '

RN I I IR I S

P T
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y sustltuyendo los valores de ¥, Z para el caso parttcular de una propaga-‘ :
cién por. ondas planas,.é mtegrando con respecto al tlempo se tlene

41Tf__p(3 27 W Senéh (tﬁ_w_)

'

T q - T , q »
. i 2n 2% _'_ le+vﬂy+ve
: pQA—— —J sen 3—-,1. (t —————‘

q .

6sea o ' o
dri=rz_ iy
=gZ-3Y.

A\)i

4mg= 2 X 7
: q q

v

R
q Yol

'Si comparamos estas f6rmulas con las que dan en-Mecé;iica ‘,'el‘hjo,me_n
to de una fuerza con respecto 4 un punto, deduciremos en seguida que,
vector luz, que representaremos por B, es perpendlcular al plano- dete'
‘nado por el vector magriético M y un vector dxrlgldo segun Ta normal

onda y que vale é— siendo ademés B igual al producto de estos dos vec

tores por el seno del angulo que forman, que acabamos de ver
vale 90°. Por lo tanto, ‘ ‘ R .

4xB=-LM
. ) q
6 sea :
‘M=4t1'€qB

' En resumen, el vector corrimiento, que suponemos que comcnde conk
la vibracién, y el vector magnético (vector polanzacwn} se hallan sntuados;v '
en el plano de onda. Las vibraciones son, por lo tanto, transversales. La
posmlén de estos vectores se halla, como se ve, de acuerdo perfecto col
‘la teorfa de Fresnel. Resulta, ademds, que en una propagaclén de “ondas,
planas, segiin una direccién dada como normal, el vector magne’ué e
proporcional al vector corrimiento; de aqui que el plano de onda, q
hemos definido como el lugar de los- puntos que se hallan en el n}lsm
~estado de polarizacién, puede deﬁmrse(}dicxendo que. €s- el lugar de lo :
puntos que se hallan en el mjsmo estado de vxbracmn. Esta ultxma propie
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dad es la que nos ha servido para realizar el estudio que precede partien-

do del vector polarizacién, en vez del vector luz que es lo que suele ha-
cerse.

6. Doble ;efracéiﬁn. Condiciones en los limites.

Una vez que hemos obtenido la ecuacion de la superficie de onda, esta-
mos en condiciones de resolver el problema de determinar, no sélo las
direcciones de propagacién y- -acimutes de polarizacién de las ondas refle-

jadas y refractadas, sino de hallar sus amphtudes de polarizacién (6 las de

vibracién que les son proporcionales) y sus dngulos de fase, cuestiones

estas 1iltimas que no permite resolver la teorfa de Fresnel. Desde luego,

aplicando el principio de ' Huyghens veremos que, en general, éxisten dos

ondas reflejadas y dos refractadas, cuyas norma]es se encuentran en el

"plano de incidencia,

Supongamos una onda plana incidente, y tomemos los ejes genera-
les x', y', ', de tal modo que el 2’ coincida con la normal 4 la superficie
de separacion, y el x' con la interseccién de la superficie de separacién con
el plano de incidencia. Todas las ondas ser§n paralelas al eje ¥, y, por lo
tanto, los vectores polarizacién y luz deben ser independierites de y.

De este modo la ultlma condicién (9), que expresaba la continuidad de’

una componente tangenmal del vector eléctrico, podrd escribirse después
‘de derivar respecto 4 { y teniendo en cuenta @y

S & ' . BX') sy’ -
au 82" “f‘am BX’ ,_ Sz'l' — 8z w7 8}{

S R 8z' X eY g
; “*‘Lau‘a‘f“w(wmw) ] ¥

ahx = K'nK .

donde

Umda esta cond1c10n i las otras tres, tenemos el sistema completo de
condiciones en los limxtes para ¢l caso de ondas ‘planas,

7 Célculo de las’ dnrecclones normales y de los acimutes de pola-
rlzacxdn. .

" En lo sucesivo de31gnaremos las magnitudes correspondlentes 4 vecto-
res situados en el primer medxq (mcndentes y reflejadas) con el indice ¢
anadlendo ademas los indices 1y 2 para distinguir ]os vectores correspon-

dlentes 4 cada'una de las ondas reflejadas, Para las refractadas empleare

8
T Iy (2% & + 30% 04 ao‘ss
e ' 82 o
) _Bitz—g'—“"‘” (a1‘>‘§+a1m’i+a 12@
~donde” . o .
ey exe 8ze L) R
53,"32/ PN TR r."‘ 8x"
léforma R ,

-—'53“——_

mos sélo los indices 7 y 2.
Con la precedente eleccién de ejes x', ¥, 2/, las ecuamones [5] referl

das 41a onda 1n01dente se podrén escribir como 51gue

& X0

. ‘ o P
e T §77 (@% £+ 2% n+2%t)

S ey

8%, % +;a‘%;g'3i+‘% 9

i

X“—-;L“A"cos; 2n (,t— x'seni+ 2’ coy) “"Aégf’f‘l g

2% x seni -+ z’ cosi ol

- 0 e A
Vi=wA cos§ T (t , Ca ) ; ;
2w . x'senifzcosiy il

Z“—gx"A"cos% 0 (t*— e ) ‘ ;

f

se tendrén {res ecuaciones que servirdn para Ia determmacmn de q y de
los cosenos directores p,°, p,", iy’ del vector polanzamén. Ehmmando estaé
lhmos se obtlene para calcular ¢° < S S

(g% — a%;) (q® — a®, cos?i — a0, - sen2 it2 a"s,\sen icosil

-

= (a"g5 sen j—a’yeosi)p

" normales por el plano de incidencia.
Para calcuiar la direccién de polar;zacxén podemos hacer uso’ de un:

cualquiera de las ecuaciones [6], por e}emplo, la primera que en umon e
la ecuacién de condxcnén p sen i+ 95 cosi=o0,da - ~

- R
pf (9% — a,,t) =10 (8, cos i-sen i— a;,‘? cos?:x)
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Si des:gnamos por ¢ el acimut del plano de po arlzac1én con res-
pecto al plano de mcxdenma, tendremos (fig. 1.%) 0 = — cos { cos ¢,
1 = Sen q:, ;z,, = sen [ cos q,, y la ecuacion precedente da

o p 02‘,_‘3 o
tgq‘: 5 q - 9‘20 .
. Qyg COSi —a,lseni

Las ecuaciories [15] y [16} permiten determmar ¢°y ¢ cuando se cono-
cen las constantes opticas del medio y el éngulo de incidencia, Para las

normales reﬂe]adas y refractadas obtendrfamos ecuaciones anélogas, susti-

“tuyendo { por r- con los fndices convementes, en este caso el éngulo res
desconocido, y para determinarlo hay que recurrir 4 las _condiciones en los
limites. La que expresa la continuidad de la componente X del. vector mag-

nético se escrlblra -para soluciones de la forma (10') en las que hay que
hacer 2' = ¢ ' -

p,“A”c\(‘A)‘si;z,I“E('t_. X seni )_Aog ‘H* uAm cos i 2 (t-—-’- x’ sen 19t )

q", o
. ) e N

- Aon% +§3’ org Ao:g cos g 2T ( x’ Seolll;' . )* Ao;gf

T i
(‘__ X' senr )-—-A'{

zp.’l Alcos ng q‘
. i ' ) ) N o
+ (L,e A2 cos ;"2’“1‘“ (t - .i_%egi‘_.) —a o)

"y como debe verificarse para cﬁalquler valor dex’y de £ deben ser 1gua- V

les los coeficientes de x’ en todos los: argumentos de los cosenos, es decir,’

seni . sent sentr™ _ senr' _ sen n [17,‘]
. qo ) qofl qofg ) q‘ - qu = Y ‘

‘

La ecuacién [15] y sus ana]ogas se transforman segun esto, en

[aes F (8 ~ Kg) th r] {au —2agtgr 4 (g — Kg) tg? r]
) =(ap—antg R (1 + tg?r)y o [15'}

N

que es idéntica 4 la que hablamos obtenido en la teorfa de Fresnel. .

Del mismo ‘modo la ecuacién’ (16) da para las ondas reflejadas y re-
tractadas - ‘

gy = L K—a)tgtrt—a, ilﬁ']
a (31‘9."‘ Ay tg t‘") Vl + fg? o ‘ '

~ B5 -

8. ~,Célculbs de las fases y am‘plitudes. ,

s

<

By, A”’ = 3y M“’Ah‘ |
' 5 pYi Aﬁ'i ”“)'h Hah Ah 7 )
B e AV = 3 Ah{
5i ._Aﬁ;;;_ f bt (a“" cos 11 — - 2y, sen 197, )= 2, (I%"”v €08 1°/
d - — 2 sen 1% )( c

o e
= Th —é-- jis (@, cos rh — - ag, sen )*- I (Mh COS e
‘ r V

Si 1ntroduc1mos ‘los acdimutes de polanzac;én cpoi \;'h de 1a
ondas, con reSpecto al plano de incidencia podremos escrlbx,r

~do ﬁguras anélogas alall]

. . . s = 0 .
i"zwi‘ = e COS lllo'i cos %, P«ao'i, == sen q,{m Y %0*1 COS &P 1, Se
‘ 3 pm‘"h = cos 4»“ o rh

B

pfi=—cos¢hcosrh,  ph=senin,

[


http:an�logas.se
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y entonces las ecuaciones [18] se pueden escribir-del modo siguiente: .-
5§ A1 cos 1”1 ‘cos 41 = Tp Ah cos rh cos h

C % AYi sen i = Tp Ah sen ¢h .-

3 A°’l sen 1”i cos ¢ = 3n Ah sen rh cos. «ph I {19’]

v
sen y”’l (a oS r"! — am ‘sen_r"i ) + a,g cos qﬂ'u i ,

L
* “sen 1V 3

AN ‘
=3 o gh fsen ¢h «(a,, :cos rh —~ aa, sen r;h.)«—f—A A cos.'qah}

calcular las amplitudes A°'Y, A% A% A’ conocida ‘que sea la amplltud A?
de la onda incidente. . : :

) - 3
fican netablemente. En este caso se tiene a,,° = 0,,°==a;;° = ¢** a,," = a,,°

=a,,° = 0, y las-dos normales reflejadas comcxden como se desprende. de
las ecuaciones [17'] siendo 1t = r*'* = = = 1. Por lo tanto,

%

RS

Jlas letras E, P, A, AQ, respectlvamente, ¥ sus ac1mutes de polarlzaclén con
las letras e, o, 3, y 3,

De este modo las ecaacmnes (9) se transforman en

(Ecoss——PcosP)cos i=A, cosr'coso +A cosr‘,coss _A i +A 1,

Esene-+ Psenp=A, sen& + A, send, == A m,-J-A m
' (Ecose—{—?cosp)seni._A senr, cos §, —i—A senpg,cosbg_.A By -+ A, By

. o sen'r
(Esene—Psenp)senicosi=A4, g - [(a“ cos S 1, — a,, sen r,) sen 3,
. A

+ a4 CO8 84]

+ 4, sen r52

donde , m, ... p, se han introducido para abreviar la escritura. :

tud de polarizacion. correspondiente. Estos acimutes se deriominan umrra—

Una vez calculados los dngulos 7'y ¢, estas cuatro écuaciones permiten

En el caso en que ¢ el pr:mer medm €s xsotropo, las formulas se s:mph~

sen ¥t =sen 1" ==sen r==seni, . o8 r“" == €08 1%2 == ~ 08 %= — COS |

Pa‘rarrnayor claridad en la notacién, desfgnafemosvlas ampiitudes del. ’ Alas ecuaciones [10’] nos mdlcan ~que estas compon ntes

vector polarizacién incidente, del reflejado y de los dos refractados con

oy entonces se puede escrlbnr

[(a,, €08 1, — a,, sen ra) sen 8., + am cos B]=A,p + Ag Ps P . de las amplitudes de las ondas incidente, . refractada y ref}e;ada para un
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-9, Acimutes unirradiales. R

Se puede elegir el acimut de polarizacién de la luz mcndente de tal o
modo, que uno de los haces refractados desaparezca por anuiarse la amph-

diales. Las condiciones que deben satisfacer se obtienen hac1endo en las
ecuaciones anteriores A, = 0, A, == 0 sucesivamente. No hay que confundlr ,
este fenémeno con el de la reflexién total, pues en 1 las refracc1ones unifra-~
diales la direccién de ambas ondas refractadas queda perfectamente deter- ‘
minada, solo que una de ellas no transporta energfa. ' -
. Sean. &Y Pu s los acxmutes de polarxzactén de la onda

‘mer caso, cuando ¢ =, serd A,=oy, Supongamos A,

por E My PU) las amphtudes correSpOndnentes de las polarxt't

sean E® y P® las amphtudes de las polamzacxones ciden
Sx demgnamos los componentes de cada amphtud perpendlcala

subindlce p, es decxr, si hacemos
Ecose=Ep V ‘ - P,coS‘p;_;.,Pé’;

Esene=Es = P ’sene;;?sr,

.

lineales de A .y A,, es decir,

Es=A,vA,4+B,AE Ps AA+B
E;,:‘Aeg,.{—BsAg Pp_nA A+B 13"

B = Es® &, +Ea®8,  Bp=Ep® A+ Ep® A,
Ps==Psth &+ Ps® 8, szpp(x):zs,qf Bp@,», A

Con lo que tenemos cuatro ecuaciones que enlazan las componente
‘onda incidente polanzada en un cierto acimut con las, componentes de las

amphtudes de dichas ondas, cuando la Qrada mcndente esta polarlzada en
cada uno de los ac1mutes unirradiales, .



CAPITULO IL
'MEDIOS VAI’BSORBENT:]/ES

1. Hplicacién de las ecuaciones generales. '

En los medios absorbentes todo pasa como si poseyeran un fndlce de

, ’refracmon imaginario, es decir, que el hecho de que la intensidad ]ummo- '

sa expenmente una debilitacién 4 medida que aumenta el’ espesor atrave-
'sado Segtin una ley exponenmal conduce 4 introducir en las férmulas ge-

 nerales valores complejos para las constantes.’ (Véase, por e]emplo Poin- .

caré: Théorie mathematique de lumidre, pég, 371. Bouasse: Electroptique,
Ondes Herlztiennes, pag. 239.) De este modo se hace extenswa la teorfa
de la reflexidn y refraccidn en los cristales tr&nsparentes dlos absorbentes,
los resultados obtenidos aparecen naturalmente en forma de magnitudes
complejas que ya veremos cémo deben interpretarse, Una vez generaliza-

das las ecuaciones fandamentales, puede demostrarse que las condiciones

en los limites son las mismas, puesto que ptieden deducirse de las ecua-
_ciones fundamentales observando que son aplxcables i cuerpos no homn.
géneos, (Pockels, pdg. 175.)

En lo sucesivo supondremos que el primer medio es el alre, queeslo

que ocurre generalmente. De no ser’ asf, bastaria multiplicar las constan-
tes ane obtenidas, por el cuadrado del indice de refraccién del medlo ex-
terior, _ :

Si en las ecuaciones [15’] y- [26"] sustltunmos los parémetros ax: por
magmtudes complejas a”us, podremos determmar as dlrecczones de propa-
gacién y los acimutes de polarizacién de las dos ondas. refractadas ‘en un
medio absorbente. Los valoresde ry ¢ tendrén la forma compleja y los
designaremos por r*y ¢* 6 & :

Las soluciones de las ecuaciones [6] son dela forma :

X == —A cos 8" cos r* e = it
" Ye=Asende-—

Z=A'cos ¥ senr*e—it

[

donde L oo

- 1O e§ cero por ser lmagmarlo & resulta quela polarxzamén consnderadéno
puede ser rectilinea, y, por lo tanto, sers eliptica.
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C2 (t © x’senr*+z' cosrt )i . gen r*-
T —_— ; =

T q Loa

¢ - . R

x es lo que s¢ denomina indice de absoreion, - .
De la forma de estas soluciones se deduce, en prlmer lugar, que por.
ser imaginario r*, Ia amphtud es variable como debe ocumr en un medlo

mmdencxa, viene por la parte. real de la expres:én .

, Acosﬁ,"‘e?i‘r '

y la componente perpendicular por la parte real de o
| A sén 8* eﬂ—.‘%rj" :
é‘omvpm;enteé que" f)ueder; p(A)rierse’) en la forlAn:a -
v(A’» —i;i A’f')‘e'--i“‘s:*ij »
B +iBYe-it

Si la po]anzac&én fuera rect:linea, como las c1tadas (¢

respectlvamente :
A’ cost—A” sen't
. B’cost— B senx -
A?‘ A:l
B~ B7
‘6 sea que .

Ae B/I ._,_.“ A: BN

y como A B — B A” esla parte i 1magmar1a dela relac:én m

Las amplitudes A% y Ap se deducen de las ecuaéxdnes [1'9] y [19’] u
proporc:lonan tambten va]ores nmagmarlos. o

.
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~ En el caso en que el primer medio sea isétropo, dichas ecuacioﬁes se
transforman en las [10'] y mediante la introduccién de los acimutes unirra-
diales, obtendremos las [20] en las que, si la luz incidente estd polarizada

rectilineamente, serdn sus componentes Es y Ey reales; pero las niagnitudes

que intervienen en 105 SCglll’ldOS mlembros son lmagmarlos, aSl como
Ps y Pp .

2. Reﬂexldn metdlica..

Concreténdonos i las ondas reflejadas que son ]as més 1mportantes,‘

para el estudio de los medios fuertemente absorbentes, observaremos que
las componentes de la amplitud de polarizacién de dichas ondas presen-~
tan una diferencia de fase A, puesto que hemos visto que estdn polarlzadas
elipticamente, Podemos escnblr, por lo tanto,

—;l;s—-z.tg r=fgye—1A
Fp :

.

dondéq) es un éngulo real qué‘représenta al E*cimut que tendria el plano
de polarizacidn en el caso de anularse A. .
Sustxtuyendo Ios valores de PS y Py dados por [21] resu]ta

Ps(h A, +Es@ A,
Ep() 3, + Ep® A,

' tgd(cos A+isenA)=

y eliminando 4, y A; por medio de las dos primeras ecuaciones [21], sus-

tituyendo luego Es y ,E,,'p.or Ecosey E sen e, re‘specﬁvamente,;resultaf
tg ¢ (cos L A+ isen a)

(Ps mEstz;_psmEsm)m(psmEp(z)_psz)Epm) tg e
PpMEs 2 — Py EsW)—P,MEp®& —~Pp@Ep D) fge

Examinaremos el caso particular de un cristal en el que la superficie

reflectora sea un plano de simetria 6ptica, el X* Y’ por ejemplo. Hacien- -

do que coincidan los e]es X, Y’ Z’ ¢on os ejes de simetria Optica,. ten—
dremos

aly, =’y = a% =0, &' =a% = a*h +ibn

y la ecuacién [16"] da para € los _valéres

~ 2Es (1)\:::: 1 + ‘/5*_,'

conla cual la expresion [80] se transforma en .
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La ecuacién [157] se transforma en este caso €n las dos siguientes

[P

aseni. |, o P E
tgr* = ://1 —*—————;—— ; 0sea, sen r*, = /a* seni -+
— a*, sen? i . N
. ,*.__t/a_,sem N
g ¥, =

Vi—a, sen®i L

3, =0 §a=_§_

para las otras magmtudes resu tan las expresxones, al hacer e
A, ~l . ’
(Ep@ —Pp®@)cosi=cosr* = /1 —a*ysen?i '

(E pi2) —}- Pp®)seni=senr*, = a*, sen i

y al suponer e =¢,, , =0, 4, =

(Es 4+ Ppa)=1 BT
V1—a, sen1 /3"
csend -

(E s — P @) cot i=a% cot r¥, =

de las que se deduce
V' 1—a" sen?i
cosi

/1—a*, sen?i
cos i

3Ep®@ = y/a% + ) 2Pp<21_y/a*

, 2Psm==1- l/a*

Ps _ PsWE,®
Pp Pp(gJEs(l)

(Va* cosH«Vl——a* senﬂ)(cow—;/a* 1/1*
, ;:/a*gcosiw-l/l—a* senti ) com—!/a* 1/1

.
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’

Medianté la observacién se determinan los valores de Yy A,y enton-

: ces, mediante [79] se conoceré 1}; . Si se repnte el expérimento para tres

valores de 7 se tendrén tres ecuaciones que servxran para calcular los paréd-
metros complejos a*, = @, + i b,, a*, = a,+ i b,, a*; = a, -+ i b, del cris-
tal. Una vez obtenidos estos pardmetros, si queremos determinar los indi-
‘ces de refraccién y absorcién recurrimos 4 las férmulas -
R | ‘
— gt 2 e B
T = Tl — T 7 P

y separando partes reales ¢ imaginarias

ay — 1 —xn? . . 7 -2 %h
h= nh”_(T;i—%hZ)2 R T (ST

que sirven para g:alcalar Ney Xa,

Venfxcados los ejercicios correspondxentes al- grado de Doctor el
dia 30 de Junio de 1913, ante el sngmente <

TRIBUNAL

Prestdelee. . Dr. D. Bartolomé Feh'a y Pérez.
Vocal......  » Ignacio Gonzdlez Mart{

» ~» Blas Cabrera y Felipe. - S
. > Prancisco de Cos y Mermerla. "~

Secretario..  »  Anfonio Vela Herranz, -




