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SOBRE. LA EXISTENCIA DE CLAUSURA
- ALGEBRAICA PARA UN CUERPO
por ‘

JAVIER LAFUENTE LOPEZ

El motivo de esta nota es el de presentar una demostracién de la
existencia de clausura algebraica para un cuerpo, menos artificiosa que
las que aparecen en la bibliografia usual sobre el tema (véase, por ejem-

plo, [1], [?] o [3]). ‘
Esta demostracién se basa en el siguiente resultado auxiliar:

Prdposicidn 1.

Dado un cuerpo k, existe un conjunto S que contiene a k, tal que
para todo cuerpo K extensi6n algebraica de kcon k € K CS, y para
todo elemento « algebraico sobre K, existe una inyeccion {: K(a)——> S
con ¢(zx) = x para todo = elemento de K. '

La existencia de clausura algebraica para el cuerpo k se demuestra
ahora de manera natural al considerar el conjunto X de todos los cuer-
pos (K, 4, -) extensiones algebraicas de k, con soporte K contenido
en S, ordenado respecto a la relacién K < K’ <> K es subcuerpo
de K’. En efecto: ‘

a) (Z, <) es un conjunto inductivo, pues si (Ki)ier es una cadena de
(Z, <), el cuerpo

con las operaciones naturales de suma y producto, es trivialmente

~ cota superior de la cadena.
b) Ellema de Zorn garantiza la existencia de algun elemento maximal
K. e Z que en virtud de la proposicién 1 es algebraicamente cerrado.

La demostracion de la proposiciéon 1 se deduce del siguiente lema,
perteneciente a la teoria elemental de cardinales (véase [4] o [5]) v del
correspondiente corolario.
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Lema 2.

Si A es un conjunto infinito, y (Ai)jer es una familia de conjuntos
tales que card(I) < card(A) y card(A;) < card(A) para todo i € I, en-

tonces
card{ UJ A;) < card(A)
iel

Corclario 3

Si K es extension algebraica de k, entonces card(K) < card(k[X]).
Demostracion: o .

Sea ¢ : K - k[X], tal que para todo B € K, es ¢(8) un polinomio
p(X) e k[X] de grado minimo, verificando p(8) = 0. Entonces

K= U_ _¢7(p)
p € k[X]
y como ¢! (p) es finito para todo p e k[X], aplicando el lema ? se con-
cluye la demostracion.

Demostracion de la proposicion 1.

Supdngase k infinito. Por el lema 2 es card(k) = card(k[X]), ya que
k[X] puede considerarse sumergido en el conjunto

Uk

neN*

que tiene cardinal igual al de k. Sea S = 8(k) (en donde se ha identifi-
cado cada elemento x de k con su correspondiente {z} de $(k) ), si K s
extension algebraica de k con k € K C S y « es algebraico sobre K, por
el corolario 3 es card(k) = card(K) = card(L(«) ), por lo que card(K(a) —
— K) <« card(S—K), y existe una inyeccion ¢, : K(a) — K —— S—K,
que permite construir { : K —> Scon {(z) =rsiz e Ky g(z) = o) si
z ¢ K(a)—K, lo cual concluye la demostracion.

Si I es finito, por el coroiario 3, cualquier extension algebraica de k
es numerable, y es suficiente tomar S = k U C siendo C un conjunto

con la potencia del continuo.
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