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CAPITULO I: INTRODUCCION

1, Motivacién.

La interacci6n de poblaciones de distintas especies es un
problema formulado matem&ticamente desde hace tiempo. Recudrdense
los primeros trabajos de Volterra (1926) y Lotka (1925) que dieron
tugar, entre otros muchos resultados, al sistema de ecuaciones que
1leva su nombre; nombre que, por extensi6n, se aplica a toda una cla
se de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales que sirven co
mo modelo para muy diversas interacciones entre varias especies vivas.

En el modelo clésico todos Tos coeficientes son constantes,
se trata de un sistema aut6nomo. En este trabajo, en cambio, pretende
mos ocuparnos de un caso mids general en el cual esos coeficientes sean
funciones perifdicas del tiempo.

Los problemas matemiticos que esa generalizacidn plantea son
numerosos y muy interesantes, En el capitulo Il se hace una breve pre
sentaci6n de los mis importantes y en el III resumimos algunas de las
técnicas utilizadas para abordarios. La mera consideraci6n de esa lis_
ta de problemas y técnicas permite darse cuenta de que se trata de cues
tiones profundas y que abarcan una gran cantidad de campos, dentro y
fuera de la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Por otra parte, los trabajos realizados hasta ahora o bien
se quedan en un plano general o bien, al pasar a lo concreto, dejan
parte de los problemas sin resolver. Por eso, nuestra primera motiva_
cibn ha sido 1a de intentar contribuir al desarrollo de técnicas apli
cables a una gran variedad de casos al mismo tiempo que tratamos de
contestar a todas las preguntas de verdadero interés que se puede uno
hacer ante un problema concreto. Tales respuestas constituyen el conte
nido de los capitulos IV , V y VII y , en dicho capftule VII, aplicamos
a nuestro caso la técnica de las funciones barrera, expuesta en el VI ,
que, como acabamos de decir, amplfa Tos métodos generales de estudio de



sistemas no lineales con coeficientes periodicos, principalmente
en Yo que a existencia y acotacién de soluciones periddicas se re
fiere,

Las aplicaciones del sistema que pretendemos estudiar
constituyen nuestra segunda motivacién y desde ese punto de vista
parece natural la consideracifn de coeficientes periddicos si se
tienen en cuenta las oscilaciones a las que se halla expuesto cual
quier parfmetro ecolégico: 1a meteorologfa, 1os recursos alimenti_
cios, las &pocas de apareamiento, caza o pesca, etc. Sin embargo
y por 10 que sabemos, hasta muy recientemente no se ha emprendido
con cierta generalidad un estudio de tales sistemas con coeficien_
tes perifdicos. Los primeros trabajos se deben a Cushing, datan de
1976 (véase Cushing (1977b) y también Cushing (19763)) y fueron
impulsados por la experimentaci6n y las conjeturas de biGlogos y
especialistas en problemas de poblacién. Por ejemplo Utida (1957)
sugiere que una dependencia de los coeficientes respecto del tiem
po podria explicar las oscilaciones obtenidas en sus estudios ex_
perimentales. Koch (1974) por su parte propone un mecanismo de de
gradaciones perifidicas y casi catastr6ficas del ambiente para expli
car 1a supervivencia y oscilacifn de un ecosistema de dos especies
que en un medio ambiente constante terminarfa con la extincidn de
la especie "inferior”,

En nuestro caso, curiosamente, nos interesamos por el pro
blema de las soluciones perifdicas de sistemas con coeficientes pe_
ri6dicos de una forma muy parecida y cuando todavfa no conocfamos
los trabajos que acabamos de citar. La idea surge por un artfculo de
Bremermann (1979) en el que considera dos subpoblaciones de la bac
teria E.Coli, Una de ellas es capaz de metabolizar glucosa y la otra
Tactosa. Suponiendo que la glucosa abunda en invierno y 1a lactosa en
verano, si siempre fuese invierno (0, para el caso, verano) una de
las dos subpoblaciones "exterminarfa" a la otra . Sin embargo, en el
cuadro de la natural oscilacifn invierno-verano las dos subpoblacio
nes pueden coexistir, oscilando ellas también a su vez.



Como veremos, en todos los casos se trata de problemas en
los que el medio ambiente cambia perifdicamente y tas poblaciones
también. Parece, pues, natural formularlo mediante ecuaciones con
coeficientes perifdicos e interesarse én particular por las solucio
nes perifdicas de tales ecuaciones. Ese es, precisamente, el objeto
de nuestro trabajo.

2. Formulaci6n general.,

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

bi =uy by - 'E Cyy Yy )y i=12,...n
i=1
como modelo de la interaccién de n especies cuyos "tamafios"

{n@imero de individuos, cantidad de biomasa, etc), ug » son fun_
ciones del tiempo. Como es bien sabido, b, es la tasa intrin_
seca de creciemiento de 1a poblacién 1i-esima en ausencia de cual
quier accifn interespecffica o intraespecifica. De esas acciones
dan cuenta, por un lado, los coeficientes - Cij i #j que miden
la influencia de 1a especie j sobre la evolucién de la especie i
y, por otra parte, los coeficientes - €4y Que miden la autolimita
ci6n o los "fendmenos sociales" internos de 1a especie 1i. En este
trabajo supondremos siempre que estos¢ {l1timos coeficientes , - Cij @
son negativos. Los signos de los restantes coeficientes, - Cij‘ i,
que coinciden con los de los elementos de la Tlamada matriz comunita
ria (v8ase May (1973)) , tienen una significacién biologica muy
directa. Cuando son nulos, defatan Ta ausencia de relacifn entre dos
especies y, en general, determinan el tipo de interaccifn que se 1la
ma positiva, neutra, o negativa seglin que -~ Cij se positivo, nulo,
o negativo. Asf, por ejemplo, si consideramos el! par de elementos
S5 Y - Sy podemos dar una lista de todos Tos tipos posibles de
interaccifn entre las especies i y j por medio de pares formados
con los signos + , 0 y - : independencia completa (0 0 ) comensalis
mo (+ 0 ) , parasitismo (- 0), simbiosis {+ +) , competici6n (- -)

y predador- presa {+ -). Cuando se consideran todos los coeficientes



Cij aumenta obviamente el nlimero de posibles tipos de interaccio
nes. Las técnicas que desarrollaremos aqui servirdn igualmente pa
ra los dos casos extremos de la gama: competicibn (- Cyj < 0o,
1¢i,jegn,i#J)ysimbiosis también 1l1amada mutualismo, coo
peracidn y competicién negativa, (- €43 >0,1¢c1,jgn, 1#3)
y las aplicaremos al caso mds frecuentemente estudiado, n = 2, donde
ss revelan genuinamente y sin limitaciones las acciones interespec{
ficas. En efecto, los intentos de estudiar lTos casos con n > 2, véa
se por ejemplo Cushing (19763) » 1levan aparejadas muchas veces con_
diciones de "debilidad" de dichas acciones (acotacionesmuy estrictas
de los coeficientes 'cij con i # j) ilustrando el principio general
de que el aumento de complejidad en el modelo de un ecosistema pare
ce traer consigo una pérdida de estabilidad estructural en muchos ca
s0s, Véase también Smale (1966).

Nota. Aunque esto no afecta a las consideraciones que aca
bamos de hacer, debe recordarsequesilvomencién explicita en contra,
se supondrd siempre que los coeficientes b1 » €44 » C43 Son funcig
nes peri6dicas de periodo T o, mids brevemente, funciones T-perifdi
cas.



CAPITULO II : PLANTEAMIENTO DE_PROBLEMAS

1. Existencia de soluciones periddicas no triviales.

1.1. Debido a 1a forma del sistema

Uy = uy(by(t) - cyu (t) uy - cyp(thuy) b1,c1j funciones
(1) T-periodicas
s = up(by(t) - ca(t) uy - cp (t)uy) Cu,c2>0
Cp,Ca>0 4]
C2,C21< 0

planteado en el capftulo anterior, es claro que u; =0, u, =0

es una solucién de (1) trivialmente peri6dica y no es dificil demos
trar (véase por ejemple IV 3 ) que existen otras dos soluciones T-pe
ri6dicas situadas sobre los ejes de coordenadas, a saber (0,0,(t))

y (ﬁ,(t) 0) con ‘Gi soluciones T-periédicas no nulas de la ecua
cidén logistica

ﬁi = ui(bi(t) - cii(t)“i)'

Sin embargo, siendo (1) un sistema que pretende servir de modelo
del comportamiento de dos poblaciones, parece natural interesarse
por soluciones u,(t) , u,(t) en las que no se anule ninguna de
las dos componentes y que definimos como soluciones no triviales.

Definicién: Diremos que {uj,u,) es una solucibn no trivial de
(1) si es soluci6n y para todo t se tiene

u,(t)> 0 u.(t)> 0.

No podemos presdndir de las tres soluciones (0,0) (Gl,O)
(0,4,) a que nos acabamos de referir . Tienen interés por sf mis
mas como casos limite y también en relacifn con las soluciones no
triviales (pueden verse las secciones III.4, V.5 y las referencias



que ally se citan), pero aquf vamos a estudiar particularmente
estas G1timas,

1.2 El primer problema que se plantea respecto a las soluciones
T-peri6dicas no triviales es el de su existencia y de €1 nos ocu
paremos en capftulos posteriores en diversos contextos y con dis
tintas técnicas. Al gunas de esas técnicas (por ejemplo, 1a de
las funciones gufa, I11.5) dan informacifn sobre existencia, pero
no permiten precisar demasiado 1a regidn de R? donde se encuen_
tran las soluciones T-perifdicas cuya existencia se afirma. En
otras palabras, no sabemos si se trata de soluciones triviales o
no. Para resolver esa dificultad recurriremos frecuentemente al
siguiente cambio de variables

(4) % = log u, X, = 10g u,

que transforma (1), restringido al primer cuadrante (u; > 0, u, > 0)
en el sistema

= by(t) - e (t) ¥t - cpy (t) €*2

b3
—
L

(5)

Xz = by(t) - ¢y (t) X1 - oy (t) e*2
con la siguiente propiedad de comprobacion inmediata

1.3 Lema : A toda soluci6n T-perifdica no trivial, uy,uz, de (1)
corresponde una solucifn T-perifdica , x;,x;, de (5) dada por

xy(t) = log u;(t) x2(t)} = Tog u,(t)
y, reciprocamente, a cada solucién T-periddica (trivial o no) ,

X1sX2, de (5) corresponde una solucién T-perifdica no trivial,
uy,u; de (1) dada por



u(t) = exl(t) u,(t) = exz(t)

No parece necesario insistir en que la utilidad del cam
bio (4) y el lema anterior reside en que la mera demostracidn por
un método cualquiera de la existencia de soluciones para (5) nos
da automiticamente soluciones no triviales de (1).

1.4. E1 hecho de irteresarnos por soluciones de (1) que sean
T-peribdicas no creemos que requiera una larga justificacifn: Se
trata de un problema con una larga tradicifn, lo sugiere natural
mente la perjodicidad de los coeficientes de (1) y, desde el pun
to de vista de Tas aplicaciones y la comprobacién de Jos resulta_
dos, las soluciones T-peri6dicas son las Gnicas observables en el
mundo ffsico. Para terminar, sefialemos que 1a teorfa confirma mu_
chas veces esta y otras conjeturas con resultados tales como el
teorema V.4.2 seg(n el cual toda solucifn de (1) es T-perifdica
o tiende a una soluci6n T-peribdica.

2. Acotacién.

Hemos dedicado una parte considerable de este trabajo
(véanse los capftulos VI y VII) al problema de delimitar de for
ma constructiva 1a regi6n del espacio donde se encuentran las so
Tuciones T-perifdicas, y quizds ahi estd la mayor originalidad de
dicho trabajo. Por una parte se corrige la imprecisifn que en este
.aspecto presentan otros mé&todos orientados preferentemente a la
demostracifn de existencia y que 1leva incluso a no poder decidir
si las soluciones cuya existencia se afirma son o no triviales
(véase 1a seccifn anterior). Pero, ademis, y como es obvio, la aco
taci6n de la regi6n que contiene 1a o las soluciones T-periddicas
afiade una informaci6n, que puede ser preciosa, a la de su mera exis
tencia. En el fondo, se trata de medir de alguna forma la amplitud
de las oscilaciones de un sistema y eso tiene una gran importancia,
por ejemplo, en el caso frecuente de que se estén buscando solucio_



nes T-perif6dicas para evitarlas.

E1 método de Tas funciones barrera desarrollado en el
capftulo VI y aplicado en el VII proporciona la existencia de so
luciones T-peribdicas no triviales precisamente mediante 1a cons
trucci6n del conjunto donde deben encontrarse. Incluso cuando la
existencia no puede demostrarse, el método proporciona estimacio
nes de la amplitud de las posibles oscilaciones.

3. Andlisis global de todas las soluciones

En un modelo biolégico nos interesa delimitar el niimero
y tipo de soluciones posibles. En concreto, nos interesa excluir
el fenbmeno del "caos" en el que un sistema determinfstico presen
ta respuestas cuasi aleatorias . Este fen6meno se da cuando hay so
luciones con infinitos periodos diferentes y soluciones no peri§
dicas que no tienden a ninguna de las perifdicas. Veremos en el ca
pitulo V que este fenfmeno no acaece en nuestro caso y, 1o que es
mds, que no hay soluciones subharmfnicas.

Igualmente interesante es la pregunta sobre el nGmero y
estabilidad de las soluciones peri6dicas. ‘

Utilizando el operador de traslaci6n podremos contestar
todas estas preguntas al mismo tiempo y dar una imagen global del
flujo del sistema (1) en el primer cuadrante, Serd, como decimos,
el contenido del capftulo V.

4, Fuerte no linealidad.

Quisiéramos poner de manifiesto para terminar que, pese
a la sencillez de planteamiento del sistema (1), los problemas que
hemos propuesto en las anteriores secciones de este capftulo revis
ten una especial dificultad, rasgo comin, por otra parte,a numerosas
ecuaciones diferenciales que rigen 1a evoluci6n de sistemas para
los cuales se desea producir o impedir la aparici6n de fenSmenos pe
ri6dicos. La existencia de soluciones T-perifdicas no es un problema



trivial incluso en el caso 1ineal, como muestra la teoria de Floquet
(Floguet (1883)),yenel caso no 1ineal, su resolucidn estd intimamen_
te 1igada a numerosos e interesantes problemas que desbordan el marco
de - Jd teorfa de ecuaciones diferenciales: bifurcacibn, andlisis
funcional, teoria del grado topoldgico, etc. (vease el capitulo III)
En nuestro caso, ademds, se trata de un problema fuertemente no 1i_
neal en el sentido de que no vamos a estudiar (1) como una perturba
cién del sistema Tineal

91 = y,by(t)

91 = y,b,(t)

(Las hipétesis que para ello habria que hacer sobre la magnitud de
los coeficientes Cij quitarfan casi todo el interés a nuestro pro
blema). Por eso aquf vamos a mantener el sistema (1) en toda su ge
neralidad alin a costa de tener que recurrir a métodos mis sofisti
cados y contentarnos a veces con resultados menos brillantes en lo
que se refiere a unicidad y estabilidad (Es el caso de las condi_
ciones restrictivas que se imponen en el capitulo V para obtener
estabilidad. Véanse las secciones V.1, V.5.5y V.5.6. )
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ITI. ALGUNOS METODOS UTILIZADOS EN EL ESTUDIO
DE ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES
CON COEFICIENTES PERIODICOS.

1. Introduccién

Tenemos formulado un sistema

0= u [by{t) - an (thu - 2 (t)V]

v [bz(t) - an (thu - azz(t)V]

con cdeficientes periddicos, que engloba diversos tipos de inter
acciones entre las especies u y v , y tenemos (capitulo II )
una serie de problemas planteados, sobre todo, respecto a sus po
sibles soluciones periddicas. No pretendemos resefar todo lo que
se ha intentado para resolver tales problemas. Seria tanto como
repasar la historia de las ecuaciones diferenciales desde que
Poincaré dijo de las soluciones periédicas que eran "la GOnica
brecha de entrada a una plaza tenida por inexpugnable". En este
capitulo nos limitaremos a cuatro de los métodos mis conocidos.
La eleccidn se ha hecho sobre todo teniendo en cuenta que los
cuatro han sido utilizados recientemente en el mismo contexto
matemdtico y bioldgico gue agui tenemos planteado. Por otra
parte, sirven también como introduccién a los métodos que for_

(1)

v

man el contenido mis propio y original de este trabajo (véanse
los capitulos VI y siguientes ) y que pueden considerarse como
el peldafio siguiente @ 1o que en el presente capitulo se verd.

2. El método de pequefias perturbaciones.

De una forma muy general podemos decir que la ecuacidn
diferencial

(2) X = s{t,x)
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es una perturbacién de
(3) x = r(t,x) r(t + T,x) =r(t,x) , ¥YteR

s la diferencia r - S es "pequeiia" en la norma del espacio
funcional propia de que se trate (funciones continuas,lipchi_
clanas, diferenciables, etc.)

Cuando se trata de estudiar la ecuacidn perturbada,
(2),basdndose en alguna informaci8n previa sobre la ecuacién no
perturbada {3), se acostumbra a considerar segundos miembros de
(2) de alguna de las siguientes formas

(4) Si{tax) = ha(t.x,e)
(5) S2(t,x} = r(t,x) + ha(t,x,e)
(6) Si(tsx) = r(t,x) + ¢ h(t,x,e).

¢ pertenece , en general, a algiin espacio ", m cualquiera,
salvo, naturalmente, en (6), donde ha de ser m = 1. Sobre las

funciones h,i se supone que h, converge a r para €~ 0 ,h,

converge a cero y (6) es un caso particular de (5) en el que la
convergencia de h; se explicita escribiendo h, = eh; .

Como hemos dicho, todos los métodos requieren informa
ci6n sobre la existencia de soluciones periédicas de (3) y sobre
si son o no triviales. A partir de ahf los procedimientos varian
grandemente. Mencionamos los métodos que utilizan el operador
de traslacién y el grado topol6gico en R" (véase Krasnoselskii
(1966), Bershtein-Halanay (1956), Amelkin-Gaishun-Ladis (1976)

y este capitulo, secciones 3 y 4), el método de];promed1d (cfr.
Hale (1969)), los métodos que recurren al andlisis funcional
tales como las ecuaciones de bifurcacién (véase Hale (1969))o la
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investigacidn de puntos fijos de operadores entre espacios de fun
ciones T-peri6dicas (véase la seccidn 5 de este capftulo) y un mé
todo, uno de los muchos 1lamados’de Poincaré”, que utiliza el teo
rema de la funcidn implfcita y, cuando es posible, 106s desarrollos

en serie de potencias (cfr. John (1955) y Coddington-Levinson (1955)).

Sobre la aplicacifn de este G1timo vamos a detenernos brevemente.

Rosenblat (1980) considera el sistema (1) como un caso
particular de (2) con

(1]

y s exdctamente el segundo miembro de (1) con

by(t) = 8,

(7

Yy

a;(t) = Kyg * € 03(0)

Bis Yij o Kij constantes positivas y ¢1j continua, T-perid

dica y con valor medio nulo,

T
%’ [ 4’”(5)(’5 =0,

De esta forma, s es del tipo (4),y (3) no es sino un sistema de
competicidn con coeficientes constantes

u u(b; - apu - ayv)

(8)

<e
n

V(bz - an u - ﬂsz)

cuyas soluciones T-peri6dicas son puntos criticos perfectamente
conocidos.

Una aplicacién directa y sin complicaciones de la conti
nuacién de Poincaré, permite afirmar la existencia de una Unica
solucién T-peri6dica de (1) con (7) en un entorno de cada punto
de quilibrio de (8); soluctdn que tiende a dicho punto cuando

e - 0.
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S1 se pretende alguna forma de localizacidn de tales so
luciones T-peridicas {(u,v) , se pueden estimar los valores medios
de u{t) y v{t) haclendo hipétesis adicionales de aniliticidad de

¢1j(t) y desarrollando u(t) y v(t) en series de potencia de
‘€

Por métodos standard de 1inealizacién en un entorno de
1a solucibn, se obtienen condiciones de estabilidad en términos
de los coeficientes (7). Los detalles pueden verse en el citado
articulo de Rosenblat que, en cuanto a estabilidad, se limita a
estudiar soluciones triviales o préximas a las triviales.

Conc¢luimos aqui esta seccidn, aunque no por falta de in
terés del método en sT mismo. E1 método es potente y los sistemas
con pequeiias perturbaciones se dan a menudo en problemas con tras_
fondo real. Basta citar ecuaciones como la de Duffing con todo
su cortejo de fascinantes propiedades. Lo que ocurre es que en
nuestro problema, la diferencia entre las ecuaciones con coeficien
tes variables y las mismas ecuaciones con coeficientes constantes,
no tiene porque ser "pequefia", en general. Eso hace que hipdtesis
como Ta (7) sean excesivamente restrictivas y que tratemos, a par
tir de 1a préxima seccién,de problemas con oscilaciones"grandes",
aunque, en palabras del mismo Rosenblat , "“$ean mucho mas difici_
les de tratar analfticamente".

3. El método del operador de traslacién.

Se trata, cronoldgicamente, del primer procedimiento
sistemitico para el estudio de soluciones periddicas, y se basa
en un hecho muy sencillo que tratamos de poner de manifiesto en
1a observaci6n y el lema que siguen.

Sea

(3) x' =-r(t,x) r{t + T,x) = r(t,x) , V¥t
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una ecuacidn T-periddica y x(t) una solucion de la misma. Se de_
muestra sin dificultad, sin mds que suponer unicidad de las solucio
nes de (3) , que si

x(t +T) = x(x)

para un valor t de t , entonces x(t) es T-perifdica. Si la
sotucidn, x (t;0,x,) , de (3) que pasapor xeparat=0 estd defini
da para todo x, en un conjunto A no vacfo y para todo t en
[0,T], se puede introducir el operador de traslacién

{9) P:xoehA>Pxo = x(T;0,X°) ¢ R?

y, del comentario anterior, se deduce inmediatamente el siguiente
lema

3.1 Lema

Si (3) satisface condiciones de unicidad en un conjunto
D ¢ R" . no vacfo tal que el operador P introducido en (9) estd
definido, la condici6n necesaria y suficiente para que (3) tenga
una soluci6n T-perifdica es que P tenga un punto fijo X . Lla
soluci6n T-periédica es entonces x(t;0,Xo) .

3.2 El1 método del operador de traslacidn consiste, pues, en técni

cas que permitan comprobar que una ecuacién dada se encuentra en las
hip6tesis del lema anterfor. La parte mis especffica de dichas hi_

potesis es la que se refiere al punto fijo de P . Se trata de resol
ver la ecuacibn trascendente

(10) PXo = Xo

o 1o que es 1o mismo
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(10") x(T30,%0) = xo .

(10),0 para el caso (10') , son el primer ejemplo de "ecuaciones
de bifurcaci6n", o "condiciones de periodicidad", que aparece en
conexidn con 1a existencia de soluciones perifdicas de una ecua_
cidn diferencial y esa idea reaparece de una u otra forma en todos
los métodos que se refieren a dicho problema.

Por otra parte no debe perderse de vista que el método
debe ocuparse también de las otras dos partes de l1a hip6tesis de
3.1., a saber, 1a unicidad de (3) en DB y la prolongabilidad
de soluciones en A, por lo menos al intervalo [0,7]. La obser_
vacifn no es ociosa cuando se recorre la literatura y se tropieza
con las diversas condiciones que cada autor ha decidido imponer
a las ecuaciones de que se trate: a veces una sola condicidén da
cuenta de varias de las hipftesis de 3.1., otras veces condicio_
nes y resultados intermedios deben encadenarse para 1legar a una
sola de ellas (habitualmente la existencia de soluci6n de Pxo = Xo).

Krasnoselskii y la escuela rusa de Voronesh han utiliza
do ampliamente el método en su forma tradicional (brevemente ,
cuando (10) se resuelve en un espacio de dimensi6én finita) que
es la que nos interesa en esta seccifn. VEanse Krasnoselslii
(1968) y su bibliograffa. En la seccién 5 aludiremos a desarro
11os posteriores de esta escuela.

Evidentemente no han sido los {inicos en ocuparse del
tema.Coddington y Levinson (1955), aludidos en la secridn ante_
rior, resuelven el problema de las pequefias perturbaciones re_
duciéndolo a una ecuacién del tipo (10'). Es muy interesante
el reciente desarrollo del método en conexién con 1a teorfa de
sistemas dindmicos, véanse de Mottoni y Schiaffino (1981) ,
Hirsch (1982) , Hale y Somolinos (1982). Por G1timo, presen_
tamos aquf un resultado de Massera (1950) con intencién de apli
carlo en el préximo capftulo al problema que nos ocupa,(véase 1V.2).
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3.3 Lema (Massera)

Sea la ecuacidn
(3) x' = r(t,x) r(t+T,x) = r(t,x) , T>0, ¥t,

con r ¢ C(RxD,R?) , y D cR? un dominio abierto simplemente
conexc. Supongamos que (3) tiene solucifn dnica por cada punto
de RxD y que todas. las soluciones est§ acotadas, entonces exis
te una soluci6n T-periddica de (3).

La demostracién puede verse en Massera (1950) o Yoshizawa

(1975) que cita a Massera . Notemos solamente, en relacifn con
todo 1o dicho en el parrafo anterior, que 1a hip6tesis fundamental
(acotacifn de todas las soluciones de (3)) asegura por un lado 1la
prolongabilidad de soluciones y 1a viabilidad de la definicién del
operador de traslacién, P ; y, por otro, permite aplicar a P wuno
de los teoremas del punto fijo de Brouwer. Con ello, 3.3. no es
sino una aplicaci6n de 3.1., tal como habfamos anunciado.

4, Mé&todos basados en l1a teoria de 1a bifurcacibn.

4.1. De forma complementaria al método de la seccién anterijor,
presentamos la aplicacién de Cushing (Cushing (197@93{1980))ha
hecho de Ta teorfa de la bifuracién en una gran variedad de con
textos biol6gicos. Aquf nos limitaremos a resumir los resultados
referentes al sistema (1) (Véase Cushing (1980uk) y las referen_
cias que allf se encuentran ).

Decimos "de forma complementaria" porque los métodos
derivados del operador de traslacion daban informaci6n sobre to
das Tas soluciones y sobre la estructura global de las soluciones
perifdicas y sus dominios de atracci6n, mientras que aqui se tra_
ta de probar que existe una familia uniparamétrica de soluciones
peribdicas no triviales que hacen un papel correlativo al de los
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puntos criticos en los sistemas autbnomos. En efecto, si supone
mos constantes los coeficientes de (1) , se tienen los cuatro pun
tos crfticos siguientes

(0,0)
bjaz, - baa, . baay -.bay
B = ) ’ 5
by
EZ = ( ET;_ oo )
b,
ESE(O'-"E‘;) . A= apnax - apdy.

Puesto que estamos interesados en soluciones no triviales veamos
qué valores , por ejemplo de b,, hacen que E, no sea trivial.
Imponemos que sus coordénadas sean positivas y se tiene

by o < by < by o i 0
—-— < < — s >
! an 2 ! an .
Az an
by — < bz < by — si A<0.
a2 ayn

a
Ademds , cuando b, toma Yos valores extremos, b, 5%%«, P

E; . se identifica con E,, Ea, respectivamente. Es decir E,,
en funci6n de b,, se puede considerar como una rama bifurcada de
E» que lo conecta con E;., Esto es lo que motiva el tratamiento
que aquise da a (1) en el caso de coeficientes peri6iicos y que
se concreta en el siguiente teorema. (La demostraci6n puede verse
en Cushing (19803).

’
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4.2 Teorema (Cushing)

Sean b,(t), a{j(t), p2(t) funciones de C%J) tales que
P, = 0(2) , By >0 y aig(t) >0 para todo t. En estas condi

ciones existe unl continuo®3 positivo(4) cte Cr x Cp xR con las
siguientes proptedades

(@) (u,v,u) e C* tmplica que (u,v). es una solucién
T-peribdica no trivial de (1) con b, = u + p,

(b) ¢" estd acotado y su adherencia contiene a (ug,0,11)
y (0,vq,u,) donde

T .
f ay (t) uet)dt >0

i

Hy =

¥y ug,v, son soluciones de U, = uy(b, - a; uy) , Vo = volby - a5, vl
con by = p,*+ p, para cierto p,>0 . Por tanto

(c) E1 conjunto M de nimeros reales u para los cuales
existen u,v e CT tales que (u,v,u) e C? es un intervalo finito
contenido en R+ y cuya adherencta contiene a u, Y u, . Mreci_
be el nombre de e$pectro .

Seglin habiamos anunciado, (a) y (b) afirman que ¢t
es una familia de soluciones periddicas dependiente de) pardmetro
u  {valor medio, Bz, de bz) , u & M, que se bifurca de Ta so
tucidn peri6dica trivial (uo,0). (1 podrfa haberse elegido igual
al promedio de b, , es Gnicamente cuesti6n de notacién)

(1) CT : espacio de Banach de funciones continuas y T-peri6dicas
con la norma del supremo

(2) Las mayusculas designan el promedioc de la variable correspondien
te: 1 T
P2 = 5 [ p.(t}dt , etc.
L]
(3) Continuo: conjunto conexo
(4) Posttivo: st (u,v,u) e ¢t , entonces u{t), v(t) > 0 para
todo t.
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4.3. E1 método de bifurcaci6n permite también estudiar la estabi
1idad de las soluciones perifdicas. Como antes se parte de una
observacifn sobre la estabilidad del punto crftico no trivial en
el caso autnomo. Para (1) con coeficientes constantes se cumple
1a regla del intercambio de estabilidad propia de los fendmenos
de bifurcaci6n. En efecto, el punto crftico E, es estable siy

solamente si A > 0 , es decir, si E, bifurca de E, en el valor
b,a

ay,
de estable a inestable cuando p atraviese el valor y, . Recipro
camente, cuando A < 0 , E, bifurca de E, hacia la izquierda ,

b, < u; » ¥ es inestable mientras que E, pasa de inestable a es
table. Cuando se permite que los coeficientes sean funciones pe_
riédicas el comportamiento es cualitativamente igual salvo que las
condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de E, en
toda 1la rama desde E, a E, se convierten aquf en condiciones
para la estabilidad de 1a solucién perifdica no trivial, vdlidas
localmente , en un entorno del valor crftico y,. Por otra parte,
el papel que hacfan b, y A 1o hacen ahora sus promedios B, y

critico de y,= ‘hacia la derecha , b, > yy, y E, pasa

:
p o=t L Alt)dt

de forma que A, > 0 es la condicién necesaria y suficiente de
estabitidad de (u,v,u) 6 ¢* en un entorno de (ug,0,11,) . Ade_

m&s Cushing obtiene condiciones suficientes de estabilidad para

todo (u,v, u) € C+ . Los detalles pueden verse en el articulo

citado, Cashing (1980 a ). No insistimos mds en el tema pues se

sale del prop6sito de este capftulo y serd objeto de un estudio

mis defenido en el V.,

5. Puntos fijos de operadores en espacios funcionales. Tedrfa del
grado. Funciones giifa.

5.1. Concluimos este capftulo con una técnica de J.Mawhin (Mawhin (1969)
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a (1972 ) ,Rouché-Mawhin (1973)) que constituye uno de Tos métodos
mis fecundos para demostrar la existencia de soluciones peri6dicas.
A modo de introduccion conviene recordar que la existencta de so
Tucidn local del problema de Cauchy para una ecuacifn diferencial

x = f(t,x) se reduce a la de un punto fijo de 1auaB]1cacj6n

(1) xeC(I)» MX)() = xo + K f(s.x(s))ds e C(1)

0
definida en C(I) , funciones continuas en un intervalo compacto
I, que es un espacio de Banach, De la misma forma puede intentar
se reducir el estudio de las soluciones T-periddicas de una ecua
cién T-peri6dica al de los puntos fijos de cierta aplisacitn M de
finida y con valores en CT’ definido en la pdgina I8.. . La ob_
tencién de M no es tan inmediata como para el problema de Cauchy,
pero , como vamos a ver en seqguida, no presenta grandes dificulta_
des. (E1 operador definido en (11) no resuelve este brob]ema: la
primitiva de una funcién T-periédica no es , en general, T-perif_
dica.)

5.2. Consideremos la ecuaci6n diferencial

(12) x = f(t,x)

con f continua y T-periédica de RxR" en R". Sea y : R»R"
continua , T-periddica y, por lo demis, arbitraria. Por la teoria

standard de soluciones perifdicas se sabe que la ecuacién Tlineal
no homogénea

(13) x = flt,y(t))
tiene solucién T-periddica si y solo si

.
(14) FIorteyoae-o
0
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condicién de ortogonalidad entre f y las soluciones T-peribdicas
de x' =0 , ecuacifn adjunta de la parte homogénea de (13). Esto
nos sugiere la siguiente modificaci6n de (13)

T
(15) o= f(ty(e) - [ flsy(s)es

L]
que nos proporciona una ecuacién con soluciones T-periddicas para
toda y e Cq. (La condici6n andloga a {14) se verifica automitica
mente, el promedio del sequndo miembro de (15) es cero). Ademis
se tiene 1a forma explicita de las soluciones T-periddicas de (15)

t T

(16) ) e+ [ [t -1 [ rGss)es) ar
0 0

con c e R" arbitrario. Desgraciadamente, (15) no es exdctamente

la ecuacién (12) que estamos estudiande, pero podemos aprovechar

Ta informacidn obtenida hasta ahora con vistas a obtener soluciones

T-peribdicas de (12) Si en (16) cambiamos y por x se tiene

t T

(17) x(t) =c+ j (lraxtr)) - 2 [ f(sux(s))es) dr
0 JO

ecuacidn integral cuyas soluciones son T-peri6dicas y satisfacen

la ecuacidn diferencial

(18) % = ftx(t) - [T f(s,x(s))ds.

0
(18) stgue sin ser (12); pero, puesto que la diferencia con (12)
no es mis que la "constante" %- f(s,x(s))ds que depende de
la funcién incbgnita x, podemos coﬁﬁeturar que una modificacibn
conveniente de 1a "constante" ¢ en (17) nos 1levard a una ecua_
ci6n integral equivalente a (12) (NGtese que (17) implica ¢ = x(0)).
Tomemos para c 1la expresién particular

1 (T ,
c = x{0) + T Ie f(s,x{s))ds.
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Toda solucién x, de la ecuacidn deducida de (17)

1 (T ot f
(19) x(t)=x(n)+ T [ f(s,x(s))ds + I { flr(,x{r)) - T I f(s,x(s)ds] dr
]

0 0

verificard de nuevo (18) , pero ademis ser§ tal que

1 T
x(0) = x(0) + T [ f(s,x(s))ds

es decir

[ —

IT f(s,x(s))ds = 0

0

0, en otras palabras, x serd T-periddica y solucibn de (12).

Hemos 1legado donde nos proponfamos. E1 segundo miembro de (19) define
un operador de CT en CT cuyos puntos fijos son las soluciones T~pe
riddicas de (12). E1 reciproco también es cierto.

5.3. Con vistas a obtener un campo de aplicaciones tan grande como
sea posible, el operador correspondiente a (19) se construye partien
do de una ecuacidn de Ta forma :

(20) 2 = A(t)x + f(t,x)

con A: R ~R" continua y T-periddica ((12) es el caso particular
A=0) y haciendo pequeias modificaciones consistentes en la introduc_
cion de una matriz arbitraria no singular J como factor de

1
% I f(s,x(s))ds , el cambio de x(0) por su valor medio y la adi_
0

cidn y sustracéi6n de un nuevo término constante. Omitimos los deta_
1les de la construccibn, bastante larga por razones técnicas, y defi
nimos el operador MJ por la igualdad

A | J . S 1 T .
ij = 12:1 (1"' I x'(t) ¢1(T)d1‘) b *+ 121 (T L ' {t,x(1)) ll’i(T)dT).J ¢‘i

0

T .
CRfeaen - F [ e vy @) )
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donde las primas indican transposicibn, ¢y » *1 son, respectivamente
las solucfones T-perifdicas 1inealmente independientes de

xXs
n

A(t)x

X = - A'(t)x

Yy K es el operador que asocia a la funcién b 1la ﬁniéa solucibn

T-periddica de la ecuacidn x = A(t)x + b(t). (En el caso A =0,
$4> W3 SON una base de R" y K se reduce a

t T t
K (0= [zt - 3 [ (f 20 e,

0 a [

Mj aplica CT en CT (cuando f : R x D » R" hay que sustituir

C; por el conjunto & = {xe Cr [x(t) e D ¥t eR}) y se tiene

el siguiente resultado cuya demostracién puede verse en Rouché-Mavhin
(1973)

5.4. Teorema (Mawhin)

La ecuaci6n diferencial (20) tiene una solucién T-periddica
si y solamente si el operador Mj tiene un punto fijo.

E1 operador Mj y otros varios, adaptaciones de M, a di
versos problemas, se emplean sistemiticamente para el estudio de las
soluciones peri6dicas de cualquier tipo de ecuaciones diferenciales.
Cuando se trata de ecuaciones con pequefias perturbaciones, basta la
ayuda del teorema de las transformaciones contractivas para investi_
gar los puntos fijos de MJ o el operador de que se trate. No es el
caso de las ecuaciones fuertemente no lineales, como la (1), para las
que se necesitan métodos mds sofisticados como la teorfa del grado to
polégico.
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5.5 E1 lector no familiarizado con dicha teoria puede consultar
los resiimenes que hacen RoucheMawhin (1973) o Sattinger {1973) o
bien Tas exposiciones clasicas de Heinz (1959) o J.T.Schwarz (1964)
que incluye la original de Leray Schauder (1934) Aqui nos limitare
mos a recordar que el grado topolégico (de Leray-Schauder) de E - T
{E 1a identidad, T una aplicacién completamente continua(li, defini
da en un espacio de Banach X) respecto a D ¢ X ( abierto, acotado)
y D e R es una aplicacién de 1a terna (E - T,D o) en el conjunto de
los niimeros reales (enteros) que escribiremos

d: (E - T,D,0) +~ d(E - T,D,0) ¢ Z.

(La definicidn exige que (E - T)x # 0 para todo x € 3 D).

Para 1o que sigue también necesitamos recordar que

5.6. Teorema de existencia de Kronecker. En las condiciones de 5.5,
si

d{E - T,D,0) # 0
existe al menos un x e D tal que (E -T)x =0
5.7. Invariancia por homotopias. Sea T
L Dx [0,1] » X

una aplicacién totalmente continua tal que. (E -T)}(x,A) # O para
todo x € 3D y para todo xe [0,1) , si definimos

TA:xeD» T(x,2) e X Ae[O,l]

entonces d(E - TA,D,O) estd bien definido y es independiente de A .

(1) Se dice que T es completamente continua en un conjunto acotado
A c X siescontinuzaen A y T(A) es relativamente compacto. Para
aplicaciones lineales, equivale a la compacidad de un operador Vineal.
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La aplicacién de los resultados anteriores al problema
que nos ocupa descansa sobre dos observaciones fundamentales. En
primer lugar, por el teorema 5.4, hemos reducido la demostracidn
de existencia de soluciones T-periédicas de {20) a la de puntos
fijos del operador MJ, o bien ceros del operador E - MJ. Segiin
el teorema 5.6, habremos demostrado que tales ceros existen si
podemos verificar que (E - MJ)x #0 para todo xe 3D y

(21) d(E - M,,0,0) # 0

en algin D ¢ Cr (o, respectivamente, en § ).

En segundo lugar, hay que notar la extrema dificultad
que presenta el célculo efectivo del grado de Leray-Schauder (21)
salvo en casos muy particulares. EI teorema 5.7 permite evitar
esa dificultad dando la posibilidad de construir la aplicacién T,
de forma que T, = MJ y T, sea "sencilla", por ejemplo, que
tome sus valores eh un subespacio de dimensi6n finita de Cr (res
pectivamente, § ) 10 que simplifica notablemente el cdlculo del
grado topoldgico de E-T, . Como 5.7 asegura que

d(E'T}\ QDDO) = d(E'Tn’D;O) = d(E-T’ ,D,o) = d(E-MJ’D’O)

el cdlculo de (21) se reduce al de d(E-T,,D,0).

Estas son, muy resumidas, las ideas que 1levan al siguien
te resultado fundamental de Mawhin (Véase Mawhin (1969, )(1969p ) y
Rauché-Mawhin (1973)).

5.8. Teorema (Mawhin) Sea 1a ecuacién
(22) z = r(t,z)

con r una funcibn T-peribédica r : R x R" > R", y la ecuacidn
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(23) 7z = ar(t,z)
donde X puede ser cualquier nimero en [0,1] . Si existe R >0
tal que

(a) Para cada X e (0,1] toda solucién T-periddica z(t)
de (23) verifica ||z|| = sup |z(t)| # R

(b) Toda raiz,p, de 1a ecuacifn

1 T
(28) 0=rolp) = 7 ,{ r(t,p)dt
verifica que |p| # R.

(c) E1 grado de Brouwar(l) de 1a aplicacién ry: R" » R"

definida en (24) no se anula,
d(rﬂ’B(OQR) 90) # 09

donde B(O,R) es la bola de radio R.

Entonces, para todo A e [0,1] , la ecuacién (23) tiene al menos
una solucidn T-periddica cuya norma es menor que R.

En el capitulo VI expondremos la técnica de las funcio
nes barrera que permite aplicar el teorema anterior a nuestro pro_
blema (1). Aqui vamos a presentér, muy brevemente y con el mismo
objeto, un resultado de la técnica de las funciones guia de Krasno
selskii (Véase Krasnoselskii (1966) y Rouché-Mawhin (1973)

5.9. Definicion de funcidn guia.

Dada la ecuacién diferencial (22) , sea V una aplicacién

V:R"aR .

(1) E1 grado de Brouwer, del cual es generalizacion el grado de Leray-
Schauder, se define para aplicaciones entre espacios de dimension fi
nita.
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Diremos que V es gufa para (22) si existe r » 0 tal que
(grad V(x) , r(t,x}} > O (6 < o)

para todo teR y todo x e R"  tal que Ixl ar

5.10. Teorema. Dada 1a ecuacidn diferencial

(22) X =r (t,x)

con r T-periédica y continua, si existe una funcién V guia
para (22) y tal que

Vix) » += (6 -=} ,
(25)
| x|+
entonces (22) tilene al menos una solucibn peribdica.
(De una funcién que satisface (25) se dice que es radialmente no aco-
tada ).

La demostracién puede verse en .Rouché-Mauwin (1973).
E1 teorema anteridr no es sino una aplicacifn del teorema 5.8,
como habfamos anunciado, y las hipétesis sobre V estdn hechas
de forma que se pueda demostrar, a partir de ellas, que se satis
facen las hipStesis (a),(b) y (c) de 5.8. Sin ninguna pretensién
de demostrar 5.10, vamos a insistir sobre la anterior observacitn:
(b) es una consecuencia inmediata de ser V funcidn guia, si tu_
viégsemos r (p) =0 , Ipl no podrfa ser |p|2 r, porque en tales
puntos la definicién de funci6n gufa implica

T
(grad V(p), 7 L r(t,pldt)= (grad V{p),ra(p)) > O

que contradice ro(p) = 0 , de ahf se sigue 1a afirmacidn de (b):
Ipl# r . (c) se demuestra utilizando ademds la no acotacién de
V y dos propiedades del grado topolégico de las que se deduce que

d (ro,B(0,R),0) = d{(grad V,B(0,R),0)
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d(grad V,B{0,r),n) =+ 1 (-1, s1 V» -w).
[X] » e

Por 01timo, (a), una cota "a priori" de las soluciones T-periddi
cas de (23), requiere la utilizacidn combinada de ser V funcién
guia y estar radialmente no acotada. Primero se demuestra que V,
por ser guia, estd acotada, a lo largo de soluciones T-peribddicas
Con ello se tiene definido un conjunto de 1a forma {x |V(x) < K }
donde han de encontrarse las soluciones T-periddicas; al ser V
radialmente no acotada implica inmediatamente que dicho conjunto
y.por tanto, las soluciones T-periédicas estdn acotadas. (Com
parese lo dicho con la introduccidn al capftulo VI, seccidn VI.1
y con la seccién 1V.3.3)

Concluimos aqui esta seccién y dejamos la aplicacidn
detallada del teorema 5.10 para el préximo capitulo.
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CAPITULO IV.APLICACIONES

1.Introduccidn,

Los problemas que aqui se discuten, y 1o mismo
puede decirse de los que aparecerdn en el capitulo VII,
estdn resueltos mediante técnicas que, en lo esencial, se
reducen a tratar de hallar puntos fijos de determinadas
aplicaciones.Dichas aplicaciones estan definidas preferen
temente entre espacios funcionales aunque también vamos a
referirnos al 1lamado operador de traslacidon o de Poinca
ré, que, como se sabe, estd definido en espacios de dimen
si6n finita cuando se trata de ecuaciones diferenciales
ordinartias (Véase, por ejemplo, la seccisn 111.3).

Somos conscientes de que la afirmacion anterior
ha de ser entendida con miltiples matizaciones puesto que
1a forma de llegar a los puntos fijos que se mencionan
mds arriba difiere enormemente de unos casos a otros y es
precisamente en los métodos donde mds nos vamos -a detener.
De hecho ya hemos tratado en el capitulo anterior la co
nexion entre los problemas del punto fijo y los que aqui
nos interesan.Si mencionamos de nuevo esa conexidon es so
lamente como elemento unificador de 1o que sigue.

En este capitulo veremos algunos ejemplos que se
resuelven por métodos expuestos en el precedente, dejando
para los capftulos VI y VII la exposicién y aplicaciones
de l1a técnica de las funciones barrera y los puntos sin
T-retorno.

2 .Competicidn entre dos especies.Soluciones periddicas
y soluciones acotadas.

2.1. Se plantea el siguiente problema:obtener informacion
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sobre la existencia y localizacion de las soluciones T-pe
riodicas del sistema

G=ulby (t)-cyy (t)u-cyp ()] oz
(1)
4=vIby (t)-Cay (t)u-caz ()] v=g%

bi'cij funciones requlares, y

bi(t+T’=bi(t)’° cij(t+T)=cij(t)>0 vt
con Yas condiciones

(2) b, €1 2<brca2 biC21<bacin

donde b.=min bi(t) 5i=max b1(t), etc. (Condiciones dis
tintas de (2) se estudian en el capftulo VII).

E1 correspondiente sistema de coeficientes cons
tantes

a=u(B; ~-Cyyu-Cy2v)

(3)
V=V(Bz-C“u-C“ V)

donde las letras mayisculas representan los promedios de
los coeficientes de (1) en el intervalo [0,T], tiene un
inico punto critico asintdticamente estable que estd en
el interior del primer cuadrante (u>0,v>0) y cuyo dominio
de atraccién consiste en la totalidad de dicho conjunto
{(u,v)|u>0,v>0} (Todas las afirmaciones anteriores son de
comprobacidn inmediata a partir de las condiciones

B2 C;2<8;Ca2 By C21<B2Cz2
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que se deducen sin dificultad de (2)).E1 comportamiento
global de las soluciones de (1), con (2), es en cierta for
ma andlogo al que acabamos de describir para (3) y relati
vamente sencillo de obtener.Es una de las razones por las
cuales 1o ponemos en primer lugar,

E1 esquema de esta seccidon es el siguiente:Demos
traremos en primer lugar, 2.2, un lema que, naturalmente,
vamos a utilizar aquf, pero que tiene un alcance mucho ma
yor, cosa que se pondrd de manifiesto en Tos capitulos VI
y VI1I1.Con dicho resultado a nuestra disposicion veremos,
2.3, que estamos en condiciones de aplicar el lema II1.3.3,
con 1o cual ya tenemos existencia de soluciones periddicas.
Finalmente, 2.4, veremos que se puede ir mds alla de la me
ra existencia y precisar, en el sentido que se explica en
dicho pirrafo, donde estdn las soluciones periddicas.

2.2.Lema
Sea el sistema
(4) 2=r(t,z)
con r una funcién T-periddica r:RxR"+R".Sea @ un dominio

(abierto conexo) de R™, V una funcidn C' de 2 en R y keR
tal que en el conjunto Vk=(zeﬂlv(z)=k} se verifica

(5) (grad v(z),r(t,z) )0
para todo te[0,T], zsvk.51 z(t) es una solucidn de (4)

tal que z(t)en para todo telcR y para un tyel, V{z(t,))<k,
entonces V(z(t))<k Vtxt, , tel.

(E1 enunciado es una posible formulacidn de la
idea de que,en Q,V “impide" el paso de la regidn
{zeq|V(z)<k} a Ta regidn {zeQ|V(z)>k} a 1o largo de solu
ciones de (4)).
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Nemostracion.

Estudiemos la funcidn V(t)=Vv(z(t)) y veamos que
no puede tomar el valor k para ningin t>ty.En efecto, en
caso contrario, tendriamos un tiempo minimo t>t, tal que
v{t)<k para tect<t y V(t)=k.Sea v{z(t)) la derivada a lo
Targo de las soluciones de (4).Por (5),¥(t)<0 y por con
tinuidad existe §>0 tal que V(t)<0 para te[r-5,1], es de
cir V(t) es decreciente en dicho intervalo.Puesto que,e;

tal intervalo, es menor que k y decreciente no puede cre
cer hasta el valor k.

Por tanto, puesto que V(z(t))#k Vixt, y V(t,)<k
Y{t) que es uma funciHin continua real nunca puede ser ma
vor que k para t>t, c.q.d.

cond¥cidén (5) y en 1a hipdtesis sobre V(z{ty)), se tiene
o1 resultado correlativo, V{z{t))>k Vt2t,,sin mds modi
ficaciones en la demostracién que las que naturalmente
suaiere la inversidn de las desiqualdades.Esto significa
que lo esencial del lema, lo esencial del papel de la
funcidén V, es la no anulacidn de 1a derivada de V a lo
largo de soluciones de (4) en los puntos de Vi o,mirado
desde otro punto de vista, que dicho conjunto sea "trans
versal" al campo vectorial asociado con (4) en el sentido
que (5) o

(5") (grad v(z), r(t,z))>0
expresan,

2.3.Teorema.
Existe al menos una solucién T-periddica del sis
tema {1) con la condicion (2).

Nemostracidn.
Es suficiente que probemos que nos hallamos en
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las hipotesis del tema 111.3.3.

jefiniremos primeramente el conjunto D menciona
do en dichas hipdotesis y a continuacidn,apticando 2.2.,
demostraremos que todas las soluciones estdn acotadas.Con
ello,habremos terminado, pues la unicidad de soluciones
se stque inmediatamente de la forma de (1}.

'Designemos por hm,Hm,hp,Hp tas cuatro rectas cu
yas ecuaciones son

hm={(u,v)lg,-E..u-E,2v=0}
Hm=((u,v)|5;-§|1u-g,zv=0}
hp=[(u,v)lgz—Ezlu-62,v=0}
Hp={(u.v)le-QZ,u-g,,v=0}

donde m y p representan a los cocientes gfr=mo, b,

sz=p'
Los valores extremos de m y p dan la fnterseccion de di
chas rectas con el eje Ou, para hm.Hm. 6 el Ov, para hp.
Hp. (Véase 1a figura 1 y notese que 1a posicion relativa
de las cuatro rectas y los signos de sus pendientes han
de ser los representados debido a las condiciones (2) y
(1)).

Sean R=(r,,r,) y Q=(q,.9:) dos puntos del primer
cuadrante tales que

Ba-Carry-Caala<cO<b, -Cy 1 =Cyary
(6)

By-C1191-€1202<0¢b; =Ty qy -C22 02

"¥s por lo demds,arbitrarios.
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Figura 1.

NDefinimos pues el conjunto D como el rectiangulo
de lados paralelos a los ejes y con vértices en Q,R

{7) D={ (u,v)|ricucqg , Qgz<uwry}.

Veamos ahora que, para todo punto (u,,v,)eD, la
solucion (u(t),v(t)) de (1) que pasa por (up,v,) para t=t,
permanece en N para t>t,.

Sean tas funciones

Vi(u,v)=-u+r,
Va(u,v)=u-qy
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V(u,v)=-vtq,
Va(u,v)=v-ry {u,v)eq=D.

Sea & la distancia de (ug,vy) a-30, 8>0,y € un
nimero real 0<e<8 suficientemente pequefio para que los
cuatro nimeros

f;=r|+:

Fa=ry-¢

Y =qy-¢

Y2=qa+€
sustitufdos en lugar de r,,r,,q,,q9. (0 parte de ellos)
~verifiquen las condiciones (6}.Por dltimo D_ serd el rec

tangulo de lados paralelos a D con vértices en R=(F, ,¥»)
y Q=(%, ,4,).(véase l1a figura 2).

(E1 propdsito de las anteriores definiciones es
tener, inicialmente, a la solucidon (u(t),v(t)) en DE, ob
servando que la frontera de De estd incluida en la unidn
de los conjuntos Vir€={(u.v)en|vi(u,v)=—r}, i=1,2,3,4.5i
podemos calcular el signo de Vi sobre Vi’_e.demostraremos
ta acotadion de (u(t),v(t))).

R‘L‘ Vi-¢
~ 5
:"‘-\\q" \ v"v“
Iy wy| €
‘\

LR
hf

:

‘;‘




En primer lugar es inmediato comprobar que

(8) Vilulte),v(te))e-e 1=1,2,3,4.
Ademas,
(") V<0 en los puntos de Vi,-c‘

En efecto, por definicion de Vl e

(u.v)eV1 e u=ry+e=¥,, 0cv<r,

por tanto, para (u,v)eV .
1,-¢

V1=-ﬂ=*u(b:-C)1U-C12V)<
<-Fy(by-ciiFr-Crara)<-Fy{by-Cy 1 F1-Crara )0

por definicidn de Fi00;.La demostracidon para i1=2,3,4 es
tntalmente analoaqa.

Veamos, finalmente, que (u(t),v(t))eDe,Vt;to.Si
ne fuera asi, 1a teoria standard de prolongacion de solu
ciones de ecuaciones diferenciales ordinarias nos dice
que existiria un intervalo maximal I=[t,,t,) tal que

(U(t),v(t)eDE tel

(U(tl).V(t;))GBDE.
pero, por construccidn de De,eso implicaria

(ulty),vity ))e\lj’
para cierto je(1,2,3,4},con lo cual

Vj(u(tl ),V(t, ))='€-

-€

Fsto contradice el lema 2.2 en cuyas hipdtesis nos encon
tramos por (8) y (9).Es decir, la solucién que pasa por

36
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(ug,vs), que era un punto arbitrario, estd en D0 y por

tanto acotada.Como esa era la iinfica hipotesis de III.1}
que necesftaba comprobacidén hemos probado la existencia
de una solucidon T-periddica de (1). c.q.d.

2.4. Acotacidn de soluciones periddicas.

2.4.1.51 nos fijamos de nuevo en el sistema (3) de coefi
cientes constantes

(3) 0”“(81 -C“u—Cuv)

V=V(Bz -Ca1u-Cyy V)

podemos afirmar, pensando en términos de soluciones perid
dicas, que existe una de ellas (en este caso estacionaria,
pues se trata del punto critico {us,ve), Up>0, vo>0) y

que en el resto del primer cuadrante, u>0, v>0,no hay otras
soluciones periddicas.Todo ello puede deducirse por senci
1los argumentos geométricos sobre el campo vectorial asocia
do a (3) y en particular porque los signos de sus componen
tes se conocen en todos esos puntos, a excepcion del punto
critico, y tales signos ponen de manifiesto el comportamien
to que acabamos de describir.S{ volvemos a (1), observamos
que el campo vectorial asociado estd perfectamente defini
do y parece asegurar un comportamiento anidlogo al de (3)
fuera de las franjas hm-Hm,hp-Hp determinadas por las rec
tas hm’"m y hp,H » e incluso en éstas si se exceptda su in
terseccidn F

F={ (u,v)}|by -Cr1u-E12v<0, by -ci1yu-ci12v>0,
by -Caqu-C22v D, by-c2yu-¢,,v>0},

puesto que se conoce el signo al menos de una de las com
ponentes del referido campo.Dicho brevemente:sospechamos
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que las posibles soluciones T-periddicas de (1) no pueden
estar fuera de F, el conjunto donde no se sabe nada sobre
el campo vectorial asociado a (1).

En el presente parrafo veremos que, sin recurrir
a métodos distintos de los utilizados en esta seccidon, se
puede determinar con relativa justeza una regidn del pla
no donde deben estar las soluciones T-periddicas de (1),
de parte de las cuales hemos demostrado la existencia en
el parrafo anterior.

Hay aqui dos expresiones que requieren explicacidn:
hemos demostrado 1a existencia, al menos por ahora, de una
parte de las soluciones T-periddicas de (1), las que estan
en el conjunto D definido en 2.3.; ensequida veremos que
esas son todas las soluciones T-periddicas de (1).Por otro
lado, el conjunto D se puede “"cefiir" al conjunto F,en un
sentido que enseguida precisaremos, de forma que las solu
ciones T-periddicas aparecen donde era de esperar: con una
parte, al menos, de su grdfica en F.Esta es la "relativa
justeza" arriba mencionada.

Con 1o dicho tenemos el esgquema del contenido de
este parrafo:demostrar, primero, que no hay soluciones
T-periddicas fuera de D y, sequndo, definir, dentro de nues
tras posibilidades, el"minimo" D,

2.4.2.Lema.

Sea D el conjunto definido por la fdormula (7) de 2.3 y
zg=(ug,vpe) ue>0,ve>0 un punto tal que zy£D.Sea
z(t)=(u(t),v(t)) Ya solucidn de (1) que pasa por z, para
t=to,to€R y arbitrario. Si z(t)£D V¥t>t, entonces z(t) no
puede ser T-periddica.
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Demostracidn.
Con z, fijo podemos elegir 1,,1,eR,  tales que el
rectingulo D, =(0,1, )x(0,1,) verifique

zq9€Dy
‘DeD,
(véase la figura 3).Un razonamiento anialogo al de 2.3 de_

muestra que z2(t)eD;, para todo t y, como estamos supeniendo
2(t)#D, se tiene

Figura 3.
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7{t)eD,\D Vt>t,

E1 resto de la demostracidon difiere segin 1a posi
cidn de z, relativa a las rectas hm’Hm'hp’Hp’ pero tas adap
taciones a los distintos casos no ofrecen ninguna dificul
tad.Supongamos por ejemplo, que zo, estd en la regidn gue

se muestra en la figura 3.

Es inmediato comprobar que las funciones
Vi (u,v)s+by-Cayu-Caa v
Vo (u,v)s#by -y u-C1av

verifican el lema 2.2 en Q=D)\D con G k<b,, i=1,2. Es decir,

las rectas h ,hm son "harreras", impiden el paso de la solu
cidn z(t).Ndtese que hm es la curva de nivel vz=0 y hp la
v, =0)

Se nos plantea entonces la segunda alternativa:o
bien el signo de u(t) (de v(t)) no cambia a lo largo de z(t)
y por tanto z(t) no es periddica, o bien a{t) (v(t)) cambia
de signo y la tnica posibilidad, por ta forma de (1), de
que eso ocurra es que z{(t) atraviese Hm(Hp). Pero entonces,

razonando como antes con la funcidn auxiliar
Valu,v)=-hy+cyuteav

(Vi(u,v)=-bs +cayutceav),
aparece una nueva harrera:la recta Hm(HD). que es la curva
V,=0 (V,=0),y que impide que z(t) vuelva a z,.Por tanto

z(t) no es periddica. c.q.d.

2.4.3, Todas las soluciones T-periddicas de (1) estdn en la
adherencia M de 1a interseccién del conjunto D,
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Do=(p1 a1 )x(q2,p2),
con las franjas hm'"m' hp-Hp.Donde Po=(pP1sP2) ¥ Qo=(q1,q2)

son los puntos de interseccidn de hm con H
respectivamente, véase la figura 4.

p y hp con Hm,

[ ]

\hm- H,.\

Fiqura 4.

No demostraremos aqui con todo detalle la afirma
cién anterior.Nos limitaremos a hacer observar que 2.3,
donde se afirmaba que las soluciones periddicas estaban
en una familia de rectingulos D, implica el hecho de que
estén en D,.Basta tomar los puntos P y Q que definian D tan
préximos -como sea necesario a P, y Qo.Por 1o que se re
fiere a que tampoco puede haber soluciones T-periddicas fue
ra de las franjas hm-Hm y hp-Hp. nos referimos al capitulo

VII, parrafo VI1.2.3, donde se ve con detalle la forma
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de sustituir la parte de 1a frontera de D que cae fuera de
dichas franjas por ramas de hipérhola tan prdoximas como se
desee a las rectas que las limitan.

Notese finalmente que las soluciones T-periddicas
no pueden estar exclusivamente en M\F, basta razonar como
antes sobre el signo de las componentes del campo vectorial
asociado a (1).En otras palabras:toda solucidén T-periddica
tiene al menos una parte de su grdfica en F y desde luego
no sale de M,

3. E1 método de las funciones gquia.lLa ecuacién logistica.

3.1. Aunque el presente ejemplo pueda parecer sencillo no
es trivial, tiene los suficientes rasgos de interés como
para traerlo aqui, como introduccidn para quién no esté
familiarizado con el método, pues presenta todos Tos pun
tos esenciales que definen a las funciones guia y descri
ben su aplicacidn.

3.2. Existencia de soluciones periddicas.

Sea la ecuacion

n
a.‘n.
oc

(10) g=u(b{t)-c(t)u) 0

-

donde b y ¢ son funciones reales, requlares, T-periddicas

y positivas
b(t+T)=b(t)

c(t+T)=c(t)
kB,<b(t)
< CigC(t)

Seqin explicamos en 11.1.2 y 11.1.3, hagamos e!}
cambio de variables
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(11) x=log u

con 1o aal (10) se convierte en

(12) x=b(t)-c(t)e®

y toda solucidn T-periddica de (12) se corresponde biuni
vocamentd con una solucion T-periddica estrictamente po
sitiva de (10).

Teorema. Existe al menos una solucién T-periddica no tri
vial de (10).

ijemostracién.

Con 1o dicho mds arriba, basta probar que existe
una solucidn T-periddica de (12).Pretendemos usar, para
ello, el teorema III.5.10. Por tanto, a Ta vista de sus
hipotesis, tendremos que construir una funcidn auxiliar
V, demostrar que es una funcidn guia y comprobar que es
radialmente no acotada.

A efectos de notacidn, observemos que las condi
ciones sobre b{(t) y c(t) aseguran la existencia de B,,C,
tales que

b(t)<B,
C(t)Scz L

con lo cual, si Tlamamos

=B =Bz
(13) Py T P, C,
se tiene
o< puc2itlop
l‘C tis 2 -

Tomemos la funcidon de 'R.en R, V:x+V(x) definida

por
V{x)=-x2:
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“ .« _ ¥ es una funcidn auia porque

(arad V{x), b(t)-ctt)eX)=-2x(b(t)-c(t)eX)>0
siempre que |x|>r con r=max(|log Py|,|1oa P, |).(Basta estu
diar por separado x>0, x<0),
Coma, por otro lado,
Tim V(x)=-¢
x|
se aplica el lema I11.2 y esto termina Ya demostracién.

c.q.d.

3.3.Acotacidn de Jas soluciones.

(Nota. Aparte del interés que este pdrrafo tiene
en si mismo, el razonamiento que en &1 se hard puede ayu
dar a la comprensidn del papel que una funcidn quia tiene
respecto al comportamiento de las soluciones T-periddicas.
Un papel que, en el caso general, es el nicleo de la demos
tracién de la parte mis interesante del teorema I11.5.10
que acabamos de aplicar).

Como ya se ha hecho en otras ocasiones, véase
I11.4.1 y 111.4.3, vamos a examinar por un momento la ecua
cién (10) sunnniendo sus coeficientes constantes. E1 punto
critico % es una solucidn periddica no trivial y no hay
mis entre otras razones, porque fuera de &1, en los inter
valos (0,b/c) y (b/c,=), el signo de la derivada U es cons
tante en cada uno de esos intervalos.

Si volvemos al caso de coeficientes variables, te
nemos que el signo de la derivada ¢ (%, si se piensa en
(12)) tiene un comportamiento similar fuera del intervalo
[P1,P21 {rlog Py,l0a P,) para x). Parece razonable conjetu
rar que la, o las soluciones T-periddicas cuya existencia
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acabamos de demostrar se encontrardn en dicho intervalo
[P1+P2] y es 1o que vamos a probar ahora constructiva_
mente modificando la funcidén guia que aparece en el pa
rrafo anterior.La forma de dicha modificacion nos la vi
a sugerir

x —d—s x

t +- t
Ly kMR

Figura 5

-~

la definicidn de funcidn guia aplicada al caso concreto
de (12).Tenemos que, si V es la funcidon gufa en cuestidn,

(14) ($L.b(t)-c(t)e¥)>0

fuera de cierto entorno acotado. Si x(t) es una solucidn
T«perifdica de (31) la derivada ¥{(x(t)) deiVia lo largo
de x(t)

V(x(t))=(§L,2())>0

no puede anularse fuera de ese entorno acotado.Por tanto,
los puntos de x(t) donde V(x(t)) alcance sus valores mi
ximos y minimos (que sabemos que existen) estaran dentro
de é1 y, el resto de los puntos x{(t) no podrd andar muy
lejos.Concluimos de aquf que 1o mis interesante para nues
tro propésito serfa que el entorno acotado fuera del cual
se tiene (14) coincidiese con el intervalo [log P, ,l0g9 P,
(recuérdese que estamos trabajando con la ecuacidn (12)
en x).Eso no es muy diffcil de consequir teniendo en cuen
ta el signo de % representado en 1a figura 5. En efecto,
si definimos
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k:lEE_flggog Py d=1gg_Pzélog Py
y
(15) V(x)z-(x-k)?,

tenemos que

(16) (arad V,b(t)-c(t)eX)=-2(x-k)[b(t)-c(t)e*1>0

para todo x¢[1og P, ,10q P,].No nos gqueda,pues, mis que
formalizar el proceso eshozado mds arriba para demostrar
que, si x(t) es -una solucidon T-periddica de (12),
x{t)e[loa P, ,T0g P,
y por tanto,
u(t)ze*(Verp, )

donde u(t) es una solucidn T-periddica no trivial (arbi_
traria) de {10).Vamos con los detalles.

Sea x{t) una solucidon T-periddica arbitraria de
(12).Por Tla regularidad de todas las funciones implicadas,
existen dos puntos, x{(t, )} y x{(t,), donde la funcidén V, de
finida en (15), evaluada a 1o largo de x{t), V(x(t)), toma
respectivamente sus valores minimo y maximo

(17) Vix(t ) dev(x(t))sv(x(t2))

Con ello tendremos que
V(x(ti))=(qrad vV, x{t))=0

por la condicidn de mdximo o minimo y, comparando con (16),
resulta que

(18) x(ti)e[log P,,l0q P,].
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Este es el primer resultado que buscdbamos. Por lo que res
pecta a los demds puntos de x(t) tenemos la acotacidn (17)
que, combinada con (18) y escrita de forma mds explicita,
nos da

~d?e-(x(ty)-k)2g - (x(t)-k)?s - (x(t2)-k)?<0

que a su vez implica
x(t)eflog Py ,109 P, 1],

la reltacién a dondé querfamos l1legar.Hemos demostrado, por
tanto, que

Toda solucidén T-periddica no trivial, u(t),
de (10) verifica la siquiente desigualdad

Pysu(t)sP,

3.4, Nota.

Aunque mis adelante insistiremos sobre ello (véa
se VI.1), la potencia de la técnica que hemos usado, el
teorema 111.5.10, tiene como contrapartida-la dificultad
de su aplficacidn en ocasiones como la de la seccidn siguien
te e incluso la imposibilidad de dicha aplicacidn ain en
casos tan sencillos como el que pasamos a exponer.

Se trata de considerar la ecuacidn (10)
(10) d=u{b(t)-c(t)u)

sin efectuar el cambio de variables (11).Vamos a ver que
no puede existir una funcidn V guifa para (10) y, a la vez,
radialmente no acotada.En efecto, si existiera una tal v,
tendriamos qte

(19) (grad V{u), u(b(t)-c(t)u))>0

para |u|>r, r>0.Pero, con la notacién (13), para |u|>P,,la
funcidn escalar ufb{t)-c{t)u] es siempre negativa, con lo
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cual (19) implica

(20) arad V{(u)<0

para [u]l>max (r,P;)=ry.Y aqui se tiene una contradiccidn
pues, para cualquier bola B(0,R) de radio R>r,, (20) im
plica que el qrado de Brouwer de la funcidn escalar
grad V{u) es nulo, mientras que la no acotacidn de V

Tim V(u)=+o (6 -=)

lul-blr

jmplica que dicho gqrado es 1 (6 -1) (Véase, por ejemplo,
Rouché-Mawhin (1973)).

4. E1 método de las funciones guia.Competicidn.

4.1. Pasamos a exponer otro ejemplo de aplicacién del gra
do topoldgico por medio de funciones guia.Construiremos
una funcidn guia, no tan simple, ni mucho menos, como 1a
que aparece en la seccidn anterior y ahi estd parte de!
interés de esta seccidon: no es facil encontrar funciones
quia no triviales en forma explicita y que resuelvan un
verdadero problema,No hay conceptos nuevos en cuanto al
punto de partida de la técnica, teorema 111.5.10, solamen
te un mayor desarrollo analitico del que pueden deducirse
pistas para construcciones similares en otros problemas.

Consideramos el mismo problema planteado en 2.1,
es decir, nos interesamos por las soluciones T-periddicas
no triviales del sistema (1)

=ufby (t)-cpy (t)u-cy, (t)v]

(1)
¥=viby (t)-co, (t)u-ca (t)V)

con las condiciones (2)
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(2) by Cra<biCaz byCa1<brcyy

y las mismas definiciones de 2.1 para la notacién empleada.

Puesto que buscamos soluciones estrictamente posi
tivas-efectuamos el cambio de variables

(21) x=log u u=e

y=log v v=e

con el cual (1) se convierte en

R=by (t)-cyy (t)eX-cis(t)eY

(22)
y=b2(t)-C2;(t)ex-czz(t)ey

4,2. En la seccidn 2 no se hizo este cambio porque los re_
sultados sobre acotacitén ya implican que las soluciones
obtenidas son estrictamente positivas. Aqui, la distinta
técnica que se vd a aplicar no permitiria afirmar tanto sin,
al menos, una traslacion de coordenadas.El cambio (21) tie
ne la ventaja de que la mera existencia de soluciones T-pe
riodicas para (22) ya da soluciones T-periddicas no trivia
les para (1) sin perjuicio de que, después, se intente pre
cisar su localizacidn.

4.3. Nos referimos también aqui a las consideraciones geomé
tricas que en 2.1 y 2.3 se hacen sobre (1) y el correspon
diente sistema (3) de coeficientes constantes.Las mismas
consideraciones pasadas al plano de coordenadas (x,y) defi
nidas por (21), nos 1levan a una configuracién del campo de
direcciones asocfado a (22) como la que se muestra en la fi

gura 6, donde gm'Gm’gp y Gp son las curvas de ecuaciones



50

s
[~
e

in
~
e

Fiqura 6.

qm:tzl "E] 1 ex-ElZE‘ =0

G 551 -Ci ex-t_:“ ey=0

q :t_)z 'EZI ex‘ézz e'y=0
GD:Bz-gz,ex-gzzey=0

y, si designamos por qm-Gm la franja comprendida entre las

curvas gy G, con el sentido andlogo para gp—G se tiene

DD
que los puntos donde X puede ser cero en algin instante son
los de a6 ¥ aquellos donde y puede anularse son los de
ﬂp-Gp. )

Para terminar con lo referente a notacidon designa
remos por ¢ a la imidgen mediante {21) del conjunto F defi-

nido en 2.4, es decir
#=(ap-6 In(a -6 ).

$ es claramente acotado por serlo F y por la continuidad de
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(21).
4.4 Teorema. E1 sistema (1) con la condicidn (2) tiene al
menos una solucidn T-periddica no trivial.

Demostracién. .

Basta que probemos la existencia de una solucidn
T-periddica de (22) y para ello, segiin las hipdotesis del
teorema 111.5.10. que
(1) definamos una funcidon auxiliar V:R? 4R,

(11) comprobemos que 1 v =t (G -w) ue
a lTx,§5l¥" v
(i11) V es una funcidn guia para (22)

(11) y (414) implican que puede aplicarse el teorema III.5.10
a (22) y.eso habrd terninado la demostracion.

(1) Considérense las siguientes funciones

-2(y+3) ye-1
Pz(x’y)= yz _1<y<0
0 Ocy
1
-2(X+‘2‘) XS-I
Pylx,y)=4 -1 x< 0
0 0K x

~

explky (x-Tog m)2] x>log m
Ez(x.y)={ "
1 x¢log m
explk,(y-log p)*] y>log p
Ev(x,y)= -
1 y¢log p
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con k; ,k,>0, mds adelante se hard una eleccidn mids precisa
de ki. Notese que la i{inica razdén para los términos cuadrd

ticos de transicion en P, ,P, es que asi se obtienen funcio
nes de clase 1 vy que ello es necesario para aplicar teoria
del grado.Notese también que, para todo (x,y)

(23) P.20 £>0 i=2,4.

. Definimos

V(X,‘Y)=P2 (X'Y)*Pn(X»Y)”k(X,Y)Hiu(X.Y)-

(ii).Si |(x,y)|+e, se produce al menos una de las siguien
tes situaciones ’

1im E, =+« 1im Py=+e
X-+4+ o0 X> = o
Tim E,=+& 1im Py =+ o
y->+a- Y- o

esto, con (23), implica

lim V(x,y)=+« ,

[(x,y)|+e
que es la primera condicidén que queriamos verificar.
(iii) Observemos que V es la suma de Py y éi y que las fun
ciones P, ,Py,E; ,E4, han sido elegidas de manera que su deri
vada fuese cern en aquellas regiones en las que el campo

no es favorable a 1a condicidon que define una funcidn guia.
En efecto

P, =0 para yz0
P,=0 para x30
E, = para x<log m

Ey= para y<log p,
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por tanto, en cada punto del plano, fuera de una hola con

centro en el origen y que incluya el punto (loa m,loa p),

solamente dos de las cuatro derivadas ﬁ,,ﬁn,é,,éu son dis

tintas de cero y las interacciones entre las mismas se rea
lizan s6lo en determinadas regiones que definimos a conti

nuacion,

Sean las reqgiones
© I (x,y)eR? |loq M x, log p<y}
Zf={(X,Y)€R2|§l'5119x56129yv x<log m, 0<y)
Z.=( (x,y)eR? |1og pcy Elzey<gl-6,,ex}
7 #={(x,y)eR? |wlog p x<log m}
Zp ={ (x,y) €R? |Tog mcx, Toye*cby -Epe’)

Zf={(x,y)eRz|92-6228y552|ex,y<10g p.0<x}
y sea B(0O,r) 1a bola abierta con r>0 tal que

¢cB(0,r)
y
(24) {loqg m,loqg p)eB(0,r)
Si 1lamamos Ez =Zg \B(0,r) es inmediato comprobar
que todo punto dg! plano, fuera de R(0,r), esta en alquna
de las regiones Z% es decir

R2\B(0,r)=uZ)

Por tanto quedara demostrado que V es una funcidn
guia si probamos que V<0 en cada una de las regionesk}i'.
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En efecto,
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Figura 7.

V(x,v)=Es (x,y)+Es(X.y)=

=2k; (x-log m)RE, (x,y)+2ks(y-10g P)YEL{x,y)<0

54
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Notese que Ta condicidon {24) impide que F, y E, se anulen
simultineamente en 7.

21

o

Tomemos, por ejemplo, Z,
Vix,y)=Eul(x,y)+pu(x,y)=2ki(y-Toa p)¥y Eu(x,y)+P.(x,v).
ﬁb tiene tres distintas expresiones algebraicas,

y

-Z(b,-c,,ex-c,zey), Zx(b.—c,,ex-c,ze ) y 0 senmin sea

x¢-1, -1¢x<0 & 0<x.E1 factor x, que diferencia a las dos
primeras expresiones, es menor que 1 en valor absoluto en
su reqidén de validez, por tanto

Vix,y)s2ke(y-10g p)(by-cye*-crpe¥)EL(x,y)+

+2|h1-c11ex-clzey|<

(25) - _
<2ky(y-tog p)(bz—szey)Eu(X'Y)+2(C1xm+Cizey)-

pues, en %;, b,-c,,ex-c,zey<0 y hemos aplicado ademis que
x<log m.Para probar que V<0 distinquiremos dos casos segiin
sea y>M 0 y<M para cferto M>0 que ensequida definiremos.En
el primer caso haremos uso del cardcter exponencial del
primer sumando del sequndo miembro de (25) y en el sequndo
utilizaremos la constante k, que ain estd a nuestra dispo
sicion.

(a) Como
1im (y—lou 6)_(}7’2 ’szey)Ek_
y=te C,1%+c,zey

- &

existe M>0 tal que, para y>M
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(y-log p)(b; -¢cz3 eylfk;l'
€1 T?I+C| 2 Ey

Por tanto
2(y-1og p)(b; -cz, ey)E.,-Z(c, 1 ﬁchéy)(O

para y>M, M definido cuatro 1ineas mds arriba.Como el pri
mer término de la anterior desigualdad es negativo para y
suficientemente grande,

2ky(y-10g B)(bs -c22e¥)Eug2(y-Tog B)(bs -2z e)EcO

si k421, 1o cual podemos imponer.Llevdndolo todo a (25)

(26) T(x,yk0
para y>M, ky21

(b) Sea ahora ycM.Habremos de probar dos cosas: que ﬁ.
estd acotada y que E, &s menor que cualquier nimero nega
tivo, para k, adecuada.Vedmoslo.

Pulx,¥)$2]by -cyy e¥ecraeY|<2(cyyivcy 2 eM)g
- - My
<2(C ymcyoe )30,
es decir 5. estd acotada por D.

1

_Para estudiar é. hemos de darnos cuenta de que,
si r es suficientemente grande, la diferencia y-log p es
positiva para todo (x,y)eZ e incluso existe §>1 tal que

(27) y-log p>log §>0

(basta obserfar que el conjunto de puntos de Zy, y con ma
yor razdén de Z,que estdn por debajo de la recta de ecua
cidn y=log p es un conjunto acotado {véase la definicidn
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de Zy) y por tanto puede incluirse en B(0,r) para r adecua
do).Este hecho, (27), tiene dos consecuencias esenciales
para el estudio de E,,

Eu(x,y)=2ky(y-T0a P)(by -coye*-cre¥)Eulx,y).

La primera y obvia es que proporciona una cota superior del
factor y-log p.En sequndo lugar, el factor bz-cz,ex-czzey
es negativo, condicion tacitamente usada en la parte (a) de

este razonamiento,pues
X 1 P X ‘
b, -c3, € -szey<b2-Czlex-szE 09 Peby-cye —c,zgl—<-c21ex<ﬂ.
C22

For tanto

Vx,y)=E4 (X, ¥)+Pu (x,¥)< 2k (y=10a p)(by -coyeX-cype¥)EL+

- ny2

+D<2kylo0g £(B, -c;, e¥)oke(¥=109 )% +0¢
P 2

<2k, log 5(By -cy,e' 09 PH109 8y kilog? 6,

ky,Tog 6+D=

$2k|.]09 G(Bz -(_Zzz 5—276)5

=2k.10g b, (1-8)8k+129 Sy g

para un k, que, obviamente, puede elegirse con esa condicion,
y para y<M.

Por tanto, de (26) y (28), V%0 en 7/ y un razona-
miento andlogo prueba que V<0 también en Z;', pues k, y k,
se eligen de forma totalmente independiente.

1,,2; ~
Para 7.

V(x,y)=éu(x4y)+ﬁu(x,y),
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pero en 2., é.(x,y)so y, como los puntos (x,y) de Z, pa-
ra los cuales x>-1 constituyen un_conjunto acotado, se
puede tomar r de forma que (x,y}eZ.=>x¢-1 con lo cual

13~(X.Y)=-2*<0-
es decir

V(x,y)=E,+P\<0

en }, y, andlogamente,en },.

Z,.
V(Xoy)":"z (X,Y)+P~(Xv¥)<0

El resultado es una consecuencia inmediata de las defini_
ciones de Z,4,P, y P,. '

Hemos cumplido el objetivo seflalado en la pégina
53 , hemos demostrado que V<0 en todas las regiones Zi

(en cuya definicidn r ser8 el miximo de todos los utiliza
dos en el transcurso de este largo razonamiento) y por
tanto V es una funcidn gufa y ta demostracidon queda asf

completa.
c.q.d.
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CAPITULO V: ANALISIS GLOBAL DE TODAS LAS SOLUCIONES

1. Nos proponemos en este capitulo estudiar el conjunto de
soluciones del sistema

(1) Oy =ay (t)u, {1-uy -8, (t)u,)
0p=as (t)u, {(1-8, (t)uy -u,)

con las condiciones

525151<21§z s 5152ﬁ2<_z§
(2)

a,R,<a8, , a;R<a, para todo t.
En particular, nos interesa el comportamiento de dicho con
junto de soluciones con respecto a las soluciones T-periddi
cas no triviales cuya existencia se demostré en el capitulo
anterior (véase 1V.2.3 y IV.4.8).De esta forma,podrdn res-
ponderse las preguntas planteadas en el capitulo Il sobre
aparicién o no del fendmeno del cacs, 1os posibles periodos
de las soluciones periddicas y el niimero v estabilidad de
éstas.

Como instrumento, utilizaremos bhdsicamente la co
nocida técnica de linealizacidn y,sobre todo, el estudio
del operador de traslacifn, ya esbozado anteriormente (véa
se [I11.3), tal como los desarrollan de Mottoni-Schiaffino
(1981), Cushing (10806) y Hale-Somolinoe (1072).

_ E1 sistema (1) es una forma particular del siste
ma habitualmente estudiado en los capitulos anteriores (con
la notacidn de los mismos,(1) se obtendria en el caso
hi=cii i=1,2) que vamos a utilizar aqui por la enorme sim
plificacién que introduce en los desarroltes que sSequirén.
Por otra parte la informacién y los resultados que se obten
gan para (1) se pueden trasladar en su inteqgridad a un
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sistema de la forma

d=u(by (t)-cyy (t)u-cy2(t)v)

v=v(by (t)-cult)u-cas (t)v)

pues se puede pasar de (3) a (1) mediante un cambio de varia
bles '

up (t)=q; (t)u(t)
uz (t)=qz (t)v(t)

tonde q, son funciones regulares T-peri6dicas y estrictamente
positivas que pueden determinarse a partir de los coeficientes
de (3) (véase de Mottoni-Schiafino (198%1)).

?. Recordemos brevemente algunos conceptos en torno al opera-
dor de traslacibén,P, a lo largo de las soluciones de {1).Sea
70(t:Z,) Ya solucidn de (1), Z=(u, ,us),tal que Z(0;Zy)=2,=
(U 0,Uz0).Definimos PZ,=2(T;Z,), donde T es el perfodo de las
funciones 31,81.

Sabemos que los puntos fijos de P se corresponden
con las soluciones T-peri8dicas de (1) (véase el lema I11.3.1
y la observacifn que le precede) y que el comportamiento glo
hal de las soluciones, periddicas o no, de (1) tiene en muchos
casos una traducc¢ién paralela en el comportamiento del sistema
dinimico discreto, (Pk}. engendrado por P. En particular, la

ecstabilidad de las soluciones T-perifdicas de (1) se correspon

de con la de l0s puntos fijos.%, de P respecto al sistema
(Pk} y ésta, a su vez, queda determinada por los autovalores
de la derivada de Frechet,DP, de P en f. Dicha derivada no es
otra cosa que la matriz de monodromfa de (1) linealizado en
torno a la solucién peribddica Z(t;i). (En 1a demostracién del
teorema IV.2.3 quedé prpbada la unicidad y prolongabilidad de

.
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soluciones de (1) por todo punto de la adherencia del primer
cuadrante,u; >0, u, >0, Por tanto, P estd bien definido.De he
cho se demuestra fdcilmente pour el mismo procedimiento que
(1) es disipativo:todas las soluciones en el primer cuadran
te terminan en el cuadrado [N,1]x[0,11).

Como consecuencia del principio de comparacidn de
Kamke (véase Kamke (1932),0 Coppel (1965),0 Nirsch (1982))
o, directamente, por argumentos analfticos sobre inecuaciones
diferenciales, se tiene una interesante propiedad geométrica
de monotonfa del operador P para cuyo enunciado necesitare-
mos algunas definiciones.

3.Definiciones.
Designaremos por Ri el primer cuadrante de R’

R?ﬁ( (uy ,u2) Juy >0, up >0}
y por @ y 0, respectivamente, los cuadrados cerrado o semia-
bierto de lado 1
Q=[0,11x1N,1]
n=(n,11x(0,17 ,
Para un punto arbitrario Z=(%, ,%,)eR’ definimos los cuadran
tes abiertos relativos a Z de la siquiente forma
(23 =0 (uy yuz )eR2fuy >0y ,u, >0, )
(212~ (u suz)eRi|"|<al yUz >0; )
(21 0 (uy up ) eR2 [y <8y ,up< 0y )

[i]u=( (uy ,us )ERilul >0, ,u,<0; }
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.1, Lema (Hale-Somolinos)

Sea P el operador de traslaci6n a 1o largo de solucie
nes de (1), 1=2,4, y ZeR} arbitrario.St

P""'ien"z"‘lzx1 \{ pke-17,
nara cierto ky, entonces
Pk 17erpk)

nara todo k>k,.

Para la demostracidn vdase Hale-Somolinos (1982) y
tamhién de Mottoni-Schiaffino (1981).

Geométricamente el lema significa que, si en un deter
minado paso, ks, P tiene su imigen en el cuadrante cerrado 2, 6
1, a partir de ahf conserva el cuadrante 2, 6 4.

El resultado anterior tiene numerosas consecuencias
roferentes a la existencia de puntos fijos de P y a la estruc
titra global del sistema dindmico discreto {Pk}.En nuestro len
naje, se trata de consecuencias sobre las soluciones periddi
cas, triviales o no,de (1) y el comportamiento del resto de
1215 soluciones respecto de las mismas.La primera, y quiz&_;ﬁa

de Tas mis 1lamativas, es Ta que enunciamos en el teorema que
sique,

A2, Teorema.

Toda solucibén de (1) con punto inicial en W{ tiende

a una solucién T-peribdica.

(La demostracidn puede verse en Hale-Somolinos (1982),
que Yo prueban para sistemas disipativos competitives, o coope
rativos, de los cuales (1) es un ejemplo, 6 en el citado artf
culo de de Mottoni-Schiaffino (1981)).

E1 resultado anterior implica, entre otras cosas,que
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no puede haber solucinnes con infinitos periedos diferentes
y, mas alin, que no hay soluciones subharménicas.En otras
palabras, el fenémeno de! caos queda excluido de (1).

5. En lo que sigue, vamos a reproducir tres lemas de. éste
G1timo artfculo, consecuencias también de 4.1, y un resulta
do de Cushing {obtenido por métodos totalmente distintos,
véase II1.4) que nos permitirdn demostrar la unicidad y es
tabilidad asint6tica global de la soluciodn obtenida en el
capitulo anterior para (1) con (2).

También necesitaremos previamente las siquientes
definiciones.

5.1. Definiciones.

1) Sea Ze2 un punto fijo de P, designaremos por A{7)

"dOTiniO de atraccibn de 7" .al conjunto de puntos atraidos
por 7.

A(Z)=( zeR: |P"247)

2) A'I(E) designa el dominio de repulsividad de 7

y se define como el dominio de atraccién para el operador in
verso P'l.

3) Por dG1timo, un paréntesis con el subindice cero,
designa el promedio sobre un periodo de la funcifn que fiqure
dentro del paréntesis

(F)o=t {Tf(s)ds.

£l primer lema se refiere al punto fijo (n,n).Ho ofre
ce ninguna dificultad demostrar por linealizacién que n={(n,n)
es un foco inestable para (1). E1 lema describe su dominio de
repulsividad y se incluye aqui porque, junto con el siquiente,
nos servird para localizar las soluciones periddicas no trivia
les de (1), paso previo a la demostracidén de la unicidad.
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5.2.Lema. La frontera de A'l(o) estd formada por :1l)el seg_
mento {0}x[0,1]), 2) el segmento [0,1)]x{ 0} y 3) la gréfica

I de una funcidn continua decreciente que une l1os puntos
(0,1) y (1,0), y es T-invariante, ‘

5.3.Lema. Todos los puntos fijos de P,excepto (0,0), se en
cuentran sobre la curva Tl definida en el Tema 5.2,

A continuacidn tenemos una caracterizacion comple
ta de la estabilidad de los dos restantes puntos fijos tri
viales (0,1) y (1,0).(Notese que en este caso, el punto fi
jo de P y 1a correspondiente solucidn periddica de (1) son
una misma cosa, pues esta Gltima es estacionaria.Notese tam
bién que este hecho se deriva de la forma particular del
sistema (1)).La necesitaremos para probar que la estabilidad
de las soluciones T-periodicas no triviales es global en Ri.

5.4.Lema, Si [a;(1-b;))e<0 (D respectivamente,
faz(1-b2)31<0) entonces (0,1) (6 respectivamente, (1,0)) es
asintoticamente estable.

S1 [a,(1-by )1o>0 (6 respectivamente,fa, (1-b, )}1>0)
entonces (0,1)(6 respectivahente.(l,o)) es un puerto cuya
variedad estable es el semieje positivo Ou, (up=0, u,>0)(é
respectivamente, el semieje positivo 0u1(u,>0; u; =0)).

Incluimos finalmente el siguiente lema de Cushing
(1980a) que proporciona, segin enunciabamos en I11.4.3.,con
diciones suficientes de estabilidad de las soluciones perig
dicas no triviales de (1).

5.5.Lema.Sea el sistema
0y =uy {(by-cy1Ur -Cyauzd

(%)

02=uz(ba-Czy Uy ~C22u,)
con bi’cij funciones continuas.y T-periddicas y supongamos que

€11 (t)>cay (t) c22(t)>cra(t)
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para todo t.Entonces toda solucidon T-periddica no trivial de
(4) es (localmente) uniformemente asintdticamente estable.

5.6.Teorema (Unicidad y estabilidad).
El sistema (1) con las condiciones (2) tienen una

inica solucidn T-periddica no trivial y dicha solucidn es
global, en R%,y asintéticamente estable.

Demostracion.

En IV.2.3 0 IV.4.4 hemos demostrado la existencia
de una solucidn T-periédica no trivial, por lo menos.Aqui
probaremos sucesivamente que dicha solucidn, o soluciones,
son (localmente) asintdoticamente estables, que sd6lo hay
una y por {ittimo que la estabilidad es global.

Para la estabilidad local basta verificar que 5.5
se aplica a nuestro problema y dicha verificacidén es trivial.

La unicidad se obtiene razonando sobre los puntos
fijos del operador de traslacion P.Hasta el momento sabemos
que existen puntos fijos no triviales que, por 5.5, son asin
toticamente estables respecto al sistema discreto {Pk} y
que, por 5.3, se encuentran sobre la cirvarl definida en 5.2.
Si hubiese dos de estos puntos enT , que serian asintdtica
mente estables, al ser T una grifica decreciente y T mondto
no en el sentido del lema 4.1 se sequiria la existencia de
un punto fijo inestable entre ellas. Pero la inestabhilidad
contradice 5.5 y por tanto existe un iinico punto fijo y una
Gnica solucidon T-periddica no trivial.

Por el teorema 4.2 toda solucién de (1) que comien
za en ?f tiende a una solucién T-periddica.Pero ahora ya
sabemos que s6lo hay cuatro soluciones T-periddicas de (1),
la no trivial y las tres soluciones estacionarias (0,0)(0,1)
y (1,0). Por otra parte, (0,0) es un foco inestable,y, por
5.4, (0,1) vy (1,0) son puertos cuyas variedades estables
estdn sobre los ejes de coordenadas.fn otras palabras, nin

guna solucidn que comience en Ri tiende a (0,0), (0,1) ni
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(1,0)., La estabilidad global de la solucién no trivial se
sigue, pues, inmedfatamente. c.q.d.

6. En conclusifn,tenemos completo el cuadro de to
das las soluciones de (1), con (2);en el primer cuadrante,
ejes inclutdos.

- las dnicas soluciones perifdicas son las solu
ciones T-peribdicas.

- hay exactamente cuatro soluciones T-perifdicas
de las cuales tres son triviales.

- no existe ninguna solucién no perib6dica que no
tienda a una solucién T-pertédica, m&s adn

- toda solucién no trivial tiende a la dnica so
lucién T-perifdica no trivial,



67

CAPITULO VI:EL METODO DE LAS FUNCIONES BARRERA.

1.Introduccion

Consideremos de nuevo el teorema 5.8 del capitu_
lo 1Il y observemos detalladamente el trabajo que plantea
su aplicacion a un problema en el que estemos buscando in
formacidn sobre soluciones periddicas.las etapas de dicho
trabajo se corresponden con las hipdtesis (a),(b) v (c)
que hay que comprobar,

(a) En primer lTugar tendremos que ver que ||z|]#R
para toda solucidon T-periddica z de 1a ecuacion
(1) 2=aar(t,z), Are(0,1)
para lo cual es suficiente comprobar que todas las solucio
nes T-periddicas estdn en un conjunto acotado.

{b) Por otro lado los ceros de la aplicacién
rozpeR" +% {Tr(t.p)dteR

tampoco pueden estar en la frontera de la bola B(O,R) y

{c) E1 grado de Brower de r, en dicha bola que,
por (b), estd bien definido, ha de ser

d("'o ,B(O.R),O)fﬂ

En el mismo capitulo III (I11.5.10) hemos visto
que dicho programa de trabajo se podia realizar de una so
la vez si sé disponia de una funcidén quia r.dialmente no
acotada y en el capitulo IV (IV.3 y IV.4) se ofrecen alqu
nos ejemplos con no pocos detalles (Este Gltimo no es un
comentario ocioso, como podra verse ensequida).
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Una reflexidn sobre el trabajo realizado sugiere
dos observaciones. La primera es que una funcidén gufa ra
dialmente no acotada parece, y es, un instrumento muy po
deroso.En efecto, permite afirmar (véase la demostracidn
del teorema 111.5.10) que
(a.1) Todas las soluciones periddicas de (1) estin en un
conjunto definido constructivamente por la funcidn gufia.

(a.2) Dicho conjunto es acotado. -
(b) No hay ceros de r, en su frontera.

{(c) E1 estudio del grado de r, se reduce al del gradiente
de 1a funcién gufa y asi se ve que es distinto de cero.

La sequnda observacidn es que no cabe esperar que sea fi .
¢il construir una funcidn tan llena de buenas cudlidades,
incluso, puede ser imposible. Eso es 1o que viene a con_

firmar los ejemplos del capitulo IV.

Se plantea entonces la sigufente pregunta. St 1la
técnica que resuelve simultineamente los cuatro problemas
(a.1) (a.2) (b) y (c) resulta dificil o, en casos concre
tos, inaplicable ino se podrfa encomendar la solucidn de
esos cuatro problemas distintos a cuatro técnicas distin
tas y, presumiblemente, mds sencillas?. En concreto,y pued
to que la comprobacidn directa de (b) y (c) es relativa
mente mds fdcil, pretendemos definir funciones sin tantas
condiciones como las funciones ‘gufa radialmente no acota
das, pero con las suficientes para que hagan su mismo papel
en el problema (a.1): definir en términos explfcitos conjun
tos donde estdn las soluciones periddicas.Adn en el caso de
que ninguno de esos conjuntos esté acotado, podemos tratar
de obtener varios de ellos cuya interseccidn si sea acota
da, y ésto constituird la segunda técnica, dirigida al pro
blema (a.2).
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Este es, pues, el resumen del presente capitulo:
definir las funciones barrera {(1lamadas asi porque impiden
el paso de soluciones perif6dicas por los puntos de determi
nados conjuntos) estudijar sus propiedades y, con ellas, dar
forma a una técnica que permita resolver sucesivamente los
problemas (a.1) y {a.2).

Con ello generalizamos de alguna forma ideas de
Krasnoselskii (1968). En el contexto de su teoria del ope
rador de traslacidn utiliza funciones guia no acotadas y
también }asgos aislados de éstas en diversas combinaciones,
pero nunca se queda con el mero hecho de que el signo de
la derivada de una funcién auxiliar V a lo largo de solucio
nes sea constante sobre los puntos de un conjunto tan gene
ral como V(x)=k.

2. Definici6n (Punto sin T-retorno)

Sea el sistema
(2) 2=r(t,z)

con r una funcibn T-peri6dica r:RxR">R" . Diremos que un pun
to zoeR"™ es un punto sin T-retorno para (2) si no existe
ningin toeR tal que z(to+T;zo)=2q, donde z(t;z,) es una so
Tucibn de (2) tal que z{(to32¢)=2¢.En otras palabras, 2z, no
pertenece a ninguna solucibn T-periddica de (2}.

3.Lema.

Sea 2 un dominio (abierto conexo) de R”, V una fun
cién Cl de 2 en R y KeR tal que en el conjunto

Vk={zeQ]V(z)=k} se verifica

(3) (grad V(z), r{t,z)x0

para todo te[0,T7]1: zevk.Si z{t) es una solucidn de (2) tal

que z(t)en para todo telcR y para un toel, V(z(t,y))<K,
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entonces V(z(t))<k Vt>t,, tel.

Hota.-Se trata del lema 2.2 del capitulo IVi ®ase su demos

tracion y los comentarios que la preéeuen'y-la siguen,

4, Lema
Si toda solucidn T-periddica de (2) estd contenida
en un dominio @ de R,V es una funcién C'de 0 en R y keR tal

que en Vk={zenlv(z)=k} se verifica (3) (grad.V{z),r{t,z))<0
para todo te[0,T], zevk, entonces todos 1os puntos de vk son
puntos sin T-retorno.

Nemostraciédn.

Sea z.eVk y toeR arbitrario.Sea z(t;z,) una solucién

de (2) tal que z(tg:ize)=2y.

Si z(t;z,) sale de 9 no puede ser T-periddica, pues
to que todas las soluciones periddicas estdn en Q,y, por taﬁ
to, zo es un punto sin T-retorno.

Sf z(t;z,) permanece en Q, vamos a estudiar la fun
cion V(t)z=v(z(t;ze)).Probaremos, primero, que existe ¢>0 tal
que V(t)<k para te{ty,tpo*e) y,sequndo, que V(t) no puéde vol
ver a tomar el valor k.

Tenemos que V(to)=V(z(to;ze))=k.Por (3), g!%%ll<0

dv(t

vy, por continuidad, existe ¢>0 tal que t

<0 para

tel[ty,tote], por tanto V(t)<k, para tales valores de t, ex
cepto tg,.
Que V(t) no vuelve a alcanzar el valor k es parte

de la demostracion del lema 3.
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Finalmente, puesto que V(z{t;z,))#% para todo t>t,
z(t;zo)#z, para‘todo t y en particular para el valor tg+T.
Como tg era arbitrario, hemos demostrado que z, es un punto
sin T-retorno.

Nota.- También agui subsiste la validez del lema si se cambia
(3) por
(3') (grad v(z),r(t,z))>0.

5. A veces resulta que el conjunto Vk no es conexo y que la
condicidn V<0 (o bien >0) se cumple sdlo en una de sus compg
nentes conexas. E1 sigquiente lema afirma que, en ciertas con
diciones,ese hecho es suficiente para probar fque los puntos

de dicha componente de Vk son sin T-retorno.Por otra parte,

las condiciones adicionales son las facilmente satisfechas

en la préactica.

6.Lema
Si toda solucidn T-periddica de (2) estd contenida
en un dominio 2 de Rn, V es una funcién C' de 2 en R, keR es

tal que en una componente conexa Vl.k del conjunto
Vk={zeQ|V(z)=k} se verifica (3), D,cN es un dominio tal que
MOV e Y

(4) QDN { z|V(z)>k}=4,

entonces todos los puntos de Vl,k son puntos sin T-retorno.

(1a figura 1 ilustra el enunciado anterior).
Demostracion.

Sea zoeVl Kk Y te€R arbitrario.Sea z(t) una solucidn
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de (2) tal que z(ty)=zo.Vamos a

D
2 estudiar tres posibilidades mu
, L) tuamente extluyentes.
Para t>by:
Ny x Vax -
. a) Si z(t) sale de 2 no puede
V(<K Vi)sk
- ser T-periédica, puesto que todas

Q .

Figura 1 las soluciones T-periddicas es

tan en Q, y por tanto,zp, es un punto sin T-retorno.
b) Si z(t) permanece en D, ,dicho conjunto D, estd en la hipd
tesis del anterior lema, 4, y, por tanto, z, es un punto sin
T-retorno.
c) Si z(t) permanece en 9, pero sale de D,, vamos a demostrar
que, para volver a z,, habrd de tener puntos en 3D,NQ, en al
quno de esos puntos, z(t),V(z(t))>k, eso contradice la condi
cion (4) y, por tanto, zo es un punto sin T-retorno,

En efecto, supongamos que existen t;>t, y t,>t, ta
les que

(5) z(t; )ensn,
(6) Z(tz)=ZoEV1'kC01 N

es decir, z{t) sale de D, o, lo que es lo mismo, tiene un.pug
to z(t,) fuera de D,, condicidn (5) y, después, vuelve a pa-
sar por z,, condicion (6).

Como Q es conexo, (5) y (6) implican que existe un
T maximo menor que t, y tal que
z(1)ean,NQ <ty

z(t)en, para todo t tal que 1<tgt,.
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Estudiemos Ta funcidon V{t)zV(z(t)) en el interva
lo [v,t2] que acabamos de definir.Probaremos que V(t)>k en
{t.t2] y de ahi obtendremos la contradiccidn, V{7)>k, que
demuestra que z{(t) no puede retornar a z,.

Si para algin &, t<i<t,, V(E)<k, aplicando el 1e
ma 3 tenemos

_ (*)
V(t)<k ¥tltkctct, ,
pero, eso no es posihble pues,por (), V(t,)=k.Por tanto,

V(t)>k para todo t tal que tw<tgt, y, por continuidad,
V(t)>k. c.q.4.

Notas.

1. Un lema similar se obtiene si se cambia (3) por (3') vy
el conjunto que aparece en (4) por {z|V(z)<k}.

2. En la practica puede ocurrir que nose aplique exactamen
te ni el Tema anterior ni la modificacidon indicada en la no

ta 1, pero si alaqunas de las ideas de la demostracidn.

D, Por ejemplo, si la frontera de
v N,/ una componente conexa del con
L
junto V_={ze2|V(z)<k} no con
ViR)ex P N
¢ Viy'x tiene mas puntos de Vy que los
Vi) ex A
de Vl x> hay una eleccidn inme
0 diata de D, mediante Ta cual sé
Fiqura 2

1o son posihles los casos a) y

(*) Ne hecho se puede afirmar alqo mas:V(t) k,E<tct, +e,e>0
pues, al ser 0, ahierto, z(t)eD, para ese intervalo de valo

res de t y ahi es donde se aplica 3.
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b) de la anterior demostracion (véase el esquema de la figu
ra 2).Con ello resulta inmediato establecer que los puntos

de v1 K sonm sin T-retorno.

7.Aplicaciones,

Aunque las aplicaciones de todo 1o expuesto en el
presente capftulo se tratan detalladamente en el siguiente,
vamos a apuntar aqui las 1ineas comunes a todas ellas.

Notese en primer lugar que el lema 4, & el 6, des
carta la posibilidad de que las soluciones T-periddicas de
(1) pasen por determinados puntos: los del conjunto 1lamado
Vk, 6 vl,k en su caso.Que tales puntos sean "muchos" o "po
cos" depende de diversos factores, particularmente de que
haya varios valores de k, en concreto un intervalo de la reg
ta real, para los cuales se cumpla el lema.

La técnica qde vamos a describ§r pretende explotar
este hecho usando el lema 4, 6 el 6, de forma reiterada has
ta demostrar que los puntos por los que no pueden pasar soO
luciones T-periddicas de (1), es decir, los puntos sin T-re
torno, son “"tantos" que el resto, el conjunto donde pueden
estar dichas soluciones, es un dominio acotado.

De una forma algo mis precisa:Si elegimos una fun
cidon Vy definida en n;=Rn, donde ciertamente estdn todas las
soluciones T-periddicas, el lema 4,0 el 6, nos proporciona
una regjﬁn menor, 2, , en 1a que buscaremos otra funcidn V, .
Nuevamente por medio del lema, obtendremos otra regidn mis

pequefia y mds manejable.De esta forma se continia el proceso
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con la esperanza de llegar finalmente a una regidn acotada

2, con lo que se habra alcanzado el objetivo que se plantea

N
ba en la introduccidon de este capitulo,.

Recuérdese que un conjunto 7y de tales caracte
risticas no basta para probar la existencia de soluciones
periddicas.Quedan por resolver Tos prohlemas (b) v (c) plan
teados en dicha introduccion.Pero, incluso cuando no sec pue
de 1légar a demostrar que existen soluciones periddicas de
(1), los lemas demostrados y el método expuesto en el péarra
fo anterior permiten estimar la amplitud de las oscilacio
nes posibles.Este es un dato muy interesante cuando se tra
ta de evitar oscilaciones:en caso de que existan se tiene
al menos la sequridad de que no sobrepasan ciertas cotas.

Por otra parte, es claro que un nimero finito de
aplicaciones de los lemas 4 36 no tiene por qué terminar
necesariamente con Ta obtencidn de un QN que contenga to
das las soluciones T-periddicas de (1) y sea acotado.

De hecho puede que se obtenga una sucesidon de
creciente de regiones Qi’ no acotadas, cada una de las
cuales ha de contener toda posible solucidon T-periddica
de (1).Cuando tal cosa ocurre puede pensarse que no exis
ten soluciones de ese tipo y, en alqunos casos, la demos
.tracion es inmediata.En efecto, basta demostrar que cual
quier punto z de R" queda fuera de alquna de las regiones
Qi.Es.lo que haremos en la seccién 3 del prdoximo capitulo

en la que puede encontrarse una exposicion detallada de
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esta segunda modalidad de aplicacidén de la técnica de las

funciones barrera.

3.Nota.

E1 método dé perturbacion utilizado por Rosenblat
(1980) y el de bifurcacidn utilizado por Cushing (1980a)'
no proporcijonan cotas de la amplitud de todas las sofucig
nes periddicas.Por otra parte, de Mottoni y Schiaffino
(1981) que utilizan la técnica del operador de traslacién,
o de Poincaré, si obtienen resultados sobre la estructura
qlobal de todas las soluciones, pero no disponen de méto
dos constructivos que permitan precisar las regiones que

contienen todas tas soluciones T-periddicas de (1)..
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CAPITULO VII.APLICACION DE LA TECHICA DE LAS ‘FUNCIONES PARPRERA.

1.Introduccidn.

En el presente capitulo demostraremos la existen
cia de soluciones periddicas para las ecuaciones de intera
ccion entre dos especies en varios casos.fn primer lugar
tratamos de la competicidon, que ya fué estudiada en el ca '
pitulo IV con unas condiciones que hacian relativamente
sencilla la construccidn de una funcién auia.Aqui demostra
remos la existencia de soluciones periddicas en los casos
excluidos del capitulo IV.A continuacidn. y con la misma
técnica, probaremos que las ecuaciones del modelo conocido
como simhiosis o mutualismo tienen o no soluciones perig
dicas seqlin- sea mas o mencs débil la interaccidn entre las
dos especies en un sentido que se precisara mis adelante.
Siempre que se afirme la existencia de soluciones periddi
cas, el mismo métddo de la demostracidn nronorcionard una
estimacién calculable de Ta amplitud de dichas oscilacio

nes.
2.Competicion.

2.1.Sean u y v dos especies cuyo comportamieato se ridge

por el sistema de ecuaciones de Volterra-lLotka
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Q.
[~

t=U(b|-C|1U‘szV)

~

(1)

[=%

|

v
t=V(bz'C11U'szV)

Qal

1onde bi’ Chg SON funciones periddicas positivas con el mismo

neriddo minimo T, b, (t+T)=b,(t) para todo t, etc. De la mis
ma forma gqaoe en el cuarto capitulo, definimos

(2) Bf%—{T by(s)ds, by=min b, (t), By=max b (t)

y analogamente Cij’ci!’ c1j .

Las condiciones
{3) By €y 2>B1 €2z ByC21>B2Cyy
aseguran que el sistema

X 0=u(B,-C“u-C”v)
du
(4) (b=5%)
V=V(B:-Czl U-c;zV) H_E
icuyos coefecientes son los promedios de los coefdcientes de
(1), tiene un {nico punto critico estrictamente positivo
(en el primer cuadrante) y que es 1nestable(*).La comproba

icion de este hecho es inmediata y el que aqui 1lamemos 1la

(*) (E1 caso en que dicho punto es estable se estudié ante
riormente. Yease IV.2 y IV.4),



79

atencidén sohre é1 se dehe a que su sentido hinldgico es la
motivacion nara las condiciones que vamos a imponer a (1).
Fn efecto, si supusiéramos que las especins rivales u,v vi
ven en un wedin amhiente invariahle con el transcursa del
tiempo, tomariamos el sistema (4) como mndeln matemdtico vy
1a observacién precedente sobre la inestabilidad del inico
punto criticoe positivo (u,v) de (4) nos llevaria a la con
clusidén de que ambas especies u y v no pueden coexistir:
la mds pequefia desviacion de {u,v) respecto a las dos ini
cas trayectorias que tienden a (u,v) daria Tuoar a una nue
va trayectoria que tenderia a un punto critico sobre uno
de los ejes de coordenadas, es decir una especie se extin

quiria.Si ahora suponemos que los parametros, bi’ . que

C. .
1]
describen el medio ambiente, son funciones periddicas, es
decir, que el sistema (1) es un modelo mis ajustardo a la
realidad y que (4) es una simnlificacion de (1) la prequn

ta que nos nlanteamos es épodrian cocxistir las especies

uy v reqgidas por (1}?.

Se trata, por tanto, de formular unas condicio
nes sobre (1) que impliquen las condiciones (3) v, fundamen
talmente, que aseauren la existencia de soluciones perid

dicas no triviales de (1}.

Con este nlanteamiento pretendemons formalizar y
dar respuesta al prohlema, suderido por "remermann (1979),

que formuldbhamos en I.1.IDbs mutantes de E.foli, uno de los
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cuales no metaboliza la glucosa mientras que el otro no
puede metabolizar lactosa, estarian abocados a la extincidn
de uno de ellos en un medio invariable y, por ejemplo, po
bre en lactosa.Perc supongamos que la glucosa es abundante
en invierno y la tactosa en verano, !podrian coexistir las

dos poblaciones en tales condiciones neriddicas?

Por otra parte, &ste es un cuadro distinto del
que proponen Koch (1974) y Cushing (19803) en el cual una
catdstrofe periddica afecta simultineamente a ambas espe

! des.,

2.2.Teorema
Sea el sistema (1).Si, con la notacidn (2), se

cumplen las condiciones
(5) byc12>b1C2a '_!_15_2|>an11

entonces (1) ttene al menos una solucidn pertddica estric
tamente positiva.
Nemostracién.

Puesto que buscamos soluciones estrictamente po

sitivas ,excluimos Vas triviales con el cambio de variables
que se introdujo en el capitulo II.

u=e x=log u
v=eY y=log v

con 1o cual el sistema (1) toma la forma
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. X
X=hy-cyye -szey

(6)

. X
¥=byrCrye”-cyz e’

y todo lo que hemos de demostrar es que (A) tiene solucio
nes T-periddicas.

En la figura 1 hemos bosquejado el campo e

= b
~ - Q'
[ <l
9 e :\'
_':_1 \‘i: <
R T — — 4 a0
TT - — T AT T~ G,
- \.M_\ T~ N
o T N .
\ \\ 3"\\ f\
\ |
\ \
T_ | J~> A ! \
g 1 N
! o
Figura 1

direcciones del sistema (6).A1 ser los coeficientes funcig
nes de t, no hay nuntos criticos y el lugar de los puntos
donde x=0 & v=0 se mueve periddicamente en el plano de las

fases entre las posiciones extremas a, v ﬁm

. q
nectivamente, definidas como sique

q‘":[ (X ,,V) lb_] -E| 1 EX-Et 2 ey=0}

- X
Gm={(x,y)|h,-g,,e -glzey=0]
qp={(x,y)|§2-6;,ex-Ezzey=0}

o=l (G y) By cpr e -cop 0?0}
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donde la notacidn m,p (m=%fr.p=%f;) alude a una de las asin

totas de las curvas que acabamos de definir:x=1og m, x=log m

para g ,6 e y=log p, y=log p para gp,Gp.

La familia de ecutaciones auxiliares

%=\ (by -¢yy e%-craeY)
(7) , Xe[0,1]

y=k(b2;c2;ex-czzey)

tiene, para A#0, el mismo campo de direcciones que (6) y,
segiin el teorema 5.8 del capftulo 111, habremos demostrado
que (6) tiene soluciones T-pertddicas y,por tanto,(1l) so
luciones T-periddicas estrictamente positivas si probamos
que existe R>0 tal que

(a) para todo 2e(0,1] toda posiblie solucidn T-perid
dica de (7) verifica

HHOy) [ f=sup [(x(t),y(t))[#R

(b) Cualquier raiz (p, ,p, ) del sistema de ecuaciones

0=f1,o(PnDz)EB:-Cnep'-clzep2
(3)
0=f, ’o(Dl +D2)=B2-C2y ep"czz eDz

es tal que |(p;,pz2)|#R.

{c) E1 grado de Brower de la aplicacidn fo,:R?+R? defi

nida en (8) es no nulo,

d(f,,B(0,R0,0)#0.
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NDemostracidn de (al.

Tenemos que hallar una bola 3(0,2) tal aue toda so
lucidén T-periddica de (7) permanezca en B(0,R).

Tomemos la funcidn barrera Y=y-log o y Q;=R?.De
aqui en adelante ¢ designard un nimero positivo pequefo.So
bre Vy=k con k>0, la derivada de V¥, a lo Yargo de soluciones

de (7) es

V, =X(bz-c“ex—c“ey)<0

¥y, por el lema 4 del capitulo ¥!, todos los puntos por enci
ma de 1a recta V,=0 son puntos sin T-retorno.Por tanto, toda
solucidn T-periddica estard en la regién 7, sitwata bajo la

recta V, =0,

Vize
4
Vzo
0,
!
~
~
\G“‘\
A x
N\
~
N ﬂm A
N i
A |
. ,'
o T V;-:O
: ) \ 1 — ] [}
! 2 0 o ! I
| 7 e 'mjl'_l N 3m
; “en toyn
l €y 3 ( ],

Figura 2
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Tomemos, en Q,, la funcidn V,=x-log m.Para todo
k>0 se tiene ¥,<0 sobre V,=k y de nuevo por el lema VI.4
se sigue que la regidn Q,, donde deben encontrarse todas
las soluciones T-periddicas, es la regidn bajo la recta

Vi=0 y a la izquierda de la recta V,=0.

En Q4 definimas la funcidn V &(x-%x¢)(y-Ye). Si

b, b,
tomamos xg=log——, yo=l0og—— se puede hallar un nimero R,
C2y Cy2

suficientemente grande para que la rama inferjor de la hi

rérbola V4=R, esté debajo de las curvas 9n ¥ 9p Y la ra

p

ma superior sobre las curvas Gp y Gm.Estudiemos la deriva

da

VEk(y-yo)+y{x-xo)
para ese R 4. Sobre 1a rama inferior de V &R, tenemos %>0 e
¥>0, de forma que V «0.Sobre la rama superior de VR, te
nemos %<0 e y<0, de forma gue V «0.Los mismos resultados
son validos para cualquier R2R,.Se tiene, por tanto gue
las soluciones T-periddicas estdn en una regidén,Q,, conte
nida en Q3 y mds pequeha.

Pero,utilizando las condiciones (5), podemos con

seqguir un resultado todavia mejor.Sean x°=log(%§r+e) e

yo=log(%f;+é).Podemos elegir R, suficientemente grande pa

ra que la rama superior de V,#R, esté sobre las curvas
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Gp y Gm y la parte central de la rama inferior bajo las

curvas gy qp (véase la figura 2).

La derivada de V, es
Vs’i(Y‘Yo”(X-Xo)y=l[(bt‘Cllex-clzey)(Y-Yo)*

.+(X‘xo)(bz-czxex-szey)]-

El término (x-Xxo).y es positivo en la parte was
exterior de la rama inferior de la hipérbola que se encuen
tra en el segundo cuadrante (x>0,y<0),pero estd acotado.
Por otra parte, X es positiva y a distancia positiva de ce
ro, con 1o cual podemos hacer que el otro término,x(y-yo),
sea negativo y muy grande en valor absoluto eligiendo R,
suficientemente grande.De esta forma se tiene ¥V g0 en el
segmento de la rama inferior que estamos considerando.Ndote
se que la condicidn b, cay>ho¢yy es necesaria para la cons
truccidn efectuada.Utilizando la condicidn byc;2>biCz2 se
demuestra andlogamente que V<0 en la parte mias externa de

la hipérbola situada en el cuarto cuadrante (x<0,y>0).

Por el lema VI.4, todos los puntos situados bajo la
rama inferior de la hipérbola V,;=R, son puntos sin T-retor
no.lLa regidn 9, estd limitada por las rectas V,=0,V,=0 y la

rama inferior de V 4=R,.

Sea -R,<0 la abscisa del punto de interseccidn de

la rama inferior de.V4=R, con G .Definamos Vi=x+R,.En @,
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los puntos de la recta V,=k, para todo kg0, estdn por enci

ma de 1a curva G .Por tanto, %<0 y, evidentemente, V4<0

sohre esa recta.Los puntos a la fzquierda de V,=0 son,pues,

puntos sin T-retorno.

Sea <Rk 0 la ordenada del punto de interseccidn

de 1a rama de V<R gy con G _.Definimos Ve=y+Ry.En Q., y para

p

todo kg0, los puntos de Ve=k estin a la derecha de Gp.Para

tales puntos <0 y V< 0.Por tanto, todos los puntos de @,

bajo la recta Vs=0 son puntos sin T-retorno.

Finalmente, si elegimos R'=max{7ﬁf+ﬁ§,/ﬁ?+§§,/RQ+R§}.

se sigue que todos los puntos del conjunto complementario de
la bola B(O,R') son puntos sin T-retorno.Eso demuestra que
toda solucidn T-periddica de (7) permanece en B(0,R') y con

cluye esta parte (a)

Demostracidn de (b).

Un sencillo cdlculo prueba que las condiciones (5)
implican que el sistema de ecuaciones (8) tiene una {inica
raiz (p; ,pa).Para un valor apropiado R3R',el punto (p, ,p,)

estd en el interior de B(O0,R) y por tanto |{(p,.p2)|#R.

Demostracion de (c)

Se trata de calcular el grade de B8rower de f,.Pero
fo es una funcidn de CE(R’) y tiene un Gnico cero en B{0O,R).
F1 jacobiano de f, es distinto de cero si C;;C23-C12C,; 10
es y eso es una consecuencia de las condiciones (5).Por tan

to el grado es no nulo.
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Habiendo comprobado las condiciones (a),(b) y (c)
hemos probado que el teorema II[.5.8 se aplica a (6).Exis
te pues al menos una solucidén T-periddica de (6) en B(O,R)
y,correlativamente, una solucidn T-periddica estrictamente

positiva de (1). c.qg.d.

2.3.Nota.

Obsérvese que el nimero R encontrado en el trans
curso de l; demostracidn ya nos ofrece una primera cota de
la amplitud de las soluciones T-periddicas de (7) y,por
tanto, de (1):todas ellas estdn en la bola B(O,R).De hecho
se puede afinar mis la construccidn y demostrar que todos
los puntos fuera de las bandas Gm-gm y Gp-gp son puntos

sin T-retorno.
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3.5imbiosis

Consideremos ahora las ecuaciones.

0=u(by ~cyyutcy zv)

(9) ) bi’cij funciones T-perid
V=v(by+cayu-cap v) dicas de t.

que difieren de las de 1a seccidn previa en el signo de los
coeficientes cya,C2y.Es claro que si alli medfan la influen
cia negativa de una especie sobre el crecimiento de 1a otra,
aqui maddrdn la influencia beneficiosa. Dk la misma forma
aque las condiciones (5) de este capftulo y las (2) del ca
pitulo IV plantean situaciones: dstintas, aquf distinguire
mos dos casos

_65211222'611221>0 y T':'C||sz-C|zC21$0
que, para el sistema promediado

U=u(By ~Cy, u+Cyov)

v=v(B24Cy, u-Cy,v)

corresponden a que exista o no un punto critico no trivial
en el primer cuadrante.

Para el caso #0 demostraremos que existe al menos
una solucidén T-periddica no trivial.De la demostracidn de
ese hecho se deducird ademds un procedimiento constructivo
nara acotar la regidn del primer cuadrante donde se encuen
tra la grdfica de la, o las, soluciones T-periddicas.Para
el caso Ag0 demostraremos que no existe ninguna solucién
T-peridédica no trivial.Para los dos resultados se utilizard
la técnica de definir funciongs barrera y demostrar, por
aplicaciones sucesivas del lema VI.4, que determinados pun
tos son puntos sin T-retorno.
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3.1.Cas0 A =C;1C22-C12C21>0

3.1.1.Introduccién.

Con el cambio de variables habitual

(9) se transforma en

%=(by -y X+ ¢y eY) - g
y=(by+cyyeX-cy,eY)

y hay una correspondencia biunivoca entre soluciones T-pe
ri6édicas de (10) y soluciones T-periddicas no triviales
de (9).

29, Y Gp de la siguien

(]
'‘Definimos las curvas Gy G n

m
te forma

gm=( (X;y) lt‘)l —El 1 €x+§l ZE‘Y:()}
6=l (x,¥) 161 -c11e”+&),eY=0}
gp={(X»Y)l92+9z|ex-ﬁzzey=0}

GD=€ (ng) I Bz "'Etl ex-g“ ey=0}

y vamos a demostrar dos lemas que den alguna luz sobre su
forma y posicidn.(Notese que las cuatro curvas tienen asin
totas de pendiente 1 para x++¢ y que ademas, gm,Gm tienen
asintotas verticales y gp,Gp horizontales).

3.1.2.Lema

Las curvas Gm y Gp tienen un Gnico punto de inter
seccion F=(F, ,F2).La semirrecta b, de ecuacién

y=x+F, -F, x>F,
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no corta a Gm ni Gp y estd en la regi&n abierta formada por

los puntos (x,y)eR? tales que
(11) B!'Ellex+alzey<0

- b3
ba+Cay e -Ezzey<0 s

os decir los puntos situados bajo 1a curva Gm y por encima

de la curva Gp.(yéase la figura 1),

I Gm

Fiqura 1.
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Demostracion

La condicién
£=C11C22-C12C21 30
impliica que las rectas de ecuaciones

5L'§11U+Exzv=0

by +C2yu~caav=0

se ‘cortan en un dnico punto y que las coordenadas de dicho
punto son estrictamente positivas.Por tanto, las curvas Gm

y Gp‘ obtenidas de dichas rectas por la biyeccidn (3), tam
bien se cortan en un solo punto.Asi se tiene la primera
parte del lema.

Sea ahora h>F, .Trazamos la recta y=h y 1lamamos
1(h) a la longitud del segmento de esa recta comprendido
entre Ta semirrecta b y la curva Gm,

.= _h
1(h)=h+F; -F2 -log 54*—25—9-

es decir, la diferencia eéntre las ahscisas de los puntos
de interseccidn de y=h con b y Gm,respectivamente.

La funcidn 1 es continua,derivable y se tiene que

- h

(12) “Gh=1(h)=1-828 o
51 +Cyae

con

De (12) y (13) se deduce ficilmente que los puntos
de b verifican la desiqualdad (11), en otras palabras que
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b estd debajo,0,si se quiere, a la derecha de la curva
Gm.La posicidn respecto a Gp se encuentra anilogamente y

eso termina la demostracidn del lema. . c.q.d.

3.1.3.Lema

Sean (a,8) ¥ (p,q) dos puntos de 1a semirrecta
b definida en e) lema anterior con o<p B<g.Sean &, ,5, las
longitudes de 1os segmentos de las rectas y=g, x=a com-
prendidos entre b y Gm, para y=8, y entre b y Gp, para

x=oa.Sea (x,y) un punto £al que
(14) 51'2119x+enzey20
B<y<q

(o,respectivamente 6,+E,.ex-g,,ey;0. a<x<p).Entonces

Ix-p|>6,

(o,respectivamente, |y-q|>8,). (Véase la figura 2)

==
x
\
-
r
a

(=)

—_— - - =
|
!

Figura 2.



a3

Demostracion

fon la notacidn del lema antarior, ncr ser w<a v

~

estar (x,y) en la renidn a la izquierda de wn,condicién

(14), la nroniedad (12) de 1 impnlica que

Ix=pl31(v)>1{a)>1(R) =%,

3.1.4. Segiin el lema 3.1.2, el campo de direcciones del
sistema (10), asi como del

(15) 2=\ f(t,2) LISP

tiene el asnecto que ofrece la fiqura 3 con m y p definj
dos asi

_bi (t) _bha(t)
m(E =TT rlt) =g TET

y siendo m,n los minimos de m(t), n(t).
Las franjas comprendidas entre las curvas 6 -a_

6 Gp-qp son las reqiones donde puede anularse alauna de

las dos componentes del camno, % & ¥.

Fiqura 3.
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Pretendemos demostrar sucesivamente que

{a) todas las posibles soluciones T-periddicas x(t),y(t)
de (15) cumplen la condicidn

(x(t),(y(t))yga8(0,R)
nara cierto /RS0,

(b) el sistema de ecuaciones

fl’o(an)EBl‘cllex+c1zey=0
(16) .y
fz‘o(X;Y)EBz+Czle -C22e"=0
donde B,=1rTp (s)ds, C =lch (s)ds, tiene una inica solu
i°Te °4 » Y4577 Cig ’ u
cion (xo,ys) que no pertenece a 3B(0,R).

{c) el grado de Brower de la aplicacion f, definida por el
primer miembro de (16) es no nulo,

d(fo,B(o,R),O)#O.

Una vez que hayamos probado (a),(b) y (c) estaremos
en ¢ondiciones de aplicar el teorema I111.5.8.

3.1.5.Teorema
Sea el sistema (9) con la condicidn

€11C22-Ci2C21>0

Existe al menos una solucidn T-periddica no trivial
de (9).

Nemostracidn,

Teniendo en cuenta el teorema III.5.8. basta que
probemos los resultados {a),(b) y (c) de la introduccidén pre
cedente.

{a) vamos a definir funciones barrera que, por pasos sucesi
vos, van a ir restringiendo el dominio donde puede encontrar
se la grdfica de cualquier posible solucién T-periddica de
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(15).De esta forma, partiendo del dominio Q,=R? l1legaremos a

Q4 acotado, es decir, habremos demostrado que existe R>0N tal

que, para toda posible solucidn T-periddica de (15}, (x(t),y(t))
(x(t),y(t))en cB(0,R) vt

y, por consiquiente,

¢ {x(t),y(t))£3B(0,R).

L]

Como acabamos de decir, (4,=R?

gm
~
Y G
v -
b
_ 7
Aysned L - RO G
— *‘Z—-— — e - r
" g < ~. ’
ALeN pa 8 / - \ T . ﬁi’
4 //L Ly 5= L
/ / - g -~ \/’
A b~ A - !
' 7 % A 1 |
|+ S B AR
s 7 \
// '
—| / 1
|
Sz !05'! / | —_—
0 / / A, A sN AyeNvy
Figura 4.

y pretendemos llegar a Q3 que estd comprendido entre cuatro
rectas definidas como sigue.
Como en el lema 3.1.2, Ylamamos F=(F;,F,) al punto
de interseccién de Gm y Gp.Por F trazamos la semirrecta b,
de pendiente iqual a 1 y sobre ella tomamos un punto A=(A,; ,A,)
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can

Al =F1 +n
n>0 .
Rz =Fz4n

S denota al punto de interseccidn de la curva gp con la recta
x=1og m, asintota de I $=(S,,52).Entonces las cuatro rec_
tas que definen Q4 son, véase la fig.4,

x-log m=x-5,=0

y-S2=0

X-Al =0
y-R2=0

Veamos, sucesivamente, que los siguientes puntos
son sin T-retorno.

(a.1) Puntos situvados a la izquierda de x-log m=0.
En efecto, 1lamando

Vi(x,y)zx-Tog m,

los puntos (x,y) tales que V,(x,y)=k,¥k0,verifican que
Vi(x,y)=2>0

y por tanto son sin T-retorno segin el lema VI.4,
Definimos @ ={ (x,y)eRe|x>l0og m} y estudiemos

(a.2).Los puntos de 9, por debajo de la recta y-S,=0.
Si definimos

Va(x,y)=y-S,
se tiene que para todo k0 los puntos {x,y) de Q, tales
que V, (x,y)=k verifican que

vz(x»7)=y>0

Como todas las posibles soluciones T-periddicas
estan en 2, por el resultado anterior, se puede aplicar de
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nuevo el lema VI.4, y dichos puntos son sin T-retorno.
Sea Q,={(x,y)eq, |y>S2} y estudiemos

{a.3) Los puntos,9;,de @, a la derecha de x-A,=0 3 por en
cima de y-A,=0.
Dividamos Q7 en zonas ZN definidas de la siguiente

manera

ZN={(x,y)|A,+N<st,+N+l,S,<y5A,+N+1]U
Ul (x,y)|10g mexcA; +N+1,A; +Nc yg Ay #N+1)

N=0,1,2,....
(véase l1a figura 4).
Vamos a hacer pasar por cada punto (E,&)eZN la ra

ma inferior de una hipérbola equilitera de ecuacidn

(x-p){y-q)=¢?
con (p,q) un punto de bn(ZNUZN+1) cuyas coordenadas asi co
mo el valor del pardmetro € determinaremos de forma que la
funcidn

Valx,y)=(x-p)(y-q)

sea barrera sobre los puntos de Ta rama inferior de dicha
hipérbola.

E1 siguiente lema describe una primera determina
cidén de los pardmetros p,q,e.

3.1.6.Lema.

Dado un punto (i.&)eZN
1. Existen ternas de niimeros p,q,ec tales que (x,y) pertene
ce a Ya rama inferior de ta hipérbola (x-p){y-q)=€2.
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2.5 p,q,c es una.de tales ternas, para todo e'<e existen
p',q' tales que p',q',e’' sigue verificando 1 y se puede
elegir ¢' de forma que ademds se tengan las dos propieda
des siguientes.

2.1. Los ejes de la hipérbola (x-p')(y-q')=¢'?,x=p', y=q°',
se cortan en un punto (p',q') de ZNUZN+1 que pertenece a
la semirrecta b de ecuacidén y=x+F, -F; .

2.2. La porcidn de rama inferfor de dicha hipérbola compren
dida entre sus intersecciones con las rectas x=log m,y=$,
estd contenida en ZNUZN+1'

Demostracidn.
Por definicidn de ZN se tiene al menos una de las

dos posibilidades siguientes
(17) Ay +N< X Ay #N+1, Sa<yc Az +N+1

(18) Ay +N< y< A, #N+1, Sy=log mxg Ay +N+1.

Supongamos,para fijar las ideas, que se verifica
la segunda y sea, ademids

922"":2 -F;

(En los restantes casos, y<x+F,-F, 6 (17), la demostracion
se hace andlogamente).

Elijamos un q cualquiera tal que y<q y definimos
p=q-F, +F,

(19) e?=(X-p)(¥-q).

(Esta dGltima igualdad es posible porque
q>y2X+F, -Fy

implica
p=q-Fz +F, >x
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y, por tanto, los dos factores de (19) son negativos).

Con las anteriores definiciones, es ficil ver que
los nimeros p,q,e verifican la parte 1. del lema.

Sea ahora e'<e.La funcidon ¢:R»>R
d(x)=(x-x+F2-Fy ) (¥-x)

definida a partir del segundo miembro de (19) es continua
y mondtona creciente para y2y (¢(x)=-(y-x)-(x-x+F,-F,)>0)
y como se anula para x=y y vale e para x=q existe un va
lor q' tal que

y<q'<q
¢(q')=(x-q'+F2-F, ) (y-q')=¢€'?,
es decir
(20) (x-p'){y-q')=¢'? con p'=q'-F; +F, .

Esto prueba.la primera afirmacidon de la parte 2 del lema.
Por otra parte, de (18) se tiene

y< Ay +N+2
y.,para un e¢' elegido convenientemente, se puede volver a
utilizar la continuidad y monotonia de 4 y su inversa para
obtener q' que verifique (20) y

Ay #N< y< q'< Ay #N+2
todo 1o cual implica el aserto 2.1.

Finalmente, si definimos
€o=).’-A1 -N
tambtén por (18) se tiene que eo>0.Entonces, volviendo a
1tamar ¢' al valor minimo entre e, y el ¢' obtenido para
2.1, el punto (p'-e',q'-€'), de interseccidn de la hipér
bola de ecuacidon (x-p')(y-q*)=c'? con la semirrecta b,
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verifica
(p'-e',q'-e")eZ VI,

pues
By +N=y-eody-e'<cq'-e'<cq'< Ay +N+2
Ay #N=Ay +F ~F #N<q' +Fy -Fa-e'=p'-g'<p'<Aj #N+2

Nebido a 1a forma de ZNUZN+1 y la hipérbola, lo mismo ocu

rre para el resto de los puntos de la hipérbola menciona_
dos en 2.2. y eso completa la demostracidn del lema.

c.q.d.

Sea ahora (x,y)eQ; arbitrdario, N un nimero natural
tal que (i,i)eZN Yy p,q,c nimeros reales satisfaciendo todas
las condiciones 1,2.1 y 2.2 del lema 3.1.6.

(En el razonamiento que sigue podrd ser necesario
tomar para € un valor inferior al valor de partida recien
mencionado y,correlativamente,alterar los valores corres
pondientes de p y q.E1 lema 3.1.6 asegura que tal modifi
cacidn es legfitima en el sentido de que siempre podremos
contar con los asertos 1,2.1 y 2.2 de dicho lema).

Definimos la funcién V 4:0;+R

Va(x,y)=(x-p)(y-q)

y vamos a demostrar que, para e suficientemente pequefio,el
lema V1.4 se aplica a la funcién V, sobre los puntos (x,y)
en los que V4(x,y)=¢?.Es decir, probaremos que Vs es fun -
cién barrera, los puntos mencionados son sin T-retorno y,
como {X,y) es uno de ellos, habremos demostrado que todes
los puntos de Q7 son sin T-retorno.

Estudiemos primero la regidn abierta situada entre
las curvas Gm y Gp.La comprobacién del lema V1.4 no ofrece
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dificultades pues
(21) Va(x,y)=2(y-q)+(x-p)y>0

_para los (x,y) tales que Valx,y)=e?.(Los cuatro factores:
X,y-Q,X-p,¥, son negativos).

Veamos que ¥V, es también positiva en el resto de
1a hipérbola V.(x,y)=c?.Por ejemplo, y para fijar las ide
as, en los puntos (x,y) a la izquierda de la curva G,

By -cile*+&ieY30,

siendo aniloga la demostracidn para los puntus por debajo
de Gp.Sobre tales puntos se tiene que

Vax,y)=x(y-q)Hx-p)y

donde el término (x-p)y es positivo mientras que x(y-q) pue
. de ser negativo.Vamos a probar que se puede elegir ¢ de for
ma que

[%(y-a) < | (x-p)¥|

y,por tanto, Vs{x,y)>0.Para ello acotaremos inferiormente
los términos |x-p| e |y| y superiormente los |x]|,{y-q].

Tomando a=A; +N,B=A,+N y (x,y) en la hipérbola
Vax,y)=e? el lema 3.1.3 implica que

(22) 'X*pl>61
y por tanto R
(23) ly-al<%-,

que son dos de las cotas que buscamos.Por otro lado, el
conjunto donde nos encontramos (puntos de ZNUZN+1 situados

(*)

en 6§ a 1a izquierda de la curva Gm) es compacto y en é1

T*) En todo xigor para que sea compacte hay que afadirle un
segmento de la recta x=log m que no estd en ZN"ZN+1’ pero
eso no afecta a la validez del razonamiento.
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la funcidn continua y pertddica

|9(t)|=A feaa (t)e¥-by (t)-cay (t)e¥)

es estrictamente positiva para todo te{0,T].Es decir,exis
te M; >0 tal que

(24) [913M: .

Finalmente,por lo que se refiere a lt[,si £ es menor o
igual que cero, &(y-q)>0 y por tanto V,0.En consecuencia,
supondremos %>0 con lo cual

(25)  R=|R]=A by (£)-c1y (t)eX+cra (t)eY1<h (By +Ey e *N42) 2,
bDe (22),(23),(24) y (25),y suponiendo 2>0,

(26) ¥ 3(x,¥)=4(y=a)+(x=p)§>-Hy S+, 6,50

si tomamos e’<5§6§ y (x,y) tal que V,(x,y)=e?.

Con la observacidn precedente sobre el signo de %,
(21) y (26) concluyen este apartado (a.3) pues, de acuerdo
con el lema VI.4 prueban que todos los puntos de ta hipér
bola de ecuacidn V4{x,y)=e? son sin T-retorno y, como se
puede hacer pasar una de tales hipérbolas por cualquier
punto (x,y)eRs, todos los puntos‘de Q7 son sin T-retorno.

Resumiendo los apartados (al),(a2) y (a3) tenemos
que todas las posibles soluciones T-periddicas (x(t),y(t))
de (15) se encuentran en el dominio acotado Qs definido
en las padginas 95 y96 y,por tanto, existe R; >0 tal que

(x(t),y(t))¢gas(0,R, ).
—

(b) De 1a hipdtesis Ex;Szz-E[zEz'>0 se deduce ficilmente,
de forma analoga al lema 3.1.2, que la funcidn f, defini
da en (16) tiene exactamente un cero (Xg,¥e).En consecuencia
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se puede &legir R, 3R, tal que

(Xo,Yo)#3B(D,R,)

(c) Como la aplicacidn f,

f.,:(x,y)ekz*(Bl -C||Ex+c1 zey,Bg+Czl ex-C“ey)eR’
es continuamente diferenciable,

d(vaB(os Pz ) »o)=59n J(fo)(xo’yn)
donde J(f,) es el jacobiano de f,

-C”ex C; zey

f.)e =exey(C|1sz-C:zCzl)2
‘-‘( 0) X y
Ciy e -Cyze

39.19::-C12C21>0

es decir
d(fo ,B(O,Rz );0)#0.

Finalmente, de (a),(b) y (c) (ndtese que (a) tam
pién es vilido para B(O,R,) por ser R,3R, )}, deducimos que
nos encontramos en las hipotesis del teorema IT[.5.8 y
por tanto, que existe al menos una solucidn T-periddica de

(10) y una solucién T-periddica no trivial de (9). )
c.q.d.

3.2. Caso Cy31C22-C12€21<0
3.2.1.Nota

Vamos a probar que la presente hipdtesis,? <0,ha
«ce crecer ambas especies ilimitadamente.fEso nos hace pen
sar que la condicién 2 >0 no es uno mids de los posibles
casos que se presentan al estudiar el modelo, sino que
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forma parte del mismo modelo.Reconociendo todas las diferen
cias entre los dos modelos, se trata de algo andlogo a lo
que ocurre con la ecuacién logistica

(27) y'=y(b-cy)

donde nada se opone, desde el punto de vista del andlisis,
a considerar el caso c<0.5in embargo,(27) con c<0 carece de
sentido como modelo que pretende corregir la excesiva sim
plificacion del crecimiento exponencial (y'=by) y,simplemen
te, no se estudia en ese contexto.

En relacion con este punto pueden verse los modelos
propuestos por Frauenthal (1979),Hirsch-Smale (1974),May
(1973) y Cushing 09753) y observar que, sean o no el mismo
que el nuestro, todos ellos incluyen alguna hipétesis tan
restrictiva o mds que nuestra condicion 2 >0,

Es elemental comprobar que las curvas 9y ¥ gp (véan
se las definiciones en 3.1.1 y 1a figura 5) son, respectiva
mente, convexa y cdncava y tienen como asintotas las rectas
de ecuaciones

= QLL ‘
(28) y=x+log o para g,
Cay
{(29) y=x+log — para 9p-
C22
b}

Loy

T~

Figura 5,
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La condicién El,Ezz-glzg,,<0 implica, por tanto, que
gp Y 9, no se cortan y que, a fortiori, las bandas gp-G y

p

gm-Gm tienen interseccidn vacia como aparece en la figura 5.

En relacion con este hecho hay otro resultado que

enunciamos a continuacidon y utilizaremos para la demostra_

ctdn del prdoximo teorema.

3.2.2.Lema.
Sea d>0 la distancia entre las rectas paralelas

(28) y (29).Sea R,2109 m arbitrario y definamos R,

R

430 de la siguiente forma:Rv
Y
I¢
//’
i
Rvn“‘“—‘"‘" - '_1)
////l .
I v
\\J ! o
d \\ ] 9m
R Y& T (v
vei |
_ |
, |
e Rv ]
0 // R X
(7%}
Fiqura 6

‘Demostracion.

Basta ohservar que Rv

+1

+3

+1’Rv+2’
es la ordenada del punto
de interseccidon de la cur
va gp con la recta x=Rv;

R,4o €s 12 abscisa del pun

to de interseccidn de la
curva g, con la recta

y=Rv+l‘ R\)+3 es la ordena

da del punto de interseccidn
de ¥a curva gp con la recta
x=Rv+2.

(Véase la fiqura 6).

Existe k>0 tal que Rv+3'

-Rv+1>k y RU+2-RV>k y el va

lor de k no depende del ni
mero de partida R .(Un va
lor de k es,por ejemplo,
k=v/2d).

-R es mayor que la longitud

v+l
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del segmento de la recta x-—-R\’+2 comprendido entre las rectas

(28) y (29) y Rv+2-&, mayor que la longitud del segmento
analogo para la recta y=RV+1.Dichas longitudes no dependen
mas que de la distancia d entre las rectas (28) y (29) y va

len exactamente v2d. c.q.d.

3.2.3.Teorema.
E1 sistema (1) con Ya condicidn

Ellézz'glzgzl<0
no tiene ninguna solucidén T-periddica no trivial.
NDemostracidn.
_Vamos a definir una sucesion decreciente de regio
nes anR’con la propiedad de que cualquier posible solucidn

T-periddica de (10) tiene su grdfica en 0,.%,-A continuacion
probaremos que la interseccidn de todas las regiones Q, es

vacia.Con eso se habrd demostrado que no existen soluciones
T-periddicas de {10) ni, por construccidn de dicho sistema
(10), soluciones T-periddicas no triviales de (9).

Si definimos
QQ=R2
Vy (x,y)=x<R} Ri=log m
se tiene que
\ (X 9.Y)=i>0
para todo punto (x,y) tal que

(x,y)eCy = (x,y)eqqs{Vi(x,y)=k, ksO}

Por el lema V1.4, tales puntos son sin T-retorno y,
por tanto,todas las posibles soluciones T-periddicas de (10)
estdn en

Qs =0 (x,y)eoRy<x}={ (x,y)6R? Ry <x)
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X

Fiqura 7.

Si R, es 1a ordenada del punto de interseccidon de la
curva gp con ta recta V,=0, véase la fiqura 7, definimos

Vo (x,y)=y-R,

y tenemos de nuevo que
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Yz (xt.Y)=y>0
Vix,y)eCy (=l(x,y)em |V2 (x,y)=k, k¢O}

y que la regidn
Q2 =( (x,y)em |Ry<y)={(x,y)eR? |Ry<x, Rp<y}
contiene todas las posibles soluciones T-periddicas.
V,sQ, se definen a partir de V_ 4,0 _, de forma

andloga a la descrita para n=1,n=2 y,también de forma and
loga, se prueba por induccidn que todas las posibles solu
ciones T-periddicas deben estar en

nn={(x,y)eR2IRn_1+i<x,R"_1 <y, =0 si n es par,

i=1 si n es {impar), L

Entonces sélo queda por probar que para cada pun
to (x,y)eR? existe neN tal que

(x,y)ga .
Pero eso es inmediato pues basta tomar meN tal que

;S Ry +mk
;s Ry +mk

con k>0 la cantidad definida en el lema 3.2.2.Por-el mismo
lema 3.2.2. se tiene

ng,+mk<R2m+l

ysR,+mk<R2m+2

y por tanto llamando n a 2m+2,
(x,y)ea,.
En consecuenc¢ia, hemos probado que ningin punto
(X,y) pertenece a todos los @_,es decir, su interseccién
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es vacia.Como las posibles soluciones T-periddicas de (10)
deberian estar en todos los Q. se deduce que no existe

ninguna. c.q.d.
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