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INIRODUCCION

El interés del autor por la Matemfitica de la Informitica
explica gque los origenes rcales de este trabajo deban situarse en -

la Teorfa de Algoritmos y en la Légica de Umbral., Cn este tipo de -

Ve

18gica, una funcién de umbral es una funcién ;

£:{0,J"— {0, 1] definida por

n
1 si - ax, Ys (1)

1

f( (xl, Xz, sesny xn)) =

para a , a

2’

0 si a,x, < s (2)

sees 35 s nlimeros reales dados, y donde sucle deno-

minarse a 3 el umbral de f. En ciertas aplicaciones y en particular

a lo largo de esta tesis estos parfmetros son simplemente enteros -

positives, (Hul[ 1965] y Muroga [1971] son referencias esténdar en
Lérica de Umbral).

Por otro lado, a la luz de la Teorfa de Algoritmos son PO

sibles tres puntos de vista para caracterizar un problema como "pro

blema resuelto®™ :

a)

(o]
~

S{ las dos primeras caracterizaciones han dividido a los »

Si se ha probado un tcorema de existencia de una solu

cién del problema.

Si se conoce un método capaz de construir una solucibn,
Si dicho m&todo converge en tiempo Gtil (por cjemplo

en un tiempo que no superc a la duracibn estimada de - ;

ia vida humana,.
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matemlticos respectivamente en no constructivistas y constructivis-
tas, originfndose a veces 8speras controversias entrc ambas escue-

las, razones hay para suponer que la tercera, mucho mds reciente —-
que las otras dos origine disensiones afn mis profundas. Pero nues-
tro prop8sito no es polfmico; Ginicamente deseamos hacer notar que -
la dltima caracterizacibén mencionada motiva los estudios recientes-
sobre la complejidad (o de su inverso, la eficiencia), de los algo~

ritmos,

El punto de partida del presente trabajo fue el intentar
caracterizar la complejidad computacional de la determinacibn de -
subconjuntos I de {1, 2, seey n} de cardinalidad minimal con res

pecto a (1) es deccir, tales que [(xi =1) &= 1elI] =
= [f(xl, Xos sees xn)= 1] y vJicI, [(xi= 1) &= 1 e J]
=== [ f( Xy Xgs eeey x“) =0). A lo largo del estudio de esta -~

cucstibn fuimos encontrando miltiples problemas que comprenden rela
ciones scmejantes a las de la definicién (1), (2). Asf por ejemplo,
en Teorfa de Grafos, Chvfital y Hammer (1973) introduccn los llamados
grafos de umbral, concepto desarrollado posteriormente por Benzaken

y Hammer (1977); e¢n Investigacién Operativa, el principio de decisibn
de la mayorfa,en problecmas de decisibn colectiva, permite tambifn uti
lizar modelos del tipo (1), (2); y as{ en una larga lista que no ca-
bria citar aquf, y cuya amplitud nos sugirif tratar el problema ini-

cial indcpendientemente del contexto de¢ las aplicaciones,

Esta tesis consta de 4 capftulos desarrollados todos bajo

la_Gptica de la Complejidad Computacional.

En el Capftulo O, presentamos una breve introduccibn hist§
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rica de este 84rea, asi como algunas definiciones y convenciones co-
munmente aceptadas. Nuestro objetivo no ha sido en este capftulo el
de introducir una serie de conceptos mediante el formalismo matemb-
tico que les es propio, distinto del utilizado en los capftulos si-
guientes, sino mAs bien el de proveer al lector de una base m{nima,
pero suficiente para comprender los desarrollos subsignientes. Las

referencias que se citan aportan dicho formalismo al lector intere-
sado y, en su mayor parte, constituyen fuentes de gran utilidad pa-

ra el investigador,

Nuestro estudio personal comienza con el Capftulo I, en =~
el cual desarrollamos tres algoritmos para determinar un conjunto I
para el problema definido anteriormente en esta introduccién que --

ademis tenga cardinalidad absoluta minima,

El primero de estos algoritmos: es intuitivo, el scgundo -

necesita ordenar totalmente y en forma previa a [al, B,y seey an}
el

de mayor a menor. El anflisis del tercero de los algoritmos propucs
Los revela que, para ciertos valores de n puede no ser ncccsario or

denar totalmente {al, A, ceey an} » dependicendo esta posibilidad

del orden inicial de presentacibén dc dichos clementos, Si bien no -
probamos que este algoritmo sea optimal, su complejidad es en todo

caso muy aceptable,

El Capitulo IT cmpieza con una gcneralizaci6n del proble-
ma antecrior: la determinacién de todos los conjuntos T minimales ==
por inclusién. fstudiamos la complejidad intrinseca de este proble-
ma, y probamos que es NP-completo, por lo que resulta inverosimil -
que admita algoritmos cficicentes. Tras adaptar un algoritmo existen

te para un problema similar de inecuaciones pscudo-booleanas, desa-
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rrollamos una modificacién que permite aprovechar con ventaja la PO

sible cxistencia de elemntos iguales en {al, Ay eevy an} .

Los resultados del capitulo II nos hicieron ver el interés
de caracterizar la complejidad media del problema estudiado. La difi
cultad y el ecscaso desarrollo hasta la fecha de este tipo de estudio;
nos llevaron en el Capftulo III a estudiar herramientas de la Esta-
dfstica que puedan scr de utilidad para ecste fin. En particular, en-
contramos que, dada una poblacién de tamailo n, el problema de deter-
minar la proporcién dc mmestra de tamaiio k, con k £ n, cuya media
sea superior o ipual a la media de una mucstra dada sugiere un enfo-
que para resolver el problema del Capftulo II. En este Gltimo capfitu
lo, no es menor cl inter&s que presenta cl intento de sistematizar -
el estudio de la complcjidad de diversos problemas estadf{sticos clé-

sicos,

En nuestra opinibn, cl trabajo que hemos realizado abre di
versas lineas dec investigacibén, cntre las que destacaremos cl estu-
dio de¢ la caracterizacién dc la complejidad de los problemas introdu
cidos si sc permite el cllculo en paralelo, y el anflisis de la com-
plejidad de métodos numéricos cn problemas estadfsticos, especialmen

te en problemas de estimacién.

También es de int~rés el investigar la posibilidad de con-
ciliar con las ideas aquf desarrolladas otros puntos de vista, como
por ejemplo los presentados por Fine (1973) sobre la complejidad del
recomncimionto de secuencias aleatorias o por Valdés y Azorfn (1980) -

sobre la complejidad de algunos problemas dc Inferencia Secuenciale.

Finalmente, creemos que la Légica de Umbral sipgue siendo -

fuente de oros problemas cuya complejidad es interesante cstudiar,



CAPITULO O

PRELIMINARES .



0.1 Introduccidn Historica

El anilisis de algoritmos es un 8rea de investigacibn que
adquierc importancia durante las iltimas dos dé&cadas, como una de -
las consecuencias de la concepcibn y desarrollo de los ordenadores
digitales. Como precursor puede citarse a C.L. Dodgson (1883) mis -~
conocido como Lewis Carroll, por su estudio sobre ordenacién de n -

elcmentos, aplicado a torneos de tenis.

Tras el intento de formalizacibén de la nocifn intuitiva -
de algoritmo por Turing (1936) (mediante el concepto de funcibn e-
fectivamente calculablec), Kleene (1936) (mediante el concepto de -
funcidn recursiva), y tras la famosa tesis de Church (1936) que ~-~
afirma que toda funcibén intuitivamente calculable es efectivamente
calculable, trabajos posteriores demostraron la equivalencia entre
las nociones de calculabilidad efectiva y recursividad, asf{ como de

otras diversas formalizaciones amplias del concepto de algoritmo,

Surgié entonces en forma natural el problema de encontrar
medidas del tiempo necesario para calcular una funcibn dada (tiempo
necesario para que un algoritmo dado resuelva un problema dado) y -
del espacio de cflculo que se necesita. Hopcroft y Ullman (1979), -
Blnm (1967), Borodin (1972), entre otros, dieron grandes pasos en es
te sentido estudiando un concepto abstracto de complejidad, Parale-
lamente empiezan a estudiarse algoritmos pricticos para problemas -
concretos, Con frecuencia, diversos algoritmos distintos permiten -
resolver un problema o clase de problemas y sblo tras el anflisis -
cuidadoso del algoritmo, del problema y de la utilizacibn del pro--
blema se podrd elegir el "mejor" algoritmo. El objeto del anflisis

de algoritmos consiste entonces en conocer los méritos relativos de
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los algoritmos para podgr elegir, Estos anflisis pucden conducir -
también al desarrollo de nuevos algoritmos adn mis eficientes.
En esta 1lfnea, uno de los descubrimientos mis importantes ha sido
el de la clase de problemas NP-completos, para los que no solo no
se conocen algoritmos eficientes sino que cualquier algoritmo efi-
ciente para alglin problema de la clasc permitiri construir automf-
ticamente algoritmos eficientes para el resto de los problemas de

la clase,

0.2 Nocibn de algoritmo

Para todos los efectos nos bastari la siguiente defini--

cifén informal de algoritmo.

Definicibn (Kronsis [19791):

Un algoritmo es un procedimiento que consiste en un con-~
Junto finito de reglas no ambiguas que especifican una sucesibn fj

nita de operaciones cuyo resultado es la solucién de un problecma.

Esta definicién lleva implfcita los siguientes aspectos

esenciales :

a) beterminismoe=-

Las recglas deben indicar sin ambigiiedad lo que hay que =

hacer en cada paso.
b) Finitud,-

El algoritmo debe conducir a la solucién del problema en

un nilmoroe finito de pasos.




c) Entrada y salida.-

La entrada es el conjunto de datos que definen el proble
ma a resolver y la salida su solucién, ambas codificadas en la for

ma que resulte conveniente,

0.3 Eficiencia y complejidad

La nocibn de algoritmo eficiente comunmente aceptada co-

rresponde al criterio propuesto originalmente por Edmonds (1965) -
que considera como tales a los algoritmos que trabajan en tiempo -
limitado superiormente por un polinomio en el tamafio del problema
(es decir, en el niimero de datos que definen al problema), En con-
traposicién, los algoritmos "malos" tienen necesidad de un tiempo
exponencial al menos para un caso del problema. Por abuso del len-
guaje se habla respectivamente de algoritmos de complejidad poling
mial y no polinomial, o simplementc de algoritmos polinomiales y -
no polinomiales. La nocibn dc complcjidad corresponde por tanto al
reci{proco de la cficiencia. La idea escncial que justifica esta con
vencién es que pcrmite difercnciar claramente el tamafio mlximo dc -
los problemas que pueden resolverse en tiempo fitil, lo que es de -
gran interés dado que en la mayor partc de los casos de interés —-

prictico se trabaja con problemas de tamaiio relativamente grande.

Esta convencifn ticne sin embargo un inconveniente te6ri
co ¥ otro prictico. El primcro se refiere a la dudosa conveniencia
de calificar de cficiente a un algoritmo cuya complejidad sea del -
orden de n1000 » por ejemplo. Felizmente en, los problemas de interés
prfiotico que pueden resolverse mediante algoritmos polinomiales, el

orden del polinomio suele ser inferior a 5. El inconveniente précti
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co ¢35 que un algoritmo no polinomial puede tener un comportamiento
eficiénte en todos menos un conjunto reducido de casos del proble-
ma que intenta resolver. Probablemente ¢l ejcmplo mis conocido al

respecto es el del algoritmo Simplex de Programacién Lineal. Este

algoritmo realiza en la prictica del orden de 1,5m cambios de base,
donde m es ¢l nlimero de restricciones del problema. Sin cmbargo —-
Klee y Minty (1972) desarrollaron un ejemplo "de laboratorio" para
el cual el algoritmo Simplex ya no cs eficientes Por otro lado, =-=
Khachiyan (1979) obtiene un algoritmo polinomial pero no lincal Pa
ra este problema, por lo que no se compara favorablcmente con el -
Simplex (Lovész [1980]1). En vista de esta dificultad, convicne uti
lizar con cautela el criterio de Edmonds, e intentar, cuando sea -
posible, determinar la complejidad media del algoritmo; la dificul
tad tedrica de este Gltimo cnfoque estriba en que no siemprec cs f4
cil conocer la distribucién de los distintos c;sos de un problema

dado.

En forma anfloga sc puede estudiar tambifn una nocibn de
la complejidad seghn el espacio (papel, memoria de ordenador, etc.)
utilizado por un algoritmo. Obras b&sicas que dcsarrollan estos —=-
conceptos son las de Aho ct al. (1974), Savage (1976) y Kronsjd ==
(1979).

0.4 Problemas NP=complctos

Definicidn O.4ele-

Informalmente, un problema es NP-completo si

a) estf en NP

b) su pertenencia a la clasc P implicarfa que P = NP

»




donde P = clase de problemas que pueden ser rcsueltos mediante al-
goritmos polinomiales y NP = clase de problemas que pueden ser re-
suelton mediante algoritmos no deterministas polinomiales (1). Para
una formalizacidn de estos conceptos ver Cook (1971) y Karp (1972).
Se considera en la prfictica como problemas intratables computacional

mente a los problemas NP-completos.

La importancia de esta clase de problemas deriva

a) del gran nfimero de problemas clisicos que contiene (una lista
bastante completa de cstos problemas es la dada por Garcy yv -
Johnson [ 1979]),

b) de que no ha sido posible hasta la fecha encontrar algoritmos
polinomiales para ninguno dec ellos,

c) de que tampoco ha sido posible probar la inexistencia de tales
algoritmos,

d) de que todos estos problemas son reducibles entre si por medio
de una transformacibn de complejidad polinomial, por lo que el
desarrollo de un algoritmo polinomial para cualquiera de cllos

implicaria automiticamentc que todos estos problemas estén en P,

?
La cuestibn P = NP est§ abierta. La conjetura es que
P % NP , pero sc cstima que se neccsitan técnicas matcemiticas nue

vas para probarla.

0.5 Nucvas vias de investiracifn

Si a la nocifn de algoritmo introducida en 0.2 le agre-
gamos la posibilidad de decidir aleatoriamente entre varias accio-

nes posibles en cada paso, sc obtiene el concepto nuevo de algorit
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mo probabilfstico (ver por cjemplo Rabin [1976]), que ha resulta= -
do Gtil para algunos problemas (Rabin [1980]) y que constituve un

frea de investigacibn activa. E1 problcema tedrico m&s interesante -
que se suscita es el de averiguar si estos algoritmos son, en algin
sentido, m8s potentes que los clésicos. Con este fin, Gill (1977) y
Adelman y Manders (1977) proponen diversas definiciones plausibles

para algoritmos probabilfsticos polinomiales, lo que permite a su -
vez definir la clase de problemas RP , Intuitivamente, un problema

estf en RP si puedc ser rcsuelto mediante algln algoritmo probabji--
14{stico dc complejidad polinomiale. Si bien a priori esta clasc po--
drfa pareccer m&s amplia quc la clase P, el averiguar si RP = P es -
una cuestidn abierta. M8s afin (Rackoff [1982]) algunos resultados =
de la Teorfa de la NP=-completitud hacen hensar que, tal como succde
con el problema P L NP, scrén necesarias herramientas matemAticas

nucvas para obtener una respuesta concrctae.
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NOTAS A PIE DE PAGINA DEL CAPITULO O
e =

(1) Un algoritmo no determinista puede considerarse como aquél que
en cada paso puede elegir entre un conjunto de acciones posi--
bles.
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CAPITULO I

DETERMINACION DE UN SUBCONJUNTO DE NUMEROS
ENTEROS CON CIERTAS PROPIEDADES.




I.1 Introduccibn

Sea A una sucesifn finita de enteros positivos, (no necesa-

riamente distintos)

a N

s=(B:BcA y 2 x> s) (1.1)
xeBb .

Consideremos el problema de determinar una subsucesién I de

S minimal y de cardinalidad mfinima.
Ejemplo:

A=l2,3 51,83 ; s=n
Las soluciones de este problema son los conjuntos

{3,8} y ‘5981

El nfimero de soluciones del problema estar8 comprendido en-
tre 0 (si z: xes)y JAl (si para todo x en A : x3 s).
xeA
En lo que sigue, nos limitaremos al caso en que exista (al -

menos) una solucibn. (Basta comparar z: x con s para resolver -
xeA

el problema de existencia).

Examinaremos tres algoritmos para resolver este problema, y
analizaremos sus complejidades, Parece natural que la medida de com

plejidad escogida sea el nfimero total de comparaciones y sumas bina
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rias realizadas:

cAs(n) = nfimero de comparaciones binarias +
+ nimero de sumas binarias realizadas por el

algoritmo donde n =|Al.

I.2 Un_algoritmo intuitivo

El algoritmo mfs intuitivo que se pueda imaginar consiste
en recorrer S en el sentido determinado por la relacibn de inclu-~

sibn.

Algoritmo Asl H

En la etapa i-&sima: se consideran una a una las sucesio-

nes B € A de cardinalidad i; si Zx;s
xeB
entonces I = B y FIN,

si para todo B, E: x ¢« 8, continuar a la
xeB
etapa itl.

Es evidente que I, encontrada de esta manera, es una solu-

cién del problema.

Estudicmos ahora la complejidad del algoritmo AS1

Proposicién T.2.1

La complejidad del algoritmo Asl es de 0(2")



Prueba:

El nfimero de comparaciones binarias estf acotado por

n
Y = 2"
=1 3

11.

(2.1)

En cuanto al nlimero de sumas binarias, &ste serf a lo sumo

n

Z () = 2"~ ()
j=2
n-1
En consecuencia c\ (n) = 2
Sl

- (n+2)

CeqQede

I.3 Utilizacibn de una relacifin de orden

(2.2)

(2.3)

Es posible obtener un resultado sensiblemente mejor si se -~

ordenan previamente en forma decreciente los elementos de A.

Algoritmo ASZ :

Preparacifn: Ordenar totalmente A mediante la relacibn " >",

(Si k elementos x

1 k
se ordenarfn arbitrariamente).

Sca A3 el resultado obtenido.

i
En la etapa i-8sima: Si Z x

1 3 i=1

100 xiz, sevy X, € A son iguales, -

2 s entonces I = (xj}i y FIN

En caso contrario, continuar a la etapa siguien

te.
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Proposicifn I.3.1

La complejidad del algoritmo AS2 est8 acotada superiormente -
por 0 (n l.og2 n)e.

Pruebas
(1)

El m&todo mfs eficiente conocido para ordenar totalmente una -
sucesifn de n elementos es el de "fusibn-insercibn" (merge-insertion)

dcbido a Ford y Johnson [1959] , que precisa, a lo sumo, de

n X .
Z: rlogz %J-'-I comparaciones binarias (Hadian [1969] ). Por lo tanto

i=1 n ’i
no son necesarias mis de Z I’llog2 —4—] + n comparaciones binarias

i=1
para determinar I. Por otro lado, el niimero miximo de sumas binarias

a recalizar es solo de n-1.

En consecuencia:

n
3i
s (n) =0 (Z l-.log2 -—4—-] + 2n - 1)
2 i=1
n
= 0 (Z log gi- + 2n)
= 2 4
i=1
- 3
=0 (lg log2 i+n (I.og2 I- + 2))

=0 (log2 n! +o&n), con K= log2 + 2

& jw

n
Mediante la aproximacibn de Stirling, nl~ (:—:—) \/ 2Tn ,
resultas {
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it

c (n)

n 1
- - L 8
AS 0 (n log2 <t log2 (21Tn) +o<n)

2

0 (n log, n) (3.1)
Co(]odo

1.4 Desarrollo de un _algoritmo computacionalmente eficiente

(Puede optimizarse el algoritmo anterior si A se ordena so=-
lo parcialmente?. Intentaremos dar respuesta a esta cuestibn en es-

ta seccifn y en la siguientec.

Con este fin, consideremos un tercer algoritmo, definido por:

Algoritmo AS

3_2

Etapa i-8sima: determinan el i-&simo elemento, X;s de A

(seglin 1a relacibn 3 ).

P1w
®

N

4]

[N

Si entonces I = {xj} i y FIN,

.

J=1

[ %
il
-

En caso contrario, continuar a la etapa siguiente.

Podrfa pensarse en utilizar un algoritmo de seleccibn en ca
da ctapa. Ahora bien, si observamos que el i-8simo elemento de A —-
(segfin > ) solo es dtil si los i~1 elementos que le preceden resul
tan insuficientes, scr8 m&s interesantce recurrir a un algoritmo que
reapete la estructura de orden parcial obtenida. Nos proponemos aquf
utilizar las ideas de "fusibn-insercibn" para ordenar parcialmente -

A, y analizar en detalle la complecjidad de AS3 .
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Definicibn I.4.1

Llamaremos Yi (n) al nfimero dec comparaciones binarias nece
sarias para determinar el i-8simo elemento (seglin 2> ) de una suce=-
5ién de n, tras haber determinado los i~1 eclementos precedentes, =

mediante el algoritmo de fusibn-insercién.

Como en cada etapa de AS se realiza una comparacibfn suple

3
mentaria (con s) y puesto que a partir de la segunda etapa se reali
za una suma de dos elementos, la complejidad de AS estari acotada

3

por:
n
Cxs (n) & z; Yi (n) + 2n - 1
3 i=1

Para facilitar la comprensifn del cflculo de Yi (n), expli

caremos aquf, brevemente, el algoritmo de fusibn-inscrcibn.

Algoritmo de fusibn-insercibn__(Ford y Johnson [1959] ).

Sea A la sucesibn X3 Xyp ecey X o

1) Comparar dos a dosl%j clementos dc¢ A, dejando de lado un elemen
to si n es impar. (Fige 1)

2) Ordenar dc mayor a mcnor losl.§J clementos mayores, mediante es
te mismo algoritmo,.
Se obtiene asf una subsucesién A' de A, totalmente ordenada, =-

que llamaremos cadena principal. (Fige 2).

3)  Insertar los [g] elementos restantes en la cadena principale.
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He
.
L]

Fige 1 Por convencibn, los elementos que figuren en el extremo su-
perior de un segmento serfn los elementos mayores obtenidos en el -

paso 1} » Es decir, Xp2 Xy 0 XaF Xy s eee s X ,BX 4o

Este esquema corresponde al caso n impar. Si n es par, ningfin elenen
to queda aislado.

1 3 fn—z

He
.
L ]
L]

x, x4 x 1

Fige 2 En este esquema, el segmento horizontal une los L;J elemen-
tos ordenados decrecientemente cn el paso 2 , y numerados de modo -

que xl > x3 P eee 2 x 2 > xn-l « Estos elementos forman la cade-

na principal.

En lo gue concierne al paso 3] del algoritmo de fusiGn—ig

sercifn se observa que:

Tcorema I,4s1le~ (Ford y Johnson)

La insercifn de un clemento en la cadena principal se reali
za de la manera mis eficiente posible cuando la cadena tiene Zk -1

elementos (k>1).
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Prueba:

Consideremos una cadena de n elenmentos, y sea x un elemento
que se desea insertar en ella. Para ello bastan Llog2 nJ + 1 compa
raciones (en efecto, tras comparar x con el elemento L;J ~8simo de

. . n
la cadena, x debe insertarse en una cadena que tcnga como m5x1moL§J

elementos).

Ahora bien, si establecemos la particibn de Zﬁ'en clases -
en las que la funcibén f(n) = Llog2 nJ es constante:

2%, 2%t 4y, e, 2 ) 5 ko,

resulta que la cadena m8s larga en la que puede insertarse un ecle-

k
mento con k comparaciones como mfximo, es una cadena de 2 - 1 ele-

mentose
C.Qndo
Obseryvacibn:
Esta idca, utilizada iterativamente, da lugar al método de
insercibn dicotbmica para ordenar una sucesién segn " > " (ver -

n
por cjemplo Louit [1971] ), cuya complejidad es igual a
1§1 flogz i]

El resultado anterior nos permite directamente determinar -

la manera 8ptima de insertar elementos en la cadena principal:

Corolario Tedele-

El orden 8ptimo de insercidn de elementos en la cadena prin

cipal es (ver Fige 3): xa, x, x;, xl, x] s x}gs eee
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t

Si 1lamamos k a la clase de elecmentos que precisan exacta-
mente de k comparaciones para insertarse en la cadena principal «-

tendremos:

=q
i

{x1

‘xa: xi‘

it
1

[V}
i

i3> <3

-l
f

[X;l, xio, XX X.é]

k= (x' y x? y eosy X!
tk tk—l tk_l+l]

2k+l + (—l)k
——— e,
3

donde t, = k>0 . (4.1)

k

El desarrollo para obtener este relacibén puede verse, por -
ejeﬁplo, en Kouth [1973] « La definicién de to se ha establecido por

convencibn,
La notacifn introducida permite enunciar el siguiente

Corolario Ied4e2a.~

Para k> 1, la clase i se inserta en la cadena principal des

puds de haberlo hecho la clase k-1.
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*a *11 Yo X5 T4 X3 X2 0%y

xnr“ e e » o o . J l
[ 1 ] v [ 1 1 1
x} x14 x¢ xs x) x3 x x

e s o (5)e o0 (10) (3) (4) (1) (2)

Fig. 3 Los enteros bajo los x5 indican el orden de insercifn dc los

x; en la cadena principal X 9 ey Xys Xy xi

Esto completa la descripcifn del algoritmo. En 10 que respec

ta a su complejidad U(n), se tiene, por recurrencia:

u(1) =0

o = 3]+ v gh +o q3D

donde cada té&rmino representa la contribucibn de los pasos 1), 2],

(4.2)

y 3] respectivamente, y

k=1 :
G(m) = §_ (b -t ) +k(m-t
i=1

ket) (4.3)

para t & m &t

k-1 k

Ilustraremos lo anterior mediante el siguiente

Ejemplo:

10
i=1

Se forman los pares (xl, xz); (x3, x4); see Supongamos que tras ha-

Sea 1n=10 y la sucesibn de enteros positivos {xi] o

»
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ber comparado los dos elementos de cada par entre ellos (paso 1] )

se obtiene el resultado:

Se forman nuevos pares con los elementos mayores, por ejemplo (xl, x¥ H

(x6, x7) y se deja %0 solo,
Sean
x x,
*
*10
3 %6
Y
1
*7

las configuraciones obtenidas tras dos nuevas aplicaciones del pa-

so 1] )

Se tiene, pues, la estructura

10
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Estamos ahora en el paso ﬂ « Ihtroduciendo X0 ¥ x3 -

en la cadena principal, supongamos que se obtiene:

Colocando los elemecntos restantes, que habfamos omitido por

claridad, en sus posiciones respectivas:

x x x x x
8

2 9 4
(3) (4) (1) (2)

Finalmente, tras la insercifn de_x4, x8, x, ¥y x (en este =

9
orden) en la cadena principal, los diez elementos quedan ordenados -

decrcecientementes

El n@mero de comparaciones binarias realizadas serf, a lo -

sumo, U (10) = 22.

Nos enfrentaremos ahora al cflculo de las funciones Yi(n) -

de 1la definicién I.4.1

Teorema TedeZe-

ng + Y1 (ng) para n par

Y1(n)= (4+4)
ng + U (ng) + H ([g]) para n impar

1)
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k=1
donde M(m) =Y 4 (t, =t, ) +k (4.5)
PR I
i=1
para 1 £ tk-l < m s‘tk
H(1) = 0

Prueba:

a) n par.

Finalizado el paso 1] del'algoritmo_de fusibn-insercibn, se -

habrén efectnadolgj comparaciones binarias y se habri obtenido la -

estructura:

%

*n *n n
7]+t 3]+
El mayor elemento pertenecerf forzosamente al conjunto

2

sobre la posicifn relativa dec los elementos de este conjunto, el -

[xl, X, seesy X « Como hasta aquf no se tiene informacifin alguna

coste de la obtenci8n del mayor de cllos serf Y1 (l;J), y por lo

tanto Y (n) = [;J o (['-;-’J) .

b) n impar,
Al igual que en el caso anterior, el paso 1] del algoritmo de

fusibn-insercibn implica ng comparaciones,pero un e¢lemento no ha-

brf sido comparsdo con ningfin otro; sea x cste elementos
n
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Se tiene entonces:
1 2 an
¢ 2

x

JEIETEIRE

El mayor elemento se encuentra en el conjunto {xn, X9 Xyy eee anJ
Z

En el paso 2] del algoritmo se ordena el conjunto {xl, Xy3 eeey X

,_
NS
—_

obteniéndose, tras U (Lg]) comparaciones la estructura:

X, x, x
iy _il

. x, X,
i i i

Be Lile

El conjunto de elcmentos entre los que se cncuentra el mayor se ha
reducido asf a { x ) X }. Ahora, si x pertecnece a la cla
n
i
se E, su insercién en la cadena principal solo tendrf lugar tras la

insercibn dec las k-1 clascs precedentes (Corolario I.4.2.), para =
k~1

lo cual son necesarias 2: i (ti - ti 1) + k comparaciones adi-
i=1 =

cionales. De esta manera, en total se habrén realizado

e=1
LQJ + U (LEJ) + Z: i (t, - t, .) + k comparaciones binarias,
2 2 i=1 i i-l

El lector habrf observado que la expresibn anterior no estf

}

1,

»

,..,_.___.__,._._...-‘,__,,
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definida para n = 1 puesto que su clase k tampoco lo estfi. Como
dicho caso es trivial podrfamos conformarnos con una f8rmula de -~
Yl(n) para n>1, Pero la dificultad es solo aparente: podemos -
considerar que en este caso el elemento solitario pertenece ya a-
la cadena principal (y constituye su @nico clemento). Todo esto se

resume difiniendo

k=1
Hm) = F i (b, -k, ) +k si ot  <mét,

i=1

y H(1) = 0O

con lo cual:
e = (3 + v q3p ¢ nd3h
CoQodo

Obsecrvaciones:

1,~ Intuitivamente, H(m) representa el nfimero de comparacionecs
ncecesarias para encontrar el mayor clemento en sucesiones parcial-

mente ordenadas en la forma:

1 *2 *me1
x; I e e« e con létk_IA ms.tk
] x5 X1
Z2e~ Se verifica trivialmente que
H(m) = G(m) = k (m ~ teg ~ s by e ms b (4.6)

H(t, + 1) = 6(¢, + 1) ; k20 (4.7)
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Desarrollarcmos ahora una cxpresién para Yl(n) que no sepa-

re los casos n par y n impar.

Con este fin, observamos que en el proceso de obtencifn del
mayor elemento de A hay una primera partc en la que se establece -
una particién de A en parcjas de clcmentos =salvo un elemento ais—
lado, eventualmcnte-, se comparan entre sf los elementos de cada pa
reja y se repite todo con los elementos mayores, continuando asf —-
hasta que sea imposible la formacibn de nuevas parejase Esquem&ticg
mente, podemos visualizar esto por medio de una "torre invertida",
que 1llamarcmos "torre de comparaciones" (Fige 4) en la que cada v6£
tice representa un clemento, las aristas representan una relacién -
de orden sobre parejas de elementos (siendo el elemento superior el
mayor) y las filas corresponden a etapas sucesivas del procesos. Es
claro que tras la @Gltima etapa, el nfimero de comparaciones realiza-

das scri de:
L(n) n
g | =) (4:8)

. con L(n) = Llogz nJ

Llamarcmos "niveles" a las filas de la torre de comparaciones y los

numeraremos de arriba a abajo: O, 1, 2, eee
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(0) . . . . . . . . . . (]

(1) .

(2) .

(3)

Fige, 4 Torre de comparaciones., La numeracifn de los niveles, indi

cada a la izquierda entre paréntesis corresponde a las etapas., Al-
gunos niveles tienen un punto aislado, que corresponde a un elemen
to del nivel superior que no ha podido ser comparado con otro,

Para ser siempre fiel al algoritmo de fusibn-insercibn es
preciso ahora recorrer en sentido inverso los niveles de la torre
de comparaciones y terminar de ordenar totalmente los elementos -
de cada uno de ellos, por medio del paso 3 del algoritmo. EX proce

so deberf detenerse en cuanto se determine el primer elemento.

Sea io el primer nivel quec contenga un elemento aislado, -
si dicho nivel existe; en caso contrario, sea 10 = L(n) + 1. En -
razén de la estructura de orden que hemos formado, el mayor elemen
to de este nivel lo seri tambifn de A, El nfimero de comparaciones -
necesarias para obtener este elemento es, pues, calculable como si
gue:

- comparaciones realizadas en los niveles e + 1 y

siguientes:
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n
w [
> G ( ) (4+9)
1=i0+1 2

- obtencién del primer elemento del nivel io H

Bl
2

H ( (4.10)

Sumando ahora las expresiones (4.8), (4.9) y (4.10) se obtiene el

Tcorema Tede3e-

Y, (a) = é: L i L21-1J

1=i +1
n (4e11)
lziO'IJ
+ 11 (| =), n>o0
2
Puede observarse que si n = Zp > p>0 cntonces las férmulas =

(408) v (4+9) son iguales a cecro, y se ticne simplemente

g | 2P ]

Yl(n)

p-1

3 2t , n=2°, p>o (4412)
i=0

Solo qucda calcular io cn funcibn de ne Esto resulta muy

sencillo si se utiliza la representacibn binaria de n : bin (n). Re

corriendo bin (n) dec derecha a izquierda, la posicibn del primer 1

»
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encontrado corresponde precisamente a io.

Para' simplificar la notacifn, introducircmos la

Definicifn Yede2.~

Sea n>0, j>o0, L(n) +12>p7~>o0
n -
| P
2 5
a) g (ny, 3, p) = Z G ( ) (4.13)
=3

b) h (n, §) = 1 ( ), JjeL(n) +1 (4.14)

n
lzJ"J
2

con lo que la expresién (4.11) se convierte en
Yl(n) = - l;;J + g (n, iO + 1, L(n)) + h (n, 10L (4.15)

para n > 0O

Antes de intentar desarrollar una f8rmula para Yz(n), es =-
conveniente examinar con m&s detalle el "rccorrido! seguido a lo -
largo de los niveles de la torre de comparaciones, cn la determina

cibn de Yl(n).

Proposicifn Y.4.1

El algoritmo dc fusibn-insercifn obtiene el segundo mayor -

elamento de A en el nivel 1 de la torre de comparaciones.
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Prueba:

La obtencifn del segundo mayor elemento de A mediante el al

goritmo de fusibn-insercién precisa la ordenacifn previa de A en la

]

Si n es par, este resultado se obtendri despu8s dc haber realizado

forma

las comparaciones necesarias para ordenar totalmente los niveles -
i= io, i = 1, seey 2 o (Si n es potencia exacta de 2, se empecza

0
r§, evidentemente, en el nivel i .= 1). '

0

Si n es impar, el caso es afin mis sencillo puesto que el mayor elg

mento de A se obtiene también en el nivel 1.

c.q-d.

En lo que sigue, las siguientes definiciones serfn fitiles,

Definicifn Tede3e-

Llamaremos n_. al menor entcro impar de la sucesifn

L)

De 1a definicibn dec i

i>0

o? ©S evidentc entonces que

— n
nO = zio_l (4- 16)




Definicibn Ye4ed.~

Sea k(m) el menor entero k tal que m & t

Proposicifn T.4.2

Para todo

Prueba:
Demostraremos que p
En efecto,

tk + 1;k%-).

2

Pero, para k > O

En consecuencia 2

Proposici8n I+4,3

8) k(1) =o0
b) Para m>1 ¢

k

k ositivo: t, & Zk Lt

pos oM K+

t, + ¢t

ara todo k >0 : 2k = k 2k+1

+1 :
e Y R L

6

k41
27,3

6
21(
se tiene tk # tk+1
k

€ (tk, tk+1)'

C-q.do

29.
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L(m) + 1 si m < tL(m)-{-l

k(m) = (4.17)

L(m) + 2 en caso contrario

Prueba:

Para todo m > 1 existe k > 1 tal que Zk-lé m< 2

Se tiene entonces la siguiente dicotomfa:

o bien Zk-l £ m < tk

o bien tkc m ¢2k

Basta por lo tanto comparar m con tl.logz m_|+1 para conocer k(m).

Por otra parte, t, = tl = 1 , De donde resulta k(1)=0.

0
c.q.d.
Definicién TedeS5e—
(0] si m=0
sg(m) =
1 si m>0
DefiniciGn I-Ao(’o-
a) H(m) = G(m) = H(m) , m>0 (4018)

n
— - lzj‘IJ
b) h(n, j) = H ( - )y J & L(n)H, n>0 (4.19)
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Observacifn @

Aunque desprovisto de sentido real, serf ftil prolongar la

validez de la definicibén de t (ver (4.1)), hasta k = =1 . Resul-

k
ta asi, t L = 0 . Aceptando adem8s por convencibn que k(0) = -1 ,

puede enunciarse el

Teorema I, 40 40"

Sea n >0
T(n, 1,) + &ln, 2, i ~1) + h(n, 1)
Yz(n) _ : para n par (4.20)
k(l;J) . sg(tk( npy - L;J) 8 cero
13
para n impar
Prucbat
a) n par

Tras haber encontrado el mayor eclemento de A, el nfimero de
comparaciones que faltan para terminar dc ordenar completamente el

nivel io cs

A R R
= & (n, iy (4.21)

Asfmismo, la contribucibn dcbida al ordenamiento de los nji

veles i, 1 <i« io es

g (ny, 2, 1 = 1) (4.22)

0
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Ya no falta més quc la obtencidn decl segundo elemento del

nivel 1le Obsfrvese la figura 5.

b

Fige 5§ Nivel 1 de la torre dc comparaciones despufs de haber orde
nado completamente los niveles siguientes. (Siendo n par).

Para conocer ¢l segundo elemento es preciso insertar b en la ca-
dena principal, lo que requiere H (g) = h (n, 1) comparaciones,
Sumando este t&rmino a (4.14) y (4.15) se obtiene el resultado -

buscado.

b) n impar
En estc caso, Yz(n) equivaldri- simplemente al nfimcro de

comparacioncs nccesarias para la insercibn del elemento  x n enla

2

cadena principal (fige 6) despubs de que se haya determinado el -
mayor clemcento

- 5

Fige 6 MNivel 1 de la torre de comparaciones despuls de haber orde=
nade completamente los niveles siguientese (Siendo n impar).
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Dos situaciones pueden presentarse ahora:

o bien ng P4 tk([gj)

o bien L;J = tk([gJ)

En el primer caso el nfimero de comparaciones es k(ng) 0 cero, --
ocurriendo esto filtimo solo si a hubiera resultado ser el mayor -
elemento de A puesto que entonces y serfa necesariamente el -

segundo elemento. l;J

En el segundo caso, el elemento x n ya ha sido insertado en la -
|3

cadena principal durante la determinacidn del mayor elemento. Todo

lo cual pucde expresarse por:

Y, (n) = k (L;j) . sg(t -~ [;J) 8 cero, para n impar

<((3p
CoQoda

A partir de esto punto, no es diffcil intuir en 1l4neas ge

ncrales el camino a seguir para determinar Yi(n), i>2.

N8tese que si A no queda totalmente ordenada como conse-
cuencia de la determinacibn de sw segundo clemento, todas las com-
paraciones restantes tendrfn lugar en el nivel 1 de la torre de —-
comparaciones, En la figura 7 se observa lo que ocurre en dicho ni
vel en el proceso de obtencidn del segundo elemento de A, siendo n

pare. (El lector reconstruiri sin dificultad el proceso para n impar).




a

I

b ¢ d
k-l k—l
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Fige 7 Obtencién del segundo elemento de A en el nivel 1 de la to-
rre de comparaciones (n par). Las fechas indican posibles lugares =-
de insercién de be. El indice k corresponde, evidentemente, a k(L%J).

Si b se inserta en el lugar indicado por la flecha de la izquierda,

el segundo y el tercer elemento se habrin determinado simulténeamen

te. En caso contrario, el tercer elemento de A se encontrar§ tras -

la insercién de ¢ en la cadena principal. En forma anfloga puede re

lacionarse la determinacién del cuarto elemento de A con la inser-—

cibén de d en la cadena principal y continuar ¢l proceso hasta la in

sercibn de xtk l+1,
denadoe

Las consideraciones realizadas y la definicibn siguiente

nos permiten dar una exprcsién matemitica para

Definicién T.4e7e~

. Pp-q
a) p_q9 = _
0
1 si
b) par (n) =
0 si

si p3xgq

si P <q

n es impar

n es par

después de 1o cual A quedari completamente or-
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Teorema 104. s-"
Yi(n) = k([g]). sg[ipfr(n) + 2([%J‘ tk([%])‘l)) s %] 8 ceré  (4.23)
para 1 > 3 y n >0

Prueba:

Para todo elemento x; que, tras la determinacién del segun-
do elemento de A, no haya sido afin insertado en la cadena principal

se cumple

tk([g]) >|3-1>3> tk(l'tzl])-l

y en consecuencia el nfimero de comparaciones necesarias para su in-

sercibn es de k([g]) .

Supongamos ahora que ya se conocen los elementos 12 y 22 -
de A. Si A no est§ afin totalmente ordenado, puede ocurrir que el -
conocimiento del tercer elemento resulte inmediatemente de la deter
minacibn del segundo, y por tanto Y3(n) = 0 (ver Fig. 7); en caso
contrario Ys(n) = k([g]). En general, el proceso de determinacién

del elemento i~1 -~8&simo puede dar lugar a dos situaciones:

a)

19 29 i-2 -8simo

ay 32 e o o 81_2 c ¢ ® o
[ j l e b?c
b 4 X o
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En este caso, resulta a

....____,_.__._,_....‘.,

jo1 = b y a, =c; es decir, el elemento -

i-8simo ha sido determinado autom&ticamente con el i-1 -&simo. Asf

pues, Yi(n) =

b) ;

10 29 i=2 «8simo i
ay as eee 81_2 C :
l bd&c f

b d x :

- + :

Lk~1 1 i

En este caso se obtiene a = ¢, y ser8 neccesario insertar d en la

i=-1
cadena principal para conocer al elemento i-8simo, Asf:

1 = (3D .

Finalmente, cuando todos los elementos de la clase E([g]) se hayan
insertado en la cadena principal, la ordenacibn dc A habri termina-

do (Corolario 194.2). Ahora bien, en el_nivel 1 de la torrc de com-

paraciones de A esta clase tiene ng - tk([g])-l elementos si n es

pary y en consccuencia la ordenacibn de A se produciri, a lo sumo -

t

tras la determinacién del elemento 2([%]- tk([n])-l) ~&simo., (Lo =
2

que corresponde a la repeticifn de la situacibn a) )e Si n es impar, ;

basta evidentemcnte sumar uno a esta expresibn,
c.q.d. i
Obscrvacifn:

Si n es impar, la expresidn (4.23) también es vilida para
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i=2, como puede comprobarse ficilmente.

Proposicién T.4.4

a) Eg; Yi(n) = k([g]) . (ng - tk([g])-l) si n es impar (4.24)
b) () = k(5D . (3] - ¢ -1)  si " (4.25)

2;—3 " 3] 13l k(5] -1 sinespar
Prueba:

Presentaremos finicamente la prueba de a), puésto que la de

b) es anfloga.

Después de la determinacibn del mayor elemento de 4 y sien

do n impar, se necesita insertar aiin ng - tk([g]) -1 elementos en
la cadena principal del nivel 1 de la torre de comparaciones para -
ordenar totalmente A. Por otro lado, si ng e ﬁ((g]) ceda uno
de estos elementos necesita k([g]) comparaciones para ser inserta
n e fn
do en dicha cadena. Si, por el contrario, liJ f k([E]) entonces
n n n
necesariamente l-J = k([il) -] = k(lij) y A ya esti totalments or-

2
denado.
Ceede
Teorema Ioio .-
U(n) = z: Yi(n) para todo n > 0O (4.26)

i1
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Prueba :

Para n = 1 se verifica trivialmente que Yi(1)=0 para i2 1.

También se tiene U(1) =0 (4¢2)

Para n = 2 puede comprobarse que.Y1(2)=1 (de(4.4)), Yi(2)=0
para i 22 (de(4.20) y (4¢23)), y U(2) = 1 (de (4.2)).

Paran 2 3 :

Desarrollando (4.2) sc obtiene:

ua) = 3] + vz + e(3D

3
LZ(_D) n If) [lZI—IJ‘,

=i=1 l_ETJ+ u(1) + z G(| =5 )
@ o [

= l.z“_iJ+ t ¢(|=— (4.27)

i=1 i=1

Por otro lado, de (4¢11), (4.20), (4.23) y (4.25), y suponicndo n par:

Z Yi(n) = Yl(n) +Y2(n) + Z Yi(n)

iyl i»3
ry N n
L(n) L(n) l_'iTl'_i “T,’-'i”
=.i=t1 I.'Z%J +i.——§)+1 G( 22 ) + H( 22 ) +

— L
+G([l'ziz-l”) - u({;@z-‘-l-:l-l +
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1,1 I_'T‘-‘—f”
+ 1: G([ 22 ) + H([;]) +

=2

+ x(3D - (3] - “e[gp-1 7

Reagrupando las sumas de G y desarrollando H(rg]) mediante la ex

presibn (4.6):

) Y, (n) = Lz(_!_,) l-“IJ + %‘) G([[;T:IJI) +

i3 i=1 L2 i=2

+ o3h - «(3h - (3] - “e(fgp-r Yt
+ k3D q3] - “k([§])-1 -1

Tenienco en cuenta que si n es par ng = [;1 s resulta ¢

n
L(n) L(n) [ 1—1J
Y oY) = t a2+ <;([2 ]) (4.28)
31 i=1 k= g 2

con lo que el tcorema estf probado para n par.

8i n es impar, de (4.11), (4.20), (4.23) y (4.24), y observando que

-



iO= 1, se obtiene:

L oy = v(m) + 2 Y(n)

i21 iy2
| 551)
L(n) L(n) i=-1
1 B
+ 3D - 3] - a0

Desarrollando una vez mis H([E]) segin (4.6) 3

1}
M
{-]
S’
2
+
s AT
Il:
. N
Q
-
—
p—
[
=
-
|

Z Yi(")

il j=1 L2%

-+

k(3D - (3] - k(8] -1

Fianlmente, por ser n impar, L;J = (;] -1 y

)

n
L(n) L(n) [-I:TJ
g Y, (n) = fi:l l;z'{J + g G([ 22

quedando el teorema probade también para n impar

(7D - (3] - Yeap-1 Y

b

Condo

40.

(4.29)

»
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Y+«5 Dos cuestiones reciprocas

Consideramos ahora las dos cuestiones recf{procas siguien-

tes:

1) Para cada n e Z+, determinar el menor j tal que

h]

Ue) = 2. Y,(n) (5.1)
i=1

es decir, tal que la determinacifn de los j mayores elementos de A,

mediante fusibn-insercién, implique la ordenacién total de A.

+ +
2) Para cada j € Z , encontrar los valores den, n e Z , para -

los que

3 j-1
Un) = T ¥v(n) > T Y.(n) (5.2)

i=1 i=1

El interés de estos problemas estriba en que su resolucién nos per-
mitirfa conocer las cardinalidades "buenas" y "malas" desde el pun-

to de vista del comportamiento del algoritmo e Sin cmbargo, de -

3
los Teoremas T¢4.4 y T.4.5 se desprende que la solucibn de 1) no
esti unfvocamente determinada, dependiendo del orden de "presenta-
cibn® o "abarici&n" de los elementos de A, Dichos problemas deben

ser entonces replanteados en la forma siguiente:?

1) Para cada n e YZ*, determinar los valores de j (j <« n), para los

que la siguiente relacibn es posible:
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j -1 . '
un) = T v ) > Y v (n) (5.3)
i=1 i=1

(Para que el problema esté correctamcnte planteado, para n = 1

debe exigirse dnicamente la igualdad).

+
2) Para cada j e Z , determinar los valores de n para los que -~

(5.3) puede verificarse.

DefiniCiﬁn Te 5- 1o

Llamarcmos k' a la clase de elementos de¢ la cadena princi

pal que cstfn directamente unidos a los elementos de la clase k.

- Teorcna YeSele=

Los valores de j que resuclven el problema 1) estln dados

por:
a) Para n e [1, 2] , =1
b) Para n > 2,
[Ez"] - tk([g])_l + 1 ~-par(n) £ j %
(5'4)
n
& 2([21 - tk([g])—l) - par(n)
Pruecba ¢

a) cvidente

b) conwideremos el nivel 1 de la torre de comparaciones, -

]

et e A s s g o e =
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después de haber ordenado completamente los niveles siguientes, y -
de haber insertado en la cadena principal, en forma sucesiva, las -

clases 1, Z, see, ﬁ([;]) - 1 « Quedan por insertar solamente los -
elementos de la clase E([g]). Si todos los elementos de esta cla

enores que
se son m r q Ve +1

k([37)-1

insertarfn a la derecha de dicho elemento que ser$ el |E'([;‘)'

(ver figura I.5.1), entonces se

~&simo mayor elemento de A. En consecuencia, recordando que los -

elementos de E([g]) se insertan en el orden x’n], x[n]_l, ey la
2 2

insercibn de x determina el 'i'({%])l+ 1 -ésimoele

t + 1

k([g])-l

mento de A y, simult8neamente, la ordenacién total de A.

y y

g o :
------------- L] _.- _ L o . T
]

*[3 *[8] -1 xtk([ a) eh Xy

e e aw m em mm ew mm em e e em ew s we e Gw e an - e e e e

Fige Toe5e1 (a)



44.

1181-1—3T5]-2 ¥tk([xzx])-f“‘ !
—.- T R (R ]
x ! x
x[z] x[g]’l x[g]'z tk([g])-1+1l 1
]

Fige Is5.1 (b)

Fige Is5+1 Los elementos en el.rectﬁngulo de linea interrumpida -
son los de la clase E([g]) « En (a) se observa el caso n par y -

en (b) el caso n impar.

Si todos los elementos de E([;W), con la excepcifn cvidente de ~-

son mayorcs que entonces se insertarin

x Y
tk({%])_l+1’ tk([g])-1+l
a su izquierda y este elemento ser§ el lﬁ([g])l- 1+ IE'([%])I-ésimo

mayor elemento de A. Por lo tanto la insercibn de x de~-
t n +1
k([3]-1

terminari el ‘E([g])l + lﬁ'([g]) ~8simo elemento de A, asf como su

ordenacidn total.

Finalmentec, si se¢ consideran los casos intermedios, en que

algunos elementos de E({;]) son mayores que Yy y otros
tl!([g])-l+l
2
gon menorcs o iguales, resulta que
o 3 kd2 2
lk (3D +1 23 2 |k(f2]‘) + |R(fzD (5.5)

3]
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(Obsérvese que los elementos iguales a Ve pueden inser-

k(g1

tarse arbitrariamente a un lado u otro de este elemento)s

Ahora, como

EH

i

3 - “e([g-1 (5.6)

- par(n) (5.7)

3D

se obtiene

R

[;] - tk([g])-l - par(n) + 1 £ j £ 2([%] - tk(fg])“l) - par{(n)
' (5.8)

Ce q-d.

El resultado que se ha obtenido, y cuyos valores numéricos
se encuentran parcialmente tabulados en la tabla I.5.1 implica que

para ciertos valores de n el algoritmo AS3 "puede" ser mis efi-
ciente que el algoritmo AS2 « As{, por ejemplo, para n = 22, si una

solucién del problema propuesto en I.1 estf dada por los k mayores

elementos de A, y si k <« 7, entonces AS3 encontrarf esta solucién -~

ain necesidad de ordcnar totalmente A; s1 7 € k < 12, el orden de

presentacidn de los elementos de A influirf en que AS_ sea preferi-

3

ble o equivalente a AS,; finalmente, si k > 12 ambos algoritmos or-

o 3
denan totalmente A antes de encontrar la solucién y tienen la misma



complejidad, Por otro lado, para n = 23 AS2 y AS

algoritmo.

]
.
o

min max
1 1 1
2 1 1
3 1 1
4 2 2
5 2 3
6 3 4
7 1 1
8 2 2
9 2 3
10 3 4
11 1 1
12 2 2
13 2 3
14 3 4
15 3 5
16 4 6
17 4 7
18 5 8
19 5 9
20 6 10
21 6 11
22 7 12
23 1 1
24 2 2
25 2 3
26 3 4
27 3 5
28 4 6
29 4 7
30 5 8
31 5 9
32 6 10
33 6 11
34 7 12
35 7 13

Tabla T 50 1
P

Resultados del tcorema I.5.1 para 14 n £ 35

Imin = rg] - tk(f%])‘l +1 = par (n)

. n .
Inax = 2({5] - tk(rg])al ) ~ par (n)

3

son el mismo

46-
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Complementaremos este resultado con 1a respues%a a la cues

tibn 2) formulada al principio de esta seccibn.
Lema Yo5e1
n - [n :
n = 2tk(|-g-])_l + l:([i])| + lk'([i.‘)l (509)

Prueba @

k(-1
ne L UT+ 1D+ |R(ED

i=1

(5.10)

+‘ B (zh
Basta ahora observar que '1' = Ii" para i = 1, ceey k([g])-l

k-1
Z (|I|) = tk([g-l)"l (S.ll)

i=1

para completar la prueba,
Ceqede

Definicibn X.5e2.-

a) Llamaremos [nmin]j

las cuales A quedari totalmente ordenado, a lo sumo, con la determi

al conjunto de cardinalidades para

nacifn de su j-&simo mayor elemento.

b) Anflogamente, llamaremos [n al conjunte de cardi-

max]j

nalidades tales que A pueda resultar totalmente ordenado con la de-

tarminacidén del j-8simo mayor elemcnto, pero no antes.




48.

Los dos teoremas siguientes caracterizan los conjuntos

[nmian Yy [nmax]j arriba definidose.

Tecorema Te5e2

a) ["min L = {1, 2, 2641 2 4y 1) (5.12)

b) Para todo j > 1
. J
= + . - 2 =
[nmiﬂ]j [2ti J s ti+1 ti i [2 } (5.13)

Prueba @

Para n=1 y n= 2 1la demostracibn es trivial, Para -
n >'2, las tesis a) y b) adoptan la misma forma. Supongamos que
A queda totalmente ordenado a lo sumo con la determinacifn de su —-

j—-&simo mayor elemento. Esto implica que

i o= lﬁ(['—z']) + |E'([523])| (5.14)
Por el lema anterior,

no= 2.+ : . (5.15)
para i tal que

E([g]) £ b, -t (5.16)

Por otro lado,

eqgh| = %D

- par(n) (5.17)
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De (5.14) y (5.17) :
|&q3D

Con 1o que 1la condicidn (5.16) se convierte en

= [§] (5.18)

flen,, - 519
' c.q.d.
Teorema JYo5e3e=
a) [nmx] . = {1, 2, 26, +1 « 1> 1) (5.20)

i

b) Para todo 3 > 1

[Prax] 5

{ Z(ti + 3 - 1) + par(n)
(5.21)

: ti+1 —-ti.> ji~-14+ par(n)}

Prueba @

Trivial para n=1 y n= 2, Para n > 2, a) y b) coin
ciden. Supongamos que A pucde resultar totalmente ordenado con la de
terminaci8n de su j-&simo clemento, pero no con la determinacibn de

un clemento anterior. Entonces,

U

Por el lema I.5.1,

i = +1 (5.22)

n o= 26, +3 -1+ lﬁ([g])l (5.23)



donde i verifica

IE([EI)‘ £ % i1
Ahora, como
[wqgb] - [2dgD] + oo

sustituyendo dicha igualdad en (5.23) y utilizando (5.22),

n = 2(1;i + 3j=-1) + par(n)

Finalmente, de (5¢25), (5¢22) y (5.24), 1 debe ser tal que
i Z -
j 1 + par(n) < ti+1 ti

Ce(edse

Corqlﬂario ToS5ele~

50.

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

Los valores de n que resuclven cl problema 2) estin dados

por:

a) Para j =1,

ne{l, 2, 2t, +1 ¢ i>,1] (5.28)
b) Para i>1,
n= 26 +j (5429)
si j -1+ par(n) > t —t)[i-l ;
: i+1 i 2l 3
zti + j£n e‘z(ti + j = 1) + par(n)
(5.30)
si t, -t, 2 j -1+ par(n)

»
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Prueba : inmediata

- Como ti+1 - ti es funcibén monbétona creciente de i, para -
tabular los resultados obtenidos en el corolario anterior resulta -
conveniente conocer expresiones que permitan calcular ficilmente los
valores mfnimos del fndice i que satisfacen las inecuaciones intro-
ducidas en (5.13) y (5.21). Las dos proposiciones siguientes dan res

puesta a esta cuestién.

Proposicién I.5.1

Sea i1 (j, par(n)) el menor entero positivo para el que

- 2§ - + .
t1+1 ti 3 1 par(n)

Entonces, para j > 1 @

1[]- 1 si n es par y (5.31)
l1og, 3(3-1) = 1og,(3(3-1) - 2)

]_losz2 3(3

lﬂ-+ 1 si n es impar y (5.32)
|toe, 3(5-1)] = log,(3(j-1) +2) -1

1,U, par@Nef|108, 303

l}ogz 3(3 1d en los casos restantes (5.33)

Prueba:

Sea j > 1 « De la definicién de ti (4.1), il (3, par(n))
es el menor entero positivo para el que

Ay 2ttt > 35 - 1) + 3 par(n) (5.34)
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Sca r = l_log2 3G - l)J .

Se tienc entonces 2% £ 3(j = 1) 4 prHl (5.35)

a) Si se cumplen las condiciones (5.31), entonces 2"+ 2= 3(i-1),
y de (5.34) ¢ i, (j, par(n)) = r -1
b) Si se cumplen las condiciones (5.32), entonces AR 2=3(j-1),
y de (5434) : il (j; par(n)) = r +°1
¢) Supongamos ahora que no se cumplen las condiciones (5.31) y(5.32).'
) r . r+l .
Entonces, 2 + 2# 3(j ~-1) y 2 #3(j - 1) (5.36)
5i r es un nimero par, entonces
r+1
3|+ oy 3T - (2) (5.37)
Ademés,
2" 42436 -4z o2 (5.38)

pues si no fuese asi :

1@ 2"+ 2 > 3(i = 1) y la primera de las relaciones (5,27)

iwmplican Zr >3(j - 1)
. r+i .
e 2 -2 43(j = 1) y la segunda de las reclaciones (5.37)

fmplican 25V ¢ 3(3 - 1)

Ambas conclusiones contradicen (5¢35).

32 Finalmente la igualdad en (5.38) es imposible por (5.36)
»




En consecuencia, (5.38) y (5.34) implican il(j, par(n)) =r ,

Por el contrario, si r es un nfimero impar,

entonces (2)
325 -2 y 34 ), (5.39)

relaciones que son compatibles con la consecuencia (5.36) de la hi-

pbtesis c).

Finalmente, de (5.35),

2 m2c3(j-1)+1e2t 4 (5.40)
y vtilizando (5.39) y (5.34) se concluye que il(j’ par(n)) = r

C.q.do

Proposicifn I.5.2

: - J
Sea 10(3) el menor entero positivo para el que t1+l ti) [2].

Entonces, para j > 1 @
|r0g, 3[3]]- 1+ s1 |r08, 3[d| 106, 3[F] - 2
1, () = (5.41)
L}ogz 3[%1] en caso contrario
Prueba

Anfloga a la de la proposicién I.5.1



Con los resultados de las proposiciones anteriores y del

Corolario I.5.1 se puede tabular la solucién del problema 2)

(ver tabla I.5.2).

En esta tabla, a la derecha de’ cada valﬁr del {ndice j # 1

se representan, en la fila superior los elementos del conjunto

ce N < . .
[nmin] j definidos para 10(3) £ i <8, y en la segunda fila los
S . . > L e- .
elementos de [nmax] j correspondientes a i, (j, par(n)) < i 8
Para Jj = 1, se ha utilizado una sola fila pues[nminJ 1 =[?max] . ;

sus dos primcros elementos (1 y 2) aparecen solos en las primcras -
columnas de la tabla pues estfn definidos independientemente del fn

dice i.
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3 4 S 6 8
N TN T——— Lt
111 2 3 7 11 23 43 - 87 171 343
5 4 8 12 24 44 88 172 344
45 89 1213 24 25 44 45 88 89 172 173 344 345
3 5 9 13 25 45 89 173 345
6 10 14 15 26 27 46 47 90 91 174 175 346 347
s 6 10 14 26 46 90 174 346
16 17 28 29 48 49 92 93 176 177 348 349
s 15 27 47 91 175 347
| 18 19 30 31 50 51 94 95 178 179 350 351
6 16 28 48 92 176 348
20 21 32 33 52 53 96 97 180 181 352 353
. 17 29 49 93 177 349
22 34 35 54 55 98 99 182 183 354 355
g 18 30 50 94 178 350
36 37 56 57 100 101 184 185 356 357
19 31 51 95 179 351
9 38 39 58 50 102 103 186 187 358 359
20 32 52 96 180 352
10 40 41 60 61 104 105 188 189 360 361
1 21 33 53 97 181 353
42 62 63 106 107 190 191 362 363
12 j 22 34 54 98 182 354
64 65 108 109 192 193 364 365
13 “ 35 55 99 183 355
66 67 110 111 194 195 366 367
; 36 56 100 184 356
4 68 69 112 113 196 197 368 369
15 37 57 101 185 357
' 70 71 114 115 198 199 370 371
Tablg 11512 -
Resultados del Corolario I.5.1 para 1< j< 15 y 1<1i<8,



NOTAS A PIE DE PAGINA.DEL_ CAPITULO 1

(1) Desde el punto de vista del caso mis desfavorable.

(2) Estas relaciones pueden probarse ficilmente por induccién
sobre r.

56.
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CAPITULO II

DETERMINACION DE LA COMPLEJIDAD DE UNA GENERALIZACION
DEL PROBLEMA, Y ANALISIS DE UN NUEVO ALGORITMO PARA
RESOLVERLO .




11.0 Introduccién

En este capftulo se estudiari una generalizacién del pro=-

blema considerado en el capftulo precedente.

Sea A una sucesidn finita en 'E+ s s e N, vy
S = {B tBCA y Z x 2 s} ;3 evidentemente, S est8 ordenado
xeB

parcialmente por la relacibn de inclusién. Nos interesarf ahora en
contrar la familia S' ¢ S dc elementos minimales por inclusién -
en S. Asf, ecn el ejemplo de la seccién I.1, A = [2, 3, 5,1, 8, 3
s = 11, sec tiene S! ={{3,8], 5,8, {1,2,8),{3,3,5} s

{1, 2,3, 5} « NBtese que 3 aparecc dos veces en A, pero {3, 8}
figura una sola vez en S' . Es decir consideraremos S' como conjun

to, y no como multiconjunto.

En la seccibn 11.1 se¢ formaliza el problema y se introdu-
ce la notacién blsica necesaria. A continuacibn, en la seccibn II.2
se estudia la complejidad intrfnseca del problema. Finalmente, en -
la seccidn I1.3 se adapta convenientemente el algoritmo de Hammer y
Rudeanu [197@ de resolucién de ecuaciones pseudo-booleanas, y se
modifica para mejorar su eficiencia ea funcibn de la multiplicidad

de los elementos de A.

58.
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11,1 Formalizacibn y notacifbn.

Sea ¢ = (c‘, c seey cn] e 7 sy n >0

2)

s e N, dados.

Problema: determinar la familia ;

T = {I : I g (l, 2y esey “} ) ;: c; S,

(vy) [J'CZI = 2: <y < %]}

ied

En una seccibn posterior se ver§ que el problema as{ propuesto es
muy general, puesto que el caso ¢ e ‘En puede ser reducido en -~

forma sencilla al caso arriba definido.

Anflogamente pucde definirse un problema simétrico del -

anterior:

encontrar

e
[\
h

-

T!' = [I t I c {1, 2y eney n} N c
€

[
-

v [1c3 ¢ {1, 2, ceey 0} DY o, > s]}

ieJ

En 1o que sigue, se preferiri la notacién T»(c, s) y '2 (e, s)
para designar a las familias buscadas cn los dos problemas simétri
cos propuestos, salvo si los argumentos ¢, s y (o) los si{mbolos
"> , 4" estin implfcitos en el contexto. Excepcionalmente puede

resultar también cémodo trabajar con la notacién

Cb(t, s) = {C : C= [ci} jer » T € T»(c, s) , notacién que -
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en general representa a un multiconjunto. El significado de

LS (e, s), Tk(c, s) vy T(e,s) es claro en sf{ mismo. Finalmen

te, se designar$ por I al complemento de I con respecto a

il, 2, eoey n} .
El teorema siguiente relacionari entre s{ a T, ¥ Tk’
7
dando simult&neamente un medio de determinar una de estas familias

cuando s¢ conoce la otrae.

Teorema TIelele~

n

Ie T(e,s) sii Te T, (e, > c, = s)
i=1
Prueba :
Para todo I ¢ {1, 2, soey n} se tiene:

™M
N
|

M

iel ier *
n
= (3 e - X e )
i=1 iel
n
Cm— c; 2 Z e, = s (2.1)
iel i=1

Secan I, J tales que I e T;(c, s) y Jeil,

Entonces, Icd y



b) 2: ey > s

ieJ

utilizando ahora (2.1), se tiene

n
c) 2: ey > 2: ey = s

ie¥ i=1 ‘

n
d) 2: < 2: ¢, = s

ield i=1

n
En consecuencia, I e Ti‘(c, 2: c, - s)

i=1 !

La prueba del recfproco es anfloga.

Caq'do

El ejemplo siguiente ilustrari el teorema anterior.

Ejemplo ITei.1.~
Sea c = [26, 9s 95 75 55 55 55 4 3] H s = 47

Con lo cual z: c
i

g = 8=73-47~= 26 .

n
Si se conoce una (cualquiera) de las familias T, (¢, z e, = s),
i=1

T, (¢, s), 1la otra puede entonces determinarse encontrando el com
£ -

plemento de cada I con respecto a {1, 2, eeey rq (Ver tabla II.1.1).




T, (c z c, = 8
)/( 2 - i
h Y

1]
{2,3,4,5)
{2,3,4,6}
12,3,4,7}
{2,3,4,8)
{2,3,4,9}
[2,4,5,6)
[2,d455,7}
{2,4,6,7)
{3,455,6)
(3,4,5,7}
{354,6,7)
(2,4,5,8,9]
{2,4,6,8,9]
[2,4,7,8,9)
(3,4,5,8,9)
[3,4,6,8,9)
{3,4,7,8,9}
{2,5,6,7,8]
{355:6,7,8}
12,5,6,7,9)
135556,7,9]
{4,5,6,57,8]

A la derccha de cada conjunto T de fndice:s
entre paréntesis la subsucesidn correspondiente de

{ndice igual

[26],
[9,9,7,5] 5,

D,9s7:4]29
[9,9,7,3) 4

(9,7,5,51,,

[9,7,5,4,3] .4

(95555,5:4] 45

(955,555,315,

[755455555] 5¢

Yo, -

iel

-
s(c,S)

62,

(2,3,4,5,6,7,8,9) [9,9.7,5,5,5,4,3]

{1,6,7,8,9]
{1,5,7,8,9
{1,5,6,8,91
{1,5,6,7,9}
{1,5,6,7,8]
(1,3,7,8,9}
{1,3,6,8,9)
{1,3,5,8,9]
{1,2,7,8,9)
{1,2,6,8,9]
{152,5,8,9)
(153,6,7]

[1 3, 5,/{
(1,3,5,6]
{1,2,6,7]
[1,2,5,7]
{152,5,6]
[1 354,9)
{1,2,4,9]
{1,3,4,8]
1,_,4 8]
{1,2,3,9

Tabla IT.1.1

|
|
i

[26,5,5,4,3]43

(26,5,5,5,3) ,,
[26,5,5,5,4]45

[26,9,5,4,3]4%

[2(),9,5,5]45

[26,957,3]

[26,9,7,4]4(

[26,9,9,3],,

se encuentra,

€ , con un sub-



Proposicifn II.1.1

El tiempo necesario para obtener Te (¢, s) a partir de

T) (e, z:'c1 - s) (o vice versa), est& acotado superiormente
i

por O(n ' TS (e, s) ') .
Prueba :

Evidente.

I1.2 . Complejidad intrinseca del problema

En esta seccifn se dan argumentos que hacen pensar en la
inverosimilitud de que existan algoritmos convenicntes (en el sen-

tido de Edmonds - ver Cap, 0 -) para determinar Té(c, s)e

Consideremos el conjunto T_ (e, s) :

Teorema I1¢2.1.-

(1)
El problema de decidir si 7T_(¢, s) # # es NP-completo

Prueba

Definimos los problemas siguientes
p, ¢ problema de la satisfactibilidad.

P, ¢ problema de la satisfactibilidad, cuyas clafsulas ey tienen al

menos tres litecrales.

problema del nfimero cromftico (dados un grafo G = (X,U) vy

<
(3]
.
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ne 72+ s determinar si es posible asignar n colores a losvér

tices de G sin que dos vértices adyacentes reciban el mismo -

color).

L problemas de la particibébn (dados un conjunto A=(al, 3y o0y ap;
y una familia {Bilg C})(A), determinar si existe una sub-fami
lia [cj} c {Bil que sea una particibn de A

P determinar si T, («, s) #4. '

El teorcma resulta de probar que

ot
p1 oL p2 oK p3 o< P4 PS

La prueba es técnica y se incluye en la Gltima seccidn de este capfi-~

tulo.
Ce qod-

Teorema I1Xe242¢~

Scan A y B dos conjuntos cualesquiera. Entonces, bastan

'AI . |B| comparaciones para determinar si A (\ B=¢ .
Prueba :
Inmediata, considerando comparaciones elcmento por elemento,

Ceqo de

Observacién:

E«. Reingold [X972] prob8 que si se autorizan {nicamente com
paraciones de eclcmentos de A con elementos de B, del tipo " =, # " ,
entonces este algoritmo es optimal. Si, por cl contraio, se permite

suntar elementos asi como comparar entrc 5§ elemontos de un mismo con



junto, entonces bastan O(nlogn) comparaciones, con n = max (|al, |B|).

Teorema IX.2. ;3 [l

Si existen algoritmos para determinar T)(c, s) y 1;(¢, s)
e

en tiempo polinomial, entonces P = NP,
Prueba 3

Si se pueden encontrar Ta(c, s), y Tg (e, s) en tiempo
polinomial, lo mismo ocurrirf con T_(¢, s), puesto que
‘ T_(e,s8) = Té,(t’ s)(\ Tg(c, s). En particular, sc¢ habr$i de-~
cidido en tiempo polinomial si 7T_(e, s) # ¢ . De lo que, por el

Teorema II1.2,1 y la Def., 0.4.1 resulta P = NP,

C.q.dv

Este resultado nos permite, como ya es clfsico, realizar -

la reflexibén siguiente; dado que:

a) diversos problemas NP-completos de freas tan distintas como teo-
rfia de grafos, 18gica matemitica, teorfa de lenguajes formales,
etc., han sido objcto de amplios estudios por especialistas de -
dichas freas, sin que por ello se haya encontrado un algoritmo -

polinomial para alguno de esos problemas;

b) si P = NP entonces existirfan algoritmos polinomiales para todos
los problemas NP-completos.
Podemos entonces concluir del tcorema anterior la inverosimilitud

de que exista un algoritmo polinomial para encontrar T;(c, s).
v

Finalmente, el corolario siguiente relaciona las complejida
doa intrf{nsecas de los problemas correspondientes a la determinacién

de 15 ’ T} ’ Tk 3 1} y T_
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Corolario IXeZele-

Dados los problemas de la determinacién de T T

>/ } 4 > »

T s T ¥ T_ , entonces, o bien cxisten algoritmos polinomia

€
les para cada uno de cstos problemas, o bien no los hay para ningu-

no de ellos.
Prucba ¢

El corolario es consecuencia de la proposicién II.l.1, del

Tcorema ITe2.3 y de las ipgualdades siguientest

DT (e = T, (e, ) T (es9)

2) T, (cy s) T>/ (cys+1)

3 T (e, 5) T (e, 8-1)

Yec.-s
i .
4) T (e, s) = U T_ (e, s+1)

z i=0

Se1

5) T¢ (c, s)=U T (e, s+1i)

i=0
1), 2) y 3) son evidentess La igualdad 4) resulta de
T, (e,8) = T,(e,9)|) T(e, 9

= T7/(c,5+1)U T=(c, s) , por 2)



= T (e,s + i)
is

La obtencibn de §5) os similar.

i
c.q.d.

A la vista de estos resultados, interesari especialmente
el desarrollo de algoritmos cuyos comportamientos asint8ticos, den
tro de la exponencialidad, tengan cotas reducidas (dentro del com-
portamiento exponencial, es evidentemente preferible un algoritmo
de complejidad 0(2“) frente a otro de complejidad 0(22n) )s Tam-—
bién es interesantec el estudio de algoritmos hcurf{sticos que, para
algin concepto "aceptable" de solucibn aproximada, resuelvan cstos
problemas en tiempo polinomiale Finalmente, una tercera vi{a de in-
vestigacibn es posible (jy deseable!) : cstudiar la dificultad in-

trinseca de los problemas dc determinar T» . Tg etic., desde el

punto de vista de la complejidad media de los algoritmos que los -
resuelven, y no, como hcmos hecho hasta aquf, desde el punto de vis
ta del caso mis desfavorable. La primcra de estas l8ncas serf la -
que seguiremos en el resto del capftulo, a partir de la idea bfsi-
ca de aprovechar la posible multiplicidad de los clcementos de Ae. La
segunda v{a propuesta no scr§ contemplada en este trabajo, pero —-
pensamos que debe ser fructifera, ya que el uso de heurfsticas sc
ha revelado particularmente fitil para el problema de la mochila —-
" (ver Garey y Johnson [1979]). La tercera de estas vfas prescnta la
dificultad del desconocimicnto de la distribucién de probabilidad

de los distintos casos de un problema dc tamaiio n dado, y abre el
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camino al estudio de algoritmos probabilfsticos. La escasez de re
sultados referente a la complejidad de este tipo de algoritmos es
la que ha motivado las investigacioncs expuestas a partir del ca-

pitulo siguiente.

IX.3 Un problema equivalente

Estudiaremos aqui un problema equivalente al nuestro, y
una modificacibn de un algoritmo de Hammer y Rudeanu [197@} para

mejorar su eficiencia.

Definicibn IXe3ele-

n
Scan ¢ e Z , s e .
Llamaremos ccuacién pseudo~booleana a

e oA =35 (3'1)

e inccuacién pseudo~booleana a

T o s (3.2)

\%

C eX > S - . (303)

. n
donde 2¢ ¢5 un vector de variables boolcanas sobre [0, 11 y"2>m,

" > " pueden intercambiarse por " £ " y " <" respectivamentc.

Se observari quec toda inccuacibu del tipo (3.3) puede con-
vertirse en una del tipo (3.2) sumando 1 a s. Adecmis, podemos -

- +n . -
limitarnos al caso en que ¢ e Z e En cfecto, si llamamos x, a
i

la variablc complemento de X.» basta utilizar la identidad



= -x
xi 1 xi siempre que se
inecuacibn
€C e X > S »

se transforma en

celex? > st

c si c, >

i i
con ci =
-cy si ci<
x si c, >
xi = _
x, si ¢4 <

Anilogamente, cl caso en que
ner variables complementadas

ciones con coeficientes en

Definicibn 11.3.2.~

tenga ey < 0. Asf, por ejemplo, la -

el vector de inc8gnitas pueda conte-

puede reducirse a ecuaciones o inecua
+n (2)

/] .

Sea %" ¢ {0 A l} n una soluciédn de (3.2)

I e {1, 2, ouu, n]

LY.
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Z(x’, 1)={x'e|0,1}" : x.=x; vieI} (3.4)

1

Dircmos que Z (x*, I) es la familia de soluciones de -
(3.2) generada por (2%, I), si Vx e }: (* , 1), es solu-
cién de (3.2).

Observacifn: es evidente que no todo (x., I) genera una familia de

soluciones,
Las propiedades siguientes son inmediatas:

SHID MU SR

2) x* ¢ Z (2*, 1)

3) Z (', 1) = {3‘-'} sid I= [l, 2y eoey n} ; en este ca-

soy diremos que la familia es degenerada.

Definicibén 1I1.3+3e=

%* es una solucibn fundamental de (3.2) si t

a) ¢ X > s
b) Para todo i =1, ..e, n
xt=1 = ¢ . ¢ s
i
x, si 3 i
j #

Es claro que las soluciones de la ecuacifn ¢ XM= s también son

soluciones fundamentales de (3.2). ¢



Teorema II-;:- [

Sea I ¢ {1, 2, ceey n} . Una condicién necesaria y sufi-

[ 2
ciente para que I e T> (¢, 3) es que X , definida por x; = 1
4

sii 1 e I, sea una solucibn fundamental de (3.2)

Prueba :
1 si del
> ot !
1);1‘:1 > s T X238, *y 0 en caso con-
trario
y =
N . 1 51 iedJecl
< . c o o' " -
E]ci s 3 Wet € X<, X5 0 en caso con-
t
Viel rario
ceqQede

En consecuencia, el problema de encontrar la familia
T> (¢, s) es equivalente al problema de determinar todas las solu
ciones fundamentales de la inecuacibén pscudo-booleana (3.2).Ademés,

una vez conocida T> (¢, s) se obticne directamente :
4

Corolario IT.3.1.-

Sea T>/ (¢, 8) = {Ii’ 12, veey Iml . Entonces, toda solu

cibén de (3.2) pertenece a una y solo una de las familias

):(x'j,xj), 14j5«m.




Complementos a la notacidn @

72

s e = . . (i, 3)
§i ¢ = {xl, Xys soey xn} , designaremos por x'? >
14£1i<j%n, a ilx x ces x].Porlotanto ‘:asl’n)=3¢
= 3 i’ i+1’ 2 j
y 3‘.(1 »1) x; » Una notacién anfloga se usari para ¢ . También
(1,3)

utilizaremos cuando sea conveniente 0
j componentes sean nulas.
IX.4 Algoritmos
El algoritmo més intuitivo posible
tudio es, tal vez, el siguiente:
. . ( .
Alporitmo A {Generar f (¢) y determinar

le= [Preparacibn]

o | m(l’n) 3 LN (¢, 5) e— @
7

2.~ [Iteraciones y finalizacibn)

Mientras C ¢ < B8 § WMWée— M + 1
Si, x, =1
82, i
ie—1
mientras ids<dn
si x, =1 t Me— - (
i—i ¢oi
iée— i+ 1

para el caso en que las

para el problema cn es

T, (c, s)]

(suma en base binaria)

V., : FIN
i

0, x., 0)

i

> S IXqe—xx+ 1
(suma en base binaria)
volver al principio
del paso 2.



T, (e, s) T)/(c, s) U {I]

siox, =1 v, t FIN
a ¢ X + 1 (suma en base binaria)

volver al principio del paso 2.

El algoritmo A no es méds que un procedimiento "ciego" de
enumeracidn que realiza ¢l segundo paso 2" - 1 veces y que no -~
aprovecha la informacin ganada cada vez que se obtiene una solu-
cibn; en efecto, si > es una solucién fundamental, ya no es nece-
sario examinar las ! tales que x, =1 =) xi =1 , Esta es la
clave del algoritmo siguiente, debido a Hammer v Rudeanu [1970] o Di

cho algoritmo precisa que ¢ est® ordenado en sentido decreciente; -

trabajaremos, pues, con inecuaciones

€ «X > s R © > cj para 1£€3i4£jsn (3.5)
La idea fundamental consiste en considerar, para cada £ = 1, 2, «a, n,

la existencia de soluciones que tengan a cy como mayor elemento y,
en caso afirmativo resolver los sub-problemas determinados por las
inecuaciones
c(3om) s-c, 3 i+léjen (3.6)
lo que corresponde al recorrido de un irbol T de raiz r definido re

cursivamente por

n

T, [yl s

(3.7)

N
e
N
=1

n
L G { Tj}j==i+1 ) s 1



donde ci es la raiz de Ti > {Tj} g=i son los sub-Arboles re-
lacionados directamente con c; 0 para i = 1, see, n Yy ¢ = r

(ver figura 1)

Algoritmo HR

Determinar T, (¢, s) recursivamente. Utiliza una varia-
7

ble auxiliar AUX para transmitir a cada sub-problema obtenido los
elementos de {l, 2, eee, n} que hay que afiadir a las soluciones -
de dicho sub-problema para obtcner soluciones del problema inicial.

Inicialmente, AUX =g .

le~ [Preparacién)

p — 1 (fndice que varfa de 1 a n)
SP ¢<— 0 (variable que conticne sumas parciales de

elementos de ¢)e

74.
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26 Obtencibn de soluciones inmediatas

Mientras cp >s ¢

escribir la solucién AUX U [p)
si p=n: FIN
pe—p+1
3. [Suma de elemntos menores que s]
Para 1 =1p hasta n :

sp (-f‘— SP + ci

4e- [Comparar SP con s y obtener otras soluciones :l.nmediatas]
si SP 4 s H FIN
sipo 3 si SP=s :
escribir la solucién AUX U [p, p+ 1, eoe, n‘
FIN
sino : si p=n-1:1:
escribir la solucibn AUX U {n -1, n)
FIN

gsi no : SP ¢«— SP - ¢
- P

S5¢= [Resolucibn de sub-—problemas)
Sele= [ObtenciGn de soluciones que no contienen a cp]
Si SP > 85 ¢

resolver T, (c(p+l,n) s S)
4



escribir la solucién AUX ) {p + 1y eee, n}

S5e2e= [ObtenciGn de soluciones que contienen a cJ
AUX  — avx U lp]

(pt1, n)
’

resolver T_ (e S = c )
Y P

FIN

Enunciaremos algunos lemas en que se basa la demostracién
de que el algoritmo HR es correcto. Sus pruebas respectivas son muy
simples y no se presentarfn aquf (ver por ejemplo Hammer y Rudeanu

[1970)).

Lema JTeo4ele-

Si I e T), (G,S) y Aigln{l, 2, XX ¥ i}

entonces, para todo i =1, 2, s¢e, n-1 se tiene

(i+1, n)
I~ Ai e Té (¢ ’ y S = Z: c,)e
Lema II.AO Ead
Si ITe T, (¢(1+1,n) s s) entonces I e T, (e, s) »
> >

Lema 114030~

Si s >0 y Te Ts(c(z’n)
7

U {1 e 7 (e,9)

s S = cl) entonces,

76
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Teorema IYe4ele~

Sea (e, s) e 'E+n x Z |, con ¢ ordenado en forma

decreciente.
a) Si s 40 entonces T, (e, s) = \ﬁ}
St >0

b) Si gpe {l, 2, ecey n—l} tal que cp) 8 > cp'H entonces

v

1) Vi e {t, 2, «ou, p) se tiene {J] e T, (c;5)

2) El conjunto de soluciones restantes de T, (¢, s) es
v
+1
T> (c(p 14 n) R S)
7
c) si e, > s entonces T, (e, s) = HI}, [2}, cony {n})

d) si s> c, » se distinguen cuatro casos

n
1) si Z’c < s entonces T (e¢,s) = ¢
=1 1 >
]

n
2) si Z c:L =g entonces T) (¢, s) = {{1, 2, evey n}}

i=1
n n
3) Siigl e > s y igz 4 < s entonces

T') (e, 35) = {I : I = ‘l}U I', VI'e T),(c(z’n), s—cl))

n n
4) si Z c,> s y Z c, ) s entonces
i=1 i i=2 1

T), (¢, s) = T)/ (c(Z,n)’ s) U

U [x sx= U1, vt e T (>, 5. cl)}
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En lo que respecta al problema simétrico (determinar

Te (e, s)), puede enunciarse el siguiente teorema:

Tcorema IT.4¢2.-

+n
Sea (¢,s) € Z x Z , con ¢ ordenado en forma decrg

ciente.
a) Si s < 0, entonces Te (e,s)=¢
Si s 20

b) Si ¢ > s ecntonces T (¢, s) = {{6}

c) Si qap € {1, 2, eee, n-l} " tal que cp > s 2 c entonces

T\( (e,s) = Te (t(p+1,n) s 3)

n
d) si Z ¢y 4 s entonces T (e, s) = {{1, 2, veey n}}
i=1 A
n n
e) si Z c,>s ¥y c; & s entonces
i=1 i=2

Te (e,s) = {{'2, 3y eees n}}U {1 : I = {I}UI' R

YI' ¢ Te (c(z’n) ) S = cl)}

n n
f) si Z <, > s vy Z <y > s entonces
i=1 i=2

Te (e = T @, 5 Ufriz=- WU,

vIi' e T (c(z’n) , S = cl)}
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La prueba de estc teorema es anfloga a la del Tecorema I1.4.1 e im-—
plica la posibilidad de utilizar para cste problema un algoritmo -
similar al algoritmo HR.

El algoritmo HR es en gencral més eficiente que el algo-
ritmo A, que siempre realiza O(Zn) operaciones elementales (su-

mas y comparaciones entre dos nfimeros) :

Teorema ITe4e3e—~

.

El nfimero mfnimo de operaciones elementales necesarias -

para determinar T» (¢, 3) mediante el algoritmo HR es de O(n).

Prueba :

Esta cota inferior de la complcjidad del algoritmo HR se

alcanza en los siguientes casos:

a) si -2 ) s
n
b) si 3 c, ¢ s
i=1
n
¢) si ¢ > 8 >c y 2: c, £ s para algin p ¢ n -~ 2
P pHl 1=p+1 i

En efecto, en los tres casos la solucibn del problema se determina
en la primera iteracién del algoritmo, cn los pasos 2 8 4. Los pa-
s0s 2 y 3 consumen, juntos, 0(n) operaciones elementales, y el pa-
so 4 realiza, a lo sumo, 3 comparaciones. Lo cual prueba la comple
jildad lineal de HR en los casos a), b) y c¢) . Todos los casos res

tantes necesitan, al menos, resolver adem&s un sub-problema. Por -
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lo tanto, 0(n) es efectivamente cota infcrior estrictade la comple

jidad de IR,

Cotede

Es fAcil, por otro lado, encontrar casos en os que el -
algoritmo HR tienc complejidad exponencial (como podfapreverse de
los resultados de la seccibn 2 de este capftulo). Estoes consecuen

cia directa del siguiente resultado:

Proposicién ITedele~

(e,5) enm xZ

max ‘ T, (ﬁ,s)
>

Prueba :

La proposicibn resulta de constatar que

max (2) = (I.:D = <[2]> (pues si n es par, [gJ =[§] y si no,

t ” 3
[gJ< ; (lﬂgql ; adem8s para todo n [g] = n - l;J) s ¥y lel lema si-
guiente:

Lema IXodede—

Dado n > 0, la cardinalidad de T, (¢, s) esmfxima sii
-

[ =]
——
(=3

para todo I,J e T)/ (¢, s) , 'I[”—‘l']l:

—
2]
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La prueba de estc lema se presenta en la fltima seccibn del capitg

lo.

Tcorema I1,4.4.-

Si | Tz,(c, s)| =< 2 ) entonces el nfimero de iteraciones
54
realizadas por el algoritmo HR es de (2™ .

Pruecba 3

Sea I e T) (e, s)e Si 1 <« |I| < n , el algoritmo HR de

termina I en 0(|I|) iteraciones (consccucncia del Teorema TI.4.1,

n
d-3) y d=4)). Si, ademis "R (c, s)' =( n )cntnnccs para todo
3]
Ie T(c,s) 1| = ng (6]1] = ‘g] ) y sc nccesitarén
af ® n
of 5(1\)) = 0(2 ) iteraciones para determinar T} (e, 3)
b5 ’
Ce(ade
Observacifn:

Si ¢ no estuvicse totalmente ordenado, la complejidad -
total del proceso aumentarf{a en 0(n 10::2 n) (ver Capftulo 1, sec
cidn 3), valor que solamente influirfa en la cota inferior esta-

blecida en el Teorcma IX.4.3.
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II.5 Optimizacién del algoritmo HR

Aunque el algoritmo HR acelera la blisqueda de soluciones,
recurriendo esencialmentec a la evaluacibn de sumas de ciertos elemen-

tos de ¢, no tiene cuenta de la posible repeticién de elementos. Si

por cjemplo, el problema esti dado por c(l’n) = (2,2, ¢eey, 2) y un

umbral s tal que n > 2t > 8 >2(t-1) » 0, para algin t > 0 , hay
(E)soluciones idénticas, cada una dec las cuales se obtiene separa-
damente. Es, pues, importante que el algoritmo utilizado, pueda a-

grupar soluciones idénticas, calculando solo una.

Notacién: Supondremos, para fijar ideas, que

C(l’n) = (C coe c c eve c LX) c cee c )
1? ’ ml’ ml+l’ ’ ml+m2’ * “o(k-1)+1’ * Yo(x)’

con C1 = ene &= Cm1> Cm1+1=oo-=cml+m2) ece >C¢(k-1)+1=-au= Ca_(k) y
(3) !

donde , para siwplificar la escritura, « (j) = 21_._- m. o 14 j <ke Es ’

i=1

k
claro que @ (k) = Z m, = n o Representaremos el multiconjunto
i=1

{a, Ay eeey a} por [p; a:] s ¥y [p; a]U[q; b] corresponderi al multi-
\—-—W .
p-veces
conjunto ia, 3y eeey Ay by by, see, b}
N — \"""'_'I

p-veces q-veces

Definicibn ITeSele~

1 +
c( s0) c n

Sea z"" . Dados i, e {1, 2, ees, n} , dire-

nos que i = jJ Si c, = ¢C

i i *

(Es evidente que la relacién " = "



Bs.

asf! definida es una rclaciln de cquivalencia). Llamaremos E(i) a

la clase de equivalencia de i .

Definicibn IT.5e2.~

t
Sea [O(i}:=l c p([l, 2y essy n}). Diremos que U[pi;ix

]
1=1 i
es irreductible si i # j —= °<i ;.éo<j para 1 < i,j < t.
t
Cs inmediato que siempre o5 posible cscribir U [pi ;o(i]
i=1

t
en forma irreductible, pucsto que si cxl.:te{r-n’\ ll,I:"l c {w(i}i___l

tal que <><h = o, para 1 2 i,j % r , basta reemplazar
i J
r
Upy 50t ] por [ 2 b et .
h ! h, h
i=1 i= 1

Consideremos ahora la extensién siguiente de la relacidn

de equivalencia " ="

DefiniciGn Il. 5‘ ,}n"

D
Sean [o(i}t ,{ﬂi};:l € (f (‘1, 2, esey n})y secan

i=1
t t t
L) [pi ;o(i] y U [pi ;(}i] irreductibles. Entonces U[pi ;oti]z
i=1 i=1 i=1
t
= U [pi;ﬂi] si =<y =ﬂi para 1 < i < t.
it

Pefinicibn 11, 50 ﬂ L

t
Llamaremos elemento candnico de 6 (U [pi ;o(i ]) a
i=1
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i €
U [pi ; xlj si para 1 ¢ i &t y para todo ﬂi e ({O(i})

De las definiciones anteriores y de la notacidn introdu-

cida al principio de csta scccifn se observa que los elementos can§
t Ty
nicos son de la forma };)l[pi H h§1 mh] .

En lo que sigue, considerarcmos que todo 1 e T> (e, s)
v

estA en forma irrcductible. Se ticne entonces:

Proposicifn Ile5ele-

Ie T, (c,s) (= Em ¢ T, (e, )

Prueba :
Trivial.

Puesto que {c.

131311 = {Ci}iclz si I, =1, , en vez de buscar

T, (e, s) nos limitaremos a determinar el multiconjunto T, (e, s)
3 4

que resulta de reemplazar cada I de T) (¢, s) por el elemento ca-~
v

nénico dec E (1).

Definicibn Ile5e5e=~

Sea 1 e T; (¢, s)e Llamaremos multiplicidad de la solu-
v

cibn I a/L((I) =|C(I)| .
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Proposicibn IXe5.2.-

t r

t m!,i
[pi H m ] , contonces /M‘(I) = J_‘ ( b, >

1 P

[

Si 1=

1

i

1

Prucha :

t Ty
lE @l=TT '5(}2-.:1”“”

i=1
t m
=TT 1
P,
Coefjacle

Eiem}z]_.o XX S¢l.—

Sea e = (11, 9, 9, 7, 7, 75 75 55 55 55 35, 3) 5 5= 42

Entonces @ Il = [1; 3]() [3; 7]\] [2; 10]|WJ[1; 12] es una solu

" i
cibn, ¥ su multiplicidad os A (1)) = (}) (;) x (g) x (f) = 48

1, = [l; I}LJ[~2; 3](} [2; ﬂ cs otra solucibn, que -

- _ 1 2 4 _
tiene multipl1c1dad/AL (Iz) = (1) x (2) x (2) 6 .
Para completar el desarrollo de la idea principal de es-

ta seccibu asociaremos a T, (¢, 5) un conjunto T, (8, =) , defi
2 y 1

niendo & por mcdio de la transformacién:

zcr(i-l)-!-i = wiicd'(i) 3 1€ j<m, , 1 £33 4k (5.1)

donde w w1l lé,j/:.mt s 144 ek (5.2)

1j
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Llamaremos a ¢ vector pondecrado asociado a ¢

De cste modo, cada clase de elementos iguales de ¢ se trans
forma en otra que contiene, ordenados en forma decreciente, todas las
sumas diferentes posibles de elementos de la clase primitiva. En cuan

to al umbral s, sc mantiene igual.

Nos proponemos resolver el problema original con la ayuda
del problema asociado que acabamos de definir. Con este fin empeza-

rcmos por caracterizar la relacibn entre T)'/ (e,s) ¥ T, (€, s)
a4

para finalmente enunciar y probar un teorema (basado en esta rela-

cifn) que esti en la li{nea de los Teoremas IT.4¢1 y ITede2,

Proposicibn ITe5e3e=~

i=1
u -1 u,- ut-l
B3 m oty s L m vy eee, L om b vtj
h=1 h=1 h=1
con 1 £t 4n ’ 1_,vi£—_mu- s l(zuie,n
i
Entonces Z c; = Ei
ieA ieB
Prueba @
t
Z Ci = g wu_v, ccr(u ) * De esta igualdad y usando
ieA i=1 i i

(5.1) y (5.2) sc obtienc :



Zci=§t:~

¢ = <

Cla. - 1) + 2

1eA i=1 (uy = 1) + vy fen 1
cCeQede

Esta propiedad permite identificar cada solucibn de

T') (e, s) con una y solo una solucibn de T) (¥, s) « Sin embar-
7 v

go, la recfproca no cs cierta en gencral. La proposicibn siguiente

caracteriza las soluciones de T) (¢, s) que nos interesan, Supon
v
dremos, sin pérdida de generalidad, que para todo i, u, < u

it *
Proposicibn ITe5.4e-
Sea 1 &4t £n, 1 < \ “ mu. » 1 & ug 4 n. Entonces,
i
t Yy
. "t = 23
U [\vu.v ; Z mh] € T)/ (c, s) sii
i=1 i h=1
-1
Y5 t
a) z: mh + vi € T) (m, :)
h=1 i=1
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2) Si v =m entonces
r u
r
5u§51 ur-l-l ur+1—1
+ V., 5 eeey m + v » + v 9 see
her i S m T e 5 T Ve

Supongamos quc Vi Z m, para 1 =1, 2, sesy t
i
t Yy
s T! (===
U [vy, 3 L m]e e
i=1 ii h=1
= >
=) w c 38> w c +w c
+1 ¢
u, v, ¢(ui) Fer B A Y q(ui) u v (ur)
i#r ‘

I
i ™

t
ﬁr(u,—1)+v.z 30 z; cG'(u.-l)+v + cf(u -1)4+v +1
i i i=1 i i r r

i#r

N
e}
i~
ot

para 1



u,-1 . t
+ v T T, s
[z;l..,h 1}21 e T, @0
<—=’> y
, ul-l uz-l ur-l
{Z mh+vl, Z mh+v2, [ E XN Z mh+vr+1 LR N
h=1 h=1 h=1
ut—l
vseay Z l'l\I + Vt ¢ T) (t, S)

Por otro lado, si v.=m  para algin r e {1, 2y ooy t]:

r
t u:l.
. T 5) ==
U [wu.v' 3 Z mh] e N (¢, 5) ¢
i=1 i i h=1 3
t t
T 2_: u,v c(r(u)>s> Z Yu.v cl.l’(u.)
i=1 i i=1 i
ifr
t t
== T Y s <
.}; o (n,=1)+v, S Z @ (n,~1)4v,
i=1 i i i=1 i i
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{“1"1 t
}?51 m + vi}i=1 € T), (¢, s)
ul--1 ux'-l—1 ux"-f-l-1
* E: mh + vl, ceny 2: mh*'vr—l’ 2: mh-+vr+1’ cee
h=1 h=1 he=1

CeqGeds

Basfindonos en estos resultados y en las siguientes genera-
lizaciones de los Lemas IT.4.1 y IT1.4.3 (4) es posible ya determinar
(e, 3), a partir del conocimiento de @ y calculando solo el ele-
mento canbnico de cada clase de soluciones € (T) asf{ como la multipli

cidad asociada, como se veri en el Teorema 1I.5.1.

Notacidén :

i
(m al vector -
obtenido eliminando de ¢ todo ci tal que i € 7T c(ﬂ) se obtie

Sca Trcfll, 2, eoey n} ; designaremos por ¢

ne representando por T:r al complemento deTT con respecto a

{1’ 2, seecy n} -

Lema 1T, Eo Chad

Si T e T)/(e, s) entonces, para todo TTC{], 2, oecey n}:

. T -
I-"TeT)/(q(),s- 3

c., ).
jeinw J
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Prueba :

Por definicién

a) z: ey >s

Ie T} (e, 8) ==
4
b) JcI = ) o <=

ieJ

Sea TT c[l, 2, coey n} . De a), se ticne

e
o
-
1
=
o
®
(]
e
o
Yo
>
3
[
[v)
-
>
=

Por otro lado, para cualquier Hc I -T] y de b), se tirne

Yoo = Y e - Yo es - ¥ oo

iell 1 ieny(INm) ielNV 1 ieINT

Y utilizando una vez mds la definicién de T; ¢l lema queda probado.

ceqeds

Lema IXe5¢2.~

Sea s > O, j e {1; 2y, eesy n} y 1I= il, 2y eeay n} —{j].

Entonces,

(t(")

1 e T) y S = Cj)

v === 1U[i} e T, (5 9)

z: °s < s

iel



Prueba 3
Por definicibn,

a)

T (c(rr)

Ie y

'S..Cj) -—.=-._—-)

b)

De a) se obtiene directamente

Zci + ¢, > s
ieI J

De b), de la hip8tesis Z o < s
iel

1

iel 1e1y(j}

1

desigualdad que implica

Jcl =

y suponiendo

c, = min {ci} + cj < s

Z c; ¢ s para todo Hc IU[j}

iell

Finalmente, de (5¢3), (5.5) y de la definicién de

que IU(J‘} e Ty(e,s)

z_-_ciLs-cJ,

ied

(5.3)
i g I, resulta

(5.4)

(55)

T) se concluye

Coq.d.

94.
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Observacién

Mediante modificaciones muy simples, los lemas previos si

guen siendo vilidos si se sustituye T, por T; .

4

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema siguien

Teorema IXs5¢1e~

+
Sea (e,s) e Z nx Z , con ¢ ordenado en forma de-

creciente, y sea € el vector ponderado asociado a ¢,

a) si s

i

0 entonces T; (e, s) = l?‘}
7

Si s >0 :
b) Si existe B c {1, 2, ooy k} no vacio tal que para todo i e B,

~

co'(i 1)+1 ) s entonces:

i -
1) Yi e B se ticne [wir 3 Z: th € T; (e, s) , y su mul-
i h=1 7

m,
tiplicidad es * , donde ri es el mayor entero de
w

ir,
i

(l, 2, eeey mi} para el que Cﬂ’(i-l) + v bY

2) El conjunto de soluciones restantes es T)' (d,s), donde &
v

se obtiene de ¢ suprimiendo para cada i € B ri elemen—-

i
tos de la clase & ( Z mh) .
h=1



c)

Si

1)

2)

3)

> c«(i_l) 1 para 1 &

Si

k
s

Cr(i-1)+1

"
-

-

[y

960

i £ k, se distinguen cuatro casos:

entonces  T! (e,s) =g
v

Si Z Etr(i—l)-i-l = s entonces T): (¢,s) = U [mj_ ; Z "‘h] :
h=1

1=1

k k
Si < .. > s y Z T .. < s 3
= vGE-pn = eli-1)4
sea t € [1, 2, seey ml} tal que
k k
-~ -~ ) - ~ -~ .
°y ¥ 1_% Cg(i-1)+1 2 8 > (vyem1) “m, + 1_22 Cq(i=1)+1

Entonces, para 1 & j ¢ t ,

si T e T (m1+1,n)’

1
y (¢

s = ©¢.) y su multiplicidad es M,

k|

se tiene [wl_j ; mlJ U1 e T)l (¢, 8) y su multiplicidad

()0

le

No hay otras soluciones de

T; (G,S) .

4



k
4) si 1-_,21 (i=1)+1 >8 vy FZZ Cd—(i—l)+l > s , entonces

si I e T>' (c(m1+l,n),

J

. t 3 o K3
se tiene [wlj 3omy ] UT e T2 (e, s) y su multiplicidad

. my k1, n)
Fl conjunto de soluciones restantes es "; (m( 1 'Y,
v

Prucbha :

a) Evidente

b-1)

Por el Teorema Iledel, para 1 £ t £ r, , 1 e R sc tiene

£t 4Ty
i-1

{ Z o + ti e T, (%, 5) + En consccuencia, por la Pro-
h=1 g :

i
posicibn I1.5.4, w, ; Z m P T! (e, s8) « Fi-
1r1 h=1 h 2

2

nalmente, la Proposicibén IT.5.2 da dircctamente la multipli

cidad,

Por el Teorema II.4.1, el subconjunto de T, (¢, s) que -~
queda por determinar cs T (d, s), donde d sec obtieno
b

dea &€ suprimiendo, para cada i e B, los clementos

$ = ¢.) ¥y su multiplicidad es S



98-

-~ ~

CG(i-l)+l 3 cc(i-l)+2 9y eee cd(i~1)+x~ o Como, por la Pro

i
posicibn 11.5.4 cada solucién de T; (e, s) estd asociada a
4

una y solo una solucidn de T> (¢, s), para determinar con-

pletamente T! (¢, s) solo falta cncontrar T; (d,s).
7

1
2

k k n
c-1) iglcq_(i_l)_” = z m, e (4) = 1=Zl c; Si la primera de

estas expresiones es menor que s, también lo ser§ la ltina

y por el Teorema II.4.1, Ti (e,s) =¢g .,
c=-2) Es consecuencia directa de las Proposiciones II.5.4 y IXI.f.2.

c=3) Consecuencia de los Lcmas IXe5¢.1 ¥y ITI.5.2 y de la Proposicién
II.542

c~=4) También consecucncia de los dos lemas precedentes y de la Pro

posicién IT.5.2.

Co(lod..

Asf como cl algoritmo HR sc fundamenta en el Teorema 1I.4.1
también el teorema precedente sirve de base para desarrollar el algo
ritmo correspondiente, pero dadas las caracteristicas constructivas
de estos teoremas evitaremos en esta ocasién el escribir explfc:.ta-

mente dicho algoritmo.

A modo de conclusifn del capftulo, el interés del Teorcma
IT1.5.1 estriba en dar un método para determinar T> (¢, s), que se~
ri tanto mhs eficiente que el algoritmo HR cuanto m&s elementos -~
iguales haya en § o Asf{, en el Ejemplo II.5.,1, la obtencién d: I,

es relativamente mfis eficicente que la de I2 + Es evidente sin enbar

1
1
1
h
1
¥
4
!
M

e b e e L L



go que las cotas encontradas en los Teoremas IT.4.3 y I1.4.,4 siguen
siendo vilidas, y que en consecuencia seri necesario utilizar el con
cepto de complejidad media para obtener resultados més significati-

VOSe

1.6 Demostraciones técnicas y cuestiones complementarias

A) Prueba de la cadena de reducciones P, oA P, - p3 o4 p4 o ps
ol :
Py o™ Py
n ™
Sea F = /\ c s c, = a. . con
° =1 * =1 M’
aij = {xl, ceey X , 21, cooy ;p}

una férmula cn forma normal conjuntiva para la que se quicre ecstu-

diar el problema de la satisfactibilidad.

Sea F! la f8rmula obtenida al sustituir cada cliusula Ci

de cuatro o mis literales por
(a1 va,v yl) A.(a3 vy, v yz) A (a4 vy, v y3) A eoe

eee (am 2 VY, -4 v ym.-3) A (am.__l va, v ym._3
i i i i i i

)s

donde los literales a{j se han representado sin su primer sub-fndi
co por comodidad, y las variables Yys Ygs +ee som variables boolea

nay suplementarias.

R
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3e compruecba ahora con facilidad que F! se satisface sii

f se satisface,

Pz o< P3 H
n t
Sea F = /\ G» ¢ = \/ aj; * con
aij € {Xl, eseey Xp, ;1, seey ;p] » t £ 3.
Sea G = (X, E) un grafo no orientado definido por

X = [xl, ey Xp, ;1, scey ;p}U{Vl, esey VP}U

Ufeys eoes <]

E={(V1)Vj)=i7éj}U{(xi’;i)= léiéP}U

U{(vi,x_j) » (v X)) s iy‘j} U{(ci.xj) s

J

:xj%ci} U {(Ci’;j) : ;jfci}

Finalmente, sea k =p + 1

Pucde suponerse sin pérdida de generalidad que p > 4, -
pues si no, el problema de satisfactibilidad propuesto serfa decidi-

ble en tiempo polinomial.
Se¢ tiene entonces ¢
a) El subgrafo de G engendrado por los vértices {vl, coey Vp} es

una clique y precisa por lo tanto de p colores,



b)

c)

si 1# 3, lqs vértices vi , xi y X, son adyacentes, lo que

introduce un p + 1-8simo color, que designaremos por Q. Con ~-—

p+1 colores, o bien v, ¥ xi son del mismo color y ;i es

de color Q, o bien v, y ;i son del mismo color y x, es de co

i i
lor Q. Es claro entonces que p+ ! colores bastan para los vér-

tices [xl, seey xp, Xl’ eeey xps .

Todo vértice cy es adyacente a 2p -3 vértices, por lo mcnos.

Ahora bien, p> 4 ==> 2p - 3 %»p + 1 , Por lo tanto Hj s

142 3« p, tal que x_j y xj figuran entre estos 2p - 3 vér
ticess En consecuencia, ci no puede ser de color Q pero sf de

alguno de los otros.

De este modo, para todo i, 1 ¢ i £ n ; hay un literal
ah € C, tal que el vértice ah no es de color Q + En caso con
i n
trario, todos los ah € Ci son de color Q. Pero entonces c, cs
J

adyacente a p vérticcs de p colores distintos, asi como por lo
menos a un vértice de color Q, con lo que p+ 1 colores no bas-
tarfan . Dando el valor 0 a todo vérticc de color Q y 1 a los
demds vértices, se concluye que F se salisfacec sii p+ 1 colo-

res bastan para G.

Sea G = (X, E) un grafo no oricatado, k e Z+ « De

finimos los siguientes conjuntos:

s =X L){(u,i):ucﬁ, Iéigk}

lo1.
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Sxi = {x} U{(u,i) : ue E y u incide en x},

x e X, 1 ¢1i ¢k

i

{(u,i)} s, u e L[ , 1 £4i<k

Supongamos que k colores €13 Cps sees © bastan para G. Sean
x,y e X, x#y , y sean ci s c;i sus colores respectivos. Enton-

ces S [\ S = @ ; (si (x,y)‘% E , es evidente; si
xc, vey ,

(x, y) € E entonces ci # cj y el resultado es inmediato). Porotro

lado, es claro que S = U Sxi U( U R ).

x,i u,i ui
(u,i) #Sxi

Reciprocamente, supongamos quec existe una subfamilia de

{Sxi} U \Rui} que sea una particibn de S + Entonces, para ca

da x e X cxiste un color ¢, dnico tal que x e Sx s con
i c

i
1 £ 4i£ks. Si k colores no bastan para G, entonces existe

(x,¥y) €¢ E tal que x e y ticnen el mismo color c;i « Pero en este

caso, ((x,¥y),3) e ch m Syc y no pucde haber ninguna par
§ .

ticibn de S cntre los S*ci Y Rui « Por lo tanto, la particidn -~

existe sii G admite k colores,



{545 850 eees 8 € (s) a
y t 1 sy dados,

Definimos

(>=k+l s=-(_).._:..l . g_ - 'l J

>
(> -1 ij ‘L0 si no

..

a
i
—~
0
[
-
L
L]
L]
a
~
~
o
S
s
¢}
i
fl
o
:).a.
|
S,

=1
Probaremos que I € T_ (¢, s) si3. {Si}iel es una particién
de S.
En efecto, si I e T_ (c,s) cntonces @

Z % 7 2 f:551(>j"'1 = i(,é 63.1) (')i‘l -

i=1

| -
= g = _Q__:..l = 1+(5+(\)2+...+(>p1.

Pero .. £ k = (} -1 :m consecucncia
ey ;é; 6:31 < y ¢ ]

T ogy, -

Jel

i =1, 2, eeay P o

e

Por lo tanto, para todo i en {1, 2, coey p} hay un y solo un

jeI tal que w o€ Sj ¢ De lo que sc desprende que lsj}jel
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es una particién de S.
La demostracibn del rcciproco es similar.

No es diff{cil ver que todas las construcciones utilizadas
en las reducciones se llevan a cabo en tiempo polinomial., Ademis, -

la pertenencia de los problemas p 14£4i 45 a la clase NP es

i ?
evidente, lo que completa la demostracibne.

Collodo

B) Prueba del Lema II.4.4

Toda solucién I de T} puede rcpresentarse por un camino

desde r a un vérticc terminal de la cstructura de 4rbol definida en
(3+7), seccibn 3 dec cste capftulo. Por otro lado, dicha estructura

es tal que todo sub-irbol Ti contienc como sub=8rboles a

T cony Tn « En consecuencia si un camino en T, definido

ir1? Ti42? Jy
POr ry, C, 5 C. 35 seey cj s con jl
p

de T)’ entonces, Yk > 1 , el camino ecn Ti definido por
Yk

¢ < jk+l’ reprcsenta una solucibn

ry, c,

sy C, g eesy C no puede represcntar a solucibn alguna de
Ik It P

T; . Basta entonces encontrar el nimero miximo de caminos desde r

a un vértice terminal de T que no aparczcan nunca como sub-caminos
de algln camino, o equivalcentcmente, al néimero mfximo de vértices -
de T de igual rango F (51 que se¢ alcanza precisamente para
f=15] ¢ H
2 2

c.q.d.




NOTAS A PIE DE PAGINA DEL CAPITULO IIX

(1)

(2)

El problema de decidir st T_ (¢, s) = ¢

corresponde en cier-

to modo al "problema de la mochila 0/1" » Que en programacién

matemftica se define en la forma que sigue:

n
maximizar 2: b, x
4 11

s, a

Nuestro problema equivale al caso en que

1&3i¢n

s, b c,
E i’ 1’

xi e {O, l}

n
z: oy X4 4 s
i=1

+ Es evidente que T_ (e, s) # ¢

N

15N

sii

La determinacibn de T_ (¢, s) (o de uno de sus

IN
3

c, para
11

max 2: C, X, = Se
o1 & i

elementos) esti

muy rclacionada también con el problema del establecimiento de

particiones. (Ver por ejemplo

Sea la inecuacibén @ «2xx +

Definicendo
x
i
[ J—
xg <
i
t
. r == )i
s i R
i

si

si

Ji
[

Ee

Horowitz

y

S. shani [19741).
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(4)

(5)
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n
se obtiene la inccuacién equivalente ¢ ¢ X' » s = Z r

Hemos utilizado esta notacidn exclusivamente en los subfndices
por razones de claridad, :

También es posible generalizar de forma similar el Lema IT.4.2,
pero no es nccesario ahorae. El enunciado correspondiente es @

(m . . .
I € T>, (c s 3) == 1 e Tb(c,b) y la prueba es direc-

ta.

Entenderemos por rango P de un vértice x de un &rbol,al né-
mero de vértices del camino que unc a x con la raiz del arbol.



CAPITULO III

COMPLEJIDAD ALGORITMICA Y ESTADISTICA.
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IIX.1 Introduccibn

Es posible analizar algoritmos que resuelven algunos pro-
blemas estad{sticos utilizando herramicntas de complejidad combina-
torial. Los problemas b&sicos de ordenamiento, entre otros, juegan
un papel importante cn problemas de inferencia no paramétrica, co-
rrelacién y regresién (Shamos, [1976]). Pcro este enfoque se hace -
insuficiente cuando la resolucién del problema requiere un proceso
iterativo -por ejemplo, la resolucién numérica de un sistema de ecua
ciones diferenciales en estimacién paramétrica- y es preciso enton-
ces recurrir a técnicas de complejidad anal{tica (ver seccién 5)., -
Por otro lado, la afirmacién reciproca también cs cierta, pues los
métodos estadisticos son Gtiles para analizar el comportamicnto de
algoritmos, particularmentce en el estudio de su complejidad media.
En este sentido, con frecuencia se recurre a la experiencia prficti-
ca y a técnicas de simmlacibn y solo en los filtimos afios se han pu-
blicado los primeros trabajos tedricos de cierta importancia; cntre
ellos citaremos la metodologfa gencral propuesta por Bentley (1981)
y aplicada en particular al Problema del Viajante, la interesante -
discusibn de técnicas dtiles en este tipo de an8lisis que se encuen
tra en Lueker (1981), y la ya clisica rcferencia de Weide (1978), -
gue estudia la aplicacibn de algunas de cstas técnicas a diversos -
problemas concretos. En las secciones siguientes desarrollaremos di

versos puntos de ceste 4rca dc creciente interds.
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11Y.2 Medidas de centralidad

Tal vez uno de los aspectos primitivos m8s importantes en
estad{stica es el estudio de valores centrales en torno a los cuales
se encuentran distribuidas un conjunto de observaciones. Por esto de
dicaremos primero nuestra atencién, aunque someramente, a estas medi

das.

El siguiente par de resultados ecs ampliamente conocido =—~

(Shamos [1975])

%1
I
Sim
Mg
oy

Sea H entonces ¢

'S
i
]

Teorema XIXe2ele~

a) El tiempo necesario para calcular X es de 0(n).

b) El espacio necesario para calcular X es constante.
Prueba @

a) X se calcula mcediante n - 1 sumas y 1 divisibn
b) DBasta actualirar las sumas parciales en una misma posicién de -

memoria.

Ceeda

Corolario I11.2.1,~-

El problema de actualizar una media puede resolversc en -

tiempo lincal y en espacio constante.



110.

Prueba :
™ "2
Sea x la media de {x,} y sean {x'} nuevas
n i), i
1 i=1 i=1
observacioneses Entonces la media actualizada ;n +n puede cal-
1 2

cularse mediante n,+1 sumas, una multiplicacién y una divisién

si utilizamos la expresibn:

2
nl—n + Z: x!
o - 1 i=1
n,+n
2 n1 + n2

En cuanto al espacio, basta considerar una posicién de memoria pa-

ra el numerador y otra para el denominador.

c.q.d.

Corolario I1T.s2.2.~

El problema dc actualizacién continua de la media puede -
resolverse en tiempo lineal (en el nfimero de observaciones) y en es

pacio constante.
Prueba :

Es este caso, es necesario calcular la sucesibn g;k}k> 1
v

cuyos elementos se definen mediante la relacién de recurrencia :

; - k ’ k+1
k+1
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Para k = n dado, bastan entonces 2(n-1) sumas, n-1 multiplicacig
nes y n-1 divisiones. Por otro lado, para cada k, es suficiente un

espacio constante (Corolario anterior). La continuacién es evidente.

quodo

En lo que respecta a la moda de un conjunto de observacio

nes, podemos afirmar lo siguiente:

Tecorema II1Ys2e20~

La(s) moda(s) de {xi}:=l puede(n) encontrarse mediante

0(n log n) operaciones elementales (sumas y comparaciones).
Prueba
Consideremos el algoritmo definido por:

1) Ordenar totalmente {x de mayor a menor

n
i‘i=1
2) Recorrer {x;};=l de mayor a menor y calcular las frecuencias de

los elementos distintos. Sea {xi, fi}:=1 el resultado obtenido.

3) Determinar el(los) elemento(s) de freccucncia mlxima.

£1 primer paso reauiere 0O(n log n) comparaciones (ver Capftnlo I).

El segundo paso necesita n-1 comparaciones y, a lo sumo, n- 1 sumas

(si X, # xj para 1 # j). Finalmente bastan n- 1 comparaciones para

el tercer paso. El resto de la prueba cs trivial.

CeqQede.

TiBLIOTECA
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Finalmentc, cn cuanto al cfilculo de la mediana y de per-
centiles, nos limitaresmo a citar los siguiente resultados : Shamos
(1976) demucstra que la mediana de n observaciones puede encontrar-
se mediante O(n log n) operaciones elementales, Munro y Paterson -
(1980) y Dobkin y Munro (1981) obtiencn una cota superior lineal pa
ra este problema y prueban que el espacio nccesario no puede ser in

ferior a [21 + 1 o Ademfs llegan al sorprendente resultado de la -

inexistencia de un algoritmo con las anteriores caracteristicas pa-

ra cl chlculo de los restantes percentiles.

I7XI.3 Distribuciones de permutaciones

Una gran variedad de problemas requieren el conocimiento
de distribuciones de permutaciones. Consideremos por cjemplo el pro
blema siguientc. Dada una poblacibn dc¢ tamaiio n, dcterminar la pro
porcifn de muestras de tamafio k (k4n) cuya media sea superior o -

igual a la media de una muestra dadas Si A = {al, A, evey an} es
2

la poblacibn en cucstibn, este problema puede ser resuclto encontran

do la distribucidn de

a.,x (3.1)

n
donde las x, son variables aleatorias bLinarias tales que z x,.=k

3 =1
y tales que cada muestra de tamaiio k sea igualmente probable.
2
Un algoritmo puramente ecnumerativo requerirfa O J:_ ) ope
n

raciones clementales en el peor de los casos (que corresponde a

k = L%J 6 [2] ) « :Es posible encontrar un algoritmo polinomial pa



ra este problema?. Pagano (1981) sosticne que un problema mis com-

plicado que &ste es polinomial : determinar la distribucibn de -

n
Z: £ (aj) xj s donde f es alguna funcibn calculable en tiempo po
=t '

linomial, de los elementos de la poblacibn. En su demostracidn, —-
propone un algoritmo basado en ¢l cllculo de la funcibn caracteris

n
tica de ) f (a

) xj en puntos equidistantes sobre [0,21T].
j=1

J

Este resultado es de importancia prictica eon la utiliza-
cibn de diversos tests que se basan en cstadisticos de la forma --

(3.1).

Por otro lado, esta metodolosia sugicre otro enfoque para
tratar el problcma definido cn el Capftulo IT. Basta observar que -
cl problema allf definido cs equivalente a n problemas del tipo de¢
finido en (3.1) con la restriccibn suplcmentaria de que para
k=1, 2, sssy n toda submuestra de una muestra de tamaiio k y de
media no inferior a s dado, tenga media inferior a s. Quecda asf -~
abierta la posibilidad de comparar la complejidad media de un algo-
ritmo basado en csta idea, con la complecjidad media d2l algoritmo -

basado en cl Teorcma IY.5.1.

171.4 Estimacién por punto

Dos cuestiones distintas aparccen involucradas en este te
ma. Por un lado, el problema de obtener una estimacidn de un parfme
tro ©® mediante un estimador T dado ., La complejidad computacio-

nal de este problema depende del estadfstico que define a T (ver
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los ejemplos estudiados en la seccibn 2 de este capftulo). Esto su
giere inmediatamente afiadir una propiedad m&s al conjunto de propie

dades desecables para T . Con este fin, proponemos la siguiente

Definicién JITedole—

Sea T un estimador de 8 quc posea una propiedad P, y
sea O0(f(n)) su complejidad. Diremos que T es un P-cstimador de ©
de complejidad mfnima si para todo estimador T' que posea la pro-
piedad P y que tenga complejidad 0(g(n)) se tiene O ( f(n)) ¢
&o(gln)).

La definicifn anterior supone conocidas cotas superiores
cstrictas del tiempo necesario para calcular T y T!', asfi como -
sendos algoritmos capaces de alcanzar dichas cotass En el caso en-
que dichas cotas fuescn desconocidas, o bien se desconocerfa tame-
biln el P-estimador de complejidad wfnima, o bien no se sabrfa iden

tificar un P-estimador conocido como de complejidad mfnima.

Cabe mencionar aguf que si bien cn complecjidad algoritmi-
ca sc habla a veces también de "eficicncia" en el sentido del inver
50 de la complejidad (Kronsjd [1979D y de algoritmo "optimal' en el
scntido de algoritmo de complejidad mfnima, no es conveniente intro
ducir dichos términos en la definicién antcerior por tener un senti-

do propio cn Inferencia Estadistica.

Cl scgundo problema que contemplaremos en estidacibn para
métrica ecs cl dec la obtencibn dc una cstimacién de © cuando no se
conocc una exprcsibn analftica para un estimador T , pero si se co=

nocen ecuaciones obtcenidas a partir de alguno de los mftodos clési-
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cos (mxima verosimilitud, momentos, etc.) . Muy poco se conoce so-
bre la dificultad computacional de estos problemas. Considercmos, -
para fijar ideas, el método de m&xima verosimilitud. Si deseamos es

timar un parfmetro Gnico 8, este m8todo se reduce a resolver la --—

ecuacibn
_Eligﬁ_k_ 0 (4.1)
Jde
n
donde L = L(X;5 X,5 eeey X, 8) = 7']; £(x,,0)
1=

f(x,08) es la funcibn de densidad de la poblacién ecn estu

. n s .
dio y { xi}i=1 es una micstra de la misma poblacién.

Salvo cn casos scncillos, en que la ecuacibn (4.1) tiene solucibn -
analftica, deberemos recurrir a métodos numbricos de resolucibn de -
ecuaciones, En gencral ‘estos métodos son iterativos, y el nfimero de
iteraciones realizadas depende decl orden de convergencia dcl método
y de la precisibn deseada en el recsultado, Para evaluar la compleji
dad computacional dec estos problemas es nccesario tener en cuenta,

entonces, los factores siguientes

1) Complcjidad de cada iteracifn, medida on funcibn del -
niimero de evaluaciones de funciones, de derivadas de dichas funcio-

nes, y el nlmero de operaciones clementales entre cstas funciones.
2) El orden de convergenciae
3) El error miximo permitido.

Kronsjd (1979) discute y compara diversas medidas de complejidad ba
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sadas en cstos factores, desde un punto de vista general, Hasta el
presente, no conoccmos ningfin trabajo que desarrolle estas ideas -
en problemas de estimacién, por lo quc sec abre aquf una importante
via de investigacibn. (En cambio, existen estudios de simalacién -
para comparar expcrimentalmente la complejidad de diversos métodos
para algunos problemas. Mencionaremos, por cjemplo, el trabajo de

Zanakis (1977) sobre la obtencién de estimaciones de mixima verosi

militud para los trecs parfmctros de la distribuciédn de Weibull).

I1X.5 Anflisis de alporitmos para sclcccibn de muestras

Consideremos ¢l problema de oblencifn de una muestra de -
tamafio m, dec una poblacibn de tamafio n distribuida uniformcmente, -
Una caracteristica descable para esta muestra es que sca insesgada,
en cl sentido de quc cada clemento de la poblacifn tenga la misma =

probabilidad dc¢ ser seleccionado.

El algoritmo mis intuitivo para este problema es, posible

mente, cl siguicnte:

Algoritmo Ml :

Examina sucesivamente los elementos de la poblacibn, y los

acepta con probabilidad {; .

l.~ Para cada i e {1, ceny n} sy asociar al elemento i-&simo de

la poblacién dc¢ variable alcatoria x, dcfinida por

1 con probabilidad %%

4] con probabilidad 1 ~%%
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2.~ Para cada i ¢ {1, eoey n} H

Generar un valor de x:i

Aceptar el clemcnto i-8simo si x, = 1

[

3.- FIN

Teorema JYXeS5e1le~

La muestra obtenida por cl algoritmo M 1 ©s inscsgada pg

ro no es de tamaiio fijo

Prueba @

Si llamamos X a la ve.ae "nlimcro de clementos de la mues

n
tra"™, sec tiene trivialmente que E(X) = Z E (xi) = wm, ¥y
i=1 .
= m
var (X) = Z Var (x,) = m (1 = —=)
=1 i n

(Tu(]cdu

Obsérvese que la varianza cs pequeiia si mXn  pero si

m <« < n, el tamafio verdadero de la muestra obtonida puede diferir

macho de ne

Teorema IXYe 5e2e-

La complejidad del algoritmo M1 es de 0(n).
Priacha

Trivial, pues se gencran n valores

Cotfetls
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Para eliminar el problema de la gran varianza del algoritmo Ml ’
descrito a continuacién :

pucde utilizarse al algoritmo Niz

Algoritmo M2 H

Genera alcatoriamente elementos de la poblacién hasta -
aceptar exactamente m,

Utiliza las variables 3
k ¢ nlimero de elementos seleccionados

MUESTRA : vector de elementos seleccionados; en particular,

MUESTRA (i) scrf el i-8simo clemento seleccionado.

C : vector caracteristico del conjunto de elcmentos seleccionados.

(Supondremos numcrados de 1 a n los clementos de la poblacibn)e.

1.- [Preparacién ]

k ¢— 0

C (i) «— 0O para todo ie {1, ceey n]
2.~ [Itcrar]

Micntras kdm

2,1.~ [Gcncrar un elemcnto]
Generar un valor de i de una vea. distribufda unifor-

memente sobre {1, 2, eoey n}

2¢024= [Accptar un elemento]
Si c(i) = 0 cntonces ¢ k —k + 1
MUESTRA (k) ¢— i
C(i) «—1

3o FIN
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Es evidente que la muestra obtenida mediante el algoritmo

N12 tiene exactamente m elementos y cs insesgada. Pero en cambio,
la complejidad de este algoritmo es superior a la de hﬂl, como se =

verd a continuacibn.

Sea Py la probabilidad de generar un entero i afin no se

leccionado cuando ya se han seleccionado k elementos de la pobla

cibén. Entonces, P = y k=0, 1, ¢ce

Sea x una variable aleatoria que representa el nfimero

k
1
de enteros generados, antes de obtener uno que no esté entre los k

previamente selcccionados.

Proposicién II1I.5ele~

1
x tienc una distribucién mcombtrica de media — , y

k PI(
1 -p
k
varlianza 5 .
pk
Prueba
Evidente .

C-q.d.

La proposicifn antcrior permite estudiar la complejidad

del algoritmo M basindosc en ¢l nfimero medio de cnteros genera-~

2
dos ¢



120.

Teorcma IIX. So 3-"

El nfimero medio dc enteros generados para obtener una mes,

tra dec tamailo m mediante el algoritmo M esti acotado superior-

2

mente por 0(n logn) e inferiormentc por 0 (m).

Prucba @
Sea t ¢l nimero total de entceros generados por el algo-
m=1
ritmo M2 « Es claro que t = Z X, .
k=0
En consccuenciay
m=1 m=1 1 m=1 n n 1
B(t)=zﬁ(xk)=>:;;-=z,::1;=n > gl =
=0 k=0 "k k=0 I=n~=(m=1)
= n(u -Hn_ ) (5.1)

dondc ”n ¢s ¢l n=8simo nlimero arménico. Esta expresibn es vAlida

para m= 1, 2, seey n=1, (Para m=0 y m=n sc obtiencn --

mucstiras "triviales" para las que c¢l algoritmo M2 no es aplica-

ble), y es evidente que es mondtona crecicnte en m. Por lo tanto -

basta analizar los casos cn que m = 0(n) , yecnque m ¢ < n .

a) m = 0(n) .
En este caso, E(t) =0(n Iln) (5+2)

1




& 1

v o= 3 —Tom T
n o Slom k

Es claro que Un £ “n <V s Y yue cstas desigualdades son es

n

trictas para n > 2 .
Por otro lado, podemos escribir

U=l+-g-+r
2 n

vV = q+
n qf sn

dondc p = Llog2 nJ s q= I_logz (n+ I)J R

. . o~ 2P o _ n+1-29
T TTToFL ’ 2 R
n 2erl n 21 +1

1
obsérvesc que 0 ¢ r <5 ¥y 0<&s <1,

Por lo tanto :

A

l_ log2 nJ < i ‘ 101:2 (n+ X)J

n
y Hn = 0 1.01;2 n) , lo gne nos permite
rcescribir (5.1) en la forma :

E(t) = 0(n 10{;2n)

L) m £ < n

m—1
- = 1 == m =
Entonces , E(t) = n kz;a oo 7SR 0 (—;1- ) 0(m)
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Kennedy y Gentle (1980) analizan un método no secuencial par: este
problema y estudian también cl caso en que se desconoce el tamfio -

de la poblacibn.

IIT.0 Otros problemas

Los problcmas cstudiados cn las secciones anteriore: no -
son en modo alguno los Gnicos que han empezado a estudiarse desde -
cl punto de¢ vista de su complejidad computacionals. Asi por cjumplo,
Kunth y Yao (1976) y Goodman y ledetnemi (1977) analizan métodos
para gencrar nfuneros alcatorios y Shamos (1976) estudia la cospleji
dad de algunos algoritmos para diversos tipos de regresién. Sin em-
bargo ¢l nlimero de trabajos publicados en eata frea hasta la ‘echa
¢s pequeiio. Pensamos que, debido al auge que ha cxperimentado (ilti-~
namente el cstudio de técnicas de anflisis de algoritmos, y ala ng
cesidad de disponcer dc métodos estadfsticos computacionalment: efi~

cientes, la situacidn cambiari dristicamente en los prbéximos ifios,
’
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