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ABSTRACT

Se describe la experiencia didáctica de utilización de material divulgativo (art́ıcu-
los, libros, comics) para la enseñanza universitaria de la Topoloǵıa en el primer
ciclo de la titulación de Ciencias Matemáticas.

We describe the learning experience of use of popular science articles, books,
and comics, for university teaching of topology in the first cycle of the degree in
Mathematics.
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co, divulgación matemática
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En los estudios de Licenciatura (o Grado) en Matemáticas, en España, desde hace
más de 10 años hay una asignatura de Introducción a la Topoloǵıa en Primer Ciclo,
que tiene carácter troncal, es decir, es absolutamente obligatoria para todos los alum-
nos que cursen esa titulación. En los planes de estudios anteriores, esa situación no se
daba. La Topoloǵıa sólo la cursaban los alumnos de las especialidades de Matemática
fundamental y de Metodoloǵıa (en las universidades en que esta última especialidad
exist́ıa). La situación actual origina un grave problema de fracaso entre los estudian-
tes, ya que en las aulas donde se explica Topoloǵıa hay alumnos de 2o o 3er curso
de carrera que, posteriormente se inclinarán, unos hacia Matemática fundamental,
pero otros a cosas tales como Estad́ıstica, Matemática Computacional, Astronomı́a...
especialidades en las que es bastante dudosa la utilidad de la Topoloǵıa. Además, el
carácter abstracto de los conceptos que aparecen en la asignatura, unido a la gran
abundancia de conceptos nuevos que presentamos a los estudiantes a lo largo del
curso, les abruma.

Ya en las primeras semanas de curso se advierte un abandono de la asistencia a
clase de Topoloǵıa por parte de bastantes alumnos, puesto que es algo que, en muchos
casos, no entienden y que ven alejado de aplicaciones prácticas.

243
Homenaje a J. Tarrés
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En el presente curso, he comenzado a tomar medidas directas para motivar a los
alumnos al estudio de la Topoloǵıa, independientemente de la especialidad matemática
por la que luego se inclinen. El hecho de hacerlo en este curso precisamente es debido
al cambio de plan de estudios (de Licenciatura a Grado) que se está realizando y que,
en la actualidad, está en el 3er curso. En los estudios de Grado existe la posibilidad
de dedicar alguna de las clases prácticas a “seminario”. Yo he tomado la decisión de
hacer consistir esos seminarios de alguna de las horas de prácticas en la exposición y
comentario de material divulgativo sobre Topoloǵıa a nivel de primer ciclo. Aunque
pueda, en principio, parecer raro, este tipo de material (libros, art́ıculos, comics) es
relativamente abundante, bonito y motivador para los estudiantes que se inician en el
estudio de la Topoloǵıa. El procedimiento práctico que se puede seguir en las clases
podŕıa variar en función del número de alumnos presentes en el aula. Si hubiera
muchos alumnos, el profesor podŕıa realizar transparencias de las páginas del libro o
art́ıculo que piensa usar en la clase de ese d́ıa e ir, en su caso, aclarando o comentando
en la pizarra los conceptos que vayan apareciendo en ese material divulgativo. Si el
número de alumnos presentes en el aula es pequeño, el profesor puede distribuir entre
los alumnos fotocopias del material que va a usar en la clase de ese d́ıa y, luego,
ir comentando o aclarando en la pizarra lo que estime conveniente. Mi experiencia
es que, por desgracia, si a los alumnos se les avisa de que la clase práctica del d́ıa
siguiente va a consistir en la exposición y comentario en clase de material divulgativo
sobre Topoloǵıa, la asistencia a esa clase práctica baja considerablemente. Eso, parece
que no tiene arreglo, puesto que hay alumnos que se desentienden de aquello que los
profesores no le van a preguntar en los exámenes.

El material divulgativo existente sobre Topoloǵıa, no cubre todos los temas de la
asignatura que se explica en el Grado, pero hay variedad suficiente para amenizar
varios de los conceptos o espacios topológicos que aparecen a lo largo del curso. Con-
cretamente, se expone material sobre espacios cociente interesantes, como la banda de
Moebius y la botella de Klein; se motiva la definición de curva topológica mostrando
previamente la curva de Peano, la alfombra de Sierpinski y la esponja de Menger; se
muestran aproximaciones a la clasificación de las superficies compactas,...

A continuación, vamos a mostrar los diversos materiales utilizados.

1. Sobre la banda de Moebius y la botella de Klein

Aqúı he utilizado, fundamentalmente los art́ıculos divulgativos realizados por la
Profa. M. Macho Stadler [7,8,9,10] y el comic “El Topologicón”de J. P. Petit [11] del
cual, como ejemplo, presento una página (véanse los Anexos 1, 2, 3 y 4).

2. Sobre el concepto de curva

Aqúı he utilizado principalmente el libro de Boltyanskii y Efremovich [1], y el
material elaborado por dos profesores de la Universidad Politécnica de Madrid para
un curso de fractales en la red (véase el Anexo 5).

3. Clasificación de superficies compactas

Exposiciones divulgativas de la clasificación topológica de superficies compactas
se pueden encontrar en los ya citados libro de Boltyanskii y Efremovich [1] y art́ıculo
de Macho Stadler [7], donde hay dibujos con utilidad didáctica para esta asignatura.
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4. Generalidades sobre Topoloǵıa

El comic “El Topologicón” [11] inicia al alumno en las aplicaciones de la Topoloǵıa
a otras ramas de la Matemática. Otros libros con dibujos bonitos y atrayentes para
los alumnos, son [2], [3], [4], [12] y [13].

Con este material se trata de motivar a los alumnos para el estudio de la Topoloǵıa
en 1er ciclo y, en lo posible, entusiasmarlos para que continúen con estudios topológicos
más avanzados.

Siguen los anexos mencionados en el texto.
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ANEXO 1
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ANEXO 2

Módulo 2: Una panorámica de las matemáticas, hoy                            La paradoja en la ciencia y el arte 

Se pueden realizar algunas experiencias con la banda de Möbius, que dan resultados 
paradójicos:  

� 

� 

Si se corta la banda por su mitad, como muestra la Figura 41, aparece una cinta el 
doble de larga, que contiene 4 semivueltas, dos caras y dos bordes, luego no es una 
banda de Möbius, sino un cilindro; 
Si se corta la banda de Möbius a la altura 1/3, se obtienen dos bandas de Möbius 
entrelazadas, una más larga que otra: la altura 1/2 es la única especial. 
 
 
La banda de Möbius ha inspirado a artistas y científicos, como muestran los ejemplos 

que siguen. 
 
 

 
 

El dibujante e ilustrador Jean Giraud Möbius (1938- ), y 
su autocaricatura, portada del libro Mi doble y yo. 

 

 
 
Las hormigas de Escher. 

 
 

 
 

Elisabeth Zimmermann y sus bufandas de Möbius. 
 

 
 

Figura 42. 

 
 29Curso Interuniversitario “Sociedad, Ciencia, Tecnología y Matemáticas” 2005 
——————————
Homenaje a J. Tarrés

248
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ANEXO 3

Módulo 2: Una panorámica de las matemáticas, hoy                            La paradoja en la ciencia y el arte 

 
 

 

 
 

Figura 44. 
 
 

10.2. La botella de Klein 
 
La botella de Klein es una superficie obtenida al identificar los lados de un cuadrado 

como muestra la Figura 45: 

 
Figura 45. 

 
Esta figura no puede construirse en el espacio de dimensión tres sin autointersecarse, pero 

sí que está contenida en el espacio de dimensión cuatro. 
 
La botella de Klein presenta varias propiedades paradójicas: posee un solo lado (no tiene 

cara interior ni cara interior) y no tiene borde: de hecho, puede obtenerse esta superficie a partir 
de dos bandas de Möbius, y por ello hereda sus extrañas propiedades. 

  

 

La botella de Klein ha servido de modelo para muchas construcciones extraordinarias, 
como muestran las imágenes que aparecen a continuación. 
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La paradoja en la ciencia y el arte                            Módulo 2: Una panorámica de las matemáticas, hoy                                  
  

 

E
 

 
 

La botella de Klein de igami de Robert Lang. 

 
Figura 46. 

 

n la Figura 47 aparecen algunas botellas de Klein de Cliff Stoll, de la Acme Klein 
Bottle. 

or

 
 

La botella de Klein de L GO de Andrew Lipson. 

 
E

 

 

 

 

 
 

Figura 47. 
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ANEXO 4
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ANEXO 5
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[10] Macho Stadler, M.(2009). Listing, Möbius y su famosa banda, en “Un paseo por la
Geometria”. Bilbao: Universidad del Páıs Vasco, pp. 59-78.
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