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INTRODUCCION

La generalizacién del concepto de variedad algebraica, lleva a la construccién
de Grothendieck de la Geometria Algebraica, utilizando el lenguaje de los
esquemas.

En esta construccién, el Algebra y la Topologia, intervienen tan estrechamen-
te unidas, que es con frecuencia dificil deslindar sus campos. La teoria de haces
proporciona el lenguaje indispensable para interpretar en términos «geométricos»
las nociones esenciales del Algebra Conmutativa, y para «globalizarlas» y
desempefia un papel fundamental en la elaboracién actual de la Geometria
Algebraica. Y en su base, estd el concepto de haz, donde aparecen intimamente
ligados el aspecto algebraico y el topolégico.

Sin entrar en una discusién histérica, indicamos que un cierto nimero de ideas
bésicas de la teorfa de haces y sucesiones espectrales, fue introducido por Leray
a partir de 1945. La nocién general de sucesion espectral, fue definida explicita-
mente por Koszul y la primera exposicién de la teorfa de haces, sistematizada, se
debe a Cartan.

La teoria de haces, ha alcanzado un gran desarrollo, llegando a un grado de
generalidad méxima. Esta generalidad, se ha revelado muy iitil: sus métodos son,
en muchos aspectos. considerablemente mas sencillos que los empleados ante-
riormente. E] progreso més importante consiste probablemente en haber podido
construir una teoria razonable. vélida para todo espacio topolégico. Esta construc-
cién se debe a Grothendieck. Sin embargo, en opinién de Godement. parece justo
reconocer que la cuestién posiblemente ni siquiera se hubiese planteado. sin los
trabajos de Serre sobre las variedades algebraicas.

La topologia de Zariski de una variedad abstracta es perfectamente apropiada
para aplicarle ciertas técnicas de topologia algebraica y dar lugar a una teoria
cohomolégica. Esta topologia permite definir en perfecta analogia con el caso de
variedades diferenciales o analiticas, 1a nocién de «espacio fibrado». Poco
después de Weil, Serre tuvo la idea de extender a estas variedades, asi topologizadas,
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la teoria de haces coherentes. La definicién de variedad algebraica que da Serre
es la que se presta mas naturalmente a la extension de este concepto, llevada a cabo
por Grothendieck. La idea de definir la estructura de variedad, dando un haz de
anillos, es anterior a Serre. Se debe a Cartan, que 1a tomé como base para su teoria
de espacios analiticos. Serre expone asi sus puntos de vista:

«Los métodos homolégicos y, particularmente la teoria de haces. desempeiia
un papel de importancia creciente. no sélo en teoria de funciones de varias
variables complejas, sino también en Geometria Algebraica clésica (basta recor-
dar los trabajos de Kodaira-Spencer, sobre el teorema de Riemann-Rock). El
carécter algebraico de estos métodos permitia pensar que era posible aplicarlos
igualmente a Geometria Algebraica abswacta».

Grothendieck considera este trabajo de Serre, como una exposicién interme-
dia entre el punto de vista clasico y el punto de vista de los esquemas.

El objeto de este trabajo es estudiar los fundamentos de la teoria de haces y con
el fin de clarificar las ideas estudiaremos los cuatro apartados siguientes:

1. La categoria de los prehaces.

2. La categoria de los haces.

3. Imagen directa de un prehaz. Comportamiento en las fibras.

4. Naturaleza local de un haz.

1. LA CATEGORIA DE LOS PREHACES

Definiciéon de prehaz. Definicién 1-1

Sea X espacio topolégico. Si U, V € 1 (X), definiremos los morfismos de U
en V de la manera siguiente

e @ UcV
(UV]=————>(i}, Uc V,i: U > V, inclusién de U en V

Entonces {t(X), [ ]} es una categoria. Sea C una categoria cualquiera.
Lllamaremos prehaz sobre X con valores en C a todo functor contravariante de la
categoria {T(X). [ ]} en la categoria C.

Sea P prehaz sobre X con valores en C, si U ¢ V, al morfismo que existe de
P(V) en P(U) le llamamos restriccién de V a U y se representaré por p *

Us————3P)

v ! p

Vb P(V)

Se verifica que p! = 1 VU e 1 (X)

P(U)’

3

i

by e

Los origenes de la teoria de haces 147

SiUc V c W se verificaquep,”-p,'=p,’

w

Definicion 1-2

Llamaremos morfismo entre dos prehaces Py P’ sobre X con valores en Ca
toda traslacién natural entre ellos. Asi si @: P — P’ es un morfismo entre dos
prehaces, @ = {@,},. ., Vverificdndose:

1. @ PU) - P(U), VU e 1(X)

2. SiU cV, el diagrama siguiente es conmutativo

¢,
P(U) s P(U)
pr T T op
P(V) > P’(V)
o,

Llamaremos P(X,C) a la categoria de los prehaces sobre X con valores en C.

Nota 1.3. Definiremos un functor de la categoria C en la categoria P(X,C)
de la manera siguiente:

YA € 8 C; definiremos i, € P(X.C) construido asi:

VUe 1(X).i, (Uy=AysiUV e 1(X),UcVentonces p* = 1,

Si A,B € 8 C, atodo morfismo A — B le corresponde un morfismo i, — i,
yaque VUe 1(X),i, (U)=A, 1, (U)= B y el diagrama siguiente es conmutativo

=1

B
A
B

>)—a
P — >

N
=

Hemos definido un functor entre las categoria C - P(X,C), este functor es de
inmersion (es fiel y transforma morfismos distintos en morfismos distintos), es
decir la aplicacién siguiente es inyectiva

(A.B] = [i,.i,]
@ — i(9)

De esta manera las propiedades de C se pueden trasladar a P(X,C). Se verifican
las siguientes:

(1) Si C es una categoria con imégenes, nicleos, conicleos, coimdgenes =
P(X,C) es una categoria con imdgenes, nicleos, conlcleos, coimagenes.
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(i1) C es una categoria aditiva = P(X,C) es una categoria aditiva.
(ii) C es una categoria exacta = P(X,C) es una categoria exacta.
(iv) C es una categoria abeliana = P(X,C) es una categoria abeliana.
De todas estas propiedades demostraremos la siguiente:

Proposicién 1-4

C es una categoria que posee nicleos = P(X,C) es una categoria que posee
nucleos.

Demostracion

Sean P, P’ prehaces, @: P — P’ morfismo. Entonces VU € 1 (X), podemos
consaruir e] morfismo ©,: P(U) - P'(U) y sabemos que existe Ker 9, siendo el
diagrama siguiente un diagrama cartesiano o tirador

my
Ker @, > P(U)
l | -
0 > P’(U)

SiU, Ve 1(X)yUcV, podemos construir el diagrama siguiente

P,,"

Ker ¢, Ker (p

9, l \l 9,

P’(V) : P(U)

P(V)

(Pup\lumv = p, V“‘meV = 0

Por ser tirador $p *': Ker j ® Ker j,
si U, V, W e 1 (X), U cV cW, construiremos el diagrama siguiente
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PW) 2 Py ’\&\_x P(U)

(pv I‘nu
p} px

9, Ker (plw \F"—) Ker @, ___7§er cpgl 0,
v

Ker @,

pX=pXp¥

Ker ¢,
l 0, en virtud de la
unicidad del
0 —y P’(U) morfismo.

De todo lo anterior se deduce que podemos construir el prehaz siguiente
Ker ¢:u — Ker ¢ . VU € 7 (X) y este prehaz es efectivamente el niicleo, ya
que el diagrama siguiente es conmutativo

Ker p—— P

! v e

0— P’
pues son conmutativos VU los siguientes diagramas

Ker o, —— > P(U)

! } %

0———>P'(U)

y si G es un prehaz cualquiera, y h un morfismo tal que
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h ¢h = 0, existe un morfismo
unico k |
mk =h
m > P
Jj"
A/ P 2

La existencia de K se deduce de que VU € 7 (X), 3 los morfismos K de G(U)
en Ker ¢,

G(U)

0 —> P’(U)

2. LA CATEGORIA DE LOS HACES
Definicién 2-1
Definicién de solucién de problema universal

Sea C categoria (A ), g, familia de objetos de C tales que A= ArP" V(o.P)
€ IX[ (A, olra familia de objetos de C: (pd)( p— familia de mo ismos :Au
— A . Llamaremos soluci6n del problema universal planteado por las familias

(Au)(‘ﬁ «)(P,g) @ UN par compuesto por Aef C y una famﬂia di morfismos (P, ).
p,: A = A_ de manera que la correspondencia definida VB € 8 C

[B.A] -1 [B,A]
p— (@, p)

es biyectiva sobre el subconjunto de ©t__, [B,A ] formado por los elementos (P,)
tales que p P, = Py, P
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Definicién 2-2
Definicion de haz segin Grothendieck

Sea X espacio topolégico, C categoria con solucién de problemas universales.
Diremos que un prehaz sobre X con valores en C es un haz si verifica la condicién
siguiente [condicién (F)]: ¥ abierto U € 1(X), V recubrimiento de U por abiertos
contenidos en él, {Uc}m; (P(U). p,*) es solucién del problema universal plantea-
do por las familias: {P(U )}{P(U, n U,} {p"“‘c"‘ﬂ).

Haces con valores en la categoria de conjuntos (Godement)
Definicién 2-3

Diremos que un prehaz sobre un espacio topolégico X con valores en la
categoria de conjuntos C es un haz si y sélo si satisface las condiciones siguientes:

G-1. Si{U_}_, es una familia arbitraria de abiertosde Xy U=U__, U_ se
verifica que V(S ), .» S, € P(U,), Vaee Iy pn._nu:. SL pmn:n Sg =3S e PU)
talquep, *(S)=S_. Vo e 1L

G-2. Si(U)),.,esuna familia arbitraria de abiertos de X, U = UUQ. SiS,§°
€ P(U) son tales que P, (S)= M (§8), vaeI=S=5".

Consecuencia 2-4.  Si P es un haz de conjuntos sobre X tal que 3U € 1 (X)
con P(U) # @, entonces P(J) posee s6lo un elemento.

Teorema 2-5
Teorema de equivalencia

Un haz de conjuntos definido segiin Grothendieck es un haz de conjuntos
definido segiin Godement si y sélo si F(J) consta de un sélo elemento.

Demostracion

Haz de Godement = haz de Grothendieck y F(&) es un elemento Wnico.
SeaUe 1 (X),U =nlejl U,.U,.el,

- .y . . a“
Sea C conjunto, familia aplicaciones C — F(U ) de forma que todos los
diagramas siguientes sean conmutativos

a

>F(U,)

C
a p““u.,u
b l puBI.Ia n I.Ig l '
F (Ub) —>F(Uu s Uﬂ)



152 Concepcion Romo Santos

En estas condiciones existe morfismo C — F(U) que hace conmutativos los

diagramas siguientes
a

C >F(U)
TSR —

Sea ¢ € C, consideremos {a (c)} alc) e FU)

ael’

P, " 3,(C) = P, 1, 35(C)

ugMug
por G-1, 3 a(c) € F(u)
p" a(c) = a(c); Va el
por G-2, a(c) es tnico
Sida | p." a'(c)=ayc)=p," a(c)

G-2
Pi, (2°(c)) = pi, (a(©)) = e =ae), VceC=a=a"

F haz de Grothendieck, F(J) = {x} = F haz de Godement.
Sea {U,},., U=U U,

su e F (Ua)’ p“mup“«x Sa = pu{\u:’ SB

{v} o
N SO

F(U) ——————F(U,)

A\ l

F(Up)————=3F(U_ N UB)

{y}> F(Uq)
y s,

Jh: {y} — F(U) tal que p*, h=0t, p*, h(y)=o(y)=s , Vo luego se verifica G-1.

La aplicacién es dnica luego también se verifica G-2.
S, 8 e FQU), p',(5)=p°, (), Varel

[y} F(Uq)

y —=p', (s)=p", (")
por la condicion F = s = s’
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3. IMAGEN DIRECTA DE UN PREHAZ. COMPORTAMIENTO
EN LAS FIBRAS

Nota 3.1. Construccién del functor fibra

Sea C categoria que posea limites inductivos filtrantes, P € P (X,C).Seax €
X {P(U), p,"} es un sistema inductivo filtrante, construimos el limite inductivo

im
filtrante que serd la fibra en el punto X, P = — P(U).
xeU

Si Py P’ son dos prehaces, ¢ € Hom (P,P’), entonces VU consideramos ¢,:
P(u) — P’(U), podemos construir ¢: P — P’ luego hemos definido un functor
(el functor fibra): P(X,C) — C.

Construccién de @_

P(Y) > PV
| \ a by /
P i, % s p P
\L . /' r\b |
rr >P'(U)

e,

Consideramos los morfismos {b ¢, b,p }
b¢,p,’ =b.p’,'p, =b,@,
luego3* - @ : P, — P’_tal que
9a,=bo,
9,2, =b,0,

Definicion 3.2

Definicién de imagen directa de un prehaz

Sea C categoria; X, Y espacios topoldgicos;  aplicacién continua X — Y;
P e P(X,C). Sea U abierto de Y, y!(U) € «X) y podemos definir la correspon-
dencia

1Y) —» 6C
V = P(y'(V))
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SiVc V' = y!(V)cy!(V’)y por lo tanto existe el morfismo P(y'(V’)) -
P(yr'(V)). Luego hemos definido un prehaz y« (P) € P(Y,C) que llamaremos
imagen directa de P mediante .

Si tenemos un morfismo entre dos prehaces P — P’, consideremos las
imégenes directas x(P), yx(P’)

SiU e 1(Y)

Vx(P)(U) = P(y' ()
9,"'(U)
W(P')(U) = Py (L))

SiU c V, y'(U) c y'(V), luego el diagrama siguiente es conmutativo
Vx(P)(U) = P(y'(U)) - y«(P)(U) = P’(y'(U))
2 2
Yx(P)(V) = P(y'(V)) = w«(P’)(V) = P'(y'(V))
Es un functor. Hemos demostrado la proposicién siguiente:
Proposicion 3-3. A cada aplicacién continua y: X — Y se le puede asociar
un functor covariante de P(X,C) — P(Y,C) al que llamaremos imagen directa.
Nota 3-4. Se verifica que si y es una aplicacién continua X — Y, ’ es una
aplicacién continua Y — Z, entonces (Y’ - W)« = Y % - Y. Luego podemos definir
un functor entre las categorias siguientes:
{Espacios topoldgicos, aplicaciones continuas — P
(objetos, las categorias de los prehaces y morfismos )
X - PX.,0)
v continua: X » Y — yx = P(X,C) = P(Y,C)
VY = Yk Yk
Nota 3-5. Comportamiento en las fibras
Sean X,Y espacios topoldgicos,  aplicacién continua X > Y, C categoria que

posee limites inductivos, P € P(X,C), y«(P) € P(Y,C); Sixe X, y(x) € Y,lafira
de yx(P) en y(x) serd

lim lim lim
VPl = = ¥-(PV)= = Py W)= = Py(V)

xey'(v)
P, =1imP(U), U € 1(X)
xeU

mww»--“ﬁﬁhﬁﬁ\ﬁwr‘~ﬁa

yx)

POy (V) ___/_’:2’/"?
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y—1(V) es un abierto de X que contiene a x, luego existe un morfismo tnico ¢:
Y(P)yy = P, ¢ no tiene por qué ser ni inyectiva, ni suprayectiva.

Ejemplo

X={1,23}

x) = {2, (1,2), (1,3), (1), (1,2,3)}
P(1,2,3) = (a,b,c)

P(1,2) = (d,e)

P(1,3) = (f,g)

P(1) =i

P(D)=K

Aplicacién X = Y, Y = {4}, ©(Y) = (¢, {4}}

1
2

3. =
@— P(D)=K

LA {{4} - P({1,2,3}) = (a,b,c)
W*(P)@) = {a,b,c}
B =3 P(U)

2eU
W(x) = 4
V-B = limy® P(V) = lim By, = {a,b, c}

C P, =(d, e)/ l
2 \\(d, .

estas dos dos aplicaciones son iguales

(a, b,c)
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P ={de} =P,

m
{a, b, C}y {d, e}

morfismo que no es ni inyectivo ni suprayectivo.
Proposicién 3-6. Si y es homeomorfismo se verifica

P, = y«(P)

w(x)

Demostracién. Al ser y aplicacién continuade X en Y, P € P(X,C) podemos
construiry«(P) € P(Y,C). Alsery continua,y«(P) € P(Y,C),yx'yx(P) € P(X,C)
Yy Y 'Yx(P) = P

Y (Plyy = im y+(PYV) = lim Py (V)
=i xey™ (v)

B = lim P(U) =1im P(y~'y(U))
xeU xeU

Py’ (v))E——H (/<’/— Py '(U))
>

(w 03

POy '(V) /—"’% POy w(U )

Los morfismos del colimite cancelan a la izquierda, luego se verificard

bac; =bd;, =¢; =
= ba = I‘V'Pw(x)

abcst =ad) =c) =
=>ab=1}-}

Nota 3-7. Sean X,Y espacios topoldgicos, X —¥—Y, Wy aplicacién
continua, C categoria con solucién de problemas universales. Sean F(X,C),
F(Y,C) las categorias de haces sobre X e Y con valores en C. Si consideramos F
€ F(X,C), como también F es prehaz, construimos y«(F) € P(Y,C). Como F

Gy

e

e

W
yeodis
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verifica 1a condicién F para todos los abiertos de X, la verificard también para
todos los que provengan de Y, luego y«(F) € F(Y,C).

Si llamamos T a la categoria de los espacios topoldgicos y aplicaciones
consinuas, F a la categoria cuyos objetos son las categorias de haces sobre
espacios topoldgicos y morfismos functores que provienen de aplicaciones
continuas. Existe functor

C—HF
X = FX,0)
Vv:X —=>Y - vy FXC) - F(Y,0

Nota 3.8. Ejemplos de imdgenes directas y su comportamiento en las fibras

i) Sea X un espacio topoldgico, sea P un punto y A un grupo abeliano.
Definimos un haz ip(A) sobre X como sigue: ip(A)(U) =AsiPe U, 0en otro caso.
Comprobaremos que la fibra de ip(A) esAencadapuntoQe {p} yOen elresto.
También demostraremos que este haz es ix(A) siendo A el haz constante en el
subespacio cerrado {p } yi: {p } — X es la inclusién.

lim |
ip(Ado = > ip(AXU)

SiQe¢ {p}=3IUe Ent(Q), Un{p}=I =
=3JUe En(Q),p e U=i(A)U)=0=i(A),=0
SiQe {p}=>VUe Ent(Q), Un{p} 2T =

lim

= VUeEnt(Q),peU=1i,(A)g= — ip(A)U)=1limA=A
UeEnt(Q) -

Consideremos ahora
i {p} = X, ix(A) es tal que
U c X, U abierto, ix(A)(U) = AG'(U)) =

siit(U)=Un{p}#¢:;AG"(U)=AUN{p} =
A

siit(U)=Un{p}#¢; AGT(U)= A(¢)=0

Por tanto VU c X abierto, i»(A)(U) = i (A)(U)

Luego i=(A) =1 (A)

i1) Sea X un espaczo topoldgico; sea Z un subconjunto cerrado, i: Z — X
inclusién. Sea U = X - Z y la inclusién j: U — X. Sea F un haz sobre Z.
Comprobaremos que la fibra (i+F), del haz imagen directa sobre X es F sipeZ
yOsipe Z,

o lim Jim lim
(-F),= - i.F(U)= — FGi'(U)= — FUANZ)
UeEnt(p) UeEnt(p) UeEnt(p)
) lim lim .
SipeZ,F,= — F(V)= — FUNZ)=(i-F),
veEnt; (p) UeEnt,(p)
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pues V € Ent(p) en Z < U € Ent(p) en X tal que U N Z =V luego (ixF) = Fp.
SiP ¢ Z: como Z es cerrado, 3V € En(p) |V NZ =3 = F(V N Z) =0 VU &
Ent(p), VN Z c U N Z, entonces (ixF)p =0.

4. NATURALEZA LOCAL DE UN HAZ

Definicién 4-1
Definicién de y-morfismo

Sean X, Y espacios topoldgicos, y aplicacién continua X - Y, P € P (Y,C),
P’ e P(X,C). Llamaremos y-morfismo de P en P’ a todo morfismo de P en y«(P’)

[P, w«(P’)] = [P.P’],
Definicién 4-2. Definicién de imagen reciproca de un prehaz

Sean X, Y espacios topoldgicos, y aplicacién continua X — Y, C categoria,
P e P(Y,C).Llamaremos imagen reciproca de P mediante y a un par compuesto
por:

1. un haz F sobre X con valores en C, 2. un y-morfismo de prehaces P - F
— F al que designaremos por Pp de forma que la correspondencia

[P,G], ——I[F.G]
definida de la manera siguiente:

u — Yx(u) Pp € [P,G],

sea biunivoca para todo haz G sobre X. A F le llamaremos w*(P) = F, yx(u) Pp
—uwysive [P.G]v, existe un inico morfismo de F en G al que designamos por
V#1al que Y(V)P = v

(V#)b =V, (ub)» -u

Nota 4-3. Si C es una categoria que posee imédgenes reciprocas, entonces a
cada P € P (X,C), le asignamos un haz F = lx*(P), haz asociado a P.

Definicién 4-4. Si ¢: F — G es un morfismo de haces, diremos que ¢ es
isomorfismo cuando posea inverso, para ello es necesario que VU € 1(X), ¢(U):
F(U) - G(U), exista y(U) = @(U)": G(U) = F(U), entonces y = ¢ se construird
de la manera siguiente, Wy = {y(U)} .-

Nota 4-5. Sean F, G € F(X,C). ¢: F — G. Se verifica la equivalencia
siguiente
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¢ isomorfismo < @_: F, — G, es isomorfismo, Vx €X

Definicion 4-6

i) Sea @: F — G morfismo de haces, definiremos Ker ¢, Imag ¢ como los
prehaces siguientes
U — Ker ¢(U) VU e 1(X)
U — Imag ¢(U) VU € 1(X)

Se verifica que Ker ¢ es un haz pero Imag ¢ es simplemente un prehaz.

i) Si@: F — G es un morfismo de haces, definimos Ker ¢ como el prehaz Ker
¢. Se verifica que Ker @ es un subhaz de F.

iii) Si @: F — G es un morfismo de haces, definimos Imag ¢ como el haz
asociado al prehaz Imag ¢. Se verifica que Imag ¢ es un subhaz de G.

iv) Diremos que un morfismo de haces ¢: F — G es inyectivo si Ker ¢ = 0.

v) Diremos que un morfismo de haces ¢: F — G es suprayectivo si Imag ¢ = G.

i-1

vi) Diremos que una sucesién — F*1—®— s pFi__ P 5 pitl 5 de ha-
ces y morfismos es exacta si Ker ¢' = Imag ¢"!.

Nota 4-7. Un morfismo ¢@: F — G de haces es inyectivo si y sélo si ¢(U) es
inyectivo, VU e 1(X). Esta propiedad para morfismos suprayectivos no es cierta,
s ¢: F — G es suprayectivo, @(U): F({U) — G(U) no tiene por qué ser
suprayectivo. Se demuestra sin embargo que @ es suprayectivo si 'y sélo si ¢ : F,
— G, son suprayectivos Vx € X.

De todo lo anterior se deduce la siguiente propiedad: Una sucesion de haces
y morfismos es exacta si y sélo si es exacta en las fibras, demostracién de la
naturaleza local de los haces.

Nota 4-8. Con el fin de hacer més patente la naturaleza local de un haz,
pondremos un ejemplo de un morfismo sobre haces ¢: F — G y un abierto U tal
que @(U): F(U) — G(U) no es sobre.

Sea X una variedad analitica compleja, y consideramos los haces Fy G
siguientes: Para todo abierto U € X, F(U) es el conjunto de las funciones
holomorfas en U y G(U) es el conjunto de las funciones holomorfas y que son
distintas de cero en todo punto de U.

Se tiene un homomorfismo F — G asociando a toda funcidén ¢(x) holomorfa
en U Ja funcién e®*; como localmente toda funcién holomorfa que no se anula es
de la forma e™, este homomorfismo de haces es sobre; pero es bien conocido que
51 U no es simplemente conexo, la aplicacién ¢ — €® de F{U) en G(U) no es sobre.
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