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INTRODUCCION

Por demostracién automética de teoremas, ATP (Automated Theorem
Proving), [Lov-83], entendemos el uso del ordenador para demostrar
cierto tipo de resultados no numéricos relacionados con la validez de
sentenclas simulando la manera de razonar humana.

Para definir los objetivos comunes de los sistemas enmarcados en
el &mbito de la ATP, {Bib-90], admitimos, en primer lugar, que todo lo
que una wmiquina puede realizar para simular los procesos del
pensamiento humano puede ser descrito formalmente. Por otra parte,
entre las distintas herramientas capaces de reallizar dicha
formalizacién, en ATP se elige la légica matemstica porque es una
ciencia muy elaborada que presenta ventajas tanto por la naturalidad
con la que es capaz de representar el problema no formal como por su
naturaleza canénica; en particular, es bien conocido que la légica de
primer orden con sus diferentes extensiones es lo suficientemente rica
para proporcionar al menos el nucleo de unos formalismos que describan
los procesos del pensamiento humano en los que centramos nuestra
atencién. Una vez formalizado un problema mediante una sentencia
légica, podemos pensar que toda solucién de éste puede generarse
mediante la demostracién de dicha sentencia. Presuponemos finalmente
que existe un método general para descubrir automiticamente cualquier
prueba hecha por el hombre.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, observamos que
los principales objetivos en ATP comlenzan por buscar una légica
conveniente que permita representar problemas; fijada ésta serd
necesario encontrar métodos generales de demostracién y técnicas
adecuadas a ella, comprobando después la viabilidad de representar
problemas de diferentes areas dentro del marco de la légica elegida y
la capacidad de resolucién de los métodos definidos. El objetivo final
consiste en obtener un sistema que presente una clerta capacidad de
imitar los procesos del razonamiento humano manteniendo la generalidad
que la légica y los algoritmos llevan consigo.

La preocupacién por encontrar un procedimiento general para
demostrar teoremas data de muy antiguo; podemos remontarnos a Leibniz,
seguido posteriormente por Peano y por la escuela de Hilbert. Ya en
1930 Herbrand propuso un método mecinico para demostrar teoremas que



mis tarde gracias, a la invencién del ordenador digital, pudo
mecanizarse. Las primeras demostraciones autométicas se realizaron
para la légica proposicional, ampliandose después para la légica de
predicados; en concreto, en 1960 Gilmore consigue una implementacién
del método de Herbrand que ser& mejorada por Davis y Putman. En 1965
Robinson introduce la técnica de la resolucién que por su efliciencia y
facllidad de implementacién supone un gran avance para la ATP. Se
desarrollan entonces gran cantidad de varlantes de la resolucién, como
la hiperresolucién, la resocluciédn unitaria, la SL-resolucién, etc. Por
otro lado para tratar razonamlientos relativos a la igualdad se
proponen nétodos computacionales como la demodulacién, la
paramodulacién y el método de Knuth-Bendix en 1970. Paralelamente se
desarrollan también distintas variantes de la unificacién introducida
previamente por Robinson, por ejemplo, la teorfa ecuacional.

Mientras que durante la década de los sesenta y comienzos de los
setenta los intereses se centran principalmente en el punto de vista
légico y, mas concretamente en encontrar métodos para resolver
mecdnicamente problemas de la légica clisica con igualdad, en los
ultimos afios se han mecanizado multitud de légicas no cldsicas, y ha
habido mayor desarrollo de los sistemas disefiados para proporclionar
herramientas interactivas agradables al usuario, que simulan técnicas
de demostracién humanas para resolver problemas en diferentes 4ireas.
Ya en los afios setenta surge el demostrador de Boyer y Moore que sigue
siendo mejorado en la actualidad y que presenta clerta proximidad
humana por su forma de construir demostraciones por medio de
heuristicas. Los sistemas de la familia LCF (Logic for Computable
Logic), en concreto el LCF de Edimburgo, estin més enfocados a lograr
mecanizar técnicas de deduccién natural consiguiendo una interaccién
con el usuario por medio del uso de tacticas. La principal innovacién
de estos sistemas consiste en que incorporan la légica formal a un
lengua je de programacién funcional, ML, que sirve como metalenguaje.
Los distintos sistemas que comprende esta familia (NuPRL, HOL,
Veritas, Isabell, etc.) difieren primordialmente en la légica que
utilizan para construlr las demostraciones.

Resulta dificil enumerar la cantldad de sistemas englobados en el
campo de la ATP, (LMR-87], no trataremos aqui de hacer un estudio
detallado de ellos sino simplemente sefialaremos que gran parte de las

diferencias entre unos y otros se debe a los problemas especificos
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para los que han sido disefiados y por tanto a la légica que soportan.
La légica de primer orden considerada casl exclusivamente en los
sistemas primitivos se ha 1ido extendiendo de miltiples formas para
abarcar los distintos campos que cubre la ATP. La utilidad actual de
estos sistemas abarca diferentes dreas que van desde la ingenierfa del
software, donde 1la ATP se usa para sintesis de programas y
verificacién, hasta el disefio del hardware, donde ésta sirve, por
ejemplo, para especificar el comportamiento de circuitos; sin olvidar
su aplicacién en el control de bases de datos y en la inteligencia
artificlal.

Este trabajo estd orientado a disefiar un sistema de deduccién
automatica que incorpore tanto la aplicacién clésica de servir de
herramienta para demostrar teoremas mateméticos como la de ser un
instrumento mecinico que permita especificar de forma natural
propledades de programas funcionales, que puedan después ser
verificadas.

De acuerdo con este marco, nuestro trabajo se ocupa de concretar
para el nuevo sistema los objetivos generales en ATP indicados al
comienzo de esta introduccién, que podemos resumir en: fijar una
légica que sea capaz de formalizar nuestros problemas, encontrar unos
mecanismos generales de deduccién, y obtener como resultado una
herramienta que simule ciertos razonamientos humanos.

La légica computacional que proponemos para la formalizacién de
los problemas matemiticos y las propliedades de programas funcionales,
en que estamos Iinteresados es una légica de primer orden extendida con
polimorfismo y recursién. Una vez fijada la légica, se comprueba que
tiene la capacidad de expresién deseada; pudiendo, por ejemplo,
axiomatizar la aritmética estdndar de los nimeros naturales vy
especificar la teorifa de listas. Llegados a este punto serd necesario
determinar los algoritmos que permitan automatizar las demostraciones;
para ello se definen una serle de cdlculos para la légica en cuestiodn.

El primer mecanismo de deduccién definido consiste en una
extensién del método de los tableaux; este algoritmo serd parcialmente
implementado constituyendo una de las técnicas de comprobacién y
automatizacién de demostraciones que incorpora el sistema resultante.
La falta de naturalidad de este mecanismo y la dificultad de su uso
cuando se trabaja con férmulas en las que aparecen funciones

recursivas nos hace pensar en ampliar las técnicas de demostracién de



nuestro sistema con métodos mids cercanos a los razonamientos humanos.
A partir del método de los tableaux se define un cdlculo de deduccién
natural correcto y completo que refleja la semidntica operacional de la
recursién pero que como el anterior continia siendo infinitarlo. Este
sistema de deduccién sirve a su vez de base para construlr un Ultimo
cdlculo, también de deduccién natural, que sustituye las reglas
infinitarias poco manejables propias de la recursién por una regla de
induccién de punto f1ijo.

El sistema de deduccién automitica resultante servird para
mecanizar pruebas de la lé6gica que hemos desarrollado utilizando
técnicas basadas en los calculos anteriormente mencionados. Estas
demostraciones son guiadas por el usuario, que dispone de un lenguaje
bastante natural de comunicacién con el sistema, y son comprobadas por
la midquina o bien son automatizadas en algunos de sus pasos.

La caracteristica primordial que podemos destacar en nuestro
demostrador es la proximidad del lenguaje de comunicacién con el
sistema al 1lenguaje wusado habitualmente en los razonamientos
matematicos, y la faclilidad para especificar funciones recursivas y
tipos construidos. La organizacién del control de las pruebas y el
lenguaje en que éstas se escriben tlenen su origen en el sistema
MIZAR-MSE ([Mos-85], [TB--85), [PR--88]) creado para la légica de
primer orden con igualdad y tipos. No obstante, nuestro demostrador
presenta claros avances tanto desde el punto de vista légico, por la
extensién con polimorfismo y recursién, como desde el punto de vista
humano por la interaccién con el sistema y la naturalidad en 1la
especificacién de funciones y tipos.

La sigulente especificacién, correspondiente al tipo cadenas
(string) de elementos de un alfabeto cualquiera representado por un
tipo variable *, es un ejemplo que permite mostrar algunas de las
caracteristicas de nuestro sistema antes sefialadas.

type string/1;
const empty:string(®);
func head:string(®)->®, tail:string(®)->string(®),
concat:* “~ string(®)->string(®), null:string(®*)->bool;
Al% null(empty) = true;
A2% for x:®, y:string(®) holds (not x = bot and not y = bot) implies

null{concat(x,y)) = false;



A38 for x:*, y:string(®) holds (not x = bot and not y = bot) implies
head(concat(x,y)) = x;

A48 for x:*, y:string(®) holds (not x = bot and not y = bot) implies
tail(concat(x,y)) = y;

El siguiente ejemplo refleja cémo el lenguaje destinado a la
comunicacién con el sistema permite al usuario declarar funciones
recursivas de una forma similar a como se especifican habitualmente

los programas recursivos.

funrec append:string(®) ~ string(®)->string(®)
append(x,y) = if null(x) then y
else concat(head(x),append(tail(x),y));

Una vez especificada la funcién append serd posible demostrar
propiedades de ésta; por ejemplo su asoclatividad expresada mediante
la sentencla:

for x:string(®),y:string(®),z:string(®) holds append(append(x,y),z)
= append(x, append(y, z))

Desde el punto de vista de la implementacién sefialamos que hemos
conseguido un prototipo de un sistema semi-automidtico e interactivo
que funciona en un sistema UNIX y que esti programado en PROLOG.

Respecto a la estructuracién, el trabajo se organiza en cuatro
capftulos cada uno de los cuales comienza con una breve introduccién y
se divide en secciones. Describimos las lineas generales del contenido
de cada uno de ellos.

El primer cap{tulo estd dedicado a la definicién de la sintaxis y
la semintica de una légica de predicados con polimorfismo y recursién
(PLPR). Esta légica sé presenta como soporte o lenguaje objeto del
sistema de demostracién automitica de teoremas que construiremos y que
estd orientado a realizar demostraciones matemiticas y pruebas de
propledades de programas funcionales. Los ejemplos descritos al final
del capftulo son una muestra de su capacidad para expresar problemas
dentro de estos campos.

Las principales caracterfsticas que la légica PLPR aporta a la de
primer orden son el uso de variables y constructores de tipo, y 1la
existencia del operador A para construir A-abstracciones y del

p-operador para definir funciones recursivas. En cuanto a 1la



seadntica, cabe destacar la interpretaclén de los tipos como cpo’'s
planos. Las funciones que se definen entre dichos dominios son
estrictas y por tanto continuas, lo que permite definir la semintica
del u-operador como el menor punto fijo de un operador continuo.

La lé6gica PLPR estd ampliamente fundamentada, se demuestran sus
propios lemas de colincidencia y sustitucién andlogos a los de la
légica de predicados (EFT-84]. Se verifica también un lema de
sustitucién de tipos y se prueban otros resultados proplos de este
lengua je que serin utilizados a lo largo del trabajo.

En el segundo capitulo se introduce una extensién del método de
los tableaux de Smullyan [Sau-68] que adaptado a las pecullaridades de
nuestra légica se convierte en un mecanismo de refutacién para PLPR.
Una caracterfstica propia de los tableaux es su facilidad de
automatizacién y su ayuda en la construccién de cédlculos completos. El
método de los tableaux extendido resulta ser un algoritmo correcto y
completo de semidecisién de la insatisfactibilidad en PLPR. Del
teorema de completitud de los tableaux se deducen una serie de
propiedades que sirven como condiciones suficlentes para la
completitud de cualquier cdlculo para PLPR.

El tercer capitulo comienza definiendo un sistema de deduccién
natural para PLFR construido de manera que verifique las condiclones
de completitud obtenidas en el capitulo anterior a partir del método
de los tableaux. Se comprueba que este célculo es correcto y completo,
si bien, como todo célculo completo para PLPR, es infinitario. Esta
ultima afirmacién puede considerarse como una consecuencia de la
U:-conpletltud del problema de validez en nuestra lé6gica, hecho que se
prueba formalmente en este capitulo.

Puesto que nuestro objetivo es conseguir un demostrador de
teoremas basado en PLPR, la infinitud de los célculos presenta un
grave problema para su implementacién. Por otro lado, existen reglas
de derivacién del cdlculo presentado, basadas en aproximaciones
sintécticas, que no resultan muy naturales desde el punto de vista de
similitud con los razonamientos humanos. Mucho mis manejable, tanto
para su implementacién como para su uso, es la regla de induccién. Con
el fin de introducir la induccién en el célculo, se construye el
conjunto de férmulas continuas, sobre el que se define una regla de
induccién de punto fijo y para el que se realizan algunos estudios de
comple jidad. Esta regla junto con otra reflejando que la semintica del



operador y es el punto fijo hacen que el ctlculo sea suficientemente
rico (como puede observarse en los ejJemplos) para efectuar
demostraciones propias de lenguajes funcionales que presentan clerta
dificultad y para derivar una regla de induccién en los naturales.

Partiendo de la légica y los célculos anterlores, en el cuarto y
ultimo capftulo presentamos un sistema de deduccién automética llamado
MIZ-PR que en clerto modo simula el comportamiento humano, permitiendo
automatizar demostraciones de la légica PLPR utlilizando un lenguaje
cercano a como se escriben demostraciones mateatdticas.

El capitulo comienza sefialando ciertos aspectos que caracterizan
el sistema como son las diferentes técnicas usadas en la mecanizacién
de las demostraciones, que est&n basadas en los célculos definidos en
los capitulos anteriores. Las técnicas de demostracién se dividen en
dos bloques fundamentales; en uno se engloban aquellas que conducen la
prueba hacla atrds descomponiendo el objetivo en subobjetivos, en el
otro, se incluyen las técnicas de demostracién hacia adelante que
prueban el objetivo haciendo referencia a axiomas y teoremas vya
demostrados. Asimismo se estudia la estructura en forma de 4rbol
inherente a las demostraciones contemplando as{ las demostraclones
anidadas como subarboles de la prueba global. También se analiza la
forma en que tiene lugar el control de las demostraciones.

Posteriormente, fijaremos la sintaxis del lenguaje que sirve de
comunicacién del usuario con el sistema mediante una gramidtica en
forma de Backus-Naur; una serle de ej)emplos pricticos permiten obtener
una visién bastante aproximada de la capacidad del sistema y del
mane Jo del mismo.

El capftulo finaliza con una breve descripcién de la
implementacién. Se hace énfasis en los programas Prolog utilizados
para el control y automatizacién de las pruebas. En el anexo de final
del trabajo puede encontrarse un listado de estos programas.
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Al ser nuestro objetivo final construir un sistema de deduccién
automitica hay que destacar que éste soportard un lenguaje objeto,
esto es, un lenguaje 16gico en el cual se expresen y prueben
afirmaciones. EL lenguaje objeto es uno de los factores que mis
determina la utilidad de un sistema de deduccién automitica en las
tareas de razonamiento formal.

Una somera revisién de los lenguajes objeto de algunos de los
sistemas existentes ayudard a comprender sus distintos enfoques y a
enmarcar nuestro traba jo.

LCF, [Pau-87}, (Plo-77], soporta una familia de lenguajes objeto
basada en una légica de predicados con polimorfismo y A-cdlcule
llamada PPA parametrizada por la signatura propia de cada teorfa. PPA
es un sistema de deduccién natural desarrollado a partir del A-cdlculo
con tipos de Scott con una regla de induccién estructural. Por tanto,
LCF es muy adecuado para trabajar en contextos que utilicen funciones
parciales, menor punto fljo de funcionales, evaluacién perezosa y
semdntica denotacional.

NuPRL, [Con-86], aunque suele considerarse dentro de la familla
de los sistemas LCF tiene como lenguaje objeto 1la légica CIT
(Constructive Type Theory). El sistema tiene la capacidad de construir
mediante la informacién computacional obtenida en la demostracién de
una afirmacién existencial, una representacién del objeto que prueba
la validez de esa afirmacién.

El demostrador de Boyer y Moore (BM), [BM~-79], (BM--88}, soporta
una légica clidsica con 1igualdad, simbolos de funcién y clertas
definiciones recursivas. Su gran potencia reside en la facilidad del
manejo de la induccién, lo que es bastante costoso en LCF. Sin
embargo, BM no permite el uso de funciones parciales y no puede ser
aplicado para hacer demostracliones en una légica constructiva; no
obstante, podria simularse una 1l6gica constructiva introduciendo
axiomas auxiliares.

Los sistemas basados en reescritura de términos se han disefiado
para manejar sistemas de ecuaciones, este es el caso de AFFIRM,

{Ger-80], con su légica ecuacional con tipos y conectivos



proposicionales clisicos. Estos sistemas resultan muy tedlosos cuando
aparecen cuantificadores, situacién que suele soluclonarse utillzando
funciones de Skolem.

Las légicas de orden superior convierten al sistema en una buena
herramienta para tratar restricclones temporales y son muy empleadas
en la especificacién del comportamiento del hardware como es el caso
de HOL (Gor-89]; otros sistemas basados en légicas de orden superior
son por ejemplo Veritas [HD--86] e Isabell {Pau-86], este Ultimo es un
sistema para derivar reglas de inferencia basado en unificacién de
orden superior. Sin embargo, la fundamentacién teérica de las légicas
de orden superior ofrece dificultades especlales con respecto a las de
primer orden y por ello estin menos desarrolladas.

Este capftulo estd dedicado primordialmente a introducir una
légica computacional decribiendo su sintaxis y su seméntica. Dicha
légica servird como lenguaje objeto de un sistema enmarcado en el
ambito de la deduccién automitica. Se trata de una légica de primer
orden extendida con polimorfismo y recursién que 1llamaremos PLPR
(Predicate Logic with Polymorphism and Recursion).

En el disefio de PLPR se ha tenido en cuenta no sélo la riqueza de
la 16gica en el sentido de su capacidad de expresar ideas y razonar
sobre ellas sino también su proximidad al dominio de los problemas que
queremos que resuelva nuestro sistema. Recordamos que los campos en
los que hemos centrado nuestro interés son las demostraciones
matemiticas y las propiedades de lenguajes funcionales.

Una caracter{stica de nuestra l6gica, ya descrita en [LN--90], es
el permitir introduclir y construir nuevos tipos usando constructores.
Los tipos de PLPR pueden ser polimérficos lo que da mayor potencia a
las estructuras aunque, como es sabido, éstos pueden dificultar el
tratamiento de los subtipos. Por otro lado PLPR posee el tipo booleano
trivalorado que facilita los razonamientos en teorfa de dominios. Una
vez que se establece una asignacién a las variables de tipo, cada tipo
denota un cpo (complete partial order) plano, y cada término un
elemento del cpo denotado por su tipo.

PLPR permite escribir expresiones funcionales con tipos que
representan funcliones parciales estrictas entre cpo’s planos y que se
construyen por medlio de simbolos de funcién y de los operadores A y u
que dan lugar al A-cdlculo y a la recursién.



Los términos de PLPR tlenen tipos de primer orden. A nivel
sintéctico, cabe destacar la existencia de un simbolo especial para
representar el bottom (menor elemento de cada dominlo) util para
definir funciones parclales, y el uso de lazs n-tuplas (términos con
tipo producto) para unificar el tratamiento de las funciones.

En cuanto a las férmulas, los conectivos utilizados son los
propios de una légica cladsica de primer orden. Las férmulas bisicas
son las predicativas, construidas utilizando simbolos de predicado
con tipo y las aproximaciones o desigualdades que proporcionan una
herramienta sintadctica cémoda para hacer razonamientos que utilicen
las propiedades de la igualdad y de los érdenes parciales planos.
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1. LA SINTAXIS DE PLPR

El lenguaje PLPR se compone de los siguientes objetos: tipos,
expresiones funcionales, términos y férmulas que permiten escribir
sentencias y razonar sobre ellas. A continuacién se introduce la
sintaxis de dichos objetos y se definen distintas operaciones que
permiten su manipulacién.

1.1 DEFINICION DE LOS OBJETOS

Consideraremos un conjunto fijo, Tvar, con una cantidad numerable
de varlables de tipo que se denotan por p o si es necesario con

subindices: p1, p2,...,pm,...

Definicién 1.1.1

Una signatura de tipos It es un conjunto a lo sumo numerable
cuyos elementos son simbolos de constructures de tipo ct/n donde n
representa la aridad del constructor ct. Si ct/n € It con n=0, se dice
que ct es un simbolo de constante de tipo.

A partir de It se define el conjunto de It-tipos de primer orden
que se denota por Tp(Zt) y cuyos elementos se nombran con la letra Tt
simplemente, o con subindices o primas, y se definen mediante las
siguientes reglas BNF:

T :i:mp Siendo p € TVar. Tipo variable
| et Donde ct/0 € It. Tipo constante
| bool Tipo booleano
| etle,...,Tn) Donde ct/n € Lx. Tipo construido
| vix...xta Tipo producto estricto

Consideraremos también ZIt-tipos funcionales, que son aquellos
tipos de la forma ri1—T2, siendo 71,72 € Tp(It). Un ZIi-tipo, T, es o
bien un IZt~tipo de primer orden o bien un It-tipo funcional.

Si en la construccién sintictica de un Zi-tipo T no aparecen
variables de tipo se dice que t es monomdrfico, en caso contrario t es
polimérfico. o

Llamaremos MTp(Zt) al conjunto de Zi-tipos monomérficos de primer

11



orden. Los elementos de MTp(Zt) se denotan por v, vi, vaz,...

Definicién 1.1.2

Una Zt-sustitucién de tipos o = ;:::
del conjunto de los It-tipos en si mismo. Utilizaremos la notacién teo

es una aplicacién parclal

para expresar el resultado de aplicar la sustitucién ¢ a un tipo Tt y
la definiremos del sigulente modo:

pr = {;‘ :rii Zt;op::aso

bool ¢ = bool

ct ¢ =ct

ct(tt,...,tn)e = ctiz1e,...,Tn0)

(tTix. ..xTn)e = T10x%...xTno

(r1i—=12)e = Tie—T20

Se dice que un It-tipo t' es una It-instancia de un I-tipo Tt y se
escribe 1’3t si exite una It-sustitucién de tipos ¢ tal que T = T0.
En el caso de que vst se dice que v es una Instancla ponomdrfica de t.
Se dice que dos ZIt-tipos 11 y T2 son unificables s} existe una

Zt-sustitucién de tipos ¢ tal que 110 = T20. O

Definicién 1.1.3

Dada una signatura de tipos I:, una signatura de datos Zd4 es un
conjunto numerable cuyos elementos son simbolos de datos que llevan
asociado un Zt-tipo. Los elementos de Za4 pueden ser siabolos de
constante (c:—t € Zd4), simbolos de funcién (f:ri—912 € Zd), o
simbolos de predicado (p:t € I4) donde T, T1—72 y T son el tipo mis
general de ¢, f y p respectivamente.

Dadas una signatura de tipos It y una signatura de datos I4, una
signatura T es un par £ = <It,Zd>. O

En lo sucesivo simplificamos Tp(Zt) y MTp(Zt) mediante Tp(Z) y
MTp(Z), respectivamente, y hablaremos de I-tipos y Z-sustituciones.

Dada una signatura I, consideraremos para cada I-tipo t de primer
orden un conjunto numerable de variables de dato Vlr‘t de tal forma que
para cada v, ' € Tp(Z), t=t’, Var.r A Vart.- @. A la unién de todos

estos conjuntos, cuando t recorre Tp(Z), le llamamos Var(I); sus
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elementogs se denotan por X, y, 2, o por las mismas letras con
subindices. De la misma manera consideraremos un conjunto numerable de
variables de funcién, Fv“n-nz' por cada tipo funcional; estos
conjuntos seran disjuntos entre si, su unién se denota por Fvar(Z), y

sus elementos por las letras X, Y, que adamiten subindices.

Definicién 1.1.4

Dada una signatura I = <It,Ze>, el conjunto de I-términos, Ta(ZI),
cuyos elementos se denotan por t:v, y el conjunto de Z-expresiones
funcionales, EF(I), cuyos elementos se denotan por M:Ti—7T2, Se

definen por recursién mutua medlante las siguientes reglas:

t:t ::= LT Término bottom
| x:% x € Var_. Término variable
| c:v c:—t € L4, t'St. Término constante
| true:bool Término booleano clerto
| false:bool Término booleano falso
| (t1:t1,..., tn:Ta): Tix...xTn n-tupla de términos
| (if t:bool then ti:t else ta:t):t Término- condicional
| M t:iti):v2 M: T1—t2 € Er(I) Término funcional
M:t1—ot2 = LiT1—9T2 Funcién indefinida
| X:t1o12 X € Fvar . Funcién varjable
] 1‘:*1"l—n'z f: r1—r2ely, t;—n'zsn-nz S{mb. funcional
] Oxi:ti. . xe:ta t: T):iTax. . xThoT Lambda abstraccién
| (uX: 1—t2. M: T1—9T2): T1 T2 u~Operador

Dado un ZI-término t:t (una Z-expresién funcional M:ti—T2) se
dice que t:t es de tipo T (M:ti—t2 es de tipo T1—712). Un I-téraino
(una I-expresién funcional) es monomdrfico (monomdrfica) cuando no

contiene ninguna variable de tipo. En caso contrarlo es polimdrfico
(polimérfica). o

A pesar de tener conjuntos de s{mbolos de variables disjuntos
para cada Z-tipo, puesto que todo ZI-término y toda ZI-expresién
funcional 1lleva asociado su tipo, utilizaremos la misma notacién para
los simbolos de variable de cualquier tipo; distinguiremos sélo si la

variable es de dato o funclén, utilizando mayisculas en el segundo

caso.
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En lo sucesivo siempre que no sea necesario especificar, cuando
hablemos de varliables nos referimos tanto a los términos variables

(x:T) como a las expresiones funcionales variables (X:Ti—t2).

Ejemplo 1.1.5
Sea It = (ints/0, stack/1}. Las sigulentes construcclones son
Iv-tipos:
pxstack(p),
stack(stack(int)xbool),
stack(p1)—intxstack(pz)xstack(bool)
De ellos los dos primeros son de primer orden, siendo el segundo
monomér{ico.
Para la signatura de tipos anterior damos la signatura de datos
Zd ={0:31int, nil:sstack(p), suc:int—int, pred:. int—int,
push: pxstack(p)—stack(p)}
S1 Is = <It,La>, se pueden construir, por ejemplo, los siguientes
Is-términos y Is-expresiones funcionales:
(suc (suc O:int):int):int,
(push (x:int,nil:stack(int)): intxstack(int)):stack(int)

(Ax1:bool x2:int. (1f x1:bool then (pred xa: int):int
else 1:int):int):boolxint—int

(uX: stack(p)—1int. (Ay: stack(p).
(pred (X y:stack(p)):int):int):stack(p)aint):stack(p)aint

Definicién 1.1.6
Dada una signatura I, el conjunto de IZ-férmulas F(Z) de elementos

®, ¥.... es el menor conjunto que satisface las sigulentes reglas:
P i:= tizt S ta:t Aproximacion.
] (p t:1") tv'st, p:T € Zd. Férmula predicativa.
| Negacidn.
| v Disyuncién.
| (A W) Con juncidn.
| 2zt 9 Cuantificacién existencial.
| v:t o Cuantificacién universal.

Las aproximacjones y las férmulas predicativas constituyen las
férmulas atémicas. Una férmula se dice Srfica cuando no contlene
ninguna variable de tipo. En caso contrario es polimérfica. o
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1.2 EL LENGUAJE PLFR

Los objetos definidos en el apartado anterior servirin como base
para definir nuestro lenguaje, no obstante, puesto que hemos utilizado
la misma notacién para los simbolos de variables de cualquier tipo,
hemos de adoptar una serie de precauciones para no incurrir en
ambigliedades. Por ejemplo, a un ZI-término x:t puede aplicirsele una
Z-sustitucién de tipos o que transforme t en t’. S}t definimos [x:tlc =
x:te, tendremos que tener en cuenta que, en la izquierda de la
igualdad, x representa un simbolo de variable del conjunto Vart
mientras que en la derecha, x es un elemento de Vart. .

Para no entrar en conflictos al definir la semantica de nuestro
lenguaje, a la sintaxis abstracta del apartado anterior, le afiadimos
clertas restricclones, concretamente, imponemos la no existencia de
variables libres con el mismo simbolo y tipos distintos y unificables.
El concepto de variable libre se define a continuacién.

Definicién 1.2.1.

Definimos el conjunto de variables libres en un término t:x,
representado por Lib(t:t), y el conjunto de variables libres en una
expresién funcional M:ti—t2, representado por Lib(M:ti—7t2), por
induccién mutua sobre los términos y las expresiones funcionales del
siguiente modo:

Lib(a:t) := 2
Lib(c:7) := o
Lib(x:t) := {x:7}
Lib(true:bool) := @
Lib(false:bool) := 3
Lib((t1: 71, ..., tn:Tn): Tix...xTn) := Lib(ti:71) v...v Lib(tn:tn)
Lib((if t:bool then ti:t else ta:t):T) :=
Lib(t:bool) v Lib(ti:t) v Lib(ta:t)
Lib((M t:T1):72) := Lib(M: 1—72) v Lib(t:71).

Lib(i:7T1—72) := @

Lib(f:t1—v2) := @

Lib(X: T1—>72) := {X: 172}

LIb{(Ax1:T1...%Xn: Tn. t: T): Tix. . . xTo—T) := Lib(t:v)\{x1:71,...,%n: Tn}

Lib{ (uX: vi—712. M: T1—12): T19712) = Lib(M: t1—t2)\{X: 11972}
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Decilmos que una variable estd libre en un término t:t (en una
expresién funcional M:Ti—v2), si pertenece al conjunto Lib(t:t)
(Lib(M: T1—>72)).

Definimos el conjunto de variables (de dato y funcién) libres de
una férmila ¢ y lo representamos por Lib(y) del siguiente modo:

Lib(ti:v € ta:v) := Lib(ti:t) v Lib(ta:v)
Lib((p t:7)) := Lib(t:T)
Lib(~e) := Lib(y)
Lib((e v ¢)) := Lib(p) v Lib(y)
Lib((p A ¥)) := Lib(p) v Lib(y)
Lib(V¥x:t @) := Lib(g)\{x: T}
Lib(3x:t 9) := Lib(p)\{x: 7t}
Se dice que una variable estid libre en una férmula ¢ si pertenece

al cunjunto Lib(p}, en casc contrario se dice que esta ligada. o

Para cada I, PLPR se refiere a un subconjunto de F(Z) cuyas
férmulas cumplen una restriccién necesaria para evitar la ambigliedad
en el tipo de las variables libres. Esta restriccién queda formalizada
en la definicién sigulente.

Definicién 1.2.2

Para cada signatura I, el lenguaje PLPR asociado a I viene
determinado por el conjunto L(Z) formado por las I-férmulas ¢ de F(I)
tales que no existe ninguna variable x y dos tipos distintos 71 y T2
de manera que x:71 € Lib(p) y x:v2 € Lib(p) siendo 11 y 72 unificables
y no existe ninguna variable de funcién X tal que X:T19t2 € Lib(e),
x;:;-n; € Lib(yp) siendo i—oT2 ¥y r‘l—n'z unificables y distintos. o

La restriccién impuesta a las I-férmulas se puede particularizar
para los I-términos y ZI-expresiones funcionales. Para no complicar la
notacién conservaremos los nombres Te(Z), EF(T), lo que no darad lugar
a confusién porque desde ahora slempre consideraremos expresiones
sintécticas que cumplen estas restricciones. Por otro lado, a partir
de ahora hablaremos de I-férmulas para referirnos a los elementos de
L(Z) e incluso diremos unicamente férmulas siempre que no haya
ambiglledad o las propliedades que se enuncien sean independientes de la
signatura. Igualmente podremos hablar de tipos, términos o expresiones
funcionales.
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Llamaremos MIa(X) al conjunto de términos monomérficos, MEr(Z) al
conjunto de expresiones funcionales monomérficas y ML(I) al conjunto
de férmulas monomérficas.

1.3 SIMNPLIFICACIONES SINTACTICAS

El hecho de que tanto los términos como las expresiones
funcionales lleven pegado su tipo resulta muy expresivo y presenta
grandes ventajas operacionales, pero en ocasiones dificulta su
lectura, es por ello que en lo sucesivo adaitiremos la siguientes
simplificaciones en la sintaxis de PLPR:

- En los siguientes términos y expresiones funcionales eliminamos
el tipo, puesto que su escritura resulta redundante:

true, false,

(t1:71, ..., ta:Tn),

(if t:bool then ti:T else t2:t),
(Ax1:71...Xn:Tn. t: ),

(uX: Tr1—o72. M).

- El tipo de las variables de dato ligadas por un cuantificador
existencial o universal, o por una A-abstraccién puede eliminarse en
su aparicién en el interior de las férmulas o expresiones, ya que su
tipo queda explicito cuando las varlables aparecen junto al
cuantificador o al operador A. As{ por ejemplo, escribiremos:

¥Yx:T Vy:T x S y en lugar de ¥x:T Vy:T x:T S y: T
(Ax:nat y:bool.(if y then x else 1:nat)) en lugar de
(Ax:nat y:bool. (if y:bool then x:nat else 1:nat))

- Admitimos la supresién de la notacién explicita de los tipos en
los términos funcionales sliempre que éste pueda determinarse al
inferir los tipos de la expresién funcional que se aplica y del
término sobre el que se aplica, naturalmente ambos tipos deben ser
compatibles de acuerdo con las reglas habituales de inferencia de
tipos (ver p.e. [Rea-89]).

Por ejemplo, si f:T1—72 € Z4 y T1'=110, sabremos que (f t:71’')
tiene tipo t20 y admitiremos la escritura de este término sin
explicitar su tipo.
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Para estas inferencias se puede usar un algoritmo semejante al
dado en [Mi11-78) para las combinaciones de términos, utilizando como
datos, por un lado, el tipo mis general de los simbolos de funcién y
de constante, y por otro, las reglas de construcién y de instanciacién
de tipos.

En lo referente a la sintaxis de las férmulas suprimimos los
paréntesis en las conjunciones y disyunciones siempre que ésto no de
lugar a conflictos. Por otro lado utilizaremos las sigulentes

simplificaciones:
-y en vez de w vy
P ¥ en vez de (p — ¥) A (y — ¢)
ti:v = t2:t en vez de titt € t2:t A t2:T S tiiT.

Ejemplo 1.3.1
Consideremos la signatura Z. = <Zt,Xd4>, siendo:
It = {char/0, unit/0, e/2} y
Za = {inl:p1—e(p1,p2), Iinr:p2—e(p1,p2), outl:e(p1,p2)—p1,

outr:e(pt, p2)—p2}

Las sigulentes son ZI.-férmulas que sirven para definir la suma
estricta de dominios. En ellas se ha simplificado la notacién de los

tipos de acuerdo a los comentarios anteriores.

Vx:p1 (ax € 1:p1 — =(inl x) € 1:e(p1,p2))
Vx:p2 (ax € L1:p2 — =(inr x) S 1:e(p1,p2))
vx:p1 Vy:pt ((Inl x) € (Inl y¥) «—> x S y)
vx:p2 Vy:p2 ((inr x) € (Inr y) «— x S y)
vx:p1 Yy:p2 ((inl x) € (inr y) «— x = 1:p1)
Vx:pt Vy:p2 ((inr y) € (inl x) > y = 1:p2)

Las funciones outl y outr son las 1llamadas funciones
destructoras. El caricter polimérfico del constructor e garantiza que
lo que sigue son Z.-férmulas.

(outl (inl xt:char):e(char,p2)) = xi:char

(outr {inr xa2:unit):e(p1,unit)) = x2:unit

(outl (inr x2:unit):e(pi,unit)) = 1:p1

(outr (inl xi1:char):e(char,p2)) = 1:p2.
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1.4 SUSTITUCION

Las variables de tipo que aparecen en una I-férmula pueden ser
instanciadas por I-tipos de primer orden, asimismo las variables
libres de una I-férmula pueden ser sustituidas por ZI-términos del
nismo tipo sl se trata de variables de dato o por ZI-expresiones
funcionales del mismo tipo si se trata de variables de funcién.

La I-sustitucién de variables de tipo ha sido definida cuando se
aplica a un tipo, definiremos ahora los conceptos de I-sustituclén de
variables, tanto de tipo como de dato y funclién, aplicada a una
Z-férmula.

Definicién 1.4.1

a) I-Sustitucién de una variable de tipo por un I-tipo.

al) El resultado de aplicar una ZI-sustitucién de tipos o a un
I-térmlno t:t se denota por [t:t]¢ y se define mediante las siguientes
reglas: s

- [L:T)e := 1:70 . .

- [c:tle := c: 10

[x:tle := x: 10

= [truele := true - [falselc := false

{(t1:e1,...,tn:tn))e := ((ti:7ile, ..., [ta:Tnle)
{(if t:bool then ti:T else ta:t)lc :=
(1f (t:boolle then [ti:t]e else [ta:tle)

[(M t:t1):v2)e := (IM:ti—o12)e [t:11)0): T2 s «~>;;,_'..~ .

a2) El resultado de aplicar una ZI-sustitucién de tipos ¢ a una
Z-expresién funcional M:ti—7t2 se denota por [M:ti—t2]ec y se define
mediante las siguientes reglas:

- [LiT1—at2le := L:T10—T0
- [f:t1—v2)le 1= f:Tic—oT20
- [X:t1912)e := X:tie—tar
= [(Ax1:71.. . Xn:Tn. t:T) o 1=
(Az1: 110, .. zn:To0. [t T(23: Ta/X1: 1) .. [Zn: Tn/%Xn: Tn] Je) donde para
cada 1, z1 es igual a x1 si xt:7ic € Lib(t:T), y en caso contrario, zi
es un simbolo de variable tal que zi:71 ¢ Lib(t:t).
= [(uX: T1—r12. M) lo := (pY: tic—vae. [M: vi—t2(Y: T1—t2/X: 11912) )07)
donde Y es igual a X si X:tio—7t20 ¢ Lib(M:T1—t2); 0o Y € FVar(Z) es
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tal que Y:tic—tar ¢ Lib(M: Ti—7t2) en caso contrario.

a3) El resultado de aplicar una I-sustitucién de tipo ¢ a una
I-férmula ¢ se denota [plc o simplemente po y se define por induccién

como sigue:

- [tirt € t:t)e := (ti:tle € [ta:T]e

- l(p t:x))le := (p [t:tle)

= [+ple := alple

- l¢ v yloe := [ple v (¢l

- lp A vle := [ple A (¥l

- [vx:1 glo := Vz:te [pl2:t/x:T])e donde 2 = x 51 x:vo ¢ Lib(p); o z
es una variable tal que z:tc ¢ Lib(p) en caso contrario.

- [Ix:v plo := 3z:t0 [plz:t/x:t]]e con z como en el caso anterlor.

Si ¢ es una férgula que contlene 2n su sintaxis una variable de
tipo p y ¢ = v/p es una I-sustitucidén de tipos decimos que g es una
I-instancia de ¢.

b) I-Sustitucién de una variable de dato por un I-término.
bl) La I-sustitucién en un término de una variable de dato libre

por un I-término del mismo tipo, se define como sigue:

EIFEE $RE 2% 72738 3 BET IFEE 5

cult:wx:t] := 11

t:t sixiiti =xiv

x1:ti{t:o/x:t] =
X1:T1 en caso contrario

true(t:v/x:t] := true - false([t:t/x:t] := false
- (tiz7, ..., te: ) (i t) o= (tu:mslt:o/x:x), ..., tarvnlt: v/X: 1))
(4f ti:bool then t2:7T1 else ta:t1)[t:t/x: T} :=

(1f ti1:boollt:t/x:T] then t2:Ti(t:t/x:T] else ta:vift:t/x:tl)

- (M ti:n):r2(tie/xit] o= (Miti—T2(t:w/x:T) tinilt:o/x:t)): 12

b2) La I-sustitucién en una expresién funcional de una variable
de dato libre por un I-término del mismo tipo se define mediante las
reglas siguientes:

- Ln—r2(t:/x:t] 1= L:Tri—T2
- f:ui—or2{t:t/x:x) = f: 119712

- X:ni—or2lt:/x: 7] = X: 11972
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- (Ax1:71.. . xn:Ta. t' " ) [tiT/x: ) o=

(Azs:t1...2n 0.t (21173011 )L L (2 /X Ta) [t v/ T))
donde para cada 1sisn 21 = x) sl xi:71 € Lib(t:T) ¥y x:t # xi:73; en
caso contrario, 2t es una variable tal que x:t * 2zi:T1 Yy z1:7T1 ¢
Lib(t:t) v Lib(t':T").
- (uX:t1—v2. M) [t:o/x:T] o=

(uY: T1-972. M: T1—2(Y: t1—r2/X: T1—v2) [t v/x: 1))

donde Y es igual a X si X:ti—vr2 € Lib(t:T); o Y € FVar(Z) es tal que
Y: T1—t2 ¢ Lib(M: 11—712) v Lib(t:T1).

b3) La EZ-sustituclién en una férmula de una variable de dato libre
por un I-téraino del mismo tipo se define como sigue:

-t € tzmltrwxir) o=ttt w/xiT) € taimalt: o/x: )
(p tu:t)trw/x:t] o= (p tiimalt:e/x:T])

(~p)(t:o/x:x) := ~plt:T/x: 7]

(p v #dlt:o/x:t] = plt:t/x: 1] v ylt:o/x: ]

- (p AWlltio/xiT] 1= pltiT/x: ] A Wt:T/x: 7]

= (Vx1:11 @)ltie/x:T] = Vz:11 plz:Ti/xi:ta)[t:t/x:t] donde z es igual
a x1 si x1:71 € Lib(t:v) y x:t # x1:v1. En caso contrario, 2z es un
simbolo de varlable tal que x:T # z:7T1 y z:71 € Lib(g) v Lib(t:1).

= (i1 @)lt:e/x:T] = 3z:11 plz:ti/xi:tal[t:t/%x:T) con z como en el
caso anterior.

c) I-sustituclén de una variable de funcién por una I-expresién
funcional.

cl) La ZI-sustitucién en un término de una variable de funcién
libre por una ZI-expresién funcional del mismo tipo se define como
sigue:
- LrMu-swXinore] (= T
- ctiM:ni—orX:ti—ot2] = ox v
- x:tiM:ni9t/X: 1112} = x: T
- true[M: Ti—9t2/X: T1—T12) := true
false([M: n—t2/X: 11572} := false

- (tizv’, ... tarTn’ ) IMc it X: Ti—T2) =

(t1: 71’ (M: 112X a—t2], . . ., ta: T’ [M: Ti—DT2/X: T1—912] )
(if t:bool then ti:T else ta:t)([M:t1—t2/X:T1—972] : =

(if t:bool [M: Tai—t2/X: T1—72] then ti:t[M: Ti—t2/X: T1—T2]

else t2: T[M: ti—t2/X: r1—v2l)

21



- (M t:m1’): 2" [M: 1t/ X: T1—9t2) =

(M: 11° 973’ [M: i or/X: ti—t2] t: 11’ [M: ri—9v/X: ra—t2e] ): 2’

c2) La I-sustitucién en una expresién funcional de una variable
de funcién libre por una I-expresién funcional del mismo tipo se
define mediante las reglas siguientes:

= 1171’ =12’ [M: T1t2/X: ti—t2] = a1’ 12’
= f:11" 912" M ti—st/X:ti—r2] 1= £’ —r2’
M:T19t2 st Xi:11'—712'= X: 119712

= X1: 11" v’ [M: r1—9TX: T1—12] =
t ] X1:71°'—72' en otro caso

= (Axt:71’ ... xa:Ta’ .t T) [M: 1T/ X: T1—T2] o=

(P ITR SRS 238 ISP 7R JF 158 SLPZ TEE ST RN

[zn: tn' /xn: Tn' ] [M: T1—oT2/X: T1—972]) donde

para cada 1, z1 es igual a x1 si xi1:71' € Lib(M:t1—712); 0 21 es un
simbolo se variable tal que z1:71’ ¢ Lib(t:t) v Lib(M: t1—72) en caso
contrario.
- (X' 11’12’ M) M it X Ti—t2) =

(pY:11'9t2° M 11’ —12" [Y: 11’ —12' /X 11 —12' ) [M: Tiata/X: T1972] )
donde Y es 1gual a X' si X':m1'"—712" ¢ Lib(M:ti—T2). En caso
contrario, Y es un simbolo de variable de funcién tal que Y:T1’—7T2' ¢
Lib(M: T1—>72) v Lib(M' 11" —72’ ).

c3) La I-sustitucién en una férmula de una variable de funcién
libre por una ZI-expresién funcional del mismo tipo se define como
sigue:

- ti:t € ta:t[M: rior2/Xiri—v2e] o=

ti:TIM: it X: ri—or2) € t2: T(M: ni—oT2/X: T1—T2)
- (p t:7) IM: it/ X T1—9t2) = (p t:T(M: it/ X:1—o7T2))
= () [M: iot2/X: r1—v2] 1= w[M: T1—oT/X: 11 —oT2)

(p v ¥) [IM: i—12/X: T1—12]) = p[M: T1—T2/X: T19T2) WIM: T19T2/X: T19T2]

(p A W) [M:T1oT2/X: T1—>T12) 1= p[M: 1—9T2/X: T19T2) AP IM: T19T2/X: T19T2)

- (Vi1 @) [M:ti—ot2/X:11—>12) = Vz:t plz:v/x: 1] [M: i—t2/X: T1—7T2)
donde z es igual a x sl x:t € Lib(M:T1i—12), y z es una variable tal
que z2:T ¢ Lib(p) v Lib(M: T1—72) en caso contrario.

- (It @) M1 Xit1—oT2) = z:T  plz:v/x:T) [M: T1—T/X: T1—T2])

con z como en el caso anterior. o
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2. LA SEMANTICA DE PLPR

A continuacién se propone una seméntica denotaclonal para PLPR,
dando una denotacién a los objetos del lengusje y se definen los
conceptos de vélidez, satisfactibilidad, consecuencia légica, etc. La
semintica propuesta refleja el hecho de que nuestro lenguaje permite
la definicién de funciones recursivas mediante un operador de punto
fijo. En el primer apartado de esta secclén se enunclan algunas
definiciones y resultados conocidos sobre funciones continuas, puntos
fijos y dominlos que serin utilizados para demostrar que el concepto
de interpretacién de términos y expresiones funcionales esti bien
definido. Por ultimo, se demuestran distintos resultados seminticos

que seran utilizados en capitulos posteriores.

2.1 CONCEPTOS PREVIOS

Las definiciones y resultados presentados aquf, proplos de las
teorias de dominios y de punto fijo, pueden verse con mas detalle en
(Sto-77], [Sco-82] y [Ber-8S], por ejemplo.

Definicién 2.1.1

Consideremos los conjuntos D, D1,...,Dn con los érdenes parciales
<, ;1' . ,:n respectivamente.

Se dice que x es el elemento minimo de D si x € D y para cada y
de D, xS y.

Se dice que x € D es una cota superior de un subconjunto A de D
si para cada y de A se verifica y € x.

La menor cota superior de A € D, escrito WA, es el elemento
minimo del conjunto de cotas superlores de A. (Si A = {x0, x1, x2,...}
denotamos UA mediante UR=0 xn).

Una cadena creciente en D es un subconjunto {xo0, x1, x2,...) de D
que verifica: x0 S x1 & ...

Se dice que D es un orden parcial completo (cpo) si tiene un
elemento minimo 1 (llamado bottom) y toda cadena creciente en D tiene
wenor cota superior.

Una funcién f:D1—D2 se dice mondtona cuando dados x, y € D1
tales que x Sl y, entonces f(x) :2 fly).
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Una funcién monétona f:D1—Dz es continua cuando para toda cadena
de D: x0 € x1 € ... se tiene f(LRe0 xn) = URwo f(xa).

Una funcién f:Di1—D2 se dice estricta cuando f(x‘) =1,

Un cpo D se dice que es plano cuando para todos x, y € D tales
que X S y se verifica x =y 6 x = 4,

Dados los cpo's planos <D, :‘>, 1sisn, definimos el producto
cartesiano estricto <De...eDn, :.> donde el orden :. definido sobre
Die...@Dn = (J..) v {<di,...,dn> | di € Dn\(x‘)) es tal que: di S. d2
e di = d2 6 d1 = 1, para todo di, da € Die...eDn. E1 producto
estricto identifica toda n-tupla que tenga alguno de sus argumentos
igual a Ll con 1..; de esta manera Die...eDn resulta ser un cpo plano.

Definimos el espacio de funciones continuas (espacio de funciones
estrictas) entre los cpo's planos <Di, :1>' <D2, ‘z> representado por
<ID1—C»02). <> (<[D:-7)D2). :.>) como el orden € (G.) definido sobre
el conjunto de funciones continuas (estrictas) de D1 en Dz de la
siguiente forma. Dados f, g € [D1—=—+Dz] (f, g € [D\—:»Dzl) para todo x
de D1 f <. 8 (f <, g) e f(x) s, g(x).

Identificaremos el cpo plano de los booleanos, B, con cualquier

dominio isomorfo al conjunto (i tt, ff} con el orden siguiente:

bool’

S tt, 1 < ff.

1 £1
bool’ J'l«ml bool

bool

Lema 2.1.2

Toda funcién f € [Dx—-'-tﬂzl pertenece también a [Dx—;-)Dz].

La demostracién de este lema es trivial pues s1 D1 es un cpo
plano, todas las cadenas crecientes en D1 estdn formadas a lo sumo por
L yun elemento definido.

Teorema 2.1.3

a) La composicién de funclones continuas es continua.

b) La funcién constante y la funcién identidad son continuas.

c) Dado un cpo (D, €), la funcién COND: BxDxD — D definida como
sigue COND(tt,a,b) = a, COND(ff,a,b) = b, CDND(LB.a,b) = ) es continua
en todos sus argumentos.

Demostracién:

Detallamos la demostracién de c)

Por construccién, 1la funclén COND es estricta en su primer
argumento luego es continua. Para el segundo argumento se tiene:

COND(tt, UT-0 a1,b) = UTao a1 y COND(tt,as,b) = a para todo i<w

24



luego UTeo COND{tt,a1,b) = UTuo a1 = COND(tt, UT=0 ai1,b).

COND(ff, UT=0 a1,b) = b y COND(ff,ai,b) = b para todo i<w luego
UTeo COND(tt,a1,b) = b = COND(tt, UTwo a1,b).

mND(J.““.U?-o ai,b) = 1y COND(4 _.81,b) = 1 para todo i<w
luego UTwo COND(1 ..a1,b) = 1 = COND(2 . UTw a1,b).

La demostracién de la continuidad para el tercer argumento es
andloga. ®

Teorema 2.1.4 (Existencla del menor punto fijo)

Dado un cpo <D, &>, toda funcién continua f:D—D tiene un menor
punto fijo, es decir, existe un x € D tal que f(x) = x de manera que
para todo y € D si f(y) = y entonces x € y. Ademas dicho punto fijo es
de 1a forma: UTwo £'(1), slendo f'= fo.. . of .

Ll V‘CilJ

Teorema 2.1.5 (Continuidad del operador de punto fijo)

Dado un cpo (D, €), el funcional fix: lD—c—»D]—vD definido por
fix(f) = menor punto fijo de f para toda f € lD—:—aD] es continuo.

2.2 ESTRUCTURAS, INTERPRETACIONES Y MODELOS

Los dominios de interpretacién utllizados para definir los
modelos en PLPR son familias de cpo’'s planos, de manera que cada tipo
denota un elemento de la familla de cpo's correspondiente, slendo el
dominio de interpretacién de los términos la unién de los cpo’s que la
componen, y el dominio de interpretacién de las expresiones
funcionales la unién de los espacios de funciones estrictas entre
dichos cpo's.

Definicién 2.2.1%
Una ZI-estructura de tipos es un par I = dx'(c‘x)ct/ndg donde
'l”I es una familia de cpo's planos cerrada bajo el producto estricto
que contiene a B, y por otro lado, ctx € ‘l': si ct/0 e v y ctI es una
aplicacién de (TI)n en ‘l"I si ct/n € v (n21).

Dada una I-estructura de tipos I, se define una asignacidén de las

variables de tipo para I como una funcién n de TVar en TI -]
Hablaremos simplemente de asjignacién de tipos sl no existe
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ambigliedad con respecto a la estructura de tipos a la que se refliere.
El conjunto (nln: TVar—oTI) de todas las asignaciones para una
I-estructura de tipos I se denota ATpI.

Definicién 2.2.2
Sea I una I-estructura de tipos. Definimos la I-Interpretacién de
un tipo Tt € Tp(E) con respecto a I, escrito [t]x. como una funcién que
a cada asignacién para I 1le hace corresponder un cpo plano
perteneciente a la familia TI Definimos esta funcién por induccién
sobre la construccién de los I-tipos de la siguiente manera:
[e)%n := 20p)
[ct]zn By para toda 0 « ATpI
[bool]xn := B para toda n & ATp
[ct(‘tl....,tu)]xn = ctI([n]In.....[u]In)
[xix...xta] ™ := [11] "0 o...€[ta] 0.

Se define la I-Interpretacién de un I-tipo de funcidén T1—7T2 con
respecto a I como una funcién que a cada asignacién le hace
corresponder un espacio de funciones estrictas definido como sigue:

I I I
[rior2]n = ([u1] »T)['rz] 2). o

Es facil comprobar que efectivamente [T]In e para todo I-tipo
T y toda asignacién n para I. Al menor elemento del cpo ['t]z'n lo
denotaremos wmedlante 1:(” escribiremos su orden como

n(t)’

andlogamente, 1 representa el bottom del cpo

7(T1—72)
[[u]xn—.-y[tz]zn]. En todos los casos, se puede eliminar la notacién
del superindice I sl no existe anbigledad.

De la definicién de interpretacién de tipos se deduce que si v es
un tipo monomérfico, [v]x es una funcién constante que asocia a todo 7
de ATpI un dominio que llamamos Dv'
Para cada ZI-estructura de tipos I la coleccién de dominios
asoclados a los tipos monomdrficos de primer orden es la familla de
, X .
cpoxs phn;s {<Dv, :lx,))m’(z), Claramente verifican:
Dct = ct
X
Dyear = B
X

I
Dct(m. RS

Vva

I X
= ct (Dva""'D )
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Loma 2.2.3

Sean I una signatura, I una Z-estructura de tipos, 7 una

valoracién para I y o la Z-sustitucién de tipos ti...Tn/p1...pn. La
l‘tlII [+ ]I [11]I sl p=p1

funcién p:'"'p" "}(pl - { » L es una

9(p) silpsp1,...,pn
asignacién de tipos para I, que simplificamos con la notaclén n{e¢), y
verifica:
[w]In = [t]xu(t) para cualquier I-tipo v.

Demostracion:

De la definicién de n{c) se sigue directamente que dicha funcién
es una valoracién para I. La igusldad del teorema se prueba por casos.
Detallamos la demostracién para cuando t es una varlable de tipo p,
los casos constantes son triviales por definicién de sustitucién, y
para el resto de los tipos de primer orden se aplica induccién en la

construccién de los mismos:

b
[po)™n = [”l n ste=p = nio} (o) = [p)Enic)
[p]*n = n(p) stp=pr,....;¢0

Para el caso del tipo funcién, se tiene igualmente:

[(n—;tz)c]xn = [[tw]xn—?[rzvlln)
= [[n]xn(a')—.t[tz]xn(ﬂ] por hipétesis de induccién
= [r1otz] " nic). =

El lema anterior presenta gran analogia con el lema de
sustitucién de términos de la légica de predicados. De hecho en PLPR,
los tipos de primer orden son los objetos correspondientes a los
términos de aquella légica.

Definicién 2.2.4
Dada una I-estructura de tipos I = <‘l'I.(ctI) >,
ct/nezr
el dominio de datos asociado a I, DATI. como la union de los cpo’s
pertenecientes a TI, es decir, DATI =y (D | D e Tx). De manera
similar, se define el dominio de funciones asociado a I como el
conjunto Nt = U {lbp—0,) | D, D, e ™. o

se define

Definicién 2.2.5
Sea I una I-estructura de tipos. Una I-estructura de datos, D,
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con respecto a I viene definida por:

D= <(c:t») (f:n—»‘r:n) (p:tn)

p:rd:¢>
Donde los elementos de D son funciones definidas sobre el conjunto de

c:—tele’ f:t1—v2€ka’

asignaciones para I que devuelven valores en los siguientes conjuntos:

C:‘l»:ATpI—-ODATI, t:n—nzn:ATpI—vFlMI . p:t»:ATpx—av(DATI)
siendo P(D) el conjunto formado por las partes del conjunto D. Ademis,
estas funciones son tales que:
- Para cada n € ATpI:
: c: 1»1. € [‘t]xn. f:n—nz”n € l[‘l’l]l‘»—.)[‘l’zlx'l]. p:tn
la(er) EPT M »
- S1 ny % coinciden en las variables de tipo de T entonces c:t 9 =

n < [t]xn y

c:T R .

Si » y n° coinciden en las variables de tipo de t1 y 12, entonces
f:n—»rznn = f:n—wz”n' .

Si 3 y n° coinciden en las variables de tipo de T entonces p:tnn =
p:‘tn’n'. ]

La primera condicién restringe la imagen de manera que para una
asignacién u, los simbolos de constante y funcién representen un
elemento del cpo denotado por su tipo para dicha asignacién, y un
simbolo de predicado represente un subconjunto del cpo denotado por su
tipo que no contenga el bottom. La ultima condicién se impone para
consegulr que la semidntica de las férmulas sea uniforme con respecto a

las variables de tipo que en ella aparecen.

Definicién 2.2.6
Sea I una I-estructura de tipos. Una valoracidén con respecto a I
es una funcién § = (' v Ez donde:
€:ix:t| x € Var , T € Tp(E) }—ATp —DAT"

(’:(x:u—m| X € Fvar , T1,T2 € Tp(:))-—)ATpI—)FUNI y verifican:

T1512
- gx:t)n € [t]xn y €2(X: io12)n € [n—nz]xn
- €‘(x:tv)n = E’(x:t)n(v) y ez(X:tw—nzr)n = Ea(x:ﬂ-—nz)'n(v). o

Las retricciones ilmpuestas en la definicién anterior son légicas

puesto que una variable debe denotar un valor del cpo denotado por su
tipo y ademds se ha probado que ['m]In = [t]xn(c).
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En lo que sigue se ve como la interpretacién de un término y de
una expresién funcional viene dada en relacién a los valores asignados
a las variables de tipo que en &1 o ella aparecen.

Definicién 2.2.7

Sean I una I-estructura de tipos, D una Z-estructura de datos con
respecto a I y £ una valoracién con respecto a I. Una I-interpretacién
J es una terna J = <I,D,£> y una I-estructura f es un par & = <I,D>.

La Z-interpretacién de un término t:t con respecto a uma
T-interpretacién 3 es una funcién 3['.:1]:AT’I—DDATI y la
I-interpretacién de una expresién funcional M:Ti—T2 con respecto a J
es una funcién S[Hzn—w:z]:ATpx - FWI que se definen por recursién
mutua:

I
rit]n := 4901

3[x:t]n = Elx:t)n

3[c:r']n 1= c:t»n(v). donde c: 9T € Za y T = 10
3[trueln := tt
3[false]n := ff

<S[ti:na)n,. L 3[tazte]w>

[Ctaiea, ... tacta)]n i = : si 3[ti:ti)n = 4 y P-t. 1513a

n(Ty

&n("! xTa) en otro caso

3[t1:t]n s1 I[t:bool]ln = tt
3[(1f t:bool then ti:t else tz:t)]m: J!tz:r]n st 3[t:bool]n = £f

ey St 3[t:bool]n = 1

S[M t:va):e2]y ;= 3[M: ti—v2]n (3[t:n]n)

ool

3[1.: n—-)tz]n =L (r1ot2)

S[f:n'-rta']n := f:11—712 n{c}, donde f:t1—T2 € L4, T1' T2 =
TiI0—T2r

3X: t1irz]m = £(X:mai—av2)n

I[(axi:ta. . xn: e t: 0] € [[‘li]zm....[tnlan-)[t]xn) y se define

J[(xa: T, xa:ta. t:T)]0ld, .. ,dn) = J{;i—:—:——%}[tt]n

donde ){——d‘—d'—} coincide con 3 salvo en Xi:Ti,...,Xn:Tn y 7
X1:T1...Xn:Tn
di...dn X
siendo l{x-—'—uﬂ...xa:n}[x"“]" = di para i=1,...,n.
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Sl(ux:ﬂ—wz.n)]n = fix T(3,X:T1—72,M: 11572, %), es decir, el menor
punto fij)o del operador T(3J,X: 115712, M: T1—T2,7) definido a
continuacién:

T(3, X:ti-o712, M:T19712, 0): ([n]xn—.o[tzlxn]—;l[n]xn—.blrz]xn]

T(3, X:t1—12, M:T1—712, 1)(h) := %ﬁ}[ﬂ:ﬂ—»ﬂ]u

h
Donde 3{??:7:‘:’} es una ZI-interpretacién que coincide con 3

salvo en X:T1—93T2 y %, siendo J{'X—m

h }[x:'n—-rrz]n =h. o

S1 t:v y M:vi—wz son monomérficos entonces 3ft:v] e 3[M:vi—w2]
son funciones constantes. Denotamos por 3[t:v] e 3[M:vi—w2]
respectivamente al valor de dichas funciones, es decir 3[t:v]n =
3[t:v] y 3[M:vi—w2]n = 3[M:vi—v2] para toda asignacién n.

Definicién 2.2.8
Sean J3=<I,D,£> una IZ-interpretacién, n una asignacién para I, y ¢
una Z-férmula. La relacién J satisface ¢ con respecto a la asignacidn
n, escrito 3,7 }- ¢, se define por recursién sobre la construccién de
las férmulas como sigue:
3,9 ftiT g ta:t - 3[ts:t]n ::(” 3[ta: t]n.

t:x'In e p:-t»n(cr) siendo p:T € a4 y T’ =t0.

32 F (p t:T') -

h % YN e no 3,0 |

nfevy —=3Inbeo6ln}y

Inbenry —=3nfbey3anty

3Ln p 3t o~ existe un 2 € [t]In tal que J{asx:t}, % } 9.
3n p¥:te «s para todo a € [r]xn. asx:thm b oo

Si Lib(p) = @ la relacién I=<I,D,§> satisface ¢ con respecto a 7
que acabamos de definir no depende de la valoracién §, es por ello que
en estos casos podemos decir simplemente que la estructura #H=<I, D>
satisface ¢ con la asignacién n y escribimos H,n |- ¢. O

Definicién 2.2.9

Se dice que una I-interpretacién 3 = <I,D,£> es un modelo de ¢ en
PLPR y se escribe 3 } ¢ cuando 3,7 | ¢ para cualquier asignacién n
para I. Se dice una que I-estructura #=<I,D> es un modelo de ¢ (& } ¢)



cuando <I,9,£>,n | ¢ para cualquler valoracién £ con respecto a I y
cualquier asignacién n para I.

Se dice que ¢ es satisfactible en PLPR si existe una
Z-interpretacién que es un modelo de ¢, en caso contrario ¢ es
Insatisfactible. Esta definicién se extiende a la satisfactibilidad de
un conjunto de férmulas de la manera habitual, de forma que un
conjunto de I-férmulas & es satisfactible en PLPR, escrito Sat(¢), si
existe una I-interpretacién que es un modelo de ¢ para todo ¢ € ¢, en
caso contrario & es insatisfactible (no Sat(e)).

Una I-férmula ¢ es védlida en PLFR cuando toda Z-interpretacién es
un modelo de ¢.

Dadas dos I-férmulas ¢ y ¥ se dice que y es consecuencia de ¢ en
PLPR, escrito ¢ } ¥, cuando todo modelo de ¢ lo es tamdbién de y. Una
I-férmula ¢ es consecuencia en PLPR de un conjunto de I-férmilas & y
se escribe ¢ }» ¥, cuando toda I-interpretacién J que verifique J }- v
para toda férmula ¢ € ¢ es un modelo de y. o

La 1dea que se desprende de la definicién de modelo es,
sencillamente, que una una férmula polimérfica serd implicitamente
considerada como la cuantificacién universal de las varlables de tipo

que aparecen en su Interior.

2.3 CORRECCION DE LA DEFINICION DE INTERPRETACION

Para que la definicién de Iinterpretacién dada sea correcta hay
que asegurar la existencia del punto fijo del operador
T(3, X: T1—12,M: T1—712, 1) asociado a la interpretacién del u-operador.
Si demostramos que T es continuo, el teorema de existencla del menor
puntoe fijo nos asegura los resultados esperados.

Al demostrar el teorema 2.3.2 probaremos la continuidad de T y
garantizaremos que la semintica de PLPR estdi bien definida, en esta
demostracién usaremos un lema de coincidencia que probaremos en 2.3.1

y que serd también usado posteriormente en numerosas ocasiones.

Lema 2.3.1 (Coincidencia)

Consideremos las signaturas Ti=<Ce1,Ed1> y las

TI: X2

Ti-interpretaciones 31 = <Xy, D1,§1>, 1= 1,2, siendo = T°. Sea T =
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<Zt, Za> donde It = L1 Nn It2 y Zd = L41 N Id2. Se dice que 31 y 32
coinciden en los I-simbolos de tipo de T (de t:v, de M:Ti—7T2, de ¢)

I 12

si ct = ct para todo ct/n € It que aparece en T (en t:T, en

M:T1—72, en ¢p). Se dice que J1 y 32 coinciden en los I-simbolos de
dato de t:t {(de M:T1—72, de ¢) si k:tm - l::t»2 para cualquier k:t’
que aparece en t:T (en M:t1—T2, en ¢), tal que kit € Id y T'st. Se
dice que 31 y 32 coinciden en las variables libres de t:tT (de
M: 11712, de ¢) si E:(x:r') = E;(X:t') para cualquier x:t' € Lib(t:t)
(Lib(M: T1—72), Lible)), vy £:(X:n'—)rz') = E:(X:n'—-nz') para
cualquier X:v1'—v2' € Lib(t:t) (Lib(M:ti—t2), Lib(p)).

(1) S1 31 y 32 colnciden en los I-simbolos de un tipo t, entonces
[t]h - [t]n_

(2) Sea t:t € Tmu(E)., s} 31 y 32 coinciden en los I-simbolos de tipo
Y de dato y en las variables libres de t:t entonces Jift:t] = 3z[t:«].

(3) Sea M:t1—t2 € Er(E), si 31 y 32 coinciden en los I-simbolos de
tipo y de dato y en las varlables libres de M:tr1—T2 entonces
J1[M: riov2] = 32[M:ri—v2].

(4) Sea 9 € L(X), si 31 y 32 coinciden en los I-simbolos de tipo y
de dato y en las variables libres de g entonces J1 } ¢ e+ 32 } o.

Demostracjén:
Para probar (1) hay que probar que [‘t]nn = [t]xzn para cualquier

asignacién 'n:'l'Var—-fl‘Il (TI’ = ). La demostracién se hace
recorriendo los casos posibles.

- S T es una variable de tipo, la demostracién es trivial.
- [ct]x‘,, -ct? - ctn = [ct]b'n.
- [bool]nn =B = [bool]nn.
El resto de los casos se obtienen por 1induccién en 1la

construccién de los tlpos.

Probamos (2) y (3) por induccién mutua en la construccién de los
términos y de las expresiones funcionales. Para cualquier asignacién
.111
n: TVar—T , se verifica:

- Jfi:t]n = z:‘(r) = xi?t) (por (1)) = 32[t:t]n
- Nx:t]n = e:(x:t)n - ﬁ’z(x:t)n = 32x:t]n

- 3fe:v]n = c:tmn(cr) = c:tnzn(c') sl c:oT € Za y T =10
= J2fc: v’ ]n

32



Jiftrue]n = tt = 32[true]n
31[false]n = £f = 3a2[faise]n

<Siftizta]n,. .. 3 ta: w] 9> s
31[(t1:t1...,tn:n)]n- Is 31[ts:r|]n » xz’(“) (151%a)

n(tix...xTn) en otro caso

<32[u:n]n.....Sz[tn:tn]rp = 32[(t1:71,... ta:ta)]n st
. I2

‘Iz fti:ti]n = Loten) (1%13n)

n(Tix...xTn) en otro caso

por (1) e hipétesis de induccién

= Jf(tizma, ... ta:Ta)]n

31[(1f: t:boot then ti:t else t2:T)]n

In
1ato) st 31ft:bool]n = 1,

= {31[t1:7]n s1 Nt:bool]n = tt
J1fta:t]n s1 Jift:bool]n = £f

I .
1a(x) st 32[t.bool]'n = oot
= {32ft1:t]n s1 32[t:bool]n = tt por hipét. de induc. y (1)

32(t2:]n s1 32[t:bool]n = ff
= 32[(1f t:bool then ti:T else ta:7)]n

N[ i) 2]y = M rioe]n Gift:na]n)

= J1i[M: i)y (32[t: r1]w) por induccién sobre t:t1
= 32[M u—r2]n (32[t:71]w) por induccién sobre M:Tis12
= 32[(M t:t1):t2]m.

I I2
Nfivaor2]n = Lptrist2) = *n(rior2) por (1)

= 32[1:‘:1—)':2]1.

Wit o2’ ]n = f:u—)tzmn(c)

= f:11—12 7Mic)} slendo f:71—t2 € Zd y T1'—312" = TIo—TH

= 2[f: 11’12’ |

Nfx: u~rtz]'n = €:(X: n—T2)n = Q:(X: n—or2)n = R2[X:nior2]y

Sea <di...dn> € [‘l’l]x’m....[‘tn]I‘n’[‘tl]x'n....O[tn]xl'n por (1),
supongamos <di...dn> = lg entonces

J{(ax1: il xn: e t:)](dy, .. .. dn) = 31{;‘—::::::—:::“}[t:t]n



di...dn
- et s

di...dn di...dn
por induccién sobre Si{xnn...xn: n} y 3‘{xxzn...n: rn}

= Sz[ﬂx::u...xn:tn.t:v)]'n(da...du). El caso 1, €3 obvio por
tratarse de funciones estrictas.

- Para probar Ni[(uX:ri—r2.M)]n = 32[(uX:t1—72.M)]n basta con
probar T(31,X: T1i—7t2,M: T1—5712,m) = T(32,X:v1i—72,M:T1972,9) y esto
es clerto puesto que:

T(31, X: T1—712, M: T1—72,9) (h) = 31{h/X: 172} [M: r1—t2] 9
= J2{vX: n—r2} [M: i—t2]q

aplicando induccién a J1{h/X: Ti—t2) y a J2{h/X: T1—72)
= T(32, X: v1—9712,M: T1—72,9) (h).

Para probar (4), probamos 31,m |} ¢ e+ 32,m } ¢ para cuslquier
asignacién n, y lo hacemos por inducclén en la construccién de las
férmulas.

31,9 p it € tarx o~ 3t 1]n SI'

n(t) Nfta:t]n
I2

= 32ft1:t]n Spte) J2ft2:t)n por (1) y (2)
e 32,m } t1:T € t2: 1.

31,9 b (p t:7") - ft:t']n e p:tmn(c) conp:t€dy T =10
- uft:v]n e p:tmn(cr)
- 2t:v']n € p:t’hn(c) por (2)
- 32,9 } (p i)
3 b w = no 31,7 fe
no 32,7 I- ® por 1nduccién sobre ¢

. pbevy Juanfbe 6 J,n}y
32,n e 6 32,m } ¥ induccién sobre ¢ y ¢
- 32,0 Fevy
unteny =3nte y S0ty
32, b9 y 32,n p ¥ induccién sobre gy ¢
- 32,0 FeAv
Jun p VT e« 31{a/x:T},n } p para todo a € [t]n'n

L 4
- 32,0 b w.
Lo
—d

e« 31{a/x:T},n b o para todo a € [t]hn por (1)
o~ J2{a/x:t},m ko p.t. 2 € [t]zz'n por induc-

cién aplicada a Mi{a/x:1) y Ja{a/x:T)
- 32,9 F VX:T 9.
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3,9 b It e e~ ex. un a € [t]z‘n tal que 31{a/x:t},n } g
- ex. a € [t]hn t.q. J1{asx:tr,m by por (1)

~ existe un a € [T]n‘n tal que Ja{asx:t),n b g
por induccién sobre Ji{asx:t} y lJ2{a/x:t)
e 32,7 fp Ix:t 9.

Teorema 2.3.2

a) El funcional T(3,X:ti—m2,t:T,7): l[n]x'n—.¢[tz]xn]-—-)[t]1n
definido como:

T(3,X: vr1—»72, t:T,9)(h) = 3{2-1—11—’—1—2}“ t]n

estd bien definido y es continuo.
b) E1 funcional
' . . I I I I
T(3, X: t1—12, M: 11’ =72’ . 0): ([11] n—:—)[‘rz] ni—([x1’] n—T»[rz IR
P - h w1t AT’
donde T(3, X: T1972, M: 11" 312’ ,0) (h) S{X—ﬁ:ﬁ}[ﬁ 1’ 912 ]u
esta bien definido y es continuo.
most oén:
Demostramos a) y b) por induccién mutua sobre la construccién de
los términos y las expresiones funcionales.

a) St t:t es 1:t, c:tT, x:T, true o false, entonces

h .
){m}[t.t]n = 3[t:t]n. De la definicién de interpretacién de

estos términos deducimos que T(3,X:T1—72,t:7,n) esta bien definido en
estos casos y es constante por lo cual es continuo.
- T(3,X:t1-72, (t1:71°, ..., ta:Tn" ), M) (h)

Lp(ri's. . xta’) S HhX:tiot2}tiin ] = L (zyr) PATa algin i

i} h . h ,
<3{X:.“_,"}[U211 In... "}{m}[t":“ Jn>  en otro caso

En 4mbos casos (aplicando induccién en el segundo) se tiene que
T(3, X: ta—1e, (t:11’, ..., te:Tn' ), 1) € [u']Im. ..0[‘l.’n']I'n y esta
bien definido.

Para probar la continuidad de T en este caso, se aplican las
propiedades del producto estricto con respecto al supreamo:
T(3, X: t1—12, (t1:711’, ..., ta: 70’ ).n)(U?so hj)

u®
= 3{)7—::—":2%}[&1 T’',...,th:Tn’ )]ﬂ
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st MUhixin—neitia ]y =4 ) Para algin 1

1w(-u'::..uu') n(ty’

" Vea[YT=0 by U%.0 by
<3{X: n—nz}[t“n ... ’{ﬁ:ﬁ}[“:’“ I» en otro caso

Estudlamos sélo el caso distinto de bottom que presenta mis Iinterés

<T(3,X: 71012, t1: 11, 9) (U F=0hs), ..., T(3, X: 11072, ta: Ta’ , 1) (U T=0 hy)>

= <U%TeoT (3, X: T1972, t1: 11, ) (hy), . ., U Te0T (3, X: v1—72, ta: tn’ , ) (hy)>
por hipétesis de induccién

UTwo <T(3,X:vior2, t1: 11", 0)(hy), ..., T(3,X: 1112, ta: Tn’ , 0) (hy)>

por las propiedades de o

h , h) .
u?lﬂ <3{F‘l_tl—-)§}[t“ T1 ]n, ey ﬁ\-—b—tz}[tm Tn ]‘IP

UTw J{ﬁ’&i}[(u:n' vt )]

= USe T(3,X:T1—712, (t1: 711", ..., ta:ta' ), m) (hy).

T(3,X: 11972, (1f t:bool then ti:t else ta2:7),n)(h)
(WXt} tr: t]n st 3{(/X: ri—t2}[t: bool]n = tt
= {{WX: rior2}t2: 1]m st I{hWX:rior2}ft:bool]n = £f

Loto) st J{h/X: iz} t: bool]n = Lot
T3, X: T1—12, t1: 7, n) (h) si T(3,X:t1—72, t:bool,n) (h) = tt

= {T(3,X: T1—72, t2: 1, n) (h) si T(3,X:t1—712,t:bool,n)(h) = {f
J.n(t) sl T(3,X: T1—712,t:bool,n)(h) = Lot

Con lo que por la hipétesisde induccién ests bien definido.
En este caso, la continuidad de T se sigue de la igualdad
T(3,X: t1—T2, (1f t:bool then ti:t else ta:1),7n)(h) =
COND(T(3, X: Ta—12, t: bool, 9) (h), T(3,X: i—72, t1: 7, 3) (h),
T(3,X: r1—712, t2: 7, n)(h)), por
hipétesis de induccién, ya que, los resultados de 2.1 aseguran que
COND es continua y la composicién de funciones continuas es

contlnua.

T(3,X: v1—12, (M t: 11’ ): 12’ ,n)(h)

—n - h .
- frmfen e afgfiee

= T(3,X: t1—te,M: 11’ =12’ , ) (W) (T(3, X: T1—72, t: 71’ ,n) (h)) que debers
estar bien definido por hipétesis de induccién sobre M:71’'—12" y
sobre t:71’.

El funcional T(3,X:ti—v2, (M t:T1’):7t2’,n) es continuo por ser



composicién de las funclones continuas T(3, X:ti—T2, t:71’,n) vy
T(3, X:t1—712,M: T1° —72' , 7). A su vez, la continuidad de estos dos
operadores se tiene por la hipétesis de induccién.

b) SiI M:ni'—r2’ es  1:71"—v2’ o f:t1’—712’, entonces

J{r“-—l'—z}[mn'—orz']n ® 3[M:t1’>t2']n. Basindonos en la definicién

P L 4

de interpretacién para estos d ar que
T(3,X: T1—t2,M: 11’ —712', ) estd blen definido para 1:t1'—72" vy
f:11'—72' siendo ademis constante y por tanto continuo.

- T(3, X: 119712, X’ : 11’ —9712° , ) (h)

h si X:t1—7t2 = X': 711’ =72’
= E(X":t1"—12" )0 en otro caso

La definicién de Ez y la naturaleza de h hacen que esta funcién
quede bien definida. Ademis, sl X:ti—t2 = X':11°’—712', entonces
T(3,X:T1—972,X’: 71’ —712’ , 1) es la identidad y por tanto es continua.
Si por el contrarlo, X: 1112 = X' '’
T(3, X:t1—712, X' :71"—9712’' ,1) es una funcién constante y por tanto

continua.

- T(3, X:t1—o712, (Ax1: 71" .. .xn:Tn’ . t:T), M) (W) (d1,...,dn) con <«di,...,dn>
una n-tupla de [‘H'x...x‘tn']x‘n distinta de 1

= }{-;}[lxlzn'...xmrn‘ .t:t]m (di,...,dn)

X: T19712
h di...dn ;
h 3{)(: n—n’z}{x: T ...X: 'n?r}[t' t]"
di...dn h .
= s{x;n'...x:tn'}{X:ﬂ—)n}[t't]" por el lema de coincidencia
=1y —dbdn Lyt m)(h) que por hipdtesis de
Xt ... x:Ta ' T

induccién estd bien definida.
Para probar la continuidad es necesarlo demostrar que para
cualquier <di,...,dn> € [Tl'x...x‘t‘n']x'n se tiene la igualdad
T(3, X: 1Tz, (Ax1: 11" . .. xa:Ta’ . t: 1), 1) (UT=0 hy) (d1,...,dn)
= UTwo T(3, X:t1ot2, (Ax1:71" .. .xn: 10’ . t:7),m) (hy) (d1,....dn).
En efecto, T(3,X:T1412, (Ax1: 71" . .Xn:Tn’ . t: ), n) (W T=0 hy) (d1,...dn)

u-
- 3{ di...dn }{ =0 h’}[t:t]n como anterjormente

X:T1'...X:Tn | |X: T19T2
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di...dn )
. . u
= T( ﬁ‘—r—Xt—r} X: T1—v2, t: 7, n) (U j=0 h))
= Ufeo T( —r—————rd' da X: T1—712, t: T, 7) (hy) por hip. de induccién
X: T .X:tn . rer e °
hj
us .
= =0 3{): T ... X n }{X:n—nz}["'t]"
- u® h) di...dn .
)=0 ol < [t.t]n por el lema de coincidencia
= u?, _h J— e .
J=o x;n—n:z}[ux"“ cooxarta’. t:v)]n (di,....dn)
= U%0 T(3,X: 11—z, (Ax1: 71" . .. xa:Tn’ . t: T), M) (hy) (d1,...,dn).

T(3,X: t1—7t2, (X' : 71’ —72’ . M), n) (h)

= 3{m}[(ux 111’ —r2’ M)

- fix(T( Y-_ni»——rz}'x‘ 111’ —r2' M1’ 12’ ,0)) que esté bien

definldo por hipétesis de induccién sobre M:t1' —r2’.

Para probar la continuidad de T(3,X:T1—7T2, (pX':11’'—72'.M),7),
vemos que si X:1ti—12 = X':11°—>712" entonces T es una funcién
constante y por tanto continua. S1 X:ti—t2 es distinto de
X' 11" —72’, entonces definimos el operador
F: [[‘H]I‘W-T-)['IZ]I?)]—-)[ [z ]In—.—o[n' ]In]—ol [x ]In—:)[tz']xnl ) de
manera que a cada h de [[u]xn—.b[tzlx'n] le hace corresponder

h v et " M. e’ .
m}.x 11”72’ ,M:T1’-—12',7) y probamos que es continuo.

T(
Esta afirmacién nos asegura la continuidad de T debido a la igualdad
T(3, X: T1—72, (uX' : v1’—712' .M),n) = fix(F(h)) y a los resultados de
la seccién 2.1.

Vamos a probar entonces que F(U%T=0 hj) (f) = U%eo F(hy) (f)

para cualquler f € [[ﬂ’]x»-:é[ta']xn]

u.
u®, j=0 hj f oy ? .
F(Uj=0 hy)(f)= J{X:n—wz T [M:71 a2 I

. £ USw b\py 0 o,
3{ e e [K.n -2’ aplicando el lema de

coincidencia ya que suponemos X:t1—t2 * X':t1'—12’

= T( } X: v1—12, M: 11’ —=72' , 1) (U T=0 hy)

X1 o2’
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us f . ot .
= Ujeo T( m}.x.n—m.n.u —t2',7)(hy) por induccidén

sobre M:t1'—r2’

- u® f hj Ca? .
J=0 3{2‘:11’—#:'}{&?1—“: ["'" vz ]"

u" h) f et .
= Ujeo 3{)(:11—!!2 T Uy [M: v1’ =72’ ]n por el lema de cincid.
ya que X:ti—T12 # X': 11’ —712’

= U%ewo T(:{x—-h’—} X't —r2' M:m’ 12’ ,9)(f)

tT1—T2f"

= U%w F(hy) (f). =

2.4 EJEMPLOS DE APLICACION DEL LENGUAJE

Al comenzar este primer capitulo seflalibamos nuestro i{nterés en
obtener una légica capaz de expresar razonamlentos matemiticos vy
propledades de programas funcionales. Esta capacidad se pone de

manifiesto en los ejemplos que aparecen a contlnuacibdtn escritos en
nuestro lengua je.

Ejemplo 2.4.1
Consideremos la signatura In = <Zt,Zd4>, siendo:

It = {nat/0} y
Za = {0:9nat, suc:nat—nat, pred:nat—nat, +:natxnat—nat,

*.natxnat—nat, es-cero:nat—bool}

Esta signatura nos va a peraitir escribir propiedades de los
numeros naturales y definir operaciones entre ellos. Mis adelante
comprobaremos  que las sigulentes férmulas constituyen wuna
caracterizacién axiomdtica de la aritmética estindar de los numeros
naturales.

Vx:nat Yy:nat((suc x) = (suc y) — x = y)
Vx:nat -(suc x) = 0

(es_cero 0) = true

vx:nat(+x S 1:nat —(es_cero (suc x)}) = false)
vx:nat (pred (suc x)) = x

(pred 0) = i:nat
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Vy:nat ((uX:nat—nat. (Ax:nat. (1f (es_cero x) then 0
else (suc (X (pred x)))))) y) =y

vx:nat (+ (x,0)) = x

vx:nat Vy:nat (¢ (x, (suc y))) = (suc (+ (x.y)))
vx:nat (ax € i:nat — (* (x,0) = 0)

vx:nat Vy:nat (* (x,(suc y))) = (+ (x, (* (x,y))))

Teniendo en cuenta estas férmulas podemos definir el factorial de
un numerc natural mediante la expresién funcional sigulente:

(uX: nat—nat. (Ax: nat. (1f (es_cero x) then (suc 0)
else (® (x, (X (pred x)))))))

que simplificaremos por “fact:nat—nat" y que tiene propiedades como:

Vx:nat (~x § 1:nat — -(fact x):nat € 1:nat),
(fact (suc 0)) = (suc 0), etc.

S1 incorporamos el simbolo de predicado par:nat a nuestra
signatura podemos escribir por ejemplo la férmula:

(par xi:nat) — {(par (®* (xi:nat,x2:nat)))

y el conjunto de numeros pares podrd especificarse mediante la
férmula:
Ix:nat x = (+ (y:nat,y:nat))

Ejemplo 2.4.2
Consideremos la signatura IL = <It,Z4>, siendo:

Zv = {list/1}) y
Za={nil:9p, append: list(p)xlist(p)slist(p), cons:pxlist(p)—list(p)}

Las sigulentes I-férmulas representan una especificacién
axiomética de 1la concatenacién de listas de cualquler tipo de

elementos.

vx: 11st(p) (append (nil,x)) = x,
vx: 1ist(p) Vy:1ist(p) Vz:p (append ((cons (z,x}),y)) =
(cons (z, (append (x,y))))
Una manera alternativa de obtener la expresién funcional "append”
consiste en definirla utilizando el u-operador. Si consideramos la
signatura de datos
T4 = {nil:3p, car:list(p)—p, tall:list(p)—list(p),
null: list (p)—bool, cons:pxlist(p)—list(p)}
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Las siguientes férmulas sirven para especificar el tipo lista:

(null nil) = true

Vx:p Vy:1ist(p) ((-ySi:1list(p) A <xSi:p)—(null (cons (x,y)))=false)
(car nil) = 1:p

Vx:p Vy:11st(p) ((qySi:list(p)A x€i:p)—(car (cons (x,y))) = x)
Vx:p Vy: list(p) ((~ySi:11st(p)a ~xSi:p)—(tail (cons (x,y))) = y)

Si se verifican las férmulas anterlores, entonces la siguiente
expresién funcional representa la funcién de concatenacién de dos
listas:

(uX: 1ist (p)xlist(p)—list(p). (Ax: 1ist(p) y:list(p). (1f (null x)
then y else (cons ((car x), (X ((tall x),y)))))))

Ejemplo 2.4.3

Consideremos ahora una signatura que sea la uni6én de las
signaturas de los dos ejemplos anteriores y que ademis contenga un
simbolo de funcién "Plng:list(nat)—nat®, es decir:

Tt = {nat/0, list/1} y
Za = {0:9nat, nil:9p, car:1list(p)—p, tail:list(p)—list(p),
null:list(p)—bool, cons:pxlist(p)—1ist(p), suc:nat—nat,
pred: nat—nat, +:natxnat—nat, ®:natxnat—nat, par:nat,
es_cero: nat—bool, Plng:1list(nat)—nat}.
Si se verifican las férmulas:

(Plng nil) = O,
vx:nat ((par x) — Vy:1ist(nat) (Ping (cons (x,y))}) = (suc (Plng y))
vx:nat (-~(par x) — Vy:list(nat) (Plng (cons (x,y))) = (Plng y)

entonces la funcién "Plng" representard el nimero de elementos de una
lista de naturales que verifican Ya propledad "par". Si a su vez el
predicado "par” viene especificado por la férmula:

Vx:nat ((par x) « 32:nat (-2 € 1:nat A x = (+ (2,2))))

"Plng" sers el nimero de elementos pares de una lista de naturales.
Otra manera de especificar esta funcién utilizando el u-operador
es la sigulente:

(uX: 1ist(nat)—nat. (Ax: 1ist(nat). (if (null x) then O else
(1f (par (car x)) then (suc (X (tail x))) else (X (tail x})))})

41



Las expresiones escritas en este ejemplo estin bien tipadas ya
que el carécter polimérfico del simbolo "null® permite construir
funciones cuyo tipo es una instancia del tipo mis general; lo mismo
ocurre con “"car:list(p)—p" y "tall:list(p)—list(p)".

Un cédlculo para PLPR debe ser capaz de deducir la férmula

vx:list(nat) Vy:1list(nat)(Plng (append (x,y)))=(+ ((Plng x), (Ping y)))

Si en esta férmula se sustituyen los simbolos "Plng” y "append”
por sus definiciones recursivas, tendremos anlidamiento de
p-operadores. Aunque a simple vista esto pueda parecer engorroso y la
definicién axiomética de las funciones parezca mis sencllla, las
buenas propiedades del pu-operador nos faclilitaran su tratamiento,
permitiendo, como veremos mis adelante, el empleo de una regla de
induccién de punto fijo generalizada que nos proporcionaré una
demostracién elegante de la férmula anterjor sin necesidad de tener

que explicitar una regla de induccién para cada tipo de datos.
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3. RESULTADOS SEMANTICOS

De 1la sémantica definida en la secclén anterior se deducen
multitud de resultados que merece la pena resaltar, tanto para
comprobar las buenas propiedades de nuestra légica, como por su
utilidad a la hora de constriur célculos correctos para PLPR.

3.1 ALGUNOS ASPECTOS TECNICOS

Lema 3.1.1 (Sustitucién de variables de dato y funcién)
Sea 3 = <I,D,€> una I-interpretacién. Se define:
a) M3[t:t]/x: ) = <X, D, £43[t: x]/x: T}> donde:

: ) Jt:t)n st xcT=y:iv
E3[t:t)/x: 1) (y:x')n =

€0[t:)/x:)? = €
b) :,{M} . <1_n,§{1[512'_21}> donde:

§(y:T')n en otro caso

X: 1912 X: 11972

. 2 IM:rior2]n st Xiriore=Y:iny o2’
6{3—-[———1"' Ti—ov2 }(Y: 1°—12’ )n-{

Ximi—r2 E(Y:T1' 572" )n en otro caso
e{3|M: tx-)tzl}‘. €.
X: T1—T2
Entonces se verifica:
(A) Para cualquier t':t'€ Ta(ZI):
(1) Si x:t, t:T € Te(Z) entonces
[tr:v (trerx:w]] = 33t )k}t 2]
(11) S§ X:ti—72, M:T1—712 € EF(X) entonces

[t (M o/ X rior2]] = M}[t':t']

X: r1—712
(B) Para cualquier M':t1’'—t2’ € EF(E):
(1) St x:v, t:t € Ta(Z) entonces
R HER SRR AN G 38 72738 5} BEIRTRT (354 V213 97 L IR SRRt 7N |
(11) St X:v1—r2, M:T1—72 € EF(Z) entonces

M o2 [H: n—-)rz]] = S{JM ““’"l}[u' 11’ >’ )

X: 119712 X: T1—oT2

(C) Para cualquler p € L(Z) se verifica:
(1) Si x:7, t:T € Ta(Z) entonces
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3 belt:e/x:v] e 3(3[t:t)/x:t) by
(11) St X:ti—v2, M:t1—712 € EF(I) entonces

I b el it X: ti—ot2] e M} be

X: v1—t2
Remeogtracion:
Escribimos 3' por 3{3[t:t]/x:t} y § por £{3[t:1]/x: 7).
Demostramos (A) y (B) por induccién mutua sobre la construccién
de los términos y de las expresiones funclonales.
Para (A)-(3) probamos 3[t’:t' [t:e/x:t)]n = J{3[t:t)/x:e}[t': 7' ]n
para cualquier n € ATpI. Distinguimos casos:

- 3[X':'l." Itf‘(/x:tl]n - {Slx':t']n gl x:t & x':7

3[t:1]n st x:t = x':¢°
o JEX' T )n = £ (x":7" ) st x:t ®x':1 va que sl x:T = x':t°,
£ (x':t')n si x:t = x":¢

E(xX':v’')n= S[t:t]n para cualquier 5 € ATpx

=3[x:c]n

3[.1.::’ (t:e/x:t)]n = 3 [J.:t']n por el lema de coincidencia.

1

3[c:t' (tiexitl]n = 3 [c:t']'n por el lema de colncidencia.

- 3[truelt:t/x:t]]n = 3' [true]n por el lema de coincldencia.

3[falselt: v/x:t1]n = 3' [false]n por el lema de coincidencia.

[(tizm, ... taz ) [t T/x: T ]
Sftunlt:wxtl]n,. . 3 ta:walt: vx:]] 9>
= st Jfterniftie/xivl]n # o

1 (T
en otro caso

) P t. 151Sa

Ln(‘!lx. . .x'l’n)
<y [tl:ﬂ]n. v 3 [ta: tn]'n>
= . st ¥ [tizni]n = Lotn
en otro caso de induccién

) p-t. 15132 por hipbtesis
‘n(nx...xtn)
= 3 [(t:m, .. tar )],
- 3[(1f ti:bool then t2:t’ else ta:v')[t:t/x:tl]n =
ta:v (tze/x:xl]n s1 3[tiibool(t:z/x:xl]m = tt
= {3ta:v (tie/xel]n st 3[ti:boollt:e/x:tl]n = £f

(') si J[ta:boolft:e/xitln = 0
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3 [ta:v']n s1 3'[ti:bool]n = tt

=43 [ta:r’]n si I3 [ti:bool]n = ff por hipétesis de induccién
1:(7,) s1 3’ [ti:bool]n = L4 eer
= 3'[(2f ti:bool then t2:1" else ta:t')}n.

=3[ i) v2Ati e/x:x)
= 3M:ri—ralt:wx:el]n [t :mait:v/x:<]]n)
= JM:ni—onalt: vx:xl]n (3 [t :na)n) por induccién sobre t':t1
= 3’ [M:raow2)n (3 [t :1a]n) por induccién sobre M:Tiat2
=3 [M t':r1):va)m.

La demostracién de (A)-(i1) es similar a la anterior
distingulendo los casos correspondientes.

De la demostracién de (B)-(1) detallamos los casos de las lambda
y mu expresiones:

- 3t oxaTa t' it ) [trw/x: T (A, ..., dn)

] (CTIER SO IR AR S [n "] ..[z"f‘"}[t:r/x:r])]n (d1,...,dn)

Xt:T1 Xn: Tn
di...dn LI T Zn:Tn| ., . .
= 3{21:?1...h:tn}[t v [xt:ﬂ]“' [xn:rn]“"/x"”]"

. 3{2‘::;:::::“ 3[t: d}[t». [)z(; :;] [::_:]]n por hipétesis

de induccién y el lema de coincidencia pues 2i1:71 ¢ Lib(t:r)

lt 1'| Vot
= J{zx T }{zx T _‘“}[t :7']n por hip. de 1induc.

pues 3{21 o : = 3 11}[21 uln = di (1sisn)

N di...dn }[ o
— 1}t ]n por el lema de coincidencia ya que
{xt.tx...x::.rn Zz1:T1 € Lib(t':T")

I [(axt:vi. . xnta t' e )]alds, .. . da).

- 3[(M.X:r1—-btz.H)lt:t/x:t]]n
= J[(WY: rior2. M: i—m2( Vi ot/ X: niow2l {tivx: th ]y
= fix T(3J,Y: t1—12, M: 11—12[Y: 11— t2/X: Ti—at2] {t: t/x: t), n)
= fix T(3',X: 11—z, H 112, n) = 3’ [(uX: ti—72.M)]n pues para todo

h e [[r1] n—-—;[tz] n] se tienen las sigulentes igualdades
T(3,Y: 11—t M: tn—~t2{Y: ti9r2/X: ti—9r2} {t: tv/x: ], n) (h)

h H H . . .
= 3{‘,: tl—nz} [M: ri—ralY: i—v2X: il {t:v/x: Tl
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3{7—. ":,u}{s-l—l:: }[H:u_.nz(Y: Ti—orX: i—tal]n por induccién

y el lema de coincldencia pues Y:T1—7t2 ¢ Lib(t:T)

h 3ft: ] h .
= D{Y:YI—D‘IZ}{ — oo [M: r1ot2]n por induccién ya que
h Jlt:‘rl X -
J{Y:ﬂ—nz}{ x:T }[Y T '"]" h
. h
=3 {m}[u n—wz]n por el lema de coincidencia pues

Y:t1—t2 ¢ Lib(M: v1972)

T(3', X: Ta—12, M: 11912, 9) (h).

(B)-(11). Demostraremos la igualdad 3[)(’:11'—»1.’2’ [H:"—’u]] =

Xti—nz
3|H:n-—nz| S '
3{ XTI T3 }[X 11— ]n. en los demis casos la demostracién es

muy similar a las desarrolladas hasta ahora.

Representamos J'{BIM; u—nzl} por ' y €{Z’S|M: n—»rzl} por €'

X: T1~t2 X: T1—9T2

- 3[X i o2t (M ot/ X o2l
{S[X':tl'—n:z']n st Xit1—T12 2 X' : 11" —12°
=

3[M: r1ot2)n si X:ti—or2 = X' : 11’ 912’
{ﬁ(x':ﬂ'—nz' n sl X:ti—t2 2 X' 11’ 12’
=

IM: v1ov2]n si Xiti—12 = X' : 11" 912
= £ (X 71’2’ )y por definicién de §'’
=3 [X:r o]

Demostramos (C)-(1) probando que para cualquier 73 € ATpx. se
tiene 3,m } elt:v/x:t]l e 3(3[t:t]/x:t},n } ¢. Lo probamos por
inducclén en la construccién de las férmulas:

Im b (ti:e gt ) [tio/x: )

= 3t (t:e/x:xi]n € S[ta: v [t /x:l]n

I

n(z’)
- [h:t']n c:(t.) I3[tz ] por (A)-(1)
- 3, }tuze S tziT.

3. b (p t e ) tie/x:t)
o [t [tr/x:t]]n € p: -n»'q(c) con p:T1 € Za y T'= 110
- 3[t:c]n € p:ﬂ»n(c) por (A)-(1)
- 3,9} (pt:T)
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3,9 b (ap)[t:t/x:t] = no 3,9 } plt:1/x: 7]

- no J',n |- [ por hipétesis de induccién
- 3.0} e

3n b (pvedltie/x:t]l oo 3,9 p plt:t/x:T) 6 3,0 | wlt:t/x:7]

-3 npedI.n}ty por hipétesis de inducclén
- 3.nfbevy.

3.0 b lpawdltie/x:t] e 3,0 pplt:x/x:t]l y 3,0 p ylt:e/x: 7]
3. nleyI.n}y por hipétesis de induccién
3. nfeAv

3.m b (vx':x g)lt:t/x:T)

o 3a/z:v'},m poplzie’/x" v ) [t:e/x: 2] p.todo a & [1']In
- B(n./zzt')(l[t:t]/x:t).n Felz:e'/x :t') p.t. ae [t']xn
por hip. induc. y el lema de coincid. pues z:t'¢€Lib(t:t)
= Nasz: o YO[t:t]/x:tH{asx’ T hom b e p.t. u[t']xn por

induccién pues I{a/z: ¢’ ){E%l}[z:t']n =a
- 3 {asx":T'},n } 9 para todo a € [t']zn por el lema
de coincidencia ya que z:1' € Lib(yp)
- 3.0 pVY:Te.
Imp Bx' it ) t:rT/xiT]
- ex. 2 € [t']x'n JNasz:t' )t poelzie’'/x v M t:e/x:¥)
s existe un a € [t']™n tal que
J{asz: v’ )(J[Q:t]/x:r).n b elz:e'/x’:v']  por induc.
y el lema de coincid. pues z:t' ¢ Lib(t:t)
- ex. ae[t']xn t.q. Moz H3[t:t)/xtHasx’ st b b e
por induccién ya que 3{a/z:t’ ){El;—::l}[z:t']n =2
- ex. 2 € [t']:n t.q. 3{a/x’:t'h,n b o por el lema de
coincidencia ya que 2:t' ¢ Lib(yp)
- 3.0} I:Ty.

(C)-(11) se demuestra anilogamente por Induccién en la

construccién de las férmulas y apoyandonos en el resultado (A)-(11). =

Lema 3.1.2 (Sustitucién de tipos)

Sean £ una signatura, 3=<I,D,£> una TI-interpretacién, = una
valoracién para I y ¢ una I-sustitucién de tipos. Entonces:
(1) 3[lt:xle)n = 3[t:t]n{c}, para cualquier t:T € Ta(X).
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(2) 3[:viovale]n = I[M:viorz]n{c), para cualquier M:ti—t2 de

Er(E).

(3) 3, p g0 e= 3, n{c} } ¢, para cualqulier ¢ € L(I).

Depostracién:
Sabemos que [tr]zn = [t]xn(c) (por 2.2.3). Apoyindonos en este

hecho, demostramos (1) y (2) por induccién mutua en la construccién de

los términos y de las expresiones funcionales.

[Ix:tle]n = E(x:teln = E(x:t)nie} = I[x: t]nic).
X I

3[ta:xie]n = Ltre) = ater(r) T 3[1: t]nte).

3[[(::'!1]0‘]1) = c:tn’n(m) donde c:—T € I4 y Timtn

= c:t”n(r)(n) = 3[c: t]nlo}

3[(truele]n = tt = 3[true]n{c).

3{(falsele]n = if = I[faise]nic).

J[[(t1:na, ..., ta:a) Je]n = <3[[t1:Ta1)e]m,. ..,J[[tn:tn)r]vp

= 3[ti:u]nied, ..., 3[ta: ta]nic)> por hipétesis de induccién
= 3[(t1:m1,..., ta:ta)]le} 81 I[(t1:ale]n = 4 (1sisn).

Para el caso . la demostracién es trivial

n(tie)

3{((if t:bool then ti:t1 else tz:t1)lc]n =
3[[t1: tale]n st 3[[t:boolle]n = tt
= JPtzznlvln st 3{(t:boolle]n = ff

La(tie) si 3{(t:boollc]n = TR

3[t1:vi]n{e) st 3[t:bool]nic) = tt
= {3[t2:t1]n{e) si 3[t:bool]nic} = ff por hipétesis de induccién

Lpted (1) s1 3[t:bool]n{c)} = L0

= 3[(1f t:bool then ti:ti else t2:t1)]nic).

B[K(M t:ﬂ):nlo]n = 3[(M: i—r2le]n (3[(t:11le]m)

= 3[M: t1—va]nle} (3[(t:r1]le]n) por hipbtesis de induc. en M:T1—72
= 3[11: u—nz]n(v) (B[t:ﬂ]n(v)) por hipétesis de inducclién en t:t1
= 3[(M t:11): v2]nio).

3[[1:1:—nz]c]n = J"0((11--.1'2)«') = 1'n{tr)(i'l—rl'a)

= 3[1: ix2]ule).

if: 1 2’ Io)n = f:ﬂ—nz»n(m) = 3[f: 11’ =72’ Jn{e} donde
fri9m2 € Za y 11’ =2’ = (r1i—om2)on



- 3[[)(: n-—-vn]c]u = €(X: (1—t2)e) )n = €(X: Ti~—12)n{c) por definicién
= 3[x: r1i—r2)nie}

- 3[l(x1:71.. . xa:tn. t:T)Jo)m (da,...,dn) con <di,..,dn> una n-tupla
de [tw]zm...o[tmlxn\u.) = [n]xn(c)o...o[t-]xn(a-)\u.). Haremos
la demostracién para el caso en que la sustitucién se realiza sin
necesidad de renombrar las varlables de dato; en el caso de un
renombramiento previo, la demostracién seria similar, pero
apoyéndonos también en el lema de sustitucién de datos (3.1.1).

ds...dn
- 3{m}[“=r!«]»

di...dn
= 3{m}[t.t]n(v) por induccién sobre t:T y porque

€{ di...dn }(y: ,,)M{__“_';L}(y: Tinie)

X1:T10. . . Xa: Tno" X1:T1...Xn: Tn

Esta Gltima afirmacién se debe a las condiciones de la definicién
de valoracién y al hecho de que dos variables con el mismo simbolo
no pueden tener tipos distintos y unificables.

- 3[(Axx:ﬂ. ..xa:Tn. t:T)]mle) (di,...,dn)

- 3l (uX: ri—r2. M) Jo]n = fix T(3, [X: i—v2le, [M: T1oT2)0, 0)
Sea h € ([no-]xn—:a[rzlenl = ([ﬂ]xn(v)—.—)[tz]xn(c}l

T(3,X: (11—912)e, [M: 1—9712]0r, m) (h)

a ;{m}."_‘_)_m‘_r}[m: ti—r2le]n
= S{TUL—)&}[":“_'?Z]M’) por induccién sobre M:Ti-oT2

ya que al igual que en el caso anterior se tiene

h , ' - h Ly ? ,
€{m}(Y: T1'e—t2' )y €{m}(\’. 1’ =12’ )nic)

= T(3, X: 1—72, M: 11972, 7{c}) (h)
luego 3[[(uX: tiot2.M)lo]n = 3[(uX:n—nz.H)]n(vl.

Demostramos (3) por inducclén en la construccién de las férmulas.
Supondremos que no es necesario un renombramiento de variables en el
caso de las férmulas cuantificadas. En caso contrario la demostracién
seria andloga utilizando también el lema de sustitucién de datos.

I
3.n b (ti:T € t:tle e 3(t1:vic)n < (o) 3[tta: tlo]n

I
- B[tnt]u(a') :M”(” 3fta: t]nie} por (1)
e 3, n{c} | t1:v S ta:t.
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a2 b l(p t:v)le

3.n b l~ele

3n b levile

3} [p Avle

3. b lvx:t plo

3n b (37T ple

Teoresa 3.1.3

frrtrrt1r1t111181t1

!

3[lt:xe 1o]n « p:tnn(w') sl p:t € L4, T =10’

3ft:c’ nlo) € p:t»n(v)(c') por induc. en t:t’

J,nf{e} b (p t:T').

no 3,0 } eo

no 3,nic) b o por hipétesis de induccién

3, n{c} } -».

30 fper 63,0}y

3,n{c} o 6 3,n{ec} b ¥ por hip. de induc.

S.nie} fovy

nberylnpwe

3,n{c) pey3d.nic) b9 por hip. de induc.

Jonic) poay

J{a/x:v0},m } po para todo a € [tcr]xn

Masx:th,nicdp e p.t. a € [t]xn(c') por hip.
de induc. y porque £{a/x:tor}(y:t'cln =
€{asx:t}(y: " )n{c} para cualquier y: 1’

J.nie) b Vx:T 9.

existe un ae [w]zn tal que 3{a/x:10}, 7 } o

= ex. un ae [t]x'n(o') tal que 3{asx:t},n{c} } oy

por induccién en ¢ ya que para todo y:1’
Ela/x:todly: T’ o)y = E{a/x: T} y: ¢ In{o)
In{e} T w

Sean ¢ € L(Z) y 3 una I-interpretacién, entonces 3 } ¢ «» 3,0 | o

para toda asignacién n de las variables de tipo que aparecen en ¢.
Este resultado es inmediato tal y como se ha deflnido 1la

satisfactibilidad de una ZI-férmula para una asignacién y por la

definicién de la semantica de los términos y el concepto de modelo. m

Obsérvese que si una I-férmula ¢ es monomérfica y 3I=<I,D,£> es

una I-interpretacién, 3,7 } ¢ es equivalente a 3 |- ¢ para cualquier

asignacién n para I.

El concepto de modelo en estos casos es

independiente de las asignaclones de tipo y coincide con el de

satisfactibilldad.

En lo que sigue,

s1

I=<Ee, 4> y I'=<It’,Id’> son dos signaturas



tales que ItSIt’ y ZIaSEe’, diremos que una I'-interpretacién
3 =<X',D’,€> es una extensién de una I-interpretacion 3=<I, D, £>, si )
coincide con J en los I-simbolos y afiade valores para el resto de los
elementos de ', siendo ademds TI-TI' .

Lema 3.1.4

Sean I=<It,Ida>, peL(I), o=ct’'/p (ct’'/0 € Ir), I'=<Tev{ct’'/0},ZLs)
y p una variable de tipo de ¢. Entonces para cualquier
I~interpretaciéon 3 = <I,D,€> y para cualquier I'-interpretacién 3’ que
sea una extensién de J, se verifica:

She e | ogo.

Demostracién:
e ) Sea D € TI un dominlo cualquiera, 3{D/ct’}=<I{D/ct’'},D, &>
donde I{D/ct’') = <TI,(ctI} V] ct.I(D/ct')> siendo ct.I(D/ct'}- D.

ct/n€lt
El teorema es una consecuencia de la siguiente equivalencla:

3{D/ct’ },nlct /p} b o o= 3,0{D/p) } o (*)

Para conseguir la equivalencia (®*), se prueba primero que, para
cualquier t € Tp(L), [t]nb/cv)n(ct'/p) = [‘l]x‘n(D/p'). En concreto
para el caso Tt = p':

[p.]I(D/ct' )n(ct‘/p) = n{ct’ /p}(p’)

. {[ct.]I(D/ct’)n st p=p’ _ {ct.I(D/ct') =D st p=p’

n(p’) si pwp’ nip') si p#p’

= 9{D/p}(p') = [p']x'n(D/p)
El resto de los casos se deducen por induccién en la construccién de
los I-tipos de primer orden. Una vez probada esta igualdad para todo
t€Tp(Z), (°®) se obtliene haciendo induccién sobre la construccién de
los I-términos y las I-férmulas.

Ahora bien, por el lema de sustitucién de tipos, la equivalencia
anterior se reduce a la que sigue, 3{D/ct’},n } 9o e+ 3, 0{D/p} } o
para toda n € A'l‘pstTpr y para todo D € TI. con lo que 3{D/ct'} | g0
o-ol]-pparatodobtl‘x. © 1o que es 1o mismo 3' | g0 e« 3 |} ¢ para
toda I£'-interpretacién 3', extensién de 3. =

Obviamente este resultado es jgualmente clerto sl ¢ es una

sustitucién multiple %F% slendo cti (1s1sn) constantes de tipo

nuevas y pt (1s1sn) variables de tipo de ¢ para 1sjsn.
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Teorema 3.1.5

Sean I una signatura, ¢ S L(X), p € L(E) y o = cti...cte on ety

(1s12n) constantes de tipo que no aparecen en ¢ ni en p;“y'ﬂtnu que ¢
es monomérfica. Entonces ¢ | ¢ «= ¢ U {~pc} es insatisfactible.

Demostracién:

% ) Supongamos & | ¢ y Sat(¢ v {-+pc}) siendo 3I=<I,D,£> una
interpretacién tal que 3 } ¢ U {~po)}. Por ser # ¢ y 3 } & tendremos
3 } g es decir 3,9 I ¢ para toda 3 € ATpI. pero por hipdtesis 3 |} o
que por el lema de sustitucién de tipos implica que para toda 75 de
A'rpI no J,n{e} } @ lo cual se contradice con 3 } ¢. Concluimos
entonces que ¢ U {~¢c) es insatisfactible.

e ) Si ® v {~o) es insatisfactible, como g es monomérfica, no
puede existir una interpretacién 3 que de valores a cti (1sisn) y tal
que 3 p ¢ ynol pgo, por tanto, 3 p & » 3 |} g y, en base al lema
anterior, 3 }’ 9 con lo que ¢ } [ ]

Teoreaa 3.1.6

Sea J=<I,D,£> una ZI-interpretacién tal que Tx coincide con la
coleccién de dominios asociados a los I-tipos monomérficos de primer
orden, y sea ¢ una I-férmula cualquiera, entonces J } pe=3 }- $o para
toda I-sustitucién de tipos ¢ tal que po es monomérfica.

Demostracjon:

#) Supongamos 3 } ¢, es decir, 3,n } ¢ para toda 73 € ATpI luego
3,n{c} } ¢ para toda n € ATp" y toda I-sustitucién de tipos ¢ tal que
¢o es monomérfica. Por tanto, aplicando el lema de sustitucién de
tipos, 3, } po para toda asignacién » y toda I-sustitucién ¢ tal que
9o es monomérfica, es decir, 3 }- g0 para toda I-sustitucién de tipos o
tal que go es monomérfica.

«) Si 3,n ]-w para toda n € ATpx y toda E-sustitucién de tipos ¢
que hace monomérfica a ¢, por el lema de sustituclén de tipos
tendremos 3,n{c} } ¢ para toda n € ATpt y toda I-sustitucién de tipos
o tal que gpr es monomérfica. Entonces, puesto que TI coincide con la
familia (Dz)

v veMTp(Z)’
las variables de tipo de ¢ y, por 3.1.3, 3 }- ¢. 8

h ) |- ¢ para todas las asignaciones para I de

En general, la complejidad del problema de valldez de una
I-férmula, se reduce considerablemente si nos restringimos a los
modelos con I-estructuras de tipos I tales que para todo D € ‘l’x existe
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un tipo v € MTp(E) tal que D = D: = [v]:. Un ejemplo de este hecho es
el teorema anterior. Ademis para estas estructuras de tipos, cada
asignacién de tipos 3 determinan de manera univoca una sustitucién de
tipos, que por abuso del lenguaje también llamamos 7, escribiremos
c:'m» para indicar el valor de la funcién c:tn ennslc:orelay lo
mismo haremos con f:ti—wlb y p:tn. Entonces, las estructuras de datos
correspondientes a estructuras de tipos con estas propiedades quedan
determinadas si se conocen los valores que toman los simbolos de
constantes, funciones y predicados para cada una de las instancias
monomériicas de su tipo mts general, es decir, para conocer la funcién
c:t, s1 c:—7t e s, sert suficiente con conocer la sucesién de
valores denotados (c:v» € Dz | vst}; lo mismo ocurre con f:'l"l—vlr:D y
con p: t».

3.2 EQUIVALENCIA ENTRE APROXIMACIONES SINTACTICAS Y SEMANTICAS

A continuacién vamos a definir unas expresiones que llamaremos
aproximaciones sinticticas, que serviridn para poder aplicar clertos
resultados sobre el menor punto fljo de un operador continuo que, como
es sabldo, puede caracterizarse como el supremo de la cadena creciente
de las sucesivas aplicaciones al bottom. En PLPR los elementos de ésta
cadena se pueden denotar mediante clertas expresiones funcionales que
son precisamente las aproximaciones sinticticas de (uX:T1—7t2.M) que
definimos a contlnuacién.

Definicion 3.2.1
Las aproximaciones sintécticas 1-ésimas de un término y de una
expresién funcional se definen por recursién mutua:

(1.:1)l :m LT
(x:t)‘ im X
(c:t)' 1 4
{true)! := true (false)' := false
((tl:n,..,ta:tn))‘ c= ((tl:tl)‘,...(tn:rn)‘)
{(1f t:bool then ti:t else ta:t)’ :=

(1f (t:bool)’ then (ti:1)' else (t2:1)')
Motz t:m)! = ((Mmior2)' (o))
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(1:mior2)! = 1o

(X:11o12)! 1= X:miom2

(f:tiota) = f:r1o12

(T, .xacta t: )t im (aiTr.Loxecte. (B:T)')
{(ux:n—m.u)°:- 1:T1—T2

(ux:n—vrz.)()'” rm (Mrti—T2) ' ! [(uX:n-—nz.H)l/X:n—nz]. o

De esta definicién se deduce que si en un término t:T no aparece
ninguna definicién recursiva entonces t:t coincide con todas sus
aproximaciones sintécticas es decir para todo i<w (t:t)l = t:t. En
estos casos se dice que t:t es simple, en caso contrario t:t es
recursivo. Hay que observar también que, para cualquier Ii<w,

(uX: n-—-nz.u)' no contiene en su interior ningun p-operador.

Una vez definidas las aproximaciones sinticticas se definen unas
aproximaciones seminticas que coinciden con las sucesivas aplicaciones
del operador T, asociado a la semintica del u-operador, al elemento
bottom. Por tanto, el supremo de estas aproximaciones coincidird con
la interpretacién de una p-expresién. Se prueba tamblién que tanto para
cualqulier t:t como para cualquier M:T1—712, sus aproximaciones denotan
para cada J y cada n una cadena creciente cuya cota superior minima
coincide con 3[t:t]n y 3[M:t1—ot2]n, respectivamente. Podemos deducir
por tanto la equivalencia entre la semintica de las aproximaciones

sintécticas y las aproximacliones seminticas de un operador.

Definicién 3.2.2

Sea J3=<I,D,§> una EI-interpretacién, dada M:t1—t2 € EF(Z) con
X:T1—t2 libre en M:t1—7t2, la funcién <(..|.x:'n—>'rz.M)>l que a cada
asignacién =nn para X le hace corresponder una funcién de
([ﬂ]zn-?[u]z'n] se define por induccién sobre 1 como sigue:

[
< H .M)>
(uX: T1—12.M)> 9 = "n(t! 12)

1
<pX:Tior2. M) g = ){ﬁy%_‘w%m}[u n—r2]a.

<(ux:n—nz.u)>'n .
Donde J{-——m— coincide con J salvo en X:T1—T2 y 7 siendo

3{<(ux:ﬂ-nz.n)>'n

T }[x:n—nz]n = <(uX: T1—12.M)>'n. ©
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Proposicén 3.2.3

Para cualesquiera J3=<I,D,£>, M:t1—t2 € EFr(Z), X:T1—t2 libre en
M:ti—9Tt2Y n € ATpx se verifica:

I[(uX: vr—r2. M)]n = U(<(ux:ﬂ—-nz.u)>ln|1<u).

Demostracién:

Utilizando el teorema de existencia del menor punto fijo de un
operador continuo y las propiedades del operador T asociado a 1la
sémantica del u-operador, para cualquier n € ATpI. podemos asegurar la
sigulente igualdad.

[ ra—va. )]0 = U {T(3,X: 112, M: T1—12, 0} (1
Por tanto sl demostramos:

n(t1—r2) 1<}

< (pX: tx-—wz.M))’n = T(3, X: 1172, M: 195712, 'n)‘ un(n—nz))

el teorema estari resuelto. Lo demostramos por induccién sobre i.

0
- (uX:T1—oT2.M)> 9 = 11)(‘!1—)12)

o
= T(3,X: T1—712, M: T1—972, 1) ("n(n—-)ta))
Paso de induccién. Supuesto clierto para el caso i-ésimo 1lo

probamos para el i+1-ésimo. Se tienen las igualdades:

- <(pX: T1—T2. H))’"n

'
- J{<(u.x.u—+tz.u)> "}[H: norzn

X: 11912

. 1

« Y T3 X112, M: 1172, 0) (Ln(“__nz)) [M:'rHu]n por induccién
X: 19712

= T(3,X: T1—72,M: T1—72,7) (T(J, X: 119712, M: ni—tz, M (L

n(n—nz))' .

n(t1—72) N

= T(3,X: n—t2, M: n—n:.n)”'(x

Teorema 3.2.4

Sean t:t € Ta(E) y M:mi—t2 e Er(I). Para cualesquiera
Z-interpretacién 3=<I,9,6>, n € ATpI, y para cada i < w se verifica:

a) 3[(:0)'In s 3[(t: )" ]n

b) 3[(!4:1':—»1’2)’]1) < 3[(!:11—»‘:2)“‘]1)

Remostracién:

Lo demostramos por induccién mutua en la construccién de los
términos y de las expreslones funcionales.

a) Para los casos x:t, ¢:T, L:T, true o false, la demostracién es
evidente. Para el resto se tiene:
- 3[(h:t1,....tn:t-)’]n
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. 8] (TIPS EIPE! (XL AN LEIRE (CTELF0N LI NN (UL
en otro caso

11;('!1:1. ..xTn)

<3[(n:n)“‘]n.“..3[(tn:u)“‘]n>
< sl 3[(!1:1;)"‘]1. * Lo(gy) Pt 15% por

i en otro caso
n(‘l’l:...-‘l’n) ¢

hipét. de induc. y las propiedades del producto estricto, puesto
1 ' [E3t
que st 3[(ty:ey)]n = Loteyy Y (e’ Jn € 3[(ty:15) " |n para

Loytet
todo 1s)sn, entonc’::s M(ty:e)) T n = n(ry) PAFR todo 1s)sn
= 3[(tiima, ... tazTa) e

- 3[(1f t:bool then ti:T else tz:r)']n =
3[t1:1)']n st 3[(t:bool)']n = tt
= 3[((2:1’)‘]'» si 3[(t:bool)l]n = {f

1
Lo00) st 3[(t:bool) In = T
distinguimos casos:
. 1 . 101 -
st 3[(t:bool)’}n = Lo Y 3[(t:bool) '}n i, ©ntonces

3[(1f t:bool then ti:t else tz:t)'*'|n = 1
= 3[(1f t:bool then ti:t else tz:7)']n

st 3[(t:dool)'Im = 1y 3[(t:bool)
3[(1f t:bool then tizt else tz:t)"l]n = 3[(?.1:1’)“1]1) °
3[(tz:t)"’]n. luego 3[(if t:bool then ti:t else tz:r)“’]‘n
2 3[(1f t:bool then ti:T else t2:7)']n = 1

n(t)

"1]1; = tt o ff entonces

n(v)

si 3[(t:bool)’]n = tt entonces 3[(t:bool)“‘]n = tt por
hipétesis de induccién, luego, por hipétesis de induccién,
3[(1f t:bool then ti:t else tz:t)‘]‘n = 3[('.1:1:)']11 < 3[(t1:t)l”]n
= 3[(1f t:bool then ti:t else tz:t)'*']n

Si 3[(t:bool)']n = ff la demostracién es andloga al caso

anterior, luego la desigualdad se tiene en cualquiera de los casos.

=3[ t:m):t2) ' In = 3[M: vit2) ' J (B[t v1)']m)
< 3[(!:1’1—)1-2)’]1: (3[(t:t:)m]n)
por induccién sobre t:t y monotonia de 3[(!: ‘l’l—ﬂ?)‘]'n
€ 3[4 t1—t2)' I (3[(t: 1)) por induccién sobre M:Ti—t2
=3[ t:u):n)M]n.
b) Los casos X:ti—t2, L:Ti—v2 Yy f:11—T2 son triviales ya que
en todos ellos para cualquier i<w (M: r1—12)' colncide con M:Ti—ra.
= 3[(axa: 1. . xn: Tn. t:t)']n(d:.....dn) con <di,...,dn> como siempre



- Probamos 3[(uX: n—rra.ll)‘]n £ 3[(ut: it M)

=3[ ve. .. xa: Ta. (t:t)')]w(d:. ...,dn)

__.——d“"d. .)! di...dn . tel
.J{xxzﬂ...xn:n}[““) Ins }{m}[“‘") I

por hipétesis de inducclén
= 3. xavm t: 1) )] wlas, L L de).

"']u por inducclén en i

Para 1=0, 3[(uxX: n—rtz.)!)oln = J[i:nion2]n = L p(r1m12) que esta

menos definida que qualquier funcién de ([n]In—.;[tz]In]
Supuesto clerto el caso i-ésimo se tiene:
S (ux: r1—ta. H)"‘]I

=3[ =) u: Ta—ara M) /X r1—v2)]n

- 33 (u.)(:n-—nz.n)l n R 1ot

3{—[———2—1—‘—_?—]— [(M:t1—512) "]n  por el lema de sustitucién
'

< 3 (uX: 11972, M) "}[(H:n—-)tz)“z]n por induc. en (M: t1—12)'?

X: T1—t2

X: t19712

141
c 3{3[(;:.)1(: T1512. M) ]"}[(H: 1)

por induccién en i y monotonia de la semdntica de (M: 'n—rrz)"2

= 3[(!:ﬂ—nz)“z[(uX:n—)tz.M)ld/X: t1—12]]n por lema de sustituc.
= 3[(X: t1—rv2. M) %)%, =

Teorema 3.2.5

Para cualesquiera t:t, 3, 7, M:T1—72 se verifica:

a) 3ft:x]n = U (3[(t:t)']‘n | 1<w}

b) J[H:ﬂ—;tz]'n = U (3[(!:11—)12)']1; | 1<w}.

Demostracién:

Por induccién simultanea sobre la construccién de los términos y
de las expresiones funclonales.

Simplificamos U (3[(t:t)’]n | 1<w} por UfTwo 3[(?.:1')‘]1. y
u (3[(!:11—)1’:)’]» | 1<w} por Ut 3[(H:n—-rrz)‘]1;

a) S t:t es de la forma x:t, c:t, 1:t, true, false la
demostracién es evidente. Para los demis casos:
- 3[(te:7a, ..., ta: Tad ]

{(3['.1:1.’1]1)....,3[lnztn]n> st J[tiimy] n= s para todo 13)sn
-

n(ty)

Ln(“‘ xTn) en otro cas o
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<UT.0 3[(h:n)’]n...., UT-0 3[(tn:u)']n>
[ ) 1
= si UT=0 J[(ty:v)) Jn » Ln(zy) POF2 todo 13)sn
L"(“.‘ .. xta) en otro caso
por hipétesis de induccién

= Uteo [(taim,. .. ,tn:rn)']n por las propiedades del producto e.

= 3[(1f t:bool then ti:t else ta:t)]w
U0 3[(11:'!)‘]'» s1 UTwo 3[(t.:bool)’]n = tt
= {UT0 3[(tz:1)']n s1 UTao 3[(t:bool)‘]n = ff por hip. de ind.

o) 81 UTwo 3[(t:bool) ] = 1

- [} 1
S1 Uieo 3[(t:bool)'Jn = i~ entonces J[(t:bool)I]n =1
para todo 1<w entonces J[(if t:bool then ti:t else tz:t) ]n = 1
p. t. 1<w, luego UT-o 3[(1f t:bool then ti:T else ta:t)‘]n =l
s1 WP 3[(!.:beol)']r; = tt, por ser B un cpo plano, existe un

bool

bool

n()

J<v tal que para todo izj, 3[(t:bool)‘]n = tt, entonces se tlene
3[(if t:bool then ti:t else tz:r)‘]n = 3[(t|:~r)‘]n para todo 1 =z J ¥y
UTeo 3[(1f t:bool then ti:t else tz:f)']n = UTwo 3[(t1:1)‘]‘n.
De lgual forma se demuestra que si UTw 3[(t:bool)']'n = ff
UTe0 3[(1f t:bool then ti:t else tz:t)‘]n = UPuo 3[(12:':)‘]1; .
En cualquier caso J[(if t:bool then ti:t else t2:1)]n
= UTw 3[(1f t:bool then ti:t else tz:t)‘]’n

=3[ t:ra):v2)m = I[M: raow]m (3[t:w]m)

= 3[M: 1oz (U% 3[(t:t1)’]n) por induccién sobre t:t
= Utwo 3[(H:ﬂ—na)']n (U%0 3[(t:n)“]'n) induccién en M: T1—T2

u (3[()4:1'1—“'2)']1, (USw0 3[(t:n)’]n) | i<w}
por definicién de UTwo {fii<w}
U (U (3[4 t1or2) ' In O[(t: 1) )| J<w}| t1<wd
puesto que I[(M: ﬂ-—wz)‘]'n es continua para todo i<w
u (3[(M:tx—nz)']n (3[(t:n)']n) | <0}
UTeo 3[((M t:t1):v2)'In.

b) Los casos X:t1—912, L:T1—72 y f:Ti—572 son triviales ya que
en todos ellos, (M: t1—72)’ coincide con M:tior2 para cualquier i<w.
- 3[(vu:Ta. .. xn:ta. t:7)]nld1, ..., dn) con <di,...,dn> Como slempre

- 3{%5%?;;}[‘“1"

di...da }[(t“)'],, por hipStesis de induccién

a UTwo 3{_C2---Cn
X1:Ti...Xn:Tn
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= U (3[(Xx|:-n...x-:t-.(t:t)')]n (ds,...,da) | i<w}
= UTeo 3[(M1:ta...xa:ta.t:t)']n (d1,...,dn).

Probamos UTeo 3[(uX:n-—-nz.H)’]n = 3[(pX:x1—72.M)]n probando las
dos desigualdades y apoyéndonos en la propiedad antisimétrica del

orden parcial ‘a(ﬂ—bﬁ) .

€ ) Probamos 3[(uX:r1—nz.H)’]n € 3[(pX: rr—r2.M)]n para todo
i<w por induccién en 1. De esta desigualdad deduciremos que
UTeo 3[(ux: n—nz.n)‘]q € 3[(uX: tior2. M) ] 0.

Para el caso =0 es evidente pues 3[(5:.)(:1:1—-»‘:2.)4)0]! =

*n(‘n—nz) que esté menos definida que cualquier funcién de

I b3 s
[[x1] n-?[-tz] n).
Supuesta clerta la desigualdad para el caso i tendremos:
3[(#)(:11—)‘:2.!)“‘]» = 3[(!4:u-nz)"’l(ux:n—nz.n)'/x:n-—nz]]n

1
- 3{3 (uX: T1972. M) "}[(H:n—wz)"l]n por el lema de sustituclén

X: T1712

< 3uX: v1or2. M) I [M: rior2]n por induccién sobre M:T1—72
T T1—t2

< 3{3 (uX: 11372 M) "}[N:n—)tz]n aplicando hipétesis de induccién

X: 1912
sobre { y por la monotonfa de la seméntica de M:ti—T2

= 3[(uX: r1—72. M) ]n por la seméntica del p-operador.

2 ) Probamos <(uX:ti—t2.M)>'n £ UTw 3[(ux:ﬂ—-wa.ﬁ)’]n p-t.
1<w entonces UTw <(uX:ti—va.Mp'n s UTso 3[(ux:n—nz.H)’]n y
por 3.2.3 3{(u:tui—t2M]n ¢ Ut 3[(#)(:1:—»1:.)1)‘]1,. Por
inducclén sobre 1i:

0
El caso i=0 es trivial pues <(uX:tT1—t2.M)> 0 = "n(n—nz)

Supuesto clerto para i se tlene:

<(uX: T1—ot2.M)>' M = }{ T }[M: n—t2]n

= T(3, X: t1—12, M: 1112, 7) (<(ux:u-—nz.)n>'n)

€ T(3,X: t1—712, M: T1—12,7) (UT=0 S[CuX:tx-—rtz.H)’]n) por hipétesis
de induccién y por la monotonia del operador T

= UTa0 T(3, X: T1ot2, M: 1112, 7) (3[(ux:ra—>tz.l()“]n) por continuidad

. J
- U%s 3f(uX: T1ot2. M) h}[ﬂ:u-—n’:]n

X: ti—t2
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X: Ti—T2

. p)
U%o UTwo 3 (uX: v1owz2. M) I "}[(H:ﬂ—wz)']n

por inducclén en M:T1—T2

. ks
Ul J{M}[(H:n—nz)']n dados 1, J<w, k=max{1,J}

X: T2
y aplicando la monotonfa de la semintica de (M: Tst2)’

k:
Ute 3{3[(,.)(. fl::'zm ]n}[mm_m,w],, por 3.2.4-b)

Ut 3[(H:n—912)'"'[(ux: tx—n:z.n)'/x:n—nz]]n lema sustitucién
Ut 3[(uX:n—wa.M)b1]n = UTo 3[0ux: u—nz.H)"]n. .
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CAPITURLO I

TABLEAUX PARA PLPR






El método de deduccién més desarrollado para demostrar teoremas
automsticamente es la resolucién que tiene su origen en los estudios
de Robinson que dieron lugar a multitud de refinamientos y variantes
de este método de refutacién [Sti-87]. La resolucién ests basada en el
teorema de Herbrand y resulta especialmente adecuada cuando se trabaja
con la légica clésica.

Otro método de refutacién de teoremas alternativo a 1la
resolucién, aunque menos conocido, es la formulacién de los tableaux
semanticos de Smullyan, [Smu-68], que tlenen su origen en el sistema
de tableaux de Beth, [Bet-64]. De hecho, los trabajos de Gllmore para
automatizar la demostracién de teoremas, que pueden ser conslderados
como el primer mecanismo que funciona para hacer demostraciones de la
légica de predicados, estin basados en los tableaux seminticos de
Beth, [Gil-60]. .

A partir de los tableaux iniciales de primer orden se han
desarrollado extensiones naturales para cubrir légicas no clasicas
como por ejemplo légicas intulcionistas en [McC-88], o légicas modales
en [Wr1-8S) y (Fit-88].

La automatizaclén de los tableaux resulta al menos igual de
practica que la de la resolucién aunque en ocasiones se plantean
cuestiones de eficiencia. En [Fit-90) se estudlan estos dos métodos de
refutacién para la 1égica de primer orden y se presenta una
implementacién en Prolog del método de los tableaux, de tal forma que
la falta de eficlencia puede considerarse compesada por la facilidad y
claridad con la que se escribe y se sigue un programa que simule el
comportamlento de los tableaux. Adem&s, la automatizaclén de los
tableaux proporciona lugares donde incorporar heuristicas de forma
natural; esto puede verse en [Fit-88) donde aparece una implementacién
de los tableaux para la légica modal, y en [0S--88), que por medio de
estrateglas heuristicas, se consigue un sistema muy eficlente basado
en una modificacién de los tableaux analiticos para la légica de
primer orden.

Otro factor a tener en cuenta a la hora de defender los tableaux

es la facllidad con la que se construyen célculos completos a partir
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de ellos. Sirvan como ejemplo los célculos presentados en (Gav-89] y
[G11-89) obtenidos a partir de wmétodos de tableaux definidos para
légicas orlentadas a la programacién funcional.

En este capitulo se define una extensién de los tableaux dados
por Smullyan para la lé6gica de predicados, que sirve de método de
refutacién para PLPR. Junto con las clases en que Saullyan divide las
férmulas de 1a légica de predicados (basicas, conjuntivas,
disyuntivas, universales y existenciales), se definen dos nuevas
clases proplas de la existencla de funciones recursivas. La correccién
y completitud del algoritmo presentado convierte a los tableaux en un
método para semi-decidir 1la insatisfactibilidad en PLPR. Para
demostrar el teorema de completitud, se definen los conjuntos de
Hintikka para nuestra légica y se prueba su satisfactibilidad. El
método constructivo de esta prueba garantizari la validez del teorema
de L¥wenhelm-Skolem para PLPR, que serd enunciado en el cabitulo
siguiente.

Las dos buenas propledades de los tableaux destacadas en esta
introduccién, es decir, su facil automatizacién y su utilidad para
construir cdlculos completos, se ponen de manifiesto en este capftulo
y serdn utilizadas posteriormente. Por un lado, el wmétodo que aquf
introducimos sirve como base de la implementacién en Prolog, que
automatiza ciertos pasos de las demostraciones escritas en el sistema
presentado en el capftulo 1V, y por otro lado, en el capftulo III se
construird un cédlculo de deduccién natural completo, basado en las
condiciones de completitud obtenidas de las propledades de los

tableaux.
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1. METODO DE LOS TABLEAUX

Definimos el algoritmo de los tableaux para PLPR como una
extenslén de los tableaux seménticos de Smullyan. Para ello haremos
una particién del conjunto de férmulas monomérficas en siete clases
disjuntas. Las primeras cinco clases son similares a las de los
tableaux originales, las otras dos se basan en el concepto de
aproximacién sintéctica y en la equivalenclia entre el limite de las
aproximacién sintécticas y la semsntica del u-operador probada en
§1-3.2.5. La pertenencia de las férmulas a cada clase se basa en
criterios semédnticos que permiten descomponer las férmulas en otras
mis sencillas que se llamarin constituyentes.

Una vez definido el algoritmo, se prueban ciertas propiedades de
los tableaux que serdn utilizadas en la demostracién de la correccién
y completitud de este método. Los ejemplos del final de la seccién
tratan de reflejar de una manera prictica el comportamiento del
mecanismo de deduccién definido.

1.1 UNA CLASIFICACION DE LAS FORMULAS MONOMORFICAS ORIENTADA A LOS
TABLEAUX

En lo sucesivo dada una signatura I = <ZIt,Zd>, consideraremos los
sigulentes conjuntos de simbolos:
- El conjunto numerable CT = {cto/0,ct1/0,...,ctn/0,...} de constantes
de tipo auxiliares que no aparecen en Zt.
- El conjunto numerable C = {co:—p,Ci:—p,...,Cn:—3p, ...} de simbolos
de constantes tlpadas auxliliares que no aparecen en I4.
Si1 extendemos It con el conjunto CT y IZ4 con C obtenemos 1la
signatura i = <t v CT, Zs v OC. Hablaremos entonces de
i-lnterpretaciones, 3. que son extensiones de una I-interpretacién J

segun el criterio establecido en el capitulo anterior.

Definicién 1.1.1

Una clasificacién del conjunto de i-férlulas monomérficas
orientada hacia los tableaux es una particién de dicho conjunto en las
siete clases disjuntas que se definen a continuacién al satisfacer las
siguientes condiciones.
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1. BASICA: A esta clase pertenecen las férmulas que no pertenecen a
ninguna de las otras clases. Estas férmulas no tienen constituyentes.

2. ALFA: lLas férmulas pertenecientes a esta clase son llamadas
conjuntivas, se denotan por a y verifican la condicién:

Sat(® v {a)) e+ Sat(® v {a, a1, a2})) para clertas férmulas a1 y
a2 de HL(i) llamadas constituyentes de a.

3. BETA: Esta clase estd formada por las féraulas llamadas
diyuntivas que se denotan por B. Estas férmulas satisfacen:

Sat(® v {B)) e Sat(® v (B, B1}) o Sat(® v (B, Bz}) para ciertas
81 y B2 llamadas constituyentes de 8.

4. GAMMA: Pertenecen a esta clase las férmulas llamadas universales
y denotadas por 7. Satlisfacen la condicién:

Sat(® v (7)) ee Sat(® v {7, 7(t:v)}) para todo i-tér-!no
monomérfico t:v de un determinado i-tlpo v. Para cada término de
esta forma, 7(t:v) es un constituyente de 7.

S. DELTA: Las férmulas de esta clase también llamadas existenciales

se denotan por 8. La condicién de pertenencia a DELTA es
Sat(® v {8)) e» Sat(® v {8, &(c:v)}) para toda constante auxiliar
c:~p € C y un determinado f—tipo v de tal manera que c:v no
aparezca ni en ¢ ni en 8. Para cada c:v con estas caracteristicas
se tiene un constituyente 3(c:v) de 8.

6. w~ALFA: lLas férmulas de esta clase se llaman w-conjuntivas y se
denotan por a®. Verifican la siguiente condicién:

Sat(® U {a®}) e» Sat(® v {a®} v {a1® | 1<w}) siendo las férmulas
a1® ({<w) los constituyentes de a®.

7. w-BETA: Las férmulas de esta clase se denomlinan w-disyuntivas y
se denotan por B°, tlenen w constituyentes que se denotan por B1*
(i<w). La condicién de pertenecia a esta clase es:

Sat(¢ U {B*}) e» Sat(® v (8%, Bi*}) para algun i<w. o

Definicién 1.1.2

Para la lé6gica PLPR se definen las sigulentes clases de las
férmulas monomérficas.

BASICA: Son las férmulas atémicas y sus negacliones siempre que no
contengan términos recursivos:

(p t:v), ~(p t:v) siendo t:v un término simple en ambos casos.

ti:v € ta:v, ti:y § t2:v, en ambos casos ti1:v y ta:v son
térainos simples.
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« a1 «2
PAY (4 v
~(p v y) - -
A 4 | 4 [
BETA:
8 B1 B2
(A 4 (4 v
~le A ¥) e d g
GAMMA:
7 r(t:v)
vx:v @ plt:v/x:v]
~3x:v @ ~wlt:v/x:v]

En el primer caso decimos que V es el cuantificador de 7. En el
segundo, el cuantificador de 7y es 3.

DELTA:
3 8(c:v)
Ix:v e plc:v/x:v)
AVx:v @ splc:v/x:v)

En el primer caso decimos que 3 es el cuantificador de &. En el
segundo, el cuantificador de § es V.

w-ALFA:
a® «®
alp t:v) (t:v recursivo) -(p (t:)h)
t1:v € t2:v (t1:v recursivo, ta2:v simple) (tl:v)‘ S ta:v
ati:v € t2:v (t2:v recursivo) at1:v € (t2:v)}
w-BETA:
g* B1*
(p t:v) (t:v recursivo) (p (t:)H)
ti:v € t2:v  (t2:v recursivo) tizv s (ta:w)!
at1:v € t2:v  (t1:v recursivo, t2:v simple) -\(u:v)l S ta:v. o

Para que las categorfas que acabamos de definir determinen una
clasificacién de las I-férmulas monomérficas orientada a los tableaux
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tenemos que comprobar que satisfacen las condiciones 1 a 7 de 1la
definicién 1.1.1, y que constituyen una particién de ML(Z).

Lema 1.1.3
Toda ;:-férnula monomérfica pertenece exactamente a una de las
siete categorfas anteriores, por tanto, las clases de la definicién
1.1.2 dan lugar a una particién de NL(;:).
Remostracién:
Se demuestra estudiando todos los casos posibles de
construcciones de férmulas en PLPR.
1) Si ¢ es atémica puede ser de la forma:
~ ¢ = t1:v € t2:v. Se pueden distinguir los sigulentes subcasos:
Si ti1:v y t2:v son simples entonces ¢ es basica
Si ti1:v es recursivo y t2:v simple, ¢ es a*
Si t1:v es recursivo y t2:v recursivo, ¢ es g*
Si t1:v es simple y t2:v recursivo, ¢ es B°.
- ¢ = (p t:v). Distinguimos:
Si t:v es simple entonces ¢ es basica
S1 t:v es recursivo entonces ¢ es B°*.
11) S1 ¢ es una negacién tenemos los casos:
- ¢ = at1:v € t2:v. Se pueden distinguir los sigulentes subcasos:
Si t1:v y t2:v son simples entonces ¢ es bisica
S1 t1:v es recursivo y ta2:v simple, ¢ es §*
Si ti1:v es recursivo y t2:v recursivo, ¢ es a*
S1 t1:v es simple y t2:v recursivo, ¢ es a®.
- ¢ = a(p t:v). Distinguimos:
Si t:v es simple entonces ¢ es bisica
Si t:v es recursivo entonces p es a®.
= < entonces ¢ es a.
= ~(f1 v ¥2), 9 es a.
= (g1 A y2), ¢ es B.
= 3x:v ¥, 9 €5 7.

4 ¢ ¢

-p=Wx:vy, ¢ es 3.
111) S1 ¢ es una disyuncién entonces es B.
iv) Si ¢ es una conjuncién entonces ¢ es a.
v) Si ¢ es una cuantificacién existenclial entonces ¢ es 3.

vi) S1 p es una cuantificacién universal entonces p es 7. »
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Loma 1.1.4

Sea J una i-interpretaclén cualquiera, entonces:

A) Las férmulas de la particién anterior clasificadas en la clase
ALFA verifican 3 b « s1 y solo si 3 bar A a2,

B) Las férmulas de la particién anterior clasificadas en la clase
BETA verifican 3 } B si y solo si 3 b B1 v Ba.

C) Las férmulas de la particién mterior clasificadas en la clase
GAMMA verifican que si 3 } 7. entonces 3 } 7(t:v) para todo I-térllno
cuyo tipo coincide con el de la variable afectada por el cuantificador
de 7.

D) Las férmulas de la particién anterior clasificadas en la clase
DELTA son tales que para una constante auxlliar c:v que no aparece en
8 y cuyo tipo coincide con el de 1la varlable afectada por el
cuantificador de 3, se verifica:

13 [-G(C'v)os b s
1) St 3 b3 entonces existe un a € D, tal que J(l/c v } &(c:v)

donde 3(;/:: v} es la t-lnterpretaclbn que cosncide con 3 salvo en c:v,

siendo S(a./c:v)[c:v] = a.
A*) Las férmulas de la particién anterior clasificadas en 1la
clase w-ALFA verifican 3 ’- a® si y solo si 3 }-au' para todo i<w.
B*) Las férmulas de la particién anterior clasificadas en 1la
clase w-BETA verifican S F B* si y solo si S } B1* para algun i<w.
Demostracién:
A) Sl @ = ¢ A ¥ la demostracién es inmediata.

Si a = a(p v ¥), 3 |- a es equivalente a que para todo 71 € ATpI no
3, b (p v ¢). Puesto que se trata de férmulas nononérﬂcas, esta
aflrlacién es independiente de 'n. luego equivale a no 3 |- P Yy no 3 } ¥
-3 }-wys } %y por tanto 3 }-wAw\&q-oS |»¢1Aa.2

Sl a = vy, entonces 3 b « e+ para todo 1 € ATpI no no 3.1' |
para todo 7 € ATpx, 3,m | ¢ e para todo 0 € ATpx, S.'n Pey3ntbe
-3 [nyAy—oJl-mAu

B) S1 B = ¢ v ¢, la demostracién es inmediata.

S1 B = ~(p A ¥) la demostracién es dual al segundo caso de las
férmulas alfa.

Eliminamos a partir de ahora la escritura de n puesto que se
trata de férmulas monomérficas.
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C)Sif y=Vivpy 3 } 7 entonces, para todo a € D, Jarx:v) by, y

como i[t:v] € D, para todo t:v monomérfico, se tiene S(S[t:v]/x:v) b e
que por el lema de sustitucién implica 3 f elt:v/x:vl.

Siv--ﬂxvv. 3 }-a!xvvhpllcaquemexiste\matb tal
que Sasx:v) P ¢ y por lo tanto para todo téraino t:v, no
J(S[t:v]/x:v) } » luego, para todo t:v S(S[t:v]/x:v) F - y por el
lema de sustitucién, 3 b 7(t:v) para todo I-término de tipo v.

D) 1) S§ 8 = 3x:v ¢ la demostracién es una consecuencia inmediata de
la seméntica de las férmulas existenciales monomérficas y del lema de
sustituclién.

Si & = ~¥x:v ¢, S }-é(cv) es lo mismo quenoi }9[cv/xv]
Supongnos que para todo a € D, S{a/x v} } o, entonces para a = 3[c v]
se tiene J(J[c v]/x:v} } ¢ y por el lema de sustitucién 3 |» [e:v/x:v)
que es absurdo por Mpétesls, luego no para todo a € D J(a/x v} b e
o, lo que es lo mismo, 3 b -Nx v e

11) S1 & = Ix:iv ¢ y 3 b 3, de la semintica de las férmulas
cuantificadas existenclalmente deducimos 3(t./x:v) f o para algun aeDv.
Puesto que c:v no aparece en ¢, el lema de coinclidencia nos asegura
que S{a/c:v)(a/x:v) F ¢ pero esto es equivalente a declir
3(l/c:v)(3(a/c:v)[c:v]/x: v} b e ya que S(I./C:V)[c: v] = a. Por tanto,
aplicando el lema de sustitucién llegamos al resultado esperado, es
declr, Masc:v) b &(c:v) para algin a € D,

S1 8 = -¥x:v ¢, la idea de la demostracién es aniloga que para el
caso anterior.

A®) En la demostracién de esta propiedad nos basamos en los teoremas
3.2.4 y 3.2.5 del capftulo anterior y en el hecho de que toda cadena
creciente en un cpo plano tiene, a lo sumo, un solo elemento distinto
de 1.

S1 a® = ~(p t:v) con t:v recursivo, p:T € E4 y v = 1o tenemos:
3 Fa® - S[t:v] ¢ p:va - UTw 3[(t:v)‘] ¢ p:vn
+ para todo 1<u. 3[(t v) ] € p.vD pues L ¢ p:v v
-3 b a(p (t:»)") para todo 1<w.
Si a®* = t1:v € ta:v, con ti:v recursivo y ta:v simple, entonces:
3 }a* = UTwo 3[(&1 v)'] s S[tz v]
- 3[(!1 v) ] < 3[tz v] para todo i<w
-3 b (t1:v)' S t2:v para todo 1<w

68



~ para todo i<w 3 b oa®.
Si a® = ~t1:v € t2:v con ta2:v recursivo, se tiene:
3 b a® e no S[M:v] s UTwo 3[(tz:v)‘]
« para todo 1<w no S[txzv] < S[(tz:v)l]
-3 b atizv s (ta:v)' para todo 1<w
-3 b «1® para todo i<w.

B®) Nos basaremos en las mismas propiedades que en la demostracioén
del apartado A®).
S1 B* = (p t:v) con t:v recursivo, p:T € Zda y v = 10, entonces:

3 P B = UTwo S[It:v)’] € p:vD

- 3[(t:v)‘] € p:\.vD para algin i<w

= 3 } (p (t:»)') para algn i<w

-3 b 81* para algin i<w.
Si B®* = ti:v € t2:v con t2:v un i-térllno recursivo, entonces:
3 BB e S[txzv] s UTwo 3[(t2:v)']

- S[ttzv] < 3[(tz:v)‘] para algun 1<w

-3 b ti:v € (ta:v)' para algin i<w

- S k B1* para algun i<w.
S1 B® = ati:v £ t2:v con ti:v recursivo y ta:v simple,
3 b B° =+ no UTwo 3[(u:v)‘] < S[tz:v]

~ no 3[(t1:v)l] < S[tz: v] para algin i<w

~ 3 | a(ti:v)' € tz:v para algun 1<w

e 3 |} B1® para algun i<w. =

Proposicién 1.1.5

La clasificacién de las férmulas monomérficas de PLPR dada en
1.1.2 es una clasificacién orientada a los tableaux, en el sentldo de
la definicién 1.1.1.

Demostracion:

Este resultado puede considerarse como un corolario de los dos
lemag anteriores. En el primero se prueba que las clases a las que se
refiere esta proposicién forman una particién de HL(;Z). En el segundo
se pone de manifiesto que estas siete clases verifican condiciones de
satlsfactibilidad incluso mis fuertes que las establecidas en la
definicién 1.1.1. =
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1.2 EL ALGORITMO DE LOS TABLEAUX

Vamos a trabajar con srboles w-ramificados en el sentido de que
estos srboles pueden tener nodos con una cantidad numerable de hijos;
ademis, los nodos de estos srboles estin etiquetados por conjuntos de
férmulas monomérficas. Los tableaux serén érboles de este tipo Qque
cumplen unas condiclones particulares. Denotaremos los 4&rboles o
tableaux por la letra 7.

Definicién 1.2.1

Sea ¢ € L(X) se dice que & es coherente cuando no existe ninguna
férmula ¢ tal que ¢ € ¢ y w9 € ¢, y ninguna férmula de & es de la
forma (p 1:7).

Una rama de un irbol se dice que estid abierta si la unién de los
conjuntos que etiquetan los nodos de la rama es coherente. En caso
contrario la rama estd cerrada.

Dado un arbol J se define la profundidad de J y se denota p(7)
por inducclén sobre su construccién de la sigulente forma:

p(J) = 0 s1 J tiene un solo nodo.
S1 71, 1+ € 1 € N, son los subsrboles de ¥, entonces p(J) es el
supremo de los ordinales p(J1) + 1, 1 € I.

Una rama de un érbol es finita si contiene un nimero finito de

nodos. Un &rbol J es finito si p(J) es un ordinal finito. o

Definicién 1.2.2

a) Una ;:-susutuclén de tipos ¢ es adecuada a una férmula ¢ y a
un conjunto de férmulas ¥ si y solo si todos sus i‘-s(lbolos de tipo
aparecen en ¥ y ¢c es monomérfica.

b) Un i—térlino monoméfico t:v es adecuado a una férmula y y a un
conjunto de férmulas ¥ si y solo si v es el tipo de la variable
afectada por el cuantificador de y y t:v estd construido utilizando
i—thbolos de constante o funcién, 1, true, false o varliables que
aparezcan libres en las férmulas de ¥.

c) Los axiomas de orden se denotan por @ y son los que aparecen
en la figura 1.

Para cada axioma de orden 8, si 8’ es una i-instmcu de 8 se
dice que 8’ es adecuada a un conjunto de férmulas ¥, si cada E-silbolo
de @' también aparece en ¥. o
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¥x:T X § X

Vit Vy:t Vz:Tt ((x SyAaysSz) 5 x6 2)

VT Vy:Tt ((x SyAySx) o xs=y)

¥X1:T1. . Yxn: Tn ((GOSL:T1 V..V Xn€1:1Tn) > (X31,..,%Xn) € L:Tix..xTn

VX1:T1..¥Xn:Tn Vy1:T1. .. Vyn:Tn ((X1 € L:T1 A...A Xn § L:Tn) —

((x1,...,%xn) € (y1,...,yn)e—(x1Sy1 A..A XnSyn)))
VX:T Vy:T (Xx Sy — (X =yvVvx=y))
vx:t 1 S x
vx:ti (L x):v2a = 1:72
(M s:71) = 1:v2 para M:11—72 € Er(é)
V¥x:bool (x = true v x = false v x = 1:bool)
¥x:T1 Vy:Ti(x =y — (M x:71) = (M y:11) con M:T1—9T2 € Er(i)
¥x:T Vy:t ((x =y A (p x:7))—=(p y: 7)) para p:T € £da

Vx:T Vy:T V2:bool (2 = i:bool — (if z then x else y) = i:7)
Vx:T Vy: T Vz:bool (z = true — (if z then x else y) = x)
Vx:T Vy:T V2:bool (z = false — (if z then x else y) = y)
Vy1:Ti.. . ¥yn:Ta (a(y1,...,yn) € L:Tix...xTa —
((Ax1:71. .. xn: T t:T) (y1,..,yn)) = trtlyi...yn/x1...%n))
vx: T1 (ﬁ((MX:Tl—ﬁTZ.")‘ X) € L:T2 —
((uX: T1—12. M) %) = ((uX: v1i—>v2.M) x) M:T1—72 € Er(f). 1<w

Figura 1: Axiomas de orden

Lema 1.2.3

Todo axioma de orden es una férmula vdlida para PLPR.

Demostracién:

La valldez de estos axiomas es una consecuencia de la seméntica
definida para PLPR. Por ejemplo, los tres primeros expresan las
propiedades reflexiva, transitiva y antisimétrica de todo orden
parcial. Puesto que los dominios de interpretacién son oérdenes
parciales, toda interpretacién serd modelo de dichas férmulas. Los dos
axiomas siguientes reflejan propledades del producto estricto que es
con el que trabajamos. El siguiente es la expresién sintictica del
hecho de que los érdenes son planos. La semintica del término 1i:t y de
la expresién funcional i:vi1—t2 hace que se satisfagan los dos axiomas
sigulentes, y puesto que las expreslones funcionales se interpretan

como funclones estrictas, se verifica el axioma (M 1:71) = 1i:72. La
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semidntica del tipo bool y de los términos true y false sirve como
Justificacién del siguiente axioma. A continuacién aparecen unos
axiomas que podriamos llamar de sustituclén los dos primeros reflejan
lags propiedades comunes de sustitucién de términos iguales en
funciones y en férmulas predicativas, para indicar la congruencla de
las funciones y de los predicados,respectivamente. Los tres axiomas
siguientes son consecuencla de la seméntica del condicional.

Yamos a probar con detalle la validez del axioma de orden propio
del lambda cédlculo: ’

Vy1:T1. . Vyn: Tn(a(y1,...,yn) € L:Tix...xTn —

((Axt:71...xa:tn. t:T)(y1,...,yn)) = t:x(yr...yn/X1...Xa])
para ello tendremos que probar que para toda 3, para toda m y para
toda n-tupla d = <di,....ds> € [t:]xm‘..o[txlxn \ (L.) obtenemos la
igualdad:

[zt xeta t: ) ]n (3 [(yaita. . yazta)]w)
= 3 [t:xlyr...yn/x1.. . xnl]n donde 3’ = J{%}

Esto es clerto porque por un lado

I {tyr:ma. ..yn:rn)]n = d y por otro,

X1:Ti...Xn: T

. 3,{3’ fyi:t1]m... 3'Jyn:'rnh}[t:1]"

I [xi:v . xnia t: )]0 (d) = 3'{—-‘“—';“—“}[1:1]1,

X1:T71...Xn:Tn

puesto que J’ [yx:u]n = dy para todo i, 1sisn
= 3" [t:tly1..yn/x1..xa]]n por el lema de sustitucién.

La validez de Vx:-n(1((ux:-|:1—r|rz.}()1 x) € 1:72 5
((ux:u—na.H)' x) = ((pX:ti—>712.M) x) (1<0)
es consecuencia de las propiedades de los cpo’s planos, y de los
resultados relativos a la equivalencia semintica del p-operador y el

supremo de sus aproximacliones sintacticas (Cfr. §I-3.2.5). =

En lo que sigue, dado un conjunto de I-férmulas ¢, utilizamos la
slguiente notacién:
lé(') := {gp¢| @ es una E-sustlt. de tipos, ¢ € ¢, po es monomérfica)
para representar el conjunto de las i—lnstancias monomérficas de las
férmulas de &.
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Definicién 1.2.4

Dado un &rbol J cuyos nodos estén etiquetados por conjuntos de
E—férluln y un conjunto ® € L(Z), st R es una ramae de 7 y i. es el
conjunto de férmulas que etiqueta su hoja, las reglas de expansién de
i. con respecto a & se dividen en extensiones y bifurcaciones y son
las sigujentes:

Extensién de i. con respecto a &:

a-extensién: S1 a € 'n' alargar R con un nodo etiquetado por el
conjunto '. v {a1, a2}.

a®-extensién: Si «* € i'. alargar R con un nodo etiquetado por el
conjunto ¥ v {a1®]1 < wh.

v-extensién: Si 7y € i.. alargar R con un nodo etiquetado por el
con junto vl v {7(t:v)}, siendo t:v un término adecuado a 7 y a "n'

S-extensidén: Si & e i. alargar R con un nodo etiquetado por el
conjunto \l" v {8(c:v)}, siendo c un simbolo de constante auxiliar que
no aparece en 'n nl en 8§, y v es el tipo de la variable afectada por
el cuantificador de 3.

@-extensién: Alargar R con “f’ nodo etiquetado por *n v {6') siendo @
un axioma de orden y @' una I-instancia monomérfica de @ adecuada a
W..

p-extensién: Si ¢ € ®, alargar R con un nodo etiquetado por el
conjunto i. v {po} siendo ¢ una E-sustltuclén de tipos adecuads a ¢ y
a 'n'

Bifurcacién de 'R:

B-bifurcacién: si B € *n' bifurcar R con dos nuevos nodos
etiquetados por iu v (81). 1n v (32) respectivamente .

g*-bifurcacién: si B* € 'n’ bifurcar R con w nuevos nodos
etiquetados por 'n v (B|‘). { < w, respectivamente.

Dados dos &rboles w-ramificados J y J' de ramas finltas cuyos
nodos estin etiquetados por conjuntos de férmulas, decimos que J' es
una expansién de 3 con respecto a un conjunto de férmulas no vaclio ¢,
si para algun conjunto R de ramas ablertas de J, J° se ha obtenido a
partir de J expandiendo de forma simultanea los conjuntos que
etiquetan las hojas de las ramas de R de acuerdo con las reglas de

expansidén con respecto a §. o

Definicién 1.2.5
Un érbol J se dice que es un tableau para un conjunto de
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I-férmilas & s1 es el limite de una sucesién de irboles w-ramificados
Jo, J1,...,9a... donde Jo esté formado por un solo nodo etiquetado por
un subconjunto o0 € HE(Q), y para cada 1<w, Ji+1 es una expansién de
J1 con respecto a ¢. ©

Definicién 1.2.6
Un conjunto H de ;:-Nr-ulas monomérficas es un conjunto de
Hintikka sl satisface:

(a) S « € H entonces a1 € Hy az € H.
(a®) Si a® € H entonces ai1® € H para todo 1 < w.
(b) S1 B € H entonces 81 « H 6 Bz ¢ H.
(b®) Si B® € H entonces B81® € H para algin i < w.
(c) S§ 7 € H entonces y(t:v) € H para cada i-térllno t:v adecuado a
7Yy akH
(d) S1 8 € H entonces &8(c:v) € H para alguna constante auxiliar c
con tipo v, donde v es el tipo de la variable afectada por el
cuantificador de §.
(e) Todas las i-instanchs monomérficas de los axiomas de orden
adecuadas a H estin en H.

(f) H es coherente. o

Definicién 1.2.7

Una rama de un tableau J para un conjunto de férmulas & € L(Z) es
completa cuando la unién de los conjuntos de férmulas que etiquetan
sus nodos es un conjunto de Hintikka y contiene al conjunto HE(O).

Un tableau J para ¢ S L(Z) es cerrado cuando todas sus ramas son
finitas y cerradas, en caso contrario es abierto.

Un tableau J para ¢ S L(X) es completo cuando todas sus ramas
ablertas son completas. o

1.3 RESULTADOS PRACTICOS Y EJEMPLOS

De las definiciones dadas en el apartado 1.2 pueden deducirse una
serie de propiedades de los tableaux que serin de gran utilidad en las
demostraclones de la correccién y completitud de este método. A
continuacién probaremos que todo tableau es un arbol con una forma

determinada y mds adelante veremos c6émo cualquier conjunto de férmulas
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(posiblemente polimérficas) tiene un tableau completo.

Lema 1.3.1

Sea ® € L(X) y 7 un tableau para ® con todas sus ramas finitas y
con el conjunto ¥ etiquetando su rafz. Entonces J es de una de las
formas (A) o (B) sigulentes:

(A) J tiene un unico nodo etiquetado por &0 S HE(Q).
(B) J tiene uno mis subsrboles de una de las tres formas que siguen:

1) 7 tiene exactamente un subsrbol 31 con etiqueta #1 en su rafz
de forma que J: es un tableau para & v &1, ademis en la construccién
de J se hizo una extensién de ¥ con respecto a #.

11) 3 tiene exactamente dos subirboles J1 y J2 con etiquetas &1 y
2 en su rafz, respectivamente, tales que J1 es un tableau para ¢ v &1
y J2 es un tableau para ¢ u #2. En la construccién de J se hizo una
B-bifurcacién de V.

111) 5 tiene w subdrboles ¥1 con etiqueta &1 en su rafz (i<w) de
forma que para cada i<w, J1 es un tableau para ¢ v &, y en la
construccién de 3 se hizo una g*-bifurcacién de ¥.

Remostracioén:

Vamos a probar primero que todo subérbol J1 de J con el conjunto
de férmulas &1 etiquetando su rafz es un tableau para ¢ v 1.

Por la definicién de tableau, 7 es el limite de una sucesién de
4rboles Jo0, J1,...,%x,...tales que Jo0 consiste en un uGnlco nodo
etiquetado por #0 S ME(O) y para todo k, Jx+1 es una expansién de Jx
con respecto a ¢. Entonces, cualquier subirbol J1 de J con @
etiquetando su raiz es el limite de una sucesién !;, 3:.....!:,...
donde por un lado 7; e: un 4rbol con un solo nodci etiquetado por el
subconjunto €o v #1 S ME(® U &1) (puesto que & S MI(®) y las férmulas
de &1 son monowérficas) y por otro lado 1: se obtiene de J’

ket
aplicando la regla de expansién que hizo pasar de !t a I‘M. Por
tanto, y puesto gque toda expansién con respecto a un conjunto lo es

también con respecto a un conjunto mayor, ¥ es una expansién de ¥

1 1
kel k
con respecto a ®# v #1 con lo que deducimos que Ji es un tableau para
[ VN 1N

Ahora bien, s1 J tiene un unico nodo, ¥ coincidird con Jo que por
hipétesis consite en un nodo etiquetado por o € MI(®#) y tenemos un
arbol de la forma (A). En caso contrario, ¥ habré sido extendido con

respecto a & o bifurcado. Supongamos que ¥ fue extendido con respecto
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a #, entonces por lo que acabamos de probar estamos en el caso (B)-i)
del lema. Si ¥ fue B-bifurcado o B8°-bifurcado, como Ji1 es un tableau
para & U &, estamos en los casos (B)-11) y (B)-iii) del lema,
respectivarente. a

En lo que sigue dada una rama R nos referiremos a i. para denotar
el conjunto de férmulas que etiquetan su hoja.

Lema 1.3.2

Todo conjunto de I-férmulas ¢ tiene un tableau completo 3, que
llamamos tableau candnico de ¢.

Demostracién:

Consideramos una enumeracién de la unién de los siguientes
conjuntos de ;}fbraulas:

(1) {a | a € ALFA}

(11) (B | B € BETA}

(111) {<y, 7(t:v)>| 7 € GAMMA, 7(t:v) un constituyente de 7}

(iv) {3 | & € DELTA)

(v)  {a® | a* € w-ALFA}

(vi) {B* | B* € w-BETA}

(vil) {6* | @ es un axioma de orden y 6 es una I-instancia
monomérfica de 6}.

Diremos que un par de férmulas <p, ¢> es relevante para un
conjunto de férmulas ¥ cuando ¢ € ¥ y ¥ ¢ ¥. Diremos que a es
relevante para ¥ cuando @« € ¥ y a1 ¢ ¥ 0 a2 € ¥. Diremos que § es
relevante para ¥ cuando B € ¥ y 81 ¢ ¥ y B2 ¢ ¥. Diremos que 3 es
relevante para ¥ si y solo s1 5 € ¥ y para todo simbolo de constante ¢
nuevo, si v es el tipo de la variable afectada por el cuantificador de
3, 3(c:v) ¢ ¥. Diremos que a® es relevante para ¥ si y solo si a®* € ¥
y ai®¢ ¥ para algin i<w. Diremos que B* es relevante para ¥ sl y solo
sl B € ¥ y B1* ¢ ¥ para ningin 1<w. Diremos que una i—lnsta.nch
monomérfica 6' de un axioma de orden 6 es relevante para ¥ si y solo
si 8" e V.

El siguiente algoritmo devuelve un tableau completo para &.

1. k:=0
2. Jx := o MEZ(9) (es un solo nodo etiquetado por el conjunto MEZ(9))
3. S1 Jx es completo, parar.
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4. Sea ¥ = (i. | R es una rama abierta de Jx}. Para cada Wl € ¥ se
toma, si existe, la menor férmula (o par de férmulas) de la
enumeracién relevante a i. y se aplica simulténeamente a todos
los elementos de ¥, la correspondiente regla de expansién con
respecto a 6. El resultado de esta operacién es el tableau JTi.3.

S. ki=k + 1
Ira3

Definimos 1. como el li{mite de los tableaux obtenidos mediante
este algoritmo. Tanto si el algoritmo para y la sucesién es finita,
como si es infinita, 7. es un tableau completo para #, como probamos a
continuacién.

Por construccién, 3. es un tableau para ¢. En efecto, el paso 2
asegura la condicién de la definicién de Jo, y por el paso 4 sabemos
que para cualquler k, Tx+1 es una expansién de Jx con respecto a #.

Ademis 1. es completo porque por un lado, si el algoritmo para,
la condicién de parada nos garantiza que obtenemos un tableau
completo. Supongamos pues, que 5. es el limite de una sucesién
infinita. Entonces, por el paso 2 del algoritmo, se verifica que toda
rama ablerta R de 7. es tal q\:e la unién de los conjuntos que
etiquetan sus nodos contiene a MI(#). Vamos a ver como esta unién
satisface las distintas condiciones que caracterizan a los conjuntos
de Hintikka.

Las condiciones (a), (a®), (b), (b®), (c) y (d) se comprueban
utilizando el siguiente razonamiento: denotamos por Ri la parte de la
rama R correspondiente al subirbol 7i. Sea ¢ una férmula no bisica de
la unién de los conjuntos que etiquetan los nodos de R y s<w la
posicién de ¢ en la enumeraclén considerada para definir el algoritmo
de construccién del tableau. S1 ¢ aparece por primera vez en Ri,
entonces en Ri+s estin los constituyentes de ¢.

La condicién (e) se verifica porque para cada instancla @'
adecuada a la unién de los conjuntos que etiquetan los nodos de la
rama R, 81 s<w es la posicién de 8’ en la enumeracién inicial entonces
@' aparece en Rs.

La condicién (f) se satisface por ser R una rama ablerta. a

Veamos algunos ejemplos de construcciones de tableaux para
férmulas de PLPR.

77



Ejemplo 1.3.3
Consideremos la signatura I = <Zt,Z4>, siendo:
It = {nat/0,1list/1} y
Za = {nil:9p, Plng:list(p)—nat, apnd:1list(plxlist(p)—list(p),
cons: pxlist(p)—list(p)}
Supongamos que gqueremos deducir la férmula:
vx:1ist(p) (Plng (apnd (nil,x))) S (Plng x), a partir del axioma:
vx:1ist(p) (apnd (nll,x)) = x. Para ello construimos un tableau
para el siguiente conjunto: ’
® = {vx:11st(p) (apnd(nll,x)) = x,
Avx: 1ist(ct) (Plng (apnd (nil:1llst(ct),x)):11st(ct)) € (Plng x):nat}

{vx:1ist(ct) (apnd (nil:1list(ct),x)) = x, -
-¥x:list(ct) (Plng (apnd (nil:list(ct),x))) € (Plng x)}= &0 < ME(®)

d-extensioén

¢ou{~(Plng (apnd (nil:1list(ct),co:1ist(ct)))s(Plng co:1list(ct))}=d
7-extensién

¢1 v {(apnd (nil:1list(ct),co:1ist(ct))) = co:list(ct)} = &2
6-extensién

®2 v {¥x:1list(ct) Vy:1list(ct) (x = y — (Ping x) = (Plng y))} = &3
dos 7-extensiones consecutivas

¢3 v {(apnd (nll:listjct).co:Ilst(ct))) = co:list(ct) —
(Plng (apnd (nil:11st(ct),co:1list(ct)))) = (Plng co:1list(ct)})} = &«

B-bifurcacién
84 U{=(apnd (ni1:11st(ct), co: 11st(ct))) = co: 1ist(ct)) l
ralé cerrada
®w{(Plng (apnd(nil:1list(ct),co:1ist(ct))))=(Plng co:list(ct))}=ds
a-extens.

#su{(Plng (apnd(nil:1list(ct),co:1list(ct)))) € (Ping co:1list(ct)),
(Plng co:1ist{ct)) S (Plng (apnd(nil:1ist(ct),co:list(ct})))}
L

rama cerrada

Este primer ejemplo es similar a los tableaux de primer orden
clésicos salvo en la forma en que se construye el conjunto inicial &0
instanciando de forma adecuada las férmulas polimérficas. Lo que sigue
es un ejemplo sencillo de un tableau en el cual se reallizan

expansiones proplas de los tableaux para PLPR que hemos definido.
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Ejemplo 1.3.4
Consideremos la signatura In del ejemplo §I-2.4.1 y como allf,
utilizaremos la simplificacién fact:nat—snat para representar

(uX: natsnat. (Ax:nat. (1f (es_cero x) then (suc 0) else
(* (x, (X (pred x)})))))

Emplearemos también la notacién 1 en lugar de (suc 0). Se trata de
probar (fact 1) = 1 a partir de los axiomas sjgulentes referentes a
las propledades de los naturales.
(1) Vx:nat Vy:nat({suc x) = (suc y) — x = y)
(11) Vx:nat -~(suc x) = 0
(111) (es_cero 0) = true
(iv) Vx:nat(ax € i:nat —(es_cero (suc x)) = false)
(v) Vx:nat(pred (suc x)) = x
(vl) V¥x:nat(+ (x,0)) = x
(vii) v¥x:nat Vy:nat (+ (x,(suc y))) = (suc (+ (x,y)))
(viil)vx:nat («ax € i:nat — (®* (x,0) = 0)
(ix) Vx:nat Vy:nat(® (x,suc y))) = {+ (x,(* (x,y))))
Se trata por tanto, de encontrar un tableau cerrado para el
conjunto de férmulas & = {(1),...,(ix), ~(fact 1) = 1).
En la construccién de este tableau, que aparece en la figura 2,
suprimiremos la escritura detallada de los pasos proplos de los
tableaux de la 1lé6gica clisica de primer orden y en los nodos

escriblmos sélo las férmulas a las cuales vamos a hacer referencia.

fact‘ representa la 1-ésima aproximacién sintictica de
fact:nat—nat, éstas aproximaclones pueden ser expresadas de 1la
siguiente forma:

fact® = (Ax:nat. (1f (es_cero x) then 1 else i:nat
fact' = (Ax:nat. (if (es_cero x) then 1 else

(* (x, (1f (es_cero (pred x)) then 1 else 1)))))
fact? = (Ax:nat. (Af (es_cero x) then 1 else

(* (x,(1f (es_cero (pred x)) then 1 else
(* ((pred x), (1f (es_cero (pred (pred x))) then 1 else 1))))))))

Desarrollamos la rama etiquetada con (0) en la filgura 3.
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[ ]
l @-extensién y 1°7 orden

(* (1,(suc 0))) = (+ (1,(* (1,0))))
{* 1,0)) =0
(+ (1,0)) = 1
(* (1, (suc 0))) = 1

6-extensién y 1°" orden

-0 € i:nat
(pred 1) = 0
(es_cero 1) = false
-1 € L:nat
lgf-bifurcacibn
T 1
~(fact 1) € 1 =1 € (fact 1)
B®*-bifurcacién a®-exten

f ° T3 T T -sién
~(fact” 1)€1  ~(fact 1) € 1...-~(fact 1) €1

(0) (1) (n} a1 s (fact? 1)
-1 € (fact! 1)

-1 € (fact” 1)

)

Figura 2

(?]
8-extensién
~1 € 1:nat—(fact® 1)=01f (es_cero (suc 0) then 1 else 1)

lgf—blfurcacién

f 1
~1 € L:nat (fact® 1)=(1f (es_cero 1) then 1 else 1)
6-extension
1 € i:nat (es_cero 1)=false>(if (es_cero 1) then 1 else 1)=1

l g-bifurcacién
rama cerrada

r ]
-(es_cero 1)=false (1f (es_cero 1) then 1 else i)=2

er
rama cerrada i 8-ext. y 1 orden

o (fact® 1) € 1:nat o
({fact 1) € t:nat A 1S1) — {fact 1) €1

B-bifurc.
f
~((fact® 1) € 1:nat A 1 € 1) (fact® i} €1
l B-bifurc.
~—s ] rama cerrada
a((fact™ 1)€i:nat 11
L L
ramsa cerrada rama cerrada
Figura 3
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Prolongamos ahora la rama (1) en la figura 4. Los primeros pasos

son anadlogos a los dados para la rama (0) y no los escribimos.

1)
(fact' 1) = (if (es_cero 1) then 1 else
(® (1, (1f (es_cero 0) then 1 else 1))))

6-extensién y 1°Torden

(fact® 1) € (* (1, (Af (es_cero 0) then 1 else 1)))
6-extension

(es_cero 0) = true—(if (es_cero 0) then 1 else 1) = 1
l B-bifurc.

r —
-(es_cero 0) = true (1f (es_cero 0) then 1 else 1) = 1

6-extensioén
rama cerrada (if (es_cero 0) then 1 else 1) =1 —
(* (1, (if (es_cero 0) then 1 else 1)=(* (1,1))

I B-bifurcacién

r
~(if (es_cero 0) then 1 else 1)=1
1

rama cerrada
(* (1,(1f (es_cero 0) then 1 else 1)=(* (1,1))
I @-extensién y 1°"orden
(fact’ 1)  (* (1,1))
l 6-extensién y 1°Torden
(fact’ 1) £ 1
IS

rama cerrada

Figura 4

Para todo n z 1, podemos prolongar (n) de la misma forma que para
(1), de manera que se van cerrando todos los subdrboles, y al final se
obtiene una rama en cuya hoja aparece (fact®™ 1) € 1 que sirve para
cerrar la rama (n).

La rama (®) puede ser prolongada trabajando de la misma forma que
hemos hecho para (1) en adelante, es decir, iremos cerrando subramas
hasta obtener una rama que tenga en su hoja 1 ¢ (fact™ 1), para
cualquier n 2 1, que servirad para cerrar la rama (*) y por tanto el
tableau.

81



2. CORRECCION Y COMPLETITUD DE LOS TABLEAUX

En esta seccién demostraremos que el algoritmo de los tableaux
para PLPR resulta ser un método correcto y completo que permite
semi-decidir si un conjunto de férmulas es insatisfactible. Ademds se
obtendrin condiciones que convierten a los tableaux en una gufa para
obtener célculos completos para PLPR.

2.1 CORRECCION DEL METODO DE LOS TABLEAUX

Proposicién 2.1.1

Sea J un tableau para un conjunto & £ L(X) con todas sus ramas
finltas y sea &0 el subconjunto de férmulas de ¢ utilizado en 1la
construccién de J. Para cualquier ZI-interpretacién 3, st 3 } &
entonces existen una rama de 7 con Yo etiquetando su hoja y una
i-lnterpretacibn S que es una extensién de J, tales que 3 }\ vo.

Demostracién:

Vamos a ver que esta propiedad se cumple para todo J1 de la
sucesién Jo,71,...%x,... cuyo limite es J. Lo probamos por induccién
sobre 1.

Para 1 = 0, J0 es 1gual a un solo nodo ¥ § Mi(.). Yo estara
formado por i-lnstmcias monomérficas de & con lo que si 3 | $o los
resultados seminticos del capitulo anterior nos aseguran q'ue 3 |- Yo y
por el lema de coincidencia cualquier Z-lnterpreucién 3 que sea
extensi6én de 3 serd tal que 3 b ¥o.

Para 1>0, supongamos que en J1 existe una rama Ri con ¥i
ethuetlndo su hoja y tal que si 3 | 4o entonces existe una
t—interpretaclén J que es una extensién de 3 de forma que 3 b ¥
Sabemos que J1+1 es una expansién de J1 con respecto a ¢, si ¥1 no se
expande al pasar de J1 a Ji+1 entonces Ri es una rama de Jis1 y no hay
nada mds que probar; en caso contrario, pueden haber ocurrido dos
cosas:

A) ¥1 ha sido extendida con respecto # y se ha producido una rama

Ris1 de J1+1 con ¥i+1 etiquetando su hoja, o

B) ¥1 ha sldo bifurcada.

S1 ha tenido lugar A), podemos a su vez distinguir casos:

~-SlaeWi y 3 } ¥1, por las propledades de las férmulas de la clase
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ALFA se tiene 3 }axyi }nluegoi P ¥ v {a1, a2} y como ¥1e1 es
precisamente ¥1 U {a1, a2} hemos obtenido el resultado esperado.
-Sfia*e Wt y 3 |- ¥1, por las propledades de la clase w-ALFA, podemos
asegurar que 3 } «3® para todo j<w luego 3 b ¥ v {a)®]J<w} o lo que
es lo mismo 3 b 101,
-Si y «e 1 y S } ¥, se tiene 3 b 7(t:v) para todo i-térllno
monomérflico t:v, por las propiedades de las férmulas universales. En
particular 3 F #(t:v) para el constituyente y(t:v) que forma parte de
¥141, luego 3 b ¥1es.
-S1 8 ¢ 1 y 3 |- 1, por las propledades de 1las férmulas
existenclues sabemos que si 3 } 8 entonces existe un a « D tal que
S(a/c v} } 8(c:v) siendo &(c:v) el constltuyente de & que foru parte
de ¥ie1. Por el lema de colncidencia tenemos 3{a/c:v} b ¥ie1 ya que
c:v no aparece en ¥is1, luego existe una i-lnterpretaclbn 3(t/c:v) que
es una extensién de 3 y que verifica S(;/c:v) b #1a1.
- Si W14 = 71 U {6’} siendo €' una T-instancia monomérfica de un
axioma de orden 6 adecuada a ¥i, entonces 3 | TS 3 } ¥iet porque
1.2.3 nos asegura 3 |v 8 para cualquier axioma de orden 6 y por tanto,
3 } 6' para cualquler 6’ que sea una i-lnstancla monomérfica de 8.
- S1 ¥1 se extiende afiadiendo una i—instanch monomérfica o de una
férmula ¢ € ¢ con ¢ adecuada a ¢ y a ¥1 y 51 3 | & u {p}, por
hipétesis de induccién, S p ¥1, y por el lema de coincidencia, 3 } ¢
implica 3 } ¢. Por tanto, 3 también ser& modelo de todas 1las
i-lnstanchs monomérficas de ¢, en particular tendremos 5 |- oy
entonces 3 b ¥ie1.

S1 ha tenido lugar B) podemos a su vez distinguir:
-S1 B € ¥1 y Rt da lugar a dos ramas de Jis1 que llamamos Rie1,1 y
Ris1,2 con ¥ie1,1 = #1 v {B1} y ¥ie1,2 = 11 v (B2} como conjuntos de
férmulas que etiquetan sus hojas. Entonces, si 3 b \h. por las
propiedades de 1“ férmulas disyuntivas, deducimos 3 bB1o 3 b Bz. En
el primer caso 3 } ¥+1,1 y serd Rie1,1 la rama que demuestra la
proposicién y en el segundo caso lo serd Riei, 2.
- Si B* € 1 y Ri da lugar a w ramas de Ji+1 que llamamos Ri+1,), con
Vie1, ) = 1 v {B}*) (J<w) como conjuntos de férmulas que etiquetan sus
hojas, si 3 P ¥#1 entonces, por las propiedades de la clase w-BETA, se
tiene 3 b Bx® para algin k<w. Conclullos entonces que siempre existe
una rm Riet,x de Jie1 y una 2-1nterpreuc16n 3 extensién de J tal
que 3 b ¥,
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Hemos probado hasta ahora que la proposiclén es clerta mra
cualquier &rbol de la sucesién J0,91,...%x,... cuyo limite es 7.
Entonces, puesto que por hipdtesis J siempre tiene sus ramas finit:s,
tendremos que para cualquier rama R de J existird un i<w tal que, pira

todo J>i, Ry = R1 = R lo que nos demuestra la proposiclién para 5. =

Teorema 2.1.2 (Correcclién del método de los tableaux)

Si un conjunto de férmulas ¢ S L(Z) tiene un tableau cerrido
entonces & es insatisfactible.

Demostracién:

Sea ¥ un tableau cerrado para #, por definicién, todas sus rasas
serdn finitas y cerradas. Si ¢ fuera satisfactible, también lo seria
el conjunto #0 € & utllizado en la construccién de J y por la
proposicién anterior existirfa una rama R de ¥ tal que si Wn es el
conjunto de férmulas que etiqueta la hoja de R, entonces Wn es
satisfactible. Pero 7,‘ contiene todas las etiquetas de los nodes de R
y por ser R una rama cerrada dard lugar a un conjunto no coherente que
claramente no puede ser satisfactible con lo que, de suponer que ¢ es
satisfactible, hemos llegado a un absurdo lo que indica que ¢ ha de
ser insatisfactible. m»

Este teorema nos asegura que el método de los tableaux es un
pétodo de refutacién para PLPR correcto en el sentido de que si de un
conjunto & de I-férmulas podemos deducir una férmula @, o lo que es lo
mismo, podemos encontrar un tableau cerrado para ¢ v {~pc}, donde go
es monomdérfica y ¢ es una sustitucién de tipos cuyos simbolos de :lpo
estén en CT entonces & v {-¢c} es insatisfactible y por el teorema
§I-3.1.5 se tiene & } .

2.2 COMPLETITUD DEL METODO DE LOS TABLEAUX

Los tableaux para PLPR resultan ser, como se demuestn a
continuacién, un método de deduccién completo para las férmulas de
PLPR. Este teorema se deduce del hecho {(probado en la secién
anterior) de que todo conjunto de férmulas tiene un tableau completo,
y de la satisfactibilidad de los conjuntos de Hintikka.

Con el fin de aliviar la demostracién de que todo conjunt: de
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Hintixka H es satisfactible, hacemos una serie de consideraciones
previas que nos permitirén definir la familia de dominios en la que se
satisface H.

Lema 2.2.1

Sea H un conjunto de Hintikka cuaiquiera y sea IZu la signatura
con la cual se forman las férmulas de H. Para cada v € MTp(In)
denotamos por T:v el conjunto de In-términos monomérficos de tipo v
construldos con las varlables libres de las férmulas de H, true,
false, 1, los simbolos de Ix y los operadores A y u. Sea ~, una
relacién definida para cada conjunto T:v de la siguiente forma:

ti:v -ntz:v e ti1:v S t2:veHy ta:v < ti:veH

Entonces se verifica que para cada ve MIp(Im), %, 65 una relacién
de equivalencla en T:v.

Demostracion:

Comprobemos las propiedades de una relacién de equivalencia.
- Reflexiva: Por la condicién (e} de la definicién de conjunto de
Hintlkka, ¥x:v x € x es una férmula 7 perteneciente a H, entonces por
la condicién (c) de los conjuntos de Hintlkka, como por contruccién,
todo t:v € T:v es adecuado a dicha férmula y a H, t:v € t:v € H con lo
que t:v 'It:v.

- Simétrica: Se obtiene directamente de la definicién de =0

- Transitiva: Supongamos que ti:v -' ta:v y ta:v ~l ta:v. Por 1la
condicién (e), Vx:v Vy:v Vvz:v((x €S y A y € 2) - x € 2) € Hy
aplicando la condicién c) tres veces consecutivas tenemos que 1la
férmula disyuntiva (ti:v € t2:v A t2:v § t3v) — tu:pv § t3:v
pertenece a H con lo que en virtud de la propledad (b) de 1la
definicién de conjunto de Hintikka:
1) a(t1:v € t2:v A t2:v € t3:v) € H, o bien
i1) tv S ta:v eH
Si se verifica 1), aplicando (b) de nuevo, se deduce que al menos
una de las férmulas -ti:v € t2:v o -~t2:v € t3:v debe estar en H lo
cual es absurdo porque de la hipétesis de partida se puede deducir que
ti:v S t:v € Hy ta:v € ta:v € H, y por ser H un conjunto coherente
no puede contener una férmula y su negacién. Por tanto, como 1) no es
clerto, ha de verificarse ii).
Razonando de manera similar podemos probar
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((t3:v € ta:v A t2:v € t1:v) — tv € ti:v) € H y llegar a la
conclusién de que t3:v € ti:v €« H . Esto junto con il) nos permite
concluir ti:v ~'t3: v. 8

Lema 2.2.2

La relacién de equivalencia -l definida en el lema anterior
cumple las siguientes propiedades de congruencia.

1. Respecto al producto.
(t1:va, .., ta:vn) mlivis.xbn s tiivi s L:vi para algan { (1sisn) y
sl p. t. 1sis=n, no s1: w1 ~. 1:v1 Yy no ti:w ~. 1:v1, Ssi:vy 'x ti:va
para todo 1sisn si y solo si (si1:v1,...,sn:vn) = (ti:v1,...,tazvm).

2. Respecto a las funciones.
ti:v1 ~ t2:vi » (M t1:n1):v2 ~ (M ta2:v1):v2 para toda In-expresién
funcional M:vi—w2 censtrulda con las mismas condiciones que T:v.

3. Respecto a los predicados.
S1 tiv s taivy (p t1:v) € H entonces (p ta2:v) € H.

4. Respecto a los booleanos.
Si t € T:bool entonces t = true o t ® false o t o 1:bool.

S. Respecto al condiclonal.
t:bool - true « (if t:bool then ti:v else ta:v) = tizv.
t:bool .u false » (if t:bool then ti:v else t2:v) 'u ta:v.
t:bool = 1:bool » (1f t:bool then ti:v else t2:v) . v

Demostracién:

1. Por la condicién (e) de 1los conjuntos de Hintlkka,
VX1: V1. .. ¥xa:vn  ((X1SL:01V. . vXnSL1:vn)e(x1,...,Xn)Si:vix...xvn) € H,
entonces, aplicando la condicién (c) n veces,
(t1:vnSL:viv. . vin: vaSL:vn)e(t1:ve, .., tnzvn) € L:vix..xvm € H, puesto
que esta altima es una férmula conjuntiva, tendremos
(t1:viSL: vV, . vtn:vn€i:vn)—(t1:ve, ..., tvn) € Livix...xvm € H y
(tizv1,. .., taivn) € L:ivixe..xvm = (ti:viSi:viv. . vta:vmSi:vn) € H,
aplicando la condicién (b) tenemos:

1) a(tizniSizviv..vin:veSi:vn) € H o (t1i:w, .., ta:vn)Si:vix..xvn € H
y
11) a(ti:v1, .., tnzvn)SL:vix. .xvn € H 0 (t1:viSi:viv. . Via:vnSLi:vn)€e H

Si ve verifica 1), en virtud de la condicién (a), obtenemos
ati:ve € 1:vi € H p. t. 1sisn, o (t1:v1,...,ta:¥n)Si:vix...xvn € H.

S1 se verifica ii) por 1la condicién (b) 1llegamos a
a(ti:ve, ..., tn:vn)SL:vix. .. xvn € O ti:viSi:vi €H para algun 1, 1sisn.
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Como 1) y 11) tienen que verificarse simultineamente y H es
coherente deducimos (ti:vwi,..,ta:va)Si:vix..xvn €H e ti:v1 € 4:v1 € H
para algin 1, ademiés 1:v1 € ti:v1 y L:vix...avm S (t1:vy,..,ta:vn)
pertenecen a H graclias al axloma de orden V¥x:t i:t € x. De todo ello
se deduce la equivalencia que queriamos probar.

La segunda parte de 1la propiedad 1 es consecuencia de
Vxi:va. .. Vxa:vn Vyi:va. . Vyn:on( (S4: 01 A . A axXaSl:vn) —
((x1,...,xa) €S (y1,...,ym) & (x1 Syt A...Axa €S yn)) € H
razonando de manera similar al caso anterior.

Para probar 2 vemos que por la condicién (e) de los conjuntos de
Hintikka, vx:v1 Vy:vi((x = y — (M x):v2 = (M y):v2) e H y aplicando
(c) dos veces ((t1:v1 = t2:v1 — (M ti:v1):v2 = (M t2:v1):v2) € H con
lo que utilizando la propledad (b) deducimos:

1) ~ti:v1 = t2:v1 € H o bien
11) (M ti:v1):va = (M ta:v1):v2) € H.

Si se verificara 1), puesto que se trata de una férmula
disyuntiva, tendriamos -ti:v1 € t2:vi € H o ~t2:v1 € ti:vi € H pero
esto es imposible pues H es coherente y por verificarse ti:in = t2:v1
sabemos que tanto ti:vi € t2:vi como t2:v1 € ti:vi son férmulas de H.

El razonamiento anterior nos indica que la férmula conjuntiva
(M ti:v1):v2 = (M t2:v1):v2) pertenece a H con lo que obtenemos la
relacién esperada.

La propiedad 3 se obtiene a partir la instanclia del axioma de
orden ¥x:v Vy:v((x =y A (p x))— (p y)) que pertenece a H por (e), y
utllizando las propiedades (c), (a) y (b) de los conjuntos de
Hintikka.

Al 1gual que en los casos anteriores sabemos que el axioma de
orden ¥x:bool (x = true v x = false v x = 1:bool) estd en H por (e).
Las condiciones (c), (b) y (a) de los conjuntos de Hintikka permiten
descomponer esta férmula hasta llegar a la conclusién de que para
cualquier t:bool de T:bool, t:bool € true € H y true € t:bool € H, o
bien t:bool € false €« Hy false € t:bool € H, o bien t:bool € i:booleH
y 1:bool € t:bool € H. De esta forma tendremos probada la condicién 4.

Demostramos con detalle el primer resultado de la propiedad S.
Como Vx:v Vy:v Vz:bool (z=true — (if 2z then x else y) = x) € H por

{e), al aplicar (c) tres veces consecutivas podemos asegurar que la
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férmula (t:bool=true — (if t:bool then ti:v else ta:v) = ti:v) e H
que por tratarse de un férmula disyuntiva nos lleva a -t:bool=true € H
o (if t:bool then ti:v else ta:v)= ti:v € H. Pero -t:boolstrue no
puede aparecer en H porque llegarfamos a una contradicién con la
coherencia de H al ser t:bool ~' true. Deducimos por tanto que la
férmula (if t:bool then ti:v else ta:v) = ti:v pertenece a H.
Aplicando la condicién (a), (if t:bool then ti:v else ta:v) € ti:v € H
y ti:v € (if t:bool then ti:v else ta:v) € H que permite concluir
(1f t:bool then ti:v else ta:v) -l tizv,

La demostracién de la segunda y tercera parte de esta quinta
propiedad es andloga al caso anterlor utilizando los axiomas de orden
¥x:v Vy:v Vz:bool (z = false — (if z then x else y) = y) y
Vx:v Vy:v V¥z:bool (z = 1:bool —» (if z then x else y) = 1:1). ®

Teorema 2.2.3 (Satisfactibilidad de los conjuntos de Hintikka)

Todo conjunto de Hintikka es satisfactible.

Demostracién:

Sea H un conjunto de Hintikka cualquiera y sea In la signatura
con la que se forman las férmulas de H. Consideremos los conjuntos
MTp(ZH) que denota el conjunto de los Zi-tipos monomérficos de primer
orden, y T(Zr) = U {T:v|v € MTp(Zn)}.

Consideremos para cada v € MIp(Zi) el conjunto T:» y la relacién
xn de los lemas anterjores y sus respectivos espaclios coclentes
T: v/~“. Representamos por [t:v] € 'r:v/-. la clase de equivalencia del
téraino t:v € T:v. Se verifica que para cada v € MTp(Zmw), <T: V/.n"v>
es un cpo plano con [i:v] como elemento minimo y :v definido por
[ti:v) g, [t2:v] e t1:v S t2:v € H.

Utilizando los axiomas de orden pertenecientes a H que expresan
las propledades reflexiva, transitiva y antisimétrica, se comprueba
ficilmente que el orden que acabamos de definir es un orden parcial.

Vamos a comprobar que ;v deternina un orden plano. Supongamos
[ta:v] s, [t2:v]. Por las condiciones (e) y (c) de los conjuntos de
Hintikka, la férmula disyuntiva ti:v € t2:v — (ti1:v=t2:v v ti:v=s:v)
pertenece a H. Entonces, por la condicién (b) se tiene ~ti:v € t2:v el
o (ti:v = t2:» v t1:v = 1:v) € H. Pero sabemos que ~ti:v § t2:v ¢ H
puesto que [ti1:v] <, [t2:v] y B es coherente, por tanto aseguramos
(t1:v = t2:v v t1:v = 1:v) € H, y por la condlcién (b) ti:v = t2:v ¢ H



o ti:v = 1:v € H. Si ti:v = t2:v € H aplicando (a) podemos afirmar que
ti:v € t2:v € Hy que ta:v € ti:v € H con lo que [t1:v] ‘v [ta:w] y
[ta:v] ‘v [ti:v], por la propiedad antisimétrica del orden parcial sv,
deducimos [ti1:v] = [t2:v]). En el caso de que ti:» = 1:v € H razonando
como antes llegamos a la conclusién de que [ti:v] = [1i:v].

Se define la Im-estructura de tipos In = <Tn,(ctn'|¢ Zu }> donde
(T v/u 8> |v € MTp(D0)} y ct¥ - 1. ct/= 81 ct es una constante

de tipo y cln(T:m/-l.....‘l‘:vn/-.) = T:ct(w.....v-)/-. sl ¢t es un
constructor de tipos de aridad n.

Para esta estructura de tipos se verifica [V]Il = T:v/~ para
todo v € MTp(IN) pues:
- T:bool/-! = B ya que la propiedad de congruencia de ~ referente a
los booleanos nos asegura que los unicos elementos del cpo plano
T:bool/'l- son [true), [(false) y [i:bool] como elemento minimo. Por
tanto, estos elementos pueden ldentificarse con tt, ff y 1

bool
respectivamente.
-T: ct/~H = ctIll por la definicién de In.
= T:ct(vs,... 'Vu)/"n = ctx"(‘l‘: V‘/.n' P vn/-") por definicién de Iu.

-T:V"""W'n = T:vz/luo...oT:Vnﬂn por las propiedades de

congruencia de =, con respecto al producto.

Puesto que TI‘" coincide con la familia de dominios asociados a
los tipos monomérficos, para definir una In-estructura de datos Dm con
respecto a In, bastard con conocer los valores de los simbolos de
datos para cada una de las instancias monomérficas de su tipo mis
general. Por tanto, definimos Du como sigue:

c:vm 1= [c:v]
t‘:m—wz»'l e [T: V‘/'H’T' T: VZ/.I] verificando:

. Dy . .= ] UE tiv1)] si (f t:v1) aparece en H
fvi—wa™ ((tnd) - { cualquiera en caso contrario

p:v»“S T: /s, \ {l{1:v]} verificando {t:v] € p: vD" - (p t:v) € H.

Se hace notar que estas definiciones son correctas debido a las
propledades de congruencia de 'u con respecto a las funciones y los
predicados.

Por las caracteristicas de Tz", toda asignacién de tipos 0 eA'I'pIll

puede identificarse con una In-sustitucién de tipos del mismo nombre.
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Se define la valoracién £r con respecto a Ia, como una funcién

que verifica:

ex (x:t)n = [x: Tn) si x:tTn aparece libre en las férmulas de H
g T cualquiera en caso contrario

. . (X t:Tim)) 81 (X t:T13) aparece en H
(:(X.n—nz)n([t.nn]) - {cualquierl en caso contrario

A continuacién se prueba:
(A) La Zm-interpretacién Ju = <In Dm, > satisface Ju[t:v]n = [t:v])
para cualesquiera t:v €« T(In) y » € ATpn. '
(B) S1 ¢ « H entonces Ju } ¢.
Probamos (A) por induccién en la construccién de los términos:
(Sefialamos que dado que todos los términos de T(I) son
monomdérficos podemos simplificar Z’m[t:v m por el valor constante
SH[t:v] para cualqulier asignaclén » € ATp ).
Ju[x:v] = Eu(x:v) = [x:v] pues 81 x:v € T(IM) entonces x:v aparece
libre en las férmulas de H.
3u[1:v] = el elemento minimo de [v]r" es decir [1:v].

Jufe:v] = c:v™¥ = [e:v].
Ju[true] = tt = (truel.

Ju[false] = £f = [falsel.

<3afti:n],...,38[ta:vn]> st 3u[ti:vi] 0,
Jaf(tazv, ... tazvn)] = In p. t. 1sisn
en caso contrario
Vix...x¥n
- {<[t1:v1].....[tn:w]> si [tizv1] # [4:01] para todo 1sisn
[4:vix...xvn] en caso contrario
por hipétesis de induccién

= {(t1:v1,...,ta:vn)] por las propledades de =, con respecto a e.

3u[(if t:bool then ti:v else ta:v)]
3u[t1:v] s1 Juft:bool] = tt
= {3a[t2:¥] si 3aft:bool] = ff

1 s1 3uft:bool] = 1

v baol

[t2:v] si [t:bool] = ff por hipétesis de induccién

{Iu:vl si (t:bool] = tt
{1:v]  si [t:bool] = Lo

= [(1f t:bool then ti:v else t2:v)] por las propiedades de

congruencia de ~ referentes al condicional.



Ja[(M t:v1):v2] = da[M:va—wva] (3at:v1]). Por las propiedades de
los conjuntos de Hintikka bodms asegurar que (M 1:v1) = L:v2 € H Yy
(t:vi1 = 1:v1 — (M 1:v1) = (M t:»1)) € H llegando a la conclusién de
que si (t:v1] = [1:v1) entonces [(M t:vi)] = [i:v2]. Por tanto, como
las expresiones funcionales se interpretan como funciones estrictas,
se tlene 3[(M i:v1)] = [(M 1::)]. S1 por el contrario [t:v1] =
(1:v1), y por h.i., 3uft:»n] e i,,+ distinguimos las distintas formas
que puede tomar M:vi—wa.

- Puesto que por (e) (1 t:vi):va = 1:v2 ¢ H y se trata de una
férmula conjuntiva podemos deducir que [(1 t:»1):v2] = (1:va]. Por
otro lado de la semintica de PLPR sabemos que 3afi:vi—wz] (Ju[t:n1])
=1, = [1:v2] con lo que Ju[(s t:v1):v2] = [(4 t:v1):val.

- Para f:vi—vz se tlene 3u[f:vi—w2] = £: vi—w2™® que por
definicién verifica f:v:—-wzm ([t:v1]) = [(f t:v1):v2) y por
induccién en t:wt, m[(f t:v1):v2] = f:vt—wzm([t:wl). entonces
3[(f t:v1):vz] = [(f t:va):val.

- Para X:vi—wz, 3[X:vi—w2] (Saft:»]) = gu(X:vi—wa) ([t:n])
por hipétesis de induccién, y por definlcién de £ se tiene la
igualdad 3u[(X t:v1):v2] = [(X t:wv1):v2].

~ Por la condicién (e) de los conjuntos de Hintikka:
Vy1:vi. .. Vyn:vn(a(y1r...yn) € Livix...xVn —

((Ax1:v1. . .xn:vn. t:0)(y1,..,ya)) = t:vlyt...ya/x1...%xa]) € H

Por las condiciones (c¢) y (b) podemos afirmar que se verifica al
menos una de las dos afirmaciones sigulentes:

1) a(ta:vr, ..., tn:vn) € L:vix...xvn € H

. Lt vi. . taivnm
11) ((Ax1:v1...xa:vn. t:v) (t1:v, .., taivm)) = t'v[xx:va...xa:vn e H

S1 se verifica i) entonces, por tratarse de una férmula « se
tiene (ti:vi,...,ta:vn) € L:vix...xvm € H y llegarfamos a la
conclusién de que {(ti:wi,...,tn:va)] = [i:vix...xvn] que no es clerto
por hipétesis de partida. Por tanto ha de verificarse i1) y deducimos

ti:vi...tnivn
X1:V1...Xn: V|

[((Ax1:v1...xn:vn. t:v)(ta:ve, .., tazvn))]) = (t:v[ 1 Por

otro lado, por induccién en ti:vi para { = 1,...,n, se tiene
I[(Ax1:vi. .. xn:va. t:0)] (M[(tl:vt,....tn:vn)]) =

[ti:vi)...[tn:va) o ftevitaen
TRV xmtva }[‘”'1 - “lt-"[m]l por lema de sust.

ti:vi...tnivn
= [t.v[’—“—'-‘n_xh-—w]] por hipétesis de induccién
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Luego Ju[((Ax1:wi...xarvn. t:v)(t1:v1,..,tazvm))] =
[((Ax1:v1...xa:em. t:w)(ta:ve, .., ta:vm))].

- Por las propledades de los conjuntos de Hintikka como el axloma
Vx:rx(-((uX:ﬂ—m.n)lx) < A:tz-—»((ux:n—nz.n)'x) = ((uX: T39t2.M) x))
pertenece a H, se deduce que p.t. i<w ((u.)(:w—wz.)l)' t:v1) € L:v2a € R
o ((pX:vi—wa. M)} t:v1) = ((uX: vi—wv2.M) t:v1) € H. Entonces para todo
1<w se cumple una de las dos igualdades sigulentes:

- (X vi—w2. M)' t:v)) = [:val é
- (X vi—w2. M) )] = [((uX:vi—w2. M) t:vn)]

De estas igualdades, aplicando hipétesis de induccién y por las
propiedades de las aproximaciones sintécticas del u-operador y de los
cpo’s planos se concluye UTwo 3u[ ( (uX: vi—sw2. M) Yt )
UTwol ((uX:1—wz. M) 't:01)] = [((i—wa. M) t:wn)],  luego
I[((uX: vi—wz. M) t:n1)] = [((uX:v1—w2. M) t:v)).

Probamos (B) por induccién en la construccién de las férmulas,
teniendo en cuenta que puesto que se trata de férmulas monomérficas
podemos suprimir la escritura de 7.

ti:v € t2:v € H e [t1:v] ‘v [t2:v] por definicién de S, =~

3ufti:v] < Juft2:v] por (A) e 3m } ti:v € taiw.

(p t:v) € H = [t:v] € p:vm por definicién de p:vD.. Entonces,
del resultado (A) deducimos (p t:v) € H «» 38 } (p t:v).

Si +¢ € H distinguimos casos segin ses ¢.

Si -ti:v S ta2:v € H, supongamos que 3a |- ti:v € t2:v entonces
podemos afirmar que [ti:v] ‘v [t2:v]) y por tanto ti:v & t2:v € H, pero
esto es absurdo porque H es coherente. Por tanto no 3 } ti:v S taiv y
por tratarse de una férmula monomérfica 3u | ~t1:v € ta:w.

S1 ~(p t:v) € Hy Ju } (p t:v) tendremos [t:v] € p:v”“ que por
la definicién de p: v»' implica (p t:v) € H pero esto es imposible por
ser H coherente. Entonces como trabajamos con férmulas monomérficas
concluimos 38 } (p t:v).

Si ~+w € H, por tratarse de una férmula a tendremos ¢ € H y
por hipétesis de induccién podemos asegurar que Ju } ¢ que equivale a
decir que no no 3u | ¢ y entonces 3a } .

Si ~(p v ¢¥) € H, tenemos una férmula conjuntiva cuyos
constituyentes pertenecen a H, es decir p €« Hy W « H. Por hipétesis
de inducclén se tlene 38 } »p y 32 } W, y por la semantica de la
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disyuncién y la negacién de férmulas orficas pod gurar que
IO AR

S1 ~(p A y) € H, tendremos una férmula 8 en H, luego en H
estard también alguno de sus constituyentes, es decir, w €« H o W ¢
H. Por hipétesis de induccién se tiene Ju | - o 3z }p w, y por la
senfntica de la conjuncién y la negacién de férmulas monomérficas
podemos asegurar que g | ~(p A ¥).

Si ~3x:v ¢ € H, como se trata de una férmula 7, deducimos que
wlt:v/x:v] €« H para todo término t:v adecuado a ¢ y a H que son
precisamente los mjembros de T:v. Supongamos que existe un a € T: v/-.
tal que da{asx:v} | g, es decir, existe un t:v € T:v tal que
Su{(t:v)/x:v} } ¢ y por (A), 3u(3u[t:v]/x:v) b ¢. Entonces, aplicando
el lema de sustitucién, 3 |- plt:v/x:v] pero esto es absurdo pues
~plt:v/x:v] € H y por hipbtesis de induccién, no 3u |} elt:v/x:v].
Concluimos diclendo que no exite un a € T: v/-u tal que Jn(a/x:v)}v Py
por tanto, Ju } ~3x:v ¢.

Si avVx:v ¢ € H, por la propiedad (d) de los conjuntos de
Hintikka se tiene -~plc:v/x:v] € H para alguna constante auxiliar c:v,
entonces, aplicando induccién, 3a } -~plc:v/x:v]. Supongamos que para
todo a € 'l':v/-r' Ju{asx:v}) | ¢, que es equivalente a decir que para
todo t:v € T:v, Jal{lt:vl/x:v} | ¢ o blen, 3u{du[t:v]/x:v} } .
Entonces, apoyindonos en el lema de sustituclén tenemos que para todo
t:v de T:v, 38 b plt:v/x:v] y en particular Ju } glc:v/x:v] lo cual es
absurdo pues 3a } -plc:v/x:v]. Concluimos que 38 } ~¥x:v ¢.

S1 (p v¢) € H, como se trata de una férmula 8, p e Ho p € H, y
por hipétesis de induccién 3 | ¢ o 3a | ¢. De la semintica de la
disyuncién de férmulas monomérficas deducimos Ju | (p v ¢).

Sl (p A ¥) € H, por la condicién (a) de los conjuntos de
Hintikka, ¢y €« H y ¥ € H, y por hipétesis de induccién 3 |- Py l- V.
De la seméntica de las férmulas conjuntivas deducimos 3u l- (p A ).

Si 3x:v p € H, por ser ésta una férmula existencial, se verifica
que plc:v/x:v] € H y por hipétesis de induccién 3u | ple:v/x:v]. Por
el lema de sustitucién Ju{3u[c:v]/x:v} |} ¢ para alguna constante
auxiliar c:v, que por (A) equivale a decir que existe un elemento
(e:v] de T:v/-u tal que du{[c:v]/x:v} } ¢ por 1o que 3u } Ix:v .

Si Vx:v ¢ € H, por la condlcién (c) de los conjuntos de Hintikka
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se tiene que ¢lt:v/x:v] € H para todo t:v € T:v. Entonces, por
hipétesis de induccién, 3u | ¢lt:v/x:v] y por el lema de sustitucién
3u{3m[t:v}/x:v} } ¢ para todo t:v € T:v, es decir, para todo [t:v] de
T:v/w, se satisface Ju{{t:v}/x:v} | ¢ por lo que Ja | Vx:v 9. ®

Teorema 2.2.4 (Completitud del método de los tableaux)

Todo conjunto ¢ € L(E) insatisfactible tiene un tableau cerrado.

Demostracion:

El lema 1.3.2 nos asegura que podemos encontrar un tableau
completo para ¢ que llamamos tableau canénico y denotamos por 7..
Vamos a probar que 1. es cerrado. Supongamos que I. es ablerto. Si 1.
es de ramas finitas, para ser ablerto tendré que tener alguna rama
ablerta; sl por el contrario 1. no es de ramas finitas, tendrd alguna
rama infinita y por tanto ablierta. En cualquler caso S. tiene una rama
ablerta, R, que serd completa por serlo 1.. y la unién de los
conjuntos que etiquetan los nodos de R serd un conjunto de Hintikka H
que contiene a H;:(O). Puesto que todo conjunto de Hintikka es
satisfactible, la unién de los conjuntos que etiquetan los nodos de R
es satisfactible y con ello también lo serd H}-Z(O). Pero Hi(.)
contiene, por definicién, todas las i-instmchs monomérficas de las
férmulas de ¢; dado que el modelo que satisface H cumple las hipétesis
del teorema §I-3.1.6 concluimos que & es satisfactible, pero esto es
absurdo por hipétesis luego 1. ha de ser cerrado. =

Del teorema de completitud y de §I-3.1.5, se puede deducir que si
un conjunto de EI-férmulas & y una ZIZ-férmula ¢ verifican ¢ |- @

entonces, existe un tableau cerrado para el conjunto & v {~¢c} siendo
cti,...ctn

monomdrfica y ¢
o YO m

con cti1 constantes de tipo nuevas para
i=1,..,n.

2.3 CONDICIONES DE COMPLETITUD DE UN CALCULO
Representamos por | el simbolo de deribabilidad formal de un
cdlculo. Demostraremos que todo sistema de deduccién para PLPR que

verifique unas condiciones obtenidas a partir de las propledades de
los tableaux es completo.
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Proposicién 2.3.1

Sean & un conjunto no vacio de I-férmulas, ¢ una ZI-férmula
cualquiera y J un tableau de ramas finitas para ¢. Sea ¥ un cdlculo
para PLPR que cumple las condiciones siguientes.

(1) S1 ¢ | py ® c ¢ entonces ¢ | ¢.

(2) Para toda férmula «, ¢ v {a1,a2} } ¢ = ¢ U {(a} } o

(3) Para toda férmula B, ¢ U {B1} | ¢, €U (B2} L o= v {B) }o

(4) Para toda férmula 7, ¢ v {3(t:v)} | ¢ = ¢ U {7} | ¢ para todo
I-téraino monomérfico t:v de tipo v.

(S) Para toda férmula &, ¢ v {8(c:v)) | ¢ » 8 U (8} | ¢ siendo ¢ una
constante auxiliar de tipo v tal que ¢ no aparece en ¢ ni en ¢
ni en 3.

(6) Para toda férmula «®, ® U {a1®) | ¢ » & v {a®} | ¢ para todo
1<w.

(7) Para toda férmula 8°, ¢ v {B1} | ¢ para todo i<w = ¢ v {B*} |} o.

(8) v e’} | p» ¢ | ¢ para toda I-instancia monomérfica de los
axiomas de orden.

(9) & v (¢} |» e« &y (¢} | p para cualquier }E-susutucibn de tipos

v.

Entonces, sl para toda rama R de 7, se verifica WRI» ¢ . se tlene
[

Demostracion:

Por induccién en la profundidad de J:

S1 p(¥) = 0, por el lema 1.3.1, sabemos que ¥ tiene un solo nodo
etiquetado por %o slendo ¥%o = Pé(.o) con €0 € #. Supuesto que ¥o | ¢,
aplicando (9) para cada férmula de ¥o, se obtiene #o | ¢ y por (1)
deducimos ¢ | .

Si p(J) > O, por el lema 1.3.1, 7 tlene subirboles Ji, con 1
recorriendo un cierto conjunto I £ N, que son tales que para todo i de
I, si1 #1 es el conjunto que etiqueta la rafz de Ji, entonces J1 es un
tableau para ¢ v ¢1. Supongamos que para toda rama R de J se verifica
i‘}- #. S1 Ri es la rama de 71 correspondiente a la rama R, tendremos
que por construccién 'm}- ¢ para todas las ramas Ri de Ti1 y por
hipétesis de induccién podemos asegurar que & v &1 | 9. Ahora bien,
sea ¥ el conjunto de férmulas que etiqueta la rafz de J, a partir del
hecho ¢ v &1 | ¢ probaremos ¢ } # distinguiendo casos segin la regla
de expansién con respecto a ¢ que se le aplicé a ¥.

Supongamos que a € ¥ entonces I es unitario, 1 = ¥ v {a1, a2} y
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como hemos visto ¢ U 91 }v ®, entonces en virtud de la condicién (2) se
obtiene ¢ U ¥ | ¢, pero ¥ € K;Z(O) con lo que por (9) deducimos ¢ | ¢.

Sl B e W 7y e ¥ 8 € V¥, a* € ¥, la demostracién es andloga
aplicando las condiciones (3), (4), (S5) y (6) respectivamente. Vamos a
ver algin otro caso de forma detallada.

Si B* € ¥ y ¥ fue B®-bifurcado entonces I = Ny &1 = ¥ v {£1*)
para 1 € 1. Como # v &1 | ¢ para todo i<w, aplicando (7), ¢ U ¥ | gy
por ser ¥ € HE(O). por la condicién (9) concluimos & | ¢.

S1 ¥ fue expandida con respecto a & alargando su rasa con una
férmula ¢ € H;:(.) entonces I = (1} vy &1 = ¥ v (¢}, aplicando la
hipétesis de induccién, ¢ v ¢ v {(¢}} ¢, pero ¥ v {y} € lé(.).
entonces, aplicando (9) llegamos a & |} o.

Por 1ultimo si ¥ fue expandido alargando su ramsa con una
i-instanch monomérfica de un axioma dé orden, la condicién {8) nos
asegura el resultado esperado. =

Teorema 2.3.2
Sea ¢ € L(X) y sea © un célculo para PLPR que satisface las
condiciones siguientes:
(0) ¢ fpsiped
(1) a (9) del teorema 2.3.1.
(10) U {~p) | o, ¢ul-p) | Wwebt|psiygesmonomérfica.
(11) @ v {(p i:7)} } ¢ para cualquier ¢ € L(Z).

cty,...,cta
(12) ¢ | po = ¢ | ¢, 81 pr es monomérfica, ¢ = e’ siendo

ct1 constantes de tipo que no aparecen en ¢ v {¢} para todo i, 1sisn.
Entonces § es un célculo completo para PLPR.

Demostracion:

Supongamos que & | ¢ para ¢ € L(I) entones para una i—snstltucién
de tipos ¢ tal que ¢go es monomérfica y los i—s(nbolos de tipo que
aparecen en ¢ estin en CT se tiene que # v {-+pc) es insatisfactible
(§1-3.1.5). Por otro lado, la completitud del método de los tableaux
nos asegura que existe de un tableau cerrado J para ¢ v {~pc} que por
tanto, tiene sus ramas finitas y cerradas. Para cada rama R de J se
verifica o bien: a) existe una férmula ‘n tal que ’a € 'n y -ﬁn [ ] 'R’
o blen: b} existe una férmula {(p 1:1) € i'l.

Si1 se verifica a), por (0), tenemos v b AN b ~¥, para cada
rama R, y por (1), ¥, v {ax} } Yy Vv {~x}} %, para teda rama R
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siendo ¥ una férmula monomérfica cualquiera. Entonces, de acuerdo con
(10), se obtiene ’n } x para todo R. De una manera similar se prueba
que ’n } -x para toda rama R. Estamos pues en condiciones de aplicar
la proposicién anterlor y asegurar que ® v {~po} | x y ¢ v {-pc} | .

Si de da el caso b), por (11) se obtiene que " Fxy 'u b o=
para toda rama R, y por 2.3.1, al igual que en el caso anterior,
tendremos ¢ v {~po}} x ¥y & v {~pc}} .

Puesto que en cualquier caso ® U (o} | x y ¢ v {0} |
aplicamos (10) y obtenemos ¢ | ¢o. La i-lultltuclbn de tipos o
satisface las condiciones impuestas en (12), por tanto, ¢ } ® como

quer{amos demostrar. s
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CAPITULO il

CALCULOS NATURALES Y ALGUNAS CUESTIONES SOBRE COMPLEJIDAD



En el capftulo anterior vimos que el algoritmo de los tableaux es
un método de refutaclén para PLPR que permite semi-decidir si un
conjunto de férmulas es insatisfactible. También hemos sefialado su
facilidad de automatizacién y su utilidad para construir cdlculos
completos. Sin embargo, se puede objetar que el método de los tableaux
no resulta muy natural desde el punto de vista de su similitud con los
ra ientos h . Dado que esta similitud es una de las

caracter{sticas a tener en cuenta cuando se disefia un sistema de
demostracién automitica, estaremos interesados en construir nuevos
cdlculos con esta cualidad.

En este capitulo, apoydndonos en las condicliones de completitud
obtenldas utilizando los tableaux, definiremos un cidlculo de deduccién
natural para PLPR, que llamaremos PRE, y demostraremos su correccién y
completitud. Aunque mids natural que los tableaux el nuevo método de
deduccidén seguird siendo un cdlculo infinitarlo, al igual que todo
cdlculo completo para PLFPR.

La razén por la que nuestra légica no admite calulos completos
finitarios queda detallada en la segunda seccién de este capftulo
donde se prueba incluso, que la validez en PLPR es un problema
n:—co-pleto. En la demostracién de este resultado emplearemos
técnicas de reduccién de problemas, en concreto, reduciremos un dominé
recursivo 2:-conpleto al problema de satisfactibilidad.

Por Gltimo, con el fin de obtener un cdlculo que sirva de base a
un sistema de deduccién automitica eliminaremos 1las reglas
infinitarias del sistema de deduccién natural definido en la primera
secclén, incorporando en su lugar una regla de induccién de punto
fijo. Las reglas infinitarias de PRE trabajan con férmulas que tienen
definiciones recursivas en su interior; como veremos en los ejemplos,
el hecho de sustituir estas reglas por la induccién de punto fijo no
nos impide derivar este tipo de férmulas. La regla de induccién se
define sobre un subconjunto del lenguaje, el conjunto de férmulas
continuas. Se demostrarid que este conjunto es 22-duro. lo que seguird
dificultando la 1mplementacién del célculo. Sin embargo, es facil

reconocer de manera automitica un gran numero de férmulas continuas.
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Si1 nos limitamos a este conjunto, conseguiremos un cidlculo con mejores
propiedades computacionales que PRE y mis prictico para el usuario,
acostumbrado a hacer demostraciones usando la regla de induccién.

99



1. UN CALCULO DE DEDUCCION NATURAL PARA PLPR

El cdlculo PRE que se presenta a continuacién puede considerarse
como un sistema de deduccién natursl gque admite la técnica de la
cancelacién de hipétesis. Esta técnica refleja el modo bastante
habitual de hacer demostraciones mateamtticas suponiendo clertas unas
deterainadas hipétesis, [Dal-80).

El sistema de reglas de derivacién determina el cidlculo, estas
reglas slirven para derivar férmulas a partir de otrns.‘ La parte
superior de una regla son las premisas mientras que la parte inferior
es llamada conclusién. Las reglas de PRE pueden agruparse segin su
utilidad en distintos grupos:

Existirdn reglas proplas de la légica de primer orden; como en
todo cdlculo de deduccién natural tendremos, por cada conectivo y
cuantificador, una regla de introduccién en la que éstos aparecen en
la conclusién, y una regla de eliminacién, en las que el conectivo o
cuantificador aparece en las premisas.

Al ser PRE un cidlculo para una légica polimérfica, estard
provisto de reglas de sustitucién de tipos, es decir, reglas que
peraiten o bien concluir una férmulas a la que se le ha aplicado una
sustitucién de tipos eliminando o instanciando una variable de tipo, o
bien permiten deshacer esta sustitucién introduciendo una variable de
tipo.

Las reglas derivadas de los axiomas de orden definidos en
§11-1.2.2 se presentan en varios bloques: uno refleja las propledades
del orden parcial plano y del producto estricto; otro incluye las
propiedades del simbolo 1; la regla de sustitucién de términos iguales
constituye otro bloque; mientras que las reglas referentes a los
térainos booleanos y condicional forman un grupo mds; por otro lado,
la existencia del Ap~cédlculo se traduce en una regla de abstracién y
una regla de recursién.

Por ultimo, tenemos un grupo de reglas que llamaremos de
aproximacién porque expresan la relacién entre una férmula que tlene
un término recursivo y la aisma férmula donde dicho término se ha
sustituido por sus aproximaciones sintacticas. Este grupo Incluye
reglas con un numero infinito de premisas.

Una vez establecido el sistema de reglas y el concepto de

derivacién, se introducen una serie de reglas derivadas que, salvo por
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el polimorfismo, son andlogas a reglas de la lé6gica clésica tales como
el tercero excluso, el teorema fundamental, el modus ponens, las

reglas de De Morgan, la eliminacién de la doble negacién, etc.

1.1 EL SISTEMA DE REGLAS

Por ser PRE un cklculo de deduccién natural, las deducciones o
esquemas de derivacién pueden considerarse como &rboles cuya raiz
representa la conclusién de la deduccién y cuyas hojas son hipétesis o
suposicién de hipdtesis que pueden eliminarse; el paso de los hijos al
padre se realiza aplicando una regla de derivacién. Usaremos la

notacién D para representar un érbol de derivacién con ¢ como
| 4

conclusién. La cancelacién de hipétesis queda reflejada por el
principio de que s ¥ es un drbol de derivacién con hipétesis ¢,
D

| 4
entonces, [¢] es un &rbol de derivacién con ¢ cancelado. Entre las
D
L
X

premisas de una regla pueden aparecer notaciones del tipo [g] para

indicar que existe un irbol de derivacién con ¢ cancelado y con ¥ como
conclusién.

Definicién 1.1.1
Las reglas de derivacién que constituyen el cilculo PRE son las
definidas a continuacién.

Reglas proplas de los conectivos

(2 [?l
v PVY X %
(vl) (VE) ——————— (py ¥
PVY VVe X monomérfic.)
v ¥ PAY PAY
(A]) ——— (AE)
PAY [ v
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(g] lﬂ.'l
WAy WAy
(-I) (¢ érfica) (~E) ——— (p monomérfica)
. 4 [ 4

Reglas para los cuantificadores

ple:w/x: 1)

vl) ——— (c no aparece en ¢ ni en las hipétesis no
vx:t ¢ canceladas de la derivaclén de plc:t/x: 1))
:T @ elt:w/x:t)
(VE) —— a1) —
elt:t/x: 7] x:Tt e

[plc:t/x:T]]

(c no aparece en ¢ nl en ¥ ni en las
hipétesis no canceladas de las deri-
vacliones de gplc:t/x:1] y de Ix:t ¢)

In:t @ '}

v

(3E)

Reglas de sustitucidén de tipos

plct/pl
(TSI) ———— (ct no aparece en ¢ ni en las hipét. no canceladas de
) la derivacién de elct/pl)
1 4
(TSE) —— (para cualquier sustitucién de tipos ¢)
oo

Reglas del orden parcial plano

ti:rsta:t ta: TStz v
(REF) ———— (ANT)
t:v € t:t ti:t = ta:t

ti:v € ta: vt
(FLAT)

ti:t = ta:Tt v ti:T = L:T

(PRO1)

t1:7T1 € L:T1 V..V ta:tn € 1:Tn > (t1:71,...,tn:Tn) € L:Tix..xTa

t1:7T1 € L:T1 A...A 9tn:Ta S L:Tn
(PRO2)

t1: T1S81: TIA. . . Atn: TnSSn: Tn > (t1:71,..,ta:Ta)S(S1:71,..,Sn:Tn)
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Reglas propias del bottom
(BOT) —— (STR)

1Y € t:v MiT1):T2 = 1:72

(DEF) —————————————
(1 t:v1):72 = 4:72

Reglas de los booleanos y el condicional

(Bool)

t:bool = 1:bool v t:bool = true v t:bool = false

t:bool = i:bool
(11f)

(1f t:bool then ti:t else ta2:t) = i:x

t:bool = true
(TIf)

(1f t:bool then ti:t else ta:71) = ti:t

t:bool = false
(FIf)

(if t:bool then ti:T else t2:t) = ta: T

Regla de sustitucién de términos

ti:t = t2:t plti:o/x: 1]
(SUB)

plta:/x:t)

Reglas del Au-cdlculo

a(ti:T1,..,taiTn) € L:Tix...xtn

(ABS)

(Ax3:78. . %Xn:Tn. t:T) (t1: 11,

.,tarTa)=t:Tti:Ti. . ta: Ta/X1: T1. . Xn: Tn]

A((uX: T2 M) t:T1) § 1:T2

(REC) :
((pX: T1—T2. M) t:11)

Regla de contradiccién

(p 4:7)
(Ctr)
[ 4

(1<w)
= ((uX:t1—t2. M) t:71)
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Reglas para las aproximaciones del punto fijo

(t1:v)' € ta:t (1<w) atirr € (t2:1)' (1<w)

(wAp) (~wAp)
ti:t € ta:x ati:v € ta:x

tirr s (ta: ) a(ti:e)' € tarv
(Apr) —8 ——  (i<w) (-Apr) ————— (1<)

tizt € ta: v ati:t € ta: T

(p (t:v)") Alp (t:1)!) (1<)
(PAP) —————— (1<w) («PAp) —rnonon—

(p t:7) a(p t:7) D

La restriccién en algunas reglas de que las premisas sean
monomérficas no impide  hacer razonamientos sobre férmulas
polimérficas, puesto que las reglas propias del polimorfismo permiten
incluir y eliminar variables de tipo.

Definicién 1.1.2
El conjunto de derivaciones es el menor conjunto D que verifica:
(1) Para cualquier ¢ de L(Z), el &rbol con un unico elemento ¢

pertenece a D.

(11) St para algin I € N, D1 € D entonces Di pertenece a D si
o et (lel)
X

X se obtiene aplicando una regla de derivacién a {et | 1 € I).

Sea I' un conjunto de férmulas, se dice que ¢ es derivable a
partir de ' y se escribe I' ]» ¢, sl existe una derivacion con ¢ como

conclusién y todas sus hipétesis no canceladas en I'. o

1.2 REGLAS DERIVADAS

Con objeto de simplificar las deducciones, vamos a considerar
reglas que llamamos derivadas y que son tales que existe una
derivacién cuyas hipétesis coinciden con las premisas de la regla y
cuya conclusién es la conclusién de la regla.

El carécter de estas reglas permite usarlas en una deduccién como

si se tratara de las reglas primitivas que constituyen el calculo PRE.
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Las reglas de De Morgan son derivables incluso en el caso de
férmulas polimérficas:

~(p v ¥) ~(p A W)

Comprobamos ~(p vV ¥) | %9 A W. Sea ¢ es una sustitucién de tipos
que sblo utiliza simbolos nuevos y que hace monomérficas a ¢o y o,

Consideremos la siguiente derivacién.

e v ) (e v ¥)
——— (TSE) . ~——— (TSE)
~(pr v o) (o a{per v yo) {yer)
= (vl) v (vI)
(Al) (AI)
~(p v yle A (p Vv ¥ (¢ v ¢lo A (¢ Vv ¥o
(=1) (-1)
~pc
(Al)
WO A wWo
(TSI)
w® AW

La prueba de que DM2 es derivable es similar.

Puesto que la l6gica que hemos definido es una légica clasica, la
regla del tercero excluso es correcta y puede derivarse del sistema de

reglas de PRE. Tenemos por lo tanto la regla:

(Exc) vV que se deriva por medio de:
[~(p v w)o] ¢ hace monomérfica a ¢
—_— (DM1) -usando simbolos nuevos
90 A o
—_— (B}

(p v wo
— (TSI)
(p v -p)

El teorema fundamental y el modus ponens quedan reflejados
mediante las dos reglas derivadas (FTh) y (MP).

lel
v VY 9
(FTh) ————— (p monomérfica) (MP) —8 8 —
wVvy v
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El sigulente esquema sirve para derivar la regla (FTh):

1]

(premisa)
- G, 2 I (Exc)
> vy wve PV oy
(VE)

wve

Pueden enunclarse también reglas para introducir y eliminar la
doble negacién.

14 e

(~-E)
e L4

(~aI)

Una derivacién de (=-l) puede ser 1a siguiente:

(Exc)

vy wvow
—_———— (MP)

A d

Utilizando estas reglas puede derivarse una regla dual al modus
ponens que llamamos (MP').

pVY w

v

(MP")

De las reglas propias del orden parclal plano, como la igualdad
es la conjuncién de dos desigualdades, podemos concluir las
propledades reflexiva, simétrica y transitiva de la igualdad.

(=REF)
t:t = t:t

ti:t = ta:v
(=SIM)
ta:t = ti:t

ti:t = t2:t A t2:T = ta:T

(=TRAN)
ti:t = ta: ¢
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1.3 CORRECCION Y COMPLETITUD DEL CALCULO

La prueba de la correccién del célculo se basa en la correccién
de todas sus reglas mientras que la prueba de la completitud se basa
en el cumplimiento de las condiciones de completitud del teorema
§11-2.3.2.

Teorema 1.3.1 (Correccién de PRE)

Para todo ¢ € L(X) y toda ¢ « L(Z) se verifica @ [ ¢ = ¢ | o.

Remestracién:

Por definicién de ® | ¢ es suficiente probar que para cada
derivacién D & D con hipétesis en & y conclusién ¢ se verifica ¢ } ’.
Lo probamos por induccién en D.

Si D sélo tiene un elemento, éste serd p y puesto que todas las
reglas de PRE sin premisas tiene como conclusién férmulas vilidas se
tendré | o.

Paso de induccién: Si D1 (i€l € N) son derivaciones, y para todo
et
1€l, si Tt contiene las hipétesis de Di verifica It } g1, vamos a

probar que si Di (1€l) es una derivacién entonces, si & contiene las
(1} 5
hipétesis de Dy para todo { ¢ I, ¢ |- ¥. Para probar esto distinguimos
casos segin la regla de PRC que se haya aplicado a (g1 | lel)} para
obtener .
Probaremos en detalle algunos casos significativos.

(VE). Hipétesis de induccién: Tode conjunto I'' que contenga las

hipétesis de D1 verifica I't }. ¢ v ¥ todo conjunto 'z que contenga

VY
las hipétesis de ¢ verifica M2 } x; todo conjunto I's que contenga las
Da
b 4
hipétesis de ¥ verifica '3 } x. Sea # contenlendo las hipétesis de
D3
X
(o) [y]
Dr Da D3
__w_\i_:_z__ y sea 3 wuna interpretacién tal que 3 |} &
Evidentemente & contiene todas las hipétesis de D1 por lo que se

e VY
tiene 3 f p v ¢, es decir, 3,m } o 6 3,0 } ¢ para todo 7 € ATpI.
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luego, por ser ambas férmulas monomérficas tendremos 3 f ¢ 6 3 } .
Por otro lado, ¢ v {¢) contiene todas las hipétesis de p , y & v (¢}

D2
X
contiene las de ¥y por lo que si 3 } g, como por hipétesis 3 } ¢, la
D3
P 4

induccién nos asegura que J |- X. en el caso de que 3 }- ¥ ocurrird lo
mismo, por lo que podemos concluir que ¢ } x.

(VI) Hipétesis de induccién: Todo conjunto ' que contenga las
hipétesis de D verifica ' } elc:t/x:1) siendo c un simbolo de

elc:t/x: 1)
constante que no aparece en las hipétesis de D nl en ¢. Sea ¢ un
D
conjunto que contiene las hipétesis de % y en el cual no
aparece ¢; claramente & contiene las hipétesis de D . S1 Jes

ple:t/x: 1)
una interpretacién tal que 3 } @, por el lema de colncidencia se tiene
que para toda asignacién n y para todo a € [1]In. J{as/c: T}, n }- ¢, ya
que c no aparece en &. Entonces, por hipétesis de Iinduccién,
Jase:th,n b ple:t/x:t] para todo a € [T]I'n y para todo n € ATpI. y
por el lema de sustitucién J{as/c:t}{a/x:T},m } ¢ para todo a € [r]xn y
para todo 7 € ATpI. Como c no aparece en ¢, aplicando de nuevo el lema
de coincidencia obtenemos 3{a/x:t},m } ¢ para todo a € [-r]xn y para
todo 0 € ATpx, luego 3 | Vx:T ¢ lo que nos prueba & f Vx: 7T ¢.

(TSI) Hipdtesis de induccién: Todo conjunto I' que contenga las
hipétesis de D verifica T } gl{ct/p] siendo ct una constante de

elet/pl
tipo que no aparece en las hipétesis de D. Evidentemente, si ¢ es un
D
conjunto que contiene las hipétesis de ';[c—:/—pl, ® contiene las

hip6tesis de D ; podemos suponer sin pérdida de generalidad que
plct/pl

ct no aparece en é. Si 3 es una interpretacién tal que 3 |} &, por el
lema de coincidencia se tiene 3{D/ct} [- & para todo dominio D € TI. ya
que ct no aparece en &, y por induccién 3{D/ct} } glct/p] para todo D
de TI y por el lema de sustitucién de tipos 3{D/ct},n{ct/p} } ¢ para
toda n € A‘l‘yI y todo D ¢ TI que es lo mismo que decir 3,w{D/p} } ¢
para todos 7 € ATpx yDe TI y entonces, 3 | o por lo que ¢ | o.
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(DEF) Sea & un conjunto que contiene las hipétesis de la derivacién

D y sea 3 una interpretacién tal que 3 } ¢. Puesto que
1 t:t1):tams: T2

J[a:vsma)n (S[t:ma]w) = n(
tiene ¢ (1 t:m1):iv2a = Lita.

)" 3fs:t2]n para toda asignacién n se

(SUB) Hipétesis de induccién: Todo conjunto 1 que contenga las

hipétesis de D verifica ' } ti:t = t2:v y todo conjunto T2
ti:t = ta: v
que contenga las hipétesis de D2 verifica I }- plti:t/x: 7).
plti:t/x: 7]
h D2

ti:r = t2:v plti:t/x: 7]

Sea & conteniendo las hipétesis de , entonces
plt2: t/x: 1)
contiene las hipdtesis de D1 y de D2 por lo que se
ti:t = ta:t plti:t/x: 1)

verifica @ } ti:t = ta:t y @ } pltai:t/x:7v). Sea 3 una interpretacién

tal que 3 | & entonces, 3fti:t]n = 3[ta:tn y EL;:."_’I},,, b ¢ para

toda n € ATpI, por lo que 2‘%1—'1}.» }- ¢ para toda n € A'rpx. y por
el lema de sustitucién 3 | plta:t/x:t]. Por tanto, ¢ | plt2:t/x:%].

(Tif) Hipétesis de induccién: Todo conjunto € que contiene las

hipotesis de D verifica @ | t:bool = true. Este conjunto ¢
t:bool=true
D
contiene las hipétesis de t: bool=true . Sea 3

(1f t:bool then ti:T else t2:t)sti:t
tal que 3 } ¢ entonces 3[t:bool] = tt por hipétesis de induccién con
lo que 3 | (if t:bool then ti:t else ta:7) = ti:T.

(Ctr) Hipétesis de induccién: Todo conjunto & que contiene las
hipotesis de D verifica ¢ } (p 1i:t'). Por construccién ¢
(p 1:7")
D
contiene las hipétesis de L?%u Supongamos que no & |} g, esto
quiere decir que existe una interpretacién 3 tal que 3 p#yno 3 o,
s$1 3 | ¢ la hipétesis de induccién nos lleva a que si t es el tipo mis

general de p y t'=to, entonces 3Jfu:t']n € p:'t»n(v). pero esto es

absurdo porque por definicién p:tn'n no contiene el elemento bottom
para ninguna asignacién 3. Por tanto, ¢ |- ®.

(REC) Hipétesis de induccién: Si i<w y I't contiene las hipétesis de
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D1 entonces I | SlTiata M) tiT) € it
S((pX:v1st2.M)' t:T1)Si:T2

Supongamos que ¢ contiene las hipétesis de o]} R ’
A((uX:T1972. M) t:T1)S1:7T2

(X M) ) e ((uX. M) t:ta)
aplicando induccién aseguramos que si 3 |} & entonces, para toda
asignacién de tipos 7, 3[((uX:nm.H)‘ t:n)]» = por lo que

X 1
necesariamente ha de ser 3[(uX:ti>r2.M)']n = Lp(rist2)’ Bajo estas

condiciones, puesto que la semintica del u~operador coincide con el

La(r2)

supremo de sus aproximaciones sintécticas y por las propiedades de los
cpo's planos, 3[({uX:ti—t2.M) t:t1)]n = 3[((;0(:1:1—)':2.!)' t:t1)]n
para toda asignacién n de ATp . Podemos concluir, por tanto que
(N ((X:t1st2.M)! t:m1) = ((uX: T19t2. M) t: 7).

(mAp) Hipétesis de Iinduccién: Para cualquler i<w si It es un

conjunto que contiene las hipétesis de ‘Dx entonces se
(t1:7) € ta:t

verifica Tif (ti:v)'s t2:7. Sea @ un conjunto que contlene las

hipétesis de D1 (i<w) , por construccién @ contlene las

(t1:v)'s ta:t
ti:t S ta: 7

hipétesis de lD| para cualquier i<w luego, por hipétesis de
(t1:7) ¢ ta:z

induccién, se verifica & } (ti:t)'s ta:t para todo i<w. Sea J una
interpretacién tal que 3 } ¢ entonces 3 } (t1:1)'S ta:t para todo i<w.
Del hecho de que UTso 3[(t|:t)l]» = 3ft1:t]n para toda 7 € AT’I. y de
las propiedades de los cpo’'s planos deducimos 3 |. ti:v € ta:tr, con lo
que podemos asegurar que & p ti:T S ta:T.

En el resto de los casos, al igual que en estos ejemplos, la
senintica de PLPR nos lleva a probar la correccién de la derivacién
para cada regla aplicada y por tanto la correccién del cilculo. s

Como ya hemos dicho la prueba de la completitud de PRE se basa en
la comprobacién de las condiciones de completitud obtenidas a partir
de los tableaux. Demostramos para ello algunos resultados previos.

Lema 1.3.2

Para todo conjunto de férmulas & € L(X), PRE satisface:
a) Si para algin i<w se verifica & | ~a1® entonces ¢ b ~a®.
b) Si para todo i<w se verifica ¢ } -+81* entonces ¢ | ~8°.
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Demostracidn:
al Si a® es de la forma ti:v £ t2:v con ti:v recursivo, aplicando la
regla (~Apr) para cada i<e, se obtiene el resultado esperado.

Si a® es de la forma =ti:¥ € t2:v con t2:v recursivo, sabemos que
para cualquier i<w, si & | =~t1:v € (ta:v)‘. existe una derivacién de
aat1:v § (ta:v)' con todas sus hipétesis en #. Podemos utilizar 1la
derivacién de abajo para demostrar que ¢ } ~*. En ella y en lo
sucesivo, escribiremos la palabra hipétesis como Justificacién de un
paso, cuando suponemos que existe una derivacién con todas sus
hipétesis en el conjunto de férmulas que aparece en la parte superior
de este paso y como conclusién la férmula que aparece en la parte
inferlor.

— % (hipétesis)
anti:v € (t2: )}
—‘__—__T_ ("‘E)
ti:v s (ta:v)
(Apr)

ti:v € ta:v
(~=1)
anti:v € t2:v
Si a® es de la forma -(p t:v) con t:v recursivo, la prueba es
similar utilizando la regla (PAp).

b) Si B* es de la forma t1:v € t2:v con ta:v recursivo y & | -81°
para todo i<w, ¢ } -8°* es una consecuencia del siguiente esquema:
[ [ ®

at1:v € (tz:v)° atirv € (t2:0)'  atiiv § (tz:v)®

... (hipétesis)

(wAp)
“t1:v € ta:v
Si B® es de la forma -ti:v € t2:v o (p t:v), usando las reglas
(wAp) y (~PAp), respectivamente, junto con (~-E) y (--1) en el primer
caso, se obtiene el resultado esperado. =

Lema 1.3.3

Sea & € L(Z). PRE verifica que para cualesquiera g, ¥ de L(I).

U p) | ¥ = &u {-W} o

Demostracidn:

» ) Supongamos que & U {¢} } ¥, es decir, existe una derivacién
de ¥ con todas sus hipétesis en & U {p}. Entonces el sigulente esquema
es una derivacién de -9 con todas sus hipétesis en ¢ U {-w}.



[pe] ¢o monomdrf. y los simbolos de ¢ nuevos

— (TSD)
[ [}
(hlpétesis)
v
(Al)
WAy
(=I)

T
— (TSI)
-

« ) Supongamos que ¢ v {-W}} 9. Lo que sigue es una derivacién
de ¢ con todas sus hipétesis no canceladas en ¢ v {p}.

{~wpo] w0 monomérf. y los simbolos de ¢ nuevos
—— (TSI)
- *
(hipdtesis)
4 [ 4
(Al)
WA
(-E)
vo
— (TSI
']

con lo que se prueba ¢ v (Q)} ¢. 8

Teorema 1.3.4 (Completitud de PRE)

Para todo # € L(X) y toda ¢ € L(T) se verifica @ pp = ¢ | o.

Demostracién:

Vamos a probar que PRE satisfaces las condiciones (0) a (12) del
teorema §1I-2.3.2.

Las condiciones (0) y (1) son immedlatas por la propia definicién
de derivacién.

Para demostrar la condicién (2) estudiamos cada caso:
Sia =9 Avy ®v {p¢}} x, la sigulente derivacién sirve para
demostrar ¢ v {p A ¥}} x.

gAY PAY
~ (AE) -~ (AE)

(hipétesis)
X

Si @ = a(p v ¢) y & v {w, W} x utilizamos la sigulente
derivacién para probar & v {=(p v ¥)}} x.

112



“(p v ¥) (¢ v ¥)
A (DM1) oA
——— (AE) ————— (AE)

(hipétesis)
X

Si @ = ~~p la condicién se obtiene de la regla (=-E).

La condicién (3) se prueba de un modo similar a (2) usando (VE) y
(DM2). Veamos el caso B = «(p A W). St ¢ v () [ xy ®v (W }x
tenemos:

a(p A Y) (~o] ® {w] o
Sy (2) T (hipst) T (hipst.)

(VE)

P 4
y por tanto, ¢ v {8} |} x.

Para demostrar la condicién (4), supongamos que & v {y(t:v)}} o.

Si 7 es de la forma Vx:v ¢, de 7 se deriva y¢[t:v/x:v] graclias a
(VE), entonces usando la hipétesis de partida se tiene ¢ U {7}} o.
Si 7 = a3x:v §, para probar ¢ v (7)} ® utllizamos la derivacién:

(lt:v/x:v]))

— (3])

aIx:v ¥ x:v ¥
(Al)

Aax:v P A DV Y
——— e (=1)
w(t:v/x:v] ¢

(hipétesis)
[ 4

La condicién (S5) se demuestra de una forma similar al caso (4)
por medio de las reglas (3E) y (VI). Por ejemplo s1 8 = 3x:v y y se
verifica & v {8(c:v)} } p, utilizamos la sigulente derivacién.

¢ [ vlc:vx:v] ]

(hipétesis)
[ Ix:v ¢
(3E)

14

Para probar (6) probamos que & v {a1* | i<w}} ¢ 1lmplica que para
cualquier conjunto I € N, & v {«xi*{le NI} v {a®}} ¢. Entonces, para I
= N se tendrd el resultado esperado. Lo probamos por Induccién en la
longitud de I:
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S1 1 = @ es evidente, s1 I tiene un sélo elemento podemos suponer
sin pérdida de generalidad que I = {1). Supongamos ¢ v {a1® | i<w}} o
entonces el lema 1.3.3 nos asegura que ¢ U {a1® | 1<i<w} v {~p} |} -~as®
y por el lema 1.3.2-a), ¢ v {a1® | 1<i<w} v {+¢)} } ~a* de donde
podemos deducir & v {ai® | 1<i<w} v {a®}} ¢ utilizando otra vez 1.3.3.

Paso de induccién: Suponemos que si ¢ v {a1® | i<w}} ¢, se verifica
¢ u {m1*)1€ I} v {(a®}} ¢ para todo I de longitud n, y lo probamos
para cualquier I de longitud n+!. Para cualquier k € NI, el lema
1.3.3 nos asegura que sl se verifica ¢ v {am1®|le NI} v {(a®}} ¢
entonces, ¢ v {a1®°|le€ NI, i#k} v {a®) v {~-w}} -~ax®. Aplicando el
resultado 1.3.2-a} tenemos ¢ v {a1*|l€ NI, isk} v {a®} v {~+)} } ~=°,
y por 1.3.3 deducimos ¢ v {a1®|ie NI, i#k} v {a®} } ¢ para cualquier
k<w, de donde concluimos el resultado esperado.

La condicién (7) se prueba usando el sigulente razonamiento:
Supongamos & U {B1°}} ¢ para todo 1<w. Aplicando el resultado 1.3.3
obtenemos # v {~p}| ~81° para todo i<w. Entonces el lema 1.3.2-b) nos
asegura que & v {-+p}} 8° y deducimos & v {g*}} g por 1.3.3.

La condicidn (8) es una consecuencia de las reglas del orden

parclal. Veamos algunos casos.

~-tu{vcvVy:v Vv ({xSyAyS2z) 9x$2)) ped | g Enesta
demostracién suprimimos la escritura de los tipos para simplificar la
notacién. las constantes auxiliares ci, c2, ¢3 son de tipo v.

{ciScz A czgeal

(AE)
c18c2 [ciSc2 A caScal
(FLAT) (AE) ——(BOT)
ci=c2 v ci=L cace3 [c1=c2] [eims] 1€ c3
(suB) (SUB)
ctsSc c1 §c¢3
(VE)
c1 S c3
(FTh)
(c1 ScaAacasc3) 5c18c3
(v1)
VW (xScaacasSca) xS
(v1)

VxVy (x SyAaySci) 9x¢c3
(vl)

VX VyVz(x SyaySz) »xsz

—tuivcnm Vyinix =y 5 (Mx):va= (My):w2)} fewbd g
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(=REF)
[c1:v1 = ca:v1) (M cr:v1):v2a = (M c1:v1):v2

(M ci:vi):va = (M ca:v1):v2 (SuB)
~Ci1:vi mc2:v1 v (M cl:vi):ivz = (N ca:v1):v2 (FTh)
Vx:v1 (X = ca:vi — (N x):vz = (K ca:vi):va vn

Vx:vi Vy:v1 (x =y — (M x):v2 = (M y):va vl [

(hipétes. )
L4

La condicién (9), @ v {ps} } v = & v {p) |} ¥, se obtiene
directamente de la regla (TSE); mlentras que la condicién (12), ¢ | ¢

(con los simbolos de ¢ nuevos) implica ¢ }- ¢, es consecuencia de
(TSI). Efectivamente:

® ®
— (TSE) —— (hipétesis)
pc @ (4
(hipétesis) —— (TSI) por las caracterist.
v L de o

Supuesto que ® v ()} } vy ¢ v {-9) } ¥ con ¢ monomérfica, el

sigulente esquema sirve para probar ¢ |» ¢ que Justifica la condicién
(10).

®  [~p) ¢ [-9]
{(hipét.) —— (hipét.)
v w

(Al)

Para probar (11) vemos que de acuerdo con la regla (Ctr),
teniendo como hipétesis (p 1:t) podemos derivar ¢, entonces existirsd
una derivacién de o con todas sus hipétesis en & v {((p i:7)} para
cualquier @, con lo que ® v {(p 1:7)} | ¢o. ®
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2. COMPLEJIDAD DEL PROBLEMA DE VALIDEZ EN LA LOGICA PLPR

Como se ha 1indicado, PLPR no adajte cdlculos completos
finitarios. De una sanera informal, podemos decir que esta afirmacién
puede deducitrse a partir del hecho de ser la aritmética estindar
expresable en PLPR. En esta seccién demostraremos que el problema de
validez en PLPR es n:-co-pleto. Para ello, en el primer apartado,
probaremos que la satisfactibilidad es un problema }'.‘:~duro, y en el
segundo 1o clasificamos en la clase 2:. Para la prisera demostracién,
se reduce un problema de dominé recursivo al problema de
satisfactibilidad, y en la segunda se utiliza el teorema de
Léwenheim-Skolem que sers enunciado y demostrado para nuestra légica.

2.1 REDUCCION DE LOS DOMINOS A LA SATISFACTIBILIDAD

Un domindé es un cuadrado de dimensién 1| x 1, con orientacién f1ija
y con sus cuatro aristas coloreadas. Se plantea el siguiente problema
de decisién, conocido como problema de dominé: ;es posible recubrir
una porcién P del plano Z x Z utilizando dominés de clertos tipos y
cumpliendo una serie de restricciones?

Desde que Hao Wang introdujo los problemas de dominé, se han
desarrollado muchas versiones de dominés, como los acotados, los no
acotados y los recursivos. La indecibilidad de estos problemas se
prueba generalmente estableciendo una correspondencia entre 1la
representacién de un domind y una méquina de Turing, correspondencia
que peraite reducir los dominés a problemas tales como el problema de
parada.

La principal utilidad de 1los dominés consiste en permitir
clasificar el problema de satisfactibilidad o validez de diferentes
16gicas usando técnicas de reduccién de problemas. En [Lew-78] y
(Emd-83) se wusan los dominés acotados para demostrar que la
satisfactibilidad en 1la 1é6gica proposicional es un problema
NP-completo. Los dominés no acotados sirven para demostrar que la
satisfactibilidad de 1la 1é6gica de predicados es un problema
z:-co-pleto. este empleo se encuentra, por ejemplo, en [Emd-83),
[LP-81] y (Wan-63]). Los dominés recursivos que presenta Harel,
[Har-83] y [Har-84), sirven para probar que la satisfactibilidad de la
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légica infinitaria constructiva es 2:-colpleta; en el primero de ellos
se hace énfasis en la reduccién de dominés a légicas orientadas a
programas como por ejemplo QDL y QTL.

A continuacién formalizaremos un problema concreto de dominé
recursivo propuesto por Harel.

Sea T = {do,...,ds} un conjunto de tipos de dominé donde cada di
viene caracterizado por una cuadrupla <R3, Li,Ui,Di> que indica los
colores de las cuatro aristas (Right, Left, Up, Down) de di. Estos
colores pertenecen a un conjunto Cr de k elementos Cr = {co,...,cCk-1)}.
La porcién P a recubrir en nuestro problema es N x N.

Definicién 2.1.1

Un recubrimiento F de P con doainds de tipo T es una aplicacién
de Pen T.

Un recubrimiento F de P es T~coherente cuando verifica:

a) Para cada par de casillas de P contiguas en la misma vertical u
horizontal, los dominés que las recubren tienen las aristas
adyacentes del aismo color.

b) En la primera columna de P aparecen infinitos dominés del tipo
do.

Un conjunto T = {do,...,ds} se llama coherente cuando existe un
recubriaiento F de P con dominés de tipo T tal que F es T-coherente. o

Nos planteamos el sigulente problema de decisién:

Dado un conjunto de tipos de dominé T = {do,...,ds} con colores
en Cr = {co,...,ck-1} (k una potencia de 2) y P = N x N. (Es el
conjunto T coherente?

En [Har-84] se demuestra que este problema de dominé es
z,-
de la légica de primer orden extendida con la aritmética estindar de

completo y en [Har-83] se reduce al problema de satisfactibilidad

los naturales.

Basandonos en estos resultados, vamos a demostrar que el problema
de satisfactibilidad en PLPR es I:-duro reduciendo el dominé planteado
al problema de satisfactiblilidad en PLPR; esto es, para cada conjunto
de tipos de dominé construimos, de forma efectiva, una férmula L tal

que T es coherente e v‘, es satisfactible.
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Conslderemos la sigulente signatura It = <It,Z4a> con:
Iv = {nat/0,color/0) y
Za = {do: —colorxcolorxcolorxcolor,.., da:—colorxcolorxcolorxcolor,
0: —nat, suc:nat—nat, pred:nat—nat, es_cero:nat—ibocl, less:natxnat
RIGHT: natxnat—color, LEFT: natxnat—color, UP: natxnat—color,
DOWN: natxnat—color, RLUD: natxnat—colorxcolorxcolorxcolor, ).

Construimos #, como la conjuncién de las férmulas de la figura 1.

(1) Vx:nat Vy:nat((suc x) = (suc y) — x = y)

(2) Vx:nat ~(suc x) = 0

(3) (es_cero 0) = true

(4) Vx:nmat(~x € 1:nat —(es_cero (suc x)) = false)
(S) Vx:nat(pred (suc x)) = x

(6) (pred 0) = i:nat

(7) Vy:nat((uX:nat—nat. (Ax:nat. (if (es_cero x) then 0
else (suc (X (pred x)))))) y) = y

(8) Vx:nat ~(less (x,0))
(9) vx:nat (less (0, (suc x)))
(10) Vx:nat Vy:nat ((less ((suc x),(suc y))) < (less (x,y)))

(11) Vx:nat Vy:nat ((ax € 1:nat A =y € i:nat) —
((RLUD (x,y)) = do v...v (RLUD (x,y)) = da))

(12) Vx:nat Vx:nat (RLUD (x,y)) = .
((RIGHT (x,y)), (LEFT (x,y)), (UP (x,y)), (DOWN (x,y)))

(13) Vx:nat Vy:nat ((«x € i:nat A ~y € L:nat) —
((RIGHT (x,y))=(LEFT ((suc x),y))A(UP (x,y))=(DOWN (x, (suc y)))))

(14) Vx:nat (~x<Si:nat — 3y:nat ((less (x,y))A(RLUD (0,y)) = do))

Figura 1

Lema 2.1.2

S{ T = {do,...,da} es coherente entonces ¢, es satisfactible.

Demostracién:

Por ser T coherente existe un recubrimiento F para P que es
T-coherente. A partir de F se define una Ir-estructura de tipos I y
una Ir-estructura de datos D, que darén lugar a un modelo de L X

Interpretamos las constantes de tipo de la siguiente manera:

I

nat” = Nv n= ll‘ y consideramos el orden plano ‘N en N con 1y como
su minimo elemento.
I

color” = (eo....,u-l..l.““r) = C‘rr también considerado como un cpo

plano con el orden € .
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La familia de domonios TI es el clerre para el producto estricto
creada a partir de t:olcu-x mtx ys

Las constantes de dato se interpretan como sigue:

0: —mtn =0eN

d\:—-)coloncoloncoloncolorn = di=<R1,L1,U1,D1> € C?,Crlomlo&l
Definimos las siguientes funciones estrictas:

m:mt—mtn (n) =n +1 sin €N (sucesor de n)

prod:m'.—onat» (n) =n -1 81 n € N\\(O) (predecesor de n)

prod:mt—anntn (0) = N

RLUD:natxmt—ycolorxeoloncolorxcolorD (n,m) = di = <Ry, L1,U1,D1> si

y solo sl F(n,m) = di y <n,»> € N x N

BlGHT:natmt—acolor» (n,m) = Rt s11 F(n,m) = di y <n,m> € N x N

I.E!T:nltmt-—)colorb (n,m) = L1 si1 F(n,m) =d1 y <n,m> e Nx N

UP:na'.znat—’colorD (n,m) = U1 s1§ F(n,m) = d1 y <n,m> € N x N

w\m:mtmt—vcolor» (n,m) = Dt sii F(n,m) =ds y <n,m> €e Nx N

e-_coro:nat-)boolnto) = tt, el_cero:nat——)booln(n) = ff para n

pertenciente a N\{0}.

Interpretamos el predicado less como el menor estindar entre los
nimeros naturales.

less: mtxnatn =<

Simplificamos la notaclién eliminando los tipos en la
interpretacién de los simbolos de dato, as{ por ejemplo, tendremos
m». OD. etc.

Consideremos la Ir-estructura & = <X, D>. Puesto que e, no tiene
variables libres y es monomérfica, basta con probar # } [ para poder
afirmar que 9, s satisfactible. Por construccién de L= g} $, s
equivalente a decir que ® satisface cada una de las férmulas (1) a
(14) de la figura 1, esto es clierto como probamos a continuacién.

(1) Para cualesquieran, m € Nsin+1=m+1entoncesn=ay

puesto que si in + 1 =n+ 1, entonces, n = Ly se concluye que para
todos n, m € xutx, mc»(n) - mn(l) » n=mn yesto es equivalente a
decir € } (1).

(2) # |} (2) porque ningun elemento de N tlene como sucesor el
cero y OD = 0.

(3) Esta férmula se satisface por definicién de es_t':eroD y de 0».

(4) ® |} (4), por la misma razén que el caso anterior, ya que
ningin elemento de M‘L distinto de 1y verifica que su sucesor es cero.
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(S) Slbe-ocquellncu se tiene (n01)-l-nysln-1."
como prod y -uc» son !'unclones estrictas, (.I.u +1) -1 = 1y Luego
para todo n € nn'. prod (luc (n)) = n es decir % } (S).

(6) # } (6) por definicén de yrod y de 0».

(7)  Para probar 8 } (7), probamos que para cualquier valoracién §
con respecto a I y culaquier 3 € ATp, si M:nat—nat es la expresién
funcional (Ax:nat. (if (es_cero x) then O else (suc (X (pred x))))), 3
es el par <€, 6>, y h es el menor punto fi1jo del operador
T(3.X:nat—nat,M: nat—nat,n), entonces, h(n) = n para todo n € mtI.
es decir, h es la identidad en N‘l. Efectivamente, por definicién de T,

h es la menor funcién f: (nntx-TuatIl que verifica

J{an_—‘ﬁ}[n:uz—nut]n (n) = f(n) para todo n € N . Es decir, h es
la menor f que para todo n € N1 satisface:

(1) st u_cu-o»(n) = tt entonces f(n) = 0” = 0.

(11) st n_coro”(n) = {f entonces f(n) = luc»(f(prcd”(n))).

(111) si el_coro»(n) =1 ., entonces f(n) = .

Por construccién de D, podemos asegurar que si f verifica (1), (i1) y
(111), entonces, f(LN) =Ly f(0O)=0ysin>0, f(n-~1) +1=n. La
menor funcién estricta de Nl en N1 qu; satisface esto es la identidad,
por tanto, h(n) = n para todo n € nat™.

(8), (9) y (10) se satisfacen por la definicién de len» y de 0». y
por las propiedades de los naturales. En concreto para ver # } (10),
sabemos que para todos n, m €N, (n +1) < (m+1) s{ ysolosin<a
con lo que para todos ny m € N len»(m»(n).m»(l)) - loun(n.-).
Si n 6 m son iguales a 1y puesto que -uc» es una funcién estricta, los
dos lados de la equivalencia serén falsos, por tanto dicha
equivalencia se verifica para todos n, m ¢ n-tx.

(11) Por ser F un recubriaiento de N x N, F(n,a) € T para todos n,
m € N, y por la definicién de D, F(n,m) = di = <Ry, L1,Un,D1> sii

(n.l) - <R| Li,U,D1> = d:n. Podemos asegurar entonces que
RUJD (n,m) = do 6 m.UDn(n.l) = 41». 6 ... Rum»(n.-) = d-» para
todos n, m €« N, 0 10 que es 1o mismo f } (11).

(12) f satisface la férmula (12) porque por construccién de D se
verifica mn(h.l) = qxcm’”(n.-).Lm”(n.-).urn(n.-).now»(n.-»
para todos n y m de N. Por tratarse de funciones estrictas y deblido a
que nat: = “"'I la igualdad anterior se verifica para todos los
elementos de nat™.
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(13) Por ser F un recubrimiento de P T-coherente, se cumple la
condicién a) de la deflinicién de recubrimiento T-coherente: si F(n,m)
= <R,L,U,D>, F(n+l,m) = <R’,L',U',D'> y F(n,m+¢1) = <R"',L"" U ,D'">,
entonces R = L' y U = D'° por lo que ha de verificarse que para todos
n, m € mtx si n y m son distintos de J.N entonces Rxcxr”(n.-) =
LT (suc’(n), m) y UPP(n,m) = DOV (n, suc®(m)). Por tanto & p (13).

(14) Sabemos que F debe cumplir la condicién b) de la definicién de
recubriaiento T-coherente. Si en la primera columna de N x N hay
infinitas casillas recubliertas por un dominé de tipo do, esto quiere
decir que F(O,m) = do para infinitos m € N y por tanto dado un n € N
siempre existe un niGmero natural ma > n tal que F(O,m) = do. Por la
definicién de D tendrelos que para todo n € N, existe un m € N tal
que leunln.n) y R.I.UD (o ,AR) = “3 y por tanto, # | (14). »

Este lema hubiera sido igualmente vdlido si hubiéramos construido
la férmula o sin (3), (4) y (7), consiguiendo as{ una férmula de la
légica de predicades. Sin embargo, el rec{proco no serfa cierto ya que
podr {amos obtener modelos no estindar de los naturales y la féramula
(14) no representaria la condicién de dominé recursivo.

Proposicién 2.1.3

El modelo estindar de los numeros naturales es caracterizable en
PLPR.

Demostracién:

Sea Im = <ZIt,Zd> con It = (nat/0), Za = {0:-nat, suc:nat—nat,
pred: nat—nat, es_cero:nat—bool, less:natxnat}. Sea 71 = <<‘l’n,NL>, {0,
suc, pred, =0, <)}> la estructura que representa a los numeros
naturales con el orden habitual y con la funcién =0 para representar
una funcién booleana que es cierta para n=0, siendo Tn la familfia de
dominios construida como el cierre para el producto estricto a partir
de NL y B.

La demostracién del lema anterior es una prueba de que N
satisface las férmulas (1) a (10) de la figura 1. Ademis para
cualquier In-estructura & = <I,D> que satisfaga estas férmulas existe
un isomorfismo h entre N y f. Vamos a comprobarlo.

Deﬂnllo: la funcidn h entre N y na'.I mediante:

hin) := suc ( (Iuc (0 ))... ) h(JN) =1
L n veces J e
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h es la identidad entre los booleanos. h es en efecto un
homomorfismo puesto que preserva las operaclones de N:

- h(0) = 0» por deflnicién de h.
- h(suc(n)) = luc»(. . (-ucn(on))..) por definicién de h y suc
L~ n+1 veces -
- -ucn(h(n)) por definicién de h.

- Probamos h(pred(n)) = prod»(h(n) para el caso . primero, y por
induccién en n para el resto.

h(pred(s,)) = h(r,) = 1 = pred’(i_ ) = pred (h(1,))

h(pred(0)) = h(LN) pues el predecesor de 0 no ests definido
=L, por definicién de h
= prea’(o?) pues & } (6)
= prodn(h(c)) por definicién de h.
h(pred(suc(n))) = h(n) propledades de pred y suc
= prea® (suc® (h(n))) pues & } (S)
= pred»(h(suc(n))) pues h preserva el sucesor.
D b))
- h(-O(LN)) =1, = es_cero (J.n“) = es_cero (h(.!."))
h(=0(0)) = tt por definicién de =0
= es_cero»(ob) ya que 8 } (3)
= ol_cmn(h(o)) por definiclén de h
h(=0(suc(n))) = ff si n = . por definicién de =0
= es_coro®(suc®(n(n))) s1 h(n) * 1, pues & } (4)

- e-_coro»(h(suc(n))) sinse 1y Pues h preserva el suc.

- Probamos n < m o= lenln(h(n).h(l)) utilizando induccién enn y m.

n<O0 o less?(h(n),0?) pues & | (8)
- lm»(h(n).h(o)) por definicién de h
0 < suc(n) e 1eu»(o”.mn(.. (uc?(0?). ) pues & | (9)
L n veces J
- u-”(h(c). h(n)) por definicién de h
Supongamos que N < m e leu»(h(n).h(-)). entonces:
suc(n) < suc(m) =e n < m propiedad del orden <
- le-l»(h(n).h(l]) por hipétesis de induccién
o~ less® (suc® (h(n)), suc® (h(m))) pues & } (10)

- len”(h(suc(n)).h(suc(l))) pues h preserva el sucesor.

Una vez probado que h es un homomorfismo, falta demostrar que h
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es biyectiva. Para comprobar que h es inyectiva, supongamos que h(n) =

h(m) y que n = n, entonces, m”(..m”(o”)..) - -uc”(..lucn(on)..).
ln veces J la veces J
si por ejemplo, n > m, por ser f un wmodelo de (1) obtenemos

-uc»(...mbwn)..) = 0” que es absurdo porque & k (2). Luego, n = m y
ln-m veces J
h es inyectiva.

La prueba de que h es sobre se basa en que puesto que fl satisface
la férmula (7) es posible probar que todo elemento de mtI\(Ln")
puede alcanzarse a partir de On por sucesivas aplicacliones de la
funcién Iuc». Sea 1d la funcién de n-tr' en mtx que denota
(uX: nat—nat. (Ax: nat. (1f (es_cero x) then 0 else (wuc (X (pred x))))))
Puesto que |» (7), para todo d € natx. se verifica id(d) = d que, de
acuerdo con el valor de id, significaqued = 1 , que d = OD. o que
d = -ucn (id (prod» (d))). Para los dos prllerosu:asos. se tiene h(LN)
=LY h(0) = OD: para el uGltimo caso, un tratamiento andlogo con

predD (d), nos persitiri asegurar que existe un n € N; tal que d = OD

od = lucn(... (mcn(on))...). Por tanto, para todo d e.nn'.x existe un
L n veces
n € N tal que h(n) = d, es decir, h es sobre.

El reciproco es trivial, pues claramente, toda ZIn-estructura
isomorfa a N satisface las férmulas (1) a (10). ®»

Si consideramos el conjunto ST formado por las férmulas (1) a
(10) de 1la figura 1 Jjunto con las férmulas que sirven para
caracterizar la suma y el producto (ver ejemplo §I-2.4.1), podriamos
extender la proposiclién anterlor diclendo que la aritmética estindar
de los nuimeros naturales es caracterizable en PLPR. Si representamos
por Me,* la estructura N aumentada con las operacliones suma y producto
y por Th(fls,*) el conjunto de férmulas que esta estructura satisface,
entonces, ¥ € Th(fle,*) &= ST } y.

Obsérvese que toda estructura que satisfaga las férmulas (1) a
(6) debe contener a la estructura de los numeros naturales, ahora
bien, los modelos no estindar se eliminan al tener que satisfacerse la
férmula (7) (que no es expresable en la l6gica de primer orden) ya que
esta férmula sélo puede satisfacerse para los naturales y el bottonm.
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Lema 2.1.4

Si s, s satisfactible entonces T es coherente.

Remostracion:

Sea 8 = <I,D> un modelo de e, Por construccién de L 8 tiene
que satisfacer las férmulas (1) a (10) luego, por la proposicién
anterior, existe un isomorfismo h entre 1 y &,

Definimos el recubrimiento F de P, F:N x N—T, a partir de <I, D>
y de h de la siguiente forma: )

Sean n, m € N, F(n,m) = di e Rumn(h(n).h(n)) = 4

Por hipétesis & } (11), esto nos asegura que si h(n) y h(m) son
distintas de e le»(h(n).h(l)) - dtn para algun di (0<i<m) de T.
Por tanto, como h(n) = 1, para todo n € N, F(n,m) € T, estd blen
definida y es total.

Para demostrar que F verifica la condicién a) de la definicién de

?

recubrimiento T-coherente, representamos por x la proyeccién i-ésima
de uns n-tupla y comprobamos que para todos n, m € N, :‘(F(n.l)) =
IZ(F(n‘l,l)) y IJ(F(II.I)) = l‘(F(n.l4l)). Por la definicién de F y
puesto que 8 } (12), probar la condicién anterlor equivale a comprobar
que para todos n y m € N, se verifica:

(1) RIGHT (h(n),h(n)) = LEFT® (h(suc(n)),h(m)) y
(11) UPP(h(n),h(n)) = DOVN®(n(n), h(suc(n))).

Por ser i un modelo de (13) se tiene que RIGm’”(h(n).h(l)) =
LEFT (suc”(h(n)), h(a)) y que UPP(h(n).h(n)) = DOWN®(h(n), suc® (h(n})).
De estas dos ultimas lgualdades, al ser h un homomorfismo, se deduce
(1) y (11).

Para comprobar que F cumple la condicién b) de la definicién de
recubrimiento T-coherente hay que probar que F(O,m) = do para
infinitos m € N. Esto es clierto porque por ser § un modelo de la
férmula (14) sabemos que para todo n € N existe un m € N tal que se
cumple lon»(h(n).h(-)) y RLUD»(h(O).h(-)) = do». Las propiedades de h
y la definicién de F nos conduce a 1o que querfamos probar. s

Proposicién 2.1.5

El problema de satisfactibilidad en PLPR es 2:-duro.
Demostracién:

Los lemas 2.1.2 y 2.1.4 nos aseguran que el problema del domind
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definido es m-reducible al problema de satisfactibilidad en PLPR.
Entonces, puesto que el problema de dominé planteado es Z:-co-pleto
(Cfr. (Har-84]), la proposicién queda demostrada. =

2.2 n:-cuuu:nm

Una vez demostrado que la satisfactibilidad en PLPR es un
probless t:-duro. o lo que es 1o mismo, la vallidez en PLFR es H:—duro.
para probar que este Gltimo problema es n:-co-pleto. basta con probar
que pertenece a la clase ll’: de la Jerarquia aritmética. Para demostrar
esta pertenencia probamos el teorema de Liwenheim-Skolem para PLPR y
utilizamos el hecho de que la relacién de satisfactibilidad para una
asignacién es equivalente a la satisfactibilidad en la 1légica de
predicados, lo que peralte representar esta relacién de manera
aritmética.

Teorema 2.2.1 (LBwenheim-Skolem)

Sea & € L(T) un conjunto satisfactible, entonces existe un modelo
que satisface a & cuyo dominio es numerable.

Demostracién:

Reconstruyendo la demostracién de la completitud del método de
los tableaux, podemos asegurar que sl & es satisfactible y 3. es su
tableau canénico, !. tiene al menos una rama ablerta que por
definiclén es tal que la unidén H de los conjuntos que etiquetan sus
nodos es un conjunto de Hintikka y H}E(O) € H. En la demostracién de la
satisfactibilidad de los conjuntos de Hintlkka se construye un modelo,
34, cuyo dominio, DATI'. consiste en clases de equivalencia {t:v] con
t:v recorriendo los términos monomérficos. De la numerabilidad de
MTa(Z) podemos deducir que el modelo construido tiene un dominio
numerable. Podemos afirmar entonces, que todo conjunto de Hintikka
tiene un wmodelo numerable. En concreto, la Iinterpretacién que
satisface H, con dominio numerable, también sersa un modelo de H}.Z(O), y
por las caracteristicas de In, tamblén lo sers de ¢. s

Teorema 2.2.2
El problema de satisfactibilidad en PLPR es t:-colpleto y por
tanto, el problema de validez de las férmulas en PLPR es H:-conpleto.
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Demostracién:

El teorema de Liwenheim-Skolem para PLPR nos asegura que si ¢ es
satisfactible tiene una estructura numserable, que como tal podri
codificarse mediante una funcién total f sobre los numeros naturales.
Por otro lado, por ser L(X) numerable, cada férmula ¢ puede
identificarse con un nimero natural n, finalsente puesto que en cada
férmula hay como mucho un nimero finito de variables de tipo, el
conjunto de asignaciones correspondientes a las variables de tipo de
un féraula es numerable, y por tanto, cada asignacién de este conjunto
puede codificarse por medio de un nimero natural =. Ademis, por ser
los conectivos de PLPR los de la légica de predicados, de la aisma
forma que existe una relacién aritmética que expresa el concepto de
satisfactibilidad para la légica de primer orden, podemos decir que el
problesa de validez de una férmula ¢ € L(I) puede escribirse en
térainos de una relacién aritmética ternaria R de la sigulente forms:
Vf V m R(f,m,n) que, dado que el problema de validez en PLPR es
ll:-duro. nos lleva a concluir el teorema. @

Una consecuencia inmediata de este teorema es la no existencia de
cdlculos completos finitarios para PLPR que de existir proporcionarian
un algoritmo computable para el problema de validez de una férmula.
Igualmente puede afirmarse que PLPR no puede verificar teoremas de
compacidad. Estos hechos no restan potencia a PLPR en comparacién a
otras l6gicas destinadas a ser la base de un sistema de deduccién
automitico como PPA o CCT. En realidad todas las légicas que permiten
razonar acerca de funclones computables suelen contener la teorfa
ariteética y por tanto ser incompletas como es el caso de LCF, NuPRL,
etc.
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3. INDUCCION DE PUNTO FIJO PARA PLFR

Hasta ahora hemos conseguido un sistema de deduccién natural que
como tal sers adecuado para simular razonamientos humanos, pero que
por ser infinitario, s6lo puede automatizarse parcialmente. Eliminando
las reglas infinitarias de PREC e introduciendo en su lugar un axioma
de punto fijo y una regla de induccién para las férmulas continuas,
conseguimos un célculo que llamaremos PIT que, como muestran los
ejemplos, es capaz de deducir f{érmulas no triviales; en concreto
utilizando el axioma de punto fljo puede derivarse una regla de
induccién para los naturales.

3.1 FORMULAS CONTINUAS

La regla de inducclén de punto fijo que vamos a introducir esta
definida sobre un subconjunto de nuestro lenguaje. Al igual que en
[Bak-80] la regla de punto fijo de Scott se define para la clase de
las férmulas correctas, o en [Man-74] la induccién paso a paso se
define para las férmulas admisibles, o en [Pau-87] la regla de
induccién estructural se define para las férmulas que son cadena
completa; en PLPR la regla de induccién de punto fijo viene dada para
el conjunto de férmulas continuas que definimos a continuacién.

Definicién 3.1.1
Una férmula ¢ es continua con respecto a una variable funcional
Y: T1—9t2 que aparece libre en ¢, si se verifica:
{p [ (pX: Ti—r72. M) ' /Y: T19v2] | 1< W)} @l (uX: Ta—s12. M)/Y: il
Esta definicién puede extenderse para un nimero finito de

variables funcionales: ¢ es continua con respecto a las varlables

funcionales Y::r:—n;. . L8 1:—)1::. que aparecen libres en ¢ sl se
verifica:
R 3 1 1 ) n 1 = ) 1 LB o
(9[(4.4.)(1.':1—)1:3. Mi), .., (pXa: ‘tl—-)tz.Mn) /Y1: O, Yn: 11-412] |1<w}
P SR | A . n R S | ..n ..n
kol (uXa.tl—nz. M1),.., (uXn: ‘l."—b‘tz.Hn)/Yi.tl—)Tz. .. .Yn.‘t‘—-ble . o

Definiremos la regla de induccién sobre el conjunto de férmulas
continuas y comprobaremos al introducir esta regla al cilculo RRE,

éste se mantiene correcto. La correccién de la regla de induccién se
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basa en la definicién de férmula continua. Sin embargo, desde el punto
de vista computacional se nos plantea un nuevo problema, porque no
existe una caracterizacién sintactica de las féraulas continuas. Es
sds, com0o vamos a ver a continuacién, existe al menos una signatura T
para la que el conjunto de las I-férmulas continuas es 22-duro.

Consideremos 1a signatura Iw de la proposicién 2.1.3 vy

simplifiquemos la sintaxis del In-término (suc (... (suc 0)...)) por n.
L n veces J

Definimos la Zw-férmula x como la conjuncién de las siguientes
férmulas:

Vx:nat Vy:nat((suc x) = (suc y) — x = y)

Vx:nat ~(suc x) = 0

(es_ceros €) = true

Vx:nat(~x € i1:nat —(es_cero (suc x)) = false)

¥x:nat(pred (suc x)) = x

(pred 0) = i:nat

Vx:nat ~(less (x,0))

vx:nat (less (0, (suc x)))

Vx:nat Vy:nat ((less ((suc x),(suc y))) « (less (x,y)))

Por otro lado, definimos R como la menor clase de In-expresiones

funcionales que verifica:

1)  (Axi:pat...xx:nat.n) € R (1sk, Osn) (Funciones constantes)
11) (Ax:nat.(suc x)) € R (Sucesor)
111) (Da:nat...xx:nat.x1) € R (1sisk) (Proyeccién)
iv) Si1 M:natx...xnat—nat € R y Mi:patx...xnat—nat € R 1sisk
—x L m—!
entonces (Axi:nat...xs:nat.(M ((M1 (x1,...,xa}),...,(Mx (x1,..,xa)))))
pertenece a R (1sk,m) (Sustitucién)
v) Si Mi:natx...xnat—nat € R, M2:natx...xnat—nat € R entonces:
L key k-1
(uX: natx. .xnat—nat. (Axi:nat. . xx:nat. (1f (es_cero x1)
Lk then (M2 (x2,..,xx))
else (M1 ((pred x1),(X (x1,..,xx)),x2,...,xx)))))
pertenece a R (Recursién)
vi) Si M:natx...xnat—nat € R y Mo:natx...xnat—nat es la expresién:
kel L kxe1 J

{(Ayo:nat...yx:nat. (1f (es_cero (M (yo,...,yx))) then yx
else (X (yo,...,yx-1, (suc yx))))),

entonces (Axi:nat...xx:nat. ((uX:natx...xnat—nat.Mo) (x1,...,xx,0)))
kel

pertenece a R (Minimizacién)
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Sea fl = <I,D> una Iw-estructura que satisface y entonces, podemos
asegurar que por contruccién de x, existe un subconjunto S de natx €
TI tal que N es isomorfo a <S,D>.

Sea X la clase de las funclones recursivas parclales de N en N
(1sk) que sabemos es recursivamente enumerble. Un algoritmo andlogo al
utilizado para enumerar las funciones de X sirve para enumerar R. Por
ello y por la semintica de las expresiones funcionales, si b: (‘n si
k=1) es la funcién recursiva de aridad k y de indice n, y si h es el
isomorfismo entre 31 y <S,D>, podemos afirmar que para n y cada k

podemos encontrar de forma efectiva una expresién funcional de aridad

k que llamaremos H‘: natx...xnat—nat y que verifica
L P |
![rl‘::nah. ..xnat—nat](h((n1),... ., h(nx)) = 0:(m, ...,nx) para toda
g
k-tupla <ni1,...,nx> € N

La férmula x y la notacién M":natx...xnat—nat para las
L T T |
expresiones de R (eliminamos el superindice cuando k=1) se utiliza en

la demostracién de la sigulente proposicién.

Teorema 3.1.3

El conjunto de férmulas continuas es tz-duro.

Demostracién :

La demostracién consite en reducir un conjunto zz-conpleto al
conjunto de férmulas continuas. Utilizamos para ello el conjunto
22-c0lpleto FIN = {n | el dominio de ¢n es finito}, [Rog-67). Para
cada n definimos una férmula ¢" y probamos que n € FIN = ¢" es
contlnua.

Sea n € N, definimos 9' como z-—)z' donde y ha sido definida con
anterioridad y x" es 3x:nat Vy:nat ((less (x,y))—»(Hn (ID y)) = 1:nat)
siendo ID:nat—nat una simplificacién de 1la expresién funcional
(uX: nat—nat. (Ax: nat. (1f (es_cero x) then 0 else (suc (X (pred x))))))

Al resultado de sustituir la p-expresién ID:nat—nat en ' por la
1-ésima aproximacién sintéctica (ID:nat—)nat)'. es decir, a la férmula
Ix:nat Vy:nat ((less (x.y))—»(l‘l.l (o' y)) = i:nat) la llamamos z“'.

Veamos que n € FIN oo z—ox‘ continua.

%) Sea n € FINy 8 = <I,D> un modelo de y. Por construccién, x
admite modelos no estandar, pero sabemos que existe un isomorfismo h
entre N y <S,D> siendo S € natI. Por la definicién de FIN y las
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propiedades de )l.:mt—unt. I[H_:mt—n-t](h(l)) =1, Para infinitos
a € N Es facil comprobar que por ser i un modelo de 2,
S[ID:nat—nat] (h(m)) = h(a) para cualquier m € N. Por tanto, sl n €
FIN tendremos que ![H.:mt—unt](l[lbznlt-mt] (h(m))) = 1 para un
nimero infinito de elementos h(am) € S. Deducimos por ello, que existe
I si len»(u.v) entonces
![M-:nnt—m'.] (S[1D: nat—nat] (v)) = L, Y por tanto, & b x® con lo
que } x— z‘. Por otro lado, para cualquier n ¢ N, si & |~ x entonces,
B[M :nat—nat] (S[(ID:nat—nat)'](h(a)) = 1 para tode w1,
entonces, siguiendo un razonamiento anslogo al utilizado antes para
x", probamosque & }z-)x"' para todo i<w, que nos permite concluir que
¢" es continua.

unu(mtxtalquopautodovcmt

«) Lo probamos por reduccién al absurdo. Sea n ¢ FIN, claramente
la estructura N satisface x. El isomorfismo h de la impiicacién
anterior sers en este caso la identidad, y como antes, M } x implica
ﬂ[K‘:nat—-mat] (ﬂ[(lb:mt—mt)l](l) = 1, Para todo w>i, de donde
deducimos T |» z—)z“ para todo i<w. Ahora bien, por definicién de
M :nat—mnat y de FIN, ﬂ[Hn:mt—mt](l) = 1 s6lo para un nimero
finito de elementos m € N, pero ﬂ[ID: n:t—-)nnt](-) = m para todo m € N
y por tanto, % no es un modelo de x". Concluimos que si n ¢ FIN,
existe una estructura M, que para todo 1<w satisface z—-)x'", pero N no
es un modelo de x—x". es decir, ¢ no es continua.

Queda probado que FIN es m-reducible al conjunto de Iw-féraulas
continuas que por lo tanto es 2z-duro. [ ]

La continuldad de las férmulas es un concepto semdntico que como
hemos visto no tiene una caracterizacién sintéctica. Sin embargo, un
gran nimero de expresiones sintécticas puede reconocerse de una manera
automitica como férmulas continuas.

Proposicién 3.1.4
a) Las sigulentes féraulas son continuas con respecto a una
variable Y:Ti1—72 que aparece libre en ellas:
ti:t € tarv
At:T S LT ALiTS tiY)
ati:t € t2:t 81 Y:t1—72 no aparece libre en ti:r
-(p t:7)
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b) Si ¢ y ¢ son continuas con respecto a Y:ti—7t2 entonces las
sigulentes féraulas son también continuas:
(p A V)
(¢ vy sl 9 y ¥ son adends monomérficas
¥x:t ¢
Tt e
c) S1 ~p es continua con respecto a Y:ti—Tt2 y monomérfica,
entonces las sigulentes férmulas son también continuas:
“x:v @
ada:v e
d) S1 ¢ es continua con respecto a Y:Ti—712, entonces,
p[M: T1—T2/Y: T1—72] es continua con respecto a todas las variables
funcionales libres en M:ti—7t2 de tipo ti—Ta.
La demostracién de esta proposicién se basa en la semintica de
las féraulas y en la equivalencia entre las aproximaciones sintacticas
y seadnticas. »

3.2 AXIOMA Y REGLA DE INDUCCION DE PUNTO FIJO

Definicién 3.2.1

Se define el célculo PIC mediante el sistema de reglas de
derivacién de PRE excluyendo las reglas para las aproximaciones de
punto fijo y afiadiendo las sigulientes reglas:

Regla de induccién de punto f{jo
[ plX:t1o7T2/Y: T1—T2] ]
elL:rioT/Y: ri—ve] .

oIM: Ti—T2/Y: Ti—t2]
(IND)

o (uX: T1—12. M)/Y: T1—972)

siendo ¢ continua con respecto a Y:ti—v2, X:T1—9T12 no aparece libre
en ¢ ni en las hipétesis no canceladas de las derivaclones de las
premisas, X:vti—t2 € Lib(M:t1—72) y M:T1—72 no contiene definiciones
recursivas.

Axjoma de punto f{jo

(FIX)
((uX: T1—12.M) t:71) = (M[(uX: T1—72. M)/X: T1—12) t:11) -]
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Conviene sefialar que la regla de induccién puede extenderse de
manera natural a una regla de induccién simultinea para féraulas que

sean continuas con respecto a varias variables de funcién.

Teorema 3.2.2

EL cdlculo PIC es correcto.

Demogtracion:

Vamos a probar:
(1) b ((X:ta—ra M) t:t1) = (M: Ta—ral (uX: 11912, M)/X: T1912) t:T1)
(11) Supuesta la siguiente hipétesis de induccién:

Para todo conjunto 'o que contenga las hipétesis de Do .
plu/Y: T19t2])

se verifica lo | eli:T1—9T2/Y:7v1i—72] y para todo conjunto I' que
contenga las hipétesis de la derivacién glX:T1—9T2/Y:T1—97T2) Se
D
o M: T1—oT2/Y: T1—712])
verifica I' ]v o [M: 1—9T2/Y: T1—9T2).
Entonces, sl & es un conjunto que contiene las hipétesis de la

[p(X: T1—12/Y: T1—m2] ]
derivacién Do D y en el que no aparece
eli/Y:t1912) pIM: T1—T2/Y: T1—12)
o[ (X: 1112 . M) /Y: T1—9712]

libre la variable X:T1—t2, entonces & | ol (uX: Ti—t2. M}/Y: 112},
Una vez probados (i) y (11i), utilizando la demostracién de la
correccién de PRE podemos concluir que PIC es correcto.
Demostracién de (1):
Para cualquier interpretacién 3=<I,9,€> y 1 € ATpx se tiene:
3[((X: 11>t2.M) t:t1)] » = fix T(3,X: ri—v2,M,0) (3[t: 1))
= T(3,X:T1—72, M, ) (fix T(3,X: 11—z, M, %)) (3[t:ma]n)
por la definicién de punto fijo
= 3{fix T(3,X: 112, K, 0)/X: i—r2} [M: ma—v2]n (3[t:1]m)
por la definicién del operador T
= 3[M: vioTaf (uX: ri—r2. M)/ X: 112l ] (St:va]w)
por el lema de sustitucién y la semintica del p-operador
= 3[(M: va—r2[ (X: Ti—rr2. M)/X: T1—12] t:T1)]n.
Demostracién de (11):
Partimos de las hipdtesis de induccién enuncladas en (11) y
consideramos un conjunto & que contiene las hipétesis no canceladas de
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[plX: vT1—t2/Y: T1—>72) )
la derivacién Do D y en el que X:ti—12
pli/Y:T1912) @M T1—oTV/Y: T1—T2])
o[ ((X: 11912 M)/ Y: T1972]

no aparece libre. Sea J una interpretacién tal que 3 }v 9. Vamos a
probar que para todo i<w se verifica 3 } Ql(ux:n-nz.u)‘/Y:u-»rzl. Lo
probamos por induccién en i.

Para 1=0, tenemos que por construccién ¢ contiene las hipédtesis de

Do entonces, por induccién, 3 | eli:tista/Y:itiaval y como
plL/Y: t1axal

(uX: T1912.M)% = 1:71972, tenemos 3 } ol (uX: T1912. M)%/Y: T1at2).

Paso de induccién: Supongamos 3 } ol (uX: v1sv2. M) ' /Y: Taatal para un
1<w que es lo mismo que J } 9[X:ﬂ-wz/Y:n-rrzll(uX:n-»n.H)'/X:'n-rrz]
pues X: T1—T2 no aparece libre en ®. Entonces,
3(3[(uX:n-)tz.H)‘]/X:rwrz) b oelX:tisr2/Y:t19t2] por el lema de
sustitucién. Utilizando el lema de coincidencla, puesto que 3 ]- ey
X:T19T2 no aparece libre en @, 3(3[(;1.)(:n-)tz.H)']/X:n-m) oo
Simplificamos la escritura de 3(3[(40(:n-nz.H)’]/X:n-)tz) por 3.
Tenemos J3' } e{X:t1at2/Y:tiat2] y 3' |} & luego, por hipbtesis de
induccién, como ¢ u {¢[X:T13T2/Y:T1972])} contiene las hipétesis de
plX:ti—ot2/Y:T1—ov2], 3' } elM:tiat2/¥:iTiat2] lo cual implica que
p{M: ﬂ—rsz/Y: T1—72)

Iy [H:n-nz]/Y:ﬂ-)rz) } o por el lema de sustitucién. La definicién
de las aproximaclones sinticticas y el lema de sustitucién nos
aseguran la igualdad 3’ [M:tiarz] = 3[(ux:n-rtz.)4)“1] ya que M:T1512
no contiene definiciones recursivas y por tanto, M:11012)'*? =
M: T19t2. Tenemos entonces, 3'(3[(uX:n-)rz.M)l"]/Y:n-)tz) b e, y por
el lema de coincidencia, 3(3[(ux:t1->tz.H)"l]/Y:u—)tz) f ¢ de donde,
por el lema de sustitucién 3 } ¢[(uX:ﬂ-nz.H)lﬂ/Y:u-)tz] como
querfamos probar.

Por ser g continua y verificarse 3 oL (uX: T1072. M) /Y: T1912]
para todo i<w deducimos que 3 } o[ (uX:t1972.M)/Y:71972) con lo que
llegamos a la conclusién de que & } ol (uX:T1972.M)/Y:T1972). »

Corolario 3.2.3

La regla de induccién sigue siendo correcta si se enuncia de la
sigulente forma:
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pli: it/ Y: Ti—vz] o[X: t1—T2/Y: v1—r2 ] —p [M: T1T/Y: T19T2])
(IND*)

ol (uX: T1—712. M) /Y: 1—v2)

Esta forma ds la regla de induccién serd la utilizada en la
implementacidén del sistema de deduccién automética basado en PLPR que
se presenta en el capftulo IV.

El célculo P3¢ que acabamos de construir aunque, de acuerdo con
las propliedades de PLPR que estudiamos en la seccién anterior, no
puede ser completo, resulta sin embargo mis manejable a un usuario y
tiene buenas propliedades de automatizacién.

Como veremos en los sigulentes ejemplos utilizando la induccién
de PIC, se puede deducir la validez férmulas de una cierta complejidad
que presentan definiclones recursivas. PS¢ permite tamblén derivar una
regla de induccién sobre los naturales que asegura la completitud del
célculo para estructuras aritaéticas.

Ejemplo 3.2.4 ({Man 74], ([Pau 87])

Sea It una signatura de tipos cualquliera y Ld4={{:p—bool,g: p—p}.
como siempre I = <It, I4>. Sea H:p—p la ZI-expresién funcional
(uX: p—p. (Ax: p. (1f (f x):bool then x else (X (X (g x):p):p):p):p)). Se
trata de probar que la férmula Vy:p (H (H y):p):p = (H y):p es valida
en PLPR utilizando PI8. La continuidad de Vy:p (H (X yl:p) = (X y):p
nos permite utilizar la regla de inducclién de punto fijo. Consideremos
las derivaciones Do y D sigulentes:

- Sea co una constante auxiliar de tipo ct siendo ¢t una constante de
tipo auxiliar. Do consiste en la derivacién del caso bisico y es el
siguiente &rbol

(DEF) (REF)
(4 co:ct):ct = 2 (H (1 co:ct))=(H (1 co:ct))
(SUB) STR
(H (4 co:ct))=(H 1:ct) (K 1:ct) = 2:ct
(DEF) (H (1 coset))=s:ct (=TRAN)

(1 co:ct):et = s:ct

(=SIM)
L:ct = (2 co:ct):ct
(=TRAN)

(R (1 co:ct)) = (4 co:ct)

(v1)
Vy:ct (H (2 y)):ct = (1 y):ct
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- La derivacién D representa el paso de induccién. Supuesta clerta la
férmula Vy:ct (H (X y):ct):ct = (X y):ct se trata de probar la férmula
Vy:ct (H (M y):ct):ct = (M y):ct donde M simplifica la expresién
funcional (Ax:ct.(if (f x) then x else (X (X (g x))))). Consideramos
las siguientes simplificaciones en la notacién:

.to:ct es el i—tbr-lno (1f (f co:ct) then co:ct else (X (X (g co:ct))))
.t:ct es 1gual a (if (f x:ct) then x:ct else (H (H (g x:ct))))
Construimos los siguientes sub&rboles de la derivacién D.

- Di1.1 es el &rbol (f co:ct) = 1:bool

—_— 1If)
to:ct = 1:ct

- D1 consite en la derivacién siguiente.

D1 (=REF)
(H to:ct) = (H to:ct)

(SUB) (STR)
(H to:ct) = (H 1:ct) (H s:ct) = 1:ct

(=TRAN)
D11 (H to:ct) = 1:ct -
(=SIM)
1:ct = to:ct

(=TRAN)
(H to:ct) = to:ct

- D2.1, D2.2 y D2.3 son los subidrboles sigulentes:

(f co:ct) = true
D2.1: ——————— (TIf)
to:ct = co:ct

D2.2: (F1X)
(B co:ct)=((Ax:ct.t:ct) co:ct)

{~co:ct € 4:7] (f co:ct) = true
Da.3: (ABS) ———————— (TIf)

((Ax:et. tct) co:ct)-t[”‘“] t[c"‘“] = co:ct

x:ct x:ct

(=TRAN)
((Ax:ct.t:ct) co:ct) = co:ct

A partir de ahora, puesto que todos los términos son de tipo ct,
eliminaremos la notacién de los tipos.

- D2 es la siguiente derivacién.
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D2y —————— - (=REF)

(H to) = (H to) D2.2 Dz.3
(SUB) ————————— (=TRAN)
(H to) = (H co) (H co) = co Dz2.1
(=TRAN) (=SIM)
(H to) = co co = to
(=TRAN)
(H to:ct) = to:ct
- D3.1 y D3.2 consisten en los subirboles:
(f co:ct) = false
Da.1: (FIf)
to = (X (X (g co}))
Vy:ct (H (Xy)) = (Xy)
D3.2: (VE)
(H (X (X (g c0)))) = (X (X (g c0)))
- D3 queda constituioda por:
~———————— (~REF)
(H to) = (H to) D3.1
(SUB)
(H to)=(H (X (X (g c0)))) Da.2 D3.1
(=TRAN) ———————(=SIM)
(H to) = (X (X (g co0))) (X (X (g co)))=to
=TRAN

(H to:ct) = to:ct

Las derivaciones Di, D2 y D3 pueden ser alargadas de manera que
para cada D1 tenemos la derivacién

[~co:ct € 1:ct)
—————————— (ABS)

(M co) = to:ct
————— (=SIM)
to:ct = (M co) D1

(suB)
(H (M co)) = (M co0)

Sabemos entonces que supuesto Vy:ct (H (X y)) = (X y), si
2o € l:ct, existe una derivacién de (H (M co)) = (M co) tanto en el
caso de que (f co) = 1, como si1 (f co) = true, como si (f co) = false.
S o0 € 1i:ct, utlizando las las reglas (BOT) y (STR), también
derivamos (H (M co)) = (M co). De las reglas (Exc) y (VE) acabarfamos
deduciendo que las derivaciones Di, 1=1,2,3, son validas para un co

cualquiera. Todo esto nos lleva a la construcclon de la derivacién D:
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(Bool)
(f co)=1:boolv(f co)=truev(f co)=false {vy:ct (H (X y)) = (X y)}

((f co)ma] [((f co)strue] [(f co)ffalse]

(H (M co))=(M co) (H (M co))=(M co) (H (M co))=(M co)
(VE)

(H (M co)) = (M co0)
(v1)

Vy:ct (H (My)) = (My)
Conclulmos la prueba con el &rbol sigulente:

Do D
(IND)

Vy:ct (H (H y):ct):ct = (H y):ct
(TSI)

Vy:p (H (H y):pl:p = (H y)p

Ejeaplo 3.2.5 (Una derivacién de la regla de induccién en N)

Consideramos la signatura Ix empleada otras veces para
caracterizar los numeros naturales. ID:nat—nat una simplificacién de
(uX: nat—nat. (Ax: nat. (1f (es_cero x) then 0 else (suc (X (pred x))))))
Utilizando solo la regla (FIX) y las reglas propias de un cdlculo de
primer orden correspondientes a P$¢ vamos demostrar que existe una
derivacién de la regla de inducclén para los naturales que enunclamos
de la siguiente forma:

[ plc:nat/x:nat) 1}

vx:nat (ID x) =x ¢[0:nat/x: nat} el(suc c:nat)/x:nat)

Vx:nat (~x € i:nat — ¢)

Siendo c:nat una constante que no aparece en ¢ ni en las hipétesis no
canceladas de la derivacién de glc:nat/x:nat]. Al introducir la
férmula Vx:nat (ID x) = x en las premisas, se obliga a que los modelos
que la satisfagan sean isomorfos al estidndar de los numeros naturales.

Sea co una constante auxiliar de tipo nat, para simplificar la
notacién, no escribiremos su tipo en la derivacién. También
simplificamos (if (es_cero x:nat) then O else (suc (ID (pred x:nat))))
por t:nat. Descomponemos la derivacién en una serie de subirboles,

como sigue:
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[~co € 1]
-1 (FIX) (ABS)
(ID co)=((Ax:nat.t:nat)co) ((Ax:nat. t:nat)co)=t:nat{co/x])
(=TRAN)

(ID c0) = t:nat[co:nat/x:nat)

v¥x:nat (ID x):nat = x
-D2 (VE)
(ID co0) = co

—_—— (=SIM)
co = (ID co)

{(es_cero co) = i:bool]

-Da (111)
t:nat{co:nat/x:nat)=1:nat D1
(=TRAN)
(ID co) = i:nat D2
(=TRAN)

co = L:nat

————— (AE)

co € i:nat [~co € 1:nat]

(Al)

aco € 1:nat A co £ 1i:nat

(1)
~(es_cero co) = 1:bool

-De

(Bool)
(es_cero co)=1:bool v (es_cero co)=true v (es_cero co)=false D3

(es_cero co)=true v (es_cero co)=false (MP")

[(es_cero co)=true)

-Ds (TIf)
t:natlco:nat/x:nat)=0 Dr
(=TRAN)
(ID co) = 0 D2
(=TRAN)
co=0
(vl)
co=0 v 3y:nat co=(suc y)
[(es_cero co)=false}
-Deé (FIf)
t:nat[co:nat/x:nat)=(suc (ID (pred co))) D1
(=TRAN)
(ID co) = (suc (ID (pred co))) D2
(=TRAN)
co = (suc (ID (pred co)))
(31)
Jy:nat co=(suc y)
(vl)

co=0 v 3y:nat co=(suc y)
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-D7 Sea c una constante auxiliar de tipo nat

{ plc:nat/x:nat) )
{co=(suc ¢)) : premisa
(=STH) ——— ¢l(suc c):nat/x:nat]

(suc c) = co

(SuB)

plco:nat/x: nat] [3y:nat co=(suc y)]
(3E)

gplco:nat/x: nat}

Por fin, con el siguiente &rbol terminamos la prueba.

Ds Ds De {co = 0] 9[0:nat/x:nat]
(VE) (SUB)
co=0 v 3y:nat co=(suc y) ¢lco:nat/x:nat]) D7

(VE)
plco:nat/x: nat)

(FTh)
~coSi: nat—el(co:nat/x: nat}

(vI)
Vx:nat (~xSi:nat — ¢}

Por medio de la regla que acabamos de derivar, podremos demostrar
propiedades de los numeros -naturales que no pueden probarse en la
l6gica de primer orden. Es posible demostrar, por ejemplo, que el
factorlal de un nimero es una funcién total. Esta afirmacién se
expresa mediante la férmula ¥x:nat (-x € 1:nat — -(fact x) € i:nat),
donde fact:nat—nat representa la expresién funcional sigulente:
(puX:natonat. (Ax: nat. (1f (es_cero x) then x else (* (x, (X(pred x)))))))
Si1 consideramos las férmulas que caracterizan la aritmética estindar
(ver §I-2.4), se puede probar -~(fact 0) § i1:nat y se puede derivar la
férmula ~(fact (suc c:nat)) € 1:nat a partir de ~(fact c:nat) € i:nat
para un c:nat auxiliar. Aplicando la regla de induccién para los
naturales que acabamos de introducir en este ejemplo, llegamos al
resultado esperado.
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CAPITULO IV

MIZ-PR: UN SISTEMA DE DEMOSTRACION AUTOMATICA BASADO EN PLPR



En la consecucién de una demostracién dentro del émbito de la ATP
pueden distinguirse dos maneras de operar: bisquedas completamente
automiticas y busquedas de la demostracién con interaccién del usuario
con la mfquina. En este capftulo presentamos un sistema de deduccién
automitica basado en la légica PLPR, llamado MIZ-PR, en el que se
pueden combinar las técnicas de comprobacién automdtica de
demostraciones con la interaccién hombre-miquina. Estudiaremos cémo se
mecanizan las demostraciones de 1la 1égica y cuiles son las
caracteristicas de MIZ-PR.

Para analizar nuestro sistema, es importante sefialar que en ATP
suelen adoptarse dos puntos de vista bien diferencliados: el de 1la
légica como algo estético que fundamenta la construccién del sistema y
el motivado por la orientacién humana, es decir, por la simulacién de
las técnicas humanas usadas para resolver problemas; desde este
segundo punto de vista, los tratamientos especificos del sistema se
van mostrando conforme se progresa en su construccién.

Concentrindose en el punto de vista légico, se han desarrollado
distintos métodos que permiten comprobar automiticamente la validez de
un teorema, entre los mds conocldos estin la resolucién con todas sus
distintas variantes (Unit preference, Set-of-suport, Hyperresolution,
Model elimination, SL-resolution, Connection graph, etc.) [Sti1-87], y
el método de los tableaux con sus diferentes extensiones. Sistemas
disefiados para implementar métodos 16gicos son por ejemplo AURA
[WL-81] y SETHEO {Bib-90). El Computational Logic Theorem Prover de
Boyer y Moore [BM--88] tiene un carécter intermedio entre el aspecto
puramente légico y la orientacién humana. Otros sistemas, tales como
AUTHOMAT [Bru-80] y la familia de los sistemas LCF [Pau-87}, [Con-86],
[Gor-89], presentan mayor preocupacién por el aspecto humano, tratando
de conseguir una construccién interactiva de un &rbol de demostraclén
aplicando unas estrategias de demostracién basadas en una légica
concreta.

Desde el enfoque de orientacién humana podemos considerar
diferentes aspectos. Entre ellos son dignos de mencién: el manejo de
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una base de datos; la exlistencia de reglas de reescritura y de
simplificaciones algebrdicas; el wuso de sistemas de inferencia
naturales; el control de la direccién de busqueda; la existencia de
tipos y su construccién; la utilizacién de procedimientos que integren
el control de la bisqueda con la inferencia; los medios para la
interaccién hombre-miquina, como puede ser la existencia de un
lengua je claro con el que el usuario se comunique con el demostrador;
la posibilidad de utilizar ticticas, ejemplos y contraejemplos; o
incluso la capacidad de servirse de patrones usando razonamientos
similares a otros y de "aprender” de teoremas ya demostrados.

El enfoque l6gico de nuestro sistema ha sido planteado y tratado
en los capitulos anteriores, en ellos hemos definido la 1légica PLPR
que sirve de soporte en el disefio de MIZ-PR y hemos presentado
diversos cdlculos que permiten mecanizar demostraclones. Algunos
aspectos de esta légica soporte, tales como la construccién de tipos
polimérficos, la induccién y el sistema de inferencla natural se han
introducido con el fin de conseguir un sistema que incorpore algunos
aspectos claves en ATP desde el punto de vista del enfoque humano.
Otras caracter{sticas propias de este enfoque se 1rin poniendo de
manifiesto a medida que se vaya conociendo el sistema; es de destacar

la naturalidad del lenguaje en el que se escriben las demostraciones.

En la primera seccién de este capftulo se da una visién general
de MIZ-PR estudiando cémo se mecanizan las demostraciones, qué
estructura tiene éstas y qué tareas se ejecutan para mantener el
control y verificar las demostraciones. Nuestro slistema heredari las
cualidades de la légica PLPR sobre la que estid construido y clertas
reglas de los cdlculos para ella definidos, en particular dispone de
l1a induccién de punto fijo.

A continuaclién, utilizando una gramitica en forma de Backus_Naur,
se formaliza la sintaxis del lenguaje con el que se definen teor{as,
se escriben demostraciones y se solicitan facilidades, y se presentan
ejemplos que dan una visién de la utilidad y el manejo de MIZ-PR.

El capftulo termina destacando algunos aspectos del programa
Prolog que lleva a cabo el control de las demostraciones. El uso de
este lenguaje de programacién légica permite considerar al mismo
programa como su propla especificacién semdntica.
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1.  UNA INTRUDUCCION AL SISTEMA

La organizacién de MIZ-PR y la forma en que se escriben las
demostraciones tlene su origen en la familia Mizar, [TB--85],
[PR--88]; de ah{ las tres primeras letras de su nombre (MIZ). La razén
de que en el disefio de nuestro sistema nos hayamos inspirado en la
familia Mizar radica en la naturalidad del lenguaje con que se
escriben textos en estos sistemas que permite construir demostraciones
propias de la légica de primer orden de una manera muy préxima a la
manera de razonar de los matemsticos.

Los primeros trabajos que se hicleron partiendo de esta familia
de sistemas consistieron en una implementacién en Prolog de MIZAR-MSE
con esquemas y con un comprobador de demostraciones basado en el
método de los tableaux. El producto resultante se 1lamé MIZAR/LOG
[Nie-88], [Nie-89] y ha servido como punto de partida en el disefio e
implementacién del sistema actual.

MIZ-PR ha heredado 1la naturalidad del 1lenguaje Mlzar, pero
ademds, ha incorporado nuevas ventajas tanto desde el punto de vista
l6gico como humano. Las principales innovaciones a nivel de la légica
soporte presentes en MIZ-PR son el polimorfismo y la recursién, de ahi
las dos ultimas letras de su nombre (PR). Desde el punto de vista
humano, las funciones recursivas basadas en el u-operador se
especifican en MIZ-PR de la manera habitual en que se especifican
programas recursivos [LS--84]. Otras ventajas propias de nuestro
sistema son, por ejemplo, el hecho de que las pruebas son validadas a
cada paso y la capacidad de que las diferentes técnicas de
demostracién existentes en MIZ-PR sean utilizadas bien por el usuario
para gular la demostracién, o bien se ejecuten de manera automitica.

1.1 MECANIZACION DE LAS DEMOSTRACIONES

Tal y como hemos definido nuestra lé6gica, podemos decir que
MIZ-PR soporta una familia de lenguajes objeto basados en PLPR y
parametrizados por una signatura. Para cada signatura tenemos 1la
capacidad de crear una teoria que estard compuesta por clertos objetos
que cunplén una serie de propiedades; estas propiedades pueden ser
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introducidas de una manera axiomdtica, o pueden ser demostradas a
partir de axiomas o de teoremas ya demostrados utilizando las reglas
del célculo. S6lo los teoremas bien demostrados podrén ser
incorporados a la teori{a.

La mecanizacién de las demostraciones estd intimamente ligada con
la construccién de teorfas; como gran parte de los sistemas de
deduccién automética, MIZ-PR puede ser considerado como una
herramienta para construir y almacenar teorfas o utilizar otras
previamente definidas por é1 o predefinidas en el sistema.

En la construccién de cada teoria, es necesario fijar la
signatura del lenguaje, para ello se declaran los nombres de clertos
objetos que servirin de elementos biasicos en esta construccién y que
serdn usados al escribir axiomas y proposiclones. El lenguaje de las
pruebas se ird presentando conforme se escriben ejemplos y se explican
las distintas técnicas de demostracién que soporta el sistema.

1.1.1 Declaracién de objetos y axiomas

En MIZ-PR existen palabras reservadas que permiten definir los
tipos, y los simbolos con tipo de constantes, funciones y predicados
correspondientes a una teoria.

Utilizamos la palabra type tanto para definir un constructor de
tipo con su aridad {posiblemente igual a cero), como para dar un
nombre a un tipo construido. Ejemplos:

type nat, e/2; (por defecto, la aridad de nat se considera igual a
cero)

type sum_nat = e(nat,nat);
Las variables de tipo se representan por wmedio de cadenas de
asteriscos, el tipo booleano mediante la palabra bool y el producto de
tipos mediante el conectivo *

Las variables que aparezcan libres en una teoria, pueden ser
declaradas previamente para poder as{ evitar la escritura de su tipo
en la sintaxis de las férmulas, esta declaracién se hace utilizando la
palabra var, seguido del nombre de la variable acompafiado de su tipo
que aparece separado por dos puntos; éste determinard sl se trata de
una varjiable de dato o de una variable funcional. Ejemplos:

var x:nat, y:*;

var Y:sum_nat->nat;
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Los simbolos de constante, funcién y predicado se declaran
utilizando las palabras const, func y pred, respectivamente. No
obstante, la palabra func se utiliza también para asignar un nombre a
una expresién funclonzl, esto haréd mss cémoda la escritura de los
términos. Ejemplos:

const O:nat;

func es_cero:nat->bool, suc:nat->nat, pred:nat->nat;
pred par:nat;

func cero = (lambda x:nat.0);

La definicién de funciones recursivas se hace mediante la palabra
funrec segulda de un simbolo de funcién con su tipo y de una férmula
destinada a especificar los valores que toma dicha funcién. Por
ejemplo, podemos definir la funcién de Ackerman medlante la expresién

funrec Ack:nat“nat->nat

Ack(x,y) = if es_cero(x) then suc(y)

else (if es_cero(y) then Ack(pred(x),suc(0))
else Ack(pred(x),Ack(x, pred(y))))

La semintica de esta expresién funcional es la misma que la
definida en PLPR para la p-expresién:

(uX: natxnat-—snat. (Ax: nat y:nat. (1f (es_cero x) then (suc y)
else (1f (es_cero y) then (X ((pred x), (suc 0)))
elge (X ((pred x), (X (x, (pred y)}))})))))

Los objetos declarados forman la signatura de la teorfa y
permiten escribir férmulas. A grandes rasgos, la sintaxis de las
férmulas en el lenguaje de las demostraciones sigue las siguientes
normas: las férmulas predicativas se escriben usando paréntesis
cuadrados para englobar el término afectado por el predicado en
cuestién. Las aproximaciones se escriben utillizando el simbolo <=. Se
permite también el uso del simbolo = para representar igualdad de
términos. Los conectivos de la légica proposicional se representan
mediante los simbolos not, or, and, implies e iff con su significado
intuitivo. Para las cuantificaciones existencial y universal tenemos
las palabras ex y forall, seguidas de st en el primer caso y de holds
en el segundo para separar la declaracién de variables de la férmula a
la que cuantifican sin necesidad de paréntesis. Ejemplos:

- for x:nat holds es_cero(x) = true or ex y:nat st x = suc(y)
- for x:®, y:*, 2:® holds (x <=y and y <= z) implies x <= 2z
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- par{x] iff parl[suc(suc(x))]

utilizando la sintaxis de PLPR, las férmulas anteriores equivalen a:
- vx:nat ((es_cero x) = true v 3y:nat x = (suc y))

- Wx:p Vy:p V2:p ((X Sy Ay £2) xS 2)

- (par x:nat) «— (par (suc (suc x:nat)))

Cuando se construye una teorfia se pueden definir y almacenar
axiomas que consisten en férmulas etiquetadas. Las etiquetas se
separan de la férmula usando el simbolo # y sirven para identificarla
cuando ésta es referenciada en una demostracién posterior. Los
teoremas ya demostrados pueden ser incorporados a la teoria usando una
etiqueta nueva.

Podemos, por ejemplo, introducir los siguientes axiomas:

Al$ es_cero(0) = true;
A2% cero(x) = O;
A3% for x:nat holds Ack(0,x) = suc(x);

Durante el desarrollo de una demostracién, es posible etiquetar
férmulas cuya veraclidad sirve como paso intermedio para la consecucién
del objetivo iniclal. A cada par etiqueta-férmula de este tipo se le
llama asignacién, aunque en ocasiones, por abuso del lenguaje, nos
referiremos a ellas como axiomas. La diferencla entre un axioma y una
asignacién es que una asignaclén tiene un caricter local que sélo
tiene vigencia a lo largo de la demostracién en la que se introduce,
mientras que los axiomas tlenen un cardcter global dentro de 1la
seslén de trabajo.

1.1.2 Técnicas de demostracién

Supongamos que estamos trabajando en una teoria determinada para
la que previamente hemos definido una serie de tipos, variables
libres, constantes, funclones, predicados y axiomas. Para esta teoria
podemos hacer nuevas declaraciones Introducir nuevos axiomas, o
podemos demostrar un teorema.

Para las férmulas de primer orden, el texto de una demostracién
MIZ-PR puede resultar muy semejante a los textos escritos en el
lengua je MIZAR-MSE; sin embargo, puesto que nuestro sistema se basa en
una extensién de la légica de predicados, se admiten técnicas de
demostracién propias de PLPR, como son la induccién, el A-cédlculo y la
generallzacién de tipos. Ademids el nuevo sistema tiene una orientacién
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ads interactiva que los sistemas MIZAR, pues el control de la prueba
se realiza a cada paso y, por otra parte, permite que a peticlén del
usuario, el demostrador ejecute de manera automitica pasos de la
demostracién eligiendo la técnica mis adecuada al objetivo.

Las técnicas de demostracién de MIZ-PR se dividen en dos bloques.
Los mecanismos del primer bloque trabajan desde el objetivo hacla
atrés produciendo la transformacién de la tesis inicial y tienen su
fundamento en una regla primitiva o derivada del cidlculo PSEC. Las
técnicas del segundo grupo producen demostraciones hacia adelante,
consisten en Jjustificar una férmula haclendo referencia a clertos
axiomas o asignaciones; la demostracién se mueve desde estas hipdtesis
hacia la conclusién a través de las reglas.

Las técnicas hacia atrés son:

Generalizacién de varlables de tipo.
Suposicién de hipétesis.
Generalizacién de variables de dato.
- Descomposicién del objetivo en subobjetivos.
- Reduccién al absurdo.

[

Las técnicas hacla adelante son:
= Induccién.
- Axioma de punto f1ijo.
- B-reduccién.

- Referencias a axiomas o teoremas ya probados.

pred p:®, q:°%, r:%;
(for x:* holds (plx) implies qlx]) and (qIx] implies ri{x]))
implies (for x:* holds p[x] implies r(x])
proof;
let sort ct for *;
assume A% for x:ct holds
(plx] implies q(x]) and (q{x] implies r(x]);
let a:ct such that B# plal;
thus rla] by A,B;
end;

Figura 1

El usuario tiene la capacidad de gular una demostracién eliglendo

la técnica o tictica a seguir, o bien, éstas pueden llevarse a cabo de
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una manera automidtica. Vamos a analizar cada una de las técnicas de
demostracién estudiando su significado e introduciendo, mediante
ejemplos, la sintaxis que permite al usuario su eleccién.

La demostracién de la figura 1 nos serviré de gufa para estudiar
las técnicas de demostracién hacia atras.

Generalizacién de varfables de tipo. Algunas de las reglas del
cdlculo PI% trabajan sbélo con férmulas monomérficas; esto no
representa un gran problema porque las reglas (TSI) y (TSE) nos
permiten pasar de férmulas monomérficas a férmulas polimérficas y
viceversa. La técnica de demostracién que ahora nos ocupa consiste en
una mecanizacién de la regla (TSI) que permite introducir una variable
de tipo consigulendo as{ una férmula mis genérica. Veamos el uso de
este mecanismo en el ejemplo de la figura 1. El objetivo inicial o
tesis a demostrar es la férmula:

(for x:* holds (p(x] implies qlx}) and (qlx] lmplies r(x))) implies
(for x:* holds p(x] implies rix])

La palabra proof indica que comienza la prueba, el simbolo ';' separa
cada uno de los pasos de esta demostracién. El primer paso:

let sort ct for *;

es la sintaxis correspondiente a una generalizaciétn de tipos. El
efecto que esta técnica tiene sobre la tesis actual es la sustitucién
de la variable de tipo * por la constante de tipo ct, que ha de ser
nueva y que serd local para esta demostracién. En virtud de la regla
(TSI), para demostrar el objetivo inicial, serad suficiente con probar
la férmula instanclada:

(for x:ct holds (p(x) implies qi{x]) and (q(x] implies rix])) implies
(for x:ct holds plx] implies r(x])

que constituird el nuevo objetivo después del uso de la técnica de
generalizacién de tipos.

En MIZ-PR podemos hacer una generalizacién de tipo miltiple pues
la sintaxis de las demostraciones nos permite la wutilizacién
consecutiva de esta técnica en un solo paso de la prueba.

Suposicién de hipétesis. Esta forma de demostracién refleja la
técnica de la cancelacién de hipétesis propia de nuestro sistema de

deduccién natural, y tiene su base en el Teorema Fundamental, es
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decir, en la regla derivada (FTh). Para suponer el antecedente de una
implicacién que queremos demostrar usamos la palabra clave assume.
Entonces, si logramos probar el consecuente, la implicacién quedarid
validada. Sigulendo nuestro ejemplo en el que, después del primer paso
de la demostracién, el objetivo ha quedado transformado en una féramula

condicional, se observa que el segundo paso de la demostracién es:

assume A% for x:ct holds
(plx] implies q(x]) and (q(x] implies r(x]);

que deja reducido el objetivo a la férmula
for x:ct holds pi(x] implies r(x].
Como hemos visto, la técnica de suposicién de hipédtesis se
desencadena con la palabra assume. Ademis de esta asumpcién simple en
la que suponemos una sola hipétesis, la sintaxis admite también otras
formas de asumpcién como son la colectiva y la existencial que, aunque
mis soflisticadas, slempre pueden reducirse a la primera porque se
fundamentan en reglas derivadas de (FTh). La asumpcién colectiva
consiste en suponer varias condiciones a la vez. Si, por ejemplo, Al,
A2, A3 y B son férmulas, para probar (Al and A2 and A3) implies B, al
usar assume Al,A2 el objetivo se transforma en A3 implies B. Por
tanto, una asumpcién colectiva equivale a un uso consecutivo de la
técnica de suposicién de hipétesis.
La asumpcién existencial equivale a tomar como hipétesis una
férmula existencial. Se utiliza la sintaxis given C such that F;
siendo F una sucesién de férmulas y C una serle de declaraclones de
constantes nuevas con caricter temporal que satisfacen las férmulas de
F. Esta sintaxis equivale a 1la agrupacién de dos técnicas de
demostracién: la suposicién de hipétesis y la justificacién por
referencia que estudiaremos mis tarde. Por ejemplo, la expresién
given c:ct such that L# plc);

donde c:ct es una constante nueva, equivale a los dos pasos
assume H# ex x:ct st plx};
L% ple] by H;

Generalizacién de variables de dato. Se trata de demostrar una
férmula universal probidndola para una constante auxiliar o variable
genérica del tipo adecuado. Esta técnica corresponde por tanto, a la
regla (VI). Se utiliza la palabra let para indicar la utilizaclén de
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esta técnica y para declarar una constante nueva que tendri un
cardcter local.
Continuando con la demostracién de la figura 1, sabemos que

después de los dos primeros pasos, el objetivo a demostrar es la
férmula

for x:ct holds pix) implies rix]
Supongamos que el sigulente paso de la demostracién fuera

let a:ct;
Este texto hace que el sistema utilize la técnica de generalizacién de
variables de dato, que produce una instanciacién del objetivo actual
consistente en una férmula universal, en este caso, nuestro objetivo
se transformard en la férmula

pla] implies rla) (donde a es una constante de tipo ct)

Al obtener una implicacién como objetivo podemos pensar en continuar
la demostracién utilizando de nuevo el item assume, es decir la
técnica de suposicién de hipétesis. Sin embargo, como muestra el
tercer paso del ejemplo que seguimos, el lenguaje de las pruebas es lo
suficlentemente rico para permitirnos agrupar los pasos let a:ct; y
assume B pl[a]; en uno sé6lo, escribiendo la expresién
let a:ct such that B# plal;

que desencadena las dos técnicas implfcitas y reduce nuestro objetivo
a probar la férmula r[a). Desde el punto de vista légico este uso del
lenguaje se fundamenta en una regla derivada de las reglas (VI) y
(FTh).

El item let puede usarse también para declarar varjas constantes
a la vez, lo que resulta equivalente a agrupar en un solo paso el uso
consecutivo de la técnica de generalizacién de variables de dato vy,
con ello, de la regla (V1) produciéndose la eliminacién de tantos
cuantificadores como constantes se declaren.

Descomposiclién del objetivo en subobjetivos. Esta forma de
demostracién corresponde a la regla (Al) que permite considerar la
demostracién de una férmula conjuntiva como la demostracién de una
l1ista de férmulas que son las componentes de la férmula de partida;
estas componentes constituirin por tanto los nuevos subobjetivos. De
forma similar, cualquier férmula no conjuntiva puede tratarse como una
lista con un dGnico elemento o subobjetivo. Cuando se demuestra un
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subob Jetivo de esta lista, éste se concluye utilizando la palabra thus
que produce una transformacién en la tesis actual consistente en
eliminar dicha componente.

Supongamos n férmulas Al,...,An con n ¥ 1, para demostrar la
férmula Al and A2 and...and An bastari con demostrar Al para todo
1sisn; una prueba que concluya con thus A{ dejard reducido el objetivo
a la férmula Al and...Al-1 and Al+l and...and An. Al contrario de lo
que ocurre en MIZAR-MSE, en nuestro sistema, el orden en el que se
vayan probando los subobjetivos o componentes es irrelevante.

Volviendo al ejemplo de la filgura 1; recordemos que en el momento
actual, después de recorrer los tres primeros pasos, nuestro objetivo
es probar la férmula rla) siendo a una constante de tipo ct. Haclendo
referencia a los axiomas A y B podemos concluir

thus ria) by A,B;

produciéndose la supresién de esta componente del objetivo actual, que
por estar formado por este unico subobjetivo, queda reducido al vacio
peraltiendonos finalizar la prueba con éxito.

Podemos resumir diciendo que el iteam thus significa la accién de
eliminar una componente de la tesis actual que puede ser la ultima.
Para que esto se reallice correctamente, dicha componente o subobjetivo
debe ser probada previamente para lo cual se hace una nueva subprueba,
que forma parte de la demostracién general, utilizando de forma
recursiva las técnicas proplas de MIZ-PR. En el caso del ejemplo, la
férmula r(a] se inflere por referencia a los axiomas A y B; esta
técnica serd estudiada mis tarde.

Reduccién al absurdo. La base de este tipo de pruebas son las
reglas (-I) y (-E), es decir, hacemos una prueba indirecta del
objetivo suponiéndolo falso y llegando a un absurdo, representado en
MIZ-PR por la palabra contradiction, que es seminticamente equivalente
a la conjuncién de una férmula cualquliera y su negacién. De esta
forma, para demostrar una férmula A podemos suponer su negacién
utilizando assume not A y si conclulmos contradiction el objetivo
quedard probado.

Como vemos en la figura 2, la demostracién de la figura 1 puede
escribirse usando esta técnica en alguno de sus pasos.
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pred p:°®, q:°*, r:*%;
(for x:* holds (pix] implies qix]) and (qlx] implies rix]))
implies (for x:°® holds p(x) implies r(x]})
proof;
let sort ct for *;
assume A$ for x:ct holds
(pix} implies qlx)) and (q(x) implies r(x]);
let a:ct such that Bf plal;
assume C$ not rlal;
thus contradiction by A,B,C;
end;

Figura 2

Desde el punto de vista légico, cada uno de los procesos
correspondientes a una técnica de demostracién de las anteriormente
descritas corresponde a una regla de inferencia usada hacla atris
partiendo del objetivo hasta llegar a las hipétesis, por ello decimos
que la demostracién es backwards. Desde el punto de vista de la
resolucién del problema, cada proceso descompone el objetivo en
objJetivos mis simples, luego es una simplificacién. Podemos considerar
que las demostraciones escritas utilizando MIZ-PR estin orilentadas
hacia el objetivo en el sentido de que a la vista de éste se elige una
técnica de demostracién.

En MIZ-PR, sigulendo a Mizar, llamamos thesis al objetivo que
queda por probar en cada momento de la demostracién. Esta palabra
representa, por tanto, una férmula que va variando a lo largo de la
demostracién conforme el objetlivo inicial es transformado. En 1.2.1,
estudiaremos con mis detalle los efectos que las diferentes técnicas
de demostracién producen en el objetivo.

En la figura 3 aparece recuadrado el valor interno, expresado en
el lenguaje PLPR, que va tomando la palabra thesis, después de cada
paso de la demostracién de la figura 1.

Al contrario de lo que sucede con las técnicas explicadas hasta
ahora, los mecanismos englobados en el segundo bloque pueden
considerarse técnicas forwards en el sentido de que a partir de unos
axiomas o teoremas previos se inflere una proposicién. En lo que sigue

se describen las distintas clases de justificacién (hacia adelante)
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existentes en nuestro sistema.

pred p:°*, q:*, r:°*;

(for x:* holds (p(x] implies q(x)) and (q(x] implies rix]))
implies (for x:® holds pi{x] implies rix])

proof;
let sort ct for °;

vx:ct (((p x) — (q x)) A ((q@ x) — (r x))) —>
vx:ct ((p x) = (r x))

assume A$ for x:ct holds
(p{x] implies q(x]) and (q{x] implies r(x]);

I yx:ct ((p x) —(r x))

let a: <t wuch that B# pla};

[ (r a:ct) ]

thus rla] by A,B;

L __1

end;

Figura 3

Induccién. Esta técnica se fundamenta en la regla (IND) de
induccién de punto fijo para férmulas continuas del calculo PIT; el
4drbol de derivacién con su primera hipétesis cancelada que aparece en
las premisas de (IND) se sustituye aquf por una implicacién, con lo
que en realidad la induccién en MIZ-PR se basa en la regla (IND’).

Un problema comin en ATP cuando se utilizan esquemas de induccién
es encontrar la variable sobre la que se realiza dicha inducclién. En
nuestro sistema el wusuario tiene la capacidad de gujar estas
demostraciones; para ello comienza por probar las premisas de la regla
de induccién y utilizando la palabra induction concluye la férmula, en
cuyo interior aparece una definicién recursiva. El sistema entonces se
encarga de encontrar la variable y con ello el patrén de la induccién,
teniendo como datos las premisas y la conclusién; comprueba también
que este patrén corresponde a una férmula continua y confirma que las
hipétesis de la Justificacién corresponden a las premisas de la regla
(IND* ).
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Consideremos las declaraciones de la figura 4, en la que se
definen las funciones rnull, cons, head y tail propias de de la teoria
de listas de tipo polimérfico; el tipo nat se usa para representar a
los naturales. Definimos la concatenaclién de listas y la longitud de

una lista utilizando definiciones recursivas.

type list/1, nat/0;
const O:nat;
func suc:nat->nat, +:nat“nat->nat;
var X:11st(®)->nat;
func null:1list(®)->bool,

cons: **1ist (*)->1ist(*),

head: 1ist(®*)->*,

tail: 1ist(®*)->11st(®);
funrec append:1ist(*)~1list(®)->1ist(*)

append(x,y) = if null(x) then y else

cons (head(x), append(tail(x),y));

funrec lng:1list(®)->nat

Ing(x) = if null(x) then O else suc(lng(tall(x)ih

Figura 4
Supongamos que para esta teoria queremos probar el teorema
for x:11st(®), y:1ist(®) holds Ing(append(x,y)) = +(lng(x),1lng(y)).
Aplicando la regla de 1induccién de punto fljo para la funclién
recursiva Ing, si probamos los axiomas Al y A2 sigulentes:
Al1% for x:11st(®), y:1list(*) holds
(bot: 1ist(*)->nat) (append(x,y)) =
+((bot: 11st(®)->nat)(x), (bot: 1ist(*)->nat)(y));
A2% (for x:1ist(®), y:1ist(®) holds X(append(x,y)) = +(X(x),X(y)))
implies (for x:1list(®), y:1ist(®) holds
if null(append(x,y)) then O else suc(X(tall(append(x,y))))
= +(1f null(x) then 0 else suc(X(tail(x))),
if null(y) then O else suc(X(tail(y)))));
podemos concluir la demostracién diciendo
thus thesis induction Al,A2;
para indicar que el teorema que querfamos probar se deduce por
induccién basindonos en las premisas Al y A2.

Axioma de punto fijo. Al utilizar la palabra fix, se hace
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referencia al axioma de punto fijo (FIX) del célculo PIC.

Esta técnica permite probar la iguadad de dos términos, en uno de
los cuales, una funcién recursiva ha sido sustituida por la expresién
funcional que la define. Por ejemplo, si el factorial de un nimero
natural ha sido definido por medio de la declaracién

funrec fact:nat->nat

fact(x) = &f es_cero(x) then suc(0) else por(x,fact(pred(x)));
el simbolo fact representar& en lo sucesivo al pu-operador
(pX: nat—nat.M) donde M:nat—nat es la expresién funcional sigulente

(Ax: nat. (1f (es_cero x) then (suc 0) else (por (x,(X (pred x)))))))
Del axioma de punto fijo pueden deducirse lgualdades del tipo
Vy:nat ((uX:nat—nat.M) y) = (Ax:nat. (if (es_cero x) then
(suc 0) else (por (x, ((uX:nat—nat.M) (pred x)}))))) y)
que por las reglas del lambda-cdlculo puede reducirse a la expresién
Vy:nat (if (es_cero y) then (suc 0) else
(por (y, ((X:nat—mnat.M) (pred y)))))
Recordando que (pX:nat—nat.M) es precisamente fact, utilizando
MIZ-PR, podemos expresar el razonamiento anterior como sigue:
for y:nat holds fact(y) = if es_cero(y) then suc(0) else
por(y,fact(pred(y))) by fix;

B-reduccién. Esta técnica es una mecanizacién del uso de la regla
(ABS) del célculo P$%. Esta regla tiene una tGnica premisa que debe ser
probada previamente a la ejecucién de la reduccién. La sintaxis para
usar esta técnica es sefialar la lambda expresién a la que se le aplica
la B-reduccién utilizando la palabra reducing y utilizar la palabra by
para indicar la etiqueta correspondiente a la premisa de la regla.

Sirva como ejemplo la demostracién de la figura S.

type nat;
const O:nat;
func es_cero: nat->bool;
func cero = (lambda x:nat.0);
for x:nat holds not x <= bot implies cero(x) = 0
proof;
let n:nat such that A% not n <= bot;
thus cero(n) = 0 reducing cero by A;
end;

Figura S
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Referencia a axiomas o teoremas ya demostrados. Esta técnica de
demostracién consiste en inferlr una férmula haciendo referencia a
axiomas o asignaciones sin especificar las reglas de deduccién
utilizadas; siendo el sistema el encargado de encontrar una derivaclén
que compruebe la correccién de dicha inferencia. La sintaxis utilizada
en este tipo de demostraciones consiste en escribir la palabra by
seguida de las referencias que sirven de hipétesis de la deduccién.
Las referencias pueden ser etiquetas de axiomas o asignaclones, o bien
las palabras order, bot-order o bool.

El empleo de order, bot-order o bool supone afiadir al conjunto de
premisas, los axiomas de orden referentes a las propiedades del orden
parcial, del elemento bottom y de los booleanos, respectivamente,
adecuados al objetivo y a las premisas. La correccién de esta acclién
se basa en que todo axioma de orden es una férmula valida para PLPR.
Los axlomas de orden adecuados a la teorfa de trabajo, forman parte
del conjunto de axiomas de dicha teorfa aunque no aparezcan de forma
explicita.

En la figura 6 aparece una variacién de la demostracién de la
figura 1; la variacién consiste en dar un paso intermedio antes de
llegar a 1la conclusién final, que consiste en una justificacién por
referencia a asignaclones, esto no altera el obJetivo, y en ambas
demostraciones, la férmula r{a) necesaria para concluir el teorema se
prueba usando esta misma técnica, aunque los axiomas referenciados
varian de una a otra.

Cuando el usuario utiliza este método de demostracién por
referencia, da por supuesto que existe un Aarbol de derivacién que
permite conclulr una férmula partiendo de las premisas referenciadas,
con el fin de comprobar la correccién de este paso de la demostracién,
el sistema debe ser capaz de mecanizar dicha inferencia. En 1.2.2
veremos de que forma tiene lugar esta mecanizacién.

El tercer paso de la demostracién de la figura 6 (let...such
that...) es un ejemplo de composicién de técnicas. También hemos
comentado otros ejemplos de sintaxis para indicar la aplicacién
encadenada de varlias técnicas como es el uso del item given para
indicar una suposicién existencial. Pero como ya hemos indicado, todas
estas otras otras posibllidades sintadcticas pueden descomponerse en la

ya descritas, no incorporando nuevas técnicas de demostracién.
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pred p:®, q:° r:%;
(for x:* holds (p(x) implies qlx]}) and (q(x] implies r(x]))
implies (for x:* holds p(x]) implies r(x])
proof;
let sort ct for °;
assume A% for x:ct holds
(plx] tmplies qlx}) and (qlx] implies rix));
let a:ct such that Bs plal;
Cs qla) by A,B;
thus rla] dy A,C;
end;

Figura 6

En lo sucesivo, identificaremos las técnicas de demostracién de
MIZ-PR con los items let sort, assume, let, thus, contradiction,
induction, fix, reducing y by, respectivamente. Estos ltems forman
parte del lenguaje de las pruebas. El paralelo en LCF, de los items
correspondientes a una técnica hacla atris es el uso de las ticticas;
igualmente, la sintaxis de MIZ-PR que permite agrupar en un solo paso
varias técnicas tlene como paralelo en LCF las tacticals. Sin embargo,
existen claras diferencias entre uno y otro sistemas. En LCF, las
ticticas se programan mediante el metalenguaje ML, esto tiene la
ventaja, de que el usuario puede incrementar el numero de ticticas y
no es dependiente de las que ya estin programadas en el sistema, como
es el caso de MIZ-PR. Por contra, la ventaja de MIZ-PR es que en este
sistema, la interaccién entre el usuario y la miquina, se apoya en un
lengua je que representa més la forma natural de hacer demostraciones,
en la que no se indica de forma explicita la regla de derivacion
utilizada, mientras que por el contrario el uso de una taictica en LCF

representa la aplicacién explicita de una regla.

1.1.3 La estructura de las demostraciones.

Al igual que toda demostracién realizada utilizando un sistema de
deduccién natural, una prueba escrita en MIZ-PR tiene la estructura de
un arbol cuya rafz es el objetivo, cuyas ramas son reglas y cuyas
hojas son axiomas o suposicién de hipétesis que luego pueden
eliminarse. Cada subirbol seré una prueba de la férmula que tenga en
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la raf{z que a su vez es un subobjetivo del nodo padre.

Hemos visto que las técnicas de demostracién que utiliza nuestro
sistema pueden conducir la prueba hacia atrds o hacia adelante; 1la
eleccién de una técnica repercutird, por tanto, en el modo en que se
construye el &rbol asociado a la prueba. Para los pasos de 1la
demostracién en los que se utiliza una técnica backwards, la
construccién del 4arbol es hacia arriba desde la rafz. Sin embargo,
cuando demostramos un subobjetivo haclendo referencia a unos axlomas,
Ancorporamos a nuestro 4rbol de prueba un subirbol que ha sido
construido desde abajo, es decir, desde sus hojas.

En los ejemplos de comprobaciones escritas en MIZ-PR que se han
presentado hasta ahora, se puede observar cémo para los teoremas de
los cuales se especifican varjos pasos de su demostracién, esta
comienza con la palabra proof y se escribe la palabra end cuando se
concluye. En el interior de esta demostracién puede aparecer de nuevo
la palabra proof para indicar el comenienzo de la prueba de un
subobjetivo o paso intermedio de la inicial; esta nueva demostracién
finalizard con su propio end. Surgen as{ lo que en Mizar se llaman
demostraciones anidadas que equivalen a subdrboles dentro del &rbol
asociado a la demostracién inicial, pudiendo albergar estos subirboles
nuevos anidamientos en su construccién. Las etiquetas y constantes
definidas dentro de un anidamiento tienen un caricter local.

Veamos un ejemplo en el que apoyindonos en el hecho de que una
equivalencia o doble implicacién es la conjuncién de dos férmulas
condicionales, probamos una férmula de este tipo utilizando wuna
demostracién para cada una de sus dos componentes.

for x:®, y:® holds not x = y 1ff (not x <= y or not y <= x)
proof;
let sort ct for *;
let x:ct, y:ct;
thus not x = y implies (not x <= y or not y <= x)
proof;
assume A% not x = y;
assume B# not (not x <= y or not y <= x);
thus contradiction by A,B,order;
end;
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thus (not x <= y or not y <= x) implies not x = y
proof;
assume A% not x <= y or not y <= x;
assume B# x = y;
thus contradiction by A,B;
end;
end;
Escribamos desde la rafz, el irbol de prueba correspondiente a
este texto. Los nombres que aparecen en las ramas correspo‘nden a las
reglas aplicadas para pasar de los hijos, que aparecen debajo, a los

padres, que aparecen encima.

V:p Vy:p (W =y ¢ (X SyV S x))

(TSI)
Vx:ct Vy:ct (ax =y > (x Sy Vv vy S x))
(vI)
=co: ct=c1:ct «— (wco:ctSer:ct v aci:ctSco:ct)
l (AD)

f
aco: ct=c1: ct—(~co: ctSci:ct v -ci:ctSco:ct)
(~co: ctSci:ct v nc1:ctSco:ct)—nco: ct=ci:ct

Tanto la rama izquiera de este arbol como la derecha dan lugar a

nuevos subdérboles que desarrollamos a continuacién:

=co: ct=c1: ct—(aco: ctSc1: et v ~ci:ctEco:ct)

| Fm
aco: ctCer:ct v ~cr:ctsco:ct
=)
WwASP

r
[~(~co: ctSel: ctvaci: ctSco: et) ]
[~co:ct = c1:ct]
(co:ctSci:ct A ci:ctSco:ct) — co:ct=ca:ct

Nétese, que la hojJa de mis a la derecha corresponde a la
instanclacién de un axioma de orden, en concreto representa la
propiedad antisimétrica de todo orden parcial, y el paso en el que se
deduce una contradiccién sin especificar las reglas utilizadas
corresponde a la demostracién hecha por referencia (by). Es fécil
probar que existe una derivacién, es decir, un subarbol que Jjustifica
este paso, sabemos que el encargado de comprobarlo es el sistema.
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Desarrollemos ahora la rama derecha del irbol de la prueba.

(~co:ctSe1:ct v ~ci:ctSeo: ¢t )—iaco: ct=ci: ct

(FTh)
a~co:ct=ci:ct

(-I)
wAY

r 2}
[co:ct = c1:ct} [~co: ctSci:ct v aci:ctSco:ct]

Al igual que en caso anterior, el Ultimo paso de la demostracién
indica la construccién automitica de un subdrbol en el sentido inverso
al que seguimos, que no aparece explicitamente, uUnicamente nos basamos
en su existenclia, comprobada por el sistema, para simplificar la
construccién del &rbol global y por tanto el texto de la demostracién.

1.2 CONTROL DE LAS DEMOSTRACIONES

El usuario de MIZ-PR tlene la capacidad de guiar la demostracién
escribiendo un texto que lleva implicito el uso de las técnicas
existentes, el sistema por su parte se encarga en estos casos de
validar la correccién de la prueba y de mantener el control de la
misma; esto se realiza por medio de un programa modular escrito en
Prolog.

Llamaremos contexto o entorno a un par formado por una lista de
asignaciones y una férmula que representa el objetivo a probar o
tesis. Una teoria determina un contexto inicial cuya 1lista de
asignaciones estd formada por los axiomas de la teoria y cuya tesis es
vacia. Este contexto inicial se mantiene mientras dura una sesién de
trabajo pudiendo ser aumentada la lista de asignaclones si se
introducen nuevos axiomas o teoremas una vez demostrados. Al comenzar
la demostracién de un teorema se crea un nuevo sub-contexto que ira
evolucionando a lo largo de ésta, de manera que en cada momento un
entorno es una caracterizacién del estado actual de la demostracién a
la que representa. Una prueba anidada constituird un contexto local
que desaparecerd si ésta finaliza con éxito. Un control riguroso de la
demostracién se consigue manteniendo una estructura y actuallzacién
adecuada de los contextos.
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La parte del sistema dedicada a controlar la evolucién de los
contextos creados a lo largo de una demostracién es lo que 1lamamos
reasoner. A continuacién estudlaremos con detalle las tareas que este
médulo realiza para comprobar la correccién de los ltems usados por el
usuario para validar un teorema. Veremos después cémo el espiritu del
reasoner sirve para diseflar otro médulo capaz de automatizar clertos

pasos de la demostracién sin necesidad de la intervencién del usuario.

1.2.1 E1 Reasoner

Este médulo constituye el nicleo del sistema, su tarea consiste
en encaminar el programa de verificacién o control de las pruebas y en
mantener una estructura de contextos que refleje la estructura de una
demostracién.

Podemos definir la estructura de contextos de forma recursiva de
la sigulente manera: una estructura de contextos es o bien un entorno
inicial o bien la concatenacién de un contexto local con wuna
estructura de contextos.

El reasoner modificarid la estructura de los contextos de alguna
de las sigulentes formas:

A) Creando o eliminando un contexto local asoclado a wuna
demostracién anidada.

B) Afiadlendo nuevas férmulas etiquetadas ya demostradas a la lista
de asignaciones para que éstas puedan ser referenciadas mids tarde.

C) Transformando la tesis iniclal.

Veamos cémo y cuidndo se producen cada uno de estos camblos.

A) La creacién de un contexto local se produce cuando se comienza la
demostracién de un teorema o subobjetivo. En su origen todo contexto
local o subcontexto estd formado por una lista de asignaclones que es
en principlo vacia y por la tesis que comlenza siendo el teorema o
subobjetivo que se quiere probar. La eliminacién de dicho subcontexto
tiene lugar cuando se flnaliza la prueba asociada; esta prueba seri
correcta, pudiéndose llevar a cabo la desaparicién del contexto,
cuando en el momeénto en que el usuario de por finalizada 1la
demostracién (escribiendec la palabra end), no nos quede nada por
probar, es decir, la tesis actual asociada al entorno en cuestién seri
vacla. Por supuesto, después de una eliminacién, las asignaclones
asociadas no podrén volver a ser referencladas.
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B) La lista de asignaciones de un entorno puede ser modificada por
incorporacién de férmulas etiquetadas previamente probadas, a las que
podrd hacerse referencia a lo largo de la demostraclén asoclada a este
entorno. En cada momento, las asignaciones accesibles son tanto las
del contexto actual como las que forman parte de los contextos que han
sido creados con anterioridad y no han sido todavia cerrados o
eliminados. Insistimos en que para afiadir una asignacién a una lista,
la férmula correspondiente ha debido de ser validada previamente; esto
se¢ comprueba de una manera recursiva utilizando el médulo reasoner
gracias a la forma tamblén recursiva de la estructura de contextos.

C) Para poder controlar la correccién de una demostracién, es
necesario saber en cada paso y para cada subdrbol de la demostracién,
qué nos queda por probar. Mediante la palabra thesis se expresa,
dentro de cada demostracién anidada, o entorno proof, el objetivo
actual. Por lo anterior, y puesto que cada demostracién anidada se
asocia internamente con un contexto local, el sistema debe ser capaz
de identificar en cada sub-contexto la palabra thesis con una férmula
que ha ido evolucionando desde su origen al utilizarse las distintas
técnicas de demostracién hacla atrés.

En [Mos-85) aparece un estudio minucioso de cémo se reconstruye
la teslis en un sistema MIZAR-MSE a la vista de cada item o técnica
utilizada en una demostraclén. Esta misma idea de descomposicién de la
tesis inicial y posible reconstruccién de la misma queda reflejada en
MIZ~-PR cuando se utilizan métodos hacia atrés, y tiene su fundamento
en reglas del cidlculo PIE. Al estudiar estas técnicas de demostracioén
fuilmos viendo 1la repercusién que tienen en el objetivo como
consecuencia de la regla de inferencia en la que se apoya cada una de
ellas. Un control adecuado de la transformacién del objetivo serd
necesarlo para que el sistema detecte la correccién de cada paso dado
por el usuario, y vallde una demostracién que el usuario da por
finalizada, si realmente no queda nada por probar, siendo el objetivo
vac{o.

Los pasos de una demostraciéon escrita por el usuario pueden, como
vimos, identificarse con uno o varios items del lenguaje de las
pruebas que a su vez representan el uso de una técnica de
demostracién, el reasoner recibe informacién (en forma de término

Prolog) de cada uno de estos items y desencadena las acclones
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correspondientes a cada técnica. Hagamos un repaso de estas acciones.

Cuando se utiliza la técnlca de generalizacién de variables de
tipo, la unica accién que se produce es un cambio en la tesis del
entorno actual que consiste en sustituir dentro de ella la variable de
tipo indicada por una constante de tipo nueva.

La técnica de suposicién de hipétesis modifica tanto la tesls
como la lista de asignaciones del contexto actual. Para que el uso de
esta técnica sea correcto y pueda continuar el proceso, el objetivo en
el momento de ser utilizada debe ser una implicacién cuyo antecedente
coincide con la férmula supuesta, produciéndose entonces la
eliminacién de dicho antecedenté en la tesis actual y la incorporacién
de éste a la lista de asignaclones.

El uso de una generalizacién de variables de dato tendri éxito
cuando la tesis actual sea una cuantificacién universal que afecta a
una varlable cuyo tipo coincide con el de la nueva constante
introducida. En este caso se produce una transformacién de este
objetivo que consiste en ellminar la cuantificacién universal y
sustituir la varlable cuantificada por la nueva constante.

S1 la prueba del objetivo se realiza probando cada uno de sus
componentes, se desencadenan varlas acciones. Por un lado, debe
comprobarse la correccién de la prueba que justifique la validez del
subob jetivo produciendose una llamada recursiva al proceso de control;
en caso de que esta subprueba filnallce con éxito, se eliminari esta
componente de la tesis y serd afiadida a la lista de asignaciones.
Puesto que la tesis siempre puede ser considerada como una conjuncién,
este proceso la reduce permitiendo concluir la demostracién cuando se
elimine la ultima componente.

Las demostraciones por reduccién al absurdo se inician
correctamente cuando la férmula supuesta equivale a la negacién de la
tesis actual. En caso de que esto ocurra, el objetivo se transforma en
la representacién interna de la contradiccién y la férmula supuesta se
afiade a la lista de asignaciones.

Cuando se utiliza una técnica hacia adelante, la tesis actual no
se modifica, por otro lado, la comprobacién de la correccién de este
tipo de demostraciones se lleva a cabo por diferentes médulos llamados
desde el reasoner, este Ultimo sélo se encarga de incorporar la

férmula, una vez demostrada, al conjunto de asignaciones del contexto
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actual. Hay que tener también en cuenta, que cuando en la inferencia
de una férmula se hace referencia a unas preaisas, éstas deben ser
localizadas en las listas de asignaciones vigentes; la busqueda se
hace de abajo arriba, es decir, a partir del contexto actual hacla el
resto de entornos concatenados en la estructura de contextos hasta

llegar al entorno inicial que contiene los axiomas de la teoria.

1.2.2 E1 Checker

Manteniendo la terminologf{a de los sistemas Mizar, nos referimos
a la parte del sistema encargada de 1la comprobacién de las
demostraciones por referencia con el nombre de checker. El checker de
MI2-PR est& constituldo por dos médulos bien diferenciados; el primero
para tratar las propiedades de la igualdad y el segundo para el resto
de los razonamientos.

La mecanizacién de las pruebas relativas a la igualdad se ha
conseguido mediante la implementacién del mecanismo de 2ukowski
[2uk-87] que permite deducir 1igualdad de términos a partir de un
conjunto de ecuaciones, generando clases de -equivalencia. Este
conjunto de ecuaciones esti formado por las férmulas referenciadas
como premisas que sean igualdades o cuantificacliones universales de
igualdades.

La parte principal del checker est& constituida por su segundo
médulo que es una implementacién parcial del algoritmo de los tableaux
para PLPR presentado en el capitulo II. Los tableaux construidos
automiticamente no tienen en cuenta las clases w-alfa y w-beta; las
férmulas pertenecientes a estas clases son consideradas como basicas,
con lo que se pierde la completitud del método pero no la correccién.
Por otra parte, con el fin de ganar eficlencia en la construccién de
un tableau, y puesto que las igualdades se comprueban separadamente,
el sistema sélo incorpora los axlomas de orden correspondientes al
orden parcial, a las propiedades del elemento bottom o a los
booleanos, cuando las palabra order, bot-order o bool forman parte de
las referencias en una justificacién.

En la busqueda de un tableau cerrado para un conjunto de férmulas
se comienza trabajando con las férmulas de la légica proposicional; de
no poderse cerrar el tableau simplemente con ellas, se instanclarédn

férmulas gamma y delta hasta consegir un &rbol que no sobrepase una

163



cierta profundidad calculada previamente en funcién del nimero de
términos construidos con variables no libres y del numero de
cuantificaciones existente en el conjunto de férmulas inicial. En
3.2.4 aparece una descripcién del programa que mecaniza este
algoritmo.

Puesto que el programa resultante légicamente no es un método de
deduccién completo, si el sistema contesta negativamente en la
comprobacién de una Justificacién por referencia a axiomas, no podrid
asegurarse la no existencia de una derivacién. El ususario deberd
intentar descomponer este paso de la demostracién en pasos
intermedios.

1.2.3 La Induccién y el axioma de punto fijo

Cuando el usuario define una funcién recursiva utilizando la
palabra reservada funrec, la especificacién dada sirve para construlr
una representacién interna que identifica el simbolo de funcién
empleado con una p-expresién escrita como un término Prolog. Para
comprobar si una demostracién por induccién estd blen realizada, el
sistema se serviri de esta representacién que permitird encontrar el
patrén de la férmula sobre la que se realiza la induccién ademids
permitird reconocer si esta férmula es continua. El demostrador
reconcerf como férmulas continuas un gran numero de expresiones
sintdcticas en particular las que provienen de las construcciones que
aparecen en la proposicién §I1I1I-3.1.4.

En cuanto al punto fijo, la representacién interna de las
p-expresiones, (uX.M:t1—t2), permite al sistema la facil comprobacién
de la fgualdad de dos términos cuando en uno de ellos aparece una
expresién de este tipo, mientras que en el otro aparece en su lugar el
resultado de sustituir en M:Ti—T2, la variable funcional X:ti1—72 por
(uX. M: T1—t2).

1.2.4 Deduccién automitica e interaccién del usuario

En las demostraciones que se han escrito hasta ahora, no se ha
hecho ninguna referencia a pasos automatizados, sino que han sido
guiadas por completo por el usuario; de tal modo que éste, valiéndose
de un lenguaje propio de MIZ-PR, escribe demostraciones que el sistema
se encarga de comprobar. Esto nos ha permitido especificar cudles son
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las tareas que el sistema ejecuta para cada una de las reglas de
deduccién, implicitas en los items elegidos por el usuario para gular
la demostracién. Estas mismas tareas habran de llevarse a cabo cuando
una demostracién se ejecute de manera automidtica siendo el sistema el
encargado de elegir la técnica de demostracién a seguir.

En un momento cualquiera de la demostracién, el usuarlo puede
optar por demostrar una férmula (posiblemente la tesis actual) de una
manera totalmente automitica, esto se indica con la palabra automat, y
es el sistema el encargado de elegir, a partir de este momento, las
técnicas de demostracién necesarias para conseguir el objetivo y de
contestar afirmativamente sl consigue finalizar con éxito la prueba;
en caso contrario volverd al punto de partida. Puesto que el sistema
no es completo, una negativa en la comprobacién automitica de una
férmula a partir de unas premisas no quiere decir necesariamente que
no exista una demostracién de dicha férmula.

Para conseguir 1la demostracién de un objetivo de forma
automitica, MIZ2-PR intenta aplicar alguna de las técnicas de
demostracién existentes, con excepcién de la induccién. El orden en el
que se ensayan las distintas técnicas es fljo; el sistema comienza
probando la técnica de generalizacién de tipos conviertiendo la
férmula que constituye el objetivo en una instancla monomérfica de
dicha férmula. A continuacién, visto el objetivo como una conjuncidn,
se prueba la técnica de comprobacién de cada uno de los subobjetivos o
componentes de la férmula de partida. E1 siguiente lugar en este orden
lo ocupa la técnica de generalizacién de variables de dato siempre que
el subobjetivo actual sea una férmula universal, y si éste es una
implicacién, se prueba la asumpcién de hipétesis. Si las dos técnicas
anterjores no tuvieran éxito, se intenta realizar una B-reduccién de
alguna A-expresién contenida en la tesls; igualmente es posible,
gracias al axioma de punto fijo, sustituir un p-operador por la
expresién funcional que lo define aplicada a dicho p-operador.
Finalmente se construye un tableau que refute el subobjetivo actual a
partir de las premisas existentes en el entorno actual.

Este proceso de aplicacién de reglas de deduccién se repite con
cada uno de los subobjetivos en que un objetivo Inicial se haya
descompuesto; en caso de fallo se produce backtracking, la

implementacién Prolog que soporta el sistema permite que esta buisqueda
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hacia atris se realice de una manera automitica.

S1 después de intentar aplicar las técnicas anteriores no se
consiguiera demostrar el objetivo inicial, se intenta construir un
tableau afiadiendo a las asignaciones del contexto actual los axiomas
de orden adecuados.
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2.  UTILIZACION

Esta seccién, dedicada a la utilizacién del sistema MIZ-PR,
comienza con una formalizacién de la sintaxis del lenguaje de las
demostraciones, este lenguaje ha sido utilizado en los ejemplos
introducidos hasta ahora. El1 segundo primer apartado de la seccién
estd dedicado a mostrar ejemplos de demostraciones que han sido
comprobadas por el sistema.

2.1 EL LENGUAJE DE LAS DEMOSTRACIONES

La sintaxis del lenguaje utilizado para declarar objetos y
escribir demostraciones en el sistema MIZ-PR puede formalizarse
mediante la gramitica que aparece a contlnuaclén, donde los paréntesis
cuadrados, [ ), indican que el item es opcional, mientras que los

corchetes, { }, indican cero, una o varias ocurrenclas.
Texto = {Deflinicion| Axioma| Demostracion| Facilldad} exit

Definicion = {Def-tipo| Def-constante| Def-variable| Def-funclon|
Def-predicado}
Def-tipo = type Identif-tipo ("/" Aridad]
{"." Identif-tipo ["/" Aridad]} *:"
| type Identif-tipo "=" Tipo ";"
Def-constante = const Simbolo-cte-tipado {"," Simbolo-cte-tipado} ";"
Def-variable = Def-var-datol Def-var-funcion
Def-var-dato = var Var-dato-tipada {"," Var-dato-tipada} *;"
Def-var-funcion = var Var-funcion-tipada {("," Var-funcion-tipada} *;"
Def-funcion = func Simbolo-func-tipado {"," Simbolo-func-tipado} ";"
| func Identif-funcion "=" Expresion-funcional ";*"
| funrec Simbolo-func-tipado Formula *;*
Def -predicado = pred Simbolo-pred-tipado {",“ Simbolo-pred-tipado} ";*

Axioma = Etiqueta "#" Formula ";*
Proposicion = [Etiqueta "#"] Formula

Demostracion = Proposicion Derivacion ;"
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Derivacion = Prueba| Justificacion| automat

Prueba = proof ";“ Razonamiento end
Razonamiento = {Suposiclon| Generalizacion| Conclusion| Demostracion}
Suposicion = Suposicion-indiv| Suposiclon-colect| Suposicion-exist
Suposicion-indiv = assume Proposicion *;*
Suposicion-colect = assume Condiciones “;*
Suposicion-exist = given Declaracion-ctes *;*
Generalizacion = Generalizacion-tipo| Generalizacion-dato
Generalizaclon-tipo = let sort Tipo for Var-tipo

{",” Tipo for Var-tipo} ";*
Generalizacion-dato = let Declaracion-ctes ";*
Conclusion = thus Demostracion
Declaracion-ctes = Constante {"," Constante)} [such that Condiciones]
Condiciones = Proposicion {"," Proposicion}

Justificacion = Referencias| Induccion| Punto-fijo| Lambda-reduccion
Referenclas = by Referencia {"," Referencia}

Referencia = Etiqueta| order| bot_order| bool

Inducclon = induction Etiqueta *," Etiqueta

Punto-fijo = by fix

Lambda-reduccion = reducing Expresion-funcional by Etiqueta

Facilidad = save Nonbre-fichero] include Nombre-fichero

Formula = Fornull-ltonical Negacion[ Formula-conectiva
| Cuantificacion| Formula-predefinida| Formula-agrupada
Formula-conectiva = Conjuncion| Disyuncion| Implicacion| Equivalencia
Formula-atomica = Igualdad[ Aproxlnaclon| Formula-predicativa
Igualdad = Termino "=" Termino
Aproximacion = Termino "<=" Termino
Formula-predicativa = ldentif-predicado [Teramino])
Conjuncion = Formula and Formula
Disyuncion = Formula or Formula
Implicacion = Formula implies Formula
Equivalencia = Formula iff Formula
Negacion = not Formula
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Cuantificacion = Formula-universal| Formula-existencial
Formula-universal = for Var-dato-tipada ("," Var-dato-tipada} holds
Formula
Formula-existencial = ex Var-dato-tipada {"," Var-dato-tipada) st
Formula
Formula-predefinida = contradiction| thesis

Formula-agrupada = “(" Formula *)"

Termino = Bottom| Variable-dato| Constante| N-tupla| Aplicacien
l Terlinc-condiclontll Termino-agrupado
Bottom = bot| bot ":* Tipo
Yariable-dato = Identif—variable| Var-dato-tipada
Constante = Identif-constante| Simbolo-cte-tipade| true| false
N-tupla = Termino °,“ Teramino {(*," Termino}
Aplicacion = Expresion-funcional " (" Termino ")*
Termino-condicional = if Termino then Termino else Termino
| 4f Termino then Termino

Termino-agrupado = “(* Termino ")"

Expresion-funcional = Funcion-bottom| Variable-funcion

| Simbolo-funcion| Lambda-expresion| Fix-expresion
Funcion-bottom = bot| bot “:* Tipo *->" Tipo
Variable-funcion = Identif-varlable| Var-funcion-tipada
Simbolo-funcion = Identif-funcion| Simbolo-func-tipado
Lambda-expresion = “(" lambda Var-dato-tipada

{"," Var-dato-tipada} *." Termino ")*

Fix-expresion = "(" mu Var-funcion-tipada “." Expreslon-funcional “)*

Simbolo-cte~tipado = Identif-constante “:* Tipo
Simbolo-func-tipado = Identif-funcion ":" Tipo "->" Tipo
Simbolo-pred-tipado = Identif-predicado ":" Tipo
Var-dato-tipada = Identif-variable ":" Tipo
Var-funcion~tipada = Identif-variable ":" Tipo "->" Tipo

Tipo = Var-tipo| Identif-tipo| Tipo ““* Tipo {"~" Tipo}| bool

| Identif-tipo "(* Tipo {("," Tipo} ")"
Var-tipo = ® (*)
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Identif-tipo = Identificador
Identif-variable = Identificador
Identif-constante = Identificador
Identif-funcion = Identificador
Identif-predicado = Identificador
Aridad = Dfgito

Nombre-fichero = Identificador
Etiqueta = Identiflcador

Un Identificador es una cadena de caracteres de una longitud
arbitraria.

La prioridad de los conectivos es el habitual en la légica de
primer orden, teniendo en cuenta que los cuantificadores afectan a
toda la férmula que aparece a continuacién de holds (para las férmulas
universales) y de st (para las férmulas exlistenclales) sin necesidad
de paréntesis.

2.2 EJEMPLOS DE USO

La capacidad de expresién de PLPR ha sido puesta de manifiesto en
los ejemplos presentados a lo largo del trabajo. As{, pueden
enunciarse y verificarse propiedades tanto matemiaticas como de
lengua jes funcionales. El lenguaje de las demostraciones que soporta
el sistema MIZ-PR permite mecanizar, de una manera natural, las
deducciones realizadas en esta légica consiguiendo asi una herramienta
confortable para enunciar y comprobar propledades propias de
estructuras matemdticas o de lenguajes funcionales.

Los siguientes son ejemplos de demostraciones comprobadas o
automatizadas por nuestro sistema.

Ejemplo 2.2.1

Este primer ejemplo es una demostracién sencilla al estilo Mizar
con la salvedad del polimorfismo existente en ella.

El programa se iniclaliza desde Prolog con el objetivo miz_pr,
con lo que se obtiene el prompt !> proplo de nuestro sistema. Cada vez

que se valida un paso, este simbolo aparece en pantalla para que el
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usuario pueda escribir el siguiente paso. El paso es correcto, si no
se obtienen mensaj)es indicando lo contrario.

{7~ miz_pr.
i>pred p:*, q:°*, r:%;

i>(for x:® holds (p(x] implies qlx]) and (qlx] implies rix]))
implies (for x:°® holds p(x] implies r{x])
proof;
> let sort ct for °;
> assume A% for x:ct holds

(plx] implies qix]) and (qix) implies r(x});
!> let a:ct such that B# p{al;
!> assume C# not rfa);
> thus contradlction by A,B,C;
>end;

oexit;
fin de sesion

yes

Ejemplo 2.2.2

En este ejemplo se muestra, utilizando la demostracién del
ejemplo anterior, como el sistema devuelve mensajes en caso de error
en el razonamiento. Cuando se detecta un error en un paso, Se recupera
el estado anterior.

! ?7- miz_pr.
i>pred p:*, q:°, r:*;

i>(for x:* holds (p(x) implies q{x]) and (q(x] implles r(x]))
implies (for x:* holds p[x] implies r(x})
proof;
i>let sort ct for *;
1>assume A$ for x:ct holds plx] implies qlx):
la tesis actual no es una implicacion

o no se asume el antecedente

{>assume A# for x:ct holds {plx] lmplies qlx])) and (qlx) implies rix]);
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i>let a:ct such that BS plal;
i>assume C# not r(al;

i>thus r{al] by A,B,C;

la formula concluida no ha podido ser inferida
a partir de las referenclas dadas

esta formula no corresponde con ninguna
componente del objetivo actual

>thus contradiction by A,B,D;

premisas inexistentes

la formula concluida no ha podido ser inferida
a partir de las referencias dadas

1>end;
la prueba no ha sido finalizada

i>thus contradiction by A,B,C;
i>end;

idexit;
fin de sesion

yes
H O

Ejemplo 2.2.3
El siguiente ejemplo muestra, primeramente, la demostracién de
una propiedad matemitica escrita paso a paso por el usuarlo. Sabemos

que cuando aparece el prompt !>, el paso anterior ha tenido éxito.

{ ?7- mlz_pr.
>type int;
i>pred ng:* ~ *;

>(ex x:int st for y:int holds ngix,yl) implies
(for x:int holds ex y:int st ngly,x])
proof;

> gliven x:int such that 1# for y:int holds nglx,y);
D let a:int;

:> 2% nglx,a) by 1;

D thus ex y:int st ngly,al by 2;

1>end;
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A continuacién se demuestra la misma propledad automatizando
alguno de sus pasos. Puesto que estamos en la misma sesién que en la
prueba anterior, no es necesarlio volver a hacer las correspondientes
declaraciones. El sistema escribe un mensaje al comprobar
automiticamente que la férmula correspondiente a la tesls actual es
verdadera.

i>(ex x:int st for y:int holds ngix,yl]) implles
(for x:int holds ex y:int st ngly,x])
proof;

!> assume (ex x:int st for y:int holds ngix,y]);

> thus thesis automat;
prueba completada con exito

1>end;

Por ultimo se automatiza la prueba de esta propiedad totalmente.

:>(ex x:1int st for y:int holds nglx,y]) implies
(for x:int holds ex y:int st ngly,x])
automat;

prueba completada con exito

>exit;

fin de sesion

yes

-

Ejemplo 2.2.4

A continuacién se demuestra una propledad tipica de cualquier
funcién estricta, 1la distributibidad con respecto al téramino
condicional. Para ello se declara una varlable de funcién, f, de tipo
arbitrario. Esta propiedad se utiliza en el ejemplo 2.2.6 para el caso
de la funcién append.
¢ ?7- miz_pr.

i>var f:%->°%;

i>for x:bool,y:*,2z:* holds f(if x then y else 2)
= if x then f(y) else f(2z)
proof;

g let sort t for °*;
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Hd let a:bool, b:t, c:t;
1 A% a=bot or astrue or a=false by bool;

i> B# a=bot implies f(if a then b else c)
= if a then f(b) else f(c)

proof;
1 b8 f(bot:t) = bot:** by bot_order;
> assume 1% a = bot;
> Bi# if a then b else ¢ = bot by 1,bool;
D> B28 if a then f(b) else f(c) = bot by 1,bool;
> B3# f(if a then b else c) = bot by Bl,b;
> thus thesis by B2, B3;
b end;

!> T# a=true implies f(if a then b else c)
= if a then f(b) else f(c)

proof;
b assume 1% a = true;
D Ti# if a then b else ¢ = b by 1,bool;
"D T28% 1f a then f(b) else f{(c) = f(b) by 1,bool;
1 thus thesis by T1,T2;
4 end;

!> F# a=false implles f(if a then b else c)

= if a then f(b) else f(c) automat;
prueba completada con exito

i> thus f(if a then b else c) = if a then f(b) else f(c) by A,B,T,F;
1>end;

i>exit;

fin de sesion
yes

HEY &
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Ejemplo 2.2.5

Definimos una teorfa de listas polimérficas que seri almacenada
para volver a ser utllizada en el sigulente ejemplo. Tamblén se define
la funclén append para concatenar listas utilizando una especificacién
recursiva y se demuestran algunas propledades de esta funcién.
¢ ?7- miz_pr.
>type list/i;
i>const [):1ist(®);
i>func cons: *~1ist(®*)->11st(®), hd: 1ist(*)->°,

tl:1ist(®*)->11st(®),null: 1ist(®*)->bool;

:>funrec append: l1ist(®)"1l1ist(®)->11st(®)

append(x,y) = if null(x) then y else cons{hd(x), append(tl(x),y));
1>L1% null([))=true;
1>L2# for x:°,y:11st(®) holds

(not y=bot and not x=bot) implies null(cons(x,y)) = false;

OL3% for x:°,y:11st(®) holds
(not y=bot and not x=bot) implies hd(cons{(x,y)) = x;
i>L4% for x:°,y:1ist{®) holds
(not y=bot and not x=bot) implies tl(cons(x,y)) = y;
I>APO% for x:1list(®),y:11st(®),2z:11st(®) holds
(x=bot or y=bot or z=bot) implies
append(cons(x,y), z)=cons(x, append(y, z));
>AP1# for x:1ist(®),y:11ist(®) holds
append(x,y) = if null(x) then y
else cons(hd(x),append(tl(x),y)) by fix;
1>AP28 for x:1list(®),y:1ist(®),z:11st(®) holds
append(cons(hd(x),y),z) = cons(hd(x), append(y,z))
proof;

> let x:1ist(®),y:1ist(®), z:1ist(*);

:> 1% (hd(x)=bot or y=bot or zsbot) implies
append(cons(hd(x),y),z) = cons(hd(x), append(y,2)) by APO;

> 2% (not hd(x)=bot and not y=bot and not z=bot) implies
append(cons(hd(x),y),z) = cons(hd(x),append(y,z)) proof;
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thd assume 3% not hd(x)=bot and not y=bot and not z=bot;
> 48 null(cons(hd(x),y)) = false by 3,12;

> S8 hd(cons(hd(x),y)) = hd(x) by 3,L3;

B 6% tl(cons(hd(x),y)) = y by 3,14;

D 78 append(cons(hd(x),y),z) = if null(cons(hd{x),y))} then 2
else cons(hd(cons(hd(x),y)),append(tl(cons(hd(x),y)),z)) by AP1;

> 88 append(cons(hd(x),y),z) = .
cons(hd(cons(hd(x),y)),append(tl(cons(hd(x),y)),z)) by 4,7,bool;

D> thus thesis by §,6,8;

> end;

i> thus append(cons{hd(x),y),z) = cons(hd(x), append(y,z)) by 1,2;

1>end;

i>save listas;

>exit;

fin de sesion
yes

HEy &

Ejemplo 2.2.6

Utilizando la teorfa de listas definida y salvada en ejemplo
anterior, demostramos que la operacién append es asociativa. Para
ello, se define una variable funclonal, X, sobre la que se hace la
induccién, y para simplificar la notacién del caso biasico, se declara
la funcién B como la funcién bottom del mismo tipo que append.
t 7- miz_pr.
>include listas;
teoria incorporada al entorno actual
i>func B = bot:list(®) = 1list(®) -> 1list(®);
i>var X:11st(®) ~ list(®) -> list(®);

>IF$ for x:11st(®), y:1list(®), z:11st(®) holds
append(1f null(x) then y else cons(hd(x),X(tl(x),y)),z) =
if null(x) then append(y,z) else append(cons(hd(x),X(tl(x),y)),z);
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{>ASOC# for x:1ist(®),y:11ist(®),2:11st(®) holds

append (append(x,y),z) = append(x, append(y, z))
proof ;

D BASE® for x:11ist(®),y:11st(®),2:1ist(®) holds
append(B(x,y),z) = B(x,append(y,2)) by bot_order;

> IND# (for x:1ist(®),y:11ist(*),2:11st(*) holds
append(X(x,y).z) = X(x,append(y,2))) implies
(for x:11st(®),y:11st(®),z:1ist(®) holds
append(if null(x) then y else cons(hd(x),X(tl(x),y)),2) =
1f null(x) then append(y,z) else cons(hd(x),X(tl(x),append(y,z))))

proof;
> let sort ct for °;
> assume HI# for x:list(ct),y:1llst(ct),z:11st(ct) holds
append (X(x,y),2) = X(x,append(y, z)));
> let a:1list(ct),b:1list(ct),c:1list(ct);
> 1# append(cons(hd(a),X(t1(a),b)),c) i
= cons(hd(a),append(X(tl(a),b),c)) by AP2;
Hd 2# append(1f null(a) then b else cons(hd(a),X(tl(a).b)),c)
= if pull(a) then append(b,c) else
append{cons(hd(a),X(tl1(a),b)),c) by IF;
1 3% append(if null(a) then b else cons(hd(a),X(tl(a),b)),c)
= if null(a) then append(b,c) else
cons(hd(a), append(X(tl(a),b),¢c)) by 1,2;
D thus thesis by HI,3;
> end;
D thus for x:1ist(®),y:1ist(®),z:11st(®) holds

append (append(x,y),z) = append(x, append(y,z)) induction BASE, IND;
1>end;

Dexit;

fin de sesion
yes

Hlr &

177



3. IMPLEMENTACION

En la actualidad existe un prototipo del sistema MIZ-PR
programado en Quintus Prolog que funciona dentro de un entorno EMACS
en una estacién SUN con la versién 3 de Unix.

En la elaboracién de este prototipo, se han ponderado los
aspectos de claridad por encima de los de eficiencla para consegulr
as{ un programa, que a la vez de ser ejecutable, sea capaz de
especificar por si mismo 1la semintica del sistema. Esto ha sido
posible gracias a las particularidades de la programacién légica.
Comentaremos en esta seccién algunos de los predicados del programa
Prolog destinados al control de las demostraciones.

3.1 GENERALIDADES DE LOS PROGRAMAS PROLOG

El sistema consta de dos partes claramente diferenciadas. Una
parte realiza el anilisis sintictico y traduce a términos Prolog cada
uno de los pasos de una demostracién. Estos términos servirin de
entrada a la parte del sistema encargada del control de las
demostraciones. Nos ocuparemos aqui de estudiar la implementacién de
esta segunda parte.

3.1.1 Representacién de las férmulas

La semintica de las férmulas permite simplificar los conectivos,
de manera que a nivel interno 1las férmulas son conjunciones
(posiblemente con una sola componente). Cada férmula, F, viene
representada por una lista cuyos elementos son las componentes de
dicha férmula. Si P es un simbolo de predicado y T, T1, T2 representan
térainos, cada componente de F es una lista con alguna de las
siguientes formas:

(P, T] % férmula predicativa

[=, T1,T2) % igualdad de términos
[<,T1,T2] % aproximacién

[n,F] % negacién

[pt,F) % cuantificacién universal

La aparicién de una férmula en las dos ultimas listas supone la
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forma recursiva de la representacién de las férmulas.

Los términos y expresiones funcionales del lenguaje también se
representan mediante términos Prolog que llevan incorporada
informacién de su tipo. Se ha utilizado una representacién de
functores (var, const, func, bot, lambda, etc.) y operadores (prod)
para las distintas construcciones de términos y expresiones

funcionales.

3.1.2 Representacién de los entornos

Una serie de operadores predefinidos facllitan la representacién
de las estructura de entornos o contextos que caracterizan a cada
demostracién. Cada contexto se ldentifica con un término Prolog
formado por dos subtérminos uno es una lista de asignaciones, AL, y el
otro es la representacién de la férmula que constituye la tesis
actual, Th; ambos téraminos se separan por el operador "#". La lista de
asignaciones es una lista de férmulas etiquetadas, la etiqueta es un
atomo que se une a la férmula mediante el operador infijo ":".

Una estructura de entornos E tiene la siguiente forma recursiva:

AL % Th o bien E :: E

Esta representaclién permite modificar con facilidad los entornos
a la vista de la técnica de demostracién elegida en cada paso, segin
se explicé en 1.2.1.

3.1.3 Representacién de los items de la demostracién

Para representar los pasos de las demostraclones, se han
declarado una serie de operadores Prolog, de manera que cada uno de
los items, correspondientes a las distintas técnicas de demostracién,
se convierte en un término Prolog con una estructura propia (como
muestra la filgura 7), lo que permite su fdcil reconocimiento por
ajuste de patrones.

La variable Justific que aparece en la figura 7 debe encajar con
alguno de los patrones mostrados en la figura 8, que sirven para
representar las distintas técnicas de demostracién hacla delante.

Un paso en el que se solicita la automatizacién de 1la
demostracién de una férmula, se traduce por el término:

autom Etiqueta : Formula
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assume Etiqueta : Formula % Suposicién de hipétesis

let (const (Tipo, Nombre)) % Generaliz. de var. de dato

let(Tipo,Vartipo),NE) % Generaliz. de var. de tipo

thus proof (Teorema) % Descomposicién del objetivo

thus Etiqueta: Formula Justific X Descomposicién del objetivo

Etiqueta : Formula Justificacion % Demostracién hacia adelante

Etiqueta : Formula % Axioma

proof (Teorema) % Comienzo de prueba por pasos

end(Etiqueta : Teorema) % Fin de prueba de un teorema
Figura 7

by ListaEtiquetas % Referen. a axiomas o teoremas

by fix % Axioma de punto f1jo

induc [Etiquetal,Etiqueta2] %
%

reduc [ExpFuncional,Etiqueta]

Induccién

B~Reduccién

Figura 8

3.2 ALGUNOS DETALLES DE LOS PREDICADOS PROLOG

Los médulos Prolog que soportan el peso principal del control y
automatizacién de la demostracién tienen los sigulentes nombres:
control, reasoner, prover, checker, equal, inductlion, lambda.

Existen otros como substitution o formulas destinados a tareas
complementarias.

A continuacién analizaremos brevemente cada uno de los siete
médulos principales arriba mencionados. ‘

3.2.1 Médulo control

Este médulo estid destinado a realizar el interface entre los
programas de lectura y escritura y los programas de comprobacién y
automatizacién de la demostracién.

Se inicializa el proceso con un entorno iniclal vacfo. Por cada
item, analizado y convertido en término Prolog por el analizador
sintictico, se hace una llamada al reasoner, quien se encargarid de
comprobar la correccién légica, o al médulo que construye la
demostracién (prover) si se trata de la automatizacién de un paso.
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EL procedimiento principal de este médulo lo constituye el
predicado recursivo control_proof cuyo pardmetro es la estructura de
entornos de la demostracién.

control_proof ({]) :- t.

control_proof (Env) :-
read_itea(_, Item),
verify_itea(Env, Item,NewEnv),
control_proof (NewEnv).

El predicado verify_item es el encargado de distinguir si una vez
escrito un paso de la demostracién, se trata de final de sesién, de
una prueba automitica, de una facilidad, de una 1lista de items a
analizar por el reasoner, o sl no hay nada que demostrar por tratarse
por ejemplo de una declaracién de datos o tipos.

verify_item(_, {exit], (}) :- ¢,
write('fin de sesion’).
verify_item(Env, [),Env) :-!.
verify_item(AL#{], [save(T)],[]) :- !,
recordz(asig, AL, _),
save(T).
verify_item(AL1#(], (include(T)), AL#(]) : -,
restore(T),
recorded(asig, AL2,Ref),
erase(Ref),
append (AL1,AL2,AL).
verify_item(Env, [autom L : F),NewEnv) :- !,
prove(Env,L:F,NE),
i1s_ok->NewEnv = NE;NewEnv = Env.
verify_item(Env, Item, NewEnv) : -
reasoner (Env, Item,NE),
is_ok->NewEnv = NE;NewEnv = Env.

Después del control de cada paso, si el antlisis finaliza con

éxito, el entorno iniclal sert transformado sirviendo de entrada al

procedimlento contreol_proof quien se encarga de nuevo de hacer la
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llamada a los procedimientos de lectura. En caso contrario, el entorno
no varfa y se escriben los mensajes de error antes de leer el
siguiente item.

El predicado is_ok decide si un proceso ha tenido éxito a la
vista de los cédigos de error que ha desencadenado, y escribe los
mensa jes correspondientes.

is_ok :- all_errors(Err),
error_text (Err),
Err = [0);Err =[].

3.2.2 Médulo reasoner

Una explicacién detallada de los predicados de este médulo para
el sistema MIZAR/LOG aparece en [Nie-89). El reasoner de MIZ-PR, al
igual que el del sistema iniclal, analiza cada item de la demostracién
que ha sido convertido en un término Prolog. Las principales
diferenclas entre uno y otro sistemas son, por un lado, el caricter
mids interactivo del médulo actual que permite una respuesta inmediata
después del andlisis de cada item sin esperar al final de la
demostracioén.

Por otro lado, las técnicas de demostracién propias del nuevo
sistema (generalizacién de tipos, A~cdlculo, induccién y punto f1jo)
obligan a Iincorporar nuevas clausulas para definir los predicados
reduces y justification que aparecen dentro de el médulo reasoner. El
primero se ocupa de analizar los items modificando de forma adecuada
el contexto. El segundo tiene lugar cuando se utiliza una técnica de
demostracién hacla adelante y se encarga de la ejecucién de los
procedimientos correspondientes.

Los predicados que constituyen el médulo reasoner llevan a cabo
las accliones necesarias para analizar la correccién de un item que
fueron explicadas en 1.2.1; slendo ésta la razén de que no insistamos
ahora en detallar cada uno de estos predicados. Unicamente y a modo de
ejemplo, sefialamos la cldusula del predicado reduces correspondiente
al andlisis de la técnica de generalizacién de tipos y las cléusulas
del predicado justification para las técnicas de referencia al axioma
de punto fijo, de reduccién de una lambda expresién y de induccién. El
resto del programa puede verse en el anexo.
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reduces(E, let(Ty,v(TyV)),NE) :- !,
thesis_of (E, Th),
subs_type (Ty, TyV, Th,NTh),

constructor_of_thesis(E,NTh,NE).

reduces(E, J,NE) :- !,
Justification(E,J,NE, ).

Cuando se Jjustifica una sentencia por referencla al axloma de

punto fijo, es el predicado fixed, que forma parte del médulo

Induction el que se encarga de valldarla.

Justification(E,L : S by fix,NE,S1) :=- !,
thesis_of (E, Th),
replace_thesis(S, Th,S1),
fixed(S1),
add_binding(L : S1,E,NE).

Si se indica que se estid aplicando una induccién

se hace una

llamada al procedimiento induction en el m6dulo del mismo nombre.

Justification(E,L : S induc LL,NE,S1) :- !,
thesis_of (E, Th),
replace_thesis(S, Th,S1),
look_up(LL,E,SL),
induction(S1,SL),
add_binding(L : S1,E,NE).

Si{ en el razonamiento se produce de manera

explfcta wuna

B-reduccién de una A-expresién, se comprueba la correccién mediante el

procedimiento check_reducing que forma parte del médulo lambda.

Justification(E,L : S reduc [FE,L1],NE,S2) :- !,
thesis_of (E, Th),
replace_thesis(S,Th,S2),
find(L1 : S1,E),
check_reducing(St,S2,FE),
add_binding(L : S2,E,NE).
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3.2.3 Médulo prover
Para construir una demostracién de una férmula de forma
automitica, se utiliza el procedimiento prover, incluido en el médulo

de igual nombre.

prover(E,L:F,NE) :-
thesis_of (E, Th),
replace_thesis(F, Th,F1),
construct_proof (E,F1,1),
add_binding(L:F1,E,NE).

Una vez que en la férmula que queremos demostrar, se sustituye,
si aparece, la palabra thesis por su valor actual, el predicado
construct_proof llama a las distintas técnicas de demostracidén para

construir la prueba.

construct_proof (_, [],_) :- ¢.
construct_proof (E, [FIRF],N) :-
do_new_monomorphic([FiRF)),
select_tech(E,F,NF,NE,N),
N1 is N + 1,
construct_proof (NE,NF,N1),
N2 is N1 + 1,
construct_proof (E, RF,N2).
construct_proof (E,F,_) :-
insert_bool(E,AL),
check_consequence (AL, F).
construct_proof (E,F,_) :~
insert_bot(E,AL),
check_consequence (AL, F).
construct_proof (E,F,_) :-
insert_order(E,AL),
check_consequence (AL, F).

El predicado do_new_monomorphic produce la instanciacién de una

férmula con nuevas constantes de tipo, y ejecuta por tanto la primera
de las técnicas de demostracién posibles. A partir de ese momento,
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select_tech ensaya el resto de las técnicas para cada una de las
subférmulas o componentes que constituyen el objetivo inicilal

select_tech(E, [pt, Ty,F].NF,E,N) :-
subs(const(Ty, 1(N)),F,NF).
select_tech(E, (n, {F1:F2)],NF2,NE, ) : -
add_binding(®*®n: [F1],E,NE)
negation(F2,NF2).
select_tech(E,F,NF,E,_) :-
reducing([F],NF).
select_tech(E,F,{],E,_) :-
fixed([F]).
select_tech(E,F, [1,E,_) :-
elim_label_env(E,AL),
check_consequence(AL, (F]).

El orden en el que aparecen las clausulas de select_tech sigue
los criterios establecidos en 1.2.4 de aplicacién de las técnicas de

demostracioén.

3.2.4 Médulo checker

Corresponde a este médulo la tarea de comprobar si es posible
encontrar una derivacién de una férmula a partir de unas premisas. La
mayor parte de las inferencias se comprueban utilizando el método de
los tableaux, sin embargo, aquellas que se fundamentan en las
propledades de la igualdad, se comprueban por un algoritmo particular
implementado en el médulo equal que se explica en 3.2.5.

El predicado check_consequence ensaya los dos métodos anteriores,
check_equality supone la 1llamada al wnédulo equal, mientras que
refutation prepara las férmulas para construir un tableau vy

desencadena dicho algoritmo.

check_consequence(SL,S) :-
check_equality(SL,S)

refutation(SL,S).
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refutation(SL,S) :-
negation(S,NS),
do_new_monomorphic(NS),!,
closed_tableau({NS:SL)).

El predicado closed_tableau investiga primero si el conjunto de
féraulas inlcial (FS) da lugar a una rama cerrada, en caso negativo,
se hacen monomérficas las férmulas de este conjunto y, para consegulr
clerta eficiencia en la consecucién de un tableau, se clasifican las
férmulas en las correspondientes categorfas - alfa (AL), beta (BL),
delta (DL), gamma (GL) y bésica o lista de literales (LL) -, esta
clasificacién, conseguida mediante el predicado classify, se mantiene
y actualiza para cada rama conforme se generan nuevas subférmulas, en

estos casos se utiliza el predicado place.

closed_tableau(FS) :-
closed_branch(FS), !
instance_set (FS,MFS),
classify(MFS,AL,BL,DL,GL,LL, TL),
close(AL,BL,DL,GL,LL, TL).

La bisqueda de un tableau cerrado comienza con la construccién de
un tableau proposicional, el predicado deflnido con tal objetivo es
close.

close(l]}, [}J,DL,GL,LL,TL) :- ¢,
depth(DL,GL, TL,DP),
close_mw([),(],DL,GL,LL, TL,0,DP).
close({]), [B:BL],DL,GL,LL,TL) :- !,
beta_formula(B,Bi1,B2),
confront_beta(B1,B2,BL,DL,GL,LL, TL).
close([A!AL),BL,DL,GL,LL,TL) : -
alfa_foraula(A, A1, A2),
confront_alfa(Al,A2,AL,BL,DL,GL,LL, TL).

Si con las férmulas sin cuantificar no se logra cerrar el
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tableau, las férmulas delta y gamma entran en juego, la la busqueda de
un tableau de predicados cerrado la reallza close_s.

Los predicados confront_alfa y confront_beta producen la
a-extensién y la B-bifurcacién, respectivamente, en el tableau
proposicional que se estd construyendo y desencadenan la 1lamada
recursiva al predicado close de busqueda del tableau cerrado. Los
andlogos de estos predicados, para el caso de la construccién de un
tableau de predlcados, son confront_alfa_ s y confront_beta_m,
respectivamente que pueden verse desarrollados en el anexo.

confront_alfa(A,A,AL,BL,DL,GL,LL, ) :-
opposite_t(A,AL,BL,DL,GL,LL),!.
confront_alfa(A,A,AL,BL,DL,GL,LL,TL) :- ¢,
place(A, AL, BL,DL,GL, LL, NAL,NBL, NDL, NGL,NLL),
close(NAL, NBL, NDL,NGL,NLL, TL).
confront_alfa(Al, A2,AL,BL,DL,GL,LL, TL) : -
opposite_t (A1, AL,BL,DL,GL,LL),!
opposite_t (A2, AL, BL,DL,GL,LL),!

negation(Al,A2),!

place(A1,AL,BL,DL,GL,LL,AL1,BL]1,DLY,GLY,LLY),
place(A2,AL1,BL1,DL1,GL1, LL1, NAL, NBL, NDL, NGL, NLL),
close (NAL, NBL, NDL, NGL, NLL, TL).

confront_beta(B,B,BL,DL,GL,LL,TL) :- 1,
close_beta(B,BL,DL,GL,LL, TL).

confront_beta(B1,B2,BL,DL,GL,LL,TL) :-
close_beta(B},BL,DL,GL,LL, TL),
close_beta(B2,BL,DL,GL,LL, TL).

close_beta(B,BL,DL,GL,LL, TL) :-
opposite_t(B,[],BL,DL,GL,LL),!
place(B, [1,BL, DL, GL, LL, NAL, NBL, NDL, NGL, NLL),
close (NAL, NBL, NDL, NGL, NLL, TL).
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Como ya se ha seflaldo, de no tener éxito en la busqueda del
tableau proposicional se continuard la busqueda con close_m que se
encarga de manejar también férmulas delta y gamma.

close a((], (1, (), [),_._._0) ==,

fall.

close a(_, _,_,_,.,_,_,0) :-1,
fall.

close_a((],(),[),GL,LL,TL,I,DP) :~- |,
confront_gamma(GL,LL,TL, I,DP).

close_w([], (]}, (DiDL],GL,LL, TL,I,DP) :~ !,
delta_formula(D,Ty,F),
confront_delta(Ty, F,DL,GL,LL, TL, I,DP).

close_m({), [B!BL),DL,GL,LL,TL,1,DP) :- ¢,
beta_formula(B,Bi,B2),
confront_beta_m(B1,B2,BL,DL,GL,LL,TL,I,DP).

close_m([A:!AL]),BL,DL,GL,LL,TL,I,DP) :-
alfa_formula(A,Al,A2),
confront_alfa_m(A1,A2,AL,BL,DL,GL,LL, TL, I,DP).

La instanciacién de las férmulas delta con nuevas constantes se
realiza por medio de confront_delta. Para consegulir nuevas constantes,
se mantiene un {ndice I que aumenta por cada instanciacién de una
férmula delta. El proceso de construccién del tableau continua
recursiveente, la llamada recursiva a close_m tiene lugar por medlo

del predicado process_gamma segin veremos mis tarde.

confront_delta(Ty,F,DL,GL,LL,TL,I,DP) :~
subs(const (Ty, aux(1)),F,SF),
close_delta(SF,DL,GL,LL, [const(Ty,aux(1)):TL]}, I,DP).

close_delta(F,DL,GL,LL,TL,I,DP) : -
opposite_t(F,[],{],DL,GL,LL),!
Il is I + 1, DP1 1s DP - 1,
place(F, (], [],DL,GL, LL, NAL, NBL, NDL,NGL,NLL),
process_ganma (NAL, NBL,NDL,NGL,NLL, TL, I1,DP1).
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A cada férmula gamma se le asocia una marca que consiste en la
l1ista de términos con los que ya ha sido instanciada. Por otra parte,
el numero de instancias de férmulas gamma y delta, es decir, el numero
de 7y y & extensiones no puede superar un clerto valor, DP, calculado
medlante el predicado depth utilizande el numero de términos y
cuantificaciones en el conjunto de férmulas inicial.

Para una féraula tipo 7 marcada, el predicado process_gamma
elige, sleapre que sea posible (predicado look_term), un término que
no aparece en su marca, instancia esta féraula universal con dicho
término y actualiza su marca. . Por otro lado, produce la llamada
recursiva al procedimiento close_m, decreciendo, previamente, 1la

profundidad, DP, en una unidad.

confront_gamma(GL,LL,TL,I,DP) :-
process_gamma(([], (), [],GL,LL, TL, I,DP).

process_gamma(AL,BL,DL,GL,LL,TL, I,DP) : =~
look_term(GL, TL,GL1,F),!, .
close_gamma(F,AL,BL,DL,GL1,LL,TL, I,DP).
process_gamma{AL,BL,DL, [G:GL),LL,TL,I,DP) :-
append(GL, [G),NGL),
DP1 is DP -~ 1,
close_m(AL,BL,DL,NGL,LL, TL, I,DP1).

close_gamma(F,AL,BL,DL,GL,LL, TL,I,DP) : -
opposite_t(F, (1,1}, [},GL,LL),!
DP1 is DP - 1,
place(F,AL,BL,DL,GL, L1, NAL,NBL,NDL, NGL,NLL),
close_m(NAL,NBL, NDL, NGL,NLL, TL, 1,DP1).

3.2.5 Médulo equal

Este aédulo estd destinado a comprobar las inferencias que se
fundamentan en las propiedades de 1la igualdad. Esto hace ganar
eficiencia al checker, ya que se evita la construccién de un tableau
cuando la sentencia que se quiere probar es consecuencia de las

propliedades de la igualdad.
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El algoritmo simulado en e}l médulo equal, para deducir la
igualdad de dos términos a partir de un conjunto de ecuaciones, es el
definido en [2uk-87], que ha sido también utilizado en otros sistemas
de la familia Mizar.

El predicado principal de este médulo es check_equal, cuyos tres
argumentos corresponden a los dos términos cuya igualdad quiere
comprobarse y al conjunto de igualdades que forman las hipétesis. Con
todos los términos y subtérminos existentes, entre premisas y
conclusién, se construye una particién inicial que tiene tantas clases
como términos. Después de ejecutar el algoritmo que devuelve una
particién formada por clases de equivalencia, los términos cuya
igualdad quiere demostrarse deben pertenecer a la misma clase.

check_equal(T,T,_) :- !.

check_equal (prod[T1:TL1),prod{T2:TL2),EL) :- !,
check_equal(T1,T2,EL),
check_equal(prod TL1,prod TL2,EL).

check_equal(T1,T2,EL) : -
terms_in({[['=",T1,T2)):EL), TL),
cond_to_func(TL, TL1),
partition(TL1,P),
trans_cond (EL,NEL),
algoritha(P,FP,NEL),
class(T1,FP,C),
class(T2,FP,C).

El predicado algorithm realiza la tarea mis importante del método
presentado en [2uk-87) para conseguir clases de equivalencia, creando
nuevas particiones al eliminar colisiones entre clases.

algorithm(P,FP,EL) :-
new_partition(P,EL,NP),
elia_clashes(NP,FP).

El predicado new_partition produce una transformacién de la

particién P consistente en solapar todos los pares de clases en P

correspondientes a dos términos, cuym igualdad aparece en el conjunto
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de ecuaciones de partida EL.

new_partition(P, [],P) :- !.

new_partition(P, [{['=',T1,T2]]!EL],NP) : -
class(T1,P,C1),
class(T2,P,C2),
new_partition1(C1,C2,P,EL,NP).

new_partitionl(C,C,P,EL,NP) :- ¢,
new_partition(P,E1L,NP).

new_partition1(C1,C2,P,EL,NP) : -
Join(C1,C2,P,P1),
new_partition(P1,EL NP).

Dos clases C1 y C2 colisionan cuando dos expresiones funclonales
correspondientes a la misma funcién estin en distintas clases mientras
que los términos a los que se aplican estén en la misma clase. El
procedimiento elim_clashes busca y solapa todas las colisiones de una
particién para devolver una particién sin colisiones. . Para detectar
las colisliones se utiliza clashes. El predicado join solapa las clases
Cl y C2, eliminindolas de la particién y afladiendo una clase formada

por la unién de las dos anteriores.

elim_clashes(P,FP) :-
clashes(P,P,C1,C2),
Join(C1,C2,P,NP), !,
elim_clashes (NP, FP)

FP=P.

clashes(P1, [C:P]},C,NC) :-
member (func(Ty,FE, T1),C),
class(func(Ty,FE, T2),P,NC),
class(T1,P1,CL),
class(T2,P1,CL).
clashes(P1,[_iP],C1,C2) :-
clashes(P1,P,C1,C2).
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Join(C1,C2,P, (CINP)) : -
subtract (P, [C1,C2],NP),
append(C1,C2,C).

class(T,P,C) tlene éxito, cuando la clase del término T en la
particién P es precisamente C, este Ultimo argumento pude estar
instanciado al ser llamado el predicado o puede ser variable.

3.2.6 Médulo induction

El predicado principal de este médulo, también llamado induction,
controla si una demostracién por induccién ests blen realizada.
Mediante el predicado iInduc_pattern, se trata de encontrar el patrén
de la férmula sobre la que se realiza la inducciéon. Por otro lado

(predicado contimuous) se demuestra que dicha férmula es continua.

induction(F,Pr) :~
induc_pattern(F, Pr,FX, X),
continuous(FX, X).

Para encontrar el patrén de la férmula y la variable sobre la que
se realiza la induccién, se tienen como datos la férmula resultante,
en cuyo interior hay una definicién recursiva, y las dos premisas que
deben corresponder al caso bottom (FB) y al paso de inducclén (la
implicacién FX—FM), respectivamente.

induc_pattern(F,Pr,FX,X) :-
induc_prenmis(Pr,FB, FX, M),
differs(F,FB, fix(X,M),bot),
differs(F,FX, fix(X,M),X), atom(X)
subs_func(X, M, FX, F¥).

El Gltimo predicado (subs_func) produce la sustitucién de la
variable funcional X por la expresién M en la férmula FX obteniéndose
la nueva férmula FM que debe coinclidir con el consecuente del paso de
induccién.

La especificacién de una funcién recursiva se transforsa en una
representacién interna que identifica el simbolo empleado para la
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funcién recursiva con un téraino Prolog que comienza con el functor
fix. De esta representacién se sirve el predicado differs para
demostrar que las diferenclas sintdcticas entre la férmula concluida,
F, y el caso bésico, FB, son las adecuadas; anslogamente comprueba la
diferencia entre F y el antecedente del paso de induccién FX.

La representacién de las férmulas en forma de listas permite al
demostrador reconcer como féraulas continuas un gran numero de
expresiones sintidcticas de esto se ocupa el predicado continuous, que
puede verse en el anexo.

En este médulo también aparece el predicado fixed destinado a
comprobar o automatizar los pasos de la demostracién que se apoyan en
el axioma de punto fijo. Este predicado se sirve de la representacién
de las p-expresiones para poder aplicar dicho axioma.

El término Prolog fix(X,N) representa una funcién declarada
recursiva que como tal es equivalente a una u-expresién (uX.M). X es
la representacién en forma de término Prolog de X, mientras que ¥ lo
es de M, y en su interior apareceri X. .

Se ha programado un algoritmo que permite derivar la igualdad de
dos términos tales que uno de ellos es una funcién recursiva,
fix(X,M), aplicada a un término T, mientras que el otro consiste en
aplicar una funcién, que es el resultado de sustituir en M la variable
X por fix(X,M), al mismo término T. Si la expresién M es una
A-expresién, puede haberse producido la S8-reduccién correspondiente.

fixed([[pt,_,F]]) :- !, fixed(F).

fixed([[=, func(Ty, f1x(X,M),T), func(Ty,NM,T)}}) :-
copy_term(fix(X,M), f1x(X1,M1)),
copy_tera(fix(X1,M1), fix(X2,M2),
X1 = £ix(X2,M2),MN = M1.

fixed([[=, func(Ty, fix(X,M),T),RT}]) :-
copy_tera(fix(X,M), f1x(X1,M1)),
copy_term(fix(X1,M1), fix(X2,M2)),
X1 = fix(X2,M2),
apply (N1, T,RT),
type_of (RT, Ty).
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3.2.7 Médulo lambda

Este wmédulo se encarga tanto de la automatizacién de una
B-reduccidén como de la comprobacién de su correccién cuando ésta sirve
de justificacién en un paso dado por el usuario.

Una vez localizada 1la A-expresién a reducir, se trata de
sustituir en el cuerpo de esta expresioén, las variables ligadas por el
término al cual se aplica, esto se lleva a cabo mediante apply.

apply(lambda(VL,T),prod TL,RT) :- !,
same_length(VL,TL),
copy_tern(lambda(VL,T), lambda(VL1,T1)),
replace_vars(VL1, TL, T1,RT).
apply(lambda([var(Ty,X)),T),T2,RT) : -
copy_term(lambda([var(Ty,X)],T), laabda([var(Ty1,X1)},T1)),
type_of (T1,Tyl),
replace_var (X1, T2, T1,RT).

Genéricamente, la representacién de una A-expresién en forma de
término Prolog tiene la forma lambda(ListVar,Term), donde ListVar es
la lista de las variables ligadas y Term es la representacién del
cuerpo de la A-abstraccién. Cada una de las variables de ListVar
aparece escrita de la forma var(Tipo,X), siendo X una variable Prolog,
que sirve para representar cada una de las ocurrencias de la variable
l1igada corrrespondiente, dentro de Term.

El predicado replace_vars, se ha programado, utilizando 1la
representacién anterior, de manera que produce la sustituclén en Term

de las variables ligadas por los términos a los que se aplica la

A~expresién.
replace_vars({],[),T,T) :- !.
replace_vars([var(Ty,X):!VL], [T1!TL], T,RT) :~

type_of (T1, Ty),
replace_var(X,T1, T,NT),
replace_vars(VL, TL,NT,RT).

replace_var (X, Ti1, T,RT) :~-
X =T,

RT = T.
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CONCLUSIONES






El objetivo primordial de este trabajo ha sido disefiar un sistema
de deduccion automidtica capaz tanto de demostrar teoremas matemiticos
como de especificar y comprobar propiedades de programas funcionales.

Para cumplir nuestro objetivo, hemos definido 1la 1légica
computacional PLPR, para ella se han encontrado unos mecanismos
generales de deduccién, y por iltimo se ha implementado un sistema que
soporta a esta légica como lenguaje objeto y es capaz de simular
ciertos razonamientos humanos dentro del 4mbito en el que nos movemos.

PLPR es una extensién de la légica de predicados; los operadores
A y i, Junto con el polimorfismo, son las principales herramientas con
las que cuenta el lenguaje para conseguir la expresividad esperada.
Ademas, la definicién de interpretacién de los diferentes objetos nos
lleva a una semintica denotacional muy préictica.

Se han hecho estudios de la complejidad del problema de valldez
de las férmulas, pudiendo asegurar la no existencia de célculos
finitarios para PLPR. No obstante, se ha introducido una extensién del
método de los tableaux de Smullyan, algoritmo que permite semi-decidir
la insatisfactibilidad de un conjunto de férmulas.

También se han presentado otros cdlculos de deduccién natural
para nuestra légica y se han demostrado teoremas de completitud. Con
el fin de tratar cémodamente la recursién, se ha incorporado una regla
de induccién de punto fijo para ciertas férmulas llamadas contlinuas.

Por ultimo, para conseguir que la automatizacién de la légica
anterior, se asemeje, en algunos aspectos, a la forma de razonar
humana, se ha disefiado un sistema, MIZ-PR, dotado de un lenguaje
cercano al lenguaje natural, que permite al  usuario hacer
especificaciones, enunciar teoremas y gular las demostraciones.

El sistema semi-automitico obtenido presenta mejoras notables con
respecto a la familia de sistemas Mizar en los que estd basado; estas
me joras cubren los aspectos légico, humano y técnico.

Desde el punto de vista de la fundamentaclién, la légica de primer
orden, que sirve de lenguaje objeto de los sistemas Mizar, ha sido
extendida con polimorfismo y recursién dando una mayor capacidad de
expresién al sistema.
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Desde el punto de vista de la proximidad del sistema al usuarlo,
el lenguaje utilizado en los sistemas Mizar para escribir
demostraciones se ha extendido posibilitando especificar tipos
(incluso polimérficos y construidos) y definir funciones recursivas de
una manera similar 2 la manera habitual en que se especifican los
programas recursivos. Ademids se han incorporado nuevas técnicas de
demostracién entre las que destacamos el uso generalizado de la regla
de induccién.

Desde el punto de vista técnico, se ha conseguido una interaccién
hombre méquina no existente en los sistemas iniciales y una cierta
automatizacién no contemplada en Mizar. En cuanto a la implementacién,
podemos sefialar que mientras los programas que soportan a la mayoria
de los sistemas Mizar estin escritos en PASCAL, los programas de
MIZ-PR estadn escritos en PROLOG, con 1lo que constituyen una
especlificacién semintica del sistema.

Las vias de continuacién que este trabajo ofrece son numerosas.
Extender PLPR incorporando orden superior constituye una linea de
investigacién ablerta, que podria afrontarse considerando
translaciones sinticticas que peraitan afrontar la semintica del nuevo
lenguaje por referencia a la semintica de primer orden. Por otro lado,
MIZ-PR es un prototipo que como tal puede ser mejorado y desarrollado.
Entre los objetivos actuales esté&n la inferencia automitica de tipos,
la mejora del tratamiento de los errores y el estudio e implementacién
de checkers mis potentes que permitan automatizar mayor nimero de

pasos.
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ANEXO






/....I..I.QI.'l.l.ll.l......"....‘..II..‘.I......'.II.'I'.I..I/

Vid

MODULO OPERATOR */

/l...l.l.l.‘.l'.'.l'..'....l....l..l..I'..lll...l..l'...l.l.'-./

/l

module (operator, []).

DECLARACION DE OPERADORES PROLOG */
op(495,fx, **").
op (500, xfx,: ).

op (500, xfy, 8).
op(650, fx, thus).
op(550, xfy,::).
op(550, fx, assume).
op (550, fx, autom).
op(490, fx, prod).
op (600, xfx, by).

op (600, xfx, induc).

op (600, xfx, reduc).
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/.'.......-l...l.Il.I..'.l...l.........l..'.....'....."'II/

/®

MODULO CONTROL */

/OO0 000000 ESNINOEINININTLININRININNEIREIENEOUNSRISIROERY

/®

module(control, [miz_pr/0}).

consult (operator).

use_module(reasoner, [reasoner/3]).

use_module(prover, [proves3}).

use_module(errors, [all_errors/1,msg_error/11).
use_module(analysis, [read_itema/1]).
use_module(library(sets), [1ist_to_set/2}).

CUERPO PRINCIPAL DEL PROGRAMA DE CONTROL DE LA PRUEBA

SALVA Y RECUPERA TEORIAS, Y LLAMA A LOS MODULOS DE ANALISIS
O AUTOMATIZACION PARA CADA PASO */

control_proof ((]) :- !.

control_proof (Env) :-

read_item(Item),
verify_item(Env, Item, NewEnv),
control_proof (NewEnv).

verify_item(_, [exit), []) :- ¢,

write('fin de sesion’).

verify_item(Env, [},Env) :-!.

verify_item(AL#[], [save(T)], []) :- ¢,

recordz(asig, AL, ),
save(T),
write(’ teoria incorporada al entorno actual’),nl.

verify_item(AL1%[], [include(T)], ALS(})) :- !,

restore(T),
recorded(asig, AL2,Ref),
erase(Ref),

append (AL1,AL2,AL).

verify_item(Env, [autom L : F),NewEnv) :-

prove(Env,L:F,NE), !,
select_env(Env,NE,NewEnv).

verify_item(Env, Item, NewEnv) : -

reasoner (Env, Itea,NE), 1,
select_env(Env, NE, NewEnv).
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/* TRATAMIENTO DE LOS ERRORES Y SELECCION DEL NUEVO ENTORNO®/
select_env(Env,NE, NewEnv) : -
is_ok->
NewEnv = NE;
NewEnv = Env.

is_ok : - all_errors(ErrL),
1ist_to_set(ErrL,ErrS),
error_text(ErrS),
no_errors(ErrS).

no_errors(ErrS) :~ ErrS = []

'ErrS = [0]).

error_text([]) :- ¢,
error_text([ErrorCode Errorl]) :-

msg_error (ErrorCode),
error_text(ErrorlL).

/°® INICIALIZACION DEL PROCESO */

miz_pr :- control_proof ([1#{]).
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/--.....l.....Cl...'.l............'..'.'.ll.l'.."....'.l..'.../

/® MODULO REASONER */

/l'...."l.‘..l.l.Ill.l......'l.I..".'....Q..I...ll.ll..l'l.ll/

: - module(reasoner, (reasoner/3, add_binding/3, thesis_of/2,
replace_thesis/3]).

: = use_module(errors, [write_error/1]).

: = use_module(checker, {check_consequence/2]).

: - use_module(induction, [induction/2, fixed/1}).

:~ use_module(lambda, [check_reducing/3)).

: - use_module(prover, (proves3]).

: - use_module(formulas, [negation/2, order_axiom/1,bot_axiom/1,
bool_axiomn/1, monomorphic/1]).

: - use_module(substit, [subs/3, subs_type/d]).
: - use_module(library(basics), {append/3, memberchk/2]}).

:= use_module(library(lists), [delete/3, subseq/3]).

/® PRUEBA DE LA CORRECCION DE CADA PASO DEL RAZONAMIENTO
MODIFICANDO EL. ENTORNO Y CREANDO CODIGOS DE ERROR */

reasoner(E, {],E) :- !.

reasoner (E, [I!IL],NE) : -
reduces(E, I, ME),
nonvar (ME),
reasoner (ME, IL,NE).

reasoner(E, _,E).

reduces(E,L : S,NE) :- ¢,
sentence(S),
add_binding(L : S,E,NE).

reduces(E,assume L : S,NE) :- !,
(monomorphic(S),
thesis_of (E, Th),
replace_thesis(S, Th,S1),
obtain_conseq(Th, S1,NTh),
constructor_of _thesis(E,NTh, ME),
add_binding(L : S,ME,NE)

' write_error(assume)).
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reduces(E, let(const (Ty,M}),NE) :- ¢,
(thesis_of (E, [{pt,Ty,F]l),
subs(const(Ty,M),F,S),
constructor_of _thesis(E,S,NE)

write_error(let)).

reduces(E, let(Ty, v(TyV)),NE) :- 1,
(thesis_of (E, Th),
subs_type(Ty, TyV, Th, NTh),
constructor_of _thesis(E,NTh,NE)

write_error(type)).

reduces(E, thus proof (T),NE) :- 1,

(thesis_of (E, Th),
replace_thesis(T,Th,S),
remove_comp(S, Th, NTh),
constructor_of _thesis(E,NTh,ME),
construct_environ(ME, S,NE)

write_error{thus)).

reduces(E, thus autom L:S,NE) :- ¢,
(prove(E,L:S,ME), !,
thesis_of (E, Th),
replace_thesis(S, Th,S1},
remove_comp{S1, Th, NTh),
constructor_of_thesis(ME,NTh, NE)

write_error(thus)).

reduces (E, thus J,NE) : = !,
(Justification(E, J,ME,S),
thesis_of (E, Th),
remove_comp (S, Th, NTh),
constructor_of _thesis(ME,NTh,NE)

write_error(thus)).

reduces(E, proof (T),NE) :- !,
thesis_of (E, Th),
replace_thesis(T,Th,T1),
construct_environ(E, T1,NE).

reduces(E,end(L : S),NE) :- ¢,
(E = _#{] :: RE,
thesis_of (RE, Th),
replace_thesis(S, Th,S1),
add_binding(L : S1,RE,NE)
' write_error(end)).
reduces(E,J,NE) :- !, justification(E,J,NE, )

write_error(justify).
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/* DEMOSTRACIONES HACIA ADELANTE ¢/
/* Justificacion por el axioma de punto fijo */

Justification(E,L : S by fix,NE,S1) :- ¢,
(thesis_of (E, Th),
replace_thesis(S, Th,S1),
fixed(S1),1,
add_binding(L : S1,E,NE)

write_error(fix),
fail).

/® Justificacion por referencia: llamada al checker */

Justification(E,L : S by LL,NE,S1) :~- 1,
(thesis_of (E, Th),
replace_thesis(S, Th,S1),
look_up(LL,E,SL),
check_consequence (SL,S1),!,
add_binding(L : S1,E,NE)

write_error(by),
fail).

/% Justificacion por induccion */

Justification(E,L : S induc LL,NE,S1) :- !,
(thesis_of (E, Th),
replace_thesis(S, Th,S1),
look_up(LL,E,SL),
induction(S1,SL),
add_binding(L : S1,E,NE)
write_error(induc),
fail).

/® Justificacion por reduccion de una laxbda expresion */

Justification(E,L : S reduc [FE,L1},NE,S2) :-!,
(thesis_of (E, Th),
replace_thesis(S, Th,S2),
find(L1 : S1,E),
check_reducing(St,S2, FE),
add_binding(L : S2,E,NE)
write_error(reduc),
fail).

sentence({X:_]) :- X=[_:_).

L

/* BUSQUEDA DE LAS REFERENCIAS EN LA ESTRUCTURA DE CONTEXTOS */

look_up([), _,[1) :=-1t.
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look_up((order:RL},E,SL) :- !,
order_axiom(OA),
look_up(RL,E,RS),
append (OA,RS,SL).

look_up((bot_order:RL],E,SL) :~ !,
bot_axiomn(BA),
look_up(RL,E,RS),
append (BA,RS,SL).

look_up([bool!RL]),E,SL) :- 1,
bool_axiom(BA),
look_up(RL,E,RS),
append (BA,RS,SL).

look_up((L:RL],E, [SIRS]) :-
find(L : S,E),
look_up(RL,E,RS),!
) write_error(find),
fail.

find{(L : S,AL$_ :: RE) :~
memberchk(L : S,AL)
'flnd(L : S,RE).

find(L : S,AL#%_ ) :- memberchk(L : S,AL).

/® INCORPORA UNA REFERENCIA AL ENTORNO ACTUAL */
add_binding(L:S, AL#Th: :RE, [L:S!AL)#Th: :RE).

add_binding(L:S, AL&Th, [L:S:AL1#Th).

/* BUSQUEDA DE LA TESIS EN EL ENTORNO ACTUAL */
thesis_of (_#Th :: _,Th) :- !,
thesis_of (_%Th, Th).
/* SUSTITUYE LA PALABRA TESIS EN UNA FORMULA POR LA TESIS

ACTUAL */
replace_thesis([},_,[]) :- 1.
replace_thesis([F:FL], Th,RF) :-

replace_th1(F, Th,RF1),

replace_thesis(FL, Th,RF2),
append (RF1,RF2,RF).
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replace_thi([thesis], Th,Th) :- !.

replace_th1([n,S}, Th, [[n,RS]]}) :- !,
replace_thesis(S, Th,RS).

replace_thl([pt, Ty,F}, Th, [{pt,Ty,RF]}) :~- |,
replace_thesis(F, Th,RF).

replace_thi (S, _, [S]).
/®* MODIFICACION DE UNA ESTRUCTURA DE ENTORNOS AL CREAR UN
ENTORNO LOCAL O AL INCORPORAR LA TESIS AL ENTORNO LOCAL®/

construct_environ(E,S, [14S::E).

constructor_of_thesis(AL#_ :: RE,S,AL#S :: RE) :- !.

constructor_of_thesis(AL%_,S,AL#S).

/® ELIMINA COMPONENTES DE UNA CONJUNCION */
remove_comp(S, Th,NTh) : -

subseq(Th, S,NTh).
/® ELIMINA EL ANTECEDENTE DE UNA IMPLICACION */
obtain_conseq(Imp, Ant,Con) : -

negation(Imp,NI),

remove_comp{Ant,NI,NCon),
negation(NCon, Con).
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/C.I...'.....'II".I.I'O'.'.....'.‘..'."'l"'.......".....'../

/° MODULO PROVER s/

/.......l.....l.l..I....'.....I......I.I‘.‘.‘.l.'......-.....l./

: - module(prover, [prove/3]).

:- use_module(reasoner, {add_binding/3, thesis_of/2,
replace_thesis/3}).

: = use_module(errors, [write_error/i]).
: - use_module(substit, [subs/3]).

: - use_module(foraulas, [order_axion/1, bot_axiom/1, bool_axiom/1,
negation/2}).

: - use_module(substit, [do_new_monomorphic/2]).
: = use_module(checker, [check_consequence/2}).
: - use_module(lanbda, {reducing/2]).

: = use_module(induction, [induction/2]).

: - use_module(library(basics), [append/3]).

/* PRUEBA DE UNA FORMULA DE FORMA AUTOMATICA */

prove(E,L:F,NE) :- thesis_of(E,Th),
replace_thesis(F, Th,F1),
construct_proof (E,F1,1),
add_binding(L:F1,E,NE),
write_error(ok)

.

write_error(prover) NE = E.

/* CONSTRUCCION DE UNA DEMOSTRACION PROBANDO CON LAS DIFERENTES
TECNICAS */

construct_proof (_, {],_) :=!.

construct_proof (E, [FIRF],N) : -
do_new_monomorphic((F:RF], [MF!MRF]),
select_tech(E,MF,NF, NE,N),

N1 is N + 1,

construct_proof (NE,NF,N1),

N2 is N1 + 1,
construct_proof (E, MRF,N2).

construct_proof (E,F,_) :-
insert_bool (E,AL),
check_consequence (AL, F).

construct_proof (E,F,_) :-

insert_bot(E,AL),
check_consequence (AL, F).
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construct_proof (E,F,_) :=
insert_order(E,AL),
check_consequence (AL, F).

select_tech(E, [pt,Ty,F] ,NF,E,N) : -
subs(const (Ty, 1(N)),F,NF).

select_tech(E, (n, [F1!F2)),NF2,NE,_) : -
negation(F2,NF2),
add_binding(®*®n: [F1],E,NE).

select_tech(E,F,NF,E,_) :-
reducing([F],NF).

select_tech(E,F,[],E,_) :-
fixed([F)).

select_tech(E,F,[),E,_) :-
elim_label_env(E,AL),
check_consequence (AL, [F]).

/® ADAPTA EL ENTORNO INICIAL, ELIMINANDO TESIS Y ETIQUETAS, E
INCORPORANDO LOS AXIOMAS DE ORDEN */

insert_bool (E,AL) :-
bool_axiom(Bool),
elim_label env(E,AL1),
append (Bool, AL1,AL).

insert_bot(E,AL) :~
bot_axiom(Bot),
elim_label_env(E,AL1),
append(Bot,AL1,AL).

insert_order(E,AL) : -
order_axiom(Or),
elim_label_env(E,ALl),
append (Or, AL1,AL).

elim_label_env(A#_::RE,AL) :- !,
elim_label(A,AL1),
elim_label_env(RE, AL2),
append(AL1,AL2,AL).

elim_label env(AS_,AL) : -
elim_label(A,AL).
elim_label([]),([)) :-t.

elim_label([_:FiRA), [FIRF]) :~
elim_label (RA,RF).
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/....IOI.l..l'..ll.......'.......'.'..l'.l..l‘l'l..l'.l'II..I.I/

/° MODULO CHECKER */

/‘..I....I."l...l....".'..l.IQ.I...'..lCIIO........Q..'.'ICUI/

: = module(checker, [check_consequence/2]).

: - use_module(equal, [check_equality/2]).

:~ use_module(formulas, [terms/2, depth/4, type_of/2, negation/2,
alfa_formulas3,beta_formula/3,delta_formula/3,
gamma_formulas3}).

: = use_module(substit, [subs/3, instance_set/2,
do_new_monomorphic/2}).

: = use_module(library(basics), [append/3, member/2, nonmember/2]).

: - use_module(library(sets), [union/3]).

/® VALIDACION DE UNA JUSTIFICACION POR REFERENCIA LLAMADA
AL MODULO EQUAL O CONSTRUCCION DE UN TABLEAU */

check_consequence(SL,S) :-
check_equality(SL,S),!

refutation(SL,S).

refutation(SL,S) :- negation(S,NS),
do_new_monomorphic(NS,MS), !,
closed_tableau([MSISL]).

/® BUSQUEDA DE UN TABLEAU CERRADO */

closed_tableau(FS) :-
closed_branch(FS),!

copy_tern(FS,FS1),

instance_set (FS1,MFS),
classify(MFS, AL, BL,DL,GL,LL, TL),
close(AL,BL,DL,GL,LL, TL).

/* BUSQUEDA DE UN TABLEAU PROPOSICIONAL CERRADO */

close((],(],DL,GL,LL,TL) :- !,
depth(DL,GL, TL,DP),
close_m([],(),DL,GL,LL, TL,0,DP).

close([], (B!BL],DL,GL,LL,TL) := ¢,
beta_formula(B,Bl1,B2),
confront_beta(B1,B2,BL,DL,GL,LL, TL).

close([A!AL),BL,DL,GL,LL,TL) :~

alfa_formula(A, Al,A2),
confront_alfa(Al,A2,AL,BL,DL,GL,LL,TL).
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/® ALFA EXTENSION */

confront_alfa(A,A,AL,BL,DL,GL,LL, ) :-
opposite_t(A,AL,BL,DL,GL,LL),!.

confront_alfa(A,A,AL,BL,DL,GL,LL,TL) :- {,
place(A,AL,BL,DL,GL,LL, NAL, NBL, NDL, NGL, NLL),
close(NAL, NBL, NDL, NGL, NLL, TL).

confront_alfa(Al,A2,AL,BL,DL,GL,LL,TL) : -
opposite_t (A1, AL,BL,DL,GL,LL),!

" opposite_t (A2, AL, BL, DL, GL,LL), !
negation(Al,A2),!
) place(Al,AL,BL,DL,GL,LL, ALY, BLY,DLY,GLY, LLY),
place(A2,AL1,BL1,DL1,GL1,LL1, NAL, NBL, NDL, NGL, NLL),
close (NAL,NBL,NDL, NGL,NLL, TL).
/* BETA BIFURCACION ®*/

confront_beta(B,B,BL,DL,GL,LL,TL) :- !,
close_beta(B,BL,DL,GL,LL, TL).

confront_beta(B1,B2,BL,DL,GL,LL,TL) : -
close_beta(B1,BL,DL,GL,LL,
close_beta(B2,BL,DL,GL,LL

TL)
,TL).

close_beta(B,BL,DL,GL,LL,TL) :~-
opposite_t (B, (],BL,DL,GL,LL),!

"place(B, [1,BL, DL, GL, LL, NAL, NBL, NDL, NGL, NLL),
close(NAL, NBL, NDL, NGL, NLL, TL).

/*® BUSQUEDA DEL TABLEAU DE PREDICADOS CERRADO */
close_m(I], (1. (1,0}, _,_,_,0) :- !,
fall.

close m(_, ,_._,_,_._,0) :=1,

close_m([],(},(},GL,LL, TL,I,DP) :~ !,
confront_gamma(GL,LL,TL, I,DP).

close_m({], (], (D:DL]),GL,LL, TL,I,DP) : = t,
delta_formula(D, Ty, F),
confront_delta(Ty,F,DL,GL,LL, TL, I,DP).

close_m({], [B!BL],DL,GL,LL, TL,I,DP) :- 1,

beta_formula(B,B1,B2),
confront_beta_m(B1,B2,BL,DL,GL,LL,TL, I,DP).
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close_m([A!AL),BL,DL,GL,LL,TL,I,DP) : -
alfa_formula(A,Al,A2),
confront_alfa_m(Al,A2,AL,BL,DL,GL,LL, TL, I,DP).

/® ALFA EXTENSION ESTANDO LAS FORMULAS GAMMA MARCADAS */

confront_alfa_m(A,A,AL,BL,DL,GL,LL, ,_,_) :-
opposite_t(A,AL,BL,DL,GL,LL),!.

confront_alfa_m(A,A,AL,BL,DL,GL,LL,TL,1,DP) :- 1§,
place(A, AL, BL, DL, GL, LL, NAL, NBL, NDL, NGL, NLL),
process_ganma (NAL, NBL, NDL, NGL, NLL, TL, I, DP).

confront_alfa_m(A1,A2,AL,BL,DL,GL,LL, TL,I,DP) :-
opposite(Al,A2),!

opposite_t(A1,AL,BL,DL,GL,LL),!
opposite_t(A2,AL,BL,DL,GL,LL),!
place(Al1,AL,BL,DL,GL,LL,ALY,BLY,DLY,GLY,LLY),
place(A2,AL1,BL1,DL1,GL1,LL1, NAL, NBL, NDL, NGL, NLL),
process_gamma (NAL, NBL, NDL, NGL,NLL, TL, I, DP).
/* BETA BIFURCACION ESTANDO LAS FORMULAS GAMMA MARCADAS */

confront_beta_mn(B,B,BL,DL,GL,LL,TL,1,DP) :- !,
close_beta_n(B,BL,DL,GL,LL, TL, I,DP).

confront_beta_m(B1,B2,BL,DL,GL,LL,TL,I,DP) : -
close_beta_=m(B1,BL,DL,GL,LL,TL, 1 )
close_beta_nm(B2,BL,DL,GL,LL, TL, I,DP).

close_beta_wm(B,BL,DL,GL,LL,TL,I,DP) :~-
opposite_t(B, [],BL,DL,GL,LL),!

place(B, [],BL,DL,GL,LL, NAL, NBL, NDL, NGL, NLL),
process_gamma (NAL, NBL, NDL, NGL, NLL, TL, I, DP).

/* DELTA EXTENSION ESTANDO LAS FORMULAS GAMMA MARCADAS */

confront_delta(Ty,F,DL,GL,LL,TL,I,DP) :-
subs (const(Ty, aux(1)),F,SF),
close_delta(SF,DL,GL,LL, [const (Ty,aux(1)):TL], I,DP).

close_delta(F,DL,GL,LL,TL,I,DP) : -
opposite_t(F,(},[}),DL,GL,LL),!

I1is1I+1,

new_depth(DP,DP1),

place(F, [}, [],DL,GL,LL,NAL, NBL, ,NGL,NLL),
process_gamma (NAL, NBL, NDL, NGL, NLL, TL, I1,DP1).
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/* GAMMA EXTENSION ESTANDO LAS FORMULAS GAMMA MARCADAS °*/

confront_gamma(GL,LL,TL,I,DP) :-
process_gamma([],[), [},GL.LL, TL, I,DP).

process_gamma(AL,BL,DL,GL,LL,TL,I,DP) : -
look_term(GL, TL,GL1,F),!,
close_gamma(F,AL,BL,DL,GL1,LL, TL, I,DP).
process_gamma{AL,BL,DL, {G:GL),LL,TL,I,DP) : -
append (GL, [G],NGL),
new_depth(DP,DP1),
close_m(AL,BL,DL,NGL,LL, TL, I,DP1).
look_term([[[[pt,Ty,F11,M]:GL], TL,NGL,SF) : -
uwember (T, TL),
type_of (T, Ty),
nonmember (T, M), !,
subs(T,F,SF),
append (GL, [ [{[pt, Ty,F}), [T:M]]],NGL).

close_gamma(F,AL,BL,DL,GL,LL, TL,I,DP) : -
opposite_t(F,AL,BL,DL,GL,LL),!

’ new_depth(DP,DP1),
place(F,AL,BL,DL,GL, LL, NAL, NBL, NDL, NGL,NLL),
close_m(NAL,NBL, NDL, NGL,NLL, TL, I, DP1).

/* DECRECE LA PROFUNDIDAD EN UNA UNIDAD ®/
new_depth(DP,DP1) : -
DP = 0 -> DP! = DP; DP1 is DP - 1.
/% ANALIZA SI UNA RAMA ES CERRADA ESTUDIANDO SI EL CONJUNTO
DE FORMULAS QUE LA CONSTITUYEN ES UN CONJUNTO NO COHERENTE */

closed_branch((FiFS]) :-
noncoherent (F)

opposite(F,FS)
closed_branch(FS).

opposite_t(F,AL,BL,DL,GL,LL) :~-
noncoherent (F)

;opposite(}‘,AL)
;opposite(F,BL)
f opposite(F,DL)
' opposite_n(F,GL)

opposite(F,LL).
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opposite(F, [F1:FS]) :-
negation(F,F1),!

' gamma_formula(F1,_,_),
oppos_unif (F,F1),!

opposite(F,FS).

opposite_n(F, [[G,_)iFS]) :-
negation(F,G),!

.oppos_unlf(F.G).!

.opposlte_n(F.FS).
noncoherent([{n, [[_,bot(_)]11]).

oppos_unif(F,G) :- subs_var(G,G1),!,
negation(F,Gl1).

subs_var([[pt,_,F]),SF) :- 1!,
subs(_,F,SF1},
subs_var (SF1,SF).

subs_var (F,F).

/* ORDENACION DE LAS FORMULAS SEGUN SU CLASE */
classify({], (), (1,11,11,11,0)) :- t.

classify((G!FS},AL,BL,DL, [(G, [))iGL],LL, TL) :~
gamma_formula(G,_,_),!,
terms(G,TL1),
classify(FS,AL,BL,DL,GL,LL, TL2),
union(TL1, TL2, TL).

classify((D:FS],AL,BL, [D:DL),GL,LL,TL) : -
delta_formula(D,_,_),!,
terms(D, TL1),
classify(FS,AL,BL,DL,GL,LL, TL2),
union(TL1,TL2,TL).

classify([BiFS),AL, (BIBL],DL,GL,LL, TL) :-
beta_formula(B,_,_),!,
terms(B,TL1),
classify(FS,AL,BL,DL,GL,LL, TL2),
union(TL1, TL2,TL).

classify([AiIFS), [AIAL),BL,DL,GL,LL, TL) :-
alfa_formula(A,_,_),!,
terms(A,TL1),
classify(FS,AL,BL,DL,GL,LL,TL2),
union(TL}, TL2, TL).
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classify((L!FS),AL,BL,DL,GL, [LILL), TL) : -
terms(L,TL1),
classify(FS,AL,BL,DL,GL,LL, TL2),
union{TL1, TL2, TL).

place(G, AL,BL,DL,GL,LL,AL,BL,DL, [(G, []]):iGL]),LL) : -
gamma_formula(G, )t

et

place(D,AL,BL,DL,GL,LL, AL, BL,NDL,GL,LL) : -
delta_formula(D,_,_),!,
union({D},DL,NDL).

place(B,AL,BL,DL,GL,LL,AL,NBL,DL,GL,LL) :~
beta_formula(B,_,_),!,
union([B],BL,NBL).

place(A,AL,BL,DL,GL,LL NAL,BL,DL,GL,LL) : -
alfa_formula(A,_,_),!,
union([A], AL, NAL}.

place(L,AL,BL,DL,GL,LL,AL,BL,DL,GL,NLL) : -
union([L),LL,NLL).
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/®

MODULO EQUAL &/

/.l.l..'I...'II.I..'l...l..'..-l...lIC.'..'ll'....'..l.l....l"/

Vi

module(equal, [check_equality/2]).

use_module(formulas, [vars_in/2, teras_in/2, type_of/2, terms/2]).
use_‘odule(substit, [subs/3]).

use_module(library(sets), {union/2, subtracts/3)).
use_module(1ibrary(1ists), [deletes/3)).
use_module(library(basics), [member/2, memberchk/2, append/3]).
use_module(library(not), ['\='/2]).

ANALISIS DE LA CORRECCION DE LAS INFERENCIAS QUE UTILIZAN
LAS PROPIEDADES DE LA IGUALDAD */

check_equality(SL,S) : -

equality(S,T1,T2),!,
look_equals(SL,S,EL),
check_equal(T1,T2,EL).

check_equality(SL,S) : -

look_equals(SL,S,EL),
member(S1,SL),
check_equal_subs(S,S1,EL).

/® SE OBTIENEN LAS IGUALDADES EXISTENTES EN UNA LISTA DE

FORMULAS ¢/

look_equals(SL,S,EL) : -

terns(S,TL),
1ist_of _equal(SL,TL,EL).

/* SE OBTIENE UNA LISTA DE IGUALDADES A PARTIR DE UNA LISTA

DE FORMULAS °*/

list_of _equal([]},_,[}) :-!.

1ist_of _equal([[[pt,Ty,F}]iSL}, TL,EL) :~

instance_all_terms((F, Ty}, TL,E),!,
append (E,SL,NSL),
1ist_of _equal (NSL, TL,EL).

1ist_of _equal((E:SL}, TL, (E:iEL}) : -

equality(E,_,_ ),!,
1ist_of _equal(SL,TL,EL).
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1ist_of _equal([_:SL],TL,.RL) : -
1ist_of _equal (SL, TL,EL).
instance_all_terms(_, (1, []) :- 1t.

instance_al)_terms([F,Ty),TL,EL) : -
copy_tera({F,Tyl, [F1,Ty1]),
member (T, TL),
delete(TL, T, TL1),
instance_tera(F1,Ty1,T,E),
instance_all_teras([F, Ty], TL1,EL1),
append(E,EL1,EL).

instance_tern(F1,Ty1,T, [E]) : -
Neif(_,_, ).
type_of (T, Tyl),!,
subs(T,F1,E).

instance_tera(_, _,_,[}).

/® DECIDE SI UNA FORMULA ES IGUALDAD DE DOS TERMINOS SIN
VARIABLES LIBRES */

equality((('=',T1,T2]),T1,T2) : -
vars_in(T1,[]),
vars_in(T2, (]).

/® SE COMPRUEBA SI1 PUEDE ESTABLECERSE IGUALDAD ENTRE TERMINOS
A PARTIR DE UNA LISTA DE IGUALDADES UTILIZANDO EL ALGORITMO
DE ZUKOWSKY */

check_equal(T,T,_) :-!.

check_equal(prod[T1:TL1]), prod([T2:TL2},EL) :- !,
check_equal(T1, T2,EL),
check_equal(prod TL1,prod TL2,EL).

check_equal(T1,T2,EL) : -
teras_in([[[{'=",T1,T2]] ), TL),
cond_to_func([T1, T2}, [FT1,FT2]),
cond_to_func(TL,TL1),
trans_cond(EL, NEL),
partition(TL1,P),
algorithm(P,FP,NEL),
class(FT1,FP,C),
class(FT2,FP,C).

algoritha(P,FP,EL) :~
new_partition(P,EL,NP),
elim_clashes(NP,FP).
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/°® SE CREA UNA PARTICION INICIAL A PARTIR DE LA LISTA DE
TODOS LOS TERMINOS EXISTENTES */

partition([],[]) :~ 1.

partition([X:Y), [[X):2)) :-
partition(Y,2).

/* PASO DE UNA PARTICION OTRA °*/
new_partition(P, (],P) :~ 1.

new_partition(P, [[['=",T1,T2]1):EL] ,NP) :-
class(T1,P,C1),
class(T2,P,C2),
new_partitionl(C1,C2,P,EL,NP).

new_partition1(C,C,P,EL,NP) :~ !,
new_partition(P,EL,NP).

new_partitionl(C1,C2,P,EL,NP) : -
Join(C1,C2,P,P1)},
new_partition(P1,EL,NP).

Join(C1,C2,P, (CINP]) : -
subtract (P, [C1,C2],NP),
append(C1,C2,C).

/® SE ELIMINAN LAS CLASES CON INTERSECCION NO VACIA */

elim_clashes(P,FP) :-
clashes(P,P,C1,C2),
Join(C1,C2,P,NP),!,
elim_clashes(NP, FP)

FP=P.

clashes(P1, [CIP],C,NC) : -
member (func(Ty,FE, T),C),
copy_term(func(Ty,FE, T),
func(Tyl,FE1,T1)),
class(func(Tyl,FE1,T2),P,NC),
class(T1,P1,CL),
class(T2,P1,CL).

clashes(P1, [_!P],C1,C2) :-
clashes(P1,P,C1,C2).

/® SE BUSCA EN UNA PARTICION LA CLASE DE UN TERMINO */

class(prod (1,_,[]) :- 1.
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class(prod(TiTL],P, [CiCL]) :- ¢,
class(T,P,C),
class(prod TL,P,CL).

class(T, [C1!_],C) :-
memberchk(T,C1),
C=C1.

class(T,{_:P},C) :- class(T,P,C).

/* SE APLICA LA REGLA DE SUSTITUCION DEL CALCULO PARA
COMPROBAR SI UNA FORMULA SE DEDUCE DE OTRA A PARTIR
DE LA IGUALDAD DE DOS TERMINOS ®*/

check_equal_subs([],{),_) :- ¢.

check_equal_subs([F1:LF1], [F2:LF2],EL) : -
check_equal_subsi(F1,F2,EL),
check_equal_subs(LF1,LF2,EL).

check_equal_subsi([pt, Ty, F1], [pt, Ty, F2},EL) :- ¢,
subs(const(Ty, *),F1,SF1),
subs(const(Ty, *},F2,SF2),
check_equal_subs(SF1,SF2,EL).

check_equal_subs!{{n,F1], [n,F2},EL) :~ !,
check_equal_subs(F1,F2,EL).

check_equal_subsi({'<’,Tt, T2}, [*<",S1,82),EL) :- !,
check_equal(T1,S1,EL),
check_equal (T2,S2,EL).
check_equal_subsi ([P, T1), (P, T2),EL) :~
check_equal(T1,T2,EL).
/* REPRESENTACION DEL CONDICIONAL COMO UN TERMINO FUNCIONAL */
trans_cond([],[]) :-t.
trans_cond((F!RF], (NF!NRF]) : -
trans_cond1 (F,NF),
trans_cond (RF, NRF).
trans_cond1([[E, T1,T2)], ({E,NT1,NT2}]) :~ !,
cond_to_func(([T1, T2], [NT1,NT2}).
cond_to_func((],{}) :- t.
cond_to_func([T!TL], (T1:TL1)) :-

cond_to_funcl (T, T1),
cond_to_func(TL, TL1).



cond_to_funci(X,X) :- var(X),!.

cond_to_funci(prod TL,prod TL1) :~- !,
cond_to_func(TL, TL1).

cond_to_funct(func(Ty,FE,T), func(Ty,FE, T1)) :- ¢,
cond_to_funci(T,T1).

cond_to_funcl (1 (T, T1,T2), func(Ty, if, prod(FT,FT1,FT2])) :- ¢,
cond_to_funci(T,FT),
cond_to_funci (T}, FT1),
cond_to_funci(T2,FT2),
type_of (1(T,T1,T2),Ty).

cond_to_funcl(X,X).
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/* MODULO INDUCTION */

/OO0 0B 8000050000I0SRNTINININRNOTERINTNRTNNIRINRNENINRRINREIY

module(induction, [induction/2, fixed/1]).
: - use_module(formulas, [negation/2, free_fvar/2, type_of/2,
monomorphic/1, monomorphic_type/1,differs/4}).

: - use_module(lambda, [apply/3]).

:- use_module(errors, [write_error/1}).

/® BUSQUEDA DEL PATRON DE LA FORMULA SOBRE LA QUE SE HACE

INDUCCION Y ANALISIS DE SU CONTINUIDAD */

induction(F,Pr) :- copy_term(F,F1),
induc_pattern(F1,Pr,FX, X),
continuous(FX, X).

/* BUSQUEDA DE UN ESQUEMA DE INDUCCION */

induc_pattern(F,Pr,FX,X) :-

induc_premis(Pr,FB, FX, FM),

differs(F,FB, f1x(X,M),bot),

differs(F,FX,fix(X,M),X), atom(X),
subs_func (X, M, FX, ™).

/* BUSQUEDA DE LAS PREMISAS CORRESPONDIENTES A LA REGLA
DE INDUCCION */
induc_premis({F1,F2],FB,FX,FM) : -
induc_step(F2,FX,FM),!,
FB = F1

induc_step(F1,FX,MM),!,
FB = F2

write_error(induc_step),
fail.

tnduc_step([{n, [X:Y]}], [X],NY) :-
negation(Y,NY).

/* INTERCAMBIA UNA EXPRESION FUNCIONAL POR OTRA REDUCIENDO LA
EXPRESION OBTENIDA */

subs_func(_,_,[],[]) := 1.

subs_func(X,Y, [F!RF], [SF!SRF]) :~
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subs!_func(X,Y,F,SF),
subsi_func(X,Y,RF,SRF).
subs1_func{(_, _,X,X) :-!.
subs1_func(X,Y, (pt,Ty,F}, [pt,Ty,SF]) :- ¢,
subs_func(X,Y,F,SF).

subsi_func(X,Y, [n,F}, [n,SF}) :- ¢,
subs_func(X,Y,F,SF).

subs1_func(X,Y, (P, T1], (P,ST}) :~ ¢,
subsi_func(X,Y, T1,ST).

subsi_func(X,Y, [E, T1, T2}, {E,ST1,ST2)) :- 1,
subsi_func(X,Y,T1,ST1),
subsi_func(X,Y, T2,ST2).

subs1_func(_,

var(Ty,N),var(Ty,N)) :- V.
subsi_func(_,_,const(Ty,N),const(Ty,N}) :- ¢,
subsl_func(_, _,bot(Ty),bot(Ty)} :- .
subs1_func(X,Y, func(Ty,X,T),ST) :- ¢,
subsi_func(X,Y,T,T1),
apply(Y, T1,ST),
type_of (ST, Ty).
subsi_func(X,Y, func(Ty,FE, T1), func(Ty,SFE,ST))} :- ¢,
subs1_func(X,Y,FE, SFE),
subs1_func(X,Y, T1,ST).
subsl_func(X,Y,prod(T1:!TL], prod(ST!STL]) :- !,
subsi_func(X,Y,T1,ST),
subs_func(X,Y,TL, STL).
subsl_func(_, _,prod(],prod(]) :- t.
subs1_func(X,Y, 1f(T1,T2,T3), 1f(ST1,ST2,ST3)) : - !,
subs1_func(X,Y,T1,ST1),
subs1_func(X,Y, T2,5T2),
subsl_func(X, Y, T3,ST3).

subs1_func(X,Y, lambda(VL, T1), lambda(VL,ST)) :- !,
subsi_func(X,Y,T1,ST).

subs1_func(X,Y, fix(FV,FE), fix(FV,SFE)) :- !,
subs1_func(X,Y,FE, SFE).

subsi_func(_, _,X,X) :- atom(X).
/* SE COMPRUEBA SI LA FORMULA ES CONTINUA CON RESPECTO A
UNA VARIABLE DE FUNCION */

continuous([),_) :~ 1.
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continuous([F:RF),X) :-
cont inuousi (F, X),
cont lnuous(RF,X),!.

continuous(_,_) :- write_error(contin).

continuous!({pt, _,F],X) :- !,
cont {inuous (F, X).

continuousi([n, [[(pt, Ty,F]1},X) :- 1,
. monomorphic_type(Ty),
negation(F,NF),
cont inuous (NF, X).

continuousi((n, {["<',T1,T2])]},X) :~ 1,
free_fvar(X,T1),
\+ free_fvar(X,T2).

continuousi({n, {(*=', T1,T2]1},_) :- ¢,
T1 = bot(_)

12 = bot(_).

continuous!({n, [F1!F2]],X} := !,
monomorphlc((F1]),
monomorphic(F2),
negation({F1],NF1),
negation(F2,NF2),
continuous(NF1,X],
continuous (NF2, X).

continuousi([_, T1,T2],X) :-
free_fvar(X,T1)

' free_fvar(X,T2).

/* APLICACION DEL AXIOMA DE PUNTO F1JO */
fixed([[pt,_,F1]) := !, fixed(F).

fixed([[=, func(Ty, fix(X,M),T), func(Ty,NM,T}1]) : -
copy_term(fix(X,M), fix(X1,M1)),
copy_tern(fix(Xi, M1), fix(X2,M2)),
X1 = fix(X2,M2),
NM = M1.

fixed([[=, func(Ty, fix(X,M),T),RT])) :-
copy_tera(fix(X,M), fix(X1,M1)),
copy_term(fix(X1,M1), fix(X2,M2)),
X1 = fix(X2,M2),
apply (M1, T,RT),
type_of (RT, Ty).
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/® MODULO LAMBDA */

/OGS SEEEEEN00ENENNTNRENNIGINSOEINNEEININtITINNIBINNSENRRESRSNY

: - module(lambda, [reducing/2, check_reducing/3, apply/3]).

: = use_module(formulas, [differs_tern/4, type_of/2]).

: - use_module(library(lists), [same_length/2,select/4]).

/¢ BUSQUEDA DE LA ABSTRACCION A LA QUE SE LE APLICA LA
BETA-REDUCCION ®/

reducing(S1,S2) :- search{func(Ty, lambda(VL,T),T1),S1,T2,S2),
type_of (T2, Ty),
apply(lambda(VL,T),T1,T2).

/°® APLICACION DE LA BETA REDUCCION DEL LAMBDA CALCULO */

apply(lambda(VL,T),prod TL,RT) :- ¢,
same_length(VL, TL),
copy_term(lambda(VL, T), lambda(VL1,T1}),
replace_vars(VL1,TL, T1,RT). ’

apply(lambda({var(Ty,X)],T), T2,RT) :-
copy_term(lambda((var(Ty,X)}1,T),
lambda([var(Ty1,X1)},T1)),
type_of (T2, Tyl),
replace_var(X1, T2, T1,RT).

/® SUSTITUYE LAS VARIABLES LIGADAS DE UNA LAMBDA EXPRESION
POR UNA SERIE DE TERMINOS */
replace_vars([],{],T,T) :- {.
replace_vars([var(Ty,X):!VL], [T1iTL], T,RT) :~
type_of (T1, Ty),

replace_var(X, T1, T,NT),
replace_vars(VL, TL,NT,RT).

replace_var (X, T1, T,RT) :-
X =T1,
RT = T.
/°BUSQUEDA DE LA EXPRESION LAMBDA QUE HA SIDO REDUCIDA */

search(X, [F1iF],Y, [F2!RF]) :-
searchl(X,F1,Y,F2)

'search(X,F.Y.RF).
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searchi (X, [pt, Ty, F1},Y, [pt, Ty, F2]) :- !,
search(X,F1,Y,F2).

search1 (X, [n,F1],Y, [n,F2)) := ¢,
search(X,F1,Y,F2).

search1(X,F1,Y,F2) :-
select(X,F1,Y,F2).

/* COMPROBACION DE UNA BETA-REDUCCION */

check_reducing([{n, [[_,T,bot(_)}])]}, {[*=', T2, T2]),FE) :-
differs_tera(T1, T2, func(Ty,FE, T), T3),
type_of (13, Ty),
apply(FE, T, T3).



/...'.Illll..l.I.-...........‘.C......'.‘....'I‘..l.‘....‘.'..'/

/® MODULO FORMULAS */

/O..-QI.....I.'..C.I...Q!‘.O".l...I‘C.'.I.CI..I....."'I'.I.II/

:- module(formulas, [negation/2,alfa_formula/3, beta_formula/3,
delta_formula/3, gamma_formula/3, depth/4, terns/2,
type_vars_tern/2,free_fvar/2,vars_in/2, type_of/2,
monomorphic/1, monomorphic_type/1, type_vars/2,
m_types_in/2,differs/4,differs_tern/4, teras_in/2,
order_axiom/1, bot_axiom/1,bool_axiom/1]).

: - use_module(substit, [instance_lambda/1)).

:~ use_module(library(sets), {union/3,union/2)).

;- use_module(library(lists), [subseq/3,is_list/1]).

:~ use_module(library(not), ['\='/2]).

/® NEGACION DE UNA FORMULA */
negation([[n,X]]),X) :~ t.

negation(X, [(n,X])).

/* RECONOCIMIENTO DE UNA FORMULA TIPO ALFA */
alfa_formula([['=",T1,T2)],{["<",T1,T2]},[["<",T2,T1]1}) := .
alfa_formula({XiY], [X]},Y) :~

1s_list(X),

N=(].
/* RECONOCIMIENTO DE UNA FORMULA TIPO BETA */

beta_formula([(n, (['=',T1,T2]1]]
{n, [0'<",T1, T2))), Un, (' <, T2, T1]1])) :- !,

beta_formula([in, (X!Y)]]}, ¥,2) :-
N={],
negation([X],W),
negatfion(Y,2).
/®* RECONOCIMIENTO DE UNA FORMULA TIPO DELTA */
delta_formula(([n, ({pt,X,F}]11, X, Y) :-
negation(F,Y).
/* RECONOCIMIENTO DE UNA FORMULA TIPO GAMMA */

gamma_formula([[pt,X,Y]] X, Y).
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/% CALCULO DE LA PROFUNDIDAD EN FUNCION DEL NUMERO DE
CUANTIFICADORES Y DEL NUMERO DE TERMINOS EXISTENTES
EN TRES CONJUNTOS DE FORMULAS DL, GL, TL */

depth(DL,GL, TL,DP) : - count_pt(DL,M),
count_pt_m(GL,N),
X is M + N,
length(TL,Y),
DP 1s 2°(X+1)°(Y+1).

/® CONTADOR DEL NUMERO DE CUANTIFICADORES DE UNA FORMULA */

count_pt({},0) :-!.

count_pt([F!FL],X) :~ count_pt1(F,X1),
count_pt(FL,X2),
X is X1 + X2.
count_pt1([},0) :- !,

count_pt1([F:FL},X) :~ count_pt11(F,X1),
count_pt1(FL, X2),
X is X1 + X2.

count_pti11([pt,_,F],X1) :- 1,
count_pt1(F,X),
X1 is X + 1.

count_pti1([n, [{pt,_,F)1]),Xx1) :- !,
count_pt1(F,X),
X1l is X + 1.

count_pti1(_,0).

count_pt_m({],0) :- 1.

count_pt_m([(F,_]IFL],X) :-
count_pti(F,X1),
count_pt_m(FL, X2),
X is X1 + X2,

/® OBTIENE UNA LISTA DE TERMINOS A PARTIR DE UNA LISTA
DE FORMULAS */

teras_in([}, []) :- 1.

terms_in((F!FL},TL) :- terms(F,TL1),

terms_in(FL,TL2),
union(TL1,TL2, TL).
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terms({},[}) :-¢.

terms({F:RF},TL) : - termsi (F, TL1),

teras(RF, TL2), union(TL1,TL2,TL).
termsi((pt, _,F},TL) := ¢,

terms(F,TL).

termsi({n,F],TL) :- ¢,
terms(F, TL).

termsi([_,T1,T2),TL) :- !,
collect_term(T1,TL1),
collect_term(T2, TL2),
union(TL1, TL2, TL).

terms1({_, T}, TL) :- collect_term(T,TL).
/® OBTIENE UNA LISTA DE TERMINOS BASICOS Y VARIABLES LIBRES
QUE APARECEN EN UN TERMINO °®/
collect_term_list([),(]) :- !,
collect_term_list({T!RT),CT) : -
collect_term(T,T1),
collect_term_list(RT,T2),
union(T1,T2,CT).
collect_term(X,[]) :- wvar(X),!.
collect_term(const(Ty,N), [const(Ty,N)}) :- !.
collect_term(bot(Ty), [bot(Ty)]}) := !.
collect_term(prod TL,TS) :- !,
collect_term_list(TL,TS1),
compl_term_list(prod TL,TS1,TS).
collect_term(if(T1,T2,T3),TS) :- 1,
collect_term_list(([T1,T2,T3),TS1),
compl_term_list(1f(T1,T2,T3), TS1, TS).
collect_term(func(_,X,T),TS) :-
var{X),!,
collect_term(T, TS).
collect_term(func(Ty,FE, T}, TS) :=~ !¢,
collect_term(T,TS1),
compl_term_list(func(Ty,FE, T), TS1,TS).
collect_term(var(Ty,N), [var(Ty,N)]) :~
nonvar(N),

\+ integer(N).

collect_term(_,{}).
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compl_tera_list(T,TS1,TS) : -
vars_{n(T, [1)->
union([T], TS1, TS);
TS = TSi.

vars_in(X, []1) :- var(X),!.
vars_in(var(Ty,N), [var(Ty,N)]) :~ !.
vars_in(prod(T:RT},VL) :- ¢,
vars_in(T,V1),
vars_in(prod RT,V2),
union(Vi, V2, VL).
vars_in(if(T1,T2,T3),VL) :=- 1,
vars_in(T1,V1),
vars_1n(T2,V2),
vars_in(T3,V3),
union([Vi,V2,V3],VL).
vars_in(func(_,FE,T),VL) :- !,
vars_in(FE, V1),
vars_in(T,Vv2),
union(Vi,V2,VL).
vars_in(lambda(V,T),VL) :- !,
copy_term(lambda(V,T), lambda(V1,T1)),
instance_lambda(V1),
vars_in(T1,VL).

vars_in(fix(_,FE),VL) :~ !,
vars_in(FE, VL).

vars_in(_. (1).

/® DETECTA SI UNA VARIABLE X DE FUNCION APARECE LIBRE
EN UNA EXPRESION */

free fvar(_,Y) :- var(Y),!,fail.

free_fvar(X,prod[T:RT]) :=- !,
free_fvar(X,T)

free_fvar(X,prod RT).

free_fvar(X, 1f(T1,7T2,T3)}) :~ !,
free_fvar(X,T1)

'Iree_!‘var(x. T2)
.free_fvar(x. T3).

free_fvar(X, func(_,FE,T)) :~ !¢,
free_fvar_func(X,FE)

'free_fvar(x.'f).

230



free_fvar_func(X, lambda(_,T)) :~ !,
free_fvar(X,T).

free_fvar_func(X, fix(Y,FE)) :=- t,
free_fvar_func(X,FE),
X \= Y.
free_fvar_func(X,X).
/* DETERMINA EL TIPO DE UN TERMINO */
type_of (var(Ty,_),Ty) : - !.
type_of (const(Ty, ), Ty) : =~ t.
type_of (func(Ty, _, ), Ty) :- 1.
type_of (1£(_,T1,T2),Ty) :- !,
type_of (T1, Ty),
type_of (T2, Ty).
type_of (bot(Ty), Ty) :~ !.
type_of (prod(],[]) :- !.
type_of (prod(T:RT), [Ty:RTyl) :- !,
type_of (T, Ty),
type_of (prod RT,RTy).
/* DECIDE SI UNA FORMULA ES MONOMORFICA */
monomorphic((]) :- t.
nonomorphic([FIRF]) :- monomorphici(F),
monomorphic(RF).
monomorphici([n,F]) :- 1,
monoworphic(F).
monomorphicl([pt, Ty, F]) :- !,
monomorphic_type(Ty),
monomorphic(F).
monomorphici({_,T1,T2]) :~- !¢,
type_vars_tera(T1,({]),
type_vars_tern(T2,(])).
monomorphici({_,T]) :- t,
type_vars_tern(T, []).
/® DECIDE SI UN TIPO ES MONOMORFICO */

monomorphic_type(TyV) :- var(TyV),!,fail.
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monomorphic_type(ct(_,Ty)) :- 1,
monomorphic_type(Ty).

monomorphic_type((}) :- t.

monomorphic_type([Ty!RTy]) :- 1,
monomorphic_type(Ty),
monomorphic_type(RTy).

monomorphic_type(Ty) : -
atom(Ty).

/® OBTIENE UNA LISTA CON LOS TIPOS MONOMORFICOS DE
UNA FORMULA */

n_types_in((],{]) :- 1.

m_types_in((FiRF],MTy) :-
n_typesi_in(F, Ty1),
m_types_in(RF, Ty2),
union(Tyl, Ty2, MTy).

»_typesi_in([n,F] ,MTy) :- ¢,
m_types_in(F,MTy).
m_typesi_in([pt, _,F} ,MTy) :- !,
m_types_in(F,MTy).

m_typesi_in([_,T),MTy) :- ¢,
m_types_in_tern(T, MTy).

m_typesi_in({_, T1, T2],MTy) :- ¢,
m_types_in_tern(T1,Tyl),
m_types_in_termn(T2, Ty2),
union(Tyl, Ty2, MTy).

/* OBTIENE UNA LISTA CON LOS TIPOS MONOMORFICOS DE UN
TERMINO */

m_types_in_tern(X,[]) :-
var(X),!.

»_types_in_tera(prod X, []) :-
var(X),!.

m_types_in_tera(prodl}, (]) :- t.

m_types_in_term(prod [(T!RT] MTy) :- ¢,
m_types_in_tera(T, Tyl),
m_types_in_term(prod RT, Ty2),
union(Ty1, Ty2, Ty3),
collect_m_types(Ty3, MTy).
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m_types_in_tern(func(Ty,FE,T) MTy) :~- t,
n_types_in_func(FE, Tyl),
m_types_in_tern(T, Ty2),
union({Ty:Tyl], Ty2, Ty3),
collect_m_types(Ty3, MTy).

m_types_in_term(1f(T1,T2,T3) MTy) :~- ¢,
n_types_in_term(T1,6NMT1),
m_types_in_term(T2,6MT2),
m_types_in_teran(T3,MT3),
union([MT1, MT2, MT3], MTy).

m_types_in_term(T,MTy) :~
type_of (T, Ty),
collect_m_typesl(Ty, MTy).

/® OBTIENE UNA LISTA CON LOS TIPOS MONOMORFICOS DE UNA
EXPRESION FUNCIONAL */

m_types_in_func(X, []) :-
var(X),!.
m_types_in_func(lambda(VL,T) ,MTy) :- ¢,
m_types_in_term(prod VL, MTyl),
m_types_ln_tern(T,MTy2),
union(MTy1,MTy2, MTy).

m_types_in_func(fix(_,FE),MTy) :- ¢,
m_types_in_func(FE, MTy).

m_types_in_func(_, [}).

/*OBTIENE LOS TIPOS MONOMORFICOS DE UNA LISTA DE TIPOS®*/
collect_m_types(([),(}) :=- !.
collect_m_types([Ty:RTy] ,MTy) :-
collect_m_types1(Ty, MTyl),
collect_m_types(RTy, MTy2),
union (MTy1, MTy2, MTy).

collect_m_typesi(TyV,{]) :-
var(TyV),!.

collect_m_typesi(ct(N,Ty), {[ct(N, Ty) :MTyl) :-
monomorphic_type(ct(N,Ty)),!,
collect_m_typesl(Ty, MTy).

collect_m_typesi(ct(_, Ty),MTy) : -
collect_m_typesl(Ty, MTy).

collect_m_types1([],(}) :- ¢,
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collect_m_typesl ([Ty:RTy], (Ty:MTIyl}) : -
aonomorphic_type(Ty),!,
collect_m_typesl (RTy, MTy).

collect_m_types1({_:!RTy] MIy) :-
collect_m_typesi (RTy, MTy).

collect_m_typesi(Ty, [(Ty}) : -
sonomorphic_type(Ty),!.

collect_m_typesi(_, []).

/% OBTIENE UNA LISTA CON LAS VARIABLES DE TIPO DE UNA FORMULA */
type_vars((),[]) :- ).

type_vars((FiRF), TyV) :-
type_varsi(F,Tyl),
type_vars(RF, Ty2),
union(Tyl, Ty2, TyV).

type_varsi([n,F),TyV) := !,
type_vars(F, TyV).

type_varsi((pt, ,F],TyV) :- !,
type_vars(F, TyV).

type_varsi([_, T}, TyV) :- !,
type_vars_tern(T, TyV).

type_varsl([_, T1,T2],Tyv) :~- ¢,
type_vars_teran(T1, Tyl),
type_vars_tera(T2, Ty2),
union(Ty1, Ty2, TyV).

/* OBTIENE UNA LISTA CON LAS VARIABLES DE TIPO DE UN TERMINO */

type_vars_tera(X,[}) :-
var(X),!.

type_vars_tera(bot(Ty), TyV) :- 1,
type_vars_type(Ty, TyV).

type_vars_tern(const(Ty,_), TyV) :- ¢,
type_vars_type(Ty, TyV).

type_vars_tern(var(Ty,_),TyV) :- ¢,
type_vars_type(Ty, TyV).

type_vars_term(prod [T!RT),TyV) :- !,
type_vars_tera(T,TV1),
type_vars_tern(prod RT,TV2),
union(TV1, TV2, TyV).
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type_vars_term(prod [},(])) :- t.

type_vars_tern(func(Ty,FE, T),TyV) :- 1,
type_vars_type(Ty, Tyl),
type_vars_func(FE, Ty2),
type_vars_tern(T, Ty3),
union([Ty1, Ty2, Ty3], TyV).

type_vars_tern(1f(T1,T2,T3),TyV) :~
type_vars_tera(T1,Tyl),
type_vars_tera(T2, Ty2),
type_vars_tern(T3, Ty3),
union((Ty1, Ty2, Ty3], TyV).

/* OBTIENE UNA LISTA CON LAS VARIABLES DE TIPO DE UNA
EXPRESION FUNCIONAL °*/
type_vars_func(X, [)) :- var(X),!.
type_vars_func(lambda(VL,T),TyV) :- !,
type_vars_tern(prod VL, TyV1),
type_vars_tera(T, TyV2),
union(TyVi, Tyv2, TyV).

type_vars_func(fix(_,FE), TyV) := !,
type_vars_func(FE, TyV).

type_vars_func(_, [1).
/* OBTIENE UNA LISTA CON LAS VARIABLES DE TIPO DENTRO DE
UN TIPO */

type_vars_type(X,[)) :-
var(X),!.

type_vars_type(v(N), [N]) :-t.

type_vars_type(ct(_, Ty), TyV) := ¢,
type_vars_type(Ty, TyV).

type_vars_type((Ty!RTyl,TyV) :~ t,
type_vars_type(Ty, Tyl),
type_vars_type (RTy, Ty2),
union(Tyl, Ty2, TyV).

type_vars_type(_,[]).

/® BUSCA LAS DIFERENCIAS SINTACTICAS ENTRE DOS FORMULAS */
differs({), (},_,_) :-!.
differs({F1:RF1], [F2!RF2],X,Y) :~

differs1(F1,F2,X,Y),
differs(RF1,RF2,X,Y).
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differsi(X.X ) - !, fail.

differsi{[pt, Ty, F11l, Ipt, Ty, F2],X,¥Y) := !,
differs(F1,F2,X,Y).

differst(in,F1], [n,F2],X,Y) :~ 1,
differs(F1,F2,X,Y).

differsi([P,T1], [P, T2],X,Y) := !,
differs_tera(T1,7T2,X,Y).

differsi([E, T1,T2], (E,DT1,DT2),X,Y) : -
differs_tera(T1,DT1,X,Y),
differs_tera(T2,DT2,X,Y).

/® BUSCA LA DIFERENCIA SINTACTICA ENTRE DOS TERMINOS °*/

differs_tera(X,X,_,_) :-!.

differs_term(prod(T1iRT1), prod(T2:RT2},X,Y) :- !,
differs_tera(T1,T2,X,Y),
differs_term(prod RT1,prod RT2,X,Y).

differs_term(func(Ty, FE1, T1), func(Ty, FE2,T2),X,Y) : = !,
differs_term(T1,T2,X,Y),
differs_func(FE!,FE2,X,Y).

differs_term(if(T1,T2,T3), if(DT1,DT2,DT3),X,Y) :- !,
differs_term(T1,DT1,X,Y),
differs_term(T2,DT2,X,Y),
differs_termn(T3,DT3,X,Y).

differs_term(X,Y,X,Y).

/* BUSCA LA DIFERENCIA SINTACTICA ENTRE DOS EXPRESIONES

FUNCIONALES */
differs_func(X,Y,X,Y) :- t.

differs_func(lambda(VL, T1), lambda(VL, T2),X,Y) :- !,
differs_tera(T1,72,X,Y).

differs_func(fix(FV,FE1), fix(FV,FE2),X,Y) :- ¢,
differs_func(FE1,FE2,X,Y).

differs_func(X, X, ).
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/* LISTA DE LA REPRESENTACION INTERNA DE LOS AXIOMAS DE ORDEN */

order_axion({

[{pt,X1, [[<,var(X1,1),var(X1,1))11],

{[pt, X3, [[pt, X3, [{pt, X3, [In, [
[<,var(X3,1),var(X3,2)],
[<, var(X3,2),var(X3,3)],
[n, ([<,var(X3,1),var(X3,3)1111111]}11),

[lpt, X, [[pt. X, [In, I
[<,var(X,1),var(X,2)]},
[<,var(X,2),var(X, 1)),

) [n, [[=,var(X,1),var(X,2)111111111)
).

bot_axiom([[[pt,X1, [[<,bot(X1),var(X1,1}]111},
[pt, X2, [[pt, X2, [[n, [
[<,var(X2,1),var(X2,2)],
[n, [{*=',var(X2,1),var(x2,2)]1],
[n, [[*=',var(X2,1),bot(X2)111111111},
{[’=", func(X4,_,bot(_)),bot(X4a)]],
[pt,2, [[’=", func(Y,bot,var(Z,1)),bot(Y)]]]]
1.

/% AXIOMAS DE IGUALDAD REFERENTES A LOS BOOLEANOS */

bool_axiom([[[pt,bool, {[n,[

[n,[[’=",var(bool, 1), const (bool, true)ll],
[n, ({*=",var(bool, 1), const (bool, false)]]}],
[n, [[*'=",var(bool, 1),bot(bool)]111]1111,

[{pt,B, [[pt,B, (["=', if (bot(bool), var(B, 1), var(B,2)),
bot(B)111111,

{[pt,T, [[pt,T,

((*=', 1f (const (bool, true),var(T, 1), var(T,2)),
var(T,1)11111},

{[pt.F, [{pt,F,

[('=’,1f (const(bool,false),var(F,1),var(F,2)),
var(F,2)1111))

1).
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/..Q....'...."....".."...‘..'..-'."".'.Q.l.......l......l./

/* MODULO SUBSTITUTION */

/...'..'l'.........I...I'...IQ...I.'..'OI-l"..QCOCUCQCDCQC...I/

: = module(substitution, {subs/3, subs_type/4, instance_set/2,
do_new_monomorphic/2, instance_lambdas1]).

: = use_module(formulas, [type_vars/2, type_vars_teran/2,
n_types_in/2)).
:- use_module(library(basics), [member/2}).
:= use_module(library(sets), [intersection/3,union/3]).
/* SUSTITUIR LA PRIMERA VARIABLE CUANTIFICADA POR UNA CONSTANTE
EN UNA FORMULA Y EN UN TERMINOQ */
subs(_, [1,[]) :- .
subs (T, [FiRF], [SFiSRF]) :-
subs1(T,F, SF),
subs (T, RF, SRF).
subst(_,X,X) : - var(X),!.

subs1(T, [pt, Ty1,F], [pt,Ty1,SF)) :=- 1,
subs(T,F,SF).

subsi(T, [n,F), [n,SF]) :- 1,
subs(T,F,SF).

subsi (T, [P, T1], [P,ST]) :=- !,
subs1(T, T1, ST).

subsi (T, [E, T1, T2]), [E,ST1,ST2]) :~ !,
subsi(T, T1,ST1),
subsi(T, T2,ST2).

subsi(T,var(_,1),T) :=- I.

subsi(_, const (Ty,N), const(Ty,N)) := !.

subs1(_,bot(Ty),bot(Ty)) :- .

subsi (T, func(Ty,FE, T1), func(Ty, SFE,ST)) :~ 1,
subs1 (T, FE, SFE),
subsi(T, T1,ST).

subsi(T,prod TL,prod STL) :- !,
subs (T, TL,STL).



subs1 (T, 1f(T1, T2, T3), Af (ST1,ST2,ST3)) :- ¢,
subsi (T, T1,ST1),
subs1(T, T2,ST2), subsi(T,T3,ST3).

subs1(_,var(Ty,N), var(Ty,N)) :-
\+ integer(N),!.

subs1(_, var(Ty,N), var(Ty,N1)) :-
N1 is N - 1,1},

subs1 (T, lambda(VL, T1), lambda(VL,ST)) :- ¢,
subs1(T, T1,ST).

subsi (T, f1x(FV,FE), fix(FV,SFE)) :- !,
subsi (T, FE, SFE).

subsi(_, X, X).

/% SUSTITUIR UNA VARIABLE DE TIPO DENTRO DE UNA FORMULA Y DE UN
TERMINO */

subs_type(_,_, [], (1) :- 1.

subs_type(Ty, N, [FIRF], [SF!SRF]) :~
subsi_type(Ty,N,F,SF),
subs_type(Ty, N, RF,SRF).

subs1_type(_, _,X,X) :-var(X),!.

subsl_type(Ty, N, [pt, Ty1,F], [pt,STy1,SF)) :- ¢,
subs_type_type(Ty, N, Ty1l,STy1),
subs_type(Ty,N,F,SF).

subsi_type(Ty,N, (n,F], [n,SF]) :- 1,
subs_type(Ty,N,F,SF).

subsi_type(Ty,N, [P, T}, [P,ST}) :- ¢,
subsi_type(Ty,N,T,ST).

subsi_type(Ty,N, [E, T1, T2}, [E,ST1,ST2)) :- ¢,
subsi_type(Ty, N, T1,ST1),
subsi_type(Ty, N, T2, ST2).

subs1_type(Ty,N, var(Ty1,M), var (STy1,M}) :- !,
subs_type_type(Ty,N, Ty1,STy1).

subsi_type(Ty, N, const (Ty1,N), const (STy1,N}) :- !,
subs_type_type(Ty, N, Ty1,STyl).

subsl_type(Ty,N,bot(Ty1),bot(STy1)) :- 1,
subs_type_type(Ty,N, Tyl,STy1).

subs1_type(Ty, N, func(Ty1,FE, T), func(STyl,SFE,ST)) :- !,
subs_type_type(Ty,N, Tyl,STyl),
subs1_type(Ty, N, FE, SFE),
subs1_type(Ty,N, T,ST).

239



subs1_type(Ty,N,prod TL,prod STL) :- !,
subs_type(Ty,N, TL, STL).

subs1_type(Ty,N, 1f(T1, T2, T3), 1£(ST1,ST2,ST3)) :- !,
subsi_type(Ty,N, T1,ST1),
subs1_type(Ty,N, T2,ST2),
subsi_type(Ty, N, T3,ST3).

subs1_type(Ty, N, lanbda(VL, T), lambda(SVL,ST)) :- !,
subs_type(Ty,N,VL,SVL),
subs1_type(Ty,N,T,ST).

subsi_type(Ty, N, f1x(FV,FE), fix(FV,SFE)) :- !,
subs1_type(Ty,N,FE, SFE).

subs1_type(_, _.X,X).

/® APLICAR UNA SUSTITUCION DE TIPQ A UN TIPO */
subs_type_type(Ty,N,v(N},Ty) := i.

subs_type_type(Ty,N, ct (M, Tyl),ct(M,STy)) := !,
subs_type_type(Ty, N, Ty1, STy).

subs_type_type(Ty,N, [Tyl :RTyl, [STy!SRTy)) :- !,
subs_type_type(Ty, N, Ty1,STy),
subs_type_type (Ty, N, RTy, SRTy).

subs_type_type(_,_, Ty, Ty).

/® HACER UNA FORMULA MONOMORFICA CON NUEVAS CONSTANTES DE TIPO */

do_new_monomorphic(F,MF) : -
type_vars(F,VL),
instance_types(F, VL, MF).

instance_types(F, [1,F) :~ !.

instance_types(F, [ViVL],MF) : -
subs_type(V,V,F,NF),
instance_types(NF, VL, MF).

/* HACER UNA FORMULA (UN TERMINO) MONOMORFICA CON TIPOS
PERTENECIENTES A UN CONJUNTO */

do_monomorphic(F,MTy,MF) : - :
type_vars(F,VL},
instance_with(F, VL ,MTy, MF).

do_monomorphic_term(T,MTy,MT) : -~
type_vars_tern(T,VL),
instance_with_tera(T, VL, MTy, MT).

240



instance_with(F,{},_,F) :- !.

instance_with(F, [VIVL}, MTy,MF) :-
member (Ty, MTy),
subs_type(Ty,V,F,NF),
instance_with(NF, VL, MTy, MF).

instance_with_termn(T,[],_,T) :-t.

instance_with_tera(T, [VIVL], MTy,MT) :-
member (Ty, MTy),
subsi_type(Ty,V, T,NT),
instance_with(NT, VL, MTy,MT).

/® INSTANCIA LAS VARIABLES LIGADAS DE UNA ABSTRACCION */

instance_lambda(VL) :-
var_symb(VL,VS),
instance_var(Vs,1).

var_symb({), [}) :-¢.

var_symb([var(_,X) VL], [X!VS]) :-
var_symb(VL, VS).

instance_var([],_) :- !.

instance_var([V:VL},N) :-
V =N,
N1 is N + 1,
instance_var(VL,N1).

/* BUSCA LOS TIPOS MONOMORFICOS DE UN CONJUNTO DE FORMULAS
E INSTANCIA SUS VARIABLES DE TIPO ®/

instance_set (FS,MFS) : -
n_types_in_set (FS,MTy),
do_monomorphic_set (FS, MTy, MFS).

m_types_in_set([],[]) :-t.
n_types_in_set ([F!RF],MTy) :-
n_types_in(F, Tyl),

m_types_in_set (RF, Ty2),
union(Ty1, Ty2,MTy).

do_monomorphic_set ([}, _, (]) :- 1.
do_monomorphic_set ([FiRF]},MTy, [MF!MRF}) : -

do_monomorphic(F,MTy, MF),
do_monomorphic_set (RF, MTy, MRF).
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/....l...‘l...".‘.-.......l"'...'...'.‘.....ll"..‘.l...“..'/

’° MODULO ERRORS o

/'..I.....'..'.'......C...O..II...II.'I.."‘.........."I..."./

:= module(errors, [all_errors/1,write_error/1,nsg_error/1]).
/® OBTIENE UNA LISTA CON LOS CODIGOS DE ERROR GRABADOS EN LA
BASE DE DATOS DESPUES DEL ANALISIS DE UN ITEM */
all_errors([ECIEL]) : -
recorded(error, EC,Ref),
erase(Ref),
all_errors(EL).

all_errors(([}).

/* SE GRABA EN LA BASE DE DATUS EL CODIGO DE ERROR */

write_error(ok) :- !,
recordz(error,0,_).

write_error{assume) :- 1,
recordz(error, 10, _).

write_error(let) :- ¢,
recordz(error, 15, _).

write_error(type) :- !,
recordz(error, 20, _).

write_error(thus) :- 1,
recordz(error,25,_).

write_error(end) :- !,
recordz(error,30,_).

write_error(Jjustify) :- !,
recordz(error, 35, _).

write_error(by) :- !,
recordz(error, 40, _).

write_error(induc) :- !,
recordz(error,4S,_).

write_error(contin) :- !,
recordz(error,50,_).

write_error{induc_step) :- !,
recordz(error,SS,_).

write_error(reduc) :- !,
recordz(error, 60, ).
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write_error{(find) :~ !
recordz(error, 65, _).

write_error(fix) :- 1,
recordz(error,70,_).

write_error(prover) :- !,
recordz(error,7S,_).

nsg_error(0) :- !,
write(’prueba completada con exito’),nl.

msg_error(10) :- ¢,
write('la tesis actual.no es una implicacion’'),nl,
write('o no se asume el antecedente’),nl.

msg_error(1S) :- 1,
write(’la tesis actual no es una formula universal’),nl,
write('o la constante introducida no es valida'),nl.

msg_error(20) :- ¢,
write(’error al instanciar una variable de tipo’),nl.

msg_error(25) :- 1,
write(’esta formula no corresponde con ninguna’),nl,
write(’ componente del objetivo actual’),nl.

msg_error(30) :- ¢,
write(’la prueba no ha sido flnalizada’),nl.

msg_error(35) :- 1,
write(’esta Jjustificacion no ha sido aceptada’),nl.

asg_error(40) :- !,
write(’la formula concluida no ha podido ser inferida'),
nl,write(’a partir de las referencias dadas’),nl.

asg_error(45) :- !,
write('error en la demostracion por induccion’),nl.

msg_error(S0) :- ¢,
write('la formula a la que se le aplica’),nl,
write(’ induccion no es continua’),nl.

msg_error(5S) :- 1,
write('las premisas no corresponden a la regla'),
nl,write(’'de induccion’),nl.

msg_error(60) :- !,
write(’la beta-reduccion no ha podido realizarse'),nl.

msg_error(65) :- 1|,
write(’'premisas inexistentes’),nl.
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nsg_error(70) :- ¢,
write('el axioma de punto fijo no ha sido’),nl,
write('aplicado correctamente’),nl.

nsg_error(7S) :- ¢,

write('la prueba no ha podido realizarse’),nl,
write('de forma automatica’),nl.
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