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Abstract

Inverse problems aim to reconstruct anomalies present in physical media from measured data.
In this work, we consider inverse problems in geophysical set-ups, where the forward problem is a
time dependent wave equation which models the propagation of elastic waves, set in a bounded
computaional domain with non-reflective boundary conditions. We generate observations from the
data obtained by receivers positioned at the upper boundary of the computational domain, which
define the observation operators. By adding Gaussian noise, we generate synthetic data, which allow
us to create bayesian inverse problems to test our methods.

Using Bayes’ theorem, we define the posterior probability of finding an anomaly in the domain.
To achieve this, we construct prior and conditional (or likelihood) probabilities as multivariate
Gaussian distributions. The prior distribution incorporates available knowledge while the likelihood
compares the true data with data observed for proposed anomalies by solving the forward problem,
weighted by the noise level. Its logarithm defines a cost functional regularized by a Tikhonov type
term based on the prior information.

We consider first low-dimensional inverse problems, where the goal is to reconstruct an anomaly
with an elliptical shape defined by a few geometric and material parameters. We devise a Fletcher-
Levenberg-Marquardt type algorithm to determine the parameters of interest v. This algorithm
starts with prior values vy and updates them iteratively to find the unknown parameters v that
maximize the posterior probability (or equivalently, minimize the regularized cost function) allowing
the reconstruction of the anomaly. Once the configuration of maximum probability is determined,
we quantify uncertainty by means of a Laplace approximation.

High-dimensional inverse problems, such as the reconstruction of density and velocity fields in
a geophysical context, require different techniques. We introduce two approaches. The first one
considers parameterizations based on truncated Fourier expansions and seeks a finite number of
coefficients considered as random variables. We formulate the inverse bayesian problem and quantify
uncertainty by Markov Chain Monte Carlo (MCMC) sampling, more precisely, by means of an affine
invariant sampler. The second one considers the unknown fields as random fields and resorts to
truncated Karhunen-Loeve expansions associated to the prior covariance. We study the bayesian
inverse problem by means of a functional ensemble sampler adapted to infinite dimensional problems.
We test the proposed methods in the characterization of oil and gas traps near salt domes.
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Resumen

Los problemas inversos tienen como objetivo reconstruir anomalias presentes en medios fisicos
a partir de datos medidos. En este trabajo, consideramos problemas inversos en configuraciones
geofisicas, donde el problema directo es una ecuacién de onda dependiente del tiempo que modela la
propagacién de ondas elasticas, establecida en un dominio computacional acotado con condiciones
de contorno no reflectantes. Generamos observaciones a partir de los datos obtenidos por receptores
ubicados en el limite superior del dominio computacional, que definen los operadores de observacion.
Al agregar ruido gaussiano, generamos datos sintéticos, que nos permiten crear problemas inversos
bayesianos para probar nuestros métodos.

Utilizando el teorema de Bayes, definimos la probabilidad posterior de encontrar una anomalia
en el dominio. Para lograr esto, construimos probabilidades a priori y probabilidades condicionales
(o de verosimilitud) como distribuciones gaussianas multivariadas. La distribucién a priori incorpora
el conocimiento disponible mientras que la verosimilitud compara los datos verdaderos con los datos
observados para las anomalias propuestas al resolver el problema directo, ponderados por el nivel de
ruido. Su logaritmo define un funcional de coste regularizado con un término tipo Tikhonov basado
en la informacién a priori.

Consideramos primero problemas inversos de baja dimensién, en los que el objetivo es reconstruir
una anomalia con una forma eliptica definida por unos pocos pardmetros geométricos y materiales.
Ideamos un algoritmo tipo Fletcher-Levenberg-Marquardt para determinar los pardametros de interés
v. Este algoritmo comienza con valores a priori vy y los actualiza iterativamente para encontrar los
pardmetros desconocidos v que maximizan la probabilidad posterior (o equivalentemente, minimizan
la funcién de costo regularizada) permitiendo la reconstruccién de la anomalia. Una vez determinada
la configuraciéon de maxima probabilidad, cuantificamos la incertidumbre mediante una aproximacion
de Laplace.

Los problemas inversos de alta dimensién, como la reconstruccion de campos de densidad y
velocidad en un contexto geofisico, requieren técnicas diferentes. Introducimos dos enfoques. El
primero considera parametrizaciones basadas en expansiones de Fourier truncadas y busca un
numero finito de coeficientes considerados como variables aleatorias. Formulamos el problema
bayesiano inverso y cuantificamos la incertidumbre mediante muestreo de Markov Chain Monte
Carlo (MCMC), més precisamente, mediante un muestreador invariante afin. El segundo considera
los campos desconocidos como campos aleatorios y recurre a expansiones truncadas de Karhunen-
Loeve asociadas a la covarianza a priori. Estudiamos el problema bayesiano inverso mediante un
muestreador de conjuntos funcional adaptado a problemas en dimension infinita. Testamos los
métodos propuestos en la caracterizacion de trampas de petréleo y gas cercanas a domos salinos.
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Capitulo 1

Introduccion y contexto

En campos como la medicina y la geofisica, la identificacion de anomalias en medios heterogéneos
es fundamental. En medicina, los métodos de inversion bayesiana de onda completa aplicados a la
elastografia por cizallamiento permiten inferir propiedades mecanicas de los tejidos, como el médulo
de elasticidad, facilitando la distincion entre tejido sano y patoldgico y la deteccion de anomalias.
La aplicacién de estos métodos en la deteccién de anomalias ya ha sido estudiada previamente;
en el trabajo de [24], por ejemplo, se representan anomalias, como tumores o fibromas, mediante
propiedades distintivas en términos de constantes eldsticas. Este enfoque permite caracterizar las
anomalias mediante pocos parametros, lo cual reduce significativamente el costo computacional.
Este tipo de enfoque ha sido utilizado también en holografia, por ejemplo, en el trabajo |26], donde
se utiliza un método de inferencia bayesiana para identificar objetos y un analisis de sensibilidad
topolégica para la construccién de una distribucion previa. En este estudio se obtiene informacién
estadistica sobre los objetos como la ubicacién espacial, tamano, orientacién y propiedades fisicas
del material de los objetos. En geofisica, la identificacién de anomalias subterraneas es esencial para
la exploracién y extraccién de recursos naturales. En trabajos como [91] y [77] se presentan imdgenes
obtenidas computacionalmente mediante inversién de onda completa. Mientras que [91] resuelve
problemas en alta dimensionalidad utilizando discretizaciones espaciales uniformes y métodos
espectrales, en |77] se aplican metodologias inversas bayesianas en problemas geofisicos, pero
principalmente en espacios de baja dimensionalidad. El enfoque en estos trabajos resulta ser una
estrategia eficaz en problemas donde la precisién espacial y la resolucion en regiones complejas son
aspectos criticos.

Para la deteccion de anomalias se utilizan métodos inversos, que se suelen clasificar en deterministas
y probabilisticos, como los métodos bayesianos [93]. Estos métodos permiten detectar anomalias y
cuantificar sus propiedades a partir de operadores de observacién asociados a modelos del proceso y
de datos medidos por un dispositivo de imagen o datos sintéticos generados computacionalmente a
partir del modelo [16,24}26|,98|. Nos centramos en procesos de imagen modelados matemdaticamente
como procesos de scattering inverso: se lanza un tipo de onda hacia el medio en estudio, que
interacciona con él; el resultado de la interaccién se mide en una red de receptores dando lugar a
los datos. La dinamica de la onda suele venir descrita por un problema de ecuaciones en derivadas
parciales, adecuado al tipo de onda. Para ondas arménicas en tiempo, se trata de problemas de
contorno elipticos. Para ondas dependientes del tiempo, suelen obtenerse problemas de valores
iniciales y de contorno que involucran ecuaciones Maxwell para ondas electromagnéticas, Navier
para elasticidad, ondas para acustica, u otros modelos para ondas de otra naturaleza. Estos modelos
definen el llamado problema directo. Si se conoce el medio objeto de estudio y las ondas emitidas,
la solucion del problema directa evaluada en la red de receptores coincidiria con los datos medidos,
salvo por el ruido de medida. Para generar el operador de observacién y los datos sintéticos, primero
es necesario resolver el problema directo. El operador de observacién se construye a partir de las
mediciones obtenidas por receptores durante cada instante de tiempo. Dado que las mediciones
pueden estar sujetas a errores de medicién, se anade un componente de ruido Gaussiano (o de otra



naturaleza) al operador de observacién; a este conjunto de datos se les llama datos sintéticos y son
fundamentales para testar métodos de resolucién de problemas de inversién [24].

Para resolver numéricamente un problema directo que involucra coeficientes discontinuos y fun-
ciones dependientes del tiempo se emplean aproximaciones de la ecuacion en derivadas parciales
gobernante del problema, como lo es el método de Galerkin [9]. Este método se basa en la apro-
ximacion de la solucién reescribiendo primero la EDP en su formulacién débil, lo que facilita la
integracién de las condiciones de frontera y las variaciones espaciales. A continuacién, la solucion
aproximada se representa a través de una combinacién lineal de funciones base con coeficientes
dependientes del tiempo, los cuales se deben determinar. Este enfoque proporciona una solucién
aproximada, que debe respetar las condiciones iniciales y de contorno impuestas. El método de
Galerkin es la base del método de elementos finitos [57]. El método de elementos finitos es una
técnica poderosa para resolver EDPs en dominios computacionales complejos, y se basa en la divisién
del dominio en elementos mas pequenos y en la aplicacién de funciones de forma local, permitiendo
una aproximacién precisa de las soluciones de las EDPs [99,/100].

A través del método de elementos finitos, es posible realizar la discretizacién temporal y espacial
de la forma variacional de la EDP, convirtiendo el problema continuo en un sistema de ecuaciones
algebraicas que se pueden resolver numéricamente. Esta técnica es crucial para obtener soluciones
precisas y estables en problemas de propagacién de ondas en medios heterogéneos [100]. El sistema de
ecuaciones obtenidas es posible abordarlas a través de esquemas explicitos o implicitos. Un esquema
explicito expresa las soluciones futuras de las variables como una funcién explicita de los actuales, lo
que resulta en un avance mas rapido, sin embargo, requiere que ese incremento sea suficientemente
pequenio para que la solucién sea estable. En este caso, el paso de tiempo debera cumplir con la
condicién de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) para garantizar la estabilidad numérica
del problema directo [35},/100]. En cambio en un esquema implicito, en cada paso se debe resolver un
sistema acoplado de ecuaciones que involucra los valores actuales y futuros de la solucién, lo cual es
costoso de resolver ya que, al tratarse de muchas ecuaciones acopladas, generalmente hay que invertir
matrices o iterar para converger a la solucién, sin embargo, proporciona mayor estabilidad [100].

En este trabajo consideraremos dos formulaciones matematicas para los problemas inversos
descritos: la formulacién determinista en términos de optimizacién con restricciones de tipo ecuacién
en derivadas parciales y la formulaciéon bayesiana.

Consideramos reformulaciones del problema inverso determinista en términos de la minimizacién
de una funcién de costo J(v), donde v es el conjunto de parametros desconocidos que caracterizan a
la anomalfa [28]. La funcién de costo cuantifica la discrepancia entre el operador de observacion y los
datos para unos parametros dados. Este método busca encontrar un conjunto unico de pardmetros
que mejor reproduzca las observaciones. Puede ser sensible a la elecciéon de pardmetros iniciales
vy cuando el funcional de coste no es convexo. Si bien se quiere encontrar un tinico minimo de la
funcién de costo J(v), es posible que pueda presentar minimos locales adicionales, por lo que se
introduce un término de regularizacién, que por lo general, son regularizaciones de Tikhonov [90]
o de tipo variacion total para evitar la aparicién de minimos no fisicos. La minimizacién de la
funcién de costo J(v) implica buscar los parametros v donde el gradiente de J(v), es decir, V,J(v),
sea igual a cero. Esto conlleva la dificultad de que los métodos de optimizacion de tipo gradiente
se estancan. Considerando la curvatura de la funcién de costo a través de la matriz Hessiana, es
posible obtener informacién importante sobre la forma del valle donde se encuentra el minimo
de la funcion de costo, acelerando la convergencia y garantizando que se ha alcanzado su valor
minimo. El valor minimo de v es posible aproximarlo a través de métodos numeéricos iterativos como
Fletcher-Levenberg-Marquardt [24], que hibridizan iteraciones de tipo gradiente y tipo Newton.

El método inverso bayesiano es un enfoque 1til en aplicaciones donde el conocimiento previo
es importante y la incertidumbre de los parametro desconocido, o magnitudes derivadas, requiere
ser cuantificado. Por ejemplo, en la identificacién de anomalias en medios geoldgicos, donde la



variabilidad de las propiedades del subsuelo puede ser significativa, el método inverso bayesiano
ofrece ventajas sobre los enfoques deterministas tradicionales al proporcionar una representacion m&s
completa de la incertidumbre y la variabilidad de los pardmetros que caracterizan a una anomalia.

El método inverso bayesiano introduce un enfoque probabilistico en el cual se incorporan las
incertidumbres tanto en las observaciones como en el modelo. A diferencia del enfoque determinista
en el que se busca un nico conjunto de valores para los parametros v, la inversion bayesiana estima
la distribucién posterior de estos parametros, lo que proporciona una descripciéon mas completa
sobre la incertidumbre de los pardmetros [17,46]. Para estimar la distribucién posterior de los
pardmetros de interés, se utiliza el teorema de Bayes, el cual relaciona la densidad de probabilidad
a priori de los parametros v con la densidad de probabilidad de los datos observados, lo que resulta
en una distribucién a posteriori que proporciona una estimacion probabilistica a posteriori de los
pardametros de interés v [17,46,93|. En el método inverso bayesiano, la probabilidad posterior se
modela como el producto de la densidad de probabilidad a priori, y la densidad de probabilidad
condicionada a las mediciones [46]. A menudo se emplean distribuciones de tipo Gaussiano, lo que
conlleva la obtencién de una expresion para la probabilidad a posteriori en forma de la exponencial
e~ Tres(®) donde el argumento de la funcién exponencial corresponde a la suma del coste determinista
sin regularizar y un término que engloba la informacién a priori con un efecto regularizador
Jreg(V) = J(v)+ R(v) [24,63]. Uno de los estimadores estadisticos en el método inverso bayesiano es
el méaximo a posteriori o MAP. La estimacién MAP se define como el conjunto de pardmetros v que
maximiza la probabilidad a posteriori. Conceptualmente, esto es equivalente a minimizar una funcién
de costo regularizada Jyeg(v) |17,24]. Este es un problema de optimizacién determinista que se puede
abordar como hemos mencionado mediante un algoritmo de Fletcher-Levenberg-Marquardt [24},25],
que actualiza iterativamente el parametro inicial vy considerando tanto la direccién del gradiente
como la curvatura local, con la matriz hessiana de la funcién de costo, lo que acelera la convergencia
hacia el minimo global [124,25].

A diferencia del método de inversién determinista, el método de inversién bayesiano permite en
principio cuantificar la incertidumbre asociada a cada pardametro vyap. La principal dificultad en
la inversién bayesiana radica en que la distribucion a posteriori generalmente no se puede expresar
de forma sencilla debido a la multidimensionalidad de los pardmetros desconocidos, por lo que, para
aproximarla se requieren métodos numéricos avanzados. Técnicas como el Método Monte Carlo
basado en Cadenas de Markov (MCMC), son ampliamente utilizadas para esta tarea [1,[24-26,77], ya
que permiten explorar el espacio de pardmetros de manera eficiente y obtener estimaciones precisas
de las propiedades del medio. En ocasiones, se recurre a aproximar la probabilidad posterior por una
Gaussiana multivariada con media vyap y covarianza como la inversa de la matriz Hessiana de la
funcién de costo [1124112585,/89./94], lo que se denomina aproximacién de Laplace. Esta aproximacién
es menos costosa pero puede ser pobre en el caso de distribuciones multivariadas o fuertemente
asimétricas.

El método MCMC se utiliza para explorar el espacio de parametros y obtener estimaciones
estadisticas de las caracteristicas del medio y de las anomalias presente. En trabajos como [1},24-26]
92,97] se ha aplicado MCMC con implementaciones de conjunto para la reconstruccién de anomalias
y de campos de interés. La técnica MCMC se basa en la construccién de una cadena de Markov cuya
distribucién estacionaria corresponde a la distribucién a posteriori deseada [13,82]. Para generar
esta cadena de Markov, podemos emplear algoritmos como Metropolis-Hastings y muestreadores
por combinacion. [34]. Entre los muestreadores por combinacién se encuentra el muestreador por
combinacién de invariancia afin (AIES) y el muestreador por combinacién funcional (FES); ambos
son técnicas avanzadas que mejoran la eficiencia y la convergencia del muestreo [34]. AIES es
particularmente til para problemas de baja dimension pobremente escalados y con multiples modos,
ya que es invariante bajo transformaciones afines y puede adaptarse a la estructura geométrica del
espacio de parametros, lo que acelera la convergencia [50]. FES, por otro lado, combina elementos
de AIES, Metropolis-Hastings y el método Crank-Nicolson precondicionado para proporcionar un



muestreo eficiente y robusto, en altas dimensiones [34]. El uso de MCMC en problemas inversos es
importante debido a su capacidad para manejar problemas mal condicionados y para proporcionar
una caracterizacion completa de la incertidumbre en las estimaciones de los pardmetros desconocidos.
Sin embargo, su implementaciéon computacional puede ser costosa, especialmente en problemas de
alta dimensién, lo que requiere el uso de técnicas de aceleracién y paralelizacién para mejorar la
eficiencia computacional [82].

En aplicaciones complejas, los problemas inversos pueden involucrar un ntimero elevado de
parametros, lo que aumenta la dificultad del analisis. Esta alta dimensionalidad requiere el uso de
métodos avanzados para la estimacién y muestro de los pardmetros v. En estos casos, la combinacién
de técnicas avanzadas como la expansion de Karhunen-Loeve y el muestreo de MCMC se vuelve
crucial para obtener soluciones precisas y eficientes en problemas de alta dimensién [20,121]. La
expansion de Karhunen-Loeve permite la reducciéon dimensional y la modelizacién eficiente de
campos aleatorios, mientras que MCMC facilita el muestreo de distribuciones a posteriori en espacios
de alta dimensién, proporcionando soluciones precisas y robustas para problemas inversos complejos.
La expansién Karhunen-Loéve es una técnica de descomposicién que representa un campo aleatorio
mediante una serie infinita de funciones ortogonales asociadas a su covarianza, cada una multiplicada
por variables aleatorias [62.67]. Si bien las expansiones de Karhunen-Loéve infinitas proporcionan
una descripcion completa del campo aleatorio, en la practica se utilizan versiones truncadas para
hacer el problema computacionalmente manejable. Estas versiones truncadas retienen un niimero
finito de términos M, lo que permite aproximar el campo aleatorio con un grado de precisiéon que
depende del nimero de términos incluidos en la expansién [34,92].

En este trabajo se estudian las formulaciones del problema directo e inverso para dos casos
especificos, que difieren en la geometria del fondo, la anomalia a considerar y los parametros
desconocidos a obtener mediante el método inverso bayesiano. Un caso se aborda en baja dimension
y el otro en alta dimensién. Estos dos problemas son los siguientes:

1. El primer caso de estudio se centra en un medio de fondo estratificado, donde cada capa tendra
propiedades diferentes de densidad y velocidad de propagacion de la onda. En el centro del dominio
de este medio se incorporard una anomalia de forma eliptica. Esta anomalia también tendra
propiedades especificas de densidad y velocidad de propagacion de onda. Primero, se resolverd el
problema directo para este caso, obteniendo el operador de observacion. Posteriormente, a los
datos obtenidos se les anadira un porcentaje de ruido Gaussiano para generar los datos sintéticos.
Dado que la resoluciéon numérica del problema directo se basa en la aplicacion del método
de elementos finitos de la ecuacién de ondas, los resultados obtenidos se validaran realizando
dos tipos de discretizaciones espaciales para contrastar la convergencia de los mismos. Con los
datos sintéticos obtenidos, se aplicaran métodos de inversién para determinar los parametros
desconocidos v que caracterizan la forma y naturaleza de la anomalia, los cuales proporcionaran
informacién sobre la anomalia, incluyendo su geometria, posiciéon y propiedades fisicas como la
densidad y velocidad. En este caso de estudio, se aborda un problema de inversién en el que
el parametro v es de baja dimensionalidad. Para resolverlo, se estimaran los parametros que
maximizan la probabilidad a posteriori vy\iap optimizando el coste regularizado (dado por el
logaritmo de la probabilidad a posteriori cambiado de signo) y se analizard su incertidumbre
mediante la aproximacién de Laplace.

Este enfoque de inversién basada en objetos se enmarca dentro de una linea de investigaciéon maés
amplia, véase por ejemplo [24]. En dicho estudio, se aplica un enfoque de inversién bayesiana
para determinar las constantes elasticas de anomalias, como tumores o fibromas, inmersas
en tejido sano. Este método permite una diferenciacion precisa entre tejido sano y no sano
mediante la incorporacién de informacion a priori y la cuantificacién explicita de la incertidumbre
en las mediciones. En nuestro contexto nos centramos mas en aplicaciones geofisicas, véase
la publicacién preliminar |25, con el objeto de determinar la presencia de yacimientos de



determinados materiales en el subsuelo, que suele presentar estructura estratificada en lugar de
homogénea.

. El segundo caso de estudio se centra en una estructura geolégica compuesta por un domo salino
en un medio estratificado. Estas formaciones tienen gran interés pues suelen venir acompanadas
de yacimientos de petréleo y gas adyacentes, que es dificil ubicar por el fuerte apantallamiento
de las capas salinas sobre las ondas de sondeo. En nuestra estructura geoldgica, incorporamos
anomalias a los costados del domo salino, las cuales representaran trampas de gas y de petroleo.
Cada capa, el domo salino y los yacimientos tendran propiedades geoldgicas especificas de
densidad y velocidad de propagacién de onda. El primer paso serd la resolucién numérica de la
ecuacion de ondas utilizando dos tipos de discretizaciones espaciales para evaluar la convergencia
de los resultados. En la resolucién del problema directo, obtendremos el operador de observacion
y los datos sintéticos necesarios para la formulacién del método inverso bayesiano. A diferencia
del primer caso de estudio, ahora los pardametros desconocidos no serdn objetos, sino funciones:
coeficientes que varian en espacio y que nos permitiran caracterizar los campos de densidad y
velocidad de propagacion de onda. Por lo tanto, en este segundo caso de estudio, el problema se
formulard como un modelo bayesiano en alta dimensién, y el parametro v, que caracteriza los
campos, tendrd informacién sobre los coeficientes de series de Fourier o de series Karhunen-Loéve
de dimension infinita.

Utilizando series de Fourier, el parametro v representara los coeficientes de estas una serie
truncada capaz de representar los campos de densidad pa(x,y) y velocidad v, a(x,y) en la
zona de las trampas, los cuales dependeran de dichos coeficientes. Se realizard un estudio de
sensibilidad para ver cudntos modos son necesarios para aproximar los campos sin que se
aprecie el fenémeno de Gibbs en el mallado considerado. Estas aproximaciones de los campos
se introduciran en la formulacién numérica del problema directo gobernada por la ecuacién de
ondas, para definir un nuevo operador de observacién y obtener datos sintéticos. Incorporando los
datos sintéticos y el operador de observacién en la formulaciéon del método inverso bayesiano, se
reconstruiran los campos de las anomalias que representan las trampas de gas y petrdleo. Como
método de muestreo de los campos se utilizara el método MCMC de tipo AIES. Observamos
que, a pesar del apantallamiento de la senal causado por el domo salino, se aprecia la presencia
de yacimientos a sus costados con una buena definicién de la regién que ocupan. Las técnicas de
Fourier requieren trabajar con un elevado nimero de parametros pobremente escalados, y no se
puede excluir aberraciones aparejadas al fendmeno de Gibbs al ajustar series sin informacién
previa.

Hemos explorado un segundo tipo de desarrollos en serie de estos campos, especificamente
adaptados al trabajo con campos aleatorios, basados en la descomposicién espectral asociada a
sus covarianzas, que proporciona desarrollos en serie Karhunen-Loeve para los campos aleatorios
de densidad y de velocidad. Para muestrear la distribucién de coeficientes truncada v, se empleard
el muestreador MCMC por combinacién funcional FES. Este muestreador alternara entre el uso
de AIES para muestrear las coordenadas principales de la expansion de Karhunen-Loeve y el
método Crank-Nicolson precondicionado (pCN) para muestrear el subespacio complementario
en alta dimensién. Desde el punto de vista tedrico, este enfoque presenta ventajas tedricas, con
estabilidad garantizada a medida que la dimensién del espacio de coeficientes aumenta. Sin
embargo, se tiene la dificultad de identificar operadores de covarianza adecuados al caso en
estudio para definir las funciones de base de la expansion.

Describimos a continuacion de forma mas precisa la estructura de la tesis.



1.1. Estructura de la tesis

La memoria se estructura en los siguientes capitulos:

Estudio tedrico y numérico del problema directo.

Estudio tedrico y numérico del problema inverso en dimensién finita.
Estrategias de inversiéon del campo de ondas basadas en objetos.
Formulaciones bayesianas inversas basadas en series de Fourier.

Formulaciones bayesianas inversas basadas en campos aleatorios.

AT el S e

Discusién de resultados y conclusién.

En el capitulo titulado Estudio tedérico y numérico del problema directo, se estudiara
la formulacion y resolucién del problema de valores iniciales y de contorno para la ecuacién de
ondas en un medio heterogéneo en un dominio computacional truncado. Se formulara el modelo
matematico que representa el problema directo a resolver, incluyendo la geometria de fuentes
emisoras y dispositivos receptores. A continuacién, estudiaremos el operador de observacién, que
contiene la informacion sobre las ondas captadas por los receptores, y lo relacionaremos con los
datos sintéticos, que incluyen un término de ruido modelado como una distribuciéon Gaussiana
aleatoria. Este problema planteado en principio en un medio semi-infinito, se truncara a una regién
finita [24,25]. En este contexto, se usara el método de Galerkin para obtener la formulacién débil de
la ecuacién de ondas y se analizard la existencia, unicidad y regularidad de la solucién u(x,t) [25,26].
Tras ello, estudiaremos la resolucién numérica del problema directo en un dominio finito. Nos
enfocaremos en las discretizaciones espaciales y temporales de la formulacién débil, e introduciremos
la condicién de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) para seleccionar un paso temporal
adecuado que garantice la estabilidad de la solucién numérica. Finalmente, se introduciran las
condiciones de contorno no reflectantes, que se aplicaran en los contornos laterales e inferiores en
la geometria rectangular, para asegurar que las reflexiones de la onda en el borde del dominio no
afecten a los resultados, y una condicién de Neumann cero en el contorno donde estaran ubicados
los emisores y receptores [24,25].

El capitulo Estudio tedrico y numérico del problema inverso en dimensién finita, se
inicia con una introduccién al problema inverso desde una perspectiva determinista en un espacio
de dimensién finita. A continuacién, se abordard el método de inversion bayesiana en dimensién
finita, formulando una expresién para la probabilidad a posteriori de encontrar una anomalia en el
dominio computacional utilizado. Como veremos en este capitulo, la expresién para la probabilidad
a posteriori dependera de la probabilidad condicional de observar unos datos dados unos pardametros,
que esta directamente influenciada por el operador de observacién y los datos sintéticos, y de la
probabilidad a priori, que depende de la informacién disponible sobre los parametros de interés.
Ambas probabilidades, condicional y a priori, se definiran a partir de distribuciones Gaussianas
multivariadas. Al aplicar el teorema de Bayes para obtener la probabilidad a posteriori, se tiene una
distribucién que varfa como la exponencial de —Jyeg (V).

Presentamos las dos opciones empleadas para caracterizar esta probabilidad. La primera se basa
en el cdlculo de los parametros de probabilidad maxima mediante optimizacién, algoritmos iterativos
de gradiente, Newton o hibridos Fletcher-Levenberg-Marquardt. A continuacién se aproxima la
probabilidad a posteriori linearizando en torno a ese maximo mediante la aproximacién de Laplace,
dando lugar a una distribucién multivariada Gaussiana. La segunda recurre a métodos MCMC para
explorar la estructura de la probabilidad a posteriori mediante muestreo. Discutiremos distintas
técnicas MCMC y su buen uso.



En el capitulo Estrategias de inversién del campo de ondas basadas en objetos, explora-
remos las estrategias de inversién bayesiana para la detecciéon de un objeto eliptico incorporado
en un dominio de fondo estratificado. Los parametros que caracterizan el objeto se reducen a los
que describen su forma y la naturaleza del material. En este capitulo se detallara la geometria,
las propiedades y las discretizaciones espaciales del primer caso de estudio, asi como el paso de
tiempo adecuado para la discretizacién temporal, con el fin de evitar inestabilidades numéricas. Se
describiran las propiedades fisicas de densidad y de velocidad de propagacién de onda que tendra
el fondo estratificado, asi como la anomalia eliptica, la cual se ubicara en el centro del dominio
computacional.

Usando la geometria y propiedades descritas, primero, se abordaré la resolucién del problema
directo. Se describiran en detalle las dos discretizaciones espaciales empleadas para el estudio de la
convergencia en mallas: una discretizacion espacial uniforme, que utiliza un tamano y distribucién
uniforme de los elementos, y una discretizacion adaptada a la presencia de estratos. En este capitulo,
las variables del pardmetro de interés v seran: la posicién del centro de masa de la elipse (¢, ¢y),
el semi-eje mayor a, el semi-eje menor b, el angulo de rotacion de la elipse w, la densidad p, y la
velocidad de propagacién vy,. Estas variables se agruparan en un vector v = (¢, ¢y, a, b, w, p, vp), €l
cual se considerard tanto en el problema directo como en el inverso.

Se emplearan ambas discretizaciones para resolver numéricamente el problema directo gobernado
por la ecuacién de ondas, cuyo resultado serd el desplazamiento de la onda en diferentes instantes
de tiempo. Este desplazamiento sera registrado por una red de receptores posicionados en y = 0. A
este conjunto de datos se le llamara el operador de observacién. Se obtendran dos operadores de
observacién: uno correspondiente a la discretizacién uniforme fypiforme () v otro a la discretizacion
estratificada festratificada (V). Estos operadores serdn comparados y se calculara la diferencia porcentual
entre ellos.

Al contar con dos conjuntos de operadores de observacion, se generaran dos conjuntos de datos
sintéticos: d?llfjforme y dg:ﬂ;atiﬁcado, que se utilizaran en el problema inverso bayesiano aproximado,
cuyo objetivo serd reconstruir la anomalia eliptica. Para aplicar el método inverso bayesiano,
se definird un vector con informacién a priori vy, donde se usaran dos configuraciones iniciales
diferentes; la diferencia sera el angulo de rotacién inicial de la elipse. Posteriormente, se obtendran
los valores de v\iap, que maximizan la probabilidad posterior de hallar una anomalia en el dominio
computacional. Ademads, se analizard cémo varfa la funcién de costo Jyee(V) en cada iteracion del
método inverso bayesiano hasta alcanzar su valor minimo y estabilizarse. Finalmente, se cuantificard
la incertidumbre de cada una de las variables de vyap utilizando la aproximacién de Laplace para la
probabilidad posterior. Como caso de aplicacion en elastografia médica, previamente estudiado en el
trabajo publicado en [24], se utilizardn los pardmetros definidos en dicho estudio. En este contexto,
mediante el uso del método inverso bayesiano, se buscard estimar las propiedades de la velocidad de
propagacion de onda y el médulo de elasticidad en tejido no sano, asi como reconstruir la anomalia
presente. Posteriormente, se cuantificara la incertidumbre de cada variable vyap utilizando la
aproximacién de Laplace.

En el capitulo de Formulaciones bayesianas inversas basadas en series de Fourier
trabajaremos con una geometria estratificada con una estructura de domo salino, que incluye
trampas de petréleo/gas al costado del domo salino. Estudiaremos bajo qué modos podemos
obtener una buena aproximacion en el mallado elegido sin que se aprecie el fenémeno de Gibbs. Los
campos de densidad y velocidad parametrizados con series de Fourier los denominaremos pa (z,y)
y p.A(x,y), respectivamente; por lo que el campo total de densidad y velocidad los expresaremos
como p(xay) = PF(%?/) + pA<$7y) y Up(ﬂf,y) = Up,F('xuy) + Up,A(x7y)7 donde pF(l',y) y vp,F(x7y)
corresponderan a los campos del fondo estratificado que incluye el domo salino. Posteriormente
incorporaremos las aproximaciones de los campos p(z,y) y vp(x, y) en el problema directo, el cual esta
gobernado por la ecuacion de ondas. Para resolver numéricamente el problema directo, utilizaremos
dos discretizaciones espaciales: una discretizacion uniforme y otra adaptada a la estructura del



domo salino. Como resultado obtendremos operadores de observaciones para cada discretizacion, los
cuales se compararan y se calculard la diferencia porcentual entre los conjuntos de datos obtenidos.

Del problema directo obtendremos los operadores de observacién y los datos sintéticos para las
dos discretizaciones espaciales utilizadas. En el marco del problema inverso bayesiano, utilizaremos
el operador de observacion correspondiente a la discretizacién uniforme y los datos sintéticos de la
discretizacién adapatada. En el contexto del problema inverso bayesiano, lo que buscaremos sera
reconstruir los campos de densidad y de velocidad en las zonas de las trampas de petréleo y gas, por
lo que el pardmetro desconocido v debera contener esta informacién. Como los campos pa(x,y) y
vp,A(2,y) los hemos parametrizado con series de Fourier truncadas, el problema inverso bayesiano se
enfocard en determinar los coeficientes de dichas series que permitan la reconstruccion precisa de los
campos en las zonas de interés. La dimensién del parametro desconocido v dependerd del ntimero
de modos escogidos para aproximar pa(z,y) y vp.a(x,y) sin que aparezca el fenémeno de Gibss.
Para este propdsito, se empleara el método de Monte Carlo por cadenas de Markov, utilizando el
esquema ATES para realizar el muestreo de los valores de v.

En el capitulo Formulaciones bayesianas inversas basadas en campos aleatorios, utilizare-
mos el método inverso bayesiano con el fin de reconstruir los campos de densidad y de velocidad de
propagacion de onda. La geometria de fondo que consideraremos, al igual que en el capitulo anterior,
serd la de un fondo estratificado con un domo salino y dos anomalias posicionadas al costado
inferiores del domo salino, que representan trampas de petréleo y gas formadas en el subsuelo.
Utilizaremos los operadores de observacion y los datos sintéticos que obtuvimos en la formulacién
del problema directo del capitulo anterior.

Comenzaremos con un breve recordatorio sobre las variables y los campos aleatorios, centrandonos
en el campo Whittle-Matérn con nicleo Matérn. Mediante su descomposicién espectral, obtendremos
valores y funciones propias. Usando el teorema de Karhunen-Loeéve, construiremos campos aleatorios
k(x, ), que simplificaremos truncéandolos en M términos. Esta truncacién serd clave para generar
campos aleatorios que describan la densidad y velocidad de propagacién en el fondo estratificado
con el domo salino. Incorporaremos esta expansién truncada en la formulacién del problema directo,
obteniendo un nuevo operador de observacién f(v) y datos sintéticos derivados de este operador;
donde en este caso v son los coeficientes que permiten definer los campos de densidad y de velocidad.
Se comenzara construyendo los campos a priori a partir del campo determinista inicial vy, es
decir, campos de densidades y de velocidad de la onda del fondo incluyendo el domo salino (sin la
incorporacién de los campos correspondientes a las trampas de petréleo y gas); més la adicién de una
componente estocastica, que se modelard con la covarianza Matérn. Con el operador de observacion,
los datos sintéticos del problema directo y la probabilidad a priori, derivaremos una expresion
para la probabilidad posterior y para la funcién de costo regularizada Jyeg(v). Para reconstruir los
campos de densidad y de velocidad, utilizaremos el método de Monte Carlo junto con el muestreador
FES. Este método aceptard o rechazara los valores propuestos segin la condicién de aceptacién de
FES, alternando entre el muestreador AIES, para las coordenadas principales de la expansién de
Karhunen-Loéve, y pCN, para el subespacio complementario.

Para finalizar, discutiremos los resultados obtenidos en los capitulos anteriores y se presentaran
las conclusiones.

1.2. Objetivos de la tesis

Los principales objetivos de la tesis son los siguientes:

1. Abordar el problema directo: desarrollar e implementar algoritmos eficientes de bajo coste
para la resolucién numérica de problemas de propagaciéon de ondas elasticas en medios con



anomalias y en medios estratificados. Utilizar el método de elementos finitos con condiciones no
reflectantes en los bordes artificiales del recinto computacional para obtener soluciones precisas.

. Abordar el problema inverso: optimizar funcionales de coste bajo restricciones impuestas por
ecuaciones de ondas, utilizando métodos de inferencia inversa bayesiana y métodos deterministas.
Incorporar la cuantificacién de la incertidumbre en los modelos para mejorar la precisién de las
estimaciones.

. Abordar el problema inverso mediante métodos de cadenas de Markov Monte Carlo:
implementar métodos MCMC para resolver el problema inverso, trabajando con campos iniciales
aleatorios que utilizan la covarianza Matérn para modelar las incertidumbres en los parametros
del modelo.

. Reducir el coste computacional: desarrollar y aplicar técnicas rapidas de optimizacién, como
el método de Fletcher-Levenberg-Marquardt, para resolver problemas inversos regularizados de
manera eficiente y reducir el coste computacional asociado.

. Aplicar a contextos geofisicos y biomédicos: extender las metodologias desarrolladas a
aplicaciones précticas en contextos geofisicos y biomédicos, utilizando geometrias bidimensionales
simplificadas para facilitar la aplicacion y validaciéon de los modelos en escenarios reales.






Capitulo 2

Estudio teérico y numérico del problema directo

El modelo matemético directo describe la propagacion de ondas creadas en los puntos fuente o
emisores y su interaccién con el medio cuya estructura interna deseamos caracterizar. Asimismo,
proporciona una caracterizacion matematica del operador de observacion, y conecta las ondas
emitidas con la estructura del medio y los datos que se miden en el proceso de imagen.

En la Figura se presenta un esquema ilustrativo de una configuracién basica, donde los
limites de cada capa estan representados por lineas horizontales ubicadas en las posiciones y =
0,—04,—-1'1,-1'7,—-2'5 e y = —3. Las ondas se emiten desde uno o varios emisores (circulos
amarillos en la figura , propagandose a través del medio e interactuando con los estratos y con
la inclusién (elipse de color rojo en la figura . La onda reflejada se mide mediante una red de
receptores (cuadrados azules en la figura .

o B B B BB
o TTHTHT T

Emisor [JJReceptor X

Figura 2.1: Esquema ilustrativo de la configuracién considerada en el problema directo de
transmisién de ondas.

El problema directo se enfoca a la resoluciéon de la ecuaciéon que gobierna la propagacion de
estas ondas dependientes del tiempo emitidas desde diferentes fuentes. Estas ondas interactiian con
la estructura del medio y la anomalia presente, generando una respuesta en la transmisién de la
onda, la cual es posteriormente captada por una red de receptores. La naturaleza de esta respuesta
captada esta intrinsecamente ligada a las caracteristicas y propiedades fisicas del medio, asi como a
la presencia de inclusiones de otros materiales en el dominio.

En el contexto del problema directo, la excitacién externa asi como la estructura, las propiedades
elasticas del medio y de las inclusiones, son variables conocidas. El objetivo consiste en formular
las ecuaciones que gobiernan el proceso y aplicar métodos numéricos que permitan aproximar
computacionalmente el desplazamiento de la onda. Consideraremos situaciones en las que se
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desprecia la amortiguacion en el medio, lo que implica que los parametros eldsticos, representados
por x(x), serén reales.

2.1. Formulacion del problema directo

Comenzamos el estudio del problema de transmisién de ondas formulando el modelo matemaético.
Para ello, consideramos la ecuacién constitutiva de un material isotrépico con médulo de elasticidad
lineal. Esta ecuacién relaciona el tensor de tensiones o ; con el tensor de deformaciones ¢; ;, y se

expresa mediante la ecuacién (2.1]) [61]
o = 26 + )\(51'7]'6]67]“ 1,5 =1,2,3, (2.1)

donde:

= o;;: componentes del tensor de tensiones, que representan la fuerza por unidad de 4rea en la
direccién i sobre una superficie perpendicular a la direccién j.

= ¢;;: componentes del tensor de deformaciones, definidas como

o 1 8u, + (9Uj
4= 2 6&3j 8:(:1 ’

donde u = (uy,ug,us) es el vector de desplazamientos.

m ¢y dilatacién volumétrica, correspondiente a la traza del tensor de deformaciones, e implica una
suma sobre el indice repetido k, es decir, ez = Zizl €kl

= §;;: delta de Kronecker, definido como

1, sii=j

F -
“ {0, siij
= 4 médulo de rigidez transversal, calculado como

E
b= oo
2(1 + VPoisson)
donde E es el médulo de Young v vpgigson €l coeficiente de Poisson.
= \: primer parametro de Lamé, dado por
Evpgisson

A= .
(1 + VPoisson)(l - 2VPoisson)

= 4,7, k: indices que recorren las dimensiones espaciales 1, 2, 3, correspondientes a las componentes
del vector de posicién x = (x1, x2, x3).

En un sélido continuo, isétropo, homogéneo y elastico, la ecuacién que rige el movimiento de
la onda viene dada por la ecuaciéon de conservacién de momento lineal para el desplazamiento
u(z1,r2,23,t) en cada punto x = (1, z2, r3)

82ui 80’1‘1 80’1‘2 8Uz‘3
=pfi, i=123, 2.2
p 8t2 8%1 8%2 + 8%3 Pf ! ( )
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donde f = (f1, fo, f3) representa a las fuerzas por unidad de volumen y p es la densidad maésica del
material.

Si se introduce la expresion en la ecuaciéon y asumimos que A y p son constantes, se
obtiene la ecuacién de Navier

0%u

P o

la cual incorpora los pardmetros de Lamé de la ecuacién (2.1)), véase [2].

=div(o) = pAu+ (A + p)V(divu), (2.3)

Si el desplazamiento se produce sin cambios en el volumen, es decir, si es incompresible, entonces
se cumple

V-u=div(u) =0, (2.4)

donde el campo de onda u representa ondas de cizalla (shear waves o S-waves). Insertando la
condicién (2.4) en la ecuacién de Navier (2.3) se obtiene la ecuacién de ondas ([2.5)

g pAu. (2.5)

En cambio, si el desplazamiento se produce sin cambios en el rotacional entonces se cumple
V X u = rot(u) =0, (2.6)

donde el campo de onda u representa ondas longitudinales (longitudinal waves o P-waves). Usando
Au = Vdivu —rotrotu en (2.3) y considerando ([2.6]) se obtiene la ecuacién de ondas ([2.7))

9%u

Nos interesan aplicaciones en las que se puede trabajar con ondas escalares de cizalla (elastografia
médica) o longitudinales (geofisica). Por tanto en lo sucesivo el campo de desplazamientos serd un
campo escalar regido por una ecuacién de ondas (ecuacién (2.5)) o ecuacién (2.7)).

Al haber cambios bruscos de medio, en general, ;1 y A variardn en espacio. Si, por ejemplo,
son constantes a trozos, en cada regiéon tendremos una ecuaciéon de ondas de tipo o en
términos de las constantes A, i de la region, que se acoplaran a las de la regiones colindantes mediante
condiciones de transmision, es decir, a través de continuidad de los campos de desplazamiento y de
las componentes normales de las tensiones. Estos problemas de transmisién se pueden reformular en
términos de ecuaciones con divergencias de pardmetros dependientes del espacio, como indicamos a
continuacién.

2.1.1. Modelo matemadtico directo planteado en un dominio infinito

Consideraremos que la dinamica de la onda, emitida por fuentes dentro del dominio computacio-
nal, esta regida por una ecuacion de onda escalar con fuerzas externas. Tomando como dominio
computacional R un semiespacio de R", el problema de la transmisién de ondas queda expresado
por el siguiente conjunto de ecuaciones [24],

2u
mwiﬁ—mwnmvmzp@vwmm,xeat>m (2.8)
g—z(x, t)=0,x € OR, t >0, (2.9)
u(x,0) = u(x,0) =0, x € R, (2.10)

donde:
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» f(t) es la variacién temporal de la onda, por ejemplo, f(t) = fo(1 — 27T2f]2wt2)e—”2f12\4t2.
—|x—x \2
» g(x) es perturbacién emitida por las fuentes, por ejemplo, g(x) = W Eszl e w , siendo
k > 0 un parametro de regularizacién y n la dimension del problema. En este caso se considera
n = 2. El indice k hace referencia a la secuencia de emisores, Xg.

» p(x) es la densidad del medio.

X(x) representa el médulo de elasticidad del medio seleccionado para el estudio (A(x) 4 2u(x) o
w(x)). Tomard valores distintos dentro de las inclusiones de otros materiales (o anomalias de un
tejido) y en el material matriz (o tejido).

El lado derecho f(t)g(x) de la igualdad de la ecuacién corresponde a la fuerza externa por
unidad de volumen emitida por las fuentes. Cuando x(x) es constante por trozos, tenemos ecuaciones
de onda con diferentes constantes en el medio R y en las inclusiones {2 = U{;lﬁi, las cuales estan
acopladas por condiciones de transmisién de onda. En este problema de transmision de ondas, las
condiciones iniciales son desplazamiento y velocidad nulas, es decir, u(x,0) = us(x,0) = 0.

En principio, la regién R es infinita. Sin embargo, por motivos computacionales, la regién se
truncard a un recinto finito imponiendo condiciones de contorno adecuadas, como se detalla en la

seccién 2.2

2.1.2. Operador de observacion

Denotamos por v la coleccion de pardametros de los que depende el modelo, es decir, aquellos
parametros desconocidos que deseamos averiguar a partir de observaciones. En nuestro contexto,
serdn parametros que definen la geometria y naturaleza de las anomalias presentes en la region. El
operador de observacién f(v) desempena un papel fundamental al establecer la conexién matemética
entre el espacio de los pardmetros del modelo v y el espacio de las observaciones reales u,. Su
representacion matematica es esencial para comprender como el modelo matematico se relaciona
con las mediciones empiricas.

En nuestro caso, el operador de observacion puede tomar varias formas. La mads sencilla consiste
en observar desplazamientos en los receptores r;, j = 1,...,J, durante una secuencia de tiempos:

fW) = (w(rj tm))j=1,...Jm=1,...M, (2.11)

siendo u, la solucién del problema directo con pardmetros v. Los valores de la solucién en puntos
no siempre estan definidos, depende de la regularidad de la solucién del problema directo, que
estudiaremos mas adelante. Con mas generalidad se puede considerar trazas de la solucién en
secuencias de pequenos segmentos o integrales de la solucién en torno a los puntos de recepcién.

Una vez establecido el operador de observacién, se asume que los datos medidos se relacionan
con ¢l mediante términos de ruido [20]:

A (v) = f(v) +n, (2.12)

donde m corresponde al ruido afiadido como una distribucién Gaussiana aleatoria de media cero y
covarianza C,. A menudo se considera C,, = oI, siendo ¢ la desviacién estdndar méxima del ruido,
e I una matriz identidad de tamano P x P siendo P el niimero de pardmetros desconocidos. Es
decir, el ruido anadido es posible escribirlo como n = A (0, C,,). Con la adicién de esta componente
estocéastica se capturan las imperfecciones y la incertidumbre en el proceso de medicién.
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2.2. Estudio tedrico del problema directo truncado

Como se discutio en la seccion el problema directo se formula inicialmente en un dominio
semi-infinito R C R2, cuya frontera superior contiene emisores en las posiciones x; y receptores en
las posiciones r. Dado un tiempo 7 > 0, y considerando la velocidad finita de propagacion de las
ondas, es posible reducir el analisis a una region acotada mediante el recorte del dominio R a un
subdominio rectangular R, C R?. Esta regién truncada R, se define como:

RT = {(xay) € Rz ‘ WS [xmfmxméx]a (RS [ymfnayméx]}

donde los valores de Tmm = —7r, Tmax = "'+ ¥ Ymin = —7+ se eligen suficientemente grandes para
asegurar que las ondas emitidas no alcanzan los bordes en el intervalo considerado. La pared ym,sx = 0
es parte de la frontera original que contiene emisores y receptores y conserva la condiciéon de contorno.
En estas condiciones, el problema de propagaciéon de ondas planteado en el dominio original R
puede sustituirse por un problema equivalente en R;, con condiciones de frontera homogéneas de
Dirichlet o Neumann impuestas en los bordes inferiores y laterales durante ¢ € [0, 7] (véase seccién
y |1]). Esta reformulacién permite una implementaciéon computacional més eficiente. Por lo tanto,
el problema directo asociado a las ecuaciones — puede escribirse de manera equivalente en
R,, como se presenta a continuacién,

82
p(x)a—tg —div(x(x)Vu) = p(x) f(t)g(x), x € R+, t > 0, (2.13)
gZ(x,t) =0,x€JR,;, t>0, (2.14)
u(x,0) = u(x,0) =0, x € R, (2.15)

La existencia y regularidad de soluciones para el problema descrito en las ecuaciones —
se puede abordar mediante métodos de Galerkin, como detallamos en la siguiente seccién. El método
de Galerkin busca soluciones aproximadas de una formulaciéon débil del problema directo reduciendo
la dimensién del espacio de soluciones mediante bases adecuadas con error controlado.

En la practica, puede ser conveniente utilizar regiones aiin mas pequenas para reducir el coste
computacional. En este caso, imponemos en las nuevas paredes artificiales condiciones no reflectantes,
como comentaremos mas adelante [1].

2.2.1. Formulacion débil del problema directo truncado

Para derivar la formulaciéon débil del problema de ondas, se debe multiplicar la ecuacién (2.13))
en su forma fuerte por una funcién de prueba ¢ € H'(R,). El espacio de Sobolev H'(R,) est4
formado por funciones de cuadrado integrable en R, cuyas derivadas parciales en el sentido de las
distribuciones son también de cuadrado integrable en R, [80]. A continuacion, esta expresién se
integra sobre el dominio del problema directo truncado R; y se realiza una integracién por partes
para reemplazar las derivadas de segundo orden por derivadas de primer orden. De esta forma
se obtiene a una formulacién débil que puede admitir soluciones poco regulares [80]. La nueva
formulacion proporciona una base solida para la discretizacion espacial y temporal del problema
mediante métodos de elementos finitos, facilitando asi la solucién numérica del sistema de ecuaciones
resultante [99]. Multiplicando la ecuacién por la funcién test e integrando tenemos

2U X
/ T o) =2 pxgax+ [ XVl ) VoL - /8 XBOVx.D) - n(0(x)ix -

— () / p(X)g(x)$(x)dx, t>0,

15



supuesto que u(x,t) sea suficientemente regular (al menos H') en espacio. Usamos la condicién de

contorno ([2.14]) para llegar a

2u(x
/Tp(X)W(b(X)dx—i—/ X(X)Vu(x,t)v¢(x)dx—f(t)/ p(x)g(x)p(x)dx, t>0. (2.17)

La formulacién débil del problema truncado ([2.13])-(2.15) es entonces encontrar
u(x,t) € Hy = {u € C([O,T];Hl(RT)), u € Cl([O,T];LQ(RT))}

la cual satisface las condiciones iniciales u(x,0) = u¢(x,0) = 0 en el subdominio R, y tal que

/ p(x)u(x,t)p(x) dx —|—/ X(x) Vu(x,t) Vo(x) dx = f(t) /p(x)g(x)¢(x) dx, (2.18)

T T

para todas las funciones de prueba ¢ € H'(R,). Denotamos por H™ al espacio estdndar de Sovolev
y por C™(]0,7]; B) el espacio estandar de las funciones continuas cuyas derivadas temporales son
continuas hasta la m-ésima derivada con valores en espacios de Banach [65].

Si la dimension es n = 2, se puede definir un operador de observacién que consista en medir
desplazamientos de la onda en diferentes puntos y tiempos si

u(x,t) € C([O,T],HQ(ﬁ)), ug(x,t) € C([0, 7], HY(R,)), up(x,t) € C([O,T],LQ(RT)),

donde {2 denota el cierre de un subdominio 2 C R, que representa la regién donde estan localizados
los receptores.

Habremos de estudiar bajo qué condiciones es ésto posible. En realidad, basta u(x,t) €
C([0,7], H*(E)) en un entorno E de la parte de OR que contiene los receptores.

2.2.2. Resultados de existencia y regularidad mediante el método de Galerkin

El método de Galerkin, utilizado en diversos campos de la fisica y la ingenieria, se fundamenta
en el uso de bases numerables para los espacios de funciones en los que se buscan soluciones. A
partir de ellas se pueden construir jerarquias de espacios finito-dimensionales en los cuales es posible
construir soluciones aproximadas. Esta técnica es particularmente 1til en problemas de ecuaciones
en derivadas parciales, donde la complejidad de la geometria o las condiciones de contorno pueden
hacer que la solucién exacta sea dificil o imposible de obtener de forma analitica.

Al seleccionar funciones de base para el espacio de prueba H'(R,), el método de Galerkin genera
aproximaciones en dimensién finita al resolver sistemas de ecuaciones diferenciales que permiten
determinar los coeficientes desconocidos. Estos coeficientes definen la aproximacion de la solucién
en el espacio de funciones de base, y conducen a soluciones aproximadas de precisién creciente al
problema original.

La caracteristica distintiva del método de Galerkin es su capacidad para garantizar la convergencia
de la soluciéon aproximada hacia la soluciéon exacta a medida que se incrementa la dimensionalidad
del espacio de funciones de base. Este aspecto es esencial para asegurar la precisién y la fiabilidad
de las aproximaciones numéricas obtenidas mediante este método [100].

Siguiendo esta linea, se tiene el siguiente resultado de existencia, unicidad y regularidad de la
solucién u(x,t) obtenida a través del procedimiento de Galerkin con bases espectrales [80].
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Teorema 1: Existencia, unicidad y regqularidad de la solucion u(x,t).

Sea el tiempo 7 > 0, y el subdominio computacional Ry = (—rs,r:) X (0,—7.) y R. =
[—rr/2,77/2] %[0, =77 /2], rr > 0. Denotamos H; = {u € C([0,7]; H'(R;)), v € C'([0,7]; L*(R;))}.

Se asume lo siguiente:

» p(x), x(x) € L*°(R;) con p(x) > k1 >0, x(x) > k:g >0,
» f(t) € C%([0,7]) y g(x) € C*(R,) N Cs(R) tal que 9 =0eny=0.

Entonces, el problema directo tiene una solucion unica u(x,t) € H, tal que u(x,0) =0 y
ut(x,0) = 0. Ademds, u; € H.

Demostracién: Definimos una base de H'(R;) de la forma siguiente. Se considera el operador
T : L*(R;) — L*(R,) definido por Tv = u, donde u(x) € H'(R,) es la solucién débil tnica de la
ecuacién —div[x(x)Vu] = p(x)v con condiciones de contorno Neumann nulas. Procediendo como en
el Teorema IX.31 de [14], este operador T" es autoadjunto y compacto. Ademads satisface (T'v,v) > 0
para toda funcién v € L?. Por lo tanto, T admite una secuencia de autovalores no negativos
p1 =0 < pg <...< p; — 0, con sus autofunciones asociadas 1 constante and v; € H 1 (R;) para
1 > 1. Si ¢; es una autofuncién del operador T', con autovalor asociado u; > 0, entonces, para
cualquier funciéon w € H'(R,) se cumple la siguiente igualdad:

/ X(X)V@bindx—: oK) dx, Yw e HY(R,). (2.19)
. i JR,

Una vez normalizadas, las autofunciones 1; asociadas a diferentes autovalores pu; satisfacen la
condicién de ortonormalidad [, p r, P(X)Yi(x);(x )dx = 04, siendo 0;; la delta de Kronecker. Si i = j

entonces [ ptdx =1,y sii 7& j entonces [ p(x)1i(x)1h;(x) dx = 0.

Estas autofunciones son una base de L?(R,). Por tanto, podemos buscar una solucién u(x, t) del
problema de ondas como una combinacién de autofunciones 1;(x). Consideramos el espacio Vi
formado por las primeras N autofunciones. Buscamos una solucién uy(x,t) = ZZ 1Gi(t)i(x) €
C%([0,7], Vn) de

d2

p7e] puN(t)wdx+/ XVuN(t)dex:f(t)/ pgwdx, Yw € Vy,
R,

T Rr

para w € Vi, con un(0) = un+(0) = 0. Tomando w = 1; y sustituyendo u(x,t) =Y .2, ¢;(¢);(x)
en la ecuacion variacional, obtenemos:

N

82
/. o095 (Z ci<t>¢z-<x>) st [t (Z ) Vo () dx

=1 _

— (1) /R P(x)9(x); (x) dx

para cada j = 1,..., N. Utilizando la ortonormalidad de las autofunciones y la relacién con el
operador autoadjunto T, llegamos a:

16+ 5es(t) = £10) [ px)g()000) dx = (D
donde v; = i y 9 = fRf p(x)g(x)p;(x) dx, para j > 1. La solucién es:

I
cj(t) = ﬁ ; sin(y/7;(t — s)) f(s)g;ds, ~; > 0.
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Para el caso especial cuando v; = 0, la solucion es:

)= [ [ s dods

Este proceso define una sucesién de Cauchy uy en H, porque

/ﬂtHVOw@)—1mxﬂﬂ2+ph4@)—UQ@ﬂﬂdx

p

p T
= 3 bule®P + @R < 27 /0 F6)2ds Y gl

i=m+1 i=m+1
tiende a cero segin p,m — oo, p > m > 1. Como H, es completo, la secuencia u(x,t) — u en H,
conforme N — co. Se tiene ademds u(0) = u(0) = 0.

Multiplicando la ecuacién satisfecha por uy por n(t) € C°(0,7) y tomando w = 1);, obtenemos

/Or TIII(t)/TPUN(t)T/Ji dxdt_|_/OT n(t)/TXWN(t)Wi dxdt
= [ st [ Ropgix.

En el limite N — oo, u satisface esta ecuacién para todo );, es decir, por densidad para todo
w € HY(R,), y para todo 7(t). Por tanto, u = .5, ¢;(t)1;(x) es una solucién de nuestro problema.
En particular,

p(x) ug = div(x(x)Vu) + p(x) f(t)g(x)
en el sentido de las distribuciones en R, x (0, 7).

Para obtener u; € H,, derivamos la ecuacién con respecto a t. Vemos que u; es solucién de un
problema similar reemplazando f por f’ [65], con p(x)us(x,0) = f(0)p(x)g(x) € L?(R,). Cuando
f(0) = 0, la argumentacién anterior muestra que u; € H,. En otro caso, hemos de modificar esa

. 4 1 . 1 t .
argumentacién con la férmula ¢;(t) = ﬁf(())gi sin(y/7it) + T Jo sin(\/i(t — s)) f'(s)gids, i > 0,
para probar que tenemos una sucesién de Cauchy [80].

Para demostrar la unicidad, asumimos que tenemos dos soluciones u;(x,t), ua(x,t) en H-. La

diferencia entre las dos soluciones u(x,t) = ui(x,t) — ua(x,t) satisface el problema de contorno con

condiciones iniciales y segundo miembro nulos. Multiplicando la ecuacién diferencial por us(x,t) e
integrando se obtiene [29]

[ sttt P+ [ xGoITute 0 dx

R, R,

— [ 0l 0)Pax+ [ x| Vulx,0)F dx =0,
R, R,

Esto implica que la solucién u(x,t) es constante en espacio y en tiempo y que las soluciones
u1(x,t) = uz(x,t) son unicas. Por lo tanto, la inica solucién estd dada por una expansién en términos
de autofunciones, es decir, u(x,t) = > =, ¢;(t)1);(x), obtenida como limite de las aproximaciones
UN-

Se puede argumentar regularidad H? en un entorno del borde donde estén localizados los receptores
para t < 7 como en [80].
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Corolario 1: Condicion de Transmision en las Interfaces.

Bajo las hipdtesis del Teorema 1, consideremos un subdominio computacional R, compuesto por
L regiones disjuntas $2°, £ =1,...,L, donde las propiedades fisicas p(x) y x(X) son constantes a
trozos dentro de cada region. La solucion del problema variacional satisface las siguientes
condiciones:

1. Regularidad de la Solucion: Para cada region Qf y para todo tiempo en el intervalo [0, 7], la
solucion u(x,t) pertenece a H?(£2%).

Cuando n = 2, la solucion u(x,t) pertenece a C’O(ﬁi) para cada region L.

2. Condicion de Transmision en las Interfaces: En cada interfaz I' que separa dos regiones
adyacentes 21 y 22, se cumplen las siguientes condiciones:

ut =, L2(I) (2.20)
en , :

X(xX)"Vu~ -n=x(x)"Vu' -n,
donde u™ y u~ son los valores de la solucién u(x,t) obtenidos desde cada lado de la interfaz,
siguiendo la direccion del vector normal unitario n.

Demostracion: En cada regién (Zf, la ecuacion diferencial que describe el comportamiento de la
solucién u(x,t) se puede reescribir como:

X(x)" Au(x, 1) = p(x) un(x, 1) — f(t)p(x)'g(x), t>0,

donde x(x)¢ y p(x)¢ son constantes que representan propiedades fisicas en la regién £2¢. La regularidad
en H? se deriva de la teoria de regularidad eliptica [53] y de los resultados de las inyecciones de
Sobolev [14]. Estos teoremas establecen propiedades de regularidad para las soluciones de ciertas
ecuaciones diferenciales parciales, como la ecuacién de Laplace. Aunque existe esta regularidad local
en H?, las soluciones pueden presentar discontinuidades o singularidades que afectan su regularidad

global en H%(R,).

Con las inyecciones de Sobolev [14], sabemos que en dimensién 2, el espacio H?2(§2%) esta contenido
en el espacio de funciones continuas en el cierre del dominio £2¢. En nuestro contexto, las soluciones
se definen en la interfaz superior del dominio, que denotamos como 2¢. Por lo tanto, podemos
considerar el operador dado por la ecuacién en este contexto.

Para obtener la condicién de transmisién, consideremos dos regiones adyacentes 2! y 2% con una
interfaz comtn I'. Dada una funcién u(x,t) € H*(2' U £2?), y denotando por u* y u~ los valores
en el limite de interfaz tomados desde 2! y 22 respectivamente, se tiene u™ = u~ en la interfaz I’
en el sentido de las trazas. Ademds, para cualquier funcién de prueba ¢ € H&(Q1 U £22), se cumple
la siguiente identidad,

2 2
Z/ X'Vu-Vodr = — Z/ div(x*Vu)¢ dx + / X Vu~ —x"Vu'] - ne¢dS,
=172 =172 r

_ / \Vu - Védr — / div(xVu)é dx.
21un2 nNtuR?

Esta igualdad se deriva de la aplicacién de la versién débil de la féormula de Green [80] a las
ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de u(x,t) en los dominios 2! y 22,
teniendo en cuenta las condiciones de continuidad en la interfaz I'. Por lo tanto, las relaciones de
transmision se mantienen en cualquier interfaz de discontinuidad I'.
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2.3. Resolucion numérica del problema directo truncado: discretizacion en
espacio

El método de elementos finitos ha surgido como una herramienta poderosa para la resolucién
numérica de una amplia variedad de problemas en diversas dreas cientificas e ingenieriles [78§].
Su versatilidad radica en la capacidad de modelar geometrias complejas y resolver ecuaciones
diferenciales parciales con precision y eficiencia. Si bien la demostracion de existencia que hemos
dado es constructiva y usa una base, esta base depende de los coeficientes de la ecuacién. Si
cambiamos los coeficientes, hemos de cambiar la base. Por otra parte, es una base global, el calculo
de integrales que involucran las funciones de base es costoso. Los métodos de elementos finitos
proporcionan bases que no dependen de los coeficientes del problema, sélo del dominio espacial. Por
otra parte, son bases locales, nulas excepto en el entorno de un nodo, lo que facilita el calculo de
integrales que involucran funciones de base.

El ntcleo del método de elementos finitos reside en el concepto de discretizacion espacial, un
proceso esencial que convierte un dominio continuo en una representacién discreta. Esta estrategia es
fundamental para abordar problemas definidos en geometrias complejas y para aproximar soluciones
de ecuaciones diferenciales parciales, permitiendo su tratamiento numérico.

La discretizacion espacial implica la divisién del dominio computacional en elementos més simples
y manejables. Cada elemento se caracteriza por nodos, puntos de interés donde aproximaremos
la solucién del problema. Al emplear funciones de forma que describen la variaciéon del campo
fisico entre nodos adyacentes, podemos representar la solucién global del problema combinando las
soluciones locales de cada elemento.

La eleccién del tipo y la forma de los elementos, asi como la distribucién de los nodos, depende
de la naturaleza del problema y de las caracteristicas particulares de la geometria. Los elementos
triangulares y cuadrilateros son ejemplos comunes utilizados en problemas bidimensionales, mientras
que los tetraedros y hexaedros se emplean en contextos tridimensionales [9].

La discretizacion espacial confiere al método de elementos finitos la capacidad de aproximar
soluciones precisas. Ademas, la adaptabilidad de la malla y la posibilidad de refinarla en areas de
interés permiten obtener resultados detallados sin sacrificar la eficiencia computacional.

En esta tesis, las geometrias estudiadas son bidimensionales y el dominio a mallar es rectangular.
Por lo tanto, utilizaremos mallas rectangulares divididas en elementos triangulares, que cubren
completamente el dominio computacional.

Para establecer la discretizacién espacial, definimos un paso espacial dx y dy, que corresponden a
la longitud de los tridngulos en las direcciones horizontal y vertical, respectivamente. Construimos un
espacio de elementos finitos V2 € H'(R) con funciones de base ¢1,...,¢p, donde B es el niimero
total de nodos (internos y en la frontera). Cada funcién u? se expresa en esta base como [37],

B

uP(x,t) =Y ay(t)ép(x). (2.21)

b=1

Esta es una solucién de la formulacion débil aproximada:

62

(‘)tQ/ puB(x,t)wdx—i—/ XVUB(x,t)dex:f(t)/ pgw dx,
R

T T RT

(2.22)
uP(x,0) =0, uP(x,0)=0,
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para todas las funciones w en el espacio VE, que es el espacio generado por las funciones base
é1,...,0p. Los coeficientes ay(t) se calculan resolviendo un sistema de ecuaciones diferenciales.

Teorema 2: Existencia de aproximante.

Para f € C2([0,7]), existe una tinica solucion u(x,t) € C%([0,7]; VP) que satisface la ecuacion
diferencial (2.18). Ademds, si f € C*((0,7]), entonces u(x,t) € C**2([0,7]; VE) para k > 1.

Demostracién. Consideremos la funcién de prueba w = ¢;, con j =1,..., B y supongamos que
. B ., .
la solucién tiene la forma wu(x,t) = > ;7 a;(t)¢;(x). Entonces, la ecuacién (2.18) es equivalente a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir,

B

> al(t) /RT poid; dx + ZB; a;(t) /

=1

X(X)V¢;V;dx = f(t) / p(x)99; dx, (2.23)

- R,

a;(0) =d;(0)=0, i=1,...,B.

Escribiendo la ecuacion (2.23]) en su forma vectorial, obtenemos el sistema:
Ba’(t) + Ca(t) = f(t)h,

donde las matrices y vectores estdan dados por las siguientes expresiones,

Bjﬂ' = /R p(X)(ﬁﬂZﬁi dX, Cjﬂ‘ = / X(X)V¢JV¢Z dx, hj = / p(x)quj dX, (2.24)

para j,t=1,...,B.

Introduciendo el vector de velocidades v(t) = a’(t), podemos escribir el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden como un sistema de primer orden:

BV/(t) + Ca(t) = f(t)h, a'(t) = v(t),

junto con las condiciones iniciales:

Dado que la matriz B es simétrica y positiva definida, podemos garantizar la existencia y
unicidad de la solucién para el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales en [0, 7|. La
regularidad de la solucién a(t) y v(t) depende de la regularidad de f(t). Si f(t) € C*((0,7]), entonces
a(t) € C**2([o, 7]).

Por lo tanto, existe una tinica solucién u(x,t) € C%([0,7]; VB) que satisface la ecuacién diferencial
(2.18), y su regularidad aumenta con la regularidad de f(t).

2.4. Resolucién numérica del problema directo truncado: discretizacion en
tiempo

En el marco del método de elementos finitos, la discretizacién temporal desempena un papel
crucial en la resoluciéon numérica del problema directo truncado de la ecuacién (2.18]). Esta técnica
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de discretizacién temporal nos permite transformar las ecuaciones diferenciales parciales continuas
en un sistema algebraico discreto, lo que facilita su implementaciéon en computadoras y nos permite
obtener soluciones aproximadas a problemas complejos en ingenieria y ciencias aplicadas. En esta
seccién, nos centraremos en la discretizacion temporal del problema directo truncado. Dado que
nuestro fin es resolver grandes cantidades de problemas de ondas, elegiremos aproximaciones basicas
de bajo coste, evaluando su impacto en la estabilidad, precisién y eficiencia computacional del método
de elementos finitos. Al comprender la importancia y los efectos de la discretizaciéon temporal en
nuestros célculos numéricos, podremos avanzar hacia la resolucién efectiva de problemas reales [37].

2.4.1. Discretizacion en tiempo de la formulacion débil

En la expresion ([2.16)) aparece una segunda derivada de u(x,t) con respecto al tiempo. Formal-
mente, buscamos una aproximacién usando serie de Taylor en torno al pardmetro ¢ con paso dt,

como se observa en las ecuaciones ([2.25)) y (2.26)),

5t2 5t? 5t 5

u(x,t+ 0t) = u(x,t) + dtuy(x,t) + 7utt(x, t) + ?um(x, t)+ ﬂutm(x, t) +0(5t’), (2.25)
5t? 5t 5t 5

u(x,t — 0t) = u(x,t) — dtuy(x,t) + 7utt(x,t) — ?uttt(x,t) + ﬁumt(x,t) + O(dt°). (2.26)

Combinando los desarrollos de las ecuaciones ([2.25) y en (2.26]) se obtiene la aproximacion wugy de
segundo orden,

u (X, t) ~ %[u(x,t + 0t) — 2u(x,t) + u(x,t — ot)].

Introducimos una discretizacién temporal ¢,, = ndét, n =0,..., N en el intervalo de tiempo [0, 7] con
paso dt. Denotando u™ = u(x,t,) = u(x,ndt) se re-escribe la aproximacién de la segunda derivada
de u(x,t) con respecto al tiempo como una recurrencia, como se observa en la aproximacién (2.27))

un-l—l — o+ un—l

n ~Y
Ugy = 512

(2.27)

El problema aproximado consiste en encontrar una secuencia de funciones u™*!

que satisfaga la discretizacién temporal de la expresién (2.16), es decir

,nm=1...,N,

u™tH(x) — 2u™(x u(x
[ oot =2 e

52 bix) x| XV () Vo) dx

" g (2.28)
[ 60y s~ f0000) [ 0010 i =0
OR-

.

Conocidos u™(x) y u™~!(x), se puede aproximar u"*!(x) por el método de elementos finitos. Por
tanto, dados u? y u', podemos aproximar toda la recurrencia de niveles.

Si hacemos un desarrollo en serie de Taylor de u(x, dt) con respecto al tiempo y aplicamos las
condiciones iniciales nulas se obtiene la expresién

u(x, 6t) = u(x,0) 4 6t us(x, 0) + O(5t?). (2.29)

Por tanto, las condiciones iniciales para el esquema ([2.28)) son
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uw’ =0, u'=u’+tud =0. (2.30)

Se puede recurrir a discretizaciones temporales de orden mas alto, elegimos esta sencilla discre-
tizacién por motivos de coste computacional. Los problemas de optimizacién y de muestreo que
consideraremos en secciones posteriores requieren la resolucién de un elevado nimero de problemas
directos.

2.4.2. Discretizacion total de la formulacion débil

Combinando la discretizacién en tiempo mediante diferencias finitas de la seccién y la
discretizacion en espacio mediante elementos finitos de la seccién obtenemos la discretizacion
total del problema, que conduce a la siguiente formulacién.

Dado un espacio de elementos finitos contenido en H'(R,) con base {¢1,...,¢p} y una discretiza-
cién temporal t, = ndt, n =0,..., N del intervalo [0, T], buscamos una aproximacion a la solucién
de de la forma u”™ = 25:1 aydp, n=0,..., N, donde los coeficientes se determinan a partir
de la siguiente recurrencia,

B B
> apt! / pdusdx = —> (—2af +ap ™) / pdpdi dx
b=1 Ry b=1 Ry
B
—6t? Za;} / xV¢p - Vo;dx + 5t f(ndt) / pgo; dx, (2.31)
b=1 T RT

empezando con ag = all, =0,b=1,...,B. A partir de la ecuacién (2.31)), se definen dos matrices y
un vector

M = (/RT POod; dx>b7j, A= (/TXV%-V%’ dx>b7j g= </RT pgd; dx) L (23

J

Por lo tanto, se trata de resolver de forma numérica los sistemas,
Ma" 1 = M(2a" — a™!) — §t>Aa” + 5t*f(n 6t)g, (2.33)

donde a” es el vector columna de coeficientes que representa la aproximacién numérica de la
solucién en el paso temporal n. La recurrencia se calcula a partir de los vectores a” y a”~! en
cada paso temporal n, comenzando con a’ = a! = 0. El problema es la discretizacién total
del problema de ondas truncado con condiciéon de Neumann nula. Resolviendo , la solucién
del desplazamiento de la onda se calcula como una combinacion lineal de las funciones de base de
elementos finitos. Consideraremos espacios de elementos finitos P! de modo que las soluciones son
continuas, estan definidas en todo punto y podemos evaluar operadores de observacién numéricos

puntuales.

Para garantizar la estabilidad del proceso a medida que aumenta el tiempo de resolucién,
utilizamos un paso temporal 6¢ que cumpla con la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy [35] para

el sistema ([2.33)),

in(dx, § 1 1 1
5t<m<y>m() (2.34)
2 Upy Up, Upr,
donde min(dz, dy) es el minimo paso de la malla espacial y vy, £ = 1,..., L, son las velocidades de

propagacién de la onda en las distintas regiones conocidas que componen el medio en estudio, es

decir, vy, = \/x¢/pe; L =1,..., L.
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2.5. Condiciones de contorno no reflectantes

En las secciones anteriores hemos considerado el problema directo truncado a una regién rectangu-
lar finita R, con condiciones de contorno de tipo Neumann nulas en todas sus paredes. Este problema
es equivalente al problema original en un intervalo de tiempo [0, 7] con 7 tal que las ondas emitidas
por las fuentes no han alcanzado las paredes artificiales de R,. Si se desea que 7 sea suficientemente
grande (segun la profundidad del terreno que se desea inspeccionar), nos vemos forzados a considerar
recintos R, de dimensiones suficientemente grandes para evitar reflexiones en sus paredes artificiales,
lo cual supone un alto coste computacional. Es posible considerar recintos finitos de menor tamano
imponiendo en las paredes artificiales condiciones de contorno no reflectantes, como se muestra en la
expresion , que hacen que el problema planteado en un rectangulo sea equivalente al problema
planteado en el semiespacio

ou —1
— = —U. (2.35)
on v,
La figura[2.2)ilustra la nueva geometria. La pared superior X' donde se ubican emisores y receptores
conserva las condiciones de Neumann nulas, mientras que en las demés OR, \ X recurrimos a
condiciones artificiales de tipo no reflectante, véase [41].

: 5
-0.5

-1

JPRAZ] PR Z]
-2
-2.5

3 PR Z]

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
——Condicién de contorno Neumann cero

——Condicion de contorno no-reflectante

Figura 2.2: Condiciones de contorno de dominio computacional.

Este hecho introduce un nuevo término en la formulacién débil del problema truncado. Revisando
los cédlculos de la seccién obtenemos para ¢ € H*(R,)

2u(x
/T p(x)(9(9(t2’t)¢(x)dx + /T X(x)Vu(x,t)Vo(x)dx — /f)RT X(x)Vu(x,t) - n(x)p(x)dx 236)

— () /R (X)g()$(x)dx, t>0,

e imponiendo la nueva condicién de contorno (2.35)) en la ecuacién (2.16)) obtenemos

2U X ux
[ 0= o [ xeovuienvomix— [ otas, -

— () / p(x)g(x)d(x)dx, t> 0.
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Discretizamos en tiempo las segundas derivadas como se ha hecho en la seccién [2.4] y las derivadas
de orden uno mediante una férmula regresiva u(t) = W. En la malla ¢, = ndt,n=0,..., N,

tenemos que la secuencia u"(x) = u(x,t,) satisface

/ pun+1 —2u"™ 4yt o(x)dx + / XVu" - Vo(x)dx(x)

5t2 :
n n—1 (238)
x ut—u
b X s~ f(not) [ pgotx)ix =0,
OR.\X Up ot R.
partiendo de u® = u! = 0.

Empleando la misma base de elementos finitos {¢1,...,¢p} en espacio que se introdujo en
la seccién la discretizacién total del problema conduce a buscar la solucién de la forma
u” = 25:1 aydp, n = 0,..., N, donde se obtienen los coeficientes a través de la resolucién del
sistema matricial,

B B B
Z aptl / poppidx = — Z(—Qag +ap™h) / pppjdx — 6t Z a?/ X(x)Vy - Vo;dx2.39)
b=1 Rr b=1 R, b=1 R,
Z x(x)
—6t Y (ap —ap™") / Ppd;dSx + > f(n 5t) / pgd;dx,
b=1 T Up R:
empezando con ag = a; =0,b=1,...,B. Podemos reescribirlo en forma compacta definiendo las
matrices:
_ . _ ‘ _ x(x),
M = popojdx ), A= X(xX)Vey - Vgjdx |, B= Pp9jdSx | (2,40)
R, b . b oR. Up bj

y el vector g = ( i) R pggbjdx) . La recurrencia final es
g j

Ma"t = M(2a" — a™ ') — 6t? Aa"™ — 5tB(a™ — a1 + 62 f(ndt)g, (2.41)

resultando en un sistema que se puede resolver de forma iterativa, con condiciones iniciales a =

al =0.
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Capitulo 3

Estudio tedrico y numérico del problema inverso en
dimensioén finita

La resolucién de problemas inversos, en el contexto de la deteccidon de anomalias, se ha consolidado
como una herramienta indispensable en una variedad de disciplinas cientificas y tecnolégicas.
Este enfoque aborda el desafio de inferir propiedades desconocidas de una anomalia a partir de
observaciones externas, estableciendo asi un puente entre el mundo medible y el dominio subyacente
del fenémeno estudiado [60].

El problema inverso encuentra su aplicacién en campos tan diversos como la geofisica, la medicina
y la ingenierfa, entre otros [26]. A medida que las tecnologias de observacién y medicién avanzan,
surge la necesidad critica de desarrollar métodos efectivos para interpretar y comprender la infor-
macion recopilada. En este contexto, la formulacién inversa se presenta como un marco tedrico y
computacional poderoso y versatil.

La formulacién inversa se basa en la idea fundamental de modelar mateméticamente el comporta-
miento del sistema a través de ecuaciones directas, que relacionan las variables internas desconocidas
con las observaciones externas. Este modelado permite invertir el proceso y estimar los parametros
desconocidos a partir de las observaciones. Sin embargo, esta tarea se complica por la presencia de
incertidumbre, ruido y la no linealidad inherente a muchos problemas reales [36].

El desarrollo de métodos para identificar anomalias presentes en un medio requiere la eleccién de
una descripcién matemaética de las mismas [22]. Una posibilidad consiste en recurrir a inversién
basada en objetos caracterizados por un bajo nimero de pardmetros que representan sus propiedades
materiales, su geometria y posicién. Este punto de vista conduce a formulaciones paramétricas en
dimension finita. Alternativamente, se puede optar por caracterizar las variaciones espaciales de
los campos que representan las propiedades materiales del medio en el que estan inmersos. Esto
conduce a problemas en dimensién infinita, que eventualmente se pueden aproximar por problemas
paramétricos en alta dimensién [34]. En este capitulo, nos centramos en formulaciones paramétricas
en dimensién finita.

Tradicionalmente, se han enfocado los problemas inversos desde un punto de vista determinista.
Dados datos medidos, se buscan parametros o campos para los cuales el operador de observacién
asociado a un problema directo de propagacion de ondas genere valores préximos a esos datos. Este
tipo de problemas estd severamente mal puesto. Para datos arbitrarios pueden carecer de solucién o
presentar méas de una, lo que podria dar lugar a soluciones que no dependen continuamente de los
datos [32]. Este tipo de problemas se suelen regularizar mediante formulaciones en las que se busca
optimizar un funcional de costo que incluye términos que comparan los datos reales y los observados
para anomalias propuestas, asi como regularizaciones de tipo variacién total [40], Tikhonov [90] o
iteraciones de Gauss-Newton [55]. Este iltimo método puede en cierto grado proporcionar soluciones
adaptadas con un cierto nivel de ruido [55].

Actualmente, se estd poniendo de manifiesto la necesidad de obtener soluciones con incertidumbre
cuantificada en funcién del nivel de ruido estimado en los datos medidos. Un enfoque popular
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lo proporciona el marco de inferencia estadistica [46]. La formulacién inversa bayesiana permite
incorporar informacién previa y cuantificar la incertidumbre de cada pardametro de la anomalia de
manera explicita.

Como se ha estudiado en el capitulo anterior, el problema directo busca la solucién del modelo
matematico que gobierna la dindmica de las ondas que se emiten a través de una red de fuentes
en el medio y, tras interactuar con éste y la anomalia presente, se mide la respuesta de la onda
a través de una red de receptores. En nuestro caso especifico, se busca la solucién de la ecuacién
de ondas u(x,t) dadas las caracteristicas del medio y los pardmetros v de la anomalia presente
en el dominio. Nos referimos a v como el conjunto de pardmetros que caracterizan una anomalia
en el medio, es decir, una regiéon donde las propiedades fisicas — como la densidad, el médulo de
elasticidad y la geometria— difieren respecto al material de fondo. En el problema inverso, lo que
buscamos es recuperar dichos parametros v, dados los datos observados f(v) y los datos sintéticos
con ruido gaussiano anadido d°s.

Para abordar el problema inverso, se debe disponer de una caracterizacién matematica del
operador de observacion f(v) a través de un modelo, el cual desempena un papel fundamental
al establecer la conexién matemaética entre los pardmetros de la anomalia v y las observaciones
reales d°™. En ausencia de ruido, los datos medidos satisfarian d°"®(vyerdadero) = f(Pverdadero)
para anomalias definidas por pardmetros Vyerdadero- ED presencia de ruido, tenemos la relacién
matematica:

dObS (Vverdadero) = f(”verdadero) +n, (3 1)

donde 1 corresponde al ruido anadido como una distribucién normal aleatoria de media cero y
covarianza C = ¢°I, siendo ¢ la desviacién estandar méxima del ruido y I una matriz identidad
P x P, donde P es el nimero de parametros desconocidos. Es decir, el ruido anadido es posible
escribirlo como n = N(0,C). Con la adicién de esta componente estocédstica se capturan las
imperfecciones y la incertidumbre en el proceso de medicién.

Tras estos preliminares, formulamos mateméaticamente el problema inverso determinista y baye-
siano en dimensién finita.

3.1. Problema inverso determinista en dimensién finita

Consideramos anomalias caracterizadas por una coleccién finita de parametros v € R”, donde
v contiene propiedades de la anomalia como su posicién central (x,y), pardmetros geométricos,
propiedades materiales como la densidad representada por p(x) y la velocidad de propagacién de
la onda representada por v,(x). El problema inverso consiste en encontrar los parametros v que,
dados las mediciones del operador observador d°P, hagan que f(Vyerdadero) = d°P5.

La formulacién matematica del problema inverso es critica para el éxito del proceso de optimizacion,
especialmente en el contexto del método inverso determinista. Aqui, la funcién de costo J(v) se
convierte en una herramienta fundamental, ya que mide la discrepancia entre el valor del operador
de observacién correspondiente () y los datos observados d°, es decir

1
J() = 5llf(v) - a°>||?. (3.2)
Se trata entonces de encontrar vy, que minimiza la funcién de costo J(v), es decir

1
Vpmin = argmin J(v) = argmin in(l/) — a3, (3.3)
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donde || - ||w denota la norma Euclidea ponderada por la matriz de pesos W, y estd definida como
x|/, = x"Wx, donde T indica la trasposicién. En muchos casos, W corresponde a la inversa de la
matriz de covarianza del ruido en los datos observados [1}24].

El problema directo constituye una restriccién en el problema de optimizacién asociado al
problema inverso. Si los datos d°" no tuvieran ruido Gaussiano afadido, la solucién exacta serfa un
minimo global J(Vyerdadero) = 0. En caso de plantear el problema en dimensién infinita, las variables
a optimizar serfan funciones definidas en espacios de dimensién infinita, en lugar de pardmetros [28|,
como se esta planteando en este capitulo.

Un minimo vy, de la ecuacién (3.3) se puede aproximar a través de métodos iterativos como el
método iterativo de tipo Fletcher-Levenberg-Marquardt [69]. Se comienza con valores iniciales v/°
del pardmetro, los cuales se actualizan en cada iteracién a través de la ecuacién (3.4))

Vn+1 L €n7 (34)

donde a cada uno de los valores obtenidos v se anade la correccién £ solucién de la ecuacién (i3.5))

(B + wodiag(H(v") )€" = —g(v"), (3.5)
Cada término de la ecuacién (3.5 se detalla a continuacion:

» w, > 0 es un pequenio pardametro que se ajusta en cada iteracién segun el funcional crezca (se
aumenta) o decrezca (se disminuye).

» g(v") es el gradiente de la funcién de costo con respecto al vector v: g(v) = (agir(/zu))l L

» H(v") es la matriz Hessiana o la segunda derivada de la funcién de costo con respecto al vector
. _ (22
v: Hv) = l

OV Ovm, m=1.... P'
Las iteraciones del algoritmo se detendrédn cuando la norma relativa de la funcién de costo J(v)
sea mas pequena que el valor de la tolerancia configurada.

La idea tras este tipo de algoritmos se puede fundamentar de la siguiente forma: si se considera
una situacién en la que el descenso de gradiente g(v"™) se acerca a una especie de valle o minimo,
entonces habrd una region donde los valores del gradiente son pequefios. En este escenario, el método
del gradiente podria oscilar sobre o bajo el punto donde se produce el valle por las pendientes, o
girar muy lentamente en direccién al valle. Sin embargo, la informacién adicional sobre la curvatura
proporcionada por la Hessiana obligaria al descenso del gradiente a orientarse rdapidamente hacia el
valle, lo que resultaria en una convergencia més rapida hacia el minimo de la funcién de costo.

Las funciones de costo asociadas a problemas inversos imponen una restriccion que se asemeja a
un problema de valores iniciales y de contorno para las ecuaciones de onda, las cuales dependen de
los parametros v. Estas soluciones son fundamentales para el calculo de la funcién de costo.

Para funciones de costo J(v) definidas en términos de operadores de observacién d°? asociados
a las mediciones obtenidas a través del problema directo f(v), el gradiente de la funcién de costo
involucra las primeras derivadas de f(v) con respecto a v, y la Hessiana involucra las segundas
derivadas de f(v) con respecto a v. Es decir, si desarrollamos la primera derivada de la funcién de
costo con respecto a v, se obtiene

J ny
S () - df“id°>jaf(§:ln)% (3.6)

aJ(w") 1

n 2
ayl Uruido j=1
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donde 1" es el pardmetro [ de la anomalia para la iteracién n, o2 .. representa la varianza del ruido

ruido
af(w™); . ., . . . .
de los datos observados y % es una aproximacion por diferencias finitas de primer orden.
1

Dado que unicamente nos interesa este proceso iterativo para proponer direcciones de descenso y

no nos interesan las derivadas de f(v) en si, se puede recurrir a aproximar las derivadas de f(v)

mediante diferencias finitas
of(v") f(v" +ed) —f(v")

o € ’

(3.7)

donde € es un nimero pequeno que se puede ajustar en cada caso para tener una mejor aproximacion
de cada derivada parcial y d; es el vector director unitario en la componente 1*, que vale uno en [ y
cero en el resto, véase [24] para detalles.

La Hessiana la aproximaremos de la siguiente forma:

92 (V" 1 afwn); af(w™);
R D o 39
vy ovm O ruido j=1 Vm "
con m,l = 1,..., P, donde P es el nimero total de pardmetros desconocidos de la anomalia.

Esta aproximacién de tipo Gauss-Newton desprecia derivadas de segundo orden del operador de
observacién.

En general, la funcién de costo J(v) puede presentar minimos locales adicionales, por lo que es
preciso regularizarlo introduciendo el término R(v), es decir

Jreg (V) 1= J(v) + R(v), (3.9)

donde R(v) es un término con informacién adicional que fuerza la seleccién de un minimo global.
Elecciones tipicas se basan en términos de Tikhonov o variacién total [90]. Es posible modificar estos
planteamientos para considerar niveles de ruido en los datos mediante estrategias de iteraciones
regularizantes tipo Gauss-Newton y el uso de criterios de parada basados en discrepancia [55]. Otra
opcién que veremos més adelante son las regularizaciones bayesianas [24].

De la ecuacién , el primer término cuantifica el ajuste de los datos observados con respecto
a los datos medidos y el segundo término R(v) representa la regularizacion. Las regularizaciones
de Tikhonov son ampliamente empleadas [90] y consideran R(v) = 3|lv||? para alguna norma
|| - || convenientemente elegida y un factor A > 0, el cual es el pardmetro de regularizacién. Como
veremos en la seccion siguiente, formulaciones bayesianas motivan la consideracién de funcionales de
costo con términos regularizantes de la forma R(v) = (v — Vo)tFI;ilor(u —1p), donde vy tiene la
interpretacion de informacién inicial o a priori sobre los pardmetros buscados y Iprior €5 una matriz
simétrica definida positiva que representa la covarianza, y engloba informacion sobre la desviacion
tipica esperada sobre cada parametro buscado de vg. La formulacién bayesiana del problema inverso

nos permite cuantificar la incertidumbre en los 6ptimos resultantes.

3.2. Problema inverso bayesiano en dimensién finita

En la formulaciéon bayesiana del problema inverso, se especifica un modelo de probabilidad
que incorpora conocimiento previo sobre los parametros desconocidos vy. La inferencia bayesiana
combina la informacién de los datos a través de una funcién de verosimilitud con la distribucion a
priori pprior(¥0). Esto implica que el conocimiento del parametro investigado se actualiza con los
datos mediante la aplicacién del teorema de Bayes, que utiliza toda la informacién disponible de
1) [17]
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En el contexto bayesiano, el problema inverso se formula mediante: 1) la informacién a priori
Pprior(V0), que incluye toda la informacién inicial sobre el pardmetro en estudio v, 2) la probabilidad
condicionada al operador observable p(d°P®|v), que describe la probabilidad de que v resulte en la
medicién d°P®, y 3) la probabilidad a posteriori p(r|d°”) dada por la férmula de Bayes [93]:

p(dObS ‘ V) pprior(V)
p(des)

pposterior(y‘dObs) = (310)

donde p(d°™) actiia como un factor de normalizacién y no depende del pardmetro desconocido v.
La solucién del problema inverso bayesiano es la probabilidad a posteriori p(|d°") y el objetivo es
caracterizar su estructura. La probabilidad a posteriori p(u\d"bs) puede tener uno o varios maximos
locales y maximos globales, dependiendo de la complejidad del problema y la distribucién de los
datos observados. La estructura global de la probabilidad a posteriori estd determinada por la
combinacion de la probabilidad a priori y la informacién proporcionada por los datos observados.
Puede haber regiones de alta probabilidad que corresponden a valores plausibles de los pardametros,
asi como regiones de baja probabilidad que son menos probables dadas las observaciones y la
informacién a priori [46).

3.2.1. Aproximacion de mdxrimo a posteriori

Para caracterizar la probabilidad a posteriori, se calcula la aproximacién de maximo a posteriori
(MAP), que corresponde al valor de los pardmetros vyjap donde la probabilidad a posteriori es
maxima.

En la practica, las distribuciones a priori y de verosimilitud suelen ser modeladas con distribuciones
tipo Gaussiano, como se detalla a continuacidn:
= Probabilidad a priori:

1
\/(2m)P/2 det(Tyrion

donde v es la media que representa la informacién a priori sobre los pardmetros y Ipior €s la
matriz de covarianza a priori.

1
Pprior(V) = exp | —=(v — VO)TF;;ilor(V —-w) |, (3.11)
) < 2 )

= Probabilidad de verosimilitud:

) = \/(27r)P/21det(Fruido) o (_;(f(’/) ) o () dObS)> ’ (312)

donde f(v) es el operador de observacién, d° son los datos observados y Iuigo es la matriz de
covarianza del ruido en los datos observados.

Sustituyendo las expresiones de pprior(¥) y p(d°P*|v) en la ecuacién (3.10)), obtenemos la distribu-
cién de la probabilidad a posteriori

1
Prosterion (V]d°) ox exp (—2 (Il = vl ., + lE@) - d°‘°S||2pmdo)) . (3.13)
Esta distribucién a posteriori puede aproximarse por e~ 7rs(*)_en términos de la funcién de costo

(3.14)

ruido’

1 1
Treg@) = 5l = vl ., + SlIEw) —
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donde ||v||r = vI'I'"'v y representa la norma cuadratica asociada a la matriz de covarianza I.
Optimizando esta funcién de costo utilizando técnicas descritas en la seccién se pueden encontrar
minimos locales y globales de vyap, iniciando desde diferentes valores iniciales. Si la informacién a
priori dada por vy y Iprior €s adecuada, se espera que la funcién de costo J(v) sea convexa y tenga

un tnico minimo global, gracias al efecto regularizador del término ||[v — vo| ;-

La ecuacién (3.14) es equivalente a la ecuacién (3.9)) en el marco bayesiano, siendo el término
regularizador R(v) = |lv —wl|% . v J(v) = 3||f(v) — d°™||%

prior ruido

Para minimizar la funcién de costo Jiee (V) se utiliza un algoritmo Fletcher-Levenberg-Marquardt,
donde los valores de v comienzan de un valor inicial y en cada iteracion n se le anade un término
£, es decir
R (3.15)

siendo &, la solucion de la ecuacion

(Hreg(vn) i wndiag(Hreg(un)))ggg = g (V™). (3.16)

siendo v™ los pardmetro de la anomalia para la iteracién n. La ecuacién (3.16]) es equivalente a la
ecuacién (3.5) del método determinista, con la diferencia que la funcién de costo utilizada para el
calculo es Jyeg(v) con el término regularizador anadido. En la ecuacién (3.16)) tenemos:

= El gradiente greo (V™) de la funcién de costo Jyeg(v™):

P
0 Jreg (™) \ ¥ 1 < LAfwM); o
l/p 1 Otuido j=1 l/p p 1
p:
(3.17)
donde, al igual que en el problema inverso determinista tenemos f(v™) y d° como las mediciones

obtenidas del problema directo y los datos medidos respectivamente. La derivada afa(::) se puede
p

calcular usando la ecuacion (3.7)), la cual es una aproximacién de primer orden mediante diferencias
finitas.

» La matriz hessiana H,eg (") de la funcion costo Jyeg(™):

P
02T (T 1 of(um): 9F (L),
Hreg(ljn) — <8r§ga(':z)> ~ 5 Z fa(yn )] fa(yn )J+ |:Fp;i10r:| ’ (318)
Vp Vm p,m=1 O ruido j=1 Vp Vm p,m
p,m=1
conm,p =1,..., P, siendo P el nimero total de parametros desconocidos de la anomalia. Hyeg (")

es una aproximaciéon de tipo Gauss-Newton, donde se desprecian los términos de segundo orden.

3.2.2. Pseudocodigo para cdlculo de valor mdximo a posteriori

A continuacién se muestran los pasos principales del cédigo, tomados de [24].

1. Se define el nimero maximo de iteraciones externas del algoritmo, ITMAX, y un nimero maximo
de iteraciones internas, ITMAX2.

2. Se inicializan los valores del pardmetro vy, la covarianza Irior, asi como el pardmetro de iteracién
wo-

3. Se introducen el operador de observacién del problema directo f(v) y los datos observados d°Ps.
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4. Se fija el paso temporal §t y el tiempo de simulacion total T'. Ademsds, se fijan los pasos espaciales
ox 'y dy.

5. Se resuelve el problema de optimizacion:

a) Mientras que n < ITMAX:
1) Calculamos Jyeg(¥™) de acuerdo a la ecuacién ([3.14]).
2) Mientras que | < ITMAX2:
a’ Partimos de v" para [ = 1.

b’ Approximamos la matriz Hessiana con la ecuacién (3.18)), y el gradiente de la funcién

costo con la ecuacién (3.17]).
¢’ Calculamos &' de acuerdo a la ecuacién (3.16)) y v'*1 de acuerdo a la ecuacién (3.15).

d’ Calculamos Jyeg (1) de acuerdo a (3.14)).

e’ Calculamos:
‘Jreg(VI) - Jreg(VlH)’

| Jo(v™)]
I

Si dif < 1079, entonces hemos acabado esta iteracién interna y ponemos v"*! = v/,

dif =

f' St Jreg(U™TY) < Jreg(V™), entonces wypi1 = wy/2 y volvemos al paso a). En caso
contrario, si Jyeg(¥") > Jreg(¥™), entonces wy, = 2wy, y volvemos al paso a’.

Ocasionalmente, puede ser necesario introducir un parametro auxiliar A > 0 que multiplique a
Fp:ilor en Jyeg para balancear los dos términos iniciales del coste. Partiendo de Ag, este parametro se
actualiza a un valor A, en cada iteracién incrementandose de forma progresiva hasta alcanzar el

valor 1, sin que el proceso se pare antes de que esto ocurra, véase [24}26] para distintas elecciones.

Esta estrategia gradual, contribuye a mejorar la estabilidad del algoritmo y a evitar oscilaciones
o convergencia prematura. El objetivo es controlar de forma adaptativa la influencia del término de
regularizacién: inicialmente se otorga mayor flexibilidad para ajustarse a los datos, mientras que, con
el avance de las iteraciones, se refuerza progresivamente la contribucién de la informacién a priori.
Esta estrategia incrementa la robustez del algoritmo, permitiendo una transicién gradual desde una
solucién guiada por los datos hacia una maés estabilizada, mitigando asi riesgos de sobreajuste o
estancamiento prematuro.

3.3. Cuantificacion de incertidumbre mediante la aproximacion de Laplace

Una vez que se obtiene la aproximacion a posteriori vyap, es posible aproximar la probabilidad
a posteriori pposterior (V) a través del método de Laplace. Este método linealiza en torno a vyap y
aproxima la probabilidad a posteriori por una distribucién normal multivariada de la forma,

N(”MAP) Fposterior)a Fposterior = (Ftrr;ildoF + I‘Iil )_17 (319)

prior

donde F es la matriz jacobiana de las observaciones realizadas f(v) con respecto a los pardmetros
v, evaluada en v\ap, y representa en dimension finita la derivada de Fréchet del operador de
observacion [94].

Una vez calculada la matriz de covarianza I esterior, €5 posible muestrear la aproximacién de la
distribucién a posteriori N (vpap, Iosterior) de acuerdo a la relacién que se muestra en la ecuacion

(3.20) a continuacién:
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v = iap + DploreriorD (3.20)

osterior ™’
siendo n un vector de valores aleatorios, independientes y distribuidos de forma idéntica pertenecientes
a una distribucién N(0,1) [94].

Cuando la distribucion posterior de un pardmetro desconocido, representado por v, se concentra
alrededor de un valor especifico, indica que contamos con una gran cantidad de datos y que nuestra
incertidumbre sobre el pardmetro que intentamos inferir es menor. Esto es beneficioso, ya que nos
brinda una mayor confianza en las estimaciones de los pardmetros vyap [46].

Sin embargo, esta alta concentracion de la distribucién puede plantear desafios numéricos. A
medida que la distribucién del parametro se vuelve mas concentrada, los métodos estandar de
integracion pueden volverse menos efectivos, especialmente cuando el tamano del conjunto de datos
es muy grande [82]. Por lo tanto, es crucial comprender cémo se comportan los métodos de muestreo
en situaciones de alta concentraciéon de muestras.

Los métodos numéricos a menudo se basan en la medida a priori, ya que es mas simple y permite
un muestreo directo. Sin embargo, en conjuntos de datos grandes, la mayoria de los puntos de la
muestra pueden estar en regiones donde su contribucion a la distribucion posterior es minima. Esto
puede llevar a pasar por alto areas donde la probabilidad posterior es mas alta o donde se minimiza
la funcién de costo. Para abordar este problema, es 1til utilizar métodos numéricos que se integren
con respecto a otra medida de referencia centrada alrededor de los puntos de maximo interés y que
se comporte de manera similar a las medidas posteriores a medida que el tamanio de los datos crece.
Se consideran métodos numeéricos basados en una aproximacién Gaussiana de la aproximacion de
Laplace [51].

Cuando la distribucién de probabilidad posterior se concentra méas estrechamente alrededor de
ciertos valores de v, el método de Laplace ofrece una manera precisa y explicita de calcular estas
integrales. Esto nos permite comprender mejor su comportamiento a medida que el tamano de los
datos aumenta [89).

3.3.1. Convergencia de la aproximacién de Laplace

Consideremos el método de Laplace para aproximar la integral I como una integral asintotica
sobre un dominio D en R?, dada por [94]:

I::/ ey, v eRY, (3.21)
D

donde n es el nimero de datos observados. Suponemos que la expresién (3.21)) cumple las siguientes
condiciones [85]:
1. La integral I converge para todo n € N.

2. Existe un vyap en el interior del dominio D tal que, para cada r > 0, se cumple:

Oy = inf (J(v) — J(vmap)) > 0, (3.22)

vEB;(YMAP)
donde B, (vyap) es una esfera de radio r centrada en vyap.
3. En un vecindario de vpap, la funcién de costo J(v) es dos veces continuamente diferenciable, y

la matriz Hessiana H := V2J(vyap) es definida positiva.

Si aproximamos J(v) usando expansién de Taylor de segundo orden alrededor del punto vyap
nos queda
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J(v) = J(vmap) + %(V — vmap)’ V2J (vaap) (v — vuap), (3.23)

donde el término lineal desaparece ya que vyap es un punto critico y V2J(vymap) es la matriz
hessiana evaluada en vyap.

Reemplazando la expansién de la ecuacién (3.23) en la integral (3.21]) obtenemos

Iasintética%/ e—nJ(V)d,/%/ e—n(J(VMAP)-i-%(V—VMAP)TV2J(VMAP)(V—VMAP))d,/_ (3.24)
D D

Para calcular la integral de la ecuacién (3.24)) realizamos un cambio de variable v’ = \/n(v —vyap)
lo cual implica dv’ = y/ndv. Definimos la matriz hessiana H = V2.J(vyap), por lo que la integral
[3:24] se puede escribir de la siguiente forma:

/ d/2
Iasintética ~ e—nJ(UMAp)/ e—%y/TVQJ(VMAP)y’dL ~ e—nJ(VMAP)M (325)

v i /TR

donde D' = (V' : v € D), |H| es el determinante de la Hessiana de la funcién de costo evaluada en
vyiap ¥ d es la dimensién de v.

Segun [89], a medida que el niimero de observaciones n — oo, el cociente entre la integral exacta
I y su aproximacién asintdtica (ecuacion (3.25)) tiende a 1, es decir
I
lim = 1. (3.26)

n—00 ,—nJ(vyap) (2m)d/2

nd/2, /|H|

Esto implica que cuando n es grande, la diferencia entre la integral exacta I y su aproximacion
asintética dada por la expresion 1' disminuye y estd acotada por O(n_d/ 2

/ e_"J(")dV—e_"‘](”MAP)/ e sllv—rmarlli gy, GO(n_d/2)a (3.27)
Rd Rd

donde J(vpap) es la funcidén de costo evaluada en el punto de maximo a posteriori vyap, vy H es la
Hessiana de J evaluada en vyap.

Es decir, se establece que, bajo ciertas condiciones sobre la funcién de costo J(v), la aproximacién
de Laplace converge a la distribucién posterior a medida que el nimero de observaciones n tiende a
infinito. Esto implica que la aproximacion de Laplace es una herramienta eficaz para aproximar
la distribucién posterior en problemas de inferencia bayesiana cuando se cumplen las condiciones
adecuadas [94].

Ademds, implica que el comportamiento asintético de e=™/(*) es el mismo que el de la integral de

la densidad de probabilidad Gaussiana con media vyap y covarianza (nH)_l.

3.3.2. Definicion de la aproxrimacion de Laplace de la probabilidad posterior

Como se mencioné anteriormente, los valores iniciales o a priori de los pardmetros desconocidos,
Vg, son continuos con respecto a la medida de Lebesgue y tienen una densidad de probabilidad a
priori Ppriori : RY — [0, 00), definida como [10]:

So = {I/ S Rd :ppriori(V) > 0} = SUppP Ppriori, (328)

es decir, Sy es el conjunto de todos los posibles valores de v en R? donde la densidad de probabilidad
a priori ppriori(V) €s mayor que cero.
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Para definir la aproximacién de Laplace de la probabilidad posterior pposterior(¥), consideramos
la Suposicion 1 y la Observacion 1 que se explican a continuacién.

Suposicién 1: Se cumple que la funcién de verosimilitud p(d°P®|v) y la probabilidad a priori
Ppriori (V0) € C?(Sp,R), es decir, las funciones p(v|d°") y Ppriori(¥0) © So — R son continuamente
diferenciables dos veces. Ademads, la funcién de costo J(v) tiene un minimo unico en el punto
vMAp € So, satisfaciendo [85]:

J(vvapr) =0, VJ(vyap) =0, V2J(vamap) > 0. (3.29)

Observacion 1: Asumiendo que ming,cg, J(map) = 0 es una solucién particular y en general
no restrictiva, si mingeg, J(r) = ¢ > —oo, entonces se puede establecer lo siguiente [85]

log(p(d*™|v)) := log(p(d°™|v)) — ¢,
J(V) = log(ﬁ(dObsyy))'i_ log(ppriori(yﬂ))'

Asf obtenemos la probabilidad posterior H(v|d°P):
p]d?) = e ), (3.30)
donde al evaluar J (v) en vyap se tiene

min _ J(vmap) = glﬂirllj log(H(d°|v))+10g (Ppriori(¥0))) = 0. (3.31)

vMAPESO

Expandiendo la funcién de costo J (v) en vyap mediante la serie de Taylor, obtenemos

J(V) = J(VMAP) + VJ(I/MAP)(V — VMAP) + %(l/ — I/MAP)TVZJ(I/MAP)(V — VMAP)- (3.32)

Dadas las condiciones de la Suposicion 1 , es posible aproximar la funcion de costo de la ecuacién

(3-32) como

~

J(v) ~ %(V — vmapr) VAT (vpap) (v — vaap), (3.33)

por lo tanto, la probabilidad posterior puede escribirse como

]5(,/|d0b5) — ¢~ 5 (w—vmap) V2 J(vuap) (v—vuap) (3.34)

)

la cual, comparandola con una Gaussiana multivariada, tiene una media vyap y una covarianza

C .= (V2J(VMAP))71 = H(VMAp)fl.

Comparando la aproximacién de Laplace I(v) de la ecuacién con la forma de la probabilidad
posterior p(r|d°?) de la ecuacién anterior, es evidente que la aproximacién de Laplace busca
encontrar una distribucién Gaussiana multivariada N (vyap, n‘lc) que se ajuste a la estructura de
la probabilidad posterior cuando n es grande.

Por lo tanto, la aproximacion de Laplace de la probabilidad posterior se define como la distribuciéon
Gaussiana multivariada centrada en el maximo a posteriori vyjap y con covarianza proporcional a
n~! de la inversa de la Hessiana de la funcién de costo evaluada en vyiap.
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3.4. Cuantificacion de incertidumbre mediante métodos de cadenas de Markov
Monte Carlo

Inicialmente, los métodos de Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC) surgieron como una
combinacién de cadenas de Markov y técnicas de Monte Carlo para calcular integrales complejas [70].
Una cadena de Markov es un modelo secuencial que se mueve de un estado a otro de manera
probabilistica, siendo el préximo estado condicionado al estado anterior |71]. Bajo ciertas condiciones,
si ejecutamos una cadena de Markov lo suficiente, los estados que toma la cadena se muestrean en
una distribucién de probabilidad [49]. Como hemos estudiado anteriormente en el método inverso
bayesiano, podemos utilizar las muestras para investigar el comportamiento de una probabilidad
posterior [15]. Ademds, estas muestras pueden ser utilizadas para evaluar integrales que definen
cantidades de interés para los problemas en estudio [66].

Una cadena de Markov es una serie de eventos en la que la probabilidad de que ocurra algo
depende dnicamente de lo que ocurrié justo antes [12,49]. En términos estadisticos, una secuencia
de elementos aleatorios es una cadena de Markov si y solo si p(v"Lv", ... V2 v!) = p(v™ "),
donde n es un indice que representa la posicién en la secuencia de estados v en una cadena de
Markov. Estas cadenas son fundamentales en la modelizacién de procesos estocédsticos y se utilizan
en una amplia gama de aplicaciones, incluyendo el modelado del clima, el analisis de secuencias
de ADN, la ingenieria de telecomunicaciones y la optimizacién de algoritmos, entre otros [12]. La
teoria de las cadenas de Markov proporciona herramientas poderosas para analizar la evolucién de
sistemas dinamicos en los que las transiciones entre estados son probabilisticas y pueden depender
Unicamente del estado actual.

Una cadena de Markov estd definida por tres elementos:

= Un espacio de estados S, el conjunto de todas las posibles realizaciones de los términos de la
cadena.

» Un operador de transicion p(v™"!|v™) que define la probabilidad de transicién del estado ™ al
estado vt

= Una distribucion inicial pprior(v) que define la probabilidad de estar en cualquiera de los estados
posibles al comienzo (n = 0).

Para iniciar una cadena de Markov 1 — v! — v? ... — ™ — ..., se muestrea un estado inicial
0 de acuerdo a Pprior(V), ¥ luego se transita de v™ a v" 1 de acuerdo al operador de transicién
elegido.

3.4.1. Convergencia del Método Monte Carlo de Cadenas de Markov

Si una cadena de Markov con un espacio de estados no contable es irreducible, recurrente de
Harris, aperiédica y tiene una distribucién estacionaria con densidad ps, entonces las distribuciones
marginales p(v™) proporcionadas por la cadena convergen a ps. Es decir, para una matriz de
transicién estocéstica aperiédica con distribucién invariante ps, se cumple que [13,54],

lim p(v") = ps para todos los estados v € S.

n—o0

donde:

= p(r™) es la probabilidad de estar en el estado v en la iteracién n, que converge a la distribucién
estacionaria p, a medida que n tiende a infinito.
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n " es el estado en la n-ésima iteracién de la cadena de Markov.

Para demostrar este resultado, asumimos que X = (1/9(, 1/)1(, ...) es una cadena de Markov con
ntcleo de transicién p(v" ! | v™) que comienza en un estado fijo v%. Ademds, consideramos la
cadena de Markov Z = (v%,v},...) con el mismo nicleo de transicién p(v™*! | ™) pero con una
distribucién inicial pg, es decir, p(u% = s) = ps para todo s € S [82]. Suponemos que X y Z son
cadenas independientes entre si.

Se define T' como el primer indice n tal que los estados de las cadenas X y Z son iguales por
primera vez [82], es decir
T = min (n|vy = vy). (3.35)

Ahora, podemos calcular la probabilidad de que las cadenas X y Z no se acoplen en los primeros
nN pasos, es decir, la probabilidad de que T' > nN es

p(T > nN) = p(vi # VY para todo i < nN).

Dado que en cada bloque de N pasos existe al menos una probabilidad € > 0 de que X y Z se
acoplen en T, por lo que podemos acotar la probabilidad de que las cadenas no se acoplen,

p(T >nN)<(1—¢)",

esta expresién significa que en cada bloque de N pasos hay una probabilidad de al menos 1 — € de
que las cadenas no sean iguales, si este proceso se repite n veces entonces la probabilidad de que las
cadenas no se acoplen es de (1 — €)", es decir, la probabilidad de que T' sea mayor que nN decae
exponencialmente a medida que n aumenta, esto implica que:

lim;, 500(1 —€)" = 0. (3.36)
De la ecuacién (3.36|) se implica que la probabilidad de que X y Z se acoplen eventualmente es 1,
debido al hecho de que la probabilidad de no acoplarse se reduzca exponencialmente.

Definimos una nueva cadena Y que sigue a X hasta el tiempo T (cuando X y Z se encuentran) y
luego sigue a Z desde ese tiempo en adelante:

{V}} sin<T,

vy =
vy sin>T.

Dado que las cadenas X y Z se acoplan en el tiempo T, sus trayectorias coinciden a partir de ese
momento. Como la cadena Z tiene una distribucién inicial estacionaria pg, la cadena Y que sigue la
dindmica de Z a partir de 7', se puede concluir que Y convergera a la distribucién estacionaria p;
porque para n > 1T la cadena Y tendrd el mismo comportamiento que Z, es decir

p(vy =sln>T) = ps, (3.37)

para todo s € S.

Esto quiere decir que a medida que avanzan los pasos en la cadena Z, esta sigue manteniendo la
distribucién ps para cualquier paso n

n

p(vy) = ps. (3.38)

Como la cadena Y sigue el mismo comportamiento que la cadena Z paran > 1T,y Z estd en una
distribucién estacionaria ps, se concluye que la cadena Y también converge a ps

p(VAE = ) = p(V} = 5) = ps. (3.39)

Por lo tanto, la distribucion de probabilidades de la cadena Y converge a p, para todos los estados
vy € 5, conforme n — oo.
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3.4.2. El Teorema Ergddico (Ley fuerte de los grandes nimeros)

Consideremos una cadena de Markov con un espacio de estados continuo y no numerable
X es irreducible, recurrente de Harris y tiene una distribuciéon estacionaria con densidad ps,
entonces [74}82],

1§N:f(unH/ F@)pa(@)dz, N — 0o
anl ex Ps 5 )

para cualquier funcién f : X — R tal que el valor esperado [, _y f(z)ps(x) dx exista y sea finito [82].
N representa el nimero de iteraciones de la cadena de Markov y a medida que N tiende a infinito,
el promedio de las evaluaciones de la funcién f en los estados de la cadena de Markov convergerd al
valor esperado de f bajo la distribucién estacionaria ps.

Una cadena de Markov se dice que es irreducible si y solo si hay una probabilidad positiva de
que, para cualquier estado inicial v, la cadena alcance cualquier conjunto A de medida positiva
en un tiempo finito. Una cadena de Markov es recurrente de Harris si y solo si es irreducible y la
probabilidad de que la cadena regrese infinitas veces a cualquier conjunto A de medida positiva
(después de haber comenzado desde un punto perteneciente a A) es igual a 1. Una cadena de Markov
es aperidodica si no queda atrapada en un ciclo de regreso entre el mismo conjunto de estados a
intervalos regulares [71].

3.4.3. Algoritmo de Metropolis-Hastings

Dada una densidad de probabilidad objetivo ps, definida en un espacio de estados S, y computable
hasta una constante multiplicativa, ps(v) o ps(v), el algoritmo de Metropolis-Hastings propone
una forma genérica de construir una cadena de Markov en S que es ergddica y estacionaria con
respecto a ps [54]. Esto significa que, si v es una muestra generada a partir de la distribucién
ps(v), entonces la siguiente muestra v+ también seguird la distribucién ps(v) , y por lo tanto, las
distribuciones marginales de la cadena convergeran a la distribucién ps [70].

Inherente a este muestreador es que cada estado propuesto pasa por un paso de aceptacién-rechazo
que decide si se elige el estado propuesto o se mantiene la muestra anterior para ser la siguiente
muestra. Este paso por si solo asegura la invarianza requerida y, por lo tanto, otorga al usuario una
gran libertad para explorar el espacio de estados [54].

Consideramos el niicleo de transicién p(¢™*1|v™), que describe la probabilidad de transitar desde
el estado v™ al estado ™! en la cadena de Markov. En un paso n, dada la muestra actual v, se
propone un nuevo estado Vpop de acuerdo con el niicleo de propuesta p(Vprop|v™). La probabilidad
de aceptar esta propuesta se calculara de la siguiente manera [54]:

a = min {1 Ps(Vprop)P(V" [Vprop) }
ps(Vn)p(Vpr0p|Vn)

n+1

nueva muestra sera = i ropu ien = n ntrario.
La nueva muestra serd v"+! Vprop, Si la propuesta es aceptada, o bien v V"™ en caso contrario

La invarianza detallada de un ntcleo de transicién p(v™!|v™) se puede demostrar mediante la
siguiente condicién: se preserva el equilibrio respecto a la distribucién estacionaria ps(v) si, para
todo ™, 1"t € S, se cumple que [82],

ps(@Mp(@" | V") = pa (v p(” [ ).

Esto significa que la probabilidad de transitar de v™ a v"*!, ponderada por la distribucién esta-
cionaria p,, es igual a la probabilidad de transitar de v"*! a ™, también ponderada por p,. La
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invarianza detallada implica que la distribucién estacionaria ps se conserva a lo largo del tiempo,
asegurando la estabilidad y consistencia del proceso.

Sin embargo, la implicacién opuesta, es decir, que la invariancia detallada conduce al equilibrio,
no siempre se cumple en general, lo que subraya la importancia de verificar esta propiedad en cada
caso especifico de una cadena de Markov [88].

Una cadena de Markov que preserva el equilibrio detallado con respecto a una distribucion ps se
dice que es reversible en equilibrio o simplemente reversible [82]. Esto significa que, si la cadena de
Markov esté en equilibrio con respecto a ps, entonces la probabilidad de transicién de un estado a
otro es simétrica. En otras palabras, la probabilidad de transicién entre dos estados cualesquiera es
la misma, sin importar la direccion de la transicién, es decir

P 1) = p(o [ L"),
Esta propiedad asegura que la cadena de Markov es reversible con respecto a la distribucion pg, y es
fundamental para garantizar que la cadena converja a la distribucién deseada.

El algoritmo de Metropolis-Hastings describe una cadena de Markov reversible. Esto es trivial
para transiciones de v"*! a v™ con ™ = v"*!. Para v™ # v"*!, consideramos que

Po(@  )p ™ M a(p ™ p") = min {p, (L L), po(v " b))

= ps (" )p(V" " )a(w" ", (3.40)

donde a(v"*!|v") es la probabilidad de aceptacién de la transicién de v™ a vt y a(v?|v" ) es
la probabilidad de aceptacién de la transicién inversa. La aperiodicidad de la cadena de Markov
resultante debe cumplirse conjuntamente con la probabilidad de aceptaciéon y la propuesta. La
ecuacién de la probabilidad de aceptacién muestra que una transicién no trivial de v™ a v?t!
solo puede tener lugar si la transicién inversa correspondiente también es factible, es decir, si
ps()p(r v ) > 0. En el caso més extremo, esto podria significar que aplicamos una propuesta
irreducible y aperiddica, pero la cadena de Markov resultante de Metropolis-Hastings nunca se
alejara del estado inicial y, por lo tanto, no sera irreducible |71].

Para garantizar que la cadena sea ergddica, es crucial elegir un nicleo de propuesta p(Vprop|V)
que permita explorar todo el espacio de estados. Esto a menudo implica utilizar un ntcleo que sea
irreducible y aperiédico, asegurando que cualquier estado pueda eventualmente ser alcanzado desde
cualquier otro estado |15].

3.4.3.1. Pseudocdédigo Metrépolis-Hastings

El algoritmo de Metropolis-Hastings para muestrear ps se puede resumir en los pasos descritos en
el esquema adjunto |24}34].

La convergencia deseada se refiere a cuando la cadena de Markov ha alcanzado una distribucién
estacionaria cercana a la distribucién objetivo ps. La convergencia puede ser monitoreada mediante
varios métodos, tales como:

= Criterio de Convergencia de Variacién Total: Monitorear si la variacién total entre la distribucién
muestral y la distribucion objetivo es suficientemente pequeiia.

= Diagnéstico de Convergencia de Gelman-Rubin: Usar herramientas estadisticas como el diagnéstico
de Gelman-Rubin para evaluar la convergencia [47].

= Visualizacién de Muestras: Evaluar la convergencia mediante el andlisis grafico de la cadena de
Markov, verificando si las muestras parecen estabilizarse alrededor de la distribucién objetivo.
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Algorithm 1 Algoritmo de Metropolis-Hastings

1: Inicializar vy en algin estado en S
2: for n =1 to ny,., do

3: Proponer un nuevo estado vp,op a partir del estado actual v™ usando la distribucién de propuesta
P(Vprop | V")
4: Calcular la probabilidad de aceptacion a:

o = min {1 ps(ume)p(Vn | Vprop)}
ps(Vn)p(VprOp RZ9

5: Aceptar el nuevo estado vp,.0p con probabilidad a:

nil {I/prop con probabilidad «
1 74 =

v" con probabilidad 1 — «
6: end for
7: Repetir hasta alcanzar el niimero de iteraciones 7,4, 0 hasta que se cumpla un criterio de convergencia
deseado

3.4.4. Muestreador de conjunto invariante afin

El muestreador de conjunto invariante afin (AIES) es un método de muestreo basado en cadenas
de Markov que opera en un espacio de estados de dimensién finita. Para muestrear una densidad de
probabilidad p(r) en un espacio de estados RY, donde P es la dimensién del espacio, AIES genera un
conjunto de caminantes {v1,...,vy} en R”, donde cada v, representa una muestra en este espacio
de estados, con w = 1,...,W. La propiedad de invariancia afin asegura que el algoritmo AITES
mantiene su validez para la densidad de producto p(vy) - ... p(vw) bajo cualquier transformacién
afin del espacio de estados, es decir, el producto de densidades [[,_; p(v,) permanece constante
bajo transformaciones de la forma v — Av + b [34], con A como matriz P x Py b como vector en
RP.

En el proceso de muestreo, AIES sigue una variante del algoritmo de Metropolis-Hastings que
mezcla cadenas. En cada iteracién, se propone un cambio en la posicién de un caminante para que se
desplace hacia o se aleje de otro caminante, y esta propuesta se acepta o se rechaza segin una regla
de aceptacién basada en el criterio de Metropolis-Hastings. La invariancia afin es fundamental en
AIES, ya que asegura que tanto las propuestas de los cambios como las probabilidades de aceptacién
preservan la distribucién objetivo p(v) durante el muestreo.

En detalle, para realizar un paso de propuesta en AIES, se elige aleatoriamente un caminante
v; del conjunto de caminantes {v1,...,vw} y un segundo caminante v;, donde i # j y ambos
pertenecen al conjunto de W caminantes. Luego, se propone mover v; a una nueva posicion vprop
segin la expresién [34]

Vprop = Vi + (1 = Z)(v; — 1),
donde Z es una variable aleatoria en el intervalo [1/a, a] con una densidad de probabilidad g(Z)
Z-1/2 [50]. En aplicaciones précticas, tipicamente se elige a = 2, pero a puede ser un pardmetro

ajustable que controla el tamano del paso [34]. El principal costo computacional de AIES es la
evaluacion de la probabilidad de aceptacion en el paso de Metropolis-Hastings, que se calcula como:

o = min {1 ZP—1P7(Vpr0p) }
’ p(vi)

donde vpop €s la nueva posicién propuesta para el caminante v;, y p(v;) es la densidad de probabilidad
que se muestrea. Este cdlculo implica evaluar la densidad de probabilidad p(v) en la nueva posicién
propuesta y en la posicién actual.
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AIES es un método eficiente para muestrear distribuciones complejas en espacios de moderada
dimensioén, destacandose por su capacidad para manejar distribuciones mal escaladas y multimodales
mediante un conjunto de caminantes y transformaciones afines.

Para dimensiones bajas a moderadas P, AIES proporciona algoritmos de muestreo rapidos
y efectivos que permiten la implementacién paralela y el manejo eficiente de distribuciones con
caracteristicas dificiles [44]. Sin embargo, a medida que la dimensién P aumenta, el requisito de
W > 2P puede resultar en una menor eficiencia del algoritmo.

Para una implementacién practica del muestreador de conjunto invariante afin (AIES), es comin
descartar una fraccién inicial de B muestras generadas para eliminar el periodo de equilibrado.
Esta practica asegura que las muestras descartadas no influyan en el andlisis final, permitiendo
que las muestras restantes representen adecuadamente la distribucién posterior. Se pueden utilizar
criterios de convergencia, como el criterio de Gelman-Rubin [47], para evaluar si el muestreo ha
sido suficiente o si es necesario generar mas muestras para reflejar correctamente la estructura de la
distribucién posterior.

Una vez que se dispone de suficientes muestras, se pueden emplear herramientas de visualizacién
para analizar la incertidumbre en la prediccion de los parametros de interés. Estas herramientas
incluyen histogramas, medias y probabilidades marginales. En algunas ocasiones, la distribucién
posterior puede ser multimodal, lo que significa que la aproximacién de Laplace puede no cap-
turar completamente toda la estructura de la distribucién posterior, limitandose a describir el
comportamiento cerca de vyap [26].

3.4.4.1. Pseudocddigo de muestreo con invariancia afin

Consideramos un algoritmo de muestreo basado en cadenas de Markov disefiado para manejar
distribuciones con escalas diferentes en distintas direcciones y distribuciones multimodales [44]. A
continuacion, se presenta el pseudocddigo del AIES paso a paso para muestrear una distribucién a
posteriori:
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Algorithm 2 Algoritmo de Muestreo AIES

Inicializacién

Establecer i = 0 y el espacio de muestra X = R”

Establecer el parametro de escala a ~ 2 y definir el nimero de caminantes W
Extraer 1/10 e 1/8V del espacio de muestra X con una distribucién inicial pprior (V)

Iteracién desde i = 1 hasta i = [,
for w=1to W do

Elegir un indice j al azar del conjunto complementario {j | j # w}

Extraer una variable aleatoria Z de la densidad g(Z) « Z~'/? para Z € [a~!,a]; de lo contrario,
asignar Z =0

Proponer un nuevo estado para el estado v,,:

—_
<

Vprop,w = V; +(1— Z)(Vfu - V;)

11: Calcular la probabilidad de aceptacion «:

i
, _ pposterior(’/ )
a=min{ 1,21 proip’w
pposterior (Vw )

12: Extraer un nimero aleatorio u de una distribucién uniforme en U(0, 1)
13: Aceptar el nuevo estado con probabilidad «a:

41 {Vprop,w Slu <«
v, = .

i .
v, siu > «
14: end for
15:
16: Salida
17: Obtener las muestras de la probabilidad a muestrear pposterior:
0 ,,0 0 Imax ,Imax Imax
208 2O 7 VN 7 S 2SOy 7
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Capitulo 4

Estrategias de inversiéon del campo de ondas basadas en
objetos

En este capitulo, exploraremos las estrategias de inversion bayesianas en el campo de ondas
elasticas para la deteccién de un objeto eliptico incorporado en un dominio estratificado. La inversién
del campo de ondas es un area de estudio fundamental en diversas disciplinas, desde la exploracién
sismica hasta la reconstruccién de imégenes médicas [24].

Para la inversion del campo de ondas, comenzaremos examinando los operadores de observacién
aproximados (véase seccién , que desempenian un papel crucial en la adquisicién de datos en
entornos donde las mediciones precisas son dificiles de obtener. Con los operadores de observacién
aproximados obtenidos, nos sumergiremos en el ntcleo del problema: el enfoque bayesiano inverso
aproximado (véase seccién , que nos permite inferir informacién sobre un sistema desconocido a
partir de observaciones limitadas, datos con ruido incorporado y campos de densidad y velocidad
incompletos [25].

Posteriormente, exploraremos el calculo del Méximo a Posteriori (MAP) mediante optimizacién
(véase seccién , una técnica esencial para estimar los parametros desconocidos del modelo, los
cuales permitirdn reconstruir los objetos o anomalias presentes en el dominio verdadero. Finalmente,
presentaremos los resultados obtenidos a través de muestras de los parametros desconocidos,
utilizando una aproximacion de Laplace como una gaussiana multivariada. La distribucién de las
muestras se podrd visualizar a través de histogramas (véase seccién , brindando una visiéon maés
completa de la efectividad y la aplicabilidad préactica de la estrategia de inversién bayesiana.

4.1. Operadores de observacion aproximados

Para la inversiéon de campos de ondas es necesario definir el operador de observacién aproximado
f(v) que se relaciona con los datos medidos d°P®. Considerando los pardmetros de las verdaderas
inclusiones Vexacto, al resolver el problema directo con ellos obtenemos f(Vexacto) = dexacto- Los datos
realmente observados estdn corrompidos por ruido procedente de diversas causas:

d°™ = f(v) + 7, (4.1)

donde f(v) son los valores obtenidos por los receptores en los tiempos de muestreo al resolver el proble-

: L . . i1 Some IR K
ma directo. El término de ruido n tiene componentes de la forma ez, con € = 135 \/ =1 o J]l\/[ Loxactol

donde J es el niimero de receptores que en este caso es igual a J = 51, M es el nimero de mediciones
temporales por cada uno de los receptores, en este caso se considera M = 211, « es el nivel de
porcentual de ruido que se escogid; en este caso se escogio 5 %, z corresponden a nimeros aleatorios
generados con una distribucién normal N (0, 1). Dados datos verdaderos dexacto 0btenidos calculando
fexacto(V), la relacion nos permite generar datos sintéticos d°"s para ensayos numeéricos.
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Como se ha mencionado anteriormente, el parametro v contiene informacién del objeto la que
corresponde a las caracteristicas geométricas, posicién y propiedades fisicas de la anomalia. En esta
seccién estudiaremos la resolucién del problema directo para la obtencién de f(v). El problema
directo corresponde a la propagacién del desplazamiento de ondas elasticas u(x,t) E|, las cuales
son emitidas por una red de emisores x5, y que son medidas a través de la red de receptores r;.
Para las simulaciones de este capitulo, las ondas elasticas son emitidas dentro un dominio truncado
y estratificado en cinco capas de diferentes materiales, véase Figura [£.2] En la capa central del
dominio se posicionard un objeto o anomalia, que en este capitulo se parametrizara como una elipse.
El parametro v, que contendra informacion de la anomalia, tendra la siguiente informacién: la
posicién de la elipse (centro ¢, ¢, ), geometria (longitud de semieje mayor a y semieje menor b),
angulo de rotacién (w) y propiedades fisicas (densidad p y velocidad de propagacion de la onda vy,).
En este caso v corresponderd a un vector de dimensién 7, el cual tendrd informacion de la posicion,
geometria y pardmetros fisicos de la elipse, es decir, v = (¢g, ¢y, a,b,w, p, vp).

Para la resolucién del problema directo y la obtencién del operador de observacién f(v), es
necesario describir la geometria utilizada como dominio junto con sus propiedades fisicas. Para
la resolucion numérica de la formulacién débil de la ecuacién de ondas es necesario discretizarla
espacialmente y temporalmente, como se explicé el el capitulo sobre estudio tedrico y numérico del
problema directo. En cuanto a la discretizacién espacial, se realizaran dos: una sera de un espaciado
uniforme en todo el dominio y la otra serd una discretizacién que dependera del tamano y geometria
de cada capa, por lo que el espaciado y la distribucién de los elementos no sera uniforme. Como
resultado de las dos discretizaciones espaciales se tendran dos mallados numéricos diferentes y por
lo tanto, dos conjuntos de mediciones f(v) del problema directo, obteniendo posteriormente dos
operadores de observacién aproximados d°P%, correspondientes a cada uno de los mallados numéricos.
Comparararemos los resultados obtenidos para cada una de las discretizaciones.

4.1.1. Geometria

La geometria que se utilizara en este capitulo serd una geometria truncada y corresponderd a la
regién [—3,0] x [=1'5,1’5]. Se dividird en 5 capas y en la capa central se incorporard la anomalia
de forma eliptica, como se observa en la figura Como se observa en la figura los limites
superiores e inferiores de cada capa estan marcados en el eje vertical de la figura, en total el dominio
computacional se dividira en 5 regiones y cada capa tendra los limites que aparecen en la tabla de

la figura

La anomalia eliptica se incorporara a través de una parametrizacién, que incorpora el angulo 6
que corresponde al angulo de sistemas polares, esto es

0s(6)

( )
X (0) cos(w) — Y () sin(w)
X(0) sin(w) + Y () cos(w)

(4.2)

~
/-\/-\/\
)
\_/\_/\_/\_/
||

(

El conjunto de ecuaciones (4.2]) son las ecuaciones de parametrizacion de la elipse que dependen
de: el semieje mayor de la elipse a, semieje mejor b de la elipse , coordenadas del centro c; y ¢, ,
angulo de rotacién w y del angulo de sistemas polares 6.

Como se ha explicado, el operador de observacién depende de los parametros v de la anomalia, el
cual corresponders a un vector de dimensién 7 y que tendrd informacién de la posicién, geometria y

! Donde x = (x,y) representa la posicién espacial en dos dimensiones.
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0
Capal
-0.4
Capa| Limites Capa 2
1 [—04, 0] -1.1
’ ’ > Capa 3
2 |[-1'1,—0'4] 17
3 |[-1'7,-11] Capa 4
4 | [-2'5,1'7] -2.5
Capa s
5 |[-30,-2'5] 3
-1.5 0 1.5
Figura 4.1: Capas de caso 1. X

Figura 4.2: Geometria correspondiente caso 1.

parametros fisicos de la elipse, es decir
v = (cg, ¢y, a,b,w, p,vp), (4.3)

donde p es la densidad y v, es la velocidad de propagacién de la onda. Los valores numéricos
verdaderos de cada pardmetro de v se observan en el cuadro

Parametro|Valor verdadero
Ca 0’0
Cy -1’5
a 0’6
b 0'1
w 0’0
P 2’1
Up 4’4

Cuadro 4.1: Valores verdaderos de v para la elipse.

Para la resoluciéon numérica del problema de la propagacién de onda se requieren las propiedades
fisicas del dominio truncado, es decir, las propiedades correspondiente a la densidad y a la velocidad
de propagacién de onda. Como el dominio truncado se divide en 5 capas de diferentes materiales se
debe especificar los valores de la densidad p(x) y de la velocidad vy, (x) correspondiente a cada una
de las capas, como se puede observar en el cuadro [£.2] Ademéds de la densidad y de la velocidad
de propagacién de onda, se ha calculado el médulo de elasticidad por capa usando la relacion
X(x) = p(x)02(x).

Capa |Densidad|Velocidad de onda|Médulo de elasticidad
p(x) 0p(x) x(x)
Capa 1| 200 1’5 4’5000
Capa 2| 250 2'5 15’6250
Capa 3| 2/49 2'8 195216
Capa 4| 2/49 3’3 271161
Capa 5| 2'60 3'1 40'6560

Cuadro 4.2: Propiedades fisicas adimensionales para cada una de las capas.

47



Las ondas eldsticas se emitiran desde un conjunto de emisores xg, con k = 0, ..., 50, los cuales se
posicionaran en el borde superior del recinto computacional, es decir en y = 0. El barrido horizontal
de emisores ird desde desde la coordenada (—1'0,0) hasta (1'0,0) cada 0’04, en total, para este caso
seran K = 50.

Para obtener el conjunto de mediciones f(v), el cual correspondera al desplazamiento de la onda
en diferentes instantes de posicién y de tiempo, se posicionaran receptores r;, con j =0, ...,51, de
forma intercalada a la emisores, éstos irdn desde la posicién (—1'02,0) hasta (1'02,0) cada 0'04, en
total, para este caso, serdn J = 51 receptores.

Por otra parte, para la resolucién del método directo debemos conocer las caracteristicas de las
fuentes, por ejemplo en la variacién temporal de la onda, f(t) = fo(1—272 fﬁtz)e_”% M t2, la amplitud
inicial fo = 100, la frecuencia media de la onda fj; = 2 y la discretizacién temporal utilizada t = Ndt,

1

con 0t = 1073, La dependencia espacial de la onda viene dada por g(x) = Ry Zle eﬂx*xk‘z, la

cual depende de la posicién de las fuentes x5 y del pardmetro de regularizacién x = 0'04.

4.1.2. Discretizacion espacial

Para la resoluciéon numérica de la formulacién débil del problema directo, como se explicé
anteriormente, se requiere discretizar espacialmente el dominio truncado sobre el que se trabajara
computacionalmente. En este caso, donde el dominio se estratifica en 5 capas y se incorporara
un objeto parametrizado elipticamente se estudiaran dos casos de discretizaciones espaciales:
discretizaciéon uniforme y discretizacion estratificada, para estudiar si existe una similitud de
resultados independiente de la discretizacién espacial usada. A continuacion, se explicara cada una
de las discretizaciones con sus caracteristicas.

Discretizacion espacial uniforme

El primer tipo de discretizacién espacial que estudiamos es la discretizacién espacial uniforme.
Este tipo de discretizacion espacial corresponde a un mallado numérico con elementos de igual
tamano y distribucién en todo el dominio computacional truncado, independiente de la capa o de la
anomalia, es decir, un mallado numérico con elementos de igual tamafio

Para discretizar el dominio de forma numérica usando el software Matlab se usara la funcién
delaunay Triangulation, la cual generara el mallado uniforme en todo el dominio truncado, creando
nodos y elementos correspondientes a la formulacién débil del problema.

El tamano de los elementos se configurara para que tanto horizontal como vertical, sea igual a
0z = 0y = 0'04. El tipo de elemento en esta discretizacién es tetraédrica, ya que se trabajara de
forma bidimensional. El mallado uniforme utilizado en esta geometria es el que se muestra en la
figura El nimero total de elementos en este caso en el dominio computacional es de 11,250 y la
geometria de los elementos es de orden lineal.

Discretizacion espacial estratificada

La segunda discretizacién espacial estudiada es la discretizacién estratificada. En este tipo de
discretizacion se mallara cada una de las capas de forma independiente, por lo que el tamano y
distribucién de los elementos dependerd del subdominio de cada capa. Para generar el mallado para
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Mallado uniforme|Caracteristicas
Nodos 2 x 5,776
Elementos 3 x 11,250
Orden geométrico Lineal

Figura 4.3: Caracteristicas de mallado uniforme.

Figura 4.4: Mallado uniforme utilizado para el
objeto eliptico.

cada una de las capas se usara la herramienta GenerateMesh y pdetool de Matlab, la cual generara
la distribucién de los elementos para cada una de las capas y asegurara la continuidad entre éstos
en las interfaces de cada capa, de forma que los subdominios adyacentes sean continuos.

Usando la herramienta pdetool se dibujan las 5 capas del dominio con los limites mencionados en
Como se menciond, cada uno de los subdominios se mallara de forma independiente usando la
funcién generateMesh, por lo que habran 5 mallados correspondientes a cada uno de los subdominios,
sin embargo, la herramienta pdetool permitird la continuidad entre los elementos que se encuentran
en los limites de cada uno de los subdominios adyacentes.

Usando la funcién generateMesh se indica el tamano maximo y minimo de los elementos, ademas
del orden geométrico de los elementos del mallado. En este caso el tamano maximo de los elementos
sera igual a 0’04, el tamano minimo igual a 002 y el orden geométrico es lineal. El niimero total de
elementos es de 13, 008.

En la figura se muestra el mallado estratificado para la geometria estratificada por capas,
donde Rq, Re, R3, R4 y Ry representan los 5 subdominios.

4.1.3. Comparacion de operadores de observacion

Como resultado de la resolucién de la formulacion débil del problema directo se obtuvieron mapas
de los desplazamientos de la onda para cada instante de tiempo. En este caso se aplicaran las
discretizaciones espaciales explicadas en la seccion En cuanto a la discretizacién temporal
se aplicara la condicién de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy explicada en el capitulo sobre
estudio tedrico y numérico del problema directo. En este caso, para asegurar la estabilidad de los
resultados imponemos dt < 1073. Como paso de tiempo total se ha iterado 2,500 veces, obteniendo
un tiempo total de 2’5 segundos.
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Mallado estratificado|Caracteristicas
Nodos 2 X 6,656
Elementos 3 x 13,008
Orden geométrico Lineal

Figura 4.5: Caracteristicas de mallado estratifica-
do.

Figura 4.6: Mallado estratificado usado para el
objeto eliptico.

En las figuras [£.7a] y [£.7D] se observan el desplazamiento de la onda para la discretizacién espacial
uniforme y estratificada, respectivamente. Las amplitudes de la onda observadas en los mapas de
colores corresponden al operador f(v) en el problema directo. Como se observan en ambas figuras
las amplitudes son similares entre las dos discretizaciones espaciales.

Adn cuando se puede observar que las mediciones f(v) del desplazamiento de onda son similares
entre ambos mallados, se cuantificara la diferencia entre ambas mediciones. Para ésto se ha calculado
la diferencia porcentual entre funiforme(V) ¥ festratificado(V), Obteniendo un valor méximo de 047 %
debido a variaciones en la velocidad de propagacién al cruzar capas. La diferencia de la solucién
entre los mallados se puede visualizar a través del mapa de la figura

25 25
40 40
30 30
20 20
1. 1.
10 10
0 i 0
-10 -10
0.5 20 0.5 20
0 30 0 30
-1 0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Receptores Receptores

N
N

Tiempo
- 5
Tiempo
- )]

(a) Solucién en mallado uniforme (b) Solucién en mallado estratificado

Figura 4.7: Solucién en receptores con respecto al tiempo

Debido a las asimetrias que se producen en los contorno de los subdominios con la discretizacién
estratificada de MATLAB (ver figura [4.6]), se realizé otra discretizacién estratificada usando el
software GID como se puede observar en la figura [£.9al Se calculé que la diferencia porcentual
méxima entre la discretizacién uniforme de MATLAB y la discretizacién estratificada de GID para
un tiempo de simulacién ¢ = 2’5 segundos igual a 0'48 %. En la figura se observa la diferencia
entre estos dos mallados.
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o

0.15
2 0.1
0.05
15
1 -0.05
-0.1
0.5 -0.15
-0.2
0
-1 -0.5 0 0.5 1

Receptores

Figura 4.8: Diferencia entre mallados.

0.2
0.15
0.1
0.05
0
-0.05
-0.1
-0.15
-0.2
4 0.5 0 05 1
X . Receptores
(a) Mallado en GID. (b) Error entre mallado uniforme y

estratificado GID.

Figura 4.9: Mallado estratificado en GID.

Como se puede observar de las figuras [4.8] y en la diferencia en los resultados entre los
mallados estratificados (MATLAB y GID) y mallado uniforme (MATLAB) se mantiene en un rango
similar (de 0'47 % y de 0/48 %, respectivamente), aunque con una distribucién espacial distinta.

Esta pequena diferencia en precision contrasta con la ventaja computacional del mallado uniforme,
que resolvio el problema directo en 2 minutos, mientras el tiempo de cédlculo utilizando el mallado
estratificado fue de 8 minutos. Esta reduccién de tiempo es particularmente relevante para el
problema inverso, donde se requieren multiples evaluaciones del problema directo.

Como se mencioné anteriormente, para generar datos sintéticos d°P® usamos los valores de las
soluciones evaluados en los 51 receptores: funiforme(V) ¥ festratificado(¥). Como se explicé anteriormente
en la ecuacion , a estos conjuntos de mediciones se les anadira ruido Gaussiano para su uso
posterior como datos sintéticos en las pruebas de inversién

d°Ps = f(v) + 1, (4.4)

segtn detalles ya dados en la seccién [A.1]

De la resolucién numérica del problema débil es posible graficar f(v) con respecto al tiempo, para
cada uno de los receptores r;. Anadiendo ruido Gaussiano a f(v) se obtienen datos sintéticos en
los 51 receptores para ensayos numeéricos de resolucién del problema inverso. En las figuras [£.100]
y se observan la diferencia de amplitud y forma entre f(v) y d°", para cada una de las
discretizaciones espaciales, para el tiempo total de simulacién de t = 2’5 segundos.
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Figura 4.10: Datos obtenidos obtenido por los 51 receptores usando mallado uniforme.

Amplitud
Amplitud

0 0.5 1 1.5 2 2.5

Tiempo Tiempo
(a) festratiﬁcado(u)- (b) dgsbfratiﬁcado(y)'

Figura 4.11: Datos obtenidos obtenido por los 51 receptores usando mallado estratificado.
4.2. Problema bayesiano inverso aproximado

Una vez definidos los operadores de observacién del problema directo fyniforme(V) v festratificado (¥),

y datos sintéticos dggfforme(u) y d‘e’;’tsratiﬁcado(l/), es posible aplicar el método inverso bayesiano

para determinar los pardametros de v que caracterizan a la elipse y que maximizan la probabilidad
posterior.

Con las mediciones f(v) y el operador de observaciéon d°” se construye la primera parte de la
funcién de costo que corresponde a la distancia Euclidea entre f(v) y d°"s, que corresponde a un
problema inverso determinista, mientras que la segunda parte de la funcién de costo en el problema
bayesiano inverso asume un papel regularizador, la cual se construye con valores los iniciales de la
anomalia vy, los valores actualizados en cada iteracién v y la covarianza inicial Irior:

J M
1 bs |2, A T -1
JeW) = 55— 3 Y ‘fm,j(u) — s [+ S = ) T (v — wa), (4.5)
ruido j—1 m=1
donde A = 1 en el coste objetivo J, mientras que durante la optimizacién es un parametro

regularizador A > 0 que se introduce para balancear términos inicialmente y va evolucionando hasta
llegar a A = 1. Iior €s una matriz diagonal que contiene la varianza de cada parametro vy.
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4.2.1. Construccion anomalia a priori

En la formulacién inversa bayesiana se genera una densidad de probabilidad a priori pprior(¥),
por lo que se requiere un conocimiento previo sobre los parametros desconocidos vy. Dichos valores
a priori de vy pueden influir significativamente los resultados de la inferencia bayesiana inversa.

El parametro inicial v contiene informacion de la elipse inicial: semiejes mayor y menor, posicién
del centro de la elipse, dngulo de rotacién de la elipse, densidad y velocidad de propagacion de onda.
El pardmetro vg se forma con los siguientes valores iniciales: v = [c2, 02, a®, 9, W0, p0, vg].

Como se estudié anteriormente, la probabilidad a priori se calcula de la forma

Pprior (V) = exp <—;(V - V())Fp_rilor(l/ — 1/0)) , (4.6)

donde vg es la informacién a priori sobre los valores medios de los pardmetros v y I €s una
matriz diagonal que contiene la varianza de cada variable del parametro vy. En este caso Iprior
tendra los siguiente valores [25],

Tprior = diag(1,1,0'5,0'5,0'1, 02,07 ),

Up
donde las desviaciones estandar para la densidad y para la velocidad de propagacién de la onda se

calculardn como la mitad de la diferencia entre los valores maximos y minimos en toda la secuencia

. — . v —v .
de Cal)ays7 es deCIr’ O-p — wv O-Up — _—p,max “p,min

A continuacién, se estudiardn dos casos en los que se anadird un ruido porcentual de oo = 5% para
generar los datos sintéticos d°P® (mallado uniforme y estratificado) correspondiente a una anomalfa.
Se usara informacién a priori ligeramente distinta. En un caso tendra un angulo de rotacién wy = 0°
y en el segundo caso tendra un dngulo de rotacién wg = §. En ambos casos tendremos como objetivo
encontrar los puntos vyap que maximizan la funcién de costo J(v) con regularizacién bayesiana.

Para la construccién de la primera aproximacién a priori se utilizan valores vy que se pueden
observar en la tabla En la segunda columna de la tabla se observan los valores de Vyerdadero, €S
decir, los valores reales del parametro v de la elipse.

Parametro Vyerdadero| Y0
Centro c, 0’0 0’5
Centro ¢, —-1'5 [-14

Semi-eje mayor a 0'6 0’3
Semi-eje menor b 0'1 0’2
Angulo de rotacién w| 00 00

Densidad p 21 |2'316

Velocidad vy, 44 2'9

Cuadro 4.3: Valores de parametro Vyerdadero ¥ Yo Para el primer ensayo.

Las variables del pardmetro inicial vy correspondientes al segundo caso de estudio son los que
observan en la tabla donde el dngulo de rotacién de la elipse es .

53



Parametro Vyerdadero| Y0

Centro ¢, 0’0 0’5
Centro ¢, -5 |-1'4
Semi-eje mayor a 0’6 0’3
Semi-eje menor b 01 0’2
Angulo de rotacién w| 00 5
Densidad p 2’1 |2'316
Velocidad vy, 4'4 2'9

Cuadro 4.4: Valores de pardmetro vyerdadero ¥ Yo para el segundo ensayo.

4.3. Cadlculo del Maximo a posteriori (MAP) por optimizacién

En esta seccién recogemos los resultados obtenidos para ambos ensayos.

4.3.1. Angulo inicial wg =0

Se calcula los pardmetros v que maximizan la funcién de costo usando los operadores fpniforme (V) ¥

. St At obs obs ; ; =05
fostratificado (), con los datos sintéticos dy e ime Y dociratificado OPtenidos, respectivamente, al anadirle
ruido Gaussiano de un o = 5%, con el fin de comparar si el mallado influye en los resultados

obtenidos a través del método inverso bayesiano.

Para el primer caso de estudio usando un pardmetro a priori 9 con un angulo de rotacién inicial
de la elipse igual a w = 0° se obtuvieron los graficos comparativos entre elipse inicial (color blanca),
elipse verdadera (color roja) y elipse final parametrizada con los valores vyap (elipse contorno
negro), como se puede ver en las figuras y para las discretizaciones espaciales uniforme
y estratificada, respectivamente.

Il \/erdadero

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
X X

(a) MAP mallado uniforme (b) MAP mallado estratificado
Figura 4.12: Comparacién de elipses: inicial (blanca), verdadera (roja) y parametrizada con vyap

(negra).

Después de 7 iteraciones para las dos discretizaciones, espacial uniforme y estratificada, se
obtuvieron los valores de vyap 0 de maximo a posteriori para la elipse, como se observa en el cuadro
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donde los valores de v\iap obtenidos entre ambas discretizaciones son bastantes similares entre
si.

Parametro vyviap mallado uniforme|vyap mallado estratificado
Centro ¢, 0’0045 —0'0936
Centro ¢, —1'4766 —174920
Semi-eje mayor a 05495 0’5978
Semi-eje menor b 0'1160 0'1008
Angulo de rotacién w 0’0249 0’0297
Densidad p 2/6636 2/6158
Velocidad vy, 4'655 4’4189

Cuadro 4.5: Valores obtenidos para vyiap en la optimizacion.

En el problema inverso bayesiano, el algoritmo utilizado para hallar los valores vyap se detendra
cuando la funcién de costo J(v) haya alcanzado su valor minimo y se haya estabilizado, es por eso,
que para poder comprobar que efectivamente se haya encontrado el minimo de J(v) se graficé el
valor de J(v) con respecto al nimero de iteraciones para cada una de las discretizaciones, como se
puede observar en las figuras [£.13] donde corresponde al grafico de la funcién de costo por
iteracion usando la discretizacién espacial uniforme, y corresponde al gréafico de la funcién de
costo por iteraciéon usando la discretizacién estratificada.

En la figura se observa que el valor de la funcion de costo disminuye hasta estabilizarse
durante la iteracion 6 hasta finalizar en la iteracién 7. Para el mallado estratificado, la funcién de
costo disminuye de froma casi lineal en cada iteracion hasta estabilizarse en la iteracién 6 y finalizar
en la iteracién nimero 7.

—2 135
13.45
13.4
13.35 i Y P
.|
193, 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
Iteracion Iteracion
(a) J(v) mallado uniforme (b) J(v) mallado estratificado

Figura 4.13: Funcién de costo por iteracion.

En este primer caso de estudio, el tiempo de simulaciéon para converger a la estimaciéon MAP
de cada variable fue de 13 minutos usando el mallado uniforme, frente a 72 minutos con mallado
estratificado adaptado a la geometria de fondo. Esto representa una reduccién del 82 % en el tiempo
computacional al emplear el mallado uniforme, gracias a su estructura de nodos ordenada que
optimiza las operaciones matriciales. Si bien el mallado adaptado captura con mayor fidelidad
geométrica las capas estratificadas, la disposicién irregular de sus nodos introduce un mayor costo
computacional sin mejorar significativamente la precision de los resultados.
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4.3.2.  Angulo inicial wy = 3
Para el segundo caso de parametrizacion inicial vy donde el dngulo de rotacién de la elipse inicial
es de T se obtuvo la comparacién entre elipse inicial (color blanco), elipse verdadera (color rojo) y
elipse méximo a posteriori (contorno color negro), como se observan en las figuras y en |4.14b

que corresponden a graficos comparativos usando la discretizacién espacial uniforme y discretizacion
espacial estratificada, respectivamente.

Verdade!
MAP

Inicial Inicial

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
X X

(a) MAP mallado uniforme (b) MAP mallado estratificado

Figura 4.14: Configuracién final de la elipse.

Los valores obtenidos del parametro vyap para cada uno de las discretizaciones espaciales se
puede observar en el cuadro

Parametro vmap mallado uniforme|vyap mallado estratificado
Centro z ¢, 0’03069 —-0'0349
Centro y ¢, —1'5353 —1'5483
Semi-eje mayor a 0’6079 0’6557
Semi-eje menor b 0'1380 0’1261
Angulo de rotacién w —0'0208 —0’0580
Densidad p 2/5627 2/6180
Velocidad vy, 36211 37972

Cuadro 4.6: Valores obtenidos para vyap en la optimizacion.

Como se explicé anteriormente, para hallar los valores de vyap la funcién de coste debe encontrar
su valor minimo, es por esto que para comprobar que asi fuera se graficaron los valores de la funcién
de coste J(vpmap) por iteracién. De las figuras y es posible observar que usando la
discretizacidon espacial uniforme, al problema bayesiano inverso le toma 7 iteraciones hasta encontrar
los valores maximo a posteriori, vyap, en cambio para la discretizacion espacial estratificada al
problema bayesiano inverso le toma 6 iteraciones para hallar vyap. Ademas, es posible observar de
estos graficos que la funcién de coste en ambos casos encuentra su valor minimo.

Para este segundo caso de estudio donde el dngulo de con rotacién inicial es de g, el tiempo de
calculo para converger a la estimacion MAP de cada parametro fue de 14 minutos usando mallado
uniforme, frente a 107 minutos con mallado estratificado adaptado a la geometria de fondo. Esto
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Figura 4.15: Funcién de costo por iteracion.

representa una reduccién del 87 % en el tiempo computacional al emplear el mallado uniforme. Cabe
destacar que, al igual que en el caso anterior, ambas discretizaciones alcanzaron valores estimados
similares y cercanos a los reales.

4.4. Resultados del muestreo

Para cuantificar la incertidumbre de cada uno de los pardametros de v, se aproxima la probabilidad
a posteriori como una aproximacién de Laplace, por lo que pposterior = N (UnmaPp, H™!), segtin se
estudié en el capitulo 3. Para visualizar la distribucién de la muestra de cada parametro de v se
usaran histogramas.

Usando la aproximacién de Laplace, se cuantifica la incertidumbre de cada una de las variables
del pardametro vyap obtenidos anteriormente mediante el método inverso bayesiano. Para cada uno
de los parametros de vyap, se emplea la aproximaciéon de Laplace para modelar la distribucién
posterior como una Gaussiana multivariada. Este proceso se realiza utilizando 10,000 muestras, las
cuales se pueden visualizar a través de histogramas que muestran la distribucién de los parametros
de vvap para ambos mallados numéricos utilizados.

De los histogramas se puede observar, que los valores promedios de cada una de las variables
obtenidas de vyap son bastantes razonables considerando que estdan muy cercanos a los valores de

Vyerdadero-

A continuacién se observan los histogramas para los dos tipos de ensayos.

4.4.1. Angulo inictal wg =0

Los resultados de la distribucién de las variables de vy cuando el angulo inicial de rotacién de la
elipse es 0° se pueden observar en las siguientes figuras. FEn se grafica la posicion del centro de
masa de la elipse (cz, ¢y). Se comparan los valores de centro de masa del mallado uniforme con el
mallado estratificado, donde el simbolo circular de color rojo representa el valor inicial del centro
de masa y el diamante de color verde es el valor MAP que se obtuvo como resultado del método
inverso bayesiano, ademés se graficaron el valor verdadero o real del centro de masa (asterisco de
color negro). Es posible observar que el centro de masa MAP usando el mallado uniforme es més
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cercano al valor centro de masa verdadero, ya que con el mallado estratificado el valor horizontal del
centro de masa ¢, no es tan cercano al valor real. Al utilizar un mallado uniforme como observamos
en la figura [1.16] el valor MAP del centro de masa estd muy préximo al valor real. En cambio, en el
mallado estratificado, aunque también se alcanza una buena estimacion, se produce un pequemno
desplazamiento en la componente horizontal c,. Esto podria deberse a una interaccién mas compleja
entre la geometria de la anomalfa y la distribucién no uniforme de los elementos en dicho mallado,
lo cual introduce cierta asimetria en la sensibilidad espacial.

q5 Centro de masa mallado uniforme . Centro de masa mallado estratificado
® prior 800 ® prior
_1.25 + MAP ) -1.26 + MAP 500
* verdadero 700 * verdadero
1.3 | |60 “=s 400
°00 -1.35
>-1.35 - 300
400
-1.4 ®
-1.4 300 200
200 -1.45
-1.45 . oy 1 55 - TRy 100
= & 100 . -
-1.5 = =
0 0.2 0.4 0.6 0.8 -0.2 0 0.2 0.4
X X
(a) Centro de masa (cg, ¢,) mallado uniforme. (b) Centro de masa (cz, cy) mallado
estratificado.
Figura 4.16: Posicién centro de masa de la elipse para ambos mallados.
600 Semi-eje mayor mallado uniforme 800 Semi-eje mayor mallado estratificado
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| e prior 700 -
500 o MAP
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400 r
500

> 300 > 400 |
300
200
200
100
100
0 0
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
X X
(a) a mallado uniforme. (b) a mallado estratificado.

Figura 4.17: Histogramas longitud semi-ejes mayor de elipse.

En la figura se puede observar una distribucién Gaussiana del semieje mayor de la elipse,
donde el valor MAP estd representado con el diamante de color verde y el valor verdadero con un
asterisco de color negro. Es posible observar que usando un mallado estratificado el valor ayap es
mas cercano al valor del semieje mayor verdadero, que si se utiliza el mallado uniforme, ya que
observamos una ligera mejora en su estimacién, lo que sugiere que una mayor refinaciéon espacial
localizada, permite capturar mejor la extensién del cuerpo en la direccién del semieje mayor.

En el histograma de la figura [£.18 se puede observar la distribucién del semieje menor de la elipse,
para las dos discretizaciones espaciales, donde en ambos casos el valor de MAP de b se encuentra
muy cercano al valor verdadero del semieje menor.
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Figura 4.18: Histogramas longitud semi-eje menor de elipse.
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Figura 4.19: Histogramas de angulo de rotacién de la elipse.
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Figura 4.20: Histogramas de densidad en la elipse.

En el histograma de la figura [4.19] se observa la distribucién del angulo de rotacién wyap, donde
es posible ver que en ambos casos, es decir, con las dos discretizaciones utilizadas, el valor del dngulo
es bastante cercano al valor real de w = 0°.

En los histogramas de las figuras [£.20] y [4:21] se puede observar la distribucién de las variables
fisicas correspondientes a la densidad p y a la velocidad de propagacién vy, en la elipse MAP. Es

59



700

600

500

400 r

300

200

100

Velocidad mallado uniforme

[ pdf
®  prior
¢ MAP
* verdadero

700

600

500

400 r

300

200

100

Velocidad mallado estratificado

[ pdf
® prior
¢ MAP
* verdadero

(a) wvp, mallado uniforme.

(b) vp mallado estratificado.

Figura 4.21: Histogramas de velocidad de propagacién de la onda en la elipse.

posible observar que si bien los valores de la densidad estan dentro del mismo orden de magnitud
de los valores verdaderos, estos estan un poco alejados del valor real. Sin embargo, no ocurre lo
mismo para la velocidad de propagacién donde el valor que se obtuvo a través de la optimizacion es
bastante cercano al valor real, en especial usando el mallado estratificado, donde se puede observar
que el valor es igual al valor real (difiere a partir del segundo decimal).

Angulo inicial wy = 3

4.4.2.

Para el segundo caso de elipse inicial, es decir, con dngulo de rotacién igual a w = g también se
cuantificé la incertidumbre a través de la aproximacion de Laplace para cada una de las variables
de yiap. La figura grafica la posicién del centro de masa (¢, ¢y ), donde el centro de masa
MAP se representa con un diamante de color verde y la elipse verdadera como un asterisco de color
negro. Ademas, en el mismo grafico se ha representado con un circulo de color rojo la posicién del
centro de masa inicial (prior).

Centro de masa mallado uniforme

Centro de masa mallado estratificado

1.3 ® prior 200 -1.25 ® prior 350
¢ MAP ¢ MAP
135 * verdadero -1.3 0 * verdadero 300
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o > -14F [ ] 200
100
-1.45 150
L 100
50 -1.5 - & X v
-1.55 - 50
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 -0.2 -0.1 o 0.1 0.2 03 04

(a) Centro de masa (cg, ¢,) mallado uniforme.

(b) Centro de masa (cz, ¢,;) mallado

estratificado.

Figura 4.22: Posicién centro de masa de la elipse para ambos mallados.
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Figura 4.23: Histogramas longitud
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Figura 4.24: Histogramas longitud semi-eje menor de elipse.
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Figura 4.25: Histogramas de dngulo de rotacién de la elipse.

En la figura se puede observar una distribucién Gaussiana del semieje mayor de la elipse a,
donde el valor MAP estd representado con el diamante de color verde y el valor verdadero con un
asterisco de color negro. Es posible observar que usando un mallado uniforme el valor ayap es més
cercano al valor del semieje mayor verdadero, que si se utiliza el mallado estratificado.
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Figura 4.26: Histogramas de densidad en la elipse.
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Figura 4.27: Histogramas de velocidad de propagacién de la onda en la elipse.

En el histograma de la figura [£.24] se puede observar la distribucién del semieje menor de la elipse
b, para las dos discretizaciones espaciales. La rotacion de la elipse afecta més fuertemente al semieje
mayor a que al menor b. Sin embargo, ambos semiejes muestran estabilidad (baja dispersién en los
histogramas). Pese a esto, se observa que el semieje menor b presenta un mayor sesgo.

En el histograma de la figura se observa la distribucién del angulo de rotacién wyiap, donde
es posible ver que en ambos casos el valor MAP es cercano al valor real del angulo de rotacién
(w = 0), sin embargo, si se comparan los histogramas es posible observar que el valor MAP se solapa
al valor real del dngulo de rotacién cuando se usa un mallado uniforme. Esto se puede interpretar
como una ventaja del mallado uniforme cuando se trata de capturar rotaciones no nulas, ya que el
mallado estratificado puede introducir anisotropias que afectan la deteccién precisa de orientaciones
oblicuas.

En los histogramas de las figuras y se puede observar la distribucién de las variables
fisicas de la elipse MAP, como la densidad p y la velocidad de propagacién v,. Es posible observar
que si bien los valores estan dentro del mismo orden de magnitud de los valores verdaderos, estos
no son exactamente los mismos, tanto como para la densidad y para la velocidad de propagacion,
usando las dos discretizaciones espaciales. Para la variable fisica de densidad, el valor MAP obtenido
da sobre el valor verdadero, en cambio, para la variable fisica de velocidad, el valor MAP obtenido
entrega un valor mas bajo al valor real, usando ambos mallados.
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4.5. Caso aplicado a elastografia médica

Uno de los principales objetivos de la imagen médica es identificar anomalias o estructuras
internas presentes en los tejidos mediante métodos no invasivos, tales como radiografia, resonancia
magnética y ultrasonido. Estas técnicas abordan problemas inversos, ya que se intenta obtener las
propiedades de los tejidos a partir de senales observadas. Generalmente, se envian ondas hacia el
tejido y se registran las ondas resultantes para analizar la estructura del medio. Estas técnicas son
consideradas no invasivas con el tejido en estudio ya que utilizan fuentes o emisores como la luz,
sonido u ondas elasticas. La elastografia médica es una técnica que usa ondas eldsticas como fuente y
que permite mapear las propiedades eldsticas, como el médulo de elasticidad, de los tejidos blandos,
ayudando a diferenciar entre tejido sano y enfermo [24].

La aplicacién de la elastografia médica para la deteccion de tejido no sano utilizando métodos
inversos ya ha sido abordada en [24], donde se ha tomado densidades similares en todos los tejidos
al ser medios celulares. La velocidad es entonces proporcional a la raiz del médulo elastico de cizalla.
Incluimos aqui algin resultado por completitud. En esta subseccién, se presentara un caso aplicado
de elastografia médica con pardmetros tomados de [24] donde se buscan propiedades de velocidad
de propagacion de onda y de médulo de elasticidad de tejido no sano. Primero se resolvera el
problema directo, utilizando la misma geometria y usando sélo la discretizacién uniforme, ya que el
fondo no serd estratificado, sino que tendra un sélo un material. La anomalia, al igual que en los
casos anteriores, serd una elipse, sin embargo, lo que cambiard serdn las propiedades del médulo de
elasticidad, los cuales representardn a un tejido no sano.

Parametro Vyerdadero

Centro = ¢, 0

Centro y ¢, -1’5
Semi-eje mayor a 0’6
Semi-eje menor b 0'1
Angulo de rotacién w 0’0
Moédulo de elasticidad x 16
Velocidad vy, 4

Cuadro 4.7: Valores verdaderos de v de la anomalia.

El fondo utilizado seré el tejido sano, el cual tendréd propiedades de médulo de elasticidad y de
velocidad de propagaciéon que se muestran en la tabla

Parametro Vyerdadero
Moédulo de elasticidad fondo 1’6
Velocidad fondo 1’3

Cuadro 4.8: Valores verdaderos de v del fondo.

La frecuencia de emisién de la fuente en este caso aplicado serd igual a fyy = 50H z.
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4.5.1. Generacion de datos sintéticos y operador de observacion

Como resultado de la resolucién de la formulacién débil del problema directo se obtuvieron
mapas de los desplazamientos de la onda para cada instante de tiempo. En este caso se aplicé las
discretizacién uniforme. En cuanto a la discretizacién temporal se aplica la condicién de estabilidad
de Courant-Friedrichs-Lewy, donde en este caso para asegurar la estabilidad de los resultados
imponemos 6t < 1073, Como paso de tiempo total se ha querido iterar 2,500 veces, obteniendo
un tiempo total de 2’5 segundos. En la figura se observa el desplazamiento de la onda para la
discretizacion espacial uniforme. Las amplitudes de la onda observadas en los mapas de colores
corresponden a los datos medidos f(v) en el problema directo.
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0.1
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0.2

(a) Solucién en receptores para problema
directo.

Como se mencioné anteriormente, para obtener el operador de observacién aproximado d°P® se
deben utilizar los datos medidos por los 51 receptores los que se llamaran f(v) . Como se explicd
anteriormente en la ecuacién , a este conjunto de medicién se le anadird ruido Gaussiano
para su uso posterior como datos sintéticos en las pruebas de inversion bayesiana. El operador de
observacién es posible calcularlo usando la expresion . En este caso se le anadird un o = 5% de
ruido a f(v) .

De la resolucién numérica del problema directo es posible graficar f(r) con respecto al tiempo,
para cada uno de los receptores, asi como los datos sintéticos generados para una anomalia conocida.
En las figuras [1.284] y [4.28b] se observan la diferencia de amplitud y forma entre los datos medidos
f(v) y d°P, para el tiempo total de simulacién de t = 25 segundos.

4.5.2. Problema bayesiano inverso aproximado

Después de 2 iteraciones utilizando una discretizacién uniforme se obtuvieron los valores del
maximo a posteriori para la elipse que representaria un tejido no sano. A continuacion, en la tabla
se muestran los valores MAP obtenidos para las propiedades de la elipse.

Para comparar las anomalias se realizo el grifico en conjunto con la elipse inicial (color blanco de
la figura [4.29)),la elipse verdadera con las propiedades de la tabla E?I (elipse de contorno negro en
la figura |4.29)) v la elipse que se obtuvo con el método bayesiano inverso después de 2 iteraciones

(elipse color rojo en la figura (4.29)).
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Figura 4.28: Datos obtenidos obtenido en los 51 receptores usando mallado uniforme.

Parametro vyvap mallado uniforme

Centro z ¢, 00757

Centro y ¢, —1'4765
Semi-eje mayor a 0’6038
Semi-eje menor b 0’1074
Angulo de rotacién w 0’0051
Médulo de elasticidad x 13/8983
Velocidad vy, 44001

Cuadro 4.9: Valores verdaderos de v de la anomalia.

Verdadero
MAP

Figura 4.29: Comparacién de anomalia verdadera (contorno negro), con anomalia inicial (color
blanco) y anomalia MAP (color rojo).

4.5.3. Resultados del muestreo

Para cuantificar la incertidumbre de cada uno de los parametros de v, se aproximé la probabilidad
posterior utilizando la aproximaciéon de Laplace. Se generaron 10,000 muestras para el muestreo.
Para visualizar la distribucién de cada variable, se utilizaron histogramas. En las figuras se
presentan los histogramas correspondientes al centro de masa de la anomalia y al semi-eje mayor de
ésta. Del histograma del centro de masa, es posible observar que la posicién (¢, ¢,) MAP (diamante
color verde) estd bastante cerca del valor real (asterisco color negro). En cuanto al histograma del
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semi-eje mayor, se puede ver que el valor MAP se solapa con el valor real del semi-eje mayor, lo que
indica una buena aproximacion.

Centro de masa semi-eje mayor
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X Semi-eje mayor
a) Histograma centro de masa (¢, cy). b) Histograma semi-eje mayor.
x Cy

Figura 4.30: Histogramas de centro de masa y de semi-eje mayor de la anomalia.

En el histograma se muestra la distribucién del semieje mayor de la elipse obtenida a través
del método inverso bayesiano, méximo a posteriori (MAP, diamante color verde), comparandola
con el valor inicial (circulo rojo) y el valor verdadero (asterisco negro). Es posible observar que el
valor MAP se solapa con el valor verdadero del semieje mayor de la elipse. En la figura se
muestra la distribucién del dngulo de rotacién de la anomalia, donde se observa que el valor MAP
esta cercano al valor real del dngulo.

semi-eje menor Angulo de rotacion

600
T par
® Dprior
¢+ MAP 500
* verdadero

800

700

600 * verdadero

400
500

400 300

300
200
200

100
100

-1 -0.5 0 0.5 1 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
Semi-eje menor Angulo de rotacion
(a) Histograma semi eje menor. (b) Histograma &ngulo de rotacién.

Figura 4.31: Histogramas de semi-eje menor de la anomalia y de angulo de rotacién de la anomalia.

Por dltimo, obtuvimos los histogramas correspondientes a los parametros fisicos: el médulo de
elasticidad y la velocidad de propagacion de la onda en la anomalia. En el histograma de la figura
[4:324] se observa la distribucién de las muestras correspondientes a la velocidad en la anomalia. El
valor de velocidad MAP (diamante verde) es cercano al valor de la velocidad real (asterisco negro),
lo que indica que la estimacién es precisa. Ademas, la forma del histograma sugiere la dispersién de
las muestras alrededor del valor MAP, proporcionando informacién sobre la incertidumbre de la
estimacion.

En la figura [£.32D] se muestra la distribucién del médulo de elasticidad en la anomalia. Se puede
observar que el valor MAP obtenido es del mismo orden que el valor real, y que ambos se encuentran
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cercanos dentro del histograma. Esto sugiere una buena concordancia entre la estimacion y el valor
real, y la forma del histograma revela la variabilidad de las muestras y la precisién de la estimacion.
No obstante, se aprecia una ligera dispersién en torno a la estimacién MAP, lo cual sugiere una
mayor incertidumbre asociada a estos pardmetros en comparacién con los parametros geométricos.
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(a) Histograma de velocidad. (b) Histograma de médulo de elasticidad.

Figura 4.32: Velocidad y médulo de elasticidad de la anomalia.
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Capitulo 5

Problema bayesiano inverso basado en series de Fourier

En las secciones anteriores hemos considerado el problema inverso en geometrias sencillas, en
las que se busca inclusiones cuya forma y naturaleza estan caracterizadas por un pequeno nimero
de parametros, insertadas en un medio con estructura conocida. En la préctica, el ntimero de
parametros necesarios para caracterizar una inclusién puede incrementarse, llegando incluso a
requerir caracterizaciones infinito-dimensionales de los campos de velocidad y densidad del medio
para definirla.

En esta seccién vamos a considerar un problema de relevancia practica: la caracterizacién de
posibles yacimientos de gas y/o petréleo en el entorno de un domo salino. Los domos salinos son
configuraciones geoldgicas en cuyo entorno es frecuente encontrar este tipo de yacimientos, pero
su deteccién con técnicas de imagen estdndar se ve dificultada por la fuerte disminucién de senal
que causan las capas de sal. Vamos a suponer que disponemos de una estimacién de la estructura
del medio en torno al domo salino (es decir de los campos de densidad y velocidad) que es poco
precisa en la zona del domo y no refleja la posible yacimientos de gas/petrdleo. A partir de los datos
medidos disponibles, se trata de corregir esta ‘informacién a priori’ mejorando la caracterizacion
de los campos de densidad y velocidad en torno al domo para determinar si refleja la presencia de
yacimientos de esos materiales.

En las secciones anteriores, los parametros que caracterizaban las inclusiones eran parametros
que definian la geometria de una elipse asi como valores constantes de la densidad y velocidad en
ella. En esta seccién, las estructura del medio se caracteriza a partir de las variaciones espaciales de
los campos de densidad y velocidad. En principio, estos campos son infinito dimensionales. En esta
secciéon, representaremos los campos de interés mediante series de Fourier y los caracterizaremos
por un numero finito (moderado) de coeficientes. Tenemos de nuevo un problema bayesiano inverso
definido en términos de un nimero finito de pardmetros.

La seccién esta estructurada como sigue. En primer lugar introducimos la geometria de domo
salino y abordamos la resolucién del problema directo en ella, asi como la definicién de un operador
de observacién aproximado y la generacién de datos sintéticos. A continuacién, abordamos la
caracterizacion de variaciones locales en los campos de densidad y velocidad mediante series de
Fourier truncadas. Tras ello, formulamos el problema bayesiano inverso. Finalmente, el estudio de
la probabilidad a posteriori mediante técnicas Monte Carlo conduce a configuraciones de maxima
probabilidad que reflejan la presencia de gas/petréleo en los bordes inferiores del domo salino
considerado, cuantificando la incertidumbre en esta prediccién.
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5.1. Geometria de domo salino

La geometria utilizada en esta seccion consiste en un fondo estratificado con una estructura
de domo salino o diapiro. Se trata de una formacién geolégica en forma de ciipula creada por
movimientos ascendentes del depdsito salino debido a su menor densidad respecto a otros materiales
y minerales . El estudio de los domos salinos es crucial, debido a la capacidad de esta estructura
para crear trampas de petrdleo y gas, lo que los convierte en una caracteristica geoldgica de gran
importancia en la exploracién petrolera (ver figura .

El dominio computacional truncado lo definimos en el recinto [—5,0] x [—3, 3]. En este recinto,
el fondo estratificado estd compuesto por 6 capas, incluyendo un domo salino, que se genera
con una parametrizacion especifica. Tanto el domo salino como cada una de las capas de fondo
estdn caracterizados por sus propiedades de densidad p(x) y de velocidad de propagacién de onda
vp(x). El médulo de elasticidad x(x) también varia en cada una de ellas, debido a la relacién
X(x) = p(x)vi(x) . La geometria utilizada en este estudio se muestra en la figura Los
valores correspondientes a la densidad, velocidad de propagacién de la onda y médulo de elasticidad
del fondo, incluyendo a la estructura de domo salino, se muestran en la tabla .

Como anomalias, en este caso, se incorporaran dos zonas localizadas a los costados del domo salino,
que representan trampas de gas y de petrdleo. Su forma se construye a través de parametrizaciones
especificas. Los valores de los parametros de densidad, velocidad de propagacion de onda y de
modulo de elasticidad de los objetos se presentan en la tabla .

W %ﬁ%‘?%} 4
Erosidn, Solucion (NaCl, KCI)

3
2
1
0

Sal (pérmico) X

(a) Imagen de domo salino . (b) Domo salino con yacimientos late-

rales.
Figura 5.1: Geometria de domo salino de fondo con yacimientos laterales utilizada en las simulaciones.
Los valores de densidad p(x) y de velocidad de onda v,(x) de cada estrato se muestran en el

cuadro una vez adimensionalizados. La unidades son: longitud km, tiempo s, velocidad km/s,
densidad kg/1t.

Capa Densidad p(x)|Velocidad de onda v, (x)[Mdédulo de elasticidad x(x)
Suelo 11 0’5 0’27
Capa de roca 2/50 3-2-1 22’5 — 1" —2'5
Arena (Reservorio) 20 2'1 882
Caliza (fuente) 2'7 2’5 16’87
Capa de sal 2'10 4'4 40’65

Cuadro 5.1: Propiedades fisicas adimensionales para cada capa del fondo del domo salino.
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Al igual que en la seccién anterior, las anomalias que representan en este caso yacimientos tendran
propiedades fisicas especificas, como podemos ver en el cuadro [5.2

Objeto |Densidad p(x)|velocidad de onda v,(x)|modulo de elasticidad x(x)
Petréleo 0'90 1’3 1’52
Gas 0’7 0’45 0'14

Cuadro 5.2: Propiedades fisicas adimensionales de los objetos del costado del domo salino.

Los mapas de la densidad y velocidad correspondientes a la geometria de domo salino de la figura
se visualizan en las figuras y en Para obtener el mapa del médulo de elasticidad por
estratos se usa la relaciéon x(x) = A(x) + 2u(x) = p(x)vg(x). El mapa de médulo de elasticidad lo
podemos observar en la figura 5.3

0 AARAXAXXARKAKXXX
25 4
-1 Suelo g
3
15
2
1
0.5 i
0 0
X X
(a) Mapa de densidad p(x). (b) Mapa de velocidad vp(x).

Figura 5.2: Mapa de densidad y velocidad de domo salino incorporando objetos al costado.

Figura 5.3: Mapa médulo de elasticidad x(x).

En los estudios geofisicos del terreno que permiten identificar la estructura bajo la superficie se
emiten ondas eldsticas desde fuentes situadas a una cierta distancia (segin la resolucién esperada) y
se recoge la senal recibida en la superficie tras la interaccién con el medio, en una red de receptores.
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En nuestras simulaciones, las ondas eldsticas se emiten desde un conjunto de fuentes x; equiespa-
ciadas, con k =0, ..., 14, que se posicionan en la superficie (la interfaz entre aire y suelo), es decir
en la posicién vertical y = 0. El barrido horizontal de emisores varia desde desde la coordenada
(—1'76,0) hasta (176, 0). En total, utilizamos K = 14 emisores.

Para definir el operador de observacion correspondiente al desplazamiento de la onda en diferentes
posiciones e instantes de tiempo, colocamos receptores r; equiespaciados, con j = 0,...,13, de
forma intercalada con los emisores. Estos receptores se ubican desde la posicién (—1'68,0) hasta
(1'68,0). En total, utilizamos J = 13 receptores. En la vida real, se miden estas sefales con aparatos
adecuados, definiendo de esta forma el conjunto de datos reales medidos. En nuestras simulaciones
utilizamos datos sintéticos generados resolviendo el problema directo asociado perturbados con
ruido de magnitud controlada.

Para la resolucién del problema directo se deben conocer las caracteristicas de las fuentes. En
el estudio presentado aqui, la variacién temporal de la onda se describe mediante la expresiéon
f(t) = fo(1 — 272 fﬂﬁ)e*”zf %" donde la amplitud inicial es de fo = 100 y la frecuencia media de
la onda de fys = 2. La discretizacién temporal utilizada es t = N§t, con 6t = 1 x 1073, mientras
que la dependencia espacial de la onda viene dada por g(x) = ﬁ Zszl €*|X*X’v|2, que depende de

la posicién de las fuentes x; y del pardmetro de regularizaciéon xk = 0'4.

5.2. Resolucién del problema directo y operadores de observacion aproximados

Como hemos comentado, para formular un problema inverso bayesiano es necesario ser capaz
de evaluar un operador inverso aproximado f(v) y disponer de datos d°Ps correspondientes a la
configuracién en estudio, reales o sintéticos. En esta seccién nos centraremos en resolver el problema
directo gobernado por la ecuacion de ondas, utilizando una geometria estratificada con un domo
salino y anomalias, que en este caso seran trampas de petréleo y gas. Cada capa de un material
distinto se caracterizara a través de su densidad y velocidad de progagacién de onda. Desarrollando
a nivel global los campos de densidad y velocidad mediante series de Fourier y truncando estas series
a una coleccién finita de términos, los coeficientes v permiten caracterizar los campos a determinar
mediante una coleccién finita de parametros. Resolviendo numéricamente el problema directo para
campos de densidad y velocidad definidos mediante parametros v, obtendremos el operador de
observacién aproximado f(v). Sean Vexacto los pardmetros que definen una serie de Fourier truncada
que aproxima los campos de densidad y velocidad reales con un error prefijado. Los datos sintéticos
d°Ps se obtienen resolviendo el problema directo para los pardmetros Vexacto utilizando la relacién
(5.1):

dObS = f(Vexacto) +n= dexacto + n, (51)

. . . St et 19 acto?

donde el término de ruido n tiene componentes de la forma €z, con € = {35 z S I ,

M es el nimero de mediciones temporales por receptor, siendo, en este caso, M = 10,000, « es el

nivel porcentual de ruido seleccionado (5 %), y z representa un nimero aleatorio generado con una
distribucién normal N(0,1).

Para la resolucion numeérica del problema directo de la ecuacién de ondas, se realizara una
discretizacién en espacio y en tiempo. El espacio se discretizard de dos maneras. La primera serd una
discretizacién uniforme en una malla equiespaciada y la segunda se adaptara a la geometria de fondo
estratificado con la estructura de domo salino. Por lo tanto, se construiran dos mallados numéricos
diferentes sobre los que definir elementos finitos, lo que resultard al resolver numéricamente en
dos conjuntos de mediciones funiforme (V) ¥ fadaptado (V) correspondientes a cada una de las mallas,
obteniendo asi dos conjuntos de datos sintéticos d° al afiadir ruido. En cuanto a la discretizacién
temporal, se considerard la condicién Courant-Friedrichs-Lewy para definir el paso de tiempo maximo

72



que asegure la estabilidad numérica de la solucién con un esquema explicito como se ha detallado
en capitulos anteriores.

5.2.1. D:iscretizacion espacial

Para la resoluciéon numérica de la formulaciéon débil del problema directo, como explicamos
anteriormente, discretizaremos espacialmente el dominio truncado sobre el que se trabajard compu-
tacionalmente. En este caso, el dominio se estratifica y se incorporard la estructura de domo salino
como geometria de fondo; ademas, incluiremos dos anomalias a los costados del domo salino que
representaran las trampas de gas y de petréleo. Consideraremos dos tipos de discretizaciones espa-
ciales, con el objetivo de investigar si los resultados dependen de la discretizacién espacial utilizada.
A continuacidn, se describen cada una de las discretizaciones con sus caracteristicas.

Discretizacion espacial uniforme

El primer tipo de discretizacién espacial que estudiamos es la discretizacion espacial uniforme.
Corresponde a un mallado numérico con elementos de igual tamafio y distribucién en todo el dominio
computacional truncado, independiente de la geometria de fondo estratificado y de las anomalias.

Para discretizar el dominio de forma numérica utilizando el software MATLAB usaremos la
funcién delaunayTriangulation, que genera un mallado uniforme en todo el dominio rectangular
truncado. Esto nos proporciona nodos y elementos que incorporamos en la formulacion débil del
problema directo.

El tamaifio de los elementos se configurara para que, tanto horizontal como verticalmente, sean
iguales a 0, = d, = 0'04. El tipo de elemento en esta discretizacién es triangular, ya que trabajaremos
de forma bidimensional. El mallado uniforme utilizado en esta geometria es el que se muestra en la
figura El nimero total de elementos en el dominio computacional es de 19,026 y los elementos
elegidos son de orden lineal.

Mallado uniforme|Caracteristicas
Nodos 2 x 19,026
Elementos 3 x 37,500
Orden geométrico Lineal

Cuadro 5.3: Caracteristicas del mallado uniforme.
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Figura 5.4: Mallado uniforme utilizado para geometria estratificada de fondo con domo salino.

Discretizacién espacial adaptada a la estructura de domo salino

La segunda discretizacion espacial estudiada es aquella que se basa en la estructura del domo salino.
En este tipo de discretizacion se malla cada una de las capas de fondo forma independiente, al igual
que la estructura de domo salino, por lo que el tamano y distribucién de los elementos dependera
de cada uno de los subdominios de la geometria. Se utiliza un mallado de tipo descomposicién de
dominio, con nodos comunes en las interfaces y tridngulos contenidos en cada subdominio.

Para generar el mallado de cada subdominio se utilizara el software de libre acceso GID, donde
primero se deberd dibujar los puntos que delimitan cada subdominio del fondo y del domo salino,
para luego unirlos y, a través de diferentes herramientas de GID, dibujar el contorno de cada uno.
Luego, con la herramienta mesh es posible mallar los subdominios dibujados de forma independiente.
A través de los puntos dibujados, que tendran en comun cada una de las interfaces adyacentes, se
asegurara la continuidad entre cada subdominio, de forma tal que el dominio y el mallado sean
continuos.

Al momento de mallar cada uno de los subdominios se indicara el tamano maximo y minimo de los
elementos, ademas del orden geométrico de los elementos del mallado; los elementos se distribuiran
de forma aleatoria. En este caso el tamafio maximo de los elementos serd igual a 0’04, el tamano
minimo igual a 0'02 y el orden geométrico es lineal. El ntimero total de elementos serd de 6,774.
En este caso, el software GID se utilizé como un pre-procesador para dibujar la geometria y luego
mallarla; tanto la geometria como los puntos del mallado se pueden extraer para luego importarlos
en MATLAB y asi incorporar la geometria en la resolucién del problema directo e inverso.

En la figura se muestra el mallado adaptado a la geometria, pudiéndose visualizar las
delimitaciones de cada uno de los subdominios y la estructura de domo salino.

Para la resolucién del problema directo usaremos ambas discretizaciones espaciales, con el fin de
comparar los operadores de observacién y la convergencia de resultados.
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Mallado estratificado|Caracteristicas
Nodos 2 X 6,774
Elementos 3 x 13,274
Orden geométrico Lineal

Cuadro 5.4: Caracteristicas de mallado estratificado incorporando la estructura domo salino.

Figura 5.5: Mallado estratificado incorporando la estructura de domo salino.

5.2.2. Comparacion de operadores de observacion

Como resultado de la resolucién del problema directo, obtenemos mapas de los desplazamientos de
la onda durante en cada instante de tiempo. Para la resolucién, hemos aplicado las discretizaciones
espaciales explicadas en la seccién En cuanto a la discretizaciéon temporal, se aplico la
condicién de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy, explicada en el capitulo 2] donde para asegurar
la estabilidad de los resultados, el paso de tiempo 6t debe cumplir con la condicién 6t < 1 x 1073, Se
calcularon 10,000 pasos de tiempo, por lo que el tiempo total en la simulacién sera de 10 segundos.

En las figuras y visualizamos el desplazamiento de la onda para la discretizacién espacial
uniforme y para la discretizacion espacial estratificada incorporando la estructura de domo salino,
respectivamente. Las amplitudes de la onda observadas en los mapas de colores corresponden a los
datos medidos por cada uno de los receptores, es decir, corresponden al operador de observacién
aproximado f(v) del problema directo, durante el tiempo de medicién de 10 segundos. Como
observamos en ambas figuras, las amplitudes son similares entre las dos discretizaciones espaciales.

Para cuantificar la diferencia en las mediciones obtenidas usando las dos discretizaciones espaciales,
calculamos la diferencia porcentual entre ambos conjuntos de datos, es decir, entre fipitorme(V) ¥
fadaptado (V) para el tiempo de mediciéon ¢t = 10 segundos, como visualizamos en la figura La
diferencia porcentual relativa calculada entre ambos conjuntos de mediciones es de 2'93 %. Para
calcular la diferencia relativa, primero se obtuvo la diferencia absoluta entre ambos conjuntos de
datos. Posteriormente, esta diferencia se dividié por el promedio de los valores absolutos de ambos
conjuntos y se multiplica por 100 para asi obtener la diferencia porcentual relativa.
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Figura 5.6: Soluciéon en medida en los receptores en funcién del tiempo.
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Debido a la similaridad en los resultados de los operadores de observacién aproximado y a la baja
diferencia porcentual entre ambos (293 %), se concluye que al utilizar diferentes discretizaciones
espaciales no observamos grandes diferencias entre los datos observados, y que la formacién de
asimetrias observadas en el mallado estratificado de GID (ver figura[5.5) no afecta de forma relevante
para nuestros propdsitos, siempre y cuando el paso temporal y espacial sean suficientemente finos, y
similares en ambos. La variacién se puede considerar ruido numérico con una cierta estructura. Este
hecho es positivo desde el punto de vista de la resoluciéon de problemas inversos bayesianos, en los
que se trata de identificar anomalias a partir de colecciones de datos medidos distorsionados con
ruido (ya sean reales, con ruido aparejado al dispositivo de medida, o sintéticos, con ruido anadido).

La comparacién entre los operadores de observacién definidos en distintos mallados adquiere
mayor relevancia al considerar su desempeno computacional. Utilizando el mallado uniforme se
resolvié el problema directo en 10 minutos, frente a los 35 minutos del adaptado (reduccién del
71%). Esta ventaja, combinada con su escalabilidad en operaciones matriciales de gran escala, lo
convierte en la eleccién Optima para problemas de alta dimensién, donde la eficiencia es critica.

Como mencionamos anteriormente, para obtener los datos sintéticos d°P® se utilizardn los valores
de la solucién numérica en los receptores rj, j = 1,...,J: funiforme(V) ¥ fadaptado(V). A estos
conjuntos de mediciones se les anadird ruido Gaussiano para su uso posterior como datos sintéticos
en las pruebas de inversion. El conjunto de datos sintéticos es posible obtenerlo utilizando la
expresion ((5.1). El término de ruido n tiene componentes ez, donde z~N (0, 1) y € estd dado por

i1 Some | I . . .
€= 105 e leede = 34’7508, siendo M = 10,000 el niimero de mediciones por receptor
y a=5%.
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Usando la solucién numérica del problema directo graficamos f(v) en funcién del tiempo, para
cada uno de los receptores r;. Anadiendo ruido Gaussiano a los datos f(r) con la expresién ,
obtenemos los datos sintéticos correspondientes a cada uno de los receptores. En las figuras y
visualizamos la diferencia de amplitud y forma entre el operador de observacién f(v) y los datos
sintéticos d°P®, para cada una de las discretizaciones espaciales, para un tiempo total de simulacién
de t = 10 segundos.
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Figura 5.8: Datos medidos por los 13 receptores usando mallado uniforme.
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Figura 5.9: Datos medidos por los 13 receptores usando mallado adaptado al domo salino.

5.3. Parametrizacién mediante series de Fourier: caso bididimensional

En esta seccién abordamos la tarea de parametrizar los campos de velocidad y densidad. Las series
de Fourier, u otro tipo de representaciones en términos de bases locales empleadas en tratamiento
de imagenes, pueden ser utiles para capturar variaciones en regiones especificas. Esta técnica
puede ofrecer una representacién mas precisa de las variaciones locales, especialmente en areas con
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caracteristicas geoldgicas complejas, como lo son las trampas de petréleo y gas formadas al costado
del domo salino.

Para aplicar la expansién en series de Fourier, es importante preparar adecuadamente los campos
espaciales que representan las anomalias del subsuelo. En este caso, consideramos dos campos de
interés en las anomalias: el campo de densidad pa(z,y) y el campo de la velocidad de propagacion
vp,A(2,y) que representan la perturbacién de los campos subyancentes en las zonas donde se localizan
los yacimientos de gas y petréleo. Los campos pa(z,y) v vp a(z,y) se definen mediante funciones de
salto que toman un valor igual a cero en todo el dominio, excepto en la region donde se encuentran
las anomalias, es decir, gas y petréleo estan presenten (ver figura . En las zonas especificas
donde se encuentran las trampas de gas o petrdleo, los valores de densidad y de velocidad se asignan
de acuerdo con las propiedades fisicas mostradas en la tabla

El siguiente paso es representar estas funciones mediante una serie de Fourier. La expansién en
series de Fourier es una herramienta poderosa para descomponer funciones en una suma de funciones
seno y coseno, facilitando la aproximacién de funciones periédicas y no periddicas en un dominio
espacial. En particular, para el campo bidimensional de la densidad y de la velocidad de propagacion
definidos en un dominio rectangular, el desarrollo en serie de Fourier se expresa como [6,/43]:

N M
A A, 2nwx Aom 2m
PA(x,y):ﬂ—i— E 20COS( i )—i— E gcos< 7 y)
n=1 z m=1 Y

N oM D . 2nmx 2mmy 9
+ Z Z nm SIN I cos | — , (5.2)

donde Aoy, Ano,Aom, Bros Bom,s Anms Bnms Caum ¥ Dnm son los coeficientes del desarrollo de Fourier
que determinan el campo de densidad pa(x,y) en las zonas de las trampas de gas y petréleo. En
este caso de estudio L, =6y L, = 5.

Para el campo de velocidad vp a(z,y), el desarrollo de Fourier viene dado por la expresion (5.3):
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n= m=1
N 2nmx M 2mmy
n0 0om
—l—ZQsm( L. >+ Z 2sm( L, )
n=1 m=1
NM 2nmx 2mmy
+ZZEnmcos< L. >cos< I, >
n=1m=1
VoM 2nmx 2mmy
—|—ZZansin( L. )sm( L, )
n=1m=1
VU 2nmx 2mmy
+ZZGnmCOS< I >s1n< L, >
n=1m=1
N oM nwx 2mmy
—l—ZZHnmsin( - >cos< L, >, (5.3)

n=1m=1

donde Eyg, EnosEom, Frno, Fom, Enm, Frm, Gnm ¥ Hnm son los coeficientes del desarrollo de Fourier
que determinan el campo de velocidad v (2, y) en las zonas de las trampas de gas y petroleo.

En las expresiones (5.2)) y (5.3) N y M corresponden al nimero de coeficientes que se sumaran
en la serie para las componentes x e y.

Para una aproximacién precisa de los campos pa(z,y) y vpa(x,y) es esencial determinar el
numero adecuado de modos N y M en la expansiéon de Fourier [6]. Comenzaremos con una
cantidad pequena de modos y aumentamos gradualmente para observar la mejora en la precisién
de la aproximacién. La eleccién del nimero de modos implica un balance entre la fidelidad de la
aproximacién y la complejidad computacional. Un niimero insuficiente de modos puede resultar en
una aproximacién deficiente, mientras que un nimero excesivo puede aumentar innecesariamente el
costo computacional [6].

5.3.1. Aproximacion de campos de velocidad y densidad mediante series de
Fourier

En este caso, expresaremos el campo de densidad y de velocidad total como la suma de los campos
de fondo estratificado con la incorporacién del domo salino, mas el campo correspondiente en la
zona de las anomalias o trampas, tanto de petréleo como de gas, es decir

p(z,y) = pr(x,y) + pa(z,y),

vp(x,y) = vpr(x,y) +vpa(z,y), (5.4)

donde pp(z,y) es el campo de densidad del fondo estratificado incorporando el domo salino, pa (z,y)
es la densidad correspondiente en las trampas de gas o petrdleo, v, r(x,y) es el campo de velocidad
del fondo estratificado incorporando el domo salino, y vp a(z,y) es la velocidad correspondiente en
las trampas de gas o petréleo.

Incorporando los desarrollos de Fourier de las expresiones y (5.3]), correspondientes al
campo de velocidad y de densidad en las zonas de las trampas, en las ecuaciones , obtenemos
las aproximaciones para el campo de densidad p(x,y) y para el campo de velocidad v,(x,y). La
aproximacién para p(x,y) es,

79



A 2nmwx M4 2my
00 n0 om
p(z,y) =~ pr(z,y) + 1 22(305( L. >+Z 9 COS( L, )
n=1 m=1
N
n0 nmx Bom . [ 2m7y
+Z 5 Lx>+z 5 sm< L, )
n=1 m=
N oM 2nmx 2mmy
+ZZAnmcos< - >cos< L, >
VoM 2nmx 2mmy ‘
+ZZBnmsin( . >sin< I, >
n=1m=1
N 2nmx 2mmy
—I—ZZCnmcos( Ny >sin< L, >

VoMU 2nmx 2mmy

2303 Do (20 ) con (2 )]
n=1m=1

donde la densidad del fondo estratificado incorporando la estructura de domo salino es pr(z,y),

que también admite desarrollo de Fourier, sin embargo el enfoque principal aqui es la variacién
especifica pa(z,y) en la zona de gas y petrdleo.

La aproximacién del campo de velocidad vy (x,y) incorporando el desarrollo de Fourier para el
campo de velocidad en las zonas de las trampas de petréleo y gas, se puede escribir de la siguiente
forma,

N M
E E 2nmx E 2mm
vp(x,y) = vp p(z,y) f%—zg)cos( 7 ) —i—Z gm cos< 7 y)
n=1 z m=1 v
N M
o 2nmw Fom . (2mmy
3 () - 2 e (%)
n=1 m=1
N oM 2nmx 2mmy
+ZZEnmcos< L. >cos< L, >
NN 2nmx 2mmy ‘
+ZZansin< L. )sin( L, >
n=1m=1
N 2nmx 2mmy
+ZZGnmCOS< I )sm( I, )

Al igual que para la densidad pp(x,y), la velocidad del fondo estratificado con la incorporacién
del domo salino, v, 7(z,y), es posible aproximarla por series de Fourier. Sin embargo, el enfoque
principal es aproximar el campo vy A(x,y) en la zona de las trampas de petréleo y gas.

En la figura se muestran los pasos principales para incorporar las aproximaciones de los
campos de densidad y velocidad en las trampas de petrdleo y gas, con el objetivo de evitar
discontinuidades en estos campos dentro de la zona de las trampas. Para determinar cuantos modos
M y N son necesarios para aproximar los campos de velocidad v, a(x,y) y de densidad pa(z,y) en

la zona de las trampas, realizamos una prueba de sensibilidad, con ntimero de modos crecientes
M = N = 15,25,40, 100.
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|Geometr|'a de fondo estratificado con domo salino |

!
| Adicion de trampas de petréleo y gas |
!
Discontinuidad en campos de densidadpy de
velocidad v,

]

Expansién de campos p, y v, 4 €n las zonas de las
trampas con series de Fourier
Hallar modos necesarios para evitar fenémeno de
Gibbs
Incorporar campos expandidos p4 y v, 4 €n los
campos p y v,

Figura 5.10: Diagrama de flujo con los principales pasos para la adicién de los campos en las zonas
de petrdleo y gas.

A continuacién, estudiamos los campos de velocidad vy o (z,y) correspondientes a las trampas,
usando diferente niimero de modos. Segtin se visualiza en las figuras y con ndimeros de
modos bajos la aproximacién del campo de velocidad en las zonas de las trampas no es adecuada, ya
que, para modo M = N = 15 modos no se distingue bien la separacion entre la trampa de petroleo
y la de gas, sin embargo para M = N = 25 modos comienzan a distinguirse los dos materiales.

0 0
0.5

0.5

-1 -1 0.4
0.4

-2 0.3 -2 0.3

> >

-3 0.2 -3 0.2

-4 0.1 4 0.1
0 0

-5 -5

-2 0 2 -2 0 2
X X

(a) vp,a(z,y) usando M = N = 15. (b) vp a(x,y) usando M = N = 25.

Figura 5.11: Campo de velocidad vp, A (2, y) aproximado con series de Fourier.

En las figuras y visualizamos mejores aproximaciones del campo de velocidad, ya
que es posible distinguir los dos materiales, podemos observar la separacién de los campos para el
petréleo y gas dentro de cada trampa. Sin embargo, para M = N =40y M = N = 100 se produce
un pequeno rizado debido al fenémeno de Gibbs. Este fenémeno, que es comun en las series de
Fourier, genera oscilaciones indeseadas cerca de discontinuidades o cambios abruptos. Aunque con
M =N =40y M = N = 100 modos se aproximan bien los campos de velocidad para las zonas de
petrdleo y gas, se amplifica el fenémeno de Gibbs, por lo que se ha optado por reducir el niimero de
modos a M = N = 25 (campo de figura . Esta reducciéon de modos atentia las oscilaciones
provocadas por el fenémeno de Gibbs en la malla considerada, permitiendo una aproximacién més
precisa del comportamiento del campo de velocidad en las regiones de las trampas de petrdleo y gas.
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(a) vp a(x,y) usando M = N = 40. (b) vp.a(z,y) usando M = N = 100.

Figura 5.12: Campo de velocidad v, a(x,y) aproximado con series de Fourier.
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(a) pa(z,y) usando M = N = 15. (b) pa(x,y) usando M = N = 25.

o

Figura 5.13: Campo de densidad pa (z,y) aproximado con series de Fourier.
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(a) pa(x,y) usando M = N = 40. (b) pa(z,y) usando M = N = 100.

Figura 5.14: Campo de densidad pa(x,y) aproximado con series de Fourier.

Por otra parte, es conveniente no elegir un nimero de modos alto con el fin de reducir simplificar la
convergencia y coste de las simulaciones a realizar.

Para determinar el nimero de modos que se utilizardan en la aproximacién del campo de densidad
en las zonas de las trampas pa (z,y), al igual que en el campo de la velocidad, también se realizaron
pruebas con diferentes nimeros de modos en las expansiones de Fourier: M = N =15, M = N = 25,
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M =N =40,y M = N = 100. Los resultados mostraron que con un nimero menor de modos,
como M = N = 15, las series de Fourier no logran aproximar adecuadamente el comportamiento
del campo de densidad en las trampas de petréleo y gas, como observamos en la figura[5.13al Por
otro lado, con nimeros de modos mas elevados, como M = N =25 M =N =40y M = N =100
ofrecen una buena aproximacién general, sin embargo para M = N =40y M = N = 100 se produce
un rizado, nuevamente debido al fenémeno de Gibbs. Dado que este efecto es menor en la malla
elegida con M = N = 25 modos, se ha decidido utilizar el desarrollo del campo de densidad pa (z,y)
con este nimero de modos, garantizando asi una representacién més suave y precisa.

Una vez seleccionado un niimero de modos adecuado para aproximar los campos en la zona de las
trampas pa(z,y) y vp.a(x,y), estos desarrollos se introducen en las expresiones de las ecuaciones
(5.4]), que se incorporaran en la formulacion del problema directo. En las figuras y se
muestran los campos de fondo estratificado considerando la estructura de domo salino pr y vy F,
con los desarrollos pa y vp A, correspondientes al campo densidad y de velocidad, respectivamente.

0 0

25

a a
2

5 2

- 15 .
-3 -3
A ‘ 1 15
1
2

-4 -4
(a) Campo pr(z,y) incorporando pa(x,y).(b) Campo vy p(z,y) incorporando
Up,A (1'7 y)

4

-2 0 2 -2 0
X X

Figura 5.15: Campos de fondo de densidad pr(z,y) y de velocidad v, (2, y), incorporando las
expansiones pa(z,y) y vp.a(z,y).

5.3.2. Comparacion de operadores de observacion aproxrimados

Para la inversion de campos de ondas, como hemos explicado anteriormente, es necesario ser capaz
de evaluar el operador de observacién aproximado f(v), que corresponde al desplazamiento de la
onda captada por el conjunto de los receptores para campos de densidad y velocidad caracterizados
por un vector de pardmetros v que representa los coeficientes de los desarrollos de Fourier. En
v se incluyen en primer lugar los coeficientes de la densidad y en segundo lugar los coeficientes
de la velocidad, ordenados en orden creciente de modos. Este operador se utiliza para evaluar
costes en formulaciones deterministas por un lado y para evaluar probabilidades condicionadas en
formulaciones bayesianas por otro. En nuestro estudio lo utilizamos ademas para generar los datos
sintéticos d°P® a través de la ecuacién .

La geometria en estudio se describe en la seccién5.1] Las discretizaciones espaciales utilizadas serdn
la discretizacién mediante elementos finitos en malla uniforme descrita en [5.2.1] y la discretizacién
espacial mediante elementos finitos en malla adaptada a los estratos y al domo salino descrita
en [5.2.1] Para asegurar estabilidad en la solucién del problema directo se aplic6 la condicién de
estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy, explicada en el capitulo[2] donde para asegurar la estabilidad
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se debe cumplir que 6t < 1 x 1073, por lo que utilizaremos este paso de tiempo y realizaremos
10,000 iteraciones, obteniendo un tiempo total de simulacién de 10 segundos.

Al igual que en la seccién las ondas elésticas seran emitidas por un conjunto de emisores
X, con k = 0,..., K, los cuales se posicionaran en la interfaz entre aire y suelo, es decir, en
y = 0. El barrido horizontal de emisores varfa desde la coordenada (—1'76,0) hasta (1'76,0) con un
espaciamiento de 0'04. En total, se utilizaran K = 14 emisores. Los receptores r;, con j =0,...,J,
al igual que en [5.1] se posicionaran de forma intercalada con los emisores. Estos receptores se ubican
desde la posicién (—1'68,0) hasta (1'68,0), con un espaciado de 0'04. En total, se utilizardn J = 13
receptores. Las caracteristicas de las fuentes se describen en la seccién .1

Se resuelve el problema directo de la propagacién de onda, incorporando los desarrollos de los
campos de densidad y velocidad ([5.6). Como resultado, obtenemos el desplazamiento de la
onda para cada instante de tiempo durante los 10 segundos de simulacién, y por lo tanto, obtenemos
el operador de observacién aproximado f(v) para cada una de las discretizaciones espaciales. En las
figuras[5.16a] y [5.16D] observamos el desplazamiento de la onda para la discretizacién espacial uniforme
y para la discretizacion espacial adaptada a la estructura de domo salino, respectivamente, durante
los 10 segundos para cada receptor. Al comparar, observamos que ambos campos de desplazamiento
de onda son bastante similares entre si.

10 50 10 60
40 40
20 20
0 0
-20 - -20
-40 -40
0 -1 0 1 -60 0 -1 0 1 *

Receptores Receptores

o]
(2]

Tiempo
E= (o]
Tiempo
B o

N
8]

(a) Solucién en mallado uniforme (b) Solucién en mallado adaptado

Figura 5.16: Valores observados en los receptores en funcién del tiempo para coeficientes que
incorporan la contribucién de los desarrollos de Fourier de pa(z,y) y vpa(z,y) definidos por
coeficientes v.

Para cuantificar la diferencia en las mediciones obtenidas usando las dos discretizaciones, calcula-
mos la diferencia porcentual relativa entre ambos conjuntos de datos, es decir, entre funiforme(¥) ¥
fadaptado (V). La diferencia porcentual relativa promedio es de 308 %.
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| ———

Tiempo

Receptores

Figura 5.17: Diferencia entre los valores medidos en los receptores para los dos mallados utilizados
en la simulacion.

Como hemos mencionado anteriormente, a las observaciones numéricas funiforme (V) ¥ fadaptado(¥),
se les anade ruido gaussiano utilizando la expresién de la ecuacién (5.1), donde utilizaremos

J

€= 135 i Z‘“ 1| exactol” \/ZJ L Z’“ 1| Wexactol® _ 34’6537 y un error porcentual de v = 5 %.
A continuacion, Vlsuahzamos los graficos de amplitud de la onda en cada instante de tiempo,
durante los 10 segundos de simulacién, en cada uno de los receptores rj, con j = 0,...,J, para
ambos operadores de observacién f(v) y para los datos sintéticos d°™ generados con ambos. En
la figura [5.18a], observamos la amplitud de la onda correspondiente al operador de observacion,
funiforme (¥). La figura grafica la amplitud de los datos sintéticos d?nbﬁforme obtenidos usando
la discretizacién uniforme. En la figura [5.19a] se ha graficado el operador de observacién con la
discretizacién adaptada al domo salino, mientras que en la figura se representa la amplitud de
los datos sintéticos generados usando esta misma discretizacién espacial. En ambos casos, tanto
para la discretizaciéon uniforme como para la adaptada, se ha utilizado un nivel porcentual de ruido
igual al 5% para la obtencién de los datos sintéticos.

100 100
50
- ’ T
= =
a O =
g £
< <
-50
-100 -100
0 2 4 6 8 10 2 a4 6 8 10
Tiempo Tiempo
obs
(a) funiforme(’/)- (b) duniforme(y)'

Figura 5.18: Datos obtenidos obtenido por los 13 receptores usando mallado uniforme e
incorporando los campos pa(z,y) ¥ vp,a(x,y).

En la figura [5.20] visualizamos un diagrama con la forma en la que vamos a usar las resolucién
del problema directos y los mallados considerados en el estudio del problema bayesiano inverso.
Utilizaremos como datos los generados con el mallado adaptado al domo salido con los campos de
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Tiempo Tiempo
(a) fadaptado(’/)- (b) dggzptado(u)'

Figura 5.19: Datos obtenidos obtenido por los 13 receptores usando mallado adaptado e
incorporando el domo salino y los campos pa(z,y) y vp a(x,y).

densidad y velocidad que incorporan el desarrollo de Fourier en la zona de los yacimientos de gas y
petrdleo. Al adaptar el mallado a los estratos, se espera mejor reproduccién de la propagacién de
ondas en el medio. Sin embargo, por motivos de reduccién de coste computacional, la verosimilitud
o probabilidad condicional emplea el operador de observacién asociado al mallado uniforme.

Resolucion de problema directofondo estratificado mas
domo salino

1

Incorporacién de trampas con campos pay Vpa

2

v

Discretizacién uniforme 'Dlscretlzaaon estratlflcgda

incorporando domo salino
i 1!

Obtener funiforme (V) | Obtener fadaptada (V) |

1

| Obtener d 3%, ;tada(V) |

!
Definir probabilidad
condicional

1
Usar en problema de
inversiéon Bayesiana

Figura 5.20: Diagrama de flujo sobre el procedimiento para la definicién de la probabilidad condicional
y su uso en el método inverso bayesiano.

5.4. Formulacion bayesiana inversa aproximada y resultados de muestreo

Como estudiamos anteriormente, el problema inverso bayesiano consiste en estimar los parametros
de interés a partir de informacién a priori con incertidumbre cuantificada, utilizando el operador de
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observacion y los datos sintéticos que se obtienen a través de la resolucién del problema directo
(resultados obtenidos en la seccién . En este caso, los parametros de interés v corresponden a
los coeficientes que generan campos de densidad y de velocidad en la zona de las trampas de petréleo
y gas, es decir, pa(z,y) y de vp a(z,y), aproximados utilizando series de Fourier (ecuaciones y
5.3))). Definimos el vector de pardmetros v como

AlOa---aANO, E1,07"'7EN,07
BlOw--,BN,O, F170,...,FN70,
AOI,---yAO,M, EO,l,---,EO,M7
VvV = B()1,...,BO7M, F()J,...,F[)’M, s (57)
Al,l,---aAN,M; El,l,u-»EN,Ma
Bll7--',BN,M7 F1717...,FN7M,
Cit,--.Cnm, Gia,...,GNM,
_D1,17-~~7DN,M; H171,...,HN7M_

en total, los parametros de v son:

» 2 constantes (Ao, Eoo).

» 4 x (M + N) términos unidimensionales: los coeficientes An o, Bn,0, Ao,nm, Bo,ar correspondientes
al campo pa(x,y), y los coeficientes En o, Fno, Eo,m, Fo,m correspondientes al campo vp A (2, y).

= 8 x M x N términos bidimensionales: los coeficientes Ay ar, Bnar, Cn,ar, D,y correspondientes
al campo de densidad pa(x,y), y los coeficientes En ar, Fn am, Gnov, Hy v correspondientes al
campo de velocidad vp a(z,y), con N = M =1, ...,25 modos.

En este caso, el enfoque del método inverso bayesiano, se basa en el muestreo de los campos pa (v)

y Up,A(V), por lo que analizamos el comportamiento de la distribucién de la probabilidad posterior

con respecto a los pardmetros de interés v. Utilizamos el teorema de Bayes, para caracterizar

la distribucién a posteriori de los pardmetros (y por tanto de los campos pa (V) y vpa(v)) [24]
conocidos los datos

p(d°™ | V) Pprior (V)

p(de>?) '

pposterior(’/ ’ dObS) = (58)

En la expresién (5.8) tenemos,

= p(d°™ | v) es a probabilidad condicionada del operador observable (o verosimilitud), que modela
cémo se generan los datos observacionales a partir de los campos verdaderos de la densidad y de
la velocidad,

" Pprior (V) es la distribucién de la probabilidad a priori, que incluye informacién inicial sobre los
pardmetros de interés, en este caso, incluye la informacion inicial sobre los campos de densidad y
de velocidad en la zona de las trampas de petrdleo y de gas,

= p(d°P) es un factor de normalizacion.

Al incorporar los pardmetros de interés 1' en la probabilidad condicional p(dObs | v) obtenemos
la siguiente expresion:

obs _ 1 1 obs T
p(d b |v) = \/(27r)P/2 ot T exp <—2 (f (v)—d b )

rato (F) - @),

(5.9)

donde
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» f(v) es el operador de observacién del modelo directo con el mallado uniforme,

d°P son los datos sintéticos son los datos sintéticos obetenidos segiin se indica en la subseccion

con el mallado adaptado,

s T uido €S la matriz de covarianza del ruido en los datos observados. En nuestro caso, serd una

. . 2
matriz con diagonal constante oz ;.

Para la probabilidad a priori, se incorpora el parametro inicial vy, que representa las informacion
disponible sobre los coeficientes de los desarrollos de Fourier truncados a N y M términos de
las perturbaciones pa(x,y) v vp.a(z,y) de los campos de densidad y velocidad de referencia en el
entorno del domo salido, donde se espera que pueda haber trampas de gas y/o petréleo. Tomaremos
vp nulo, lo que implica que los campos de densidad y velocidad en estas regiones se consideraran
con los valores de fondo especificados en la tabla[5.1} Por lo tanto, los campos iniciales de densidad
y de velocidad en la zona de las trampas de petréleo y gas se definen como,

PAy (l‘a y) = 07

(5.10)
Up Ao (2, y) = 0.

Suponemos que la probabilidad a priori de los pardmetros v (los coeficientes de los desarrollos de
pa(x,y) v vpa(z,y)) en la probabilidad a priori pprior(v) viene dada por una distribucién normal
de media vy

1 1 T ot
prior\V ) = —= \V =V I rior \V — V s 5.11
Pr) = (<5000 Tk o) 65.11)

siendo Irior €s matriz de covarianza a priori de los campos de interés y P la longitud de v. Para
simplificar, tomamos una matriz diagonal definida a partir de las varianzas de la densidad ag =001
y de la velocidad o2 = 0'18. En nuestro caso, estos valores los calculamos a partir de las desviaciones
observadas en la tabla [5.21

Incorporando las expresiones (5.9) y (5.11]) en la probabilidad a posteriori del teorema de Bayes,
obtenemos

1 1
(QW)P\/det(Fruido) \/det(l“prior)

exp ( -5 [(f@) =) Lk (£ - ) (512

= (v-w) Tl (v- uo)] )

La probabilidad posterior dada por la expresién (5.12]) puede expresarse en términos de un funcién
de costo, en la forma exp{—Jeg(v)}, donde

pposterior(’/ ‘ dObS) X

2 1
+ 5 I~ woll
ruido

1
Jreg(v | A7) = 3 Hf (v) — d°s (5.13)

prior )

siendo ||lv||r = v I''v la norma cuadrética asociada a la matriz de covarianza I

Tanto el cédlculo de la verosimilitud en la probabilidad a posteriori como el calculo del coste,
conllevan la evaluacién del operador de observacion para cada propuesta de parametros v. Para
ello, es preciso resolver el problema directo para campos de densidad y velocidad que corrigen los
campos de fondo con los desarrollos de Fourier truncados con coeficientes dados por v.

La distribucion a posteriori no normalizada se puede muestrear mediante métodos de cadenas
de Markov Monte Carlo (MCMC) utilizando el esquema AIES presentado en capitulos anteriores.
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Si la informacién a priori proporcionada por vg y Ipiior €s adecuada, se espera que la funcién de
costo Jyeg (V) sea convexa, lo que podria indicar la presencia de un tnico méximo global, gracias
al efecto regularizador del término ||v — vo||r,,,,,.- No obstante, dado que el enfoque se basa en el
muestreo, la exploracién de la probabilidad a posteriori no esté enfocada a estudiar probabilidades
con un Unico maximo, sino a converger a la distribucién de probabilidad posterior de los parametros
aunque sea multimodal.

5.4.1. Resultados de muestreo AIES

Para obtener un muestreo de los campos de densidad y de velocidad en la zona de las trampas,
hemos utilizado un método de cadenas de Markov Monte Carlo de tipo AIES (explicado en el
capitulo . Como comentamos anteriormente, el pardmetro inicial vy es nulo, es decir, pa,(x,y) =0
y UP:AO (.f, y) =0.

La figura ha sido elaborada a partir de 1,650 cadenas y 1,500 iteraciones. Utilizamos las
muestras generadas para visualizar la estructura de los campos de densidad y velocidad en las zonas de
las trampas de petréleo y gas. Estas muestras representan campos distribuidos segin la distribucién
a posteriori, proporcionando una representacién indirecta de la variabilidad e incertidumbre de los
pardmetros de interés de pa(z,y) y vp a(x,y). La figura representa el campo de densidad de
fondo pp corregido con el campo pa (V) correspondiente a la muestra de probabilidad méxima vyap.
El andlogo para la velocidad refleja fluctuaciones menos apreciables.

2.6
2.4
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>
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1.4
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5 |
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Figura 5.21: Campo de densidad con probabilidad méxima obtenido en 1,500 iteraciones, incluyendo
pA(z,y).

En la figura [5.21] se puede observar que, después de 1,500 iteraciones, se logra identificar la
presencia de otros materiales de baja densidad en la zona de los yacimientos reales de gas y petréleo.

Cabe destacar que la informacién a priori introducida es limitada, pues hemos usado el valor cero
para todos los coeficientes de Fourier. A pesar de esta simplificacién, el método logra identificar la
presencia de trampas con distintos materiales.

No obstante, las representaciones de Fourier presentan desafios para caracterizar con precisiéon el
contenido de las trampas, particularmente en la seleccién de matrices de covarianza adecuadas. En
este capitulo, la matriz de covarianza se ha definido mediante un enfoque genérico, sin incorporar
conocimiento especifico previo sobre la estructura espacial de los campos.
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Capitulo 6

Estrategias de inversion basadas en campos aleatorios

En el capitulo anterior hemos utilizado series de Fourier para parametrizar funciones de densidad
y velocidad que deseamos precisar a partir de datos indirectos disponibles. Es posible recurrir a
otros tipos de caracterizaciones, que seran mas o menos adecuados seguin el caso. En este capitulo
formulamos un marco basado en el uso de desarrollos Karhunen-Loeve. Técnicamente, este punto
de vista aporta una nueva faceta, al permitir considerar los campos a determinar como campos
aleatorios. En todos los capitulos anteriores hemos reducido el problema al estudio de un conjunto
finito de parametros que en el marco bayesiano se traducen en un numero finito de variables
aleatorias. Los capitulos 2-4 abordan una drastica reduccién de dimensionalidad al caracterizar los
campos buscados mediante funciones constantes a trozos, definidas por unos pocos parametros que
controlan la geometria y naturaleza de las regiones donde se presentan variaciones abruptas. El
capitulo anterior representa un paso intermedio, puesto que los campos en estudio vienen descritos
por funciones infinito dimensionales, pero se caracterizan por una coleccién finita de coeficientes.
Si bien en esta seccion también truncaremos los desarrollos de Karhunen-Loeve por simplicidad
computacional, desde el punto de vista tedrico, es un paso en la direccién del estudio de formulaciones
aleatorias infinito dimensionales, que se alcanzarian en el limite de nimero infinito de modos. Los
desarrollos de Karhunen-Loeve estan asociados a covarianzas que se esperan sean adecuadas para
los campos aleatorios en estudio. Una dificultad en la aplicacion practica de estos desarrollos es la
determinacién de operadores de covarianza adecuados, ya que pobres elecciones pueden conducir a
pobres resultados. Otra dificultad es la construccién practica del conjunto completo de funciones de
base del desarrollo para operadores de covarianzas generales.

Comenzaremos este capitulo recordando algunos conceptos sobre campos aleatorios y la teoria de
Karhunen-Loeve. Tras ello, explicaremos cémo representar los campos de densidad y de velocidad
en este marco en la geometria de domo salino considerada en el capitulo anterior. Revisaremos la
formulacién del problema bayesiano de domo salino en este contexto y discutiremos las técnicas de
muestreo adecuadas, concluyendo con detalles sobre la implementacién.

6.1. Breve recordatorio sobre variables y campos aleatorios

Cuando los pardmetros de interés varian de forma aleatoria en el espacio, es necesario modelar esta
incertidumbre utilizando campos aleatorios. Estos permiten describir cémo los pardametros pueden
cambiar de manera incierta en cada punto del espacio, anadiendo una dimensién estocéstica al
problema [20,22]. Un campo aleatorio puede ser entendido como un conjunto de variables aleatorias
asociadas a cada punto del espacio en un dominio continuo. Esto implica que en cada ubicacion
espacial se asigna una variable aleatoria que describe el valor incierto del parametro en ese punto.
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Una variable aleatoria X se define como una funcién medible X : A — F desde un espacio muestral
A (conjunto de posibles resultados de un experimento) hasta el espacio medible E. El espacio de
medicién o de probabilidad (A, X, 1) estd formado por: un conjunto A (el espacio de muestras), una
o-algebra X' de eventos medibles en A (cerrado por unién, interseccién y complementacién) y una
medida p: X — R U {£o0} (satisface p(0) = 0 y la medida de la unién de conjuntos disjuntos es la
suma de las medidas) [52,56].

Dados 2 ¢ RV y un espacio de probabilidad (A, X, 1), un campo aleatorio es una funcién
k: 2 x A — R, tal que la funcién k(x,-) : A — R es una variable aleatoria para cada x € (2,
mientras que cada funcién k(-,a) : 2 — R, o € A es una realizacién. De forma intuitiva, podemos
decir que un campo aleatorio es un conjunto de variables aleatorias que representan valores inciertos
de los pardmetros de interés en cada punto espacial [56].

Un campo aleatorio es de segundo orden, si k(x, -) es cuadrado integrable para todo x, € £2. Su
promedio lo podemos definir como [52],

y su convarianza [52],

para todo x,y € (2.

Un campo aleatorio es Gaussiano si, dados D puntos xi,....xp € 2 C RV, se tiene que
[k(x1,+),..., k(xp,-)] es una variable aleatoria Gaussiana multivariada. Los campos aleatorios Gaus-
sianos estdn determinados por su promedio k(z) y covarianza C(x,y).

- Si un campo Gausiano es estacionario entonces su promedio es constante en todo el espacio, es decir,
k(x) = k y su covarianza se puede expresar como C(x,y) = C(x—y). Si ademads el campo Gaussiano
es isotrépico entonces la covarianza depende de la distancia de los puntos, C(x,y) = C||x—y]|| [52,56].

6.1.1. Teorema de Karhunen-Loéve

El teorema de Karhunen-Loeve (KL) proporciona una representacién espectral de campos alea-
torios que facilita su andlisis y simulacién. Este teorema establece que cualquier campo aleatorio
estacionario con una funciéon de covarianza adecuada puede ser representado a través de una
expansién infinita en términos de sus valores propios y funciones propias.

Dado un campo aleatorio k con una funcién de covarianza C(x,y), existe una descomposicién
espectral en términos de valores propios no negativos {\;}icn, ordenados de forma decreciente
A1 > Ay > --- >0y funciones propias ¢1, ¢2,...,d;,... en L?(§2) tales que [95],

/Q O, ¥)ds(6) dx = Nds(ey), i €N,

donde \; > 0y ¢; son ortogonales, i € N. La coleccién {¢;};en forma una base en L?(£2). Ademss,
el campo aleatorio k(x, ) admite la expansién de Karhunen-Loeve [5],

k(x,a) = B + S VAidi(0Zia), x€ 2,
=1
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donde k es la media del campo aleatorio Gaussiano y Z; son variables aleatorias independientes y
no correlacionadas (i.i.d) [62,/67]. Esta expansién permite representar el campo aleatorio de manera
eficiente en términos de funciones ortogonales ¢; y valores propios )\,ﬂ

La base ortonormal {¢;};cn es fundamental para la representacién del campo aleatorio en el
espacio L?(2). Para obtener \; y ¢;, se resuelve el problema de valores propios asociados con el
operador de covarianza definido por la funcién de covarianza del campo aleatorio. Para el ntcleo
Matérn, este operador estd relacionado con el operador diferencial fraccionario [64] dado por la
ecuacion . En general, los desarrollos KL proporcionan bases de convergencia rapida para la
generacién de muestras de distribuciones Gaussianas N (0, C) [34].

La expansion espectral del campo aleatorio se realiza utilizando la serie de Karhunen-Loeve (KL),
truncada a M términos para aproximar realizaciones del campo [22],

M
k(x,0) 2 K™ (x,2) = k(x) + YV Nigi(x)Zi. (6.1)
=1

Esta expansién permite aproximar el campo aleatorio en términos de una serie truncada de funciones
propias ponderadas por variables aleatorias independientes. Solo se retienen un niimero finito de
términos en la expansién, seleccionados segin la magnitud decreciente de sus valores propios. Los
valores propios mas pequenos contribuyen menos a la variabilidad total del campo, por lo que
truncar la expansién en estos términos permite una reconstruccion precisa del campo aleatorio con
un numero manejable de términos [22], y un error estimable.

El truncamiento de las desarrollos KL es crucial para la eficiencia computacional, ya que reduce
la dimension del problema sin sacrificar significativamente la precisién. Es una técnica estandar de
muestreo de campos aleatorios cuando se conocen los autovalores y las autofunciones, éste es el caso
de los nicleos de tipo Matérn, por ejemplo.

6.1.2. Nuicleo Matérn

El ntcleo de Whittle-Matérn es una funcién covarianza C(x,y), que se usa para modelar la
correlacion espacial de los valores del campo en funcién de la distancia entre dos puntos. Se define
como [5],

1— x — n x —
Colxv) = Cylllx =yl = 02 (VI e, (IR o

I'(n) 14

donde o2 es la varianza, 1 es el pardmetro de regularidad, ¢ es el pardmetro longitud de correlacién,
y K, es la funcién de Bessel modificada de segunda clase.

El campo aleatorio asociado con la covarianza Matérn se puede muestrear a través de la siguiente
ecuacién en derivadas parciales estocéstica en RY [4,5],
1 N
\/W(I — ANy (x,y) = W(x,y),
2 (4m)N/2T(n+N/2)

donde W (x,y) es un proceso de ruido blanco Gaussiano con varianza unitariay f = o T
es una constante que depende de los parametros del nicleo Matérn. Para generar muestras del
campo aleatorio, se requieren condiciones de frontera en £2 C R, tipicamente Dirichlet, Neumann

2 Como el problema que se resolvera es en dos dimensiones, las expansiones KL dependeran de
variables x con dos componentes.
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o periddicas. Se puede resolver en un dominio mas grande que contenga {2 para reducir el efecto de
estas condiciones de frontera en las correlaciones cerca de la frontera [20]. El operador de covarianza
correspondiente a la funcién de covarianza de la ecuacién (6.2) estd dado por [54/79],

BEN(I — 2 2) 7,
donde A es el operador Laplaciano, I es el operador identidad y IV es la dimensién espacial. Este
operador de la covarianza actia sobre las funciones u(x,y) del campo aleatorio, y tiene la forma de
un operador diferencial regularizado, que atenta las fluctuaciones bruscas (asociada a A) segin
la escala de longitud ¢ [64]. Sin embargo, para evitar complicaciones relacionadas con el factor de
escala (3 y la forma fraccionaria de los operadores, es posible utilizar un operador alternativo de la
forma,

21 — A,

donde 7 = % es el inverso de la escala de longitud. La eleccién de este operador es 1til en aplicaciones
practicas, ya que evita problemas de estabilidad en las simulaciones numéricas al trabajar con
potencias fraccionarias del Laplaciano.

Para resolver el sistema en un dominio acotado £2 C R con condiciones de frontera homogéneas
(por ejemplo, Dirichlet o Neumann), es 1til expresar el operador en términos de sus valores propios y
funciones propias. Si ji; v ¢;, i € N, son los valores propios y funciones propias del operador 721 — A,
entonces el operador potencia fraccionaria (721 — A)* actdia sobre una funcién u(x,y) como [5],

(21— APu = it s = /Q u(,y)65(%, ) dx, (6.3)

i=1

donde wu; son los coeficientes de la expansién de u(x,y) en la base de funciones propias ¢;(x,y). Aqui,

. N/2 . . .
w; son los valores propios del operador 721 — A, y s = % corresponde a la potencia fraccionaria
que aparece en la ecuacién diferencial asociada con la covarianza Matérn.

Los valores propios \; del operador fraccionario (721 — A)*® estdn dados por,
)‘i = /‘L;S,

donde p1; son los valores propios originales del operador 721 — A. Las funciones propias ¢; permanecen
iguales, ya que son las soluciones del problema de valores propios asociados a 721 — A. De esta
forma, podemos generar realizaciones de campos con esta covarianza mediante el desarrollo (6.1)).

Sin embargo, no se suele disponer de caracterizaciones analogas de autovalores y autofunciones
para operadores de covarianza no Matérn, por lo que es preciso recurrir a otras estrategias de
muestreo de campos aleatorios.

6.1.3. Muestreo de campos aleatorios para covarianzas arbitrarias

Consideremos un campo aleatorio Gaussiano k(x, «) con covarianza c. En primer lugar, numeramos
los puntos del mallado de la regién computacional (u otra coleccién de puntos en esa regiéon) como
X1,...,xp € 2 C RN, Tras ello, consideramos la variable aleatoria Gaussiana multivariada [22

) ) D b

[k(x1, ), k(xp,-)]

que tiene media k = [k(x1),...,k(xp)] y covarianza. C = (c(x;,X;))i,j-

A continuacién calculamos la descomposicién espectral C = UAU?, donde A es una matriz
diagonal cuya diagonal estd formada por los autovalores Aq,...,Ap y U es una matriz ortogonal
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cuyas columnas son los autovectores normalizados. Podemos generar realizaciones aproximadas del

campo k utilizando k ~ N'(k, C) = N'(k, UAU?), es decir

D
k=k+UAr=k+> AU, (6.4)
i=1
conr = [ry,...,rp] ~N(0,I). Para D grande, podemos truncar a ¢ términos con error Ziqﬂ i
Si cambiamos los puntos x1,...,xp € 2 C RV, es preciso recalcular todo, a diferencia de lo que

ocurre con los desarrollos de Karhunen-Loéve. Caso de que los autovalores y autofunciones para el
desarrollo KL infinito dimensional sean conocidos, el empleo de la relacién requiere evaluar las
autofunciones en todo el mallado. Segin el nimero de autofunciones que se preserve y la dimension,
la estrategia expuesta aqui puede ser mas eficiente computacionalmente.

6.2. Problema inverso bayesiano en términos de campos aleatorios

La cuantificacion de la incertidumbre en problemas de las EDP con parametros parcialmente
conocidos se realiza modelando estas cantidades desconocidas como variables aleatorias con funciones
de distribucién de probabilidad adecuadas. Al tratar con campos hemos de recurrir a campos
aleatorios. Los métodos espectrales son cominmente utilizados para resolver EDPs que involucran
campos aleatorios debido a su alta precisién y eficiencia [7,(96]. En ellos, los campos aleatorios se
representan en términos de desarrollos de tipo KL o aproximaciones discretas. Como hemos visto,
los desarrollos KL expresan los campo aleatorios como una serie infinita de funciones ortogonales
ponderadas por variables aleatorias [34]. En principio, el problema inverso a plantear para deteminar
tales campos seria infinito dimensional. El objetivo seria caracterizar una probabilidad a posteriori

m(du) oc exp(¢(u))mo(du) (6.5)

donde u es una funcién de cuadrado integrable en un dominio de R, ¢(u) es el logaritmo de
funcional de verosimilitud y mp = N (0, C') es una distribucién a priori Gaussiana [34]. Bajo una
distribucién m de este tipo, los campos aleatorios se descomponen en la forma » .2, V\i#iZ;, donde
Z; son variables Gaussianas de media cero y desviacién unidad. Bajo la distribucién posterior 7, Z;
pasan a estar distribuidas segtn esta distribucién que ha de ser aproximada mediante muestreo.
En implementaciones précticas, este problema infinito dimensional se trunca a formulaciones finito
dimensionales que han de tener un comportamiento consistente segtin el niimero de términos
preservado tiende a infinito.

En esta seccién, formularemos el problema inverso bayesiano finito dimensional, en términos de
aproximaciones de los campos aleatorios que definen los campos de densidad y de velocidad de
propagacién de onda, con el objetivo de identificar realizaciones que maximicen la probabilidad a
posteriori y de estimar la incertidumbre en torno a ellos. Para abordar el problema inverso bayesiano
en este contexto [97] conviene tener en mente los siguientes puntos

1. Objetivo del problema inverso: el objetivo es inferir los campos de velocidad v, (x) y densidad
p(x) de toda o parte de la regién en exploracién, con incertidumbre cuantificada.

2. Generaciéon de datos: a falta de datos reales con errores y geometrias suficientemente caracte-
rizados, utilizamos datos sintéticos. Como se ha explicado en el capitulo anterior, resolvemos el
problema directo usando campos deterministas de velocidad y de densidad conocidos en una
geometria prefijada y con unas fuentes emisoras determinadas, evaluamos la solucién numérica
en una red de receptores dada y perturbamos los valores obtenidos con ruido de magnitud
estipulada. De esa forma obtenemos los datos sintéticos d°PS. Mantendremos en los ensayos
numéricos los mismos datos sintéticos empleados en el capitulo anterior.
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3. Generacion de campos aleatorios: se generan muestras de los campos aleatorios de densidad
y velocidad que aparecen como coeficientes en el modelo directo usando el método descrito en la

seccion [6.31

4. Resolucién del problema directo y operador de observacién: en este contexto, las
magnitudes de interés en el método inverso bayesiano, que son el campo de velocidad de
propagacién y el campo de densidad, serdn modelados como campos aleatorios vy (x, @) y p(x, @).
Mediante el procedimiento descrito en la seccién aproximamos estos campos en dimensién
finita, en términos de una coleccion finita de variables aleatorias. Para cada realizacion de
estos campos, podemos resolver el problema directo y construir el operador de observacion
f(vp(x, @), p(x, a)) evaluando la solucién en los receptores.

5. Problema bayesiano inverso: por el teorema de Bayes, expresamos la probabilidad a posteriori
de tener unos campos de velocidad y densidad generados por una coleccién determinada de
variables aleatorias dados los datos medidos a partir de la verosimilitud y la probabilidad a
priori. La solucién del problema bayesiano inverso es precisamente esta probabilidad.

6. Muestreo de campos: Para caracterizar la probabilidad a posteriori se recurre a generar
muestras de los campos distribuidas segin ella. Es preciso recurrir a métodos de cadenas
de Markov Monte Carlo especificos de problemas de alta dimensién o infinito dimensionales.
Recurriremos al muestreador funcional de conjuntos (FES) especialmente disenado para este
tipo de problemas.

Detallamos a continuacién los puntos principales.

6.3. Construccion de campos aleatorios de velocidad y densidad asociados a un
mallado

Como hemos comentado, en este capitulo, consideraremos la densidad y velocidad como campos
aleatorios. Dada la complejidad/elevado coste del célculo y de autovalores y autovectores para el
problema espectral de Karhunen-Loeve, una alternativa eficaz desde el punto de vista practico
consiste en recurrir a descomposiciones ortogonales asociadas a matrices de covarianza definidas
sobre mallados.

Fijado un mallado, por ejemplo el mallado a utilizar para la resolucién del problema directo,
tendremos la matriz C,,, para el campo de densidad, y para el campo de velocidad de propagacion,
tenemos Cnvp- Estas matrices se construyen en funcién de la distancia euclidiana entre los puntos del
mallado bidimensional, 7, ; con m,k = 1,..N. En las pruebas de inversion, el mallado bidimensional
que utilizaremos sera equiespaciado, por cuestiones de coste computacional. Para la obtencion de las
matrices de covarianza de cada campo utilizaremos la expresién . La eleccion de los pardmetros
f, ny o depende de la informaciéon que tengamos sobre los campos. Este es un punto muy dificil, y
es preciso ser consciente de que una eleccion inadecuada impone en todo el proceso el trabajo con
campos de velocidad y densidad poco adecuados |24].

Para ilustrar el método, y por simplicidad de evaluacién de la matriz de correlacion, consideramos
un factor de suavizado n = 0’5 y una longitud de correlacién [ = 1. Dado que el factor de suavizado
es n = 0’5, si reemplazamos por este valor en la ecuacion , la expresién se reduce a una
exponencial, por lo que la covarianza Matern C,, y Cmp se calculard utilizando las expresiones

©.9 v (7.

Cp,(m, k) = ‘72 exp <—7“ka> , (6.6)
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o (1) = o, exp (1722, (67

donde 02 y agp representan a las varianzas de los campos de fondo p y vy, respectivamente, 7, 1 es
la distancia euclidiana entre los puntos m y k en el mallado bidimensional (z;,,,¥j..) v (Ziy, Yj, ), €5
decir, 7k = /(Ti, — ip)2 + Yjn — Yji )%

En el caso modelo de domo salino, las varianzas del campo de la densidad y de la velocidad que
aparecen en las ecuaciones (6.6]) y se calculan usando los datos de la densidad p(x) y de la
velocidad de progacién vy (x) correspondiente al fondo estratificado incorporando el domo salino, y
sin la incorporacién de las anomalias de gas y de petrdleo (ver las propiedades en la tabla ,

1 & 1 &
ol = ) > (on—p)? ol = ) > (v — )7
n=1 n=1

donde D es el nimero de puntos en el mallado bidimensional uniforme, p y ¥, corresponden al valor
promedio de la densidad p(x) y de la velocidad de propagacién vp,(x). Las varianzas calculadas son
oy = 03401y o7 = 2/6239.

A continuacion, construimos la matriz de covarianza Matérn total para ambos pardmetros de
interés, Cy;, 2p, donde se concatenan las matrices C,, y Cmp en bloques diagonales, es decir

C 0
Cyap = [ e ] . (6.8)
Up

De las matrices de covarianza C,, y Cnvp se obtienen los valores propios A\,; y ¥ Ay, y los
autovectores ortonormales ¢,; y ¢y, correspondientes al campo de densidad y de velocidad,
respectivamente. Los valores propios se ordenan de mayor a menor y se pueden seleccionan los
primeros M valores propios y funciones propias de modo que

M
ko~ >\ ApibpiZi, (6.9)
=1

M
Ky, > /Ay iuy.i Zi (6.10)
i=1

proporcionen una buena aproximacion porque el resto de términos es de pequenio tamano. Segin
se observa en [34], los autovalores de estas covarianzas decaen rapido. Aqui, k, y k,, son vectores
que representan campos aleatorios de media cero con covarianza dada evaluados en los nodos
ordenados del mallado y Z; corresponde a muestras de una distribucién Gaussiana estandar, que
son independientemente e idénticamente distribuidas (i.i.d.). En las figuras y se muestran

campos obtenidos usando (6.9)-(6.10) con M = 10 términos.

Para construir campos aleatorios que representen la densidad y velocidad incorporando nuestra
informacién a priori sobre los valores en los distintos estratos consideramos esta informacién como
media y le sumamos los campos aleatorios de media cero generados. En el mallado bidimensional
uniforme, evaluamos la densidad p(x) y la velocidad v, (x) del medio estratificado sin incluir las
anomalias del costado del domo salino (trampas de petréleo y gas), es decir, sélo considerando
el fondo estratificado junto con la estructura de domo salino (ver tabla . A estos campos
deterministas se les anadira la componente estocastica generada a través de la covarianza Matérn

C,,2p segin y (6.10) para obtener ko, y Koy, -

Los campos resultantes pueden alcanzar valores negativos, cuestion que se puede evitar en la
practica de diversas formas. Una opcién consiste en recurrir a distribuciones de tipo log-normal,
en las que p = exp(p) y vp = exp(¥p), y se trabaja con los desarrollos KL de p y ©,. Otra opcién
al implementar el problema inverso consiste en truncar la probabilidad a cero si aparecen valores
negativos.
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Figura 6.1: Campos aleatorios de media cero generados con covarianzas Matérn.

6.4. Representacién de la informacion a priori

Sean Ep y Evp la densidad y la velocidad de propagacién del medio estratificado de referencia
(geometria de domo salino sin yacimientos a los costados) en nuestro caso modelo (geometria de
domo salino con yacimientos) evaluadas en los puntos de un mallado uniforme ordenados x1,...,xp.
Como hemos senalado en la seccién los campos

D
ko =K, + > VAidpiZi, Z; iid, (6.11)
=1

D
Ko, =Ko, + Y y/ Aoy, Wi, Wi idd, (6.12)
=1

proporcionan una realizacién aproximada de campos aleatorios de densidad y velocidad que incluye
informacién disponible sobre el medio de referencia, asi como restricciones sobre su variabilidad y
regularidad a través de las covarianzas Matérn empleadas para el cdlculo de los autovalores \; y las
autofunciones ¢;. Sin embargo, pueden tomar valores negativos. Podemos optar por dos estrategias
distintas para imponer la positividad, asi como por formulaciones en términos de los vectores k o m.

6.4.1. Formulacion en términos de los coeficientes m

Dada una aproximacién a priori k,o y Ky, 0, definimos mg = [m, o, m,, o] ensamblando los
coeficientes ordenados de los desarrollos primero de k, o y a continuacién de ky,.0- En total, se tienen
2D elementos para un mallado con D puntos. Como se ha hecho en las secciones anteriores, podemos
definir la probabilidad a priori como una distribucién normal truncada con media [mj, o, m,, o]

1
V/ (2m)P det(Lprior)

cuando los campos k dados por los coeficientes m no toman valores negativos, y pprior(m) = 0
en otro caso, siendo Ipior la matriz de covarianza a priori. Por la definicién de los vectores m en

relacién a los desarrollos (6.11)-(6.12)), tenemos que Iprior = A (0,I). En el caso modelo en estudio,
tomaremos mg = 0.

Poprior (m) =

exp (= 0= o) L (m - mo) ) (613
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Dadas muestras m = [m,, m,_|, los campos k,(m) y k,, (m) a introducir en el problema directo
asociado vendrian dados por

D
kﬂ(m) = Ep + Z V )\p,id)p,z’ myi, (6.14)
=1

D
ky, (m) =k, + Z \/ Avp,i Pup,i Moo, i (6.15)
i=1

Si se desea trabajar con campos forzosamente positivos, se puede escribir

D
kp70 = IH(EP) + Z S\F,J(Z)pﬂ' ZZ‘, Z; iid,
=1

D
Ky,0 = In(ky,) + 3 ng Wi, Wi iid,
=1

asumiendo que son los logaritmos de la densidad y de la velocidad quienes siguen distribuciones
Matérn con desviaciones ¢, = In(o,) y G, = In(0oy,), con autovalores \,;, Ay, i, y autovectores
Ppis Pu,,i, respectivamente. Los autovectores resultan ser los mismos que en el caso anterior. Los
~o =2
; . N o N o .
autovalores estan relacionados por \,; = )\mg—g Y Avpi = )‘vp,iﬁ' En este caso, construimos
P
my = [m, o, m, o] ensamblando los coeficientes ordenados de los desarrollos primero de k,o y a
PY Py 14

continuacion de ky, o-

La probabilidad a priori se define otra vez como (6.18]), pero sin truncamiento ya que los campos
a introducir en el problema directo serdn positivos. Dadas muestras m = [m,, m, | se generan los
campos de densidad y velocidad a través de las formulas:

. D

~ _ o _ ~

k, =In(k,) + a—p E VApi®pimyi, ky(m)=exp(k,), (6.16)
Pi=1

~ D
~ . — O’,Up 4 = ' . ~
ky, = In(ky,) + D "\ Avpii®ugi iy Ky, (m) = exp(ky,), (6.17)

v .
P =1

de modo que k,(m) y k., (m) serfan los valores a introducir en la resolucién del problema directo
asociado.

6.4.2. Formulacion en términos de los valores de los campos k

B Alternativamente, se puede trabajar directamente con correcciones k a los campos de referencia
k. Para kg = 0 y I'yrior = Cyy2p, la probabilidad a priori queda definida como

1
2m)P det(Cy 2p

pprior(f() - \/( ) exXp (_;ETCnéD f() y (618)

cuando los campos k + k no toman valores negativos y pprior(f{) = 0 en otro caso. Dadas muestras
k = [k,, ky, |, los campos a introducir en el problema directo asociado vendrfan dados por k, = Ep—l—kp
y kvp = kvp + kvp-

Si se desea trabajar con campos forzosamente positivos, se puede trabajar con distribuciones
log-normal de modo que
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- 1 loe s | =~
Pprior (k) = - exp (—2kTCnéD k) : (6.19)
\/(2m)P det(C2p)

asumiendo que son los logaritmos de la densidad y de la velocidad quienes siguen distribuciones
Matérn C;2p con desviaciones ¢, = In(o,) y Gy, = In(oy,). Dadas muestras k = [k,, k], los

campos a introducir en el problema directo asociado vendrian dados por k, = k,exp(k,) vy
k,, = ky, exp(ky, ).

6.5. Definicién del operador de observacion y la verosimilitud

Dadas realizaciones k, y k,, de los campos aleatorios de densidad y velocidad, se resuelve el
problema directo segin se ha descrito en el capitulo [5| utilizando el mallado uniforme equiespaciado
y se evaliia la solucién numérica en los receptores elegidos. En la seccion hemos discutido
distintas parametrizaciones v posibles y la forma de obtener los campos k = k(v) a partir de ellas.
Resolviendo el problema directo para esos campos, obtenemos el operador de observacién numérico
f(v), asociado a cada realizacién. Se mantiene la geometria, los esquemas de discretizacién y la
eleccion de parametros del capitulo anterior en los ensayos numéricos de este capitulo. Preservamos
igualmente los datos sintéticos d°®. Utilizaremos los datos sintéticos generados para la geometria
exacta de domo salino resolviendo el problema directo en un mallado adaptado a esa geometria y
anadiendo ruido, segiin se detalla en la seccién del capitulo

Dados los datos y elegida una parametrizacion de la densidad y velocidad, se define la verosimilitud
a través de la expresion

1

obs v) =
p(d™ [ v) v (2m) P2 det(Thyiao )

ruido

exp ( . %(f(v) —d Tl (f(v) — dObS)), (6.20)

donde:

» f(v) es el operador de observaciéon numérico definido,
= v son los coeficientes que permiten definir los valores de los campos de densidad k,(v) y velocidad
k,, (V) en los puntos ordenados del mallado a través de desarrollos de tipo KL,

d°bs son los datos sintéticos, un vector de longitud P,

= Iluido €S la matriz de covarianza del ruido en las observaciones, ya introducida en el capitulo

anterior como una matriz diagonal con diagonal constante ofuido.

6.6. Definicion de la probabilidad a posteriori

Elegida una parametrizacién caracterizada por coeficientes v, el teorema de Bayes en nuestro
contexto proporciona la relacion,

(A | V) pprior ()
p(d°>s) ’

pposterior(V ‘ dObS) = (6.21)

donde:

= p(d‘)'OS | v) es la verosimilitud o probabilidad condicionada al operador observable, que modela
como se generan los datos observacionales a partir de campos dados,
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" Pprior (V) es la distribucién a priori, que incluye informacién inicial sobre los parametros en estudio,
en este caso, incluye informacién inicial sobre los campos de la densidad y de la velocidad de
propagacion,

= p(d°") es un factor de normalizacién y no depende de los pardmetros desconocidos.

En la expresién de la probabilidad a posteriori pposterior (V | dObS) se combinan las expresiones
verosimilitud y la probabilidad a priori definidas en la seccién [6.4] obteniendo la expresién usual

Pposterion (| 4°%%) oc exp (= 3 [ (£02) =) T Ll (£ ) 4 (0 —20) Tl (- m0)])- (622

La probabilidad a posteriori de la expresién (6.22) puede aproximarse por exp(—Jieg(v)), €n
términos de una funcién de costo regularizada, es decir

2 1
_|_7

ruido 2

v — w3 (6.23)

Fprior )

Treg(vr) = % [£w) - ats

donde |lv|r = v I''v representa la norma cuadrética asociada a la matriz de covarianza I". En
este caso, I'prior Tepresenta una matriz covarianza Matérn andloga a la estudiada en la seccién
Si la informacién a priori proporcionada por v y Iprior €s adecuada, se espera que la funcién de costo
Jreg (V) sea convexa, lo que podria indicar la presencia de un tnico minimo global, gracias al efecto
regularizador del término ||v — vyl|r,,,,,, ¥ en consecuencia, un tnico maximo de la probabilidad.
A menudo esta informacién es escasa y la probabilidad a posteriori puede tener una estructura
compleja.

En nuestro caso modelo, hemos considerado en la seccién [6.4], cuatro formas de parametrizar
ligeramente distintas que comparten el hecho de que vy = 0. La informacién sobre los campos de
densidad y velocidad de referencia se introduce al definir los campos que entran en el operador de
observacién a partir de la correccién dada por v. En dos de ellas Iyyior ~ N (0,I) y en las otras dos
se tienen convarianzas de Matern por bloques con distinta varianza, calibrada al conocimiento de los
campos reales. Todas las construcciones estdn gobernadas por la eleccién n = 1/2 (por simplicidad
de evaluacién de los niucleos) y ¢ = 1, que puede necesitar ajuste para recoger variaciones en la
escala que nos interesa.

Para explorar la estructura de la probabilidad a posteriori, se empleara el método de muestreo
funcional de conjuntos (FES) junto con el método de cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC).
En este proceso, se generardn muestras que permiten explorar el espacio de parametros de manera
efectiva, utilizando la informacion contenida en la verosimilitud y en la distribucién a priori.

6.7. Tratamiento computacional del problema bayesiano inverso

Para caracterizar la probabilidad a posteriori utilizamos método de Monte Carlo basados en
cadenas de Markov (MCMC). Este enfoque permite explorar la distribucién a posteriori de manera
eficiente y aproximar los pardmetros que definen los campos de densidad p y de velocidad de
propagacion vy, en la base espectral definida por la covarianza elegida, cuantificando la incertidumbre.

En el contexto de los métodos de Monte Carlo mediante cadenas de Markov discutidos en la
seccién Cuantificacion de incertidumbre mediante métodos de cadenas de Markov Monte Carlo del
capitulo 3, uno de los desafios es manejar la aceptacion de propuestas en el espacio de pardmetros
de alta dimensionalidad [15,45]. En ese contexto, las propuestas generadas bajo el método Crank-
Nicholson precondicionado (pCN) estédn disenadas para mejorar la aceptacién y explorar el espacio
de parametros de manera mas efectiva en altas dimensiones.
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El método pCN resuelve el problema de la convergencia a cero de las probabilidades de aceptacion
en MCMC cuando se trabaja con espacios de pardametros en alta dimensién. Al proponer movimientos
especificos que se basan en la distribucién a priori Gaussiana, el método pCN contribuye a que
la probabilidad de aceptacién se mantenga en niveles razonables. Esta propiedad de estabilidad
asegura que, incluso al aumentar la dimensionalidad del espacio de parametros, la probabilidad
promedio de aceptacién se mantenga alejada de cero [88].

El método de muestreo por combinacién funcional (FES) mejora atin més el proceso de muestreo
al combinar pCN con el muestreador de conjuntos de invariancia afin (AIES) [34]. FES utiliza AIES
para las componentes de baja frecuencia de la expansion KL y pCN para los componentes de alta
frecuencia [11]. Esta combinacién permite que FES aproveche las fortalezas de ambos métodos: AIES
proporciona una mayor eficiencia en subespacios de baja dimensién, mientras que pCN mantiene
la estabilidad en espacios de alta dimensién. Como resultado, FES logra una mezcla més rapida
y una mayor eficiencia en el muestreo de distribuciones posteriores complejas en espacios de alta
dimensién [34].

A continuacién, se detallan el método Crank-Nicolson precondicionado y el muestreador funcional
de conjuntos, para luego integrarlos en el algoritmo que exploraré la distribucién posterior de los
campos de densidad y de velocidad de propagacién.

6.7.1. Método Crank-Nicolson precondicionado como método Monte Carlo
basado en cadenas de Markov

El método Crank-Nicolson se utiliza en el contexto de MCMC para mejorar la eficiencia de las
cadenas de Markov mediante la generacién de propuestas que son aceptadas segin una distribucién
Gaussiana previa. Este enfoque es particularmente 1til en problemas de alta dimensién, donde las
técnicas tradicionales pueden enfrentar problemas de baja probabilidad de aceptacién [75], y explota
correlaciones definidas por las matrices de covarianza en altas dimensiones para avzanzar.

En el método pCN, la propuesta de movimiento desde una posiciéon actual v a una nueva posicién

Vprop Se define mediante [81],
Vprop = V1 —w?v +wk, (6.24)

donde & ~ N (0, C) es una muestra aleatoria de la distribucién Gaussiana con matriz de covarianza
C, y w € (0,1] es un pardmetro de paso que controla la magnitud de la perturbacién aplicada a v.
Cuando w — 1, la propuesta representa una perturbacion grande de v, mientras que cuando w es
pequeno, la propuesta es una pequena perturbacién de la posicién actual [38].

Dado que pCN utiliza una matriz de covarianza C para generar propuestas, esta matriz puede
ser directamente influenciada por la estructura de covarianza del campo aleatorio. Es decir, pCN
puede aprovechar la estructura de la expansién de Karhunen-Loeve para generar propuestas que
sean consistentes con la estructura del campo aleatorio modelado. Por ejemplo, en el caso de campos
aleatorios con nicleo Matérn, la matriz de covarianza C de la ecuacién podria estar relacionada
con los valores propios A; y las funciones propias ¢; obtenidas de la expansion de Karhunen-Loeve.
En este contexto, las propuestas generadas por pCN pueden ser interpretadas en términos de la
estructura espectral del campo aleatorio.

El principal costo computacional de pCN proviene de la evaluacién de la probabilidad de

aceptacion [34],
L TO
a:min{l,(LV(pu)p)}, (6.25)
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donde L(Vprop) representa la verosimilitud evaluada en vprop ¥y L(V) representa la verosimilud
evaluada en v. La evaluacién de cantidades puede ser costosa dependiendo de la complejidad del
modelo pues requiere la evaluacién del operador de observacion [34].

Las ventajas clave del muestreador pCN en el contexto de MCMC son las siguientes:

= Propiedades de Estabilidad: una de las caracteristicas mas importantes de pCN es su capacidad
para mantener la probabilidad de aceptacién de propuestas lejos de cero a medida que aumenta
la dimensionalidad del espacio de aproximacién [33].

= Escalabilidad: pCN es particularmente 1til en espacios de alta dimensién. La estructura de
la propuesta de movimiento asegura que, incluso en dimensiones altas, el método sigue siendo
efectivo para explorar el espacio de parametros [46].

» Simplicidad Computacional: pCN es un método simple de implementar que requiere sélo la
generacion de propuestas aleatorias y la evaluacion de la funcién de verosimilitud, lo que lo hace
relativamente barato en términos computacionales.

Sin embargo, también tiene limitaciones:

= Convergencia Lenta: la principal desventaja del método pCN es la convergencia lenta de las
estadisticas cuando la distribucién posterior esté mal escalada o es multimodal. Aunque este
médodo es efectivo para explorar el espacio de parametros, en algunos casos puede necesitar
ajustes finos para mejorar la convergencia [82].

6.7.2. Muestreador por combinacién funcional (FES)

Para muestrear de manera eficiente en espacios de funciones, se propone un algoritmo que combina
dos técnicas de muestreo: el muestreador por combinacion de invariancia afin, o AIES estudiados en
y pCN. Este algoritmo, llamado muestreador por combinacién funcional (FES), emplea un
enfoque Metropolis within Gibbs. Lo detallamos a continuacion para variables de media nula. El
muestreo se realiza en dos etapas:

1. ATES: se utiliza para las componentes de baja frecuencia de la expansion KL. Las componentes
de baja frecuencia representan las variaciones de gran escala en el campo aleatorio. Se trabaja

con W cadenas v,,, w =1,..., W simultaneamente. En cada paso, se calcula una permutacién
sin repeticiones de todas ellas. Cada cadena w se actualiza mediante actualizacién la siguiente
expresion,
i _ i i i _
Vprop, = Vi T (1- Z)P(Vper(w) —v,), w=1,....W, (6.26)

donde per denota la permutacién, Z € [1/a,a] es un ntimero aleatorio elegido con densidad
g(z) x 1/4/z y a es un pardmetro de tamano de paso que tipicamente se establece en a = 2 [34},50].
La matriz P = JJ7 donde J es una matriz cuyas columnas son los autovectores de la covarianza

C correspondientes a los M mayores autovalores. Ponemos v = Vlil“opw con probabilidad [34],
o 4 1, M1 Peoserior(Wprop, ) | (6.27)
Pposterior (V%U)

en otro caso la cadena no cambia Vi = vl

2. pCN: se emplea para las componentes de alta frecuencia de la expansién KL. Las componentes
de alta frecuencia capturan las variaciones de pequena escala en el campo aleatorio. Efectuada
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la etapa anterior para todas las cadenas, una nueva propuesta de actualizaciéon para cada una se
lleva a cabo segun la relacién

V;ijolpw =P+ Q (\/ 1 — w2ttt 4 wﬁ) , w=1,...,W, (6.28)
donde & ~ N(0,0), Q =1—JJ". Ponemos v,F* = vil} ~con probabilidad [34],
L(yitl
min< 1, (Lol)lw) (6.29)
L(vu™)

2+1 _ i+l
=v, .

siendo L la verosimilitud. En otro caso la cadena no cambia v

El proceso concluye en un numero prefijado de etapas maximas I y la coleccién de valores de m
generadas entre todas las cadenas y etapas constituyen las muestras que se utilizan para explorar el
comportamiento de la probabilidad. En el caso en que M sea igual a la dimension de la matriz de

covarianza, el muestreador se reduce a AIES y la segunda etapa se suprime.

Al combinar AIES y pCN de esta manera, el muestreador FES aprovecha las fortalezas de cada
método para diferentes partes del espacio de funciones, logrando un muestreo mas eficiente y efectivo.
FES es un método novedoso que mejora el enfoque estandar de pCN. En el muestreador FES
podemos ajustar el pardmetro M para lograr un calculo numérico mas rapido [33]. El pardmetro
M controla cuantas coordenadas KL se incluyen en el muestreo de AIES. Cuando M = 0, no se
realiza muestreo de AIES, por lo que el algoritmo se reduce a pCN. Sin embargo, si M supera los
20, el rendimiento se puede deteriorar, a menudo sélo es eficiente para subespacios de dimensién
20 o menor [34]. El ntimero preciso de coordenadas KL a incluir en el muestreo de AIES es una
decision de ajuste, con el niimero 6ptimo dependiendo del problema de estimacion.

En la seccién se muestran los principales pasos del pseudocédigo del problema inverso
bayesiano basado en expansiones KL. En este algoritmo incorporamos el precondicionador pCN y el
muestreador AIES, siendo nuestro objetivo es encontrar los pardmetros de interés v que garanticen
la convergencia de la probabilidad posterior pposterior(¥), utilizando pprior como la probabilidad
inicial y p(d°®*|v) como la probabilidad de verosimilitud o condicionada al operador de observacién
v a los datos sintéticos.

6.8. Pseudocddigo de Problema inverso aproximado basado en KL
incorporando pCN y FES

En esta seccién, aplicamos las metodologias previamente descritas para resolver un problema
inverso bayesiano. El objetivo es inferir las propiedades de los pardmetros de interés, que en este
caso corresponden a los campos de densidad y velocidad de propagacién en de onda.

Para ello, primero se necesitara resolver el problema directo de la ecuacién de ondas con los
campos de densidad y de velocidad deterministas verdaderos, en un mallado adaptado, para obtener
los datos sintéticos d°%, tal como explicamos en el capitulo |5l Los datos sintéticos d°P se utilizan
para calcular la probabilidad condicional o de verosimilitud.

A continuacién, construimos el mallado uniforme y ordenamos los nodos (x4, ys) de este mallado
g=1,...,Q, s=1,...,85 siguiendo la numeracién d(q, s) = (s — 1)S + ¢, para generar la lista x4,
d=1,...,D. El nodo d corresponde a la posicién (x4, ys), donde g es el resto de dividir D entre S'y
s — 1 es el cociente. Evaluamos en el mallado uniforme los campos de densidad y de velocidad de la
geometria de domos salino sin yacimientos de gas y petréleo a los costados y ordenamos el resultado

igual que los nodos, obteniendo los vectores k, y k,,. Como en secciones anteriores, utilizaremos la
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notacion k = [k,, k,,] para referirnos al vector de valores de los campos en los nodos ordenados
concatenados siguiendo ese orden.

El siguiente paso es calcular las matrices de covarianza C,, y Cnvp para el mallado uniforme
elegido. Tras ello, hallamos sus autovalores y autovectores. Ordenando los autovalores de mayor a
menor definimos el orden en el que aparecen autovalores y autovectores en los desarrollos —
de k, y ky,. Si bien en la seccién mencionamos distintos tipos de parametrizacién, las
parametrizaciones que hemos considerado se basan en la seccién donde dadas las muestras
m calculamos los campos k, y k,, con las expresiones y respectivamente, para luego
introducirlos en el problema directo y obtener los operadores de observacién asociados a los campos
k(v) resultantes.

A los vectores v se les aplica la etapa AIES de FES en primer lugar. Al resultado se le aplica la
etapa pCN, y asi sucesivamente hasta alcanzar el nimero de etapas fijadas. La convergencia a la
probabilidad muestreada se valida mediante criterios de tipo Gelman-Rubin [47]. Descartadas las
muestras obtenidas para las cadenas en B etapas iniciales como periodo de equilibrado, el resto nos
proporciona una colecciéon de muestras a partir de las cuales identificar los coeficientes KL, y por
tanto, los campos de densidad y velocidad, de maxima probabilidad y la incertidumbre en torno a
ellos.

A continuacién, detallamos los algoritmo utilizados para estimar los coeficientes de los campos
aleatorios de densidad y de velocidad de propagacién solucién del problema inverso. Los algoritmos
presentados a continuacién permiten una estimacién de las propiedades del medio utilizando un
enfoque inverso bayesiano en alta dimension con el método de muestreo FES.

Algorithm 3 Inicializacién: generacién de datos sintéticos

1: Paso 1: Crear un mallado espacial en [—3, 3] x [—5,0] adaptado a la geometria real del domo salino con
yacimientos.

2: Paso 2: Crear un mallado temporal con paso h, = hy = 0’2 en el intervalo z € [-3,3] e y € [-5,0].

3: Paso 3: Definir los emisores, las fuentes y los receptores. Las fuentes utilizadas van desde —1'76 hasta
176, siendo en total 14 emisores. Los receptores utilizados van desde —1’68 hasta 1’68, considerando un
total de 13 receptores.

4: Paso 4: Evaluar los campos de densidad y velocidad en los puntos del mallado espacial, segtin los datos

reales de esta geometria, y construir las matrices asociadas a la discretizacién espacial de elementos

finitos.

Paso 5: Resolver el problema directo mediante esquema explicito de diferencias finitas en tiempo.

6: Paso 6: Evaluar la solucién numérica para calcular el operador de observacion f(Vexacto) €n los receptores
rj, j=1,...,J yenlared de tiempos t;, £ =1,..., L.

7: Paso 7: Obtener los datos sintéticos d°P® usando la expresién,

o

Oruido

100

bs
d?‘); = f(”exacto)j’g + a

J L Ulr; 2
donde o = 5 corresponde al nivel porcentual de ruido de 5%, oruido = \/ 1=t ZEZJOLI (ryte)l , siendo J el

numero de receptores, que en este caso son 13, y L el nimero de datos temporales por receptor que en
este caso son 10,000, y 7 ~ N (0, 1).
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Algorithm 4 Inicializacién: informacién de referencia

Paso 1: Crear un mallado equiespaciado en [—3,3] x [—5,0] con hx = hy = 0’2, generando D = 806
puntos xq, d = 1,..., D ordenados como sigue. El punto (z4,¥s), ¢ =1,...,Q, s =1,...,5 ocupa el
puesto d(g,s) = (s — 1)5 + g. Inversamente, el nodo d corresponde a la posicién (z4,ys), donde g es el
resto de dividir D entre S y s — 1 es el cociente.

: Paso 2: Evaluar los campos de densidad y velocidad de la geometria de referencia (@mo salino sin

yacimientos laterales) en los nodos del mallado uniforme para obtener los vectores k, y k.

Paso 3: Generar las matrices de covarianza Matérn C,, y Cmp» con 1@) y , respectivamente.
Paso 4: Formar la matriz de covarianza conjunta C, op mediante (6.8].

Paso 5: Obtener autovalores y autovectores de C,;, y Cmp.

: Paso 6: Ordenar autovalores de C,;, y C,,vp de mayor a menor, y reordenar los autovectores siguiendo el

mismo orden en cada bloque. Notese que la ordenacién de autovalores y el valor de los autovectores no
cambia si usamos G, y Cy, .

Paso 7: Almacenar los primeros M autovectores de tamano relevante de cada matriz, ordenados, en las
columnas de matrices J, y J .

Algorithm 5 Muestreador FES

1:

Paso 1: Calcular las matrices P, = JpJ’p y Py, = J,,J,, . Crear la matriz bloque diagonal,

[P, 0
F= |:O Pvp’]

y calcular Q =1 — P, donde I es una matriz diagonal identidad.

Paso 2: Fijar la matriz de covarianza C' como C,, 2p 0 CNJ,,,Q D, seglin parametrizacion elegida.

Paso 3: Seleccionar el niimero de cadenas W e inicializar v, muestreando N'(0,C) para w =1,..., W.
Paso 4: Calcular los campos de densidad y velocidad asociados k(v),, = k 4 v, 0 k(v),, = kexp(vy),
segun parametrizacién elegida, para w =1,...,W.

: Paso 5: Tomar v = 0 y calcular el logaritmo de la distribucién a priori logprior,,:

TO-1
v, C v
logprior,, = ——%——%
2
: Paso 6: Resolver el problema directo con campos k(v),, para w =1,..., W y evaluar en los receptores

en los tiempos de medida para determinar el operador de observacién f(v,,).
Paso 7: Calcular el logaritmo de la probabilidad de verosimilitud loglike para w =1,..., W:

) — a3

2
2a-ruido

loglike,, =

: Paso 8: Calcular el logaritmo de la probabilidad posterior para w =1,..., W

logpost,, = logprior,, + loglike,, .

: Paso 9: vy, se llamard vy, y se actualizard segin el algoritmo FES. Asimismo, logpost,, se llamard

logpostprev,,, loglike,, se llamara loglikeprev,, y logprior,, pasard a logpriorprev,,.
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Algorithm 6 Muestreador FES (cont.)

10: Paso 10: Configurar el nimero de pasos Iax-
11: for i =1 to I, do

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

19:

20:
21:
22:

24:

25:

26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:

Paso 10.1: Calcular una permutacién per sin repeticién de (1,2,3,...,W).
Paso 10.2: Generar los ntimeros aleatorios:
vecz = ((a — 1) x rand(1, W) 4+ 1)* Ja, a = 2,
logvecz = log(vecz).
Paso 10.3: Aplicar AIES.
for w=1to W do
Paso 10.3.1: Proponer una actualizacién Vprop . usando AIES:

Vprop,w = Vprev,w T (1 - VeCZw) P (Vprev,per(w) - Vprev,w)
Paso 10.3.2: Calcular el logaritmo negativo de la probabilidad a priori de la propuesta

To-1
v, C vy,

logprior,, = — 5

Paso 10.3.3: Generar logr,, como log(U(0,1)).
if logr,, < logpriorprop,, — logpostprev,, + logvecz,, x (2M — 1) then B
Paso 10.3.3.1: Calcular los campos de densidad y velocidad asociados k(Vprop w) = k+Vprop,w

0 k(Vprop,w) = kexp(Vprop,w), segun parametrizacién elegida. Resolver el problema directo con campos
k(Vprop,w) ¥ evaluar en los receptores en los tiempos de medida para determinar el operador de observacién
f(Vprop,w)-

23:

Paso 10.3.3.2: Calcular el logaritmo negativo de la verosimilitud correspondiente

_ I (@prop.w) — d°™13

2
2Uruido

loglikeprop,, =

Paso 10.3.3.3: Calcular el logaritmo negativo de la probabilidad posterior
logpostprop,, = logpriorprop,, + loglikeprop,,,.
Paso 10.3.3.4: Calcular el logaritmo negativo de la probabilidad de aceptacién o
log(a) = logpostprop,, — logpostprev,, + logvecz,, x (2M — 1)

Paso 10.3.3.5: Aceptar o no la propuesta

if logr,, < log(a) then
Vprev,w = Vprop,w
logpostprev,, = logpostprop,,
loglikeprev,, = loglikeprop,,

end if

end if
end for
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Algorithm 7 Muestreador FES (cont.)

34: Paso 10.4: Seleccionar w = 0’02 y aplicar pCN.
35: for w=1to W do
36: Paso 10.4.1: Proponer la actualizacién

Vprop,w = PVprev,w + Q (\/ 1—w? Vprev,w +w £w) )

donde &,, ~ N (0, C).

37: Paso 10.4.2: Calcular los campos de densidad y velocidad asociados k(Vprop,w) = k + Vprop,w
0 K(Vprop,w) = Kexp(Vprop,w), Segin parametrizacién elegida. Resolver el problema directo con campos
k(Vprop,w) ¥ evaluar en los receptores en los tiempos de medida para determinar el operador de observacién

£ (Vprop,w)-
38: Paso 10.4.3: Calcular el logaritmo negativo de la verosimilitud correspondiente
f . _ dobs 2
loglikepropw — || (UP Opﬂi;) H2 )
20—1’uid0
39: Paso 10.4.4: Calcular el logaritmo de la probabilidad
log(«) = loglikeprop,, — loglikeprev,,,.
40: Paso 10.4.5: Aceptar la propuesta o no. Generar logr,, como log(¢4(0,1)).
41: if logr,, < log(«) then
42: Calcular el logaritmo negativo de la probabilidad a priori de la propuesta
vl  Clu,,
logpriorprop,, = — -2 5 prop
43: Vprev,w — Vprop,w;
44: loglikeprev,, = loglikeprop,,,
45: logpostprev,, = loglikeprop,, + logpriorprop,,,.
46: end if
47: end for
48: end for
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6.9. Aproximacién de campos de velocidad y densidad mediante series
Karhunen-Loeve

Expresaremos el campo de densidad y de velocidad total como la suma de los campos de fondo
estratificado con la incorporacion del domo salino, més el campo correspondiente a la zona de las
anomalias o trampas, tal como se hizo en la seccién es decir

p(z,y) = pr(w,y) + palz,y), (6.30)
vp(T,y) = vpr(z,y) + vp a2, Y), (6.31)

donde pr(z,y) y vpr(x,y) son los campos de densidad y velocidad del fondo estratificado incorpo-
rando el domo salino, respectivamente, pa(z,y) es la densidad correspondiente en las trampas de
gas o petroleo y vp a(z,y) es la velocidad correspondiente en las trampas de gas o petréleo.

Aproximaremos los campos en las zonas de las anomalias usando una serie de Karhunen-Loeve,
donde pa(x,y) y vpa(x,y) se definen a través de funciones de salto, es decir, toman valor igual
a cero en todo el dominio, excepto en la region donde se encuentran las anomalias de gas y de
petréleo. Los campos pa(z,y) v vp a(x,y) representados mediante desarrollos de Karhunen-Loeve
se expresan como,

M
pal,y) = kpy+ Y/ Apidhpim,, (6.32)
=1

M
UP,A(I7 y) ~ E’Up =+ Z \/ Avp,id)vp,imvp,i, (633)
i=1

donde m, y m,, son coeficientes de longitud M. Para determinar el nimero de modos M necesarios

para aproximar los campos pa(z,y) ¥ vp a(2,y), realizamos una prueba de sensibilidad usando
M =100, M =200, M =400 y M = 600 modos. A continuacién, en las figuras[6.2] [6-4y[6.5 se
observan las aproximaciones de los campos en la zona de las anomalias para los cuatro casos.

0
1
0.8
2 HiE £
> >
) 0.4 2
0.2
0
.5 2
-3 -2 -1 0 1 2 3
. X

(8) vpa(x, ¥). | (b) pax, ¥).

[y

N

w

i

-3 -2 -1 0 1 2 3
X

Figura 6.2: Campos aproximados con series Karhunen-Loeve truncadas usando M = 100 términos.

Como se observa en las figuras [6.2] y [6.3] con un ntmero de modos menor a M = 400, las
aproximaciones en los campos pa(z,y) ¥ vp a(z,y) alin no muestran una convergencia, sin embargo,
a partir M = 400 modos la magnitud de los campos se estabiliza, asegurando la convergencia de la
aproximacion, como se puede observar en las figuras y Por lo tanto, se ha optado por truncar
la serie de Karhunen-Loeve a M = 400 modos para ambos campos en las zonas de las anomalias.
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Figura 6.3: Campo aproximados con series Karhunen-Loeve truncadas usando M = 200 términos.
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(a) Up,A(Xa Y) (b) pA(X7 Y)
Figura 6.4: Campos aproximados con series de Karhunen-Loeéve truncadas usando M = 400
términos.
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Figura 6.5: Campos aproximados con series Karhunen-Loéve truncadas usando M = 600 términos.

El nimero de modos M utilizado para truncar las series en las ecuaciones ([6.32)) y (6.33]) se ha
tomado idéntico para las expansiones de densidad y velocidad por dos razones principales:
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= Consistencia fisica: ambos campos comparten la misma geometria de dominio y estructura de
correlacién espacial, lo que genera espectros cualitativamente similares.

= Simplicidad computacional: utilizar el mismo M simplifica la implementacién sin pérdida de
precisién, dado que el analisis de sensibilidad mostré que 400 modos son suficientes para ambos
campos.

Para determinar M, se realizo,
» Andlisis de convergencia visual (figuras a[6.5]), donde observamos:

e Para M < 400, los campos muestran fluctuaciones sin convergencia clara.
e Para M > 400, las aproximaciones se estabilizan.

= Se calcul6 la energfa acumulada para los campos de densidad pa(z,y) y de velocidad vp A (2, y),
donde ambos alcanzan el 95% de energfa acumulada en M = 400 modos (ver figura [6.6)). El

umbral del 95 % garantiza que los modos seleccionados capturen la mayor parte de la informacién
fisica relevante de los campos E|

Energia acumulada - Densidad Energia acumulada - Velocidad
100 100

95 95
90 90
85 85
80 a0
% oy 2 10
] ]
B 65 B 65
g 60 g 60
E 55 E 55
g 20 o 20
o 45 o 45
g a0 g a0
i35 Y35
30 30
25 25
20 20
15 15
10 3 i 10 B e
200 400 600 800 200 400 600 800
Ndmero de modos Ndmero de modos

Figura 6.6: Energia acumulada para pa(z,y) y vp.a(z,y).

Esta eleccién equilibra precisién y eficiencia, ya que reduce el coste computacional en un 504 %
(de 806 a 400 modos) manteniendo el 95 % de energia acumulada.

Una vez seleccionado el nimero de modos, los desarrollos se introduciran en las expresiones
y en , que a su vez se introduciran en la formulacién del problema directo. En las imagenes
y observamos los campos de fondo, donde se incorpora el domo salino y los desarrollos de
Karhunen-Loeve en las zonas de las trampas de petrdleo y de gas.

Zz‘l\il Ai

= S x 100 %, donde \; son los autovalores

3 La energfa acumulada se calculé como E(M)
ordenados en orden descendente .
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(a) Campo vp(z,y) = vpr(x,y) +vpa(z,y). (b) Campo p(z,y) = pr(z,y) + palz,y).

Figura 6.7: Campo de densidad y velocidad incorporando desarrollos de Karhunen-Loeve con 400
modos.

6.10. Comparacién de operadores de observacién

Como se menciond anteriormente, para trabajar en el problema inverso bayesiano necesitamos
el operador de observacién del problema directo, para luego obtener los datos sintéticos d°Ps.
Como se estudio en la seccion [5.2.1] en la resolucién numérica del problema directo utilizamos
dos discretizaciones espaciales: una discretizacién uniforme y otra adaptada a la geometria. En
esta seccidon mostramos los resultados obtenidos para el operador de observacion utilizando las
discretizaciones estudiadas en [5.2.1] e incorporando los campos de densidad y de velocidad en la

zona de las trampas de petréleo/gas obtenidos mediante la aproximacién Karhunen-Loeve con 400
modos.

En la figuras y observamos el desplazamiento de la onda durante los 10 segundos de
simulacién en la regién donde se encuentran los 13 receptores. Estos resultados corresponden a los
operadores de observacion funiforme(¥) ¥ fadaptado(V)-

[e)

(o2}

Tiempo

Receptores

(a) Solucién en mallado uniforme.

Tiempo

IN

0
-1

0
Receptores

60 10 e
40
20
0
-20 .
-40 2
E——

1

(b) Solucién en mallado adaptado.

Figura 6.8: Campo de densidad y velocidad incorporando las expansion Karhunen-Loéve con 400
modos.

Como se observa en las figuras [6.8a] y [6.8D] los resultados en los operadores de observacién son
bastantes similares entre si. La diferencia porcentual entre funiforme(¥) ¥ fadaptado(¥) €s de 1’44 %,
por lo que se concluye que al utilizar diferentes discretizaciones espaciales no observamos grandes
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diferencias entre los datos observados. El mapa de la diferencia entre funiforme(¥) ¥ fadaptado(V) se
observa en la figura

Tiempo

-1 0 1
Receptores

Figura 6.9: Diferencia entre los valores medidos en los receptores para los dos mallados utilizados en
la simulacién.

Como mencionamos en para obtener los datos sintéticos d°® utilizaremos los valores de

la solucién numeérica en los receptores r;, j = 1,...,J, con J = 13, para funitorme (V) ¥ fadaptado (V)

A estos conjuntos de mediciones se les anadird ruido Gaussiano para su uso posterior como datos

sintéticos en las pruebas de inversién. Los datos sintéticos es posible calcularlos a través de la
expresion , es decir

dos = f(Vexacto) + 1M = dexacto + 7, (634)

J L 1
j=1 ZI:O Idj,exacto |2
JL )

donde el ruido anadido estd representado como 7, con componentes €z, € = ﬁ\/ b

7Sk al 2
con \/ 21 El*}) Ll esactol” _ 34’7540. El nivel porcentual de ruido que anadiremos serd de a« = 5% y
z seran numeros aleatorios generados con una distribucién normal A (0, 1).
En las figuras y se han graficado los datos del operador de observacién con mallado
uniforme funiforme(V) y los datos sintéticos calculados con (6.34)). En las figuras y [6.11b|se han

graficado los datos del operador de observaciéon con mallado adaptado a la geometria fadaptado(v) ¥
sus datos sintéticos, respectivamente. En ambos casos se ha anadido un nivel porcentual de 5% de
ruido a los datos de los operadores de observacion.
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Figura 6.10: Datos obtenidos obtenido por los 13 receptores usando mallado uniforme e
incorporando los campos pa(z,y) ¥ vp,a(x,y).
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Figura 6.11: Datos obtenidos obtenido por los 13 receptores usando mallado adaptado e
incorporando los campos pa(x,y) v vp A(Z,Y).

6.11. Resultados de muestreo FES

Para resolver el problema inverso bayesiano en alta dimensién usando el método Monte Carlo
cadena de Markov con un esquema FES, correspondiente al algoritmo estudiado en la seccién
utilizamos W = 1,650 cadenas, que cumple con la condiciéon de W > 4M, donde M son los modos
utilizados para truncar la expansion de Karhunen-Loeve. En este caso los modos utilizados son
M = 400, por lo que el nimero de cadenas utilizadas en la simulacién debe ser W > 1600.

Los parametros de interés v que queremos estimar en el problema inverso bayesiano son los

coeficientes m, y my,,, los cuales aparecen en las ecuaciones (6.14)) y (6.15), respectivamente. Estos
coeficientes se estiman utilizando el algoritmo FES dentro del esquema MCMC, como se describe en
la seccion [6.8]

Una vez obtenidos estos coeficientes, se reconstruyen los campos de densidad y de velocidad
pa(x,y) y vpa(z,y) en la zona de anomalfas mediante la expansién de Karhunen-Loeve truncada
a M = 400 modos, utilizando las expresiones (6.16]) y (6.17)). Esto permite reducir la dimensién

del espacio de pardmetros sin perder informacion relevante sobre las anomalias en las trampas de
petréleo y gas.
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Definimos el vector de parametros v como,

V=[Mp1,. ., My, My A, My 15, My Gy, My A, (6.35)

donde el vector de pardmetros v tiene longitud 2M = 800, ya que estd compuesto por la
concatenacién de los coeficientes m,, y my,, cada uno con M = 400 términos. Para la resolucién del
problema inverso, utilizaremos una discretizacion espacial uniforme, en lugar de una discretizacién
adaptada, debido al gran costo computacional que supone el uso de una discretizacién adaptada.

Inicialmente el vector de pardmetros v de la expresién ((6.35)) serd nulo, lo que implica que los
campos pA y Up A en las zonas de las trampas también lo serdn. Los resultados que se observan en
las figuras y [6.12b}, son los campos total p(z,y) y vp(x,y), donde los campos de las trampas,
pa(V) y vpa(v), han sido reconstruidos utilizando los coeficientes obtenidos mediante el método
FES y MCMC y la expansién de Karhunen-Loeéve truncada a M = 400 modos, tras 60 iteraciones
con 1,650 cadenas.
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(a) pmar(v). (b) vpmap (V).

Figura 6.12: Campos totales p(v) y vp(v) después de 60 iteraciones.

De la figura[6.12] se puede observar que, después de 60 iteraciones, se logran identificar la presencia
de otros materiales diferentes al del fondo, en la zona de los yacimientos. El valor promedio de la
densidad en la zona de gas es de 0’65 y, en la de petrdleo, de 0'77. Para la velocidad de propagacién
de la onda, el valor promedio en la zona de gas es de 0’49 y, en la de petrdleo, de 0/90.

En la tabla comparamos los valores reales de densidad y de velocidad de propagacién del
petrdleo y gas con los valores obtenidos a través del método inverso bayesiano para la muestra de
probabilidad mds alta pa MAP ¥ Vp,A,MAP-

Objeto | pa |[pA,MAP|Up,A|Vp,A,MAP
Petréleo|0'90| 0’77 (1730 0'90
Gas [0'70] 0’65 [0'45| 0749

Cuadro 6.1: Comparacion de valores de densidad y velocidad reales en la zona de las trampas de
petrdleo y gas, con los valores de probabilidad méxima a posteriori.

Comparando los resultados obtenidos con los valores reales de densidad y velocidad presentados
en la tablal@ observamos que los valores promedio de densidad pa map obtenidos en la simulacién
son bastante similares a los valores reales, al igual que el valor promedio MAP de velocidad de
propagacién de la onda en la zona del gas. En cuanto a la zona de la anomalia correspondiente
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al petrdleo, el valor promedio pa map tiene un diferencia porcentual con respecto al valor real en
un 14’43 %, y la diferencia porcentual entre el valor promedio Up,A,MAP con respecto al valor real
tiene una diferencia porcentual igual a 30’77 %. En cuanto a la zona de la anomalia correspondiente
al gas, la diferencia porcentual entre el valor promedio pa vap y su valor real es de 714 %, y la
diferencia porcentual entre el valor promedio v, A Map con respecto a su valor real es de 8’89 %.
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Capitulo 7

Conclusion

A lo largo de esta tesis doctoral se ha estudiado, tanto tedrica como numéricamente, la formulacién
inversa bayesiana para la reconstruccion de anomalias y de campos, como el de densidad y de
velocidad de propagacién de onda, asi como la formulaciéon directa del problema de propagacién de
ondas.

En el capitulo [2] presentamos la formulacién del problema directo de propagacién de ondas
elasticas en un medio heterogéneo, que son generadas por una red de fuentes, y son recibidas por una
red de receptores. Como nos interesa la dindmica de la onda, a través de la ecuacién de conservacion
del momento lineal obtenemos la EDP que gobierna la formulacién del problema directo, que toma
la forma de una ecuacién de ondas. Para poder resolverla hemos acotado el dominio artificialmente,
para asi obtener una solucién aproximada que nos permite definir operadores de observacion. A
partir de la formulacién clasica de la ecuaciéon de ondas en un dominio truncado hemos derivado la
formulacién débil de ésta. Se ha discretizado en espacio usando el método de elementos finitos y en
tiempo mediante diferencias finitas explicitas que satisfacen la condicién CFL. En la formulacién
débil hemos incorporado las condiciones de contorno no reflectantes en ciertos bordes del dominio
computacional. A través de la resolucién de un esquema numeérico explicito ha sido posible obtener
la solucién numérica aproximada, que representa el desplazamiento de la onda con dependencia
temporal y espacial. Con este fin hemos desarrollado un algoritmo en el software Matlab, donde
primero se incorpora la geometria con el mallado numérico, para luego asignar las propiedades
del medio estratificado, y de las anomalias presentes, a cada nodo del mallado. Hemos optado por
métodos de orden bajo para reducir el coste computacional, ante la necesidad de resolver grandes
cantidades de este tipo de problemas en las formulaciones bayesianas.

Segtn detallamos en los capitulos [d] y 5l hemos utilizado dos geometrias; la primera es una
geometria estratificada con una anomalia de forma eliptica en el centro del dominio computacional;
v la otra geometria ha sido un fondo estratificado con una estructura de domo salino al centro del
dominio y anomalias presentes que representan trampas de petrdleo y gas; esta geometria es una
aplicacién directa en la geofisica. En ambos casos de estudio, hemos resuelto el problema directo de la
propagacion de ondas eldsticas emitidas por una red de fuentes. Ademads, en ambos casos de estudio
hemos utilizado dos tipos de discretizaciones espaciales. La primera es una discretizacién uniforme,
donde los elementos tienen el mismo tamano y vienen asociados a una red equiespaciada. La segunda
discretizacién adapta el mallado a los dominios presentes, es decir, se adapta a los estratos de
distintos materiales presentes, asi como a las inclusiones de otros materiales y a la estructura de
domo salino. La resolucién del problema directo define los operadores de observacion en la red de
receptores, que se corresponderian con los datos que se medirian en implementaciones en la vida real
del sistema de imagen modelizado. En las pruebas numéricas elegimos configuraciones con geometrias
y materiales predefinidos, y definimos datos sintéticos, es decir, generados numéricamente anadiendo
un ruido Gaussiano a los valores observados numéricamente. Utilizamos los datos sintéticos como
sustitutos de mediciones reales para la configuracién elegida.
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En el primer caso de estudio donde la anomalia era una elipse, la diferencia porcentual en la
comparacién de operadores de observacién para las dos discretizaciones espaciales cerca de un 0’48 %,
mientras que en el segundo caso de estudio donde usamos una geometria mas compleja la cual
es un fondo estratificado con domos salinos y trampas de petréleo/gas, obtuvimos una diferencia
porcentual cerca de 2'93 %. Pese a tener una diferencia porcentual de 2'93 % en el segundo caso de
estudio considerando la regién computacional entera, las evaluaciones de la solucién numérica en los
receptores durante el tiempo de computacién (véanse figuras y son bastantes similares entre
si. Dado que los datos que se medirfan en una situacién real vendrian distorsionados por ruidos de
distintos origenes y que pretendemos desarrollar métodos de inversién estables en presencia de ruido,
trabajaremos con ambas. Los mallados adaptados los utilizaremos para generar datos sintéticos y
los mallados uniformes para los métodos de inversion.

En el capitulo [Jl hemos estudiado de forma tedrica y numérica el problema inverso paramétrico en
dimension finita, es decir, cuando se pretende determinar anomalias caracterizadas por un nimero
finito de pardmetros. En primer lugar, revisamos la formulacién del problema inverso determinista
como un problema de optimizacién con restricciones en forma de problema de valores iniciales y de
contorno para ecuaciones en derivadas parciales (el problema directo), asi como las estrategias de
descenso utilizadas para resolverlo. Tras ello planteamos el problema inverso bayesiano y discutimos
dos estrategias de resolucién. A partir de la formulacién bayesiana obtenemos un funcional de
coste regularizado con informacion a priori. Desarrollamos algoritmos de descenso iterativos de tipo
Fletcher-Levenberg-Marquardt para calcular minimos. Esto métodos funcionan como métodos de
gradiente en zonas de gradientes grandes y como métodos de Newton en zonas de gradientes pequenos.
Las parametrizaciones 6ptimas corresponden a valores de probabilidad méaxima. Explicamos cémo
usarlas para construir aproximaciones de Laplace de la probabilidad a posteriori dada por la férmula
de Bayes, en términos de distribuciones Gaussianas faciles de muestrear. Esta técnica tiene un
alcance limitado cuando hay varios parametros éptimos, o fuertes asimetrias. Para un estudio mas
detallado de la probabilidad a posteriori de distintos rangos paramétricos se utilizan técnicas de
muestreo Monte Carlo basado en cadenas de Markov, que revisamos brevemente.

En el capitulo [4] estudiamos en detalle un problema inverso en baja dimensién, en el que se
busca caracterizar una anomalia definida por un pequeno ntmero de pardametros. Dado un medio
estratificado con un objeto eliptico, el vector de pardmetros desconocidos v es un vector que contiene
informacién geométrica y propiedades fisica de la elipse. Con el método inverso bayesiano buscamos
obtener los valores de v que permitan la reconstruccién de la elipse cuantificando la incertidumbre
en estos parametros. Dada la baja dimensionalidad, hemos procedido a caracterizar los pardmetros
de maxima probabilidad optimizando un coste con regularizacién bayesiana. Ademas, usando la
aproximacion de Laplace, pudimos cuantificar la incertidumbre en torno a cada variable del parametro,
que visualizamos a través de histogramas. En este caso de estudio, hemos realizado simulaciones
combinando datos sintéticos generados con distintos tipos de mallado y operadores de observacién
calculados igualmente con distintos tipos de mallado (uniforme, estratificado, completamente
adaptado a la geometria con inclusién). En todos los casos los valores de maxima probabilidad de
los parametros para los niveles de ruido considerados son cercanos a los parametros reales de la
inclusion, lo que avala el uso de estos métodos de inversion para el desarrollo de técnicas de imagen.
Incluimos una extension del método al tratamiento de problemas de elastografia médica.

En los dos siguientes capitulos subimos la dimensionalidad en una configuracién de domo salino
con datos sintéticos obtenidos con un mallado adaptado a la geometria. En este caso se trabaja
con campos de densidad y velocidad que varian espacialmente, y se caracterizan los yacimientos
mediante la variacion espacial de estos campos.

En el capitulo [5] representamos estos campos mediante desarrollos de Fourier truncados. El
pardametro desconocido v corresponde a los coeficientes de serie de Fourier que representa las
variaciones en la zona de los yacimientos. Caracterizamos los coeficientes de estas series a través
del método inverso bayesiano mediante técnicas de Monte Carlo basadas en cadenas de Markov.
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Optamos por incluir la informacién disponible sobre la densidad y velocidad del medio estratificado
subyacente en el problema directo, y parametrizar la correccién, con informacién a priori nula sobre
ella. Con esta estrategia, se ha logrado visualizar la presencia de yacimientos en los costados del domo
salino. Si bien, los valores de los campos obtenidos son alejados de los valores reales, es importante
mencionar que pese a que la informacion inicial de los parametros desconocidos fueron nulos y
que la presencia de domo salino amortigua la senal recibida, ain asi se logra identificar materiales
distintos a los de los campos de fondo. La falta de informacién a priori sobre los yacimientos dificulta
la eleccién adecuada de las matrices de covarianza, lo que a su vez afecta en la obtencién de los
resultados.

Cabe mencionar que hemos utilizado en la definicién de la verosimilitud en la formulacién
bayesiana un operador de observacion definido en mallado uniforme grosero, se ha disminuido el
nimero de nodos en la discretizacién para disminuir el coste computacional a la mitad comparado
con el caso anterior. Si bien, es posible mejorar la discretizacion espacial, esto conlleva a un coste
computacional extra en la resolucién del problema inverso, que no asegura tener mejores resultados.
En particular, para el caso del domo salino, se ha demostrado que las soluciones de la ecuacion
de ondas generadas con mallado uniforme y con mallado adaptado al domo salino presentan una
diferencia relativa méxima del 2’93 % (seccién . Esta diferencia sugiere que ambos operadores
de observacion son suficientemente similares. Dado que los datos sintéticos se construyen como la
suma del operador de observaciéon con una componente de ruido gaussiano, es razonable asumir que
estas pequenas diferencias en los datos sintéticos no tienen un efecto significativo sobre la funciéon
de verosimilitud. Por tanto, el uso del operador de observacién generado con mallado uniforme se
considera una aproximacién valida en el contexto del modelo bayesiano desarrollado. Esta eleccién
adquiere mayor relevancia al considerar el coste computacional del método inverso: para cada nueva
propuesta del parametro v en el método inverso bayesiano, se debe resolver el problema directo
para obtener el operador de observacion correspondiente. El mallado uniforme reduce el tiempo
de resolucién del problema directo, lo que conlleva una disminucién en el tiempo total del método
inverso. Dado que este proceso se repite varias veces en algoritmos MCMC, la optimizacién del
problema directo mediante mallados uniformes resulta critica para la viabilidad practica de la
inversion bayesiana en alta dimensién, sin comprometer la calidad de los resultados. Sin embargo, lo
que si podria influir en tener una mejor estimacién de los campos es la consideracion de otro valor
medio vy en la definicién de la distribucién a priori, distinto de cero.

Finalmente, en el capitulo [6] se ha formulado el problema inverso bayesiano en la configuracién
de domo salino en alta dimensién, en el limite de dimensién infinita, representando los campos
de densidad y velocidad como campos aleatorios y aproximandolos en dimensién finita mediante
desarrollos de tipo Karhunen-Loeve asociados a los operadores de covarianza elegidos para cada
campo. Como en el capitulo anterior, la informacién disponible sobre el medio estratificado de fondo
se incluye en campos de densidad y velocidad en el problema directo, se busca la correcciéon que
representa la presencia de posibles yacimientos en torno al domo. Para muestrear la probabilidad a
posteriori definida por la férmula de Bayes, hemos usado un método Monte Carlo basado en cadena
de Markov cuyos resultados permanecen estables a medida que la dimensién aumenta, el método
FES, que combina una técnica AIES (utilizada en los casos anteriores) eficiente para parametros mal
escalados en baja dimensién con una técnica de tipo Crank-Nicolson precondicionado estandar en
problemas infinito dimensionales para el resto de parametros. Aplicando el método inverso bayesiano
buscamos los parametros desconocidos v, que representan los coeficientes m, y m,, de la serie de
Karhunen-Loéve truncada. Para la truncacién de la serie, seleccionamos M = 400 modos, basado en
pruebas de sensibilidad realizadas para los campos de densidad pa(z,y) y de velocidad vp a(x,y) en
la zona de trampas. Las aproximaciones de pa(x,y) y vp a(x,y) fueron incorporadas en el problema
directo para obtener los operadores de observacion, los cuales se utilizaron para realizar el muestreo
de la probabilidad posterior.
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Como resultado de la resolucién del problema inverso bayesiano, obtuvimos los coeficientes que
parametrizan ps y vp A ¥y que maximizan la probabilidad a posteriori en la region de las trampas de
petréleo y gas. Encontramos que, para el campo de densidad en la zona de petréleo, la diferencia
porcentual entre el valor real y el valor promedio MAP es de 14’44 %, mientras que en la zona del
gas, esta diferencia es de 714 %. En cuanto al campo de velocidad, la diferencia porcentual entre los
valores reales y los valores promedio MAP es de 30’77 % en la zona del petréleo y de 889 % en la
zona del gas. Cabe mencionar que hemos obtenido estos resultados sin informacién a priori de los
campos p4 Y Up,A, es decir, vg nulo, por lo que pese a esta consideraciéon, el método inverso si ha
logrado identificar la presencia de las trampas de petréleo/gas.

En los capitulos 5] y [6] las simulaciones se han realizado suponiendo una informacién a priori
nula, es decir, con media vy = 0, para los campos de densidad pa(x,y) y velocidad vp a(z,y). Esta
eleccién responde principalmente a dos motivos: (i) la ausencia de una caracterizacién cuantitativa
detallada de las anomalias antes de observar los datos, lo cual dificulta la construccién de una
media a priori informada, y (ii) el interés en analizar el efecto puro de la informacién contenida en
las observaciones a través de la formulacién bayesiana. No obstante, la metodologia desarrollada
admite de forma natural el uso de vy # 0 no nulos. De hecho, incorporar una media a priori vg # 0,
basada por ejemplo en modelos geoldgicos previos, podria mejorar significativamente la precision de
los estimadores MAP o de las muestras posteriores. En particular, una estimacién a priori mejor
informada puede guiar mejor el proceso inverso en zonas con escasa resolucién.

Como linea futura, se propone realizar simulaciones con vy # 0 no nulo y con matrices de
covarianza a priori adecuadas al problema. Esta extensién permitiria evaluar cuantitativamente la
mejora en la reconstruccién al incorporar un conocimiento previo sobre la estructura y variabilidad
de las anomalias.

El trabajo llevado a cabo en esta tesis muestra que las técnicas de inversién bayesiana tienen un
gran potencial en la mejora de técnicas de imagen, al permitir obtener las imdgenes mas probables
y cuantificar la incertidumbre sefialando otras configuraciones probables asi como en rango de
incertidumbre en las predicciones. Comenzando por una configuracién simple en baja dimensién,
hemos evolucionado hacia el estudio de configuraciones de interés practico en alta dimensién. Nuestro
estudio apunta también la relevancia de disponer de buena informacién a priori, que puede provenir
de otras técnicas de imagen, y de elegir adecuadamente las covarianzas.
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Capitulo 8
Apéndice

8.1. Adimensionalizacion del problema directo

Para adimensionalizar el problema directo, seleccionamos las siguientes escalas caracteristicas:

= Longitud: L = 1,000m
= Tiempo: T =1s
= Densidad de referencia: pg = 1,000 kg/mB.

8.1.1. Variables adimensionales

Definimos las variables adimensionales (denotadas con tilde) como [1,24,25]:

T -t U - R - X
T — — t = — = — = — E —_
T A AN L
8.1.2. Coeficientes adimensionalizados
S~ P
= Densidad: p = —
PO
. .2 - vpT
= Velocidad de propagacion de la onda: v, = T
= Funcion de la fuente temporal:
fiy == T

T fo(1- 2m? f T e

donde fy; = 2Hz, fo = 0'1+%, y por lo tanto:

T2’

= Distribucion espacial de la fuente:

L2
g(X n/2 Zexp( x Xk| )7 n=2.
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8.1.5. Problema directo adimensional

Tras el cambio de variables y omitiendo las tildes por simplicidad, el problema adimensionalizado
queda [1,/241|25]:

2y
p(x)aat2 -V (p(x)vﬁ(x)Vu) = p(x)f(t)g(x), xeR, t>0, (8.1a)
gz(x, t) =0, x€0R, t >0, (8.1b)
ou
u(x,0) = E(X’ 0)=0, x € R. (8.1c)

8.2. Serie de Fourier - extension a 2D

Para una funcién f(z,y) definida en el rectangulo [z, z1] X [yo, y1], generalizamos la serie de
Fourier a dos dimensiones [30].

8.2.1. Paso 1: desarrollo en x (fijando y)

Para cada y fijo, expandimos f(x,y) como una serie de Fourier 1D en z (con L, = x1 — x9):

A02(y) + g:l <An(y) cos <27zm> + By (y) sin (2790)) ’

x x

f(z,y) ~

donde los coeficientes dependen de y:

2 [T 2nmx 2 [T . 2nmr
)= [ steeos (B de, Bul) =2 [ e (B2 a
z Jxg T z Jaxg T

8.2.2. Paso 2: desarrollo de A, (y) y Bn(y) en y.

Ahora desarrollamos A, (y) y By(y) en series de Fourier para y (con Ly, =y — yo):

» Para A, (y):

donde:
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B 2mmy . ([ 2mmy
By (y) ~ N + Z D,,.,, cos 7 + By, sin 7 ,
y y

donde:

8.2.3. Paso 3: sustitucion y serie final 2D

Sustituyendo A, (y) y Bn(y) en la expansion original de f(x,y), obtenemos la serie de Fourier 2D

completa: .
fe, _ Aw +Z< <2n7:r> +Bgo sin <27£:x>>
+ i <Agm cos (277;;??;) + B;m sin <277L117!ry>>
+ i i <Anm cos (2T£:$) cos <2N£:ry) + Bpm sin (2127;@> sin <27Z:y> )
+ i_o: i (C’nm cos <27z7;x> sin (27221/) + Dy sin <27Z7:U> cos (2771_;”@)) .

8.3. Coeficientes 2D

Los coeficientes se calculan mediante integrales dobles:

Y1
A p—
00 L.L, ”
Y1
Apo = LL /yof:cycos( )ddx
n 2mmy
dyd
don =, [, [ o (B7) avs
Y1 2nmx
B,g = dyd
n0 LmLy " < Lm > yaxr
L 2mmy
By, = dyd
=z [, [ H(LJ“

4 1 Y1
Apn = / x,1) cos <
T Lo Ly zo Jyo f@9)
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