UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS
Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa

TESIS DOCTORAL

Control Estocastico de modelos con expectativas racionales

MEMORIA PARA OPTAR AL GRADO DE DOCTOR
PRESENTADA POR

Emilio Cerda Tena

DIRECTOR:

Pilar Ibarrola Mufoz

Madrid, 2015

© Emilio Cerda Tena, 1987



T
- M
: 1‘16 % UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
Facultad de Ciencias Matematicas

Departamento de Estadistica e Investigacién Operativa

i

T 501.91
5304845814 ( 6 ﬁ

CONTROL ESTOCASTICO DE MODELOS
CON EXPECTATIVAS RACIONALES

Emilio Cerda Tena

Madrid, 1989
R.U6405



Coleccidon Tesis Doctorales. N.2 144/89

© Emilio Cerda Tena

Edita e imprime la Editorial de la Universidad
Complutense de Madrid. Servicio de Reprografia
Escuela de Estomatologia. Ciudad Universitaria
Madrid, 1989

Ricoh 3700

Depésito Legal: M-21508-1989

NC > X-%53- 166222 -



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS

DePARTAMENTO DE ESTADISTICA E INVESTIGACION
OPERATIVA

CONTROL ESTOCASTICO DE MODELOS
CON EXPECTATIVAS RACIONALES.

Emiio CERDA TENA

MEMORIA PARA OPTAR AL GRADO DE DOCTOR EN CIENCIAS MATEMATICAS
REALI1ZADA BAJO LA DIRECCION DE LA Dra, D* PrLar IBARROLA MUNOZ.

Mabrip, ABRIL DE 1987



NOTA PREVIA

El interés por el tema de Control Estocastico,
en el que se enmarca este trabajo, surgid a partir
de un curso de doctorado, impartido por la profesora
Pilar Ibarrola.

Tras una fase de estudio de la bibliografia
basica, 1la directora de la tesis, profesora Ibarrola,
sugirid que tomaramos como tema concreto de investigacién
algun problema de control que estuviera planteado en
la literatura econdémica, dado mi interés por la Economia
y mi trabajo en 1la Facultad de Ciencias Econdmicas
y Empresariales. A mi me parecid bien la idea. Pasé,
entonces, por una fase de indagacién y busqueda en
la literatura econdmica. Finalmente, el articulo de
w. Buiter "Control and Expectations", publicado er.
1983 en la revista Economie Appliquée, que me facilité
la profesora Rosa Barbolla, didé la pista sobre el tema
a investigar.

El proceso ha sido largo y con altibajos.
Tengo muy claro Qque yo solo hubiera sido incapaz de
culminar el trabajo. Sin las ayudas y apoyos recibidos
me hubiera quedado en el camino. Quiero, por tanto,
expresar mi agradecimiento a las personas con las que
estoy en deuda.

En primer lugar, quiero agradecer a 1la
profesora Pilar Ibarrola, directora del Departaments
de Estadistica e Investigacidén Operativa y directora
de la tesis, su apoyo y ayuda, fundamental y decisiva
en el desarrollo del trabajo.



A Rosa Barbolla, catedratica de Matematicas para
Economistas, le tengo que agradecer su orientacién,
estimulo y el interés que siempre ha tenido en que esta
tesis saliera adelante.

Alfonso Novales, profesor titular de Econome-
tria, me ha ayudado a establecer 1la conexidén de 1los
resultados matematicos con la Economia y, en particular,
a la elaboracidon de los ejemplos econdémicos del capitulo
V.

A Charo Romera, Angel Sarabia y Javier Yafiez
siempre les he tenido a mi disposicidén con sus conocimientos
y experiencia, tras haber realizado su tesis sobre Control
Estocastico en la Facultad de Matematicas. Ademas, el
proyecto de investigar en equipo ha supuesto para mi
un aliciente.

A Arthur Treadway le quiero agradecer el
interés y tiempo que me dedicd en la fase de busqueda
del tema de control en la literatura econdmica.

Quiero agradecer a la Fundacidén de Estudios
de Economia Aplicada (FEDEA), 1las facilidades que me
ha dado, a través de Alfonso Novales, para utilizar
sus locales y equipo en la preparacidén de los ejemplos
del capitulo V.

A Paloma Fernandez y Merche Barinaga les
agradezco su eficiencia y rapidez en 1la ingrata tarea
del mecanografiado del texto.

Finalmente, a todos los familiares, amigos
y compafieros que me han ayudado en esta tarea y me han
tenido que soportar en algunos momentos dificiles, les
agradezco su comprensidén y apoyo.



-1 -

INDICE

PROLOGO Pégina

CAPITULO I: INtroducCiOn s.eieesssasescncscansssssss 1

1.- El trabajo de Kydland y Prescott (1877) .... 2
2.- El papel de la Teoria de Juegos ....ceeesees 7
3.- Expectativas .....icevstrcccosssrssssssasssss 11
4.- Sistemas causales y no causales .........0.. 21
5.« Trabajos posteriores al de Kydland y Prescott 26
6.~ Modelos con expectativas racionales de varia
bles actuales, tomadas en el pasado ........ 30
7.- Plan que se sigue en los capitulos siguientes 31

CAPITULO II: Modelos con expectativas futuras, Infor-
macion COMPlet8B...eeseroconsssnsansansss 34

1.- Cuestiones previas: El problema standard de -
control para modelos sin expectativas ...... 35
2.- Planteamiento del problema de control optimo
en modelos con expectativas racionales de va
riables futuras, en el caso de informacién -
COMPleLta ..oeivvescasossosassscsnvasncncsaces 49
3.~ Método que propone Chow para resolver el pro
blema II.2.1. en un caso particular ......... 52
4.- Comentarios y critica al trabajo de Chow .... 55
S.- Estudio del caso general ....c.cceeeeseeese.s 62
6.- Comparacién del resultado final de Chow con
€l NUESLIO (.iiiieieoennsrcarsasssssassassases 86
7.- Versién deterministica del problema (caso de
previsidn perfecta) ...i.eecesvacssscsosossss 87

CAPITULO III: Modelos con expectativas futuras. Infor
macidén incompleta .......cececececeao.. 95

1.- Cuestiones previas: El problema standard de -
control con informacién incompleta para mode-
10s sin expectativas ......ceoeevveicnnsacesss 96



CAPITULO

CAPITULO

- 11 -

El problema de control en modelos con expec
tativas racionales de variables futuras, en
el caso de informacidn incompleta .........
El problema de estimacidén en modelos sin ex
PECLAtiVAS ittt enonncnesscsnncannansanns
El problema de estimacién en modelos con ex
pectativas racionales de variables futuras.
Caso de ruidos GausSSi@noS ....vveeecnsrsnss
El problema de estimacidén en modelos en que
aparecen estimadores lineales minimo cuadré
ticos de variables futuras ........cce0ve000
El problema de estimacién en modelcs con ex
pectativas racionales de variables futuras

que incluyen variables de contrcl. Caso de

ruidos GausSSianos ......iieeiiiciiiienranane
Estimacidén y control. Modelos con expecta-

tivas racionales de variables futuras .....

IV: Modelos con expectativas actuales toma-
das en €1 pasado ..i.csescnsscrconesans

El problema de control éptimo. Caso de infor
macidn completa .....iivereecncesonnnrenans
El problema de estimacidn en estos modelos.
Caso de ruidos GausSSianosS ....ccceveeenacas
El problema de estimacidén en modelos en que
aparecen estimadores lineales minimo cuadré
ticos en lugar de esperanzas condicionadas.
E1l problema de estimacidén cuando el modelo
incluye variables de control. Caso de ruidos

GAUSSIANOS. e s esveesesoccnsacossosacsanssane

V: Ejemplos y conclusiones .........ceveeen

EJEMPlO 1 tuvereerennssesannnsososnsennnnsonnns

EJEMPlO 2 .veieeecocsconcsoscacrcasssscnsansnoss

CONClUSIONeS ....ivvvrececnorossnvsnossanenanne
APENDICE ... ..ccttcinoronoansooccasassscasssnssssnns
BIBLIOGRAFIA ......c.ciuniveccnnccrsnnnncsnasnncnns

Pagina

107

123

138

145

154

159

176



PROLOGO



- IV =

PROLOGO

El objetivo del trabajo es elaborar una
teoria de control para un tipo de modelos que se presentan
en Economia: los modelos con expectativas racionales
para los que no sirven las técnicas habituales.

Estudiamos dos tipos de sistemas con
expectativas racionales:

a) Aquellos en que el valor de la variable de estado
en el presente, depende de expectativas sobre el valor
que dicha variable tomara en determinados periodos futuros
(les 1llamamos modelos con expectativas futuras); b)
Aquellos en que el valor de 1la variable de estado en
el presente, depende de expectativas que, sobre el valor
de dicha variable en el presente, fueron tomadas en
periodos pasados (les 1llamamos modelos con expectativas
actuales, tomadas en el pasado).

Los problemas que estudiamos se refieren
a sistemas 1lineales, con funcional objetivoe cuadratico
y formulados en tiempo discreto, ya que es de esta forma
como aparecen planteados en la literatura econdmica,
como sefalamos en el capitulo I.

El trabajo consta de cinco capitulos:
el primeroc es de introduccién; en los capitulos II,III
y IV se desarrolla la teoria matematica y en el capitulo
V se aplican 1lo0s resultados obtenidos a dos ejemplos
econdmicos y se recogen las conclusiones finales. Ademas,
hay wun apéndice, en que aparecen los programas para
ordenador wutilizados en las aplicaciones del capitulo
V.
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En el capitulo I se parte del trabajo
de Kydland y Presscot (1977), en el que llegan a la
conclusién de que la teoria de control no sirve para
modelos econdmicos con expectativas racionales. A continua-
cién se analiza el papel de la teoria de juegos y de
las expectativas en modelos econbémicos viendo que, en
general, un sistema con expectativas racionales sera
no causal, por 1o que no seran aplicables las técnicas
usuales de teoria de control. Se analizan las aportaciones
de Aoki-Canzoneri, Chow, Driffil y Buiter y se ve que,
en determinadas condiciones, si son aplicables las técnicas
usuales de  control, que hay algunas aportaciones sobre
nuevas técnicas y que es un campo sobre el que hace
falta mas investigacidn.

En el capitulo 1I se estudia el problema
de control, caso de informacién completa, para modelos
con expectativas futuras. Se parte de la solucién que
propone Chow para un caso particular, se analizan y
discuten aspectos de esa solucidén y luego se resuelve
el problema para el caso general, en los casos de variables
exbgenas estocasticas y deterministicas, probandose
que el resultado final al que llegamos es mas general
que el de Chow y que, bajo determinadas condiciones
ambos resultados <coinciden. Finalmente se estudia la
versién deterministica del problema.

El capitulo III se dedica a modelos con
expectativas futuras, para el caso de informacidn incomple-
ta. En primer lugar se resuelve el problema de control:
la solucidén que se obtiene es la misma que en el caso
de informacidén completa, pero apareciendo la esperanza
condicionada del vector de estado en 1lugar de dicho
vector de estado., Se estudia tambien el problema de
estimacidén, para los casos Gaussiano y no Gaussiano,
obteniéndose la generalizacién del filtro de Kalman
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para estos modelos. Al relacionar el problema de estimacidn
con el problema de control, en el caso Gaussiano, se
comprueba que, a diferencia de lo que ocurre en modelos
sin expectativas, no hay separacidén entre estimacidn

y control.

En el capitulo v analizamos modelos
con expectativas actuales tomadas en el pasado. Resolvemos
el problema de control, para el caso de informacién
completa, cuando las expectativas se han tomadeo c¢on
uno y dos periodos de antelacidén. A continuacién, para
el caso de informacidén incompleta, resolvemos el problema
de estimacidén, en los casos Gaussiano y no Gaussiano,
cuando las expectativas se han tomado hasta con p periodos
de anticipacidn, obteniendo la generalizacidén del filtro
de Kalman para este tipo de modelos.

El capitulo V <comienza con un ejemplo
en el que se resuelve un problema de control para un
sistema con expectativas racionales con wuna variable
de estado (la tasa de inflacién) y una variable de control
(la tasa de variaciéon de la oferta monetaria); el objetivo
es llevar la tasa de inflacién a cerc, partiendo de
una tasa inicial dada. En el ejemplo 2 tenemos dos variables
de estado (tasa de inflacién y tipo de interés nominal)
y una variable de control (tasa de variacidn de la oferta
monetaria) y el objetivo es que las variables de estado
se mantengan tan proximas como sea posible a unos valores
prefijados, a partir de una situacién inicial. En los
dos ejemplos se simulan 1los ruidos, se encuentran las
soluciones oOptimas utilizando 1los resultados obtenidos
en los capitulos anteriores y se estudia la influencia
de determinados cambios en los parametros del problema.
El capitulo termina con 1las conclusiones finales del
trabajo. '
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INTRODUCCION.

El control o4ptimo ha sido utilizado
con éxito en ingenieria y en economia de 1la empresa:
asi, ha permitido ganancias importantes de eficiencia
en la planificacién de 1la produccidén y en el control
de inventarios. Ha sido el instrumento basico para describir
el comportamiento de individuos y empresas, cuando la
actividad econdmica se desarrolla a través del tiempo.
También se ha utilizado en macroeconomia -Kendrick (1976)
analiza alrededor de noventa aplicaciones- aunque el
éxito es mas discutible. Hay gran cantidad de trabajos
sobre el control dptimo aplicado a sistemas macroecondémicos:
por ejemplo, podemos citar los libros de Aoki (1976);
Chow (197%) y (1981), B. Friedman (197%), Pindyck (1973),
Pitchford y Turnovsky (1977), Kendrick (1981) y Murata
(1982).

Kydland y Prescott (1977) investigan
la aplicabilidad de métodos de control Ooptimo a sistemas
macroeconémicos y llegan a la conclusién de que tales
métodos no sirven para sistemas econdmicos formulados
con expectativas racionales. Vamos a comentar este articulo,
que tomaremos como punto de partida de nuestro trabajo.

1.- EL_TRABAJO DE KYDLAND Y PRESCOTT (1977).

Consideran el siguiente modelo:

MAX S (yl"“'yT' Xyseeos xT) (1)

Yy = Yt (yl,..., Ye_qr Xyreees xT), para t=1,2,...,T

X, € Ct. para t=1,2,...,T

(2)
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en donde x=( Xy Xppeees xT) es el conjunto de politicas
(variables de decisién de la autoridad econdémica planificado-
ra), ys(yi.lz.....yT) es el conjunto de variables de deci--
sién de los agentes econdmicos; S(yl,...,yT, Xjsenes xT) es
la funcidn objetivo, sobre la que hay acuerdo social.

Una politica éptima x*, si existe, es aque-
lla que es factible y maximiza la funcién objetivo (1), suje
ta a la restriccidén (2).

A continuacidén definen el concepto de consis-
tencia, de la siguiente forma:

Una politica x es consistente si, para cada

periodo de tiempo t, x, maximiza (1), tomando como dadas las

t
decisiones previas Ygreeos Ygogr Xgeeeen Xy 9 Y teniendo en

cuenta que las decisiones politicas futuras ( x para s>t),

sl
se seleccionan de manera similar,

La inconsistencia de la politica dptima es
facilmente demostrada en el siguiente caso, con Ta2.

MAX S(yl,yz. X4, x2)
yy= Yy (x ,,x 2)
o= Yo(¥ps % %)

Vamos a extendernos algo méds que Kydland y
Prescott, calculando tres soluciones.

1) Solucidén o6ptima: xl-(xi N xé )

Suponiendo diferenciabilidad, la solucidén 6p
tima verificara las condiciones de optimalidad de primer or--
den:
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. 3y Y Y Y
3S 1, as[ 2 T, 2]+ 35*0(1
3yy 3% 3¥, Ly 3x1 31X, 33Xy

aY Foay 3Y Y
_as Ty _es ) % _%h 32’_&:0(2)
Ay, 3%y 3y, | oYy 3%, EEN 3%, d

-> x1 1
-(x 1, %3 )

2) Solucidn consistente no anticipada: x2=( Xi, xg )

En el perfiodc 1 se utiliza la poiitica optima xi y
los agentes econdémicos toman xé , politica 6ptima en el pe-
riodo 2, como expectativa. En cuanto llega el periodo 2, to--

mando X y, como dados, la politica éptima predeterminada -
1

1
resulta subdptima y el planificador tiene incentivos para cam

biar x2, calculandola de manera que cumpla la condicidn:

ss _ a2, _as
dva ¥ %

2
2

o] (3) » x

La solucidén consistente ignora el efecto de Xy SQ
bre ¥, Comparando (2) con (3), vemos que la solucidn consis-

tente coincidiré con la solucibén dptima sdlo si aY1_ 0
X2
Y
o bien si as | s 2. o]
9y1 3)‘2 ayl

3

3) Solucidén consistente anticipada: xas ( xf. X5 ).

En t=2, fijados yyr Xqp» el planificador calcularia
X, a partir de:

aY
3s 2, 35 .0 »

3y, 3x2 3%, 2 2




Los agentes econdémicos forman sus expectativas te-

niendo en cuenta que en el periodo 2 se seguira esa politica,

funcién de Y ¥ de X,, con lo cual la politica éptima en -
t=1 verificara:

S f1(x)s 28 Y2 i ye o2 a¥, a4 Xy,
_— + (x, )+ + +
oy 1 Byz Y, 1 '§x—1 ‘s—xz a—sr”

d x
. 988, _as co=y !
3% 3xX, - da Xy 1
en donde:
aYl . ayl 3x2
3 X X FES d x IxX
1 2 2 2 x
f'(x,) = H 2 —= (") +
1 3y,  ax, ST Y !
1 - T,
Xz Ay
3x2
3%,
Consideremos el ejemplo que utilizan Holly-Zarrop
(1983)

2 2
MAX S= -y] -(¥,-1)%- 2 x

Yy= X+ X,
Y= X1= ¥2

1

1

1
X2=

1.
=3

-~ Solucidn Optima: x =

- Solucidn consistente
2.1
te caso y;= 3 , ya que

-1
-2

no anticipada: x

1
Yq=

1
1

2
2

1
=y 2=

3’

-1

3.
a
2

2

sle Z2e -0.28
'é . En es-

los agentes econdémicos habian considera

do en t=1, la expectativa de X o= '% ); ygs %. con lo cual el -

=1

valor objetivo es: Szz 15 - é = -0.2291 (mejor

1
cidén 1 ).

- Solucidn consistente anticipada: X?:

s3- _o.e19

1

o

X .=

3
2

-
|

n

que para la solu

3 3,
yl* i -



La inconsistencia en el tiempo reside en el
hecho de que el plan 6ptimo que empieza en t=2 y toma
lo anterior como dado no es una continuacién del plan
optimo que empieza en tal y toma como dados sélo los
sucesos previos a t=1, No es aplicable, por tanto, el
principio de optimalidad de Bellman.

En el trabajo que estamos comentando, el modelo
expuesto se aplica a dos problemas econdmicos: uno referente
a la relacidén entre inflacién-desempleo y otro sobre
politicas de crédito a la inversidén. En ambos casos,
la politica Optima es inconsistente.

Kydland y Prescott consideran que se deberian
utilizar sdlo politicas en bucle abierto que habria
que anunciar con anterioridad o al principio de la planifi-
cacién y con restricciones a la libertad de elegir la
politica en cada perfodo, de manera que se forzara a
las autoridades a mantener los planes previamente anuncia-
dos. Este resultado ha sido wutilizado como argumento
a favor de reglas como tasas de crecimiento monetario
constantes o presupuestcs equilibrados, frente a la
discrecidén 1implicada por 1la utilizacidén de los métodos
de control oOptimo para optimizar 1la politica en cada
periodo de decisién.

Los trabajos de Calvo (1978) y Prescott (1977)
estan en 1la 1linea del trabajo que estamos comentando
y llegan a las mismas conclusiones. Una visién general
del problema de la inconsistencia en el tiempo en sistemas
econémicos con revisién de toda 1la literatura aparece
en Stutzer (1984).

La conclusién radical de Kydland y Prescott



de que el control o6ptimoc no es aplicable a sistemas
econémicos con expectativas racionales, es respondida
y rechazada en trabajos que comentaremos posteriormente.
De todas formas, en el trabajo que estamos comentando
tenemos una enseflanza importante y es que, como seflala
Buiter (1983), algunas técnicas de optimizacién, como
la programacidén dindmica, desarrolladas y ampliamente
utilizadas en fisica e ingenieria, han sido aplicadas
directamente, durante algunos afios, a sistemas sociales
Yy, especialmente, a  sistemas econdmicos, sin caer en
la cuenta de que hay, al menos, dos diferencias fundamenta-
les entre sistemas fisicos y sistemas sociales, que
hacen que no sea posible una transferencia directa de
las mismas técnicas de unos sistemas a otros: 1la primera
de estas diferencias se refiere al elemento de teoria
de juegos inherente a la mayoria de los sistemas econdmicos;
la segunda, al papel de 1las expectativas en modelos
econdémicos. Estos dos aspectos aparecen claramente en
el trabajo de Kydland y Prescott. Antes de pasar a comentar
algunos trabajos posteriores sobre este tema, vamos
a detenernos para analizar estas dos diferencias importan-
tes.

2.- EL PAPEL DE LA TEORIA DE JUEGOS.

En este comentario vamos a seguir basicamente
a Buiter (1983),

El control Optimo, en sistemas de fisica o
de ingenieria, es un juego trivial, con un jugador contro-
lando un sistema pasivo; es decir, es un Jjuego contra
la naturaleza. En economia y en ciencias sociales en
general, se deben de tener en cuenta a muchos agentes
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(jugadores), actuando independientemente, a menudo de
manera no cooperativa, con objetivos diferentes y, posible-
mente, en conflicto.

En aplicaciones macroeconémicas, los agentes
pueden representar economias domésticas, empresas, sindica-
tos, organizaciones empresariales, ramas del gobierno
o paises extranjeros. Inclusc para el andlisis de una
economia cerrada, 1la modelizacién de la interaccidn
sector pOblico-sector privado como un juego dinamico
esta aln en Sus primeros pasos.

Para ilustrar las ideas que estamos exponiendo,
vamos a considerar el siguiente modelo dinamico, en
el que intervienen los agentes 1,2,,..,P

P
ytsAtyt-l + p}l cPtth + bt + ug , para t=1,2,.,., T
en donde: yg ‘es un vector de variables de estado en el
periodo t.

xpyi€s un vector de variables de control para
el agente p, en t.

bt :es un vector de variables exdgenas

{ug) ¢ son vectores aleatorios incorrelados, con

Eut'or Vt-

Cada jugador p minimiza

10T ,
EOWP:EO {3 tfl (yt~a pt) Kpt (yt-a ot ) } , para p=1,2,...,P

Necesitamos definir conceptos de equilibrio apropia_
dos para resolver los problemas de este tipo.



La solucién de Stackelberg, muy utilizada,
se basa en la idea lider-seguidor. Se supone que el seguidor

o los seguidores (por ejemplo, agentes privades) toman
las acciones del lider (por ejemplo, el gobierno) como
parametros cuando seleccionan sus estrategias Optimas
mientras que el lider sabe que el comportamiento de los
seguidores va a depender de las acciones que tome.

En el modelo que hemos considerado, suponemos que
el jugador 1 es el lider o jugador dominante y que los juga-
dores 2,3,...,P son los seguidores. E1l lider reconoce y explo
ta el hecho de que el comportamiento de los seguidores viene
expresado por la funcidén de reaccidn:

xpt-cst ¥e-1*Gpt x1g*85t , para p# 1

Sustituyendo, la ecuacidn del sistema queda, desde
el punto de vista del lider, en la forma:

P 4 P
Y. = (A,+ L C_,G* )y, .+ (Cy,+ L C_G** )X+ (I C g*4b )eu
t t pe2 pt “pt’7t-1 1t7o., TptUpt’ it p=2 PtEPt Tt t

que permite calcular facilmente la regla de control 6ptimo --

del lider:
Y1¢5C1¢Yeo1%81¢

La ecuacidn del sistema, desde el punto de vista -
del seguidor p sera:

P 4 P
= . X I b
Ve= Ay ,’:zcjtcjt)yt-l"cpt pe*{Cre* o2 C3e83) MevPet () CyeBie™e
J= d
ifp ifo
que permite calcular xpt=05t yt-1+G5; X1t+gét , para p=2,...,P

Los valores de G G

Buiter (1983).

.. - -
Gpt ,gpt , aparecen en

17810850
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Solucidén de Nash: es aquella solucién en la que nin
gun jugador puede reducir su pérdida esperada, cambiando uni-
lateralmente su estrategia.

Para el modelo que estamos considerando:

(xi N T xs ) es una solucién de equilibrio de
Nash, si:

Eowp(x'....., x* yeeaseny x;),

prrteeen x;) ﬁEowp(xi...... x

p

para p= 1,2,.....,P

La solucidén de Nash, para el ejemplo que estamos -

considerando, es de la forma: xpt-G y aparece ex

ptYt-1%8pt
plicitada en el articulo de Buiter. En este caso la estrate-
gia Optima de cada jugador se determina conjuntamente con --
las estrategias optimas de los demads jugadores y depende de
ellas. Para P=1, esta solucidn de Nash coincide con la solu-

cién conocida del problema.

Chow (1981) calcula las solucicnes Stackelberg y -
Nash para un modelo anélogo al considerado aqui, con P=2 y,
ademas, trata el tema de la estimacidén de parametros en ambos
casos.

Otros tipos de soluciones propuestas han sido la del
comportamiento lider-lider y también soluciones cooperativas
(por ejemplo, en Fisher (1980)).

En el trabajo de Kydland y Prescott (1977) que hemos
analizado se sigue la idea de solucidén de Stackelberg, con la
autoridad planificadora como lider y los demas agentes econdmi
cos como seguidores.
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3.- EXPECTATIVAS.

En la mayoria de las decisiones econdmicas
no triviales interviene la variable tiempo. En economia,
las decisiones de los individuos en un momento del tiempo
dependen de su visién del futuro, es decir, de sus expectati-
vas. Lo mismo ocurre en el comportamiento de los agregados
econdémicos que forman los modelos macroeconémicos.

Las expectativas van a ser importantes en nuestro
trabajo, ya que nos’ proponemos estudiar el problema de
control, cuando el sistema contiene "expectativas racionales”
de las variables de estado, caso en el que no son aplicables
las técnicas matematicas conocidas.

Veamos algunos ejemplos sencillos, que nos
ayuden a ilustrar el tema:

- Consideremos la teorfa del comportamiento
del consumidor. Una decisién de ahorrar implica la decisidn
de posponer el consumo al futuro. Asi, en decidir si
ahorrar o no o en decidir cuanto ahorrar en un periodo
dado, se necesitaria considerar la tasa futura de inflacién
y la expectativa de ingreso futuro.

- Cuando 1los contratos salariales se fijen
en términos nominales, pero las empresas y los trabajadores,
sin tener ilusidén monetaria, se preocupen sdlo de salarios
reales, sera necesario que los negociadores tengan en
cuenta la tasa de inflacién que prevean a lo largo del
periodo que dure el contrato.

- Consideremos wuna decisién de inversién: el
inversor se preguntara. (Cuanto vale la pena pagar para
adquirir un bien de capital duradero con el que se va
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a fabricar un producto que se destinara a la venta?.
La teoria nos dice que el valor presente V, que Iindica
lo quemerece la pena pagar es:

L(P1OUUSt)  (BpUp) () . (P Q,~U,) (1-t,)
(1+1)% (1+41)¢ (1+1)0
g G-ty
(1+1)"

en donde n es la vida, en afios, del bien de capital, Q es el
output, P el precio de venta; U el coste; J el valor
al final; t el impuesto; i1 la tasa de interés.

Un intento racional de calcular el valor presente
del activo, requerira evaluar, de alguna forma, 1los
valores que tomaran en el futuro n,J,Q,P,U,t,i.

Podriamos poner muchos mas ejemplos, pero
los anteriores resultan suficientes para ilustrar el
tema. Es clara la necesidad de que la teoria econdmica
incorpore las expectativas y 1los factores que dan lugar
a cambios en ellas.

Shaw (1984) seflala que, desgraciadamente,
en general las expectativas no han sido tratadas de
manera acorde con su importancia. Muchos modelos econdémicos
no tratan para nada de expectativas o las tratan sélo
implicitamente, suponiendo que ya van incorporadas en
los valores de los parametros.

Veamos ahora brevemente la consideracién que
se ha dado al tema de las expectativas y su modelizacion,
en economia.

+
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Keynes y las expectativas.

Una de las aportaciones de Keynes fué reconocer
que la teoria macroecondémica necesitaba® incorporar el
papel de las expectativas. Segin él, haciendo referencia
a asuntos econdmicos, "el conocimiento del futuro es
fluctuante, vago e incierto"; sobre el futuroc econdmico
incierto no caben <célculos razonables, a diferencia
de lo que ocurre en un juego de poker o en una loteria.

Para Keynes las expectativas no pueden ser
tratadas como variables endégenas en un modelo econdémico
formal. E1 decididé tratarlas como variables exdgenas.
En su Teoria General, analiza el comportamiento de las
variables endbégenas, en un momento del tiempo, condicionadas
a un conjunto de expectativas exdgenas sobre el futuro.
Es entonces natural analizar las propiedades de estética
comparativa del modelo, suponiendo un cambio exbgeno
en las expectativas.

Este apartado aparece mucho méds desarrollado
en Begg(1982) y Shaw (1984).

-Expectativas estéticas.

Constituyen la manera mas simple de introducir
expectativas en un modelo. Se supone que las condiciones
de hoy se mantendran en el futuro. Por tanto, las expectati-
vas de las variables futuras, serén indentificadas con
los valores actuales.

Las expectativas se pueden referir a variables
como precios o niveles de output futuros (identificados
con sus valores actuales) o a ritmos de crecimiento
de variables (asi tendremos, por ejemplo, tasa de inflacidn
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futura o tasa de crecimiento econdmico futuro, identificados
con tasa de inflacién o tasa de crecimiento econdmico
actuales). En cualquier caso, la hipdtesis de expectativas
estaticas supone que la economia ha alcanzado un estado
de equilibrio estable. Gran parte de la economia cléasica,
suponia tacitamente la existencia de expectativas estaticas.

Por tanto, en expectativas estaticas: y tek/tY e

y{/t-k'yt-k , para k=1,2,3,... en donde YE/J es la expectaty
va que en t=j se tiene del valor que la variable Y, tomara -

en t=i.

Un andlisis de las ventajas e inconvenientes de -
las expectativas estiéticas aparece en el libro de Shaw.

- Expectativas adaptativas.

Esta modelizacidén de las expectativas fué
ideada por Cagan (1956) en el contexto de una situacidn
de hiperinflacidén. La doctrina de las expectativas adaptati-
vas supone que los agentes econdmicos formaran sus expecta-
tivas a la luz de la experiencia pasada y que, en particular,
aprenderin de sus propios errores. La hipdtesis establece
que:

-

= a Yt_ -y

17 Yioa/eee) s con Ol

Yert-1 = Yiy/ee

en donde yg,i es la expectativa que se tiene en tx=j, del valor
que tomara la variable y, en t=i.

Teniendo en cuenta que y;_l/t_a = y§-2/t-3 +

+al Yoo - y;-Z/t—s) , ¥ sustituyendo de mane

ra recursiva, obtenemos:



- 15 -

2 n
Yi/te1 TaVeap * 0(10 Jyp o A1-0)T gy g 4eenees a(lz0)n

+ (1-0 )n¢1

«Yt-n-1 Yt-n-1/t-n-2

Todos los sumandos, excepto el ultimo, son observa
bles, Al ser O<a <1, (1- u)n*l
Suponiendo que el valor de esta expectativa final es finito,

es menor cuanto mayor es n.

podemos despreciar este Ultimo sumando, considerando un valor

de n suficientemente grande. Por tanto, y E/:-l se considera,

en la hipétesis de expectativas adaptativas, como un valor -
obtenido a partir de los valores pasados ponderados de la propia
variable.

La hipbétesis de expectativas adaptativas supuso
un avance considerable, pero encontrd objeciones importan-
tes, entre las que destacamos las siguientes: 1%) La
hipbtesis sblo tiene en cuenta 1o ocurrido en el pasado.
Supongamos que la OPEC tiene wuna reunidén 1la proéxima
semana pero el resultado de sus deliberaciones es un
asunto formal, ya que se sabe que anunciaran que se
doblan los precios del petrdleo. Seguramente los economistas
estaran prediciendo mayor inflacidén desde el momento
en Que aparecen las primeras noticias sobre 1la subida
del petrdleo. La hipdtesis de expectativas adaptativas
establece que los agentes econdémicos alzan las expectativas
de inflacién, sdélo después de que inflacién mas alta
ha tenido ya lugar. Utilizando una regla asi, los individuos
cometeran errores sisteméticos, infravalorando 1la tasa
de inflacién real, algunos periodos después de que suban
los precios del petrdéleo. 2') En la hipdtesis de expectati-
vas adaptativas se supone que las Unicas variables que
tienen que considerarse son valores pasados de la variable
sobre la que se van a tomar las expectativas. Este anélisis
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de equilibrio parcial no se ajusta a la tradicidén macroeco-
némica en la que el equilibrio general o efectos globales
en el sistema son de gran importancia. Por ejemplo,
datos sobre tasas pasadas de crecimiento monetario pueden
complementar a datos de tasas de inflacidén pasadas en
predecir inflacion futura,

Un andlisis mas detallado aparece en los libros
de Begg, Shaw y Attfield-Demery-Duck (1985).

- Expectativas raciocnales.

La insatisfaccién con la hipétesis de las
expectativas adaptativas dié lugar a la bisqueda de
formulaciones alternativas, surgiendo la hipdtesis de
las expectativas racionales, 1ideada por Muth (1961},
formalizando un trabajo anterior de Modigliani y Grunhberg
(1954), El primero en aplicar la hipétesis a la macroecono-
mia fué Lucas en 1972,

El punto de partida de las expectativas racionales
es que los agentes econdémicos no deben cometer errores
sistematicos, lo cual quiere decir que sus prondsticos
sobre el futuro deben ser correctos, en media, si 1los
individuos estén satisfechos con su mecanismo de formacién
de expectativas. Si no es asi, cambiarén el mecanismo.

Existen varias versiones de la hipdtesis de
expectativas racionales dependiendo de la informacidn
que se supone poseen los agentes econdmicos. La que
nos interesa a nosotros es la versién de Muth, que es
la que mas se ha utilizado en discusiones académicas
y la que ha generado mayores implicaciones y conclusiones
en politica econdémica. Esta versidén, que es la méas fuerte
en cuanto & exigencias, supone que 1lo0s agentes conocen
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la estructura completa del modelo y 1los valores previos
de todas las variables relevantes en el modelo, ademas
de las politicas del gobierno en operacidn. Ademas,
si el modelo es estocastico, Se supone que los agentes
conocen las propiedades estadisticas de las perturbaciones
aleatorias.

DEFINICION:

La hipdtesjis de expectativas racionales, en
el sentido de Muth, supone que la expectativa que tienen
los agentes econdmicos en un instante t, sobre el valor
que tomaré una variable en el futuro (que es subjetiva
e inobservable), es la esperanza matemética condicionada
a la informacién que se posee en t, implicada por el
modelo,

La hipdétesis supone, por tanto, que los individuos
actlan como si conocieran el modelo y formaran sus expecta-
tivas de acuerdo con él.

Debemos seflalar que, aunque la definicidn
que hemos dado anteriormente es la que aparece normalmente
en la literatura, es mas restringida que 1la que did
Muth. En efecto: en su trabajo original de 1961, Muth
establece que las expectativas de 1los agentes (o mas
generalmente, la distribucidén de probabilidad subjetiva
de los resultados), coinciden, para el mismo conjunto
de informacidén, con 1las predicciones de 1la teoria (o
la distribucidén de probabilidad "objetiva" de los resulta-
dos ), E1 hecho de que la mayoria de los trabajos sobre
expectativas racionales indentifiquen las expectativas
de los agentes con las esperanzas matematicas implicadas
por el modelo, 1lo justifica Shiller (1978), diciendo
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por una parte que, para el caso lineal, modelos que incluyen
simplemente esperanzas matemadticas de variables son fécilmeg
te manejados y, por otra, que la mayor parte de las caracte-
rizaciones del comportamiento humano en la literatura macroeco
némica practica que precedidé al desarrollo de los modelos con
expectativas racionales, depende de simples esperanzas matemé
ticas de futuras variables, y de ningin otro momento.

Por tanto:

Yiek/t = E Cypanl/Ty )

en donde el conjunto de informacién disponible en el tiempo t
contiene el conocimiento de la estructura del modelo y de to-
das las variables del modelo que son conocidas por los agentes
en el tiempo t.

Veamos un ejemplo:

Consideremos el siguiente modelo macroeconémico, -
que aparece en el libro de Minford y Peel (1983):

M =Pe*Ye (1)

Pe=PY/e-1*8(¥e= ¥ ) (2)

m = m o+ € (3)

en donde Mys Pyr ¥y SON los logaritmos de la oferta monetaria,
del nivel de precios y del output, respectivamente; y es el ob
jetivo del output; m es el objetivo monetario (ambos valores
se supone que son constantes conocidas). {gt)se supone gque son
variables aleatorias normales, de media cero, incorreladas. -
es la expectativa que, en el perfodo t-1, tienen los

p*
tit-1
agentes sobre el valor que tomara la variable p en el periodo

La primera ecuacién del modelo es una funcidn

t.
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de demanda de dinero, con elasticidad de interés cero
y elasticidad de ingreso uno. La segunda ecuacién es
una curva de Phillips, que establece que 1la tasa de
inflacién iguala a la expectativa de inflacidén del periodo
anterior mas una funcidén del exceso de demanda. La tercera
ecuacién del modelo es una funcién de oferta de dinero.
Los periodos se supone que son trimestres.

La hipdtesis de expectativas racionales establece
que

Pi/e-1 =Elpel Ty

en donde It-l' en este caso, se refiere al conocimiento de -
las ecuaciones del modelo y a los valores pasados de todas -
las variables. Veamos cuanto valdria:

Tomando esperanzas condicionadas a It- en (2):

1

Elpyl Ty )= Elpelty ) ss[Ey ity - ;]‘ Elyelle )=y

Haciendo lo mismo en (3), y teniendo en cuenta que

E(el1, ,)=0, Elm |1, _,)=m

A partir de (1):
E{m 1, _, )=E(p 01, , )+ Ely 1, _ )

E (ptllt-l )= E (meiz, 4 ) - E (ytllt-l Ja®m - ¥

Por tanto: pf,. , =E(p,ll, ;)= m-y
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En nuestro trabajo vamos a construir la teoria
de control sobre modelos que contienen expectativas
racionales de las variables enddgenas. Nos ocuparemos

de dos tipos de sistemas:

= y x
1) 7¢=Be ¥ eo1*Bredter/eer A 010 Pt Y
(para t= 1,2,....,T)

en donde: ¥y €3 un vector de variables enddgenas
X, es un vector de variables de control
b, es un vector que recoge los efectos combinados
de las variables exdgenas no sujetas a control
u, es un vector aleatorio.

Las expectativas son racionales. Por tanto:

viersecr = ElypglTy) o para 20,2
P
2) yy = ifl Bie¥e/t-1 *AeYeoatC® et
en donde y3,. , = E ( ytllt-i) , para i=1,2,...,P

El tema de 1las expectativas racionales es
de mucha importancia y actualidad, en economia. Incluso
ha dado lugar a una importante escuela de pensamiento,
representada principalmente por R. Lucas y T. Sargent,
llamada la escuela de las expectativas racionales o
de los nuevos macroeconomistas clésicos. Debemos aclarar,
como sefialan Dornbush y Fisher (1985), que una cosa
son las expectativas racionales como teoria de las expecta-
tivas, y otra la escuela de las expectativas racionales,
que mantiene posiciones que van mas alla de la identifica-
cidén de 1la expectativa con 1la esperanza condicionada,
como son su enfoque de equilibrio de 1los mercados, su
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opinién sobre el papel de la politica monetaria y de
la politica fiscal, su postura ante el desempleo o su
criterio sobre la capacidad que tienen las autoridades
econdémicas en influir en las variables reales.

Un andlisis de las criticas a 1la hipbétesis
y de 1los argumentos de 1los defensores aparece en el
libro de Begg.

Entre la abundante bibliografia sobre expectativas
racionales, podemos citar: Begg (1982), Minford y Peel
(1983), Sheffrin (1983), Shaw (1984), Attfield-Demery
y Duck (1985), sobre descripcién de la hipdtesis y sus
implicaciones en econometria y macroeconom{a. E1 1libro
de Mishkin (1983) tiene un enfoque empirico. Whiteman
(1983) presenta un enfoque técnico de manejo de sistemas
lineales con expectativas racionales. El 1libro editado
por Fisher (1980) recoge una serie de trabajos de diversos
autores sobre implicaciones en politics econdmica. EI
libro editado por Lucas y Sargent (1981) contiene una
seleccidén de 34 articulos importantes sobre el tema.
El articulo de Shiller (1978) revisa criticamente la
literatura existente.

4.- SISTEMAS CAUSALES Y NO CAUSALES.

Vamos a distinguir entre el tipo de sistemas
usuales en la literatura de control (que llamaremos
sistemas causales) y otro tipo de sistemas que no cumplen
una de sus hipdtesis fundamentales (a los que llamaremos
no causales), entre los que se encontrarén los modelos
econdémicos con expectativas racionales. Estos modelos
y 8su utilizacidén en problemas de control optimo, van
a constituir el objeto de nuestro trabajo.
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Una de 1las hipétesis fundamentales sobre 1la
funcidén de transicién de estados en la teoria de sistemas
usual es que es causal: dada una funcién input admisible
x, la transicién del estado Y(to) en el instante t=to,
al estado Y(tl)-ﬂ (tl,to,Y(to).x) en el instante t,, sblo --
puede depender de x, a través de los valores que toma x des-
de el instante to al instante tl. Si dos funciones input to-
man los mismos valores entre to y tl’ entonces deben llevar
al sistema al mismo estado en "1’ As{, el sistemayt-lv t-1*
ocxto u, es causal y su utilizacidén en optimizacidédn dinami-
ca no presenta ningun problema (es aplicable el principio de
optimalidad de Bellman).

En algunos sistemas que aparecen en la literatura
econdémica esa hipdtesis no se verificara. Veamos un impor--
tante caso que nos sirva para ilustrar esa caracteristica -
fundamental:

Consideremos el modelo de ecuacidn:
VerAypoy * BYEag/e tC%ey

en donde: Yy €8 un vector de variables endbgenas
X, es un vector de variables de control (instrumen
tos politicos)
mg son vectores aleatorios, mutuamente incorrelados
de media cero.
y;¢1/t es la expectativa que, en el periodo t, tie
nen los agentes sobre el valor que la varia
ble y tomaré en el periodo t+l.

El modelo anterior puede ser interpretado como el
de una economia en la que los agentes privados son seguido--
res Stackelberg, que toman como dadas las acciones del gobier
no, qQue controla con las variables Xy
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Supongamos:

a) Que las expectativas se consideran estiticas.

Entonces y;¢1/t' Yoo ¥ el sistema queda:

¥ (1-B) " May_ +(1-B)7 ex +(1-B)7 u, luego es un
sistema causal.

b) Expectativas adaptativas:
En tal caso: yp ./, =0 yt¢0(1-¢)yt_100(1°0)2¥t_24---
El sistema queda:

2
y¢=Ayy_1*BBy +BO(I-D)y, ,+BO(I-B)%y, ,4....4Cx,+ u, &

e y=(1-80)"" [AeBo(1-0)] ¥, +(1-88)"'BO(1-0)2Y, _,+

+(1-80)"10(1-8)%y, _; +......+(1-B0) Cx, o (1-80)7Mu,

que es un sistema causal.
c) Expectativas racionales:

Entonces yi , /. sE( yt‘lllt) , en donde el con--
junto de informacién I‘ incluye la estructura del modelo y =--
todos los valores presentes y pasados de las variables endégg
nas y de las variables exdgenas.

Tenemos, por tanto, el sistema:

(1) ¥o=AY,_+BE( ¥, 11, ) +Cx +u

t 't

Vamos a resolverlo, utilizando el método llamado de
coeficientes indeterminados, usual en la literatura sobre ex-
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pectativas racionales.

Establecemos la hipétesis de que la solucién toma-
ra la siguiente forma:

(2) yo= My g+ ToX+ Tou e+ 151 Q.E(x, 11

Ahora vamos a calcular los valores de T,y de Qi.
Para ello, a partir de (2):

T G, .+ I 8 ,E(x
3 Tt+l i=1 i

Yeel = TVt 2% teiel Te) =

T Q
11, )+, SEC

T OBy lTg )= Tayer TE t i=1

t XeeienlTe)

Sustituyendo en (1):

7Y ue

(3) yy=(1-B ﬂl)-lAyt_ldr(l-B wl)-ICxt«v(I-B n ¢

1

«1 -4 -1
+(I-B "1) B '"22():“1[1")0 I (I-Bx ,) BQ

i=l 1 i

E(xy,9,412¢)

Igualando los coeficientes de (2) y (3), obtenemos:
ny=(1-B 7)72A
-1
T (I-B T
2 (I-B 1) c
mg=(1-Bw )7

Ry=(I1-Bn )7t B m,

th(l-aw 1)-15 Qj~1' para § > 1

La ecuacién (3) representa a un sistema en
el que su estado en un momento del tiempo es funcién
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de inputs pasados y presentes (x‘_i. LI 12 0) y de in-
puts futuros anticipados (E(xt.‘lxt). 1> 0). La ecuacibn (3)
puede que no sea no causal en el sentido estricto del térmi-
no, porque E(xtol“izt). 1>0 , es sélo funcién de la infor
macién disponible en el tiempo t. En el caso en que el sis-
tema sea deterministico expectativas racionales equivalen a
previsién perfecta y, para el modelo que estamos viendo:

-1 -1 -1
yt-(I-B “1) Ayt_lw(I-B ﬂl) Cxt‘(l-B' 1) B LP ISR

®
« T BB R yxg,,
i=1
Que ya es claramente no causal en el ientido estricto
del término. Independientemente de lo apropisdo del término
no causal para sistemas del tipo (1) o (3), el hecho
de que expectativas actuales de variables de control
futuras afecten al estado actual, hace que el sistema
sea cualitativamente diferente del sistema standard causal,
cusndo vaya a utilizarse para control Sptimo.

En general, para modelos econdmicos con expectati-
vas no hadbré ningin problema en la utilizacién de las
técnicas usuales de control Sptimo si las expectativas
no son racionales. En el caso de expectativas racionales,
el modelo es cualitativamente diferente del tipo de sistemas
usuales en la literatura de control y no son aplicables
sus métodos (al menos directamente aplicables), Kydland
y Prescott llegaron a la conclusién de que esas técnicas
no se pueden utilizar, en ningun caso y bajo ninguna forma
en sistemas econdmicos con expectativas racionales. Hay
trabajos posteriores que discuten y rechazan esta conclusién.
A continuacidén vemos a comentar algunos de ellos.
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5.~ TRABAJOS POSTERIORES AL DE KYDLAND Y PRESCOTT.

Vamos a comentar 1los trabajos de Aoki-Canzoneri
(1979), Chow (1980) Driffill (1981) y Buiter (1983).
Todos ellos tratan el problema de control &éptimo, cuando
el sistema contiene expectativas racionales de variables
futuras.

Aoki-Canzoneri: En su trabajo tratan fundamental-
mente otro tipo de sistemas con expectativas racionales
(de variables actuales, tomadas en el pasado), gue comenta-
remos en el apartado siguiente. Como extensidén consideran
también el caso que nos ocupa:

YA 1 *BY g ean *O%gr o con yiL e = Gy 1T )

suponen que x,=G.y, ,+v, , en donde {Gy} es una secuencia de
matrices politicas deterministicas y {(4}son vectores aleato--
rios incorrelados, de media cero. Los conjuntos de informa--

cién son: I = G

t-i v yt_i, xt-i' yt__i_l. xt-i-l)"""'

Efectuan transformaciones en el sistema, obtenien-
do:

yt'Ayt—l’Byt+1’Cxt°B(ut#l‘cvt+1)'(I°Bw1)“t'aw1cvt

en donde Ul no esta especificado. Imponen (arbitrariamente) -
wlso, con lo cual se puede poner:

-1, _o-1 -1 -1
Year™8 VemB AV 1-B TCXiru 1B TuelV

y, en esta forma, el sistema ya puede ser utilizado para con
trol.

Tratan también el caso en que B es singular y sefia
lan las transformaciones a realizar.
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A continuacidén estudian modelos del tipo:
Y. =AYy +By? «ttJy'2 +Cx_+ u
t t-1 t/t-1 t/t-1 t t
X2Ge¥ea* Ve

2 . 2
en donde yii/¢.y =B [(Ya.t"x.t/t-z) '%-1]

y reducen el sistema a una forma adecuada para utilizar las
técnicas usuales de control.

Chow: .
Fbrmulc el problema en los siguientes términos:
T
MIN Eg I (ymay)'Kely,-u,) (1)
Y:'BVE/t-1’°1Y€+1/t-1*‘yt-1‘°‘t’°e’“t (2) t=1,2,...,T

suponiendo que las expectativas son racionales.

(yt son variables enddgenas: X, variables de con--

trol; bc variables exégenas; Ve perturbaciones aleatorias, -

mutuamente incorreladas, de media cero).

Estudia: a) Evaluscidn politica (tratamiento del -
sistema (2)). b) Optimizacidn.

a) Evaluacidén politica:

Analiza en primer lugar el caso 81-0; luego el caso
Blio y por ultimo el caso no lineal,

Para el caso lineal: efectia transformaciones en el
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sistema, de manera que desaparezcan las expectativas de las

variables endbgenas (variables de estado) apareciendo expec
tativas de variables exdgenas y de las variables de control.
Para el caso 51&0. el problema no tiene solucién uUnica, por

lo que afiade una condicién adicional para obtener unicidad:

propone que en T, instante final, y§‘1/T_1 sea iguel o pro
porcional a y%/T-l

Para el caso no lineal, propone linealizar el modelo
a partir de una solucién tentativa, aplicar los métodos para
sistemas lineales, obtener la solucién del modelo linealiza-
do, volver a linealizar a partir de la solucidén obtenida y -
seguir iterando hasta llegar a la convergencia.

b) Optimizacién.

- Caso lineal: Si 81-0, llega a la conclusién de que se pue--
den aplicar las técnicas usuales de control 6ptimo, apoyéandose
en la forma del sistema obtenida en a).

S1 Blfo, presenta un método para resolver el pro--
blema, cuando y ¢ Puede hacerse estacionario en covarianza a
través del tiempo. Este método lo comentaremos con detalle,
criticaremos y generalizaremos en el prdéximo capitulo.

Indica cémo hay que plantear el problema para rescl
verio numéricamente en 10s casos: 1) Se busca una politica en
bucle abierto. 2) Se busca una politica en bucle cerrado, de

la forma: xt-Gyt_1+g, siendo G,g invariantes en el tiempo.

- Caso no lineal: Propone linealizar el modelo y aplicar los
métodos para sistemas lineales.

Driffil:

Generaliza la formulacidén del sistema que proponen
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Kydland y Prescotta) caso estocéstico, aunque lo restringe al
caso lineal.

En su trabajo encontramos las tres sportaciones si
guientes:

- Presents un método de célculo de la politica épti
ma por el que encuentra la politica que seria éptima si el --
sistema fuers deterministico y luego la va corrigiendo a medi
da que pasa el tiempo y va teniendo informacidén de los shocks
que se van produciendo.

Xe®Xe/1* Y1 V1t Ye,2 Yatercot Yi,ee1 Yea

- Para el caso lineal demuestra que no hay inconsis
tencia en el tiempo y, por tanto, son aplicables las técnicas
usuales de control éptimo, cuando el numero de variables de
control independientes coincide con el numero de variables que
aparecen en la funcidén objetivo, en los siguientes casos:

a) Las GUnicas variables que aparecen en la funcién
objetivo son las variadles de estado.

b) La funcién objetivo incluye también ciertos valo
res presentes descontados de las variables de control.

- Para sistemas de tipo yt-Ayt_1¢By{/t_1+

+Cx,+ u, son aplicables lss técnicas usuales de control Spti-
mo.

Buiter:
Se refiere s6lo al caso de sistemas lineales.

Hace una presentacidén exhaustiva del problema y re-
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visa toda la literatursa.

Para un modelo sencillo utiliza el método de Drif-
fill para encontrar la solucidén Sptima.

Sefiala que hace falta investigacidén para encontrar
nuevas técnicas de optimizacidén para modelos no causales como
los que estamos estudiando.

6.- MODELOS CON EXPECTATIVAS RACIONALES DE VARIABLES ACTUALES,
TOMADAS EN EL PASADO.

En los trabajos de Aoki-Canzoneri (1979), Visco --
(1981, 1984), Broze-Szafarz (1984) y Schonfeld (1984), apare
cen modelos con expectativas racionales, de la siguiente tos
ma:

Ye=AYe 1*Bi¥isea1 *Ba¥ijeaa *oreee* Bp¥isep *
#Cxtf ue

en donde
Yi/e-g=E (vl g )

Estos modelos contienen expectativas racionales, -
pero son diferentes a los que hemos visto en los apartados -
anteriores., La variable y, no depende de expectativas (racig
nales) de variables futuras, sino de expectativas (raciona--
les) de la propia variable Yy, tomadas en periodos anterio--

res.
Veamos un ejemplo, que hemos tomado de Visco (1981):

Ve YYpgr @(P-PY i) +B(R-RY o) vy,

Pe™ Xg= Ye * upe
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en donde todas las variables son logaritmos Yt es el nivel de
output real actual (o la desviacidén de su nivel "natural"),

P¢ 8 el nivel de precios agregado actual; X, es la oferta mo
netaria actual; U ¥ uzt sgn perturbagionel aleatorias, de
media cero y varianzas o( “1) y o°¢ uz). La primera ecua
cién es una funcién de oferta agregada; la segunda puede ser
interpretada como una forma especial de una funcién de deman-
da agregada o uns ecuacién que determina el nivel de precios
agregado, siguiendo, por ejemplo, la teoria cuantitativa de
dinero.

Los trabsjos citados que tratan estos modelos presen
tan métodos para encontrar una "forma reducida" del sistema,
entendiendo por tal cualquier representscidén que no contenga
ningin término con expectativas.

Aoki-Canzoneri y Visco, tras presentar sus métodos
respectivos para encontrar la forma reducida del sistema, hacen
algunos comentarios sobre el problema de control pars estos mo
delos. Ambos llegan a la conclusién de que en el caso p=1, la
forma reducida que obtienen puede utilizarse para resolver el
problema standard de control. Para p> 1, la forma reducida --
que se obtiene no puede ser utilizada en formulaciones standard
del problema de control. Visco indica que si puede ser utili-
zada en el caso en que aparezca xt_p¢1. en lugar de x, en la
formulacién del sistema. Ambos sefialan que hace falta que se
desarrollen nuevos métodos que resuelvan el problema.

7.- PLAN QUE SE SIGUE EN LOS CAPITULOS SIGUIENTES.

En el capitulo 2 estudiamos basicamente el siguien-
te problema de control:
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T

MIN EOE-] (yt-at)'Kt(yt-at)

YemBe¥/ee1 *Bre¥ien/e-1tAe¥e-1*CeXe*Pet Yy
,partiendo de la solucién de Chow (1980) para el caso particu-
lar en que el sistema se puede hacer estacionario en convarian
2a a través del tiempo. Nosotros vamos a resolver el proble-
ma para el caso general. Mantenemos en todo el estudio la --
formulacién y notacién de Chow.

En el capitulo 3 estudiamos el problema para el ca-

so de informacidén incompleta:
T
z - -
MIN E g - (yy-a,) 'K ly,-a,)

Y o™ Be¥e e-1*BreVes1/e-1t A o1 Ce X Pty

2o MYV

Tratamos el problema de estimacidén y el problema de control,

estudiando la separacidn entre estimacién y control. Estos -

problemas no estén tratados en la literatura que hemos mane-

jado. Burmeister-wWall (1982), para un modelo particular, con
expectativas racionales, con significado econdémico concreto -
para cada una de las variables, reformulan el sistema para --
utilizar el filtro de Kalman .

En el capitulo 4 estudiamos en primer lugar el pro
blema de control siguiente:

T
MIN Ej E_‘ (yt-at)'xt(yt-at)
YA 1By e-1*Bary tre-2tCe %t My

A continuacidén estudiamos el problema de estimacidn
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para el caso:

’
Ve Ae Vo1t T By Vi eert M

Ze=Me Vet Vi

siendo la formulacién del sistema, con expectativas raciona-
les de variables sctusles tomadas en el pasado, anéloga s la
que aparece en los trabajos de Acki-Canzoneri y Visco, en -~
los que nos hemos apoyado.

En el capitulo V analizamos dos ejemplos --
econdémicos y establecemos las conclusiones finales del traba
Jo.



CAPITULO-11
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MODELOS COM EXPECTATIVAS FUTURAS. INFORMACION COMPLETA.

1.- CUESTIONES PREVIAS: El problema standard de control para
modelos sin expectativas.

PROBLEMA 1I.1.1.

T
MIN E W= EQI _(yt-nt)'Kt(y‘-n‘). siendo K, matriz -

te 1
simétrica definida positiva o semidefinida
positiva

(1.1) yt'“tyt-l’ctxt'bt‘ u, , pars t=1,2,....,T
Yor dado

Los vectores aleatorios (u,} se supone que
son incorrelsdos, y Eut-o. vt

en donde: Y.: es un vector de varisbles enddgenas (variables
de estado).
Xx,: es un vector de inatrumentos politicos (varia-
bles de control).

b,: es un vector que recoge los efectos combinados
de las variables exdgenas no sujetas a control.

Vamos a resolver el problema por programacién dind
mica. La ecuacidn de Bellman, para cada t=1,2,...,T, sera:

A A ]
V¥ JMIN E ‘:(’t"t)'xt(yt"e” Vear (ve)
t

~
con VT¢1(yT)'°

Notacién: E, ,(X) = E(X/y,_,)
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Estudiaremos dos casos: a) Las variables exdgenas
{b,} son no estocadsticas. b) Las variables exdgenas (bt) -

son estocésticas.

a) CASO EN QUE LAS VARIABLES {bt} SON NO ESTOCASTICAS. Este
caso es el que aparece usualmente en la literatura.

Suponemos, por tanto, que bl'bZ"""' bT son da
dos, conocidos de antemano,

Vamos a seguir el enfoque de Chow (1975)
TEOREMA 11 1.1.

La solucién al problema 1I1.1.1. es la siguiente:

-1
Gy =-(CiHC )T CiH A,
8y=-(C{H,C)TIC (H b =h )

A
xtzctyt-l*gt' siendo

en donde: Ht_1=Kt_1¢(At+cth)’Ht(At¢cth). con Hp=Kn

ht-l'Kt-lat-l‘(At+cth)'.(ht'“tbt ), con hp=Kpap
L} 1
ct_lsat_lkt_lat_1+(btoctgt)‘Ht(bt+ctgt)-2(ctgt+bt) ht‘
*Et-luéﬂc U +Cy, con cT'aiKTaT

Ademas:

A
Velyp 1 d=yg g (Ag+C G ) "H (A +C Gy -2y 1 (A+CiGy) (R -H b )+

+(Ctgt¢bt)‘Ht(Ctgt+bt)- E(Ctgt+bt)’ht«vEt.l(uthut)«fct

DEM.: Por induccién sobre t

PARA T
Vp(¥p g )=Ep_ g {(¥p=8p) 'Kp(yp-ag) } =Ep_; (ypKpyp-2yqkpag+

*a&KTaT)=
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= Ep_a¥qfpyp-2yqhptep . en donde Hp=Kpi Rp=Kpdyi
cr=tpkpey

podemos poner:
Vplyp 1 )=Ep_y {(Aqyp_y+CpXpebp+ up) 'Hy(Aqyp ) +CpXp+byety)-

=2(Apyq_y*CpXp*0p+ up) 'hpeCy } = (Aqyy ) +CpXq+by) "Hy(ApYq_ ) +CpXxpeby)-

~2(Apyp_y*CpXp+bp) 'hpeEp_; (uphy uplecy

- Cond. de minimo:
vy A
X" O = 2Cqip(Aqyp_ *OpXq+Dp)-2Cahy o Xp=Cpye.y*8p
G- (CiHeCy) T Cityhy
8y~ (CgHaCa) " Ca( Hyby-hy)

siendo

= Vplyp_y)= ::" "-r"’rq)'[ "‘r‘crcr)y'r-l*cr‘r’br]'“‘rI“‘r’chr”r-z‘
¢CTgTobTI-2 I“‘r’crcr Y 1‘-1’C‘r"r’°1‘I' Rp+Ep_; (O 1HM 2 )oc o
= -1 (Ap+CqCyp) 'Hy(ApeCaGrlyp - g (Ap+Cylyp) ' (hy-Hyby) +
+(Cpap+by) 'Hp(CqBp+by)- 2 (Cp@y+by) 'hy+Ey ) pHpig)ecy
(Nota: (AT’CTGT)'HTCT'O' por lo cual no aparece el sumando -.
2yp_1 (Ap+CqGp) 'HyCrgy)

Supongamos que el teorema es cierto para t .
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Vamos a demostrar que se cumple PARA t-1
A
' -
Vee1eo2)=Ey L {(Yt-1‘°t-1’ Kea(yeor=aeoy)* Velypg b =

=E, _» (yé-lﬂt-lyt-l'zyé-lht-l*ct-l) , en donde:

[ht-lx Keog*(A+C G ) "H (A +CGy)

h = K

t-1% Kpog8p 1t (AgrCiG)" (h -H DY)

t
Cpo1™8g 1K 13y *(CeBy*b ) 'H(Cog, 4D )-2(Cig +b ) hy+
*Epoplughy uglecy
ya que por la hipdtesis de induccién podemos poner en lugar

de vt(yt-l) la expresién que aparece en el enunciado del teo-
rema.

Podemos poner:

’ .
V:-1(y:-2)'5t-z{I ‘t-1yt-2‘°t-1*c-1*bt-1*“c-1] Hea
.

IAt-1¥:-2‘°:-1x:-1‘bt-1’ “t-1]' 2 Ay 1Y ea2*Crar®e-1"PeagtYey)

“t-l*ct-1} = (A 1¥e2*Croa®ea1*Peoy) Bl (A g Yelo”

*Cooa®eo1Peog) =2 (Ap g ¥ 5%C 1% 1%Peo1) ey
*Ey_o(up Moy Yeoa S
Cond. de minimo:
Vel . .
=022 C}_ Hy 1 (g 1¥e-2*ChoaXea1*Peoy) = 2 C4y ey

X
t-1

A
= Xeo1"Cp_1¥p-2%8¢o
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G, ,= - (C! )72

t-1Heoa©

c A

.
H
siendo t-1 t-1 t-1't-1"t-1

' -1la,
= - (C;_H, 1€, y) 7Cy_,(H

t-1 t-1 ®

Ben t-1%¢-1"Pey)

A
* Ve W)= MIN VY p) = [(At-x*ct-lct-l)yt-z‘ct-lgt-x‘
xt-1

‘bt-A] "R E‘t-l‘cc-1cc-1’yt-z’cc-15t-1’°t-1]' 2[f‘t—1’°t-1

Gt-l)yt-z’ct-13:—1‘bt-1] My 1*Bea(U g He g Yooy S =

C

=Ve 2(Ap_1*Ce 18eog) He 1 (Ap 3#Ce 18eo1 Ve o=Vt oAy

*Ceoq0pog)’ My g =~ Hy 1By g% (Cp 18p 9Dy 30 'Hy 3(Cp_18e g

- )
*0p1) = 2 (Cy 18y by y) Dy By plu yHy yw ) ey
con lo cual queda demastrado el teorema.

b) CASO EN QUE LAS VARIABLES b, SON ESTOCASTICAS

Nos parece interesanteanalizar este caso ya que hemos
comprobado que en la literatura econdmica muchas veces las varia
bles exdgenas se modelizan como variables estocésticas., Mas --
adelante, al estudiar modelos con expectativas futuras, nos --
apareceran variables exdgenas estocasticas por lo que, como re
ferencia, analizamos también el caso del problema standard.

Notacidén: Para cualquier variable aleatoria Vt,
B j(VI=EWV y, ) =BV T )=VE,, 4

: EB la informacién de que disponemocs al final
del periodo t-j.

en donde It—j
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TEOREMA 1I.1.2.

La solucidén al problema planteado es la siguiente:

-1
- . L
. Gt (Cthct) CthAt
xt'tht-l'gt' siendo

g,=- (CiH. )7 tey

ttrt t(th

tt-1 /e’

en donde [H, =K,  +(A,+C .G, )"H (A, +C,G.) , con Hp=Ky

hy =K, 18, 1+(A+C.G ) ( ht toy “HPY e ), con hp=Kpa
Cea1™ 8ta1Keo13e-1tErg [(bt’ctgt""t(bt’ccgt)]'
-2 E,_, [(bt¢ctgt)’ht] +Ey_p (B w )+E,_,(cp),
con C.r-a,'rx.ra,r

Ademas:

A
Velye )=y g (Ap+CiGy) "H (A+C G )Yy 1 =2¥) 1 (A+CiG )" (g ¢ 4~

bt eor) *Eecy t(ctgt‘bt)'“t(cngt*bt) S 2E ) (DgrCigy)tny

*By_p(ugHpuy) + By (cy)

Demostracidén: Por induccidén sobre t.
PARA T Vplyq_,)=Ep_; [(yT-aT)'K.r()'T-nT)] “Ep_, (ViH,Yy -
- 2yphpter)

en donde HTsKT; hT-KTaT; c,r-a.iK.raT

Podemos poner: Vo(yy ,)=Eq [(ATyT-l*chT’bT’"T)'HT(ATYT-I’chT'bT*

+ '“r) -2 (ATyT_i‘CTxr*b.r'u T).hT‘CT] .
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=(Ap¥p_y+Cpxp) "Hy(Aqyp_ 3 +Cpxp)+ 2(Aqyqp_;+Coxq) 'Hy DR g g+
+Eq_y (DpHpba)+ Eq_, (Ughqug) = 2 (Apyg o +CoXpebi q_y ) 'hetey

* condicién de minimo (necesaria y suficiente por conve-
xidad).

av
T ., ' - \
X0 % 2 Cptip(Aqyp g *Coxp)+2 Cpigdi p y - 20phy

. -1
Gp=-(CqHyCq) "CopHpAy

A

X
-1

8p=~ ( C.i.l'~l.1.(:.r ) c'i‘HTb'f‘/T-l'hT )

» Xg= Gpyq_y*8p  en donde

(NOTA: 3'1"3’3‘/‘1'-1' pero, en general ‘r“i/‘r-g' para j>1 )

e'r(y'r-1)' ET-i{[(‘T’CTGT)VT-1’ (0g+Cpaq)+u T]
Hy [(Ap+CpGp)yp_y+(bp+Cogp)+ up] = 2 [(Ap+CpGplyy g+
'(bT’CT‘T)* u.r]. hT*cT} =
=Yg.1 (Ap+CqGp) "Hy(Aq+CyGrlyq_y + 2¥q_; (Aq+CqGq)'Hy
(Cr8p+b3/7.1) * Eqy [(bw’crsr)'ﬂr(br’cwar)] +
+Ep.y(ughqug) = 2 yq_; (Ap+CpGp)'hy - 2(b q_+Cpyp) Nyt
*ep = Yp_y (Ap+Cqlp) "Hy(Ap+CaGplyq_y = 2¥p_y (Ap+CqGq)!
(hp=Hp b3 p.1) * Epj (Pp+Cylq) 'Hp(bp+Cegy) -
= 2 (Cpap+bi/py) 'y +Ep_jlugHy ugleey

NOTA: (AT+CTGT)'HTCT-O, por lo cual no aparece el sumando

2¥q_y (Ap+CqGy) 'HypColy
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supongamos que el teorema es cierto para t

PARA t-1
- t-2 t-2 t-1 t-1 t- - t- t-1 ]
t-1 1 t-1 1 t

Ey_p (Vi qHy 1¥e 128 1M 1%y ), en donde:

H v(Atﬂ:th)‘Ht(AtftCth)

t-1. “Ke1

1]
h K +(Ap+C G ) (MY e 1 HPY/eo1)

t-1""t-18¢-1

Co18p 1 Kp 180 1*Ee 1 (CyBe+D ) 'H (Cig +Dy) -
-2 Et_l[(btoctgt)'ht] +E,_,(uiH U ) SE, S,

ya que por la hipbtesis de induccidén podemos poner la expre--
sién del enunciado en lugar de vt(yt-l)

Podemos poner:

H

Vicr(yeo2)=Eep [(At-lvt-zfct-lxt-l’bt-l’“t-1) t-1

(Ap_1¥eo2%Coog Xy q*Peog® Ve ) =20 AL 1V o+Cy 1% 3+ 3 +Y ]

L
Peop *Ceo1 ] = (Aeiq¥ea*Ceg®eoy) ooy (AL g Yo o€y %eoy)*

*2 (A 1¥e 2*Ce 1%en) Helg BYogjeen *Ep_p(Pp By 1bpq) +

L
*Ep_atwgHely Yeog)m 2 (A 1Y ovCelyi %oy PEoy/e-2”
1]
= 2By (b Ny g IE p(Cy)

= condicién de minimo:



- 43 -

3Vyey
o CooaPe-1(Ae 1Y ea2*Cro1 %142 Gt 1My 1Pt 1 e-2”
-2 G Mase-2
-1
A Geo1= ~(Ce_aHeo1Ceor?) Ciog ooy Aca

» %1701 Yia2%8ea

-1
en donde Beog= (€ gHe 1Ce y)” CroaHe gb8 1 e2"
- hy/e-2’
(NOTA: 8:-1'82-1/c-z' pero en general distinto de ‘;-1/:-3 , para
3> 2)

L] L]
* Ve1We2)®Ee [(‘t-l‘ct-lct-x)yt-z’(bc-l’ct-13t-1)"‘t-g

Heoy [(Apo1*CeoyCrog)¥eop* By y*Cr 8¢ 10" Ueoq] -

-2 [((At-l'ct-lct-l)yt,-a’(bt-l‘ct-lgc-l)‘“c-l) ht-l'ct-).l =

= Vool g *Ceog O ) He g (A 31*Ce1Gp ) Y e *

+.

* 2y o (A 4#Cy 38y )" He 1Pto1/e-2 *Ero2(Pp 1*Cey8ey)!

H (b H

t-1{Pe3*Ce18¢ )% Epp upgBeog v

< 2y 1*CeinBear) Piiasee2 T Ee [(bt-l*ct-zst-l)'ht-ﬂ

+EpCr

1
*vt2 (A 1*Ce1Gpog) By g (A _1#Cy 16y )Y, o=

H

- ' -
2 Vee2Aep*Cea1Croy) (Mg a2 HearPioa/e-2) *

* By g Dy g%Cea8ey) Hy 1(Dy_14C,_18¢) -

-2 E b '
t-2 Peoa*Celn8e p)'hy g By 50 4+E, 5 Ui H ) Yy
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con lo que queda probado el teorema.

Comentarios a los dos casos estudiados.

1t) Supongamos que
estocdsticas, sustituimos
conocidas y resolvemos el
demos estudiar si en esta
principio de equivalencia

en el caso b) de variables exdgenas
las b, por sus esperanzas Eobtxb;/o .
problema como en el caso a). Preten
situacidn particular se verifica el
cierta. Es decir, nos planteamos, -

:.Seréan las reglas de decisidn 6ptimas idénticas en ambos ca--
sos?. Veamos, con un contraejemplo, que en general no coinci-

dirédn .
Problema MIN E (y2 + %)
—_— o'71 2
con y1=y°¢ % x1+b1+ ul
y2=y1¢ % x2¢b2¢ u2
¥,=0

Por tanto: K,=K,=1 ; a,=a

H H =C,= 1
2705 Ag=Ap=l; Cy=Co= 3

U ¥ uy son variables aleatorias incorreladas de me

dia O y varianza 1,

Suponemos que b,,b, son procesos estocasticos auto-

regresivos de orden 1. O sea:

, Siendo b°=3

€y, €5 SON variables aleatorias incorreladas entre

s3i y con upr up» de media O.



- 45 -

-

slw

- 1 - =
b3/0= 3 ®i/o

3. 3
a) Consideramos bi/o. 3 b§/°- 3 dados. Lo utilizamos en lugar de
b1 y b2 en el sistema y resolvemos el problems con el teore

ma I1I.1.1.
Hztl . - 623-2 - Hltl hd Gl- -2
h.=0 -> g,= -3
2 P
L
h1'0 - gl = =3
L]
X, ==2 -3
POR TANTO 1T
3
X*=2y1- 3
b) Tratamos a bl' b2 como estocésticos. Utilizaremos las

expresiones obtenidas en el teorema II.l.Z2.

1 3
®y* 3079 ®i/0% 2

1 3
b= 3 byt b3/0™ 3
b3

. .1 7
P3/1 =30 =38

Entonces Glx -23 Gz- -2, como en el apartado a)
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n
h,=0=h, POR TANTO | X =-2y -3

-7 7
Br 3 8 = -3 Rpm-y- 3

Vemos, por tanto, que las reglas de decisidn Sptimas difieren
para 32.

2t) Veamos cémo en el caso b) de variables exdgenas es
tocasticas se calculan los valores de Gt'gt correspondientes
a las reglas de decisidén Optimas.

En cuanto a las matrices Gt vemos que son exactamen
te iguales que en el caso a) de variables exdgenas no estocasticas.
La secuencia de matrices que irfamos calculando seria:

-> - -+ -+ -
Hp =+ Gy *Hyy = Gg 3 “Hpp, ™ Gy ceee T BTGy

Todos los datos que necesitamos para el calculo de
esas matrices son conocidos desde el principio por lo que ya -
al comienzo del periodo 1 se conocen todas las matrices Ht y -
Gt‘

Los vectores 8, son diferentes al caso a). Veamos -
cémo en el caso b), habria que ir efectuando los calculos.
= - -
hTs KTaT cte 8 depende de b*/T-l’ (Podemos poner
8y 0T(b§/T-1)' y en donde ¢ g sera cono

JL cido desde el principio).
: depende de hT y de b*/?-l

I

N

T-1
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hi-l/T—Z: depende de hT y de b%/r-z - 8r_q: depende de bf-lﬁr-z
y de hi-x/r-z y, por tanto, de b§-1/1-2 y de
%3 /p-2-

~ (0 sea: gp_;= ¢y 3 (Pf_1/1-20 Pi/p.2) e 0y GO
nocida).
hT-z: depende de “5-1/7-2' b%-l/T-Z

L
hi-Z/T-B: depende de h§-1/1_3,b§-1/r_3 - 8p_p depende de bi-z/r-a'

y de h§-2/T-3 y, por tanto, de bi-Z/T-S'
®t.1/7-3 * Pt/1-3

\h/ (0 sea: gp_,=¢p_n (PF_z/7-3* ®3_1/7-3' PF/7-3)

T-2: conocida),

h1 depende de h§/1 y de b§/1

L
. .
hi/o' depende de h5/o y de bs/o > 8y, depende de bi/o y de hl/o

¥, por tanto, de by, , b3, ..., bF .

(0 sea: 8= 01(b;/o' b§/°..... b%/o)' congy ,
conocida.
POR TANTO:
w=1,2,...,7T

8¢ ¢ (BY/p 1+ Ply1/g-1'"*r Pisp_q)s con los g, cono-
cidos desde el principio.

Para cada t, al final del periodo t-1 habra que calcu-
lar los b3/t-1' j=t,...,T, sustituir en la funcién dt° con lo que
obtendremos By
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3e) Enlazando con el final del comentario 2% cabe pre
guntarse. ;En la practice, se conoceran al final del periodo
t-1, los valores bs/t-l , VYist,t+l,...,T?. Veamos cémo se --
trabaja normalmente en la practica econométrica.

Recordemos que b, representa un vector de variables
exégenas no sujetas a control. “Por variables exdgenas quere-
mos decir que el proceso que determina los valores de b, no -
depende de 108 procesos que determinan las variasbles enddge--
nas y? (Begg, 1982, Pag. 90).

En cualquier instante t-1, el considerar b3/t-1' -
conocido yj=t,t+l,....,T es usual en la practica econométrica
como nos han confirmado algunos expertos consultados y como -
aparece en la literatura que hemos manejado (Wallis (1980), -
Pesaran (1981), Begg (1982), Chow (1983)).

En la practica usual se considera que bt sigue un
proceso AR(p), es decir:

P
b,=s I R, b

tT i t-1tEe

en donde{it) es un proceso estocastico de media ceroc, serial-
mente incorrelado, independiente de las perturbaciones que en
tran en el sistema que explica Ypr ¥ en donde los coeficien-
tes Ri pueden estimarse a partir de la regresién de bt sobre
(bt-l' bt-z""" bt- } .Haciendo que p tienda a infinito
y poniendo restricciones a los Ri' se puede considerar que bt
sigue un proceso ARMA (p,q). (De hecho sabemos por la descom-
posicién de Wold gue todo proceso regular estacionario en co-
varianza admite una representacién autoregresiva, quiza de --
orden infinito).
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p

- b:/t—l = 7 Ribt—i , luego es conocido al final
is1

dgl periodo t-1.

b2 /p.2™ RiPl_y/¢.2* jIp Ryby.y» luego es cono-
cido al final del periodo t-2

r-1 p
<
b:/t-r = ifl Rib;-i/t-r* ifr R‘bt_1 (siendo rt p),
conocido al final del perfo
do t-r.

P
Bie_s * 151 Ryb?_,/¢_s (siendo s >p), conocido

al final del periodo t-s.

Por tanto, en el momento inicial se conocen bi/o'
bslo""" balo‘ Al final del perfodo 1 se conocen, ademas --
by, °§/1' b§/1""" bi/l . Al final del perfodo 2 se conocen,

ademas, b2. b§/2’ bzlz,..... bi/a y asi sucesivamente.

2.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO EN MODELOS
CON EXPECTATIVAS RACIONALES DE VARIABLES FUTURAS EN EL
CASO DE INFORMACION COMPLETA.

PROBLEMA 1I.2.1.

T
MIN Eow- E, tzl (yt-at)'Kt(yt-at), siendo Kt matriz

simétrica, definida positiva o semidetini
da positiva.

+B + U

(2.1.) y,=B 1eY8e1/0-1" A Vo1t Ce X tbyr Yy

t¥t/t-1
(para t=1,2,....,T)

en donde:
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y, €s un vector de variables enddgenas (yo' es un -
vector dado)
x, es un vector de instrumentos politicos (variables

t
de control)

bt es un vector que recoge los efectos combinados de

las variables exdgenas no sujetas a con
trol.

upr ugsecccr upl Son vectores aleatorios, mutuamente
incorrelados, de media O,

y;/k = E( y‘IIk) + en donde suponemos que I ={y ,...,y.;
“k' uk-l""" ul,xk,....,xl bk,...,bl.)

Es decir: I, recoge toda la informacién al final del periodo k,
segun el siguiente esquema:

X0 Xbryp *x Pk Yk
| PR TP < LIV N
PERIODO 1 PERIODO 2 PER.k-1  PERIODO k
A4

Ik: informacién de lo ocurrido en ese tiempo.

Suponemos que los vectores a asf{ como las matri-

t!
ces Kt’Bt'Blt'At'ct son datos del problema

Comentario general sobre la solucidén del problema:

Este problema lo resolvid Chow (1980) para un caso
particular: aquel en el que 108 coeficientes del sistema Bt’

B
1 t
ma (2.1) se puede hacer estacionario en covarianza a través -

L At Ct asi como at. K, son constantes y ademas, el siste-
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del tiempo. El problems para el casoc general no aparece re-

suelto en la literatura, W Buiter (1983), tras exponer la so

lucidén de Chow para el caso particular resuelto, dice: "Aho

ra falta ver si esta solucién puede ser extendida al caso en
que ¥y, no sea estacionario en covarianza”,

Nosotros, tras una proposicidn previa, partiremos
del desarrollo de Chow, y luego resolveremos el problema para

el caso mas general.

PROPOSICION I1.2.1. (Chow, 1980)

El sistema (2.1) se puede expresar de la siguiente
forma:

" ~ v v
- Xs -
(2.2) y ¢ =B1y ¥Yian/e-1* A¥eo1*Ce®E/e-1*P8/t-1* ¢

de: B, =(I-B,)"} B
en donde: By,=(I- t) 1t

w -1
Ay =(1-B, )7 A,
Ly -1
Ci=(1-B,)7 ¢,
4"

-1
=(1-B,)""b

b?./t-l Z/t-l

ne=Ce (X=X -1 % 00 ey )vu

IU
bry

ALY +

Partimos de (2.1): ycsaty;/t_1+alty;'1/t‘1+ tYe-1

+Ctxt¢bt+ ut

B ALY

. = -
= Vi/e-1"Be¥isea1Bie Vi1 ea1tAe

* Cextre-1® P/ear

t-1

+
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* Y a1 e (XX o)t (PP ey ) Yt

+A

- -
1t 8e1/t-1* A eo1*Ce ¥t e-1* P/ eor) 4 My e

con lo que queda demostrada la preposiciédn.

NOTA 1:

NOTA 2:

NOTA 3:

Chow en su trabajo considera B, Bl. A, C : matrices

constantes. Nosotros permitimos que varien en el --

tiempo, siendo la proposicidén igualmente valida, co-
mo hemos demostrado.

= - -h*
Suponemos que los nt ct(xt x;lt_l)dbt bt/t—l)‘ut'
son incorrelados en el tiempo, y tienen media cero, tal
como hace Chow.

Suponemos que, para cada t, la matriz (I-Bt) es no -
singular.

3.- METODO QUE PROPONE CHOW PARA RESOLVER EL PROBLEMA 1I.2.1

EN UN CASO PARTICULAR.

(1980).

Vamos & exponer el método tal como aparece en Chow

PROBLEMA I1I.3.1.

T
MIN Eo Z (yt—a)'K(yt-a). siendo K definida po
b sitiva o semidefinida positiva.

(3:1) ye=BYR ¢ 1*ByYE,1/e-1"AY o1t CX 2Bt Y,
» con y_, dado

Se supone, ademas, que el sistema se puede hacer -

estacionario en covarianza en el tiempo.
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Por la proposicidén 11.2.1., sabemos que el sistema
(3.1) se puede expresar como:

N N
(3.2) ye=By vty eor Ayt e DY 01t "

En esta expresidn se considera a y§¢1/t-1 como dado
(tal como si fuera una constante) y» entonces, se aplica la -
programacidén dinémica, obteniendo, tras identificar ;t con --
azlt-l , la siguiente ecuacidén de control:

(3.3) ﬁtsc +G

1tY8e1/t-1%C2¢ Y0178

Bajo ciertas condiciones referentes a 10s parametros
del sistema, los coeficientes Glt'Gzt'st
riantes en el tiempo al crecer T. También puede ocurrir que -

pueden hacerse inva-

Glt Yy °2: sean invariantes y 8¢ cambie en el tiempo para re--
flejar cambios en %{/t-l' pero el sistema bajo control perma-
necera estacionario en convarianza.

Supongamos que el sistema se puede hacer estaciona
rio en convarianza, utilizando la regla de control dada, Sus-
N

tituyendo xt-;;/t_l dado por (3.3) en el sistema (3.2) se ob-
tiene:

(3.4) ytSR +r+ Ny, en donde

1Yt+1/t-1*"Ra¥eog
Rl ='§1¢’(¥G1
=X
R, n+6t2
rs b

"
. ‘
t/t-1%C8¢

Si el sistema (3.4) es estacionario en covarianza,
debe existir un sistema observacionalmente equivalente:
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(3.5) y:’°’c_1*q*"¢ , en donde los autovalores de
Q son mencres jue UnNc, €n velur absoluto.

Para encontrar Q y q utilizamos el método de solu-
cién llamado de coeficientes indeterminados, para una ecua--
cién en diferencias con expectativas racionales:

Yea1®®*a% neyy Yie1/t-1 = Wisea1t9
Pero, a partir de (3.5), obtenemos: y;/t-lsoyt-l’q
Por tanto:
(3.6) ¥3,/p-170 [Qyy_y+q] +a=Q%y,_;+(0+1)q
Sustituyendo en (3.4)
ytskl(szt_1¢(0+1)q) +Roy, _q+r+n

0 sea que:

2
yt:(RIQ ¢R2)yt-loal(001)q+r* ne

Identificando los coeficientes de esta Ultima ecuacibén con los
del sistema (3.5), tenemos

-1
Qt(I-RlQ) Ry

q=(I-R; (Q+1)] }r

Habiendo calculado Q y q a partir de estas expresio
nes, podemos cobtener y:¢1/t-1 en (3.6) y llevarlo a la expre-
sién (3.3), para obtener Qt, obteniendo una expresidn de la --

forma §t=F ft' con lo que el problema queda resuelto.

tYe-1"
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4.- COMENTARIOS Y CRITICA AL TRABAJO DE CHOW.-

Como hemos visto en el apartado anterior, lo prime
ro que hace Chow es considerar a y:+1/t-1 como dado en el sis
tema (3.2) y aplicar la programacidn dinamica, obteniendo, =--

tras identificar x, con x? la expresién (3.3), en donde -

Glt' GZt, 8, se cnlculln :/;.;tir de los datos iniciales del
problema. A continuacién sustituye en el sistema dado el va--
lor obtenido para el control éptimo, obteniendo un sistema de
ecuaciones en diferencias con expectativas racionales, sin va
riables de control. Necesita, entonces, resolver el sistema -
y lo hace por el método de coeficientes indeterminados para -
lo cual necesita imponer las condiciones de partida seflaladas
en el apartado anterior. Tras resolver el sistema puede calcu
lar y§+1/t-1 y llevarlo a la expresién de ;t' con lo que el -
problema queda resuelto.

Nosotros basicamente vamos a tomar las ideas de --
Chow, pero llegados al punto de resolver el sistema, lo va--
mos a hacer por otro método, precisamente el que el propio --
Chow propone en la primera parte del mismo trabajo, al tratar
de la evaluacidn politica, para lo cual no necesjitamos exigir
que el sistema se haga estacionario en covarianza a través --
del tiempo, ni que los coeficientes del sistema ni los de la
funcidén objetivo sean constantes, si bien necesitaremos una --
condicidén de transversalidad (utilizaremos la que propone Chow:
que en el instante final T: y§+1/T-1'T‘y§/T-1)'

Ademés de las ideas generales expresadas, tenemos
que hacer algunas puntualizaciones al trabajo de Chow.

Escribe en su articulo: "Tratando a yt+1’t y como
dado en el sistema de ecuacidn yt'Blyt+1/t }»Ayt 1'Cxt/t 1t
t/t 1*nes Y minimizando la esperanza de una funcidén de pes
dida cuadrética para T periodos, podemos aplicar la programa
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cién dinamica como en Chow (197% Cap.8), para encontrar una
. . ~

ecuacion de control 6ptimo en bucle cerrado: xt'Glty;¢1/t-1’

*Gat¥eo1*8y

guientes:

". Este parrafo nos merece los dos comentarios si

1¢9) La cita anterior significa que ;t se calcula--

ria de la siguiente forma:

v Y
. . El sistema dado se puede expresar: yt-nyt_1+bx2/t_1+
- » . <
+( t/t-l’BlytoI/tol)’n g+ o0 donde el término que aparece en
tre parentesis seria el b, del problema standard de control -

(sistema 1.1).

t

Identificando x, con x:/t-l’ como hace Chow, y
aplicando el teorema 11.1.1, obtenemos:

(4.1) xtxatyt_logt
' ~
en donde: §c- - (C'H;E)'IE'H;X
- A o1 A
8= - @n O ["t(°§/t-1’gly§¢1/t-1)'“4 =

% -1 LY -1%,
- - @End C'Ht§1y§§1/t-1' (ErH &) C

(b
_tht/t—l'hc]

Definimos:
N Y -1’\. N
(4.2) Glt: - (C'Htc) C'HtB1
~ N ~
(4.3)  G,,= Ets - (C'H.C)""C'HA

N~ ~N -1 ~
(4.4)  gy= - (C'H.C) Cf-ltb;/t_l-htj

con 1o cual (4.1) queda

A
(4.5) X, =Gy ¥2i11t-1*C2cYe-1*8¢
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en donde las matrices Glt‘ GZL' gt dependen de Ht Yy ht' Vea-

mos cuales son:

A A aA
L -
_1¢(A+CGZ‘) Ht(A+CG ) con H, =K

(4.6) H,_ =K r=Kp

t 2t

(por tanto, las matrices G las podemos ir calculando

1tr G2t
sin problemas, a partir de los coeficientes del sistema y de

la funcidén objetivo).

(4.7) h K

E ] -
t-1""t-18¢-1 t/t-1"B1Yt1/e1
con hp=Kra,, que depende de yi ,,, . Por tanto, los vectores g,

s, )" [np-H By, B ﬂ

no se pueden calcular a partir de los coeficientes del siste
ma y de la funcidén objetivo. Vemos que - depende de ht que

a su vez, para t < T depende de yE’Z/t. Esto no parece tener
lo en cuenta Chow, cuando sustituye (3.3) en el sistema (3.2),
obteniendo (3.4), que utilizara posteriormente para calcular

Yter/t-1°

2%) Siguiendo con la exposicidn que hemos hecho en
el punto 1%, no seria correcta la identificacidn que hace --
Chow, de que xc=xg/t_1. En efecto:

X=01tY141/t-1"C2tYe-1"8¢

-1 ~
pero 8= -(EHte) (L [th{/t-1°ht}
~ N N N
= ' - - -
hy= Keagr(AsCGy ehy) {ht+1 Ht+1(bt¢1/t’s1yt¢2/t)]

G +G

t/t-17 C1e¥ia1/t-1"C2tYea1"8L /b1
pero g = - (E‘H g)'lé' H X- ~-h?*
t/t-1 t tot/t-1 t/t-1

Y N~

noA
- { - *
ht/t-1® “ta:’(A‘Ccz,t+1)'[ Bte1/e-1" P (Ptaa/e-1* B2 e}

En general: htﬁhz/t-l -> gtfg;/t_l - xt#xz/t-l

-

)
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En nuestro trabajo corregimos estas dos posibles
deficiencias.

A continuacidén del parrafo comentado anterior-
mente, escribe Chow: "Bajo ciertas condiciones de los parémg
tros del sistema, tal como vienen en Chow (1975 pag. 170-172),
los coeficientes Glt' GZt' 8, pueden llegar a ser invariantes
en el tiempo cuando T crece. Puede también ocurrir que Glt‘
Gat sean invariantes en el tiempo pero que 8, cambie para re
flejar cambios en b;/t—l pero el sistema bajo control dptimo
siga siendo estacicnario en ccovarianza. Supongamos que el --
sistema dado puede hacerse estacionario en covarianza utili-
zando tal regla; es decir, cuando ;t'Glty;¢1/t-1’62tyt-1*gt
sustituye a x;lt—l en la ecuacidén del sistema, obtendremos -
un sistema estacionari? sn covari&eza: yt551y€¢1/,_1+32yt_1¢
+ T +n,, en donde R1=BI¢CG1; RZ-A+CG2 y r-b;/t_1+ 8- Si es-
te sistema es estacionario en covarianza bajo expectativas -
racionales, debe existir un sistema observacionalmente equi-
valente: Vt'°V:-1’q* N, en donde los autovalores de la ma--
triz Q son todos ellos menores que uno en valor absoluto". -

Este parrafo también nos merece algunos comentarios.

12) Estamos ocupados en un problema en el que T es
fijo, finito. Entendemos que el plantearncs qué ocurre cuando
T crece y estudiar condiciones de convergencia de las matri--
ces Glc’GZt'gt corresponde a otro problema, interesante pero
diferente al que nos ocupa.

2¢) Si se ccnsideran las matrices Glt' GZt definidas
en (4.2) y (4.3) referidas a la matriz Ht' obtenida en (4.6),
es facil estudiar condiciones de convergencia de Gl'Gz y H =<
(se puede utilizar el teorema que aparece en Bertsekas (1976),
pég. 75, adaptado a este caso que resulta mas riguroso, nos -
parece, que el analisis que hace Chow (1975)). El problema es
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que si fuera asi, el planteamiento seria incorrecto, tal co-
mo hemos seflalado anteriormente, a parte de que no podriamos
calcular los vectores 8-

Al tratar de corregir estas deficiencias en nues
tro trabajo, nos encontramos con que las matrices G“,G2t si-
guen valiendo 1o mismo que en (4.2) y (4.3) pero con respec-
to a una matriz Ht diferente a la obtenida en (4.6). Con ello,
al plantearnos el problema del tiempo infinito se nos compli-
éa much{simo el estudio de la convergencia de las matrices Ht

¥, por consiguiente de G,y G,,

3%) Es cierto que, aunque %;/c 1¢tgt dependa del -
tiempo, el sistema seguira siendo estacionario en covarianza.
En ese caso bt/t 14Cgt variaré con el tiempo y habra que uti
lizar la notacién r, y nor. Entendemos que el que ese térmi
no sea constante o varie con el tiempo no tiene nada que ver
con que el sistema sea estacionario en covarianza o no lo --
sea pero si tendra que ver con la solucidn del sistema.

Es decir: Si r es constante =% La solucidn del
sistema

= -
Y Rlyt+1/t-1‘R2yt-1*r*"t , se puede calcular
por el método de coeficientes indeterminados, tal como hace
Chow en su articulo y, por tanto, el sistema observacionalmen

te equivalente sera el que all{ aparece.
Si r no es constante (rt). el sistema seguira siendo
estacionario en covarianza, pero no es cierto que la solucién al

sistema sea la que expresa Chow en su articulo. En efecto:

Sea el sistema: ythlyi*l/t-l*RZyt-l*rt*nt

a) Veamos que no puede ser solucién: Yn‘°’c-1‘q‘“: (siendo q:
constante)
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= YT Wt 0 ; Yi/e-1"Wiopta
. =Qy? +Q=Q [Qy ¢q] oq:sz +Qq+q
Yeae1/8-1" e/t t-1 t-1
Sustituyendo este valor en el sistema, queda:
Ye=Ry [02’:-1’(°‘1)q] ROV _y*Tet ﬂc’(R1°2*R2)yt-1*R1 [ oeIja+

2
*!‘th t -> Q-Rlo ¢R2

a=R, {041} q+r, q= [z-nl(c.x)] 1o,

\ 4
Y4

Imposible: todo es constante

excepto r_, que varia en el tiempo.

L’
b) Calculemos la solucidén correcta

La solucidn tiene que ser yt=0yt_1¢qt+n t (con los autovalores
de Q, menores que 1
en valor absoluto).

- Yi/e-1"We1*9%/e

Year"®e*qe,0* Neer ™ Vi1 e-1"WE/eo1% 001/t T
=0 [ch-l‘qi/t-J *ata1/t-1
. 2
Luego: vy, =R, [Q yt-l+oq{/t-1’q€+l/t-1] *RZyt—l’rt* ne =
2
= (RiQ7+R )y, 1 #R1(QQE /¢ 1#98 /0210400 ¢
Identificando coeficientes, nos queda:

2 -1
Q=R,Q"+R, = Q=(I-R,Q) "R,
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qtsn1 (qult—1+q§*1/t-1)*rt (S{ r es constante,
nos queda g, cons-
tante con el mismo
valor que obtiene
Chow)

En resumen: Si r no es constante no sirve el -
método de coeficientes indeterminados, al menos tal como lo -
utiliza Chow., Por tanto, si r cambia con el tiempo la solu--
cién del sistema (el sistema observacionalmente equivalente que
el considera) no sera correcta y ello tiene repercusiones en
el control y en la evolucidén del sistema.

Terminamos este apartado sefialando de nuevo, -
porque nos parece muy importante, que la convergencia de =---
Glt'GZt'gt tiene que ver con la de las matrices Ht y ht que
no aparecen en el articulo de Chow. Si Ht’hc fueran las da--
das por (4.6) y (4.7), hemos visto deficiencias importantes,
o sea que el problema estaria mal abordado. Si no son estas
¢Cuéles son?, En nuestro trabajo hemos encontrado otras Ht y
ht con las que eliminamos las deficiencias sefialadas, pero -
cuando nos planteamos el problema cuando T fuera infinito --
nos encontramos con enormes dificultades para estudiar la con

vergencia.
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S.- ESTUDIO DEL CASO GENERAL.-

a) CASO DE VARIABLES EXOGENAS ESTOCASTICAS.

TEOREMA II.S5.1.

Consideramos el problema I11.2.1. Suponemos
que para t=T (periodo final), se verifica que y§+1/T-1 =t‘y§/T_1.
Suponemos que las variables b, son estocasticas.

Tratando a los vectores ¥€.1/:-1 como dados,
utilizamos la programacidén dinémica, obteniendo.

~
(5:1) Xy =Geyy 346y (¥ih1/e-1"8¢

con 10 cual la evolucién del sistema controlado, se puede ex-
presar como:

(5.2) Ye=Py¥e_ 1+8.+N
en donde:
'\:' N -1’\:' 4"
Gy= - (CJH.C.)TICIH A,
A1 "
Gy —(CiH G B,

CiH. €, )~1C (H b2 o)
By= —(CHCy) TCLIHBR ¢ 1P /ea1

-1
P,=(I-R; P, ,)7"R,, siendo PT¢1-'F

-1
st’(l'nltpt+l) ( QfR siendo 5T¢1'°

1t5841/¢-10"

N oA
R, = A +C,G,
v ~
Rie® Bie*Cibyy
N
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L}
He=K Pl aHeiPray v con Hp=Ky

= L}
h =K a, +P (

t+1 con hTSK a

hte1/eHesaSea ) 187

c = alK a_+8}

v 0K At B 1 1 B2

L
RICLERYIATE RIEE EL FIER L,
ch(ct*l). con CT'°§KT‘T
-
3 =y ! ] - N - -
Ademls, Vi (yy 1)=¥i (PtHePeYe 1-2¥¢ 1 Prng o (-H 8 )8 tH,s,

m2siht ey *Ep g (ngHing 4By ()

Calculando y%#l/t-l a partir de (5.2) y sus-
tituyendo en (5.1), queda finalmente:

A FtthicltPt‘lPt
xt'Ftyt-l’ft , en donde

£1=84+Gy ¢ (Py 1%¢*98h1/t-1)

DEMOSTRACION Por induccidn sobre t.
PARA t=T
Volypoy)=Epy [(YT“‘T)'KT(VT"T;J = Ep_y (YqKp¥yp -
- 2nyTaT’afKTaT) = ET-l(nyTyT'zyth*cT)’
H

=Kp

en donde hT'KTBT
CTgafKTaT

Sustituyendo yp por el valor obtenido en (2.2) queda:

N N N

4"
Vp(yp_1)=Epy [(ElTy§§1/T-l’ATyT-l'ch§/T-1*b§/T-1’“T)
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~ N 4" ~
-
Hp(Byp¥i,y /o1 *Ar¥ro1*Ce¥p/1-1*%%/01% np)-
-2(% ya +R'y »3 x3 ‘b +N.) 'ho+c =
1Y Te1/T-1* A Yo 1 X /1o 1P -1 ) POy
" N LY

‘ATyT-I +Cx2 +b2

N
T%%/7-1*P1/7-1)" Hp(B

~
=(Byq¥T,1/7-1 1Y Te1/7-1%

" N ~N
*AgYp_1*CoX3/po1*03/poy ) *Ep g (MpHeng) -

b " N A
=2(Byp¥i,1/ro1* Ao Cr% R/ 1o1* P8 /1410 Py

Condicidén necesaria de minimo:

Vp n A n A a ~
= ‘ . - [}
TP i ST VL B i MR oo V2 R VL BTk o
~
* X /r-17Gp¥ro1*C1p¥iea/1-1t8r
A A o1n n
en donde GT= '(C%HTCT) Cé HTAT
N v -1'\: L")
Gyp= - (CqHpCq) "CpHyBynp

- - (Gen &7 18 (BB ho)
&r e ToT/T-17"T

(Observese que 8T=35/T-1 # gi/T-j , para j>1)
(En general)

Por estar optimizando un programa convexo, la condicidén es también
suficiente de optimalidad global

Llevando el valor obtenido 35/1_1 al sistema
(2.2), particularizado en T, queda:
NN~
RT'AT*CTGT
R -g ;b G
1T C1T TTT1T

PT:&. oa

T/T-1

Yp=RpYp_y * Ryp¥isi/7-1* Fp*np + en donde

787
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(Por tanto: rr‘r§/1-1 # ri/T-J , para j>1)

(En general)

Al ser y3 .y =T¥i/q_; » queda:

= r
Yp=RpYp_y*Ryp T ¥§/q 1+ Tt g

. -1
Entonces: y2 n_; = Ryyp_+Rio Tyl q 1+ Fq @ ¥§/p_=(I-Ry T)

(Rpyq_q* Tq) S
Pp=(I-Ryp" ) "Ry
LIl Vi RN S 3L MRe MUK THA SN PUCYS 5 W iR he P
(Nota: S, _=s? # s%/T-j , para j>1)

T T/T-1
En general

Ts

Y3,7-1"Pr¥ro1%S7 2 Yiesrog = ¥ Ppypoyt b oSy

Por tanto:
"~
%3 /7-170p¥p_1+Cy (T Ppyp_y+T sp)egp=Foyyp_;+fy

=G «G”\' PT

Fp=CGyp
f1=80+Gyo T 5p

en donde

~
E d = -
Vplygoy)= (Pp¥p_g+ Sp)'Hp(Ppyp g +Sq)+Ep 0 pHp v )
! = - ) ] -H_S
~2(Ppyq_1#3p) 'ho+cq = yq_oPrHpPoyyp g =2¥q_Pplhq-HpSp)+

- s C
+ SpHpSp = 2 SphpvEg_ (ngHpngd+ S
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que coincide con la expresidn que aparece en el enunciado, -
particularizada para T, ya que thh'i‘/T-ly CT’ET-l(CT)'

X Hemos calculado ii./T_l:E [ XTIIT-1]' pero no
Xq Que es 1o que nos interesa. A partir del esquema del apar
tado 2, se ve que cuando se conoce I’I‘—l no ocurre ningln acon
tecimiento (shock, variable exdgena etc) antes de que Xp actue
sobre el sistema. Parece l6gico, por tanto, que tenga que ser
xT‘x'.i‘/T-l Yy, por tanto ;T';’I'/T-l’ Ademéas, en este caso, esta
identificacidén no presenta ningin problema matematico, ya que
3‘1"8'}/1'-1' Es decir: hacemos

=G G, mys
Xp=GpYr 1 *0pYTa1/T-1%81

A ~
- xi‘/T-lgcTyT-l*GlTy"f‘w1/T-1’3T Coincide con Xpo
por ser g ,o_1=8p
(sin embargo, en general ;T";i‘/T-J , para j>1, ya que

8r#8%/r-y » Para J>1)

SUPONEMOS QUE EL TEOREMA ES CIERTO PARA t (Segin la hipdtesis
de induccidn).

v = -2
t-1Vea2)= B, [y£-1Kz-1y:-1 aytoiKeo18er?
~
’ai-lxt—lat-l*vt(yt-l)] =

=E h

t-2 YeoaHe 1¥e 1= ghey*cyy)
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en donde: Ht-l' Kt-l’péutpt

h = K

t-1" Keo18pop*Pe(n

t/t-17Hesy)

K

= 1] 1] - 1]
Cro1™@pogKeo18po*8eHes=2 s¢hY eyt

'Et-inéHt"t)*Ec-l(cc)

Podemos poner:
A L ~

. ~N
. .
Veer (Ve o) =B [(Bltt-lyz/t-Z‘At-lyt—Z‘ct-lx{-l/t-2*b t-1/t-2"Mt-3
~ . N n . g.
He q (By ¢o1¥i/e-2"Atoa¥e 2*Ceo1*io1/e-2*B8-1/t-2% ne-r) -
2 i - % ~ - ’\'. 1]
=2(By ¢ 1¥8/t-2tReoa¥eo2*Ceo1®to1/e-2*Pto1/e-2" nt-1) et
~ N N ~
- - [ ] 1
*ct-l] = (By to1¥i/t-2*Re-1Ye-2*Ceo1®to1/e-2*Pt-1/¢-2) "Heoy

N N ~ L
(B 1Y /e-2%Aeo1¥eo2* Ceoa®ton/e-2*PRo1/e-20*Eraa(ng g Heoy ey -

+X

-2(8

n "N
1,t-1Yt/t-2 A eo1¥e-2* Ceo1®to1/e-2*PRo1/e-2) PEaa/e-2t

*Ey_aleey)

Condicidén necesaria de minimo:

N A nN
1 ] -
1,t-1Y8/t-2* Ao 1Yeo2*Coor ¥ o1/t -2t

~
*0Y 1/e-2) T2 Ci P/

~
= Xp1/t-2® Cpo1¥eo2*Cy to1Vi/e-2 8t
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~N ~ _1'\1 ",
en donde: Gt-l’ °(c£-1Ht-1Cc-l) Ci-lHt-lAt-l
N~ ~ -1'\4 N
Gy, e-1" =B 1Bt Ol By By e
~ " -1 L
8yy= ~(CL B Cely) CrliWePliy -2 Ptaase-2

{NOTA:

8¢ 178t 1/t-2 * 8i_1/t-jr Para 72

(En generag

(Es también condicidén suficiente, por convexidad)

A

Sustituyendo el valor obtenido de x
particularizado para t-1 queda:

3

t-1/t-2

en el sistema (2.2)

Yeo1™Reo1¥eo2*Ry, ec1¥i/e-2*Teo1* o1
N
en donde: Rt—1=At-1*at-1Gt-1
A N
Ry t-17B1,-1%C4a1Cy 1
N ~
Teo1® Bto1/e-2%Ct-18e
(NOTA: rt_1=r§_1/t_2 # r{-l/t-j' para j>2)

(En general)

Teniamos: yt-Ptyt_1+st¢ nt

> Yise-2=F

Yio1/e-2"Rec1¥e-2*R1 eo1¥i/e-2% Tt

*Ry e-15t/t-2*Te-1

(1-R P

- -
- Yio1/t-27 1,t-1"¢

t-l)

)

tYt-1/t-2%5t/t-2

Ri1Yeoa*Ry eaaPe¥ici/e-2t

(Ry_1¥¢—2*Ry 1 158 ¢-2*

)
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- o
Yeor® Yici/t-2* Dt-1™ Peoa¥e-2*®to1tneoy o+ €N donde:

-1
1,t-1P¢) Rey

)R

Pyoq=(I-R

st—l'(I'R )

-
1,t-1"t 1,t-15¢/t-2""ta2

> Yio1/e-2"Pro1Vo2%Sea1 * Yise-2"PePeoiYeo2atPeSta1*St -2

- % - =
XY 1/t-27Ct1Ye-2%01, eo1 (PeProg¥e2*PeSeo1 5t /e8¢y
F, .=G, .+G PP
t-1 t-1 "1,t-1"t"t-1
'Ft-lyt-z’ftol' en donde
-
Ty 1%843%Cy ¢y (PS¢ y*SE oz

Vee1 e 2)=(Py (Ve a*sp y) He g (P 1Yeop*Seay)*

*Ep_alntoaHeoy neaa?=2(Pe 3¥y_a*sey) "Pily -2

+E P H

t-2(Cto1) =V oPr g HeaPeoaY et oPeoaHeoiSea*

) - -
*sp g He 18eoy*Beo(ng qHey nelg) = 2 ¥ P MRy k2

-2 H P

s ' ' -
1o1Pio1/e-2*Eroa(Ceog)= Ve P iHe i PeoqYe-2

2

<oy ' - ] - '
Y oPror(Piiy/eeaHe 1 Seo ) *siaBel18e 12 Sy Pt g et

+

Bz M gHiiime-1)*Eeoaleey)

~ ~
=x*
Como hemos hecho para el caso T, identificamos xt_1 xt—l/t—Z'

lo cusal no nos plantea problemas matematicos por ser g, =8} _j;,y_

y, ademds, parece légico que asi sea ya que para decidir X, no

t

se va a disponer de mas informacidén que la de It-z'

El teorema queda demostrado.



- 70 -

Comentarios al teorema

1?) Condicidén de que Yie1/T-1° Fy%,T_l. con T matriz dada,
para T, instante final.

Esta condicidén la justifica Chow, cuando tra
ta el problema de evaluacidn politica econométrica escribien-
do: "Para el propdsito de evaluacién politica, consideramos -

la ecuacidén (4) para el periodo T.
=Bv* o
(4) ye=BYS /e 1*Br¥ i1/ ea1 AV o1 o X DYy

Explica Yoo utilizando y%*l/T-l' Para obtener un Unico modelo
estocastico para Yps ¥ de hecho para todo yt(t=1.2,...,T). su
pondremos que yi¢1/T-1 es una funcidn lineal dada de y%/T-l

(y de Yro1 si es necesario). Cada funcidn lineal supuesta dara
un modelo para yp ¥ de ahi, para Ve (t=1,2,...,T). Esto no su-
pone proporcionar una respuesta general al problema de solu--
cidén multiple, apareciendo en modelos con expectativas racio-
nales, tal como se discute en Taylor (1977) y en Shiller (1978),
por ejemplo. Estamos sugiriendo que para llegar a una unica se
cuencia de predicciones, un partidario de las expectativas ra
cionales necesita proporcionar una condicién adicional y que la
ecuacién (4) para T, periodo final, es un lugar conveniente -
para poner y examinar tal condicidén. Cuando T es suficiente--
mente grande, es razonable suponer que elementos escogidos de
y§+1/T—1 son iguales o proporcionales a los elementos corres-
pondientes de y%/T-l’ para hacer una evaluacién politica en el
periodo 1. Zsta suposicién puede ser reemplazada por la supo-
sicidén de igualdad o proporcionalidad entre y§+1/o e yi/;
(Chow, 1980 péag. 49-50).

Nosotros tomamos esa condicidn, que utilizaremos
como una cocndicidén de transversalidad, en la que nos apoyamcs
para resolver el sistema hacia atrés en el tiempo. La solucién



- 71 -

del problema, como hemos visto, depende de esta condicién. Su
influencia en la solucidén sera tanto menor cuanto mayor sea
el horizonte temporal.

Si Yre1® T‘yTouT, siendo up variable aleato_
ria de media cero, incorrelada con IT-I' entonces y§*1/T_1-
-T'y%,T_l . Se puede interpretar, por tanto, la condicién --
que estamos comentando, como la hipdtesis de que Yre1” fyT+
uf('). Esta hipétesis no sera contrastable.

El método de solucién propuesto es valido in
dependientemente del supuesto que se haga de la relacioén (*).
En particular se pueden suponer distintas estructuras como --
Y2 T¥gr vy +up 5 yo, 4= leT+ FzyT_1¢uT etc. En todos los ca-
sos se resolver{a el problema de manera analoga a la del teo
rema y llegando siempre a que el sistema controlado evolucio
nara de acuerdo con ecuaciones de la forma:

ytthyt_1+mt+ut {uy} ¢ incorrelados, de
media cero.

22) A la vista del gran numero de ecuaciones que aparecen en
el teorema, cabe preguntarse si realmente servirian en la
practica para resolver un problema concreto.

Veamos cuadl seria el orden en que habria que
ir calculando las expresiones:

PARTIMOS DE: Xt, Q&t' Et' a,, Kt conocidos, Vt=1,2,...,T

Ademas, al final del periodo t-j, suponemos que

N
los ©}

t/t-j son conocidos , Vt= 1,2,...,T

Vj=1,2......t
La matriz | es también conocida.



PARA T+l
p'l‘+1' r
Hacer

ST+1'O

e
Hacer HT.KT

" L LY ~

Calcular GT' '(CiﬂTCT) CfHTAT
N a 1 "
GlT' - (ciHTCT) CaH.B

T°T 1T
< NooA
Calcular RT’AT’CTGT

A "]
Ryp=Byp*CqGip

-1
Calcular PT’(I'HlTPT+1) RT

falcular Fp=Gq+GypPr 1 Py

”’

Hacer hT=KTaT
N " _IN ~ ~
Calcular gp= -(CqHyCp) ™ Cq [Hbe/T-l'hT] =27 (0f 1)
con 3T(') conocida

" "\ v .
Calcular rsta/T-l’cT3T= rT(bf/T-l)' con rT(.) funcidn

conocida

-1 ",
Calcular Sp= (I'RlTPT*l) ro= ST(DT/T-I) , con ST(.)

funcién conocida

~
LEalcular fp= gT*GlT(PT+IST)= fT(bi/T-l) , con fT(.)

funcién conocida
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Estos calculcs y 10S que expresaremos a conti
nuacidén hay que realizarlos antes de decidir el valor de las
variables de control en el primer periodo, cuando adn no cono-

v
cemos el valor de b&/T 1+ por lo que los resultados nos quedan
~n -
- -
en funcidn de bT/T-l'
Las funciones gps Ty sT seran lineales en --

N
b'/T-l’ por 1o que: V1=1,2,....,T se verificara,

* e . . = ¥ . I3 = Y
81/7-1=87 %/ p 30 TR poi=Tp®f poy) 5 SPypog=Sp(Pf/0oy)

+PoH,P

~
Hacer: H.!._1=K,z._1 HpPp

calcular: e Ty by
alcular: Gp_ ;= -(Cq_yHy_1Cp 1) "Cp_jHp 1Ap 5

G ’\/' v -1,‘6' H v
1,1-1% = (CpoqHp_3Cp_y) "Cr_qHp_ 4By 14
\ "]
j Calcular: RT-1=AT-1*CT-1GT-1
Y
Rl,T-1=Bl,T-1+BT-161,T-1
-1
Calcular PT-l'(I'Rl,T-lpT) Rp_y
Salcular FT-1=GT-1‘G1,T-IPTPT-1

N
pf(hT°HTST) : depende de b;/T-l

;

1-17Kpo13700*

Calcular h%-l/T-zz KT-laT-1+pf(hT-HTS§/T-E> : depen
~ ~ ;—.
ﬁ V4 &F:
1Ca.cuxar gT_A=KiL_1%T_‘:;_l '*P;_l ,_lé%_l,T_z—h:_. rozi®
l S ISR SENT ML VNP
L



7’ n " N ~
Calcular rq ;=02 4 0 o*Cq 18 =Py 3 (B3 3 7 20 08/7_2)
-1 .
Calcular sp.1=¢{1-Ry 1 4Pp) (rp_1*Ry qoiSt/r-2)
v, N
-
T =Sp_y (®f_y/7-2+ Pi/7o2)
Calcular 178p_3¥0y 1 (PpSq_1*%f/p_p)=
L - % ®
fro1(®ri1/ro20 PR/1-2

en donde las func1ones gT 1 T 1 sT-l‘ fT—l son conocidas, -
lineales en bT 1/T-g bT/T 2" vi=1,2,...,T tendremos: g% 17 1-i=
. - -
= !
= 8y BF ipogoye Bf7o1o9) TRoy/pe1-sT Tro1®forsro1on
" .
*
5% /1-1-1"
~ ~
b

= Sp_y (B} y/m_3-i+ BE/ro1-y)

3.4
T-1/T-1-1 T-1

Seguimos con T-2, T-3,..., y terminamos con
t=1 de la siguiente forma:

‘PARA t=1
7
Hacer H1=K1+PéH2P2
Calcular G = -(C!H. ¢ )" 1Cm
alcular 1= - 186 CiBA,
SO S 1y S
Gl,l— - (CIHICI) C1H151,1
NN
<Ca1cular R1=A1+C161
N 4"
Ry 17811766

Calcular P,={(I-R,,P )'1E

Calcular F1=Gl*51‘ +P2P1
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7

hacer hl' K1‘1*Pé‘"§/1‘"2’2) : depende de hi/l y de
N

b.
2/1
calcular hj, .= K131¢Pé(h§/°-ﬂa 35/0) : depende de h3 .
y de gilo
calcular g,= - (a'H ¢ )'leﬁ(H';' -hs, ) =g (;' b
< 1 18161) e {H1PY 6Pl /0 1 (PL/aP3/or e
~N
«bilo)
LN LY ~ N
1 - *
calcular = b1/°+c131- ry (bl/o""' bT/o)
1Y

-1 v
calcular 5= (I-Rl'le) (r1+R1’1$§/°) = sl(bi/o""' bi/o)

N %
Lfalculnr ’1'31‘°1,1(’z’1"5/o’ = f1 (bi/o""' hf/o)

POR TANTO : Vt= 1,2,...,T
-
Xe=Fe¥eoy*Ty

Ft: conocido desde el principio

" ~ ~
fo=f (bt o1 Pler/g-17+*+» BYseoy)s con las funciones
ft conocidas desde el principio. Para cada t, al final del perio-
do t-1, habré que calcular los b3/t-1’ para j=t,...,T, sustituir
en la funcidn tt' con 10 que obtendremos el valor de tz'

b) CASO DE VARIABLES EXOGENAS NO ESTOCASTICAS.

A continuacién enunciaremos y demostraremos el
teorema para el caso en que las variables bt son no estocasticas,
Supondremos, por tanto, que las variables exogenas bl'bz""' b.r
son conocidas de antemano. Seguiremos exactamente los mismos pa-
scs que en el caso general. Posteriormente utilizaremos los resul
tados que obtengamos para comparar con la versién deterministi-
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ca del problema y estudiar el principio de equivalencia cier
ta.

En los trabajos de Buiter (1983), Driffil -
(1981) y Aoki-Canzoneri (1979) se considera un sistema como
el que nosotros estamos estudiando pero sin que aparezca el
vector bt de variables exdgenas no sujetas a control. Por --
otra parte, Shiller (1978) sefiala que, dado el sistema y da-
do el proceso que sigue el vector bc' se puede reformular el
sistema, de tal forma que no aparezcan variables exdgenas no
sujetas a control, Por todo ello nos parece también importan
te estudiar el caso en que bt=0, Vt. Sera un corolario del -
teorema siguiente.

TEOREMA II1.5.2.

Consideremos el problema 1I.2.1, en donde -
las variables exé%eqes son no estocasticas: o sea, se supone
que los vectores bt’balt-j' Vt=1,2,...,T, ¥j=1,2,...,t, son
conocidos de antemano. Suponemos que, para t=T (instante fi

nal), se verifica que yg /0 =T ¥3,p ;-

Tratando a los vectores y2¢1/t—l como dados,
utilizamos la programacidén dinamica, obteniendo:

- A .
(5.3) X, =G,y 1+CGy ¥, 1/0-178¢

con lo cual la evolucidn del sistema controlado vendra dada
por: (5.4) yt=Ptyt_1+st+ ny» €n donde:

o4
> o
(2]
[l
]
(e}
T
(e}
=
(e}
T
o
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-1
P =(1-R; P, )7 R,, siendo Pr‘l-T

-1
't'(I'thPtox) (tt'Rlcstol)’ siendo sT+1'°
NN N N N N
RRt'At'cth i Riy=Byy+CiGiy 3 Ty=by+Ci8y

Hy=Ko+PaBea1Pryy o+ ©0n Hy=kq

heaKed o +Pr 1 (B 1-Hii18¢.1)r cOn hp=Kpag

B -28;

c te1Pea1* B (Mg Heay Mei1 )%

AT A SO LIS I
con co=apKpdq

Ademas, Qt(yt_l)-yé_lPéﬂcPtyt_l-ZYE_zpé(hg'“:‘:)"iut't'

-2sth +E, _,(mH, N )+c,

Calculando yzollt-l , a partir de (5.4) y sustituyendo
en (5.3), queda finalmente

F =G _+G, P P
[ T Ut It el t
xt'rtyt-l‘ft , en donde

ft’gt’clt(pt+lst’st+1)

DEMOSTRACION. Por induccidén sobre t

Vp(¥poy)=Bq_y {(yp-ayp) 'Kplyg-ag)} =Eq_, (ypKpyq-2yqKpag+
+82Knan)=Ep_ (y4Hryp-2yqhp+Cq)

en donde: HT:KT; nTaKTaT; cT'afKTaT
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Sustituxsndg Yq PO el valor obtenido en (2.2)

y teniendo en cuenta que bT‘bé/T—j’ VJ, queda:

A
+Cpx

Y N
Vo lyp_y)=Eqy I(BITY§¢1/T-1‘ATyT—1 T%7/7-1*Pp* Nq)'H

T
Y - N " . " n
(Byq¥fe1/7-1*ApY1-1*CpX3 o1 *0p+ " p) -

4 X Coxa B+ )'h I
11Y%41/1-1*AYr1*Cr*d/p-1*Bp*n o) "Pptep | =

- 2%
4 . N " . 4" , B
=(Byp¥ie1/To1*Ar¥ro1*CoXg/po1*bp) Hy
N N "N “N
-» \
(Byp¥ts1/7-1*ApY1_1*Cr*3/p_1*Pp) *Eq_y (pHpng) -

N 4" N N
- 2 (Byq¥i,1/1-1*ApYr_1*CpXg p_1*bp) "hyvey

Condicidén de minimo: (necesaria y suficiente de optimalidad -
global, por convexidad)

r 0= 2 CiH, (B,.y# X 'Coxt b..)-202
e B VL A S S o VL B Thte 1)
. A
? XF,7o176pYro1*G YT -1
LY E YR
en donde: GT= - (CéﬂTCT) C.'PHTAT
AT R I Y
Gyp= = (CpHpCq) "CqHpByq
AN g A
gp= - (CyHpCp)TiCH(H b -hy)

Llevando el valor cbtenido X2

T/7-1 al sistema (2.2) particulari

zado en T, queda:

Yp=Re¥p_1*Ryp¥di1/101* ot N
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NN
en donde RT'AT’CTGT
4" L")
Ryp=B1p+CqCyp

Fp= ";-r‘a('r“'r
Al ser y3 /o 1= [ ¥§/p.1» queda  yp=Royy (+Ry0 T¥3 /0 1% Trtng
Entonces: y3,p_ 3 = Rp¥p_y*Ryp T ys/p1*Tr = Y3/71"
-(1-R,P) " (.R'ry'r-l”'r’

-1
PT-(x-Rur) Ry

* Y= YR/ o1t n p=Pp¥p_1+80+ ng, CON _
bR 74 23 R Bk b S5 Rt AL E | op=(1-R;T) 1%

Y3/1-17Pr¥eo1*sy » Yiagyro1t TPp¥poa*Top
A
Por tanto:  Xi/p_1=Gp¥p_y*Cyp(T Py 1+ T sp)vay= Fryz 0y
Fp=Gp+Gyp T Py

en donde T‘
f1=87+Gyp ! Sp

.Y
* Vp(yp_y )= (Ppyp_y+8p) "Hy(Pryg_y+87)+Ep_; (0 gHmng)-
~2(Ppyp_y+8p)'hpeeqs

= yi-lprTpTyT-l-zyé-lpi(hT-HTsT)’siﬂTsT-zséhT+

ek, UnpHpn p)veq

Identificamos: ;T' ;i/T-l' tal como justificamos en el teorema
II.5.1

SUPONEMOS QUE EL TEOREMA ES CIERTO PARA t (hipdtesis de induc-
cién)
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[PARA t-1
vy, .
=1 =B Vi KeoaYeo1meaKeo1Be?
A
*ay g Ke 181V yey)) =

*Eg_p (Ve qHeopYeo1™ ioqPeoi*Cey)

en donde H = K +P!H_P

Reo1=Ke18e g

' ' - '
Lct-l' 8 1Kgo18to18tH 828N +Ey  (ngHn )ecy

Pi (ht'Htst)

Podemos poner:

N N N
Vo1 (e p)=Ee 5 {(By ¢ 1¥8/e-2*Aea1Ye-2* Ceo1®to1/t-2"
" " ~ N N
1 - - -
*Dy 3t nea1) Heo1 By eV e oA eo1¥eo2*Co1®to1 /-2 P01t M glr)

N 4" 4" ~
“2(By ¢ ) ¥ese-2tReo1Yeo2tCeoa®to1/e-2"00o1% qeo1) Pea1tCeo1y <
~ N N v
=(B) to1¥i/e-2*Peo1Ye-2*Co1¥ a1 /e-2*Pt-1) "Hey
4" ~ ~ ~

(By ¢ 1¥%/e-2"Ppo1¥e-2*Ceoa®to1/t-2*Peo1 ) *Er (g e ne g )
"] "

n ~
-2(B +A

- L]
1,t-1Y8/e-2%Aeo1¥eo2*Ceoi®¥ i1 /t-2*Peo1) Peo1*Cean
Condicidén de minimo

BVt 1 ~ L A "N

= O ' - 0
— =0= 2 CL_yHiy By ea1¥i/e-2*Peo1Ye-2*Cea1*t-1/t-2"
Thtel/t-2

> y-26 .n
*Oe_ /=1t
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» Xi1/0-270po1Ye-2%01, eV e2 B
CoA A 1 n
en donde Gt-l' - (cé-lﬂt-lct-l) ci—lﬂt-lAt-l
A A -1V A
Gy, -1 = (CooaHeoaCeoy) CioaHeaiBy e
~ n 1 "
Beoy® = (CigHe 2Cey) "Cooa(Hy 3Py yPey)

shstituyendo el valor obtenido de ;{-I/t-z en el sistema, par-
ticularizado para t-1 queda:

Yea1™R 1Yeoa*Py eo1¥i/e-2tTea1tnea
" N .
en donde Ry _1®Ae_1*Ceo1Ceny
Rl,t-l;h1,t-1*et-1°1,t-1
Feo1™ %c-1;tc-13t-1
Teniamos: yt'Ptyt-l'st’nt Y%/:-z'P:YE-l/:-z*‘t
Y3 _1/t-2 =*Re_1¥,. _-*R, . _.¥y* r
t-1/t-2 TTe1Tte2T, 61Ty o TelamRea¥eo2*Ry 1P oa et
' -1
Ry e-18¢* Teoy = Yica/e-2=(I-Ry ¢ gPo) T (Ry ¥y o¢
*Ryte15¢* Teoy)

= - .
* Yo 1"¥i1/t-2* ne-17Pro1¥e-2%8¢1* pe-y» on donde:

-1
P._,=(I-R PR

1,t-1"¢ t-1

)-1(R s,+r

S¢.1=(I-R 1,t-15¢

1,t-1F¢ t-1)

= Yio1/t-2%Pioa¥eo2*Sta1 = Yise-2®PeProaVeoa*PeSio17S,
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A

Xto1/t-278

£-1Y0-2%C1 11 (PePeo1¥y o*PeSe 148 )% 8¢ 1=

=F Veatfenr

G PP

en donde F 1,t-1PtPeaa

t-15%¢ 1%

Tio1%8¢ 1*Gy 11 (Pyse_y+sy)

* Ve = (P ¥y p*sy ) H (P ¥y p¥Syy)e

*By (M qHe P o) =2(Py ¥ e oS¢ g) e g +B_p(ey)

= 1 1 1 1] ]
Ye-2ProaBeoaPeoaY et @ oProgHeoa8eog*st g He 151

P h 2 h

0 - + M -
AP IRL NI PIRR Rt AP IR L NI L ISP LI

H H

=YeoaPtoaBe 1 Peo1¥eoa@V e oPyog (Ne (=Hy g8y g )esg (He gs¢ 4=

-2 H

1] 1]
St-1Meo1*Eeo2t torHeoaneo1)* e

z A A
i -y
Como en el caso mas general, identificamos xt-l‘xt-l/t-z’ El
teorema queda demostrado.

NOTA: hi/eos= Mg Yoo ¥

J
Para este caso se verifica: |Ft/¢-3° Tt® Ve’ Vj
- -
St t-3= Ser Ve Yy
-
gt/t-js gt' th VJ

con lo cual se reducen considerablemente los célculos, en re



- B3 =

lacidn con el caso general.

~
COROLARIO: Si bt-O. vt-l.z......w. nos quedan todas las expre
siones exactamente igual que en el teorema que acabamos de --
ver, unicamente 8yr Ty quedaran algo mas sencillas,

-(etutct) ein,
'ct“c

ORDEN DEL CALCULOS PARA ESTE CASO:

~

~ a '
Partimos de : At'slt'ct"t'Kt conocidos, vt-1,z,...,r

conocido, thl.z....,T

N
b
T conocido

P
HacerJ/ T+
LST+1

(
Hacer  Hp=Kn
UL TR L
Calcular GT' '(C*HTCT) C'HTAT

NN
GIT' —(CTHTC&) C H, B

T'T 1T
< Calcular T-AT¢CTGT
lT'BlT’CTGIT
-1
Calcular P '(I°R1TPT+1) RT

\Calcular FT’GT’GlTPTOIPT



g
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Hacer  hp=Kqag
AT ~
= ' -
Calcular 8¢ (CTHTCT) CT(HTbT hT)
NN
ﬁ Calcular rTng‘CTgT
-1
Calcular sT'(I’RlTPT+1) re
LCalcular fT'gT*GlTPT+lsT
'
Hacer HT-l’KT-l*PiHTPT
N ~ -1’\: 4"
- + +
Caleular Gp_y= ~(Cq_yHp_1Cpy) "CpgHp_ghp g
N Y _1’\4 a
- [] ]
Gy, p-1™ ~(CpogHpoaCpoy) "CpogMpoiBy ra
N 4%
Calcular Ry _y=Ap_4Cq_1Gp g
N 4"
Ry, 121781, 1-2%C1-161 12
-1
Calcular PT_lz(I-Rl’T_lPT) RT—l
Lfalcular FT-I’GT-l*Gl,T-lPTPT-l
-
Hacer hT-ISKT-laT-l*Pf(hT'HTsT)
lu' A _1~‘ N
Calcular gp_y=(Cq_jHy zCq_ ) "Cp g (Hp 1Ppy=Rpy)
~ “~
j Calcular rq_y=bq_1+Cp_ 187 ¢
Calcular sT-1=(I-R1,T-1PT) (PT-I*Rl,T-1sT’
{Falcular

Ty 1=8p_1*6; 1.1 PpSpog*sy)
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e
)

Hacer: Ht'Kt‘PEQIHt¢1Pt¢1

calcul G (1€, )" 1CiH. X
alcular: = - !
t B ot
Gye= ~(CiHCp) "CiH By

< Calcular: Rt'?&’EtSt

Ri¢=By¢*CeSye

-1
Calcular: P, =(I-R; P, _,) "Ry

+G, P P

LCllcullr: Ft'ct 1tPte1Pt

-
Hacer: h_=K at¢P‘

t"Ke@¢*Pria (P, -H

RLIY
Calcular: g,= - (binttt)-lei (H;tt'ht)

q cal i r b+l
Calcular: ’t’bc’ctgt

-1
Calcular: ’t'(x'thPtol) (’t‘nltstél)

t0a1cu1nr: ft"c*Gl,t(Pt¢1’c”t41)

Los calculos finalizan cuando hemos efectua-
do los célculos para t=1. Entonces, como Yo &8 conocido se --
puede calcular: ;1-F1y°¢t1.

A final del periodo 1, al tener conocimiento
-~
de 2 - xstayl*f2

En general, al final del periodo t-1, al ser
condcido yt-l' se calcula

A
X =Feye1tfe
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6.- COMPARACIGN DEL RESULTADO FINAL DE CHOW CON EL NUESTRO.

Trabajo de Chow

Supongamos que al crecer t se hacen G G

1t Sape
z, constantes
-
= %Xe=Gy Yi,1/t-1%82Y¢ 18

Zntonces el sistema de puede expresar:
YeR¥iar/ea1tRaYeaa* ™ Ny % vesQyg prar My

-1
Q= (I1-R;Q)7°R,
en donde -1
q= (I-R (Q+I)) "r

2
> Yie1/t-1%9 Vet (Q+1)q
= R0y (@0 3+ (@01)0)+Gy, 1 +8=(6,0%G,)y,
+g+G,(Q+1)q

Nuestro resultado: (Para poder comparar mejor llamaremos GZta
Zc que en el teorema 1I1.5.1 llamamos Gt' analogamente R2t por
E:, thpor Pt' q, por st).

~
%261 tYt+1/t-1%C2¢Ye-1"8¢

bd El sistema se puede expresar: yt=R1ty€+1/t-1*
“Rra¥eortTet My 0 YemQuyeotag *N
-1 _
en donde | Q. =(I-Ry,Q, ) "Ry, con Qp,=T
-1
Qp=(I-RyQuyy) TPy *Ryat,y /ey
con gq,;=0

Supongamos que se verifican condiciones sufi-

slentes para que Glt'G2t’gt'th’R2t’rt'Qt y qt sean constantes

[

~ el tiempc:
+ Q=(1-R,0) 'R,

q=(1-nlo)'1(malq) - q:(I-Rl(c«,I))'lr
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[ 2
- xt'(Glo +Gz)yt_1+g+cl(041)q

En estas condiciones nuestro resultado coinci
de con el de Chow., Con ello queda demostrado que nuestro plan
teamiento y solucién es mas general que el de Chow y este coin
cide con el nuestro en condiciones particulares,

7.- VERSION DETERMINISTICA DEL PROBLEMA (CASO DE PREVISION PER-
FECTA).

PROBLEMA II.7.1

T
MIN w'tfl(yt"t)'xt(yt’at)‘ siendo K, matriz simétrica

definida positiva o semidefinida positiva.
(7.1) yt'Btyt‘Bltytol'Atyt-l*ctxt‘bc (para t=1,2,...,T)

Yo dado
En primer lugar veremos una proposicidén que nos
va a permitir escribir el sistema (7.1) de manera mas maneja-

ble. A continuacién enunciaremos y demostraremos el teorema
que nos resuelva el problema planteado.

PROPOSICION II.7.1

Consideramos el sistema (7.1). Supongamos que
la matriz (I-Bt) es no singular para cada t=1,2,...,T. Enton-
ces el sistema se puede expresar de la siguiente forma:

N " '(\:; A ~ -1
(7.2) yt‘Bltytol*Atyt-l' txtobt en donde Blt'(l'at) 31

~ -1
A=(1-B)7 A,

~ -1
Ct'(I-Bt) Ct

v -1
By=(1-B, )7 b,

t
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El sistema (7.1) lo podemos expresar:

(I-B)Y =By Va1 * A1 CeXe*by =

-1
> Y=(I-B) T (By Yy, tAY 1 CpXytby )=
N ~N v

N
= B e¥ea1*AY o1t CiXe*by

TEOREMA 11.7.1

Consideramos el problema I11.7.1. Suponemos
que para t=T (periodo final) se verifica que yT+1’P Yo

Tratando a los vectores Yi4q COMO dados, al
final del periodo t-1, utilizamos la programacién dinamica, -
obteniendo:

~
(7.3) xtsG +G

Y1 1eYe41%8¢

con lo cual la evolucidn del sistema controlado se puede ex-
presar como:

(7.4) yt=Ptyt_1+st

~ N -1'\1 aN
en donde: Gt=_(Cthct) CthAt
N " _1'\4 N
= ' v
Gyp=-(C{H,Cy) "CiR By
n N~ _1’\4 N
= - ' ' -
gt- (CthCt) Ct(tht ht)

-1 . .
=(I- 5 =
J/Pt (1 thpt+l) R, , siendo Py . in

| s, =(1-R P, )TN (r +R

k . 1tPte1 siendo ST+1=O

1tSes1’”
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HemKe o etlipaaPryy  » cOn HypsKy
he=Ky 8 +PL 1Ny 1=Hia18e41)r cON Np=Kaag
et 8 a1 1801728841041 e » SO0
cp=arkoty
Ademis: ;c(yt-l)'yé-lpiﬂtptyt-l'zyi-lpé(ht'":‘t’*'i“t't'z'ih:’ct
Calculando Yeo1 8 partir de (7.4) y sustitu-
yendo en (7.3), quede finalmente:

A
‘:":’:-1": en donde ’:'Gc’°1:’t»1’:

tt"t*clt(:u,'t“t#l)

DEMOSTRACION : Por induccidn sobre t

[ 7] Velypoy)=(yg=8p) 'Kplyp-sg)=yqKeyp-2yjKeagraghetye
= Yillpyp-2yiheecy

en donde HT'KT' hT'KT‘T B CT"ixr‘T

Sustituyendo y, por el velor dado en (7.2) -
pare t=T, queda:

LY ~ N 4" N ~
L]
VoY ) =(Byq¥y g *ApYp 1 +CpXebp) Hy By q¥p,  *ApYroy?
N h" N N N~ ~
+Cpxgedy) = 2(Byq¥p,y *Ap¥p y*CpXp*Pp) 'Ap+cy



'

0

(@]
i

Tratamos a Yp,p como conocido

Condicidén necesaria de minimo (también suficiente y global, per

convexidad)

EVT ., A ~ N NMooaN, L
- =C= 2 CTHT (BlTyTwl‘ TyT-l‘”TxT*bT)'ZCT“T
™
A
Xp=Cp¥r_1*Gyp¥p.1*87
A Y ~
en donde GT= —iC%HT T) C%HT T
- T R
Gqp= -\CTHTCTJ CTHTBIT
AR S L
8= -(CqHyCq) ™ Ch(Hybp-hy)

A
Xpo obtenemos:

Yp=RpYq_*Ryq¥p, *Fp=RyYp_ *RyqT¥p+g en donde J o

Por tanto:
Yoz (I-R o T ) YRy, +(1-R..T ) %r = p +s
T 17 V-1 17 " fr¥r_17S7

-1
en donde Pp=(1-Ryq ™) Ry

1*Cyp T Poyy s+ Tsp)egp=Foyp_y+fy



- 91 -

en donde Fp= GT*GlTr Py
fp=8p+Gyp T 5y
Por tanto V. ( y=(P +8,) *H (P +8,)-2(P +80) 'hosco=
or tanto Vplyg 3 Ypo1*Sp) Bp(PeYp_1+Sy TY7_1*Sp) 'hptCy
= Vo1 PrlipPoYp_1+2Yp_PpHpsSpvsqesy-2yq_;Pphp-28phpscq =

:y.i._lP.i.HTPTyT_l-Ey.i._lP,i. ( hqp-HpSq ) +s.i.HTsT—25.i.hT+c.r

SUPONGAMOS QUE EL TEOREMA ES CIERTO PARA t (segiun la hipdtesis
de inducciébdn) ‘

-~
Veoa W)=y g-ay 1) Ko gy gmag p)+V vy )=

=Yo1Hta1Y o1~ eaaPe1*Cea

+P/H P

en donde: Ht-l=Kt—1 tHePy

Ne_1=Ke18c 1 *Pr(hg-Hisy)

_at ‘ -oet
Crop=apgKe 13 17SeH S m2sth ey

N N N ~
Podemos poner: Vt—l(yt-2)=(al , t-lyt‘At—lyhz’ct-lxt-l‘bt—l) 'Ht-—l
" N A ~N N “
(By poy¥e*Aeo1¥eop*Cooa®p *Pyoy) = 2By y¥erAL gV gt
N "
.
*Cp1%e1*Peog) et

Condicién de minimo :
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-h

AL 0=2 ¢! u. (% " T ¥
PETIR U T3 b-1 By 1Y tAe Y pvCo 1%y 1By -
-2 ¢ X, .=
Cemrfeon T X136 1Y %0 co1Y¢*8e
~. ~s _1~' ~
en donde: Gt-l='(ct-1Ht-1ct-1) Ct-lHt—lAt-l
N' s -1~‘ ~
Gy, e-2=" (0 aBeaCey) OB e
~, ~ -1, ~
Bpo1= —(CLaHy 1Cey) T 1 (e gDy
Sustituyendo el valor obtenido para ;t-l en el sistema (7.2),
obtenemos:
Ye-17Re 1¥eo*Ry ¢ 1Vy*Fty o donde
~ N
Ry 17Ae1%Ce16e
~n ~
Ry, t-17B1,1-1*Ce181 01
A S
Teo17P¢ 1*Co18¢ g
Teniamos: yt=Ptyt_1+st
Por tanto: yt-1=at-1yt—2*nl,t-l(Ptyt-l*st)* Ty

-1
D ¥y 1 =(I-Ry (PO TR Y ¥Ry 18Ty

Por tantc:

- . - (1o -1
Y. 1=Py_1¥y_z*S,_, » en donde: | P, .= (I Rl,t-lp ) R,
-1
Tl
Seo17tEoRy )
R g +r )

t-1

)
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V=P Py l1¥-2tPeSeo1*Sy

% G (P

t-17%1-1Y¢-2*61 -1

Feaa¥e2tTia

en donde Fc-1’°

t-1

+G

1,t-1F¢

tPeo1Ye-2*PeSeo1*Se )% ”

Peaa

Ty 1784 1*Cy ¢o1(PySy_g+sy)

.
Vi1 (Ve p)=(Pe ¥y oS¢ ) "By 1 (Py (¥ a*8¢ ) -

-2(P

1] 1 L}
*2y¢ 2Pt 1Beo1Se g *syyH

=2 sy ghpoatCeor® Ye-aProaHedP

t-1¥t-2*Seo1) Meoa*Celg = Ye2Pia

H,  _,P

t-1

t-1Yt-2 ~

1]
“2¥e oProa(he y-He Sc g)esy (He iS¢ 72 sg

El teorema queda demostrado.

COROLARIO:

t-1Ye-2"

- ’ ' -
t-15t-1" Vi oFiiaPen

1Peo1*Cey

Supongamos que bt=°‘ ¥t=1,2,...,T (No apare-

cen en el modelo variables exdgenas no sujetas a control)

Entonces nos quedan todas las expresiones cO

mo en el teorema, con la excepcién de:

~ ~ )_1~I

tt
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Estudio de equivalencia cierta.

El concepto de egquivalencia cierta fue intro
ducido por Simon (1856). Fué adoptado por Theil (1958) al pro
blema de politica macroeconémica.

Consideremos un problema de control estocas-
tico. Se dice que se verifica el principio de equivalencia --

cierta cuando la solucién Sptima x, es la misma que obtendria

t
mos si el mismo problema fuera formulado como un problema deter
min{stico, con todas las variables aleatorias sustituidas por

sus valores esperados.

A la vista de los resultados gue hemos obte
nido, podemos decir que para el caso mas general no se verifi
caré el principio de equivalencia cierta para el problema de
control estocéstico con expectativas racionales. Si se verifi
cara el principio para el caso en que bt=b€/t-j' vt,vjy y, por
consiguiente, se verificara también para el caso en que en el

modelo no aparezcan variables exdgenos b Es decir, se veri-

£
ficara el principio de equivalencia cierta sdlo en el caso en

que las variables exégenas { bt) sean no estocasticas.



CAPITULO-IIX
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MODELOS CON EXPECTATIVAS FUTURAS, INFORMACION INCOMPLETA.

Tras el estudio realizado en el Capitulo II

nos parece natural pasar a estudiar el caso de informacidén -

incompleta, como es usual en los tratados
tico. Pretendemos estudiar el problema de
de estimacidn en modelos con expectativas
caso de informacidn incompleta no aparece
Chow del que hemos partido en el capitulo

de control estocas
control éptimo y el
racionales. Este -
en el trabajo de -
anterior ni en nin

gun otro de los trabajos que hemos manejado sobre modelos con

expectativas racionales.

1.~ CUESTIONES PREVIAS: El problema standard de control con

informacidn incompleta para modelos sin expectativas.

PROBLEMA III.1.1

T
= bA - -
MIN E W EO:-I (yt ac)‘Kt(yt at),

siendo Kt matriz si-

métrica definida positiva o semidefinida

positiva

ytgAtyt-l'ctXt*bt*ut , para t=1,2,...,T

ztzntyt+vt para t=0,1,2,...,T

siendo, yy: vector de variables enddgenas (variables de esta

do), en el periodo t.

xt: vector de instrumentos politicos (variables de -

control) en el periodo t.

bt: vector que recoge los efectos combinados de las

variables exdgenas, no sujetas a control, en el

periodo t.

2 vector de observaciones, en el periodo t.
u,: vector de ruidos del sistema, en el periodo t.
v

t vector de ruidos de observacidn en el periodo t.
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Suponemos que Y _,U;,Uss-essUp,Vo,aVysVpsee.sVy SON incorrelados

Ademas Eutxc; Evtso, vt

Llamamos Iks(zi,zi_l,....,zé, x&,xi_l,....,xi)' (vector de in

formacién en el periodo k)

La ecuacidén de Bellman, para cada t=1,2,....,T,
sera:
a . ~
Velly)=MIN By O (ypma 'R (yg-agdeVy (1) )

. t

A
con Vo, (In)=0

Notacién: Para cualquier variable aleatoria Vt
Et_J(Vt)=£(Vt|It_J)=Vg/t_J

en donde It-J es la informacién de que disponemos al final del

periodo t-j.

Al igual que hicimos en el caso de informa--
cidén completa, vamos a estudiar dos situaciones distintas: a)

Aquella en la que las variables exbégenas {b_1} son no esto-

t
césticas. b) Las variables exdgenas {bt} son estocasticas.

a) CASO EN QUE LAS VARIABLES (bt} SON NO ESTOCASTICAS.

Este caso es el que aparece en la literatura.

Suponemos, por tanto, que bl'b2""’bT son -
vectores dados, conocidos de antemano.
Vamos a seguir a Chow (1975).
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TEOREMA 11I.1.1

La solucién al problema I11.1.1 es la siguien
te:

~ <

xc'GtEt-l(yt-l)'gt' siendo Gt’gt iguales a las expresio
nes obtenidas en el caso de informacidén completa. Siguen sien
do vélidas las mismas expresiones para las matrices Ht y los
vectores ht'

Ademéas:
kY 1
= Al -
Velle1)=Epy [yc-l“‘c*ctct) "c“‘t*ctcc)yt-ll
-2?;_1(Acactct)'(ht—tht)»«(bt*ctgt)'Ht(bgctz‘) -

—Z(bt¢ctgc)'ht+ct+Et_1(u'H u, )+

tHevy
*Epa [(yt-:l'yt-l)'Giciﬂcctct(yt-fyt-ﬂj » en donde:
Co1=8g_1Kp 18y 3*(Dy+C 8 ) H (0, +C g, )-2(b+Coa, ) 'hy+

+Cy By g (UgHEU+E, [ (Yeo1=¥e 1) "GO C O (¥ 1=V )]
con cTsa.i.K,raT

(NOTACION: yt-l‘Et-l(yt—l))
DEMOSTRACION: Por induccién sobre t.

PARA T

Vpllp_y)=Eq_ g { (¥p=ag)'Kq(ygp-agly= Ep_; (yiKpyp-2ypKpags

¢a+KTaT) = ET-I(Y§HTYT°2y§hT*CT)‘ en donde Ho=Kq :

hT=KTaT; cn=asnKoa



- 99 -

Sustituyendo ¥p POr su valor, queda:
Vp(Tp_y)=Eq_y {(Aqyq ) +CqXp+Dysug) "HylAgyy o +CpXq+byvug)}-
'ZET—I { (ATyT-lﬁchT‘bT*“T)'hT )+cT =
=Ep_y (%_jApRpApYp ;) +(CpXqeby) Hp(CaXpeby)+2(Caxqeby) ‘HyAgyp g+
+Ep_y (UgHquy)-2¥q_)Aghg=2(CqXq+by) 'hysey
Condicidén de minimo:

v
T HAT :
7w, "0% 2CqHp(Coapeby)+2CiHATy ) -2Cihy

-1
G s-(C'HTC ) "CMH Ap
" - T T T T
- xT'GTyT-l*gT ' en donde 4
8p=-(CyHpCp) "Cr(Hobp-hy)

Entonces, queda:
A — —
- .
Vollp_y)=Ep_; ((Aqyq_1+CqGp¥p_1+0p+Co8y) "Hy(Aqyy ) +CpGryq g+
+op+Cogp)-2(AgYy 1 +CqGy¥yp_1 +Dp+CpBy) 'hp+Cp+Eq_; (ugHpug) = *

Ponemos: yT_1=yT_1¢(yT_1-yT_1), y utilizamos: (AT+CTGT)'HTCT=O

- =ET—1([ ATYT-1*°TGTYT-1*CTGT‘YT-1'VT-1)*br*crgr]'
Hy [Aryw-l*cwcwyr-l’CTGT(YT-1‘yT-1’*bf*CTSTJ}‘
-2 [(AT+CTGT)yT_1+(AT¢CTGT)(?T_l-yT_l)+bT+CTgT]'hT+cT+
vEp_y(upHpug) = Eq o Iyq {(Ap+CpGp) ' Hp@p€aGylyy o ) +

MRS WL IPRA B i & 8 BT PSS SERR I
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‘2;£-1(AT‘°TGT)'“rbr“bT‘CTST)'HT‘bT*CTST)'eyi-l(AT‘CTGT)'hT’
-2(bT¢CTgT)'hT¢cT¢ET_1(u%HTuT)a
=Eq_1{yp_; (Aq+CqGq) "Hy(Aq+CoGrlyp_1 3 -2¥q_; (Ap+CqGp)!
lhT-HTbT);(bT+CTgT)'HT(bT+CTgT) -2(by+CpBy) "Np+cpt
*Ep_y (upHpup)+Ep ) ((Fp_3-¥p_y) ' OpCqHpCaGp(¥p_1-¥p_y))

el teorema queda demostrado para T

Supongamos que el teorema es cierto para t
Vamos a demostrar que se cumple PARA t-1
De acuerdo con la ecuacién de Bellman:

~ ~

Veor (T 2)= :i? Ep o (Ve gmae g2 K Vpogmae p)#Ve (T2
Por tanto:

1 -
Vie1(Te 20 o Iy 1Ko 1 ¥eo1m ¥ Ke2eo*at i Keoi2egt
"~
= L - L]
Velly )b = By oy gHi 1 ¥eo1m2¥8 3N g*Cy)

en donde:
He 1=K, _1+(A.+C G ) 'H (A +C,G,)
Peo1Kpo18p 1+ (A€ G )t (Ny-Hiby)
Co172to1Ke 131 (Pp*Ce8e ) H (B s Cigy )t veye
B (gHUOE ) L7y VGG GG T ey

-2(by+Cigy)’hy
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Nos queda exactamente lo mismo que en el caso T,
pero con t-1 en lugar de T. Repitiendo lo mismo con el cambio de T por
t-1 queda demostrado el teorema.

NOTA: El resultado de que el control éptimo es;t#3t5(yt_1|1t_1)*st
para el caso de informacidén incompleta, siendo el control 4ptimo
para informacién completa: §t=tht—1*8t’ con Gt'gt idénticos en
ambos casos es muy importante en teoria del control. Este resul-
tado se verifica por ser el sistema lineal y el funcional objeti

vo cuadratico. Recibe el nombre de teorema de separacidn.

b) CASO EN QUE LAS VARIABLES {bt) SON ESTOCASTICAS.

Este caso no aparece en la literatura que hemos
mane jado. Al igual que hicimos en el caso de informacién completa
nos parece interesante analizarlo.

Suponemos, como hemos comentado y justificado

anteriormente, que
P

b= iFy Rybe vk
en donde {;t} es un proceso estocastico, de media cero,serial-
mente incorrelado, independiente de las perturbaciones que entran en
el sistema que explica Vs de los ruidos de observacidén y de la
variable aleatoria Yo (Se puede considerar p finito, con lo -
cual (bt} es un proceso AR(p), o bien p=e= , con lo que {bt)'
es ARMA (p,q)).

TEOREMA III.1.2

La solucién al problema planteado es la si--

guiente:;tsc siendo G iguales a las expre-

oo (Voo )*8¢s v 8¢
siones obtenidas en el caso de informacién completa, caso de
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{bt) estécasticas. Siguen siendo védlidas las mismas expresio
nes para las matrices Ht y los vectores ht'

Ademéas:
n
vt(lt-l)SEt-l‘,yi-l(At*Cth)'Ht(At+Cth)yt—£}

=2y g (Ag+Ci G (Y e =B DR )

+Ep oy (Cyge+Dy)'H (Cogysby) J-2E, ; {(by+Cige)'hyf +
*Egop(ughpug)s By (e )9E ) (¥ y-¥y_3)'GiC{H,C, G,
Fe1¥e)d
en donde:
Cpo1=8y_1Kel18p 1*Eey [(De+Cig ) H (b +Cig )}
“2E, 3 {(b+Crgy)thy JeE j (e )+E, ) (uiHup)+
*Ep gl (Fe1=¥eog)'GLCeHC0 (Ve y-ye y)
con CT=E+KTQT
(NOTACION: ¥, _,=E, _,(y, ;))

DEMOSTRACION: Por induccidn sobre t

Vp(Ip_y)=Eq_y {(yg-ap)'Kplyg-ag)) =Ep_; (ypKoyp-
-ZyiK?TﬁaixTaT)= ET-I(nyTyT’zyth +Cp), €n donde

HT=KT; hT=KTaT; CT=6%KTET
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Podemos poner:

Vp(Ip_y)=Eq_y {(Aqyq_y+Cpxpebpsup) ‘Hy(Agyy ) +CoXpebysug 3=

=2Bp_ { (Aqyq_y*CqXpebpeup)'hyd seq = Eq_y (yq_jApHpApyp_ o)+

’X%CfHTCTxT*ET-l(beTbT)* ET-I(u%HTuT)*zxfcfHTATyT-l*

*+2 Eq_y (¥q_yApHpby)42x0CaHabl jq_y-2¥q_Aghy =2x3Cphg-
-20%p_1hp+eyp

Condicién de minimo:

v
T [ ki 0
3%y Om2CqHyCyXp 20 HpApyy 1 +2CqHBE 117201y

" -
 Xp=Gq¥p_3*8q

] ‘lv
Gp=-(CqHyCy) "CqHpAp

, -1
8p=-(CqHnCp) T Ca(HobA

tHpCr T/7-17P

T)
A —
N _ '
= Vp(Ip_y)=Eq_y { (Aqyp_y+CqGr¥y_y +Dp+Cpgytuy) 'Hy
(ApYp_1+CpGp¥q_y +bp+Cplprug)}-
-2 Ep_y  (Ap¥p_g#CqGp¥yp_y+bp+Cpptug)'hy  +oq= *
Ponemos yT-1=yT-1‘(§T-1-yT-1)' y utilizamos:

(AT*CTGT)'HTCTzo

* = Ep, {KAchTGT)yT_l*CTGT(yT_l-yT_l)¢bT¢CTgT+ut-‘HT
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[(AT*CTGT)YT-l’CTGT(yT-1‘yT—1)‘br*cTGT*“Tl}'
_ c ,
'ZET-lf[(AT’CTGT)VT-l*CTGT(VT-1‘YT-1)*br‘ TST*“T] hpJ+
*Cp = Ep_y {¥g.1(Ap+CpGy) 'Hp(Ap+CoGrlyp_ ) +
*Ep_y {(¥q_y=¥p_y) ' OpCpHCaly (Fy_y-yp_y) WoEq ) {(beCogy) 'Hy
(b +C 8, s )
TSI EL ) (upHpug)+2 Fi_ ) (ApeCyGy) 'Hybs g ;-
-2 Yo_1 (AT’CTGT)'hT’ZET-l {(bT¢CTgT)‘hT } +Cps
que coincide con la expresién que aparece en el enunciado, per

ticularizada para T, teniendo en cuenta que CTSET-I(CT) y --

hp= Bi/poa-

NOTA: En la Gltima igualdad del desarrollo anterior hemos utili

zado, de acuerdo con la definicién de {bt } » la siguiente pro-
piedad:

Ep_g { ¥q_y (Aq#CqGy) "Hobp }=Eq_; {yq ) (Ap+CpGp) 'Hy
(0 g1+ § ) = Ep_y {yq_; (ApsCrGy) Hybg g )]

= ¥g_q (Ap+CpGy) 'Hybg p_y

SUPONGAMOS QUE EL TEOREMA ES CIERTO PARA t]

Vamos a demostrarlo para t-1

A
= - ' - } o=
Vt-l(It-Z)_Et-Z {(yt_1 at-l) Kt—l(yt—l at-l)+vt(1 )

A

= ' oyt .
Bz (YiorKeorYeorm e Kegaegrar oK ga gtV

t-1

t-101 =
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= E h )

te2 YioaMe1¥eo172YeaPeo1*Star

en donde:

Ht_lsKt-1+(At+Cth)'Hc(At*cth)

Peo1=Keo13p (A€ Gt (hy e 1 -HdE eoy)

Cpq= @ la expresidén que aparece en el enunciado.

Por tanto:

Veer(Te2)=Epp TAL ¥y p*Ce 1% 1#Pe1tuey) 'Hey

(A +b

t-1¥t-2*Ceo1¥e-1*Peo1*¥eon )}

“2Ey o {(Ap 1¥ea*CeogXeo1*Ppoa Vo) Peoy ) *Ep ooy )=

- 1]

=By aViohtoaHeoaA oY) * % o1 CtoaFeoa Coor®ea1*Beoa (Pf By 1B )+
, _

*Ep plup gHe qup )+ 108 1HeoAeoa¥ oo 2B e oV oAt 1He Py 1)+

1] - -
MR L NPLHR TP NIPL 2 SPL IR MIPR L P L PL P

< 2By ooy ghy  )*Ey pley )

Condicidn de minimo:

Ve

=0=2 C! ,H, ,C
X1

; _
to1Meo1Cro1® 1% B 1A 1Yot

L) 1] 1
+2C4 1 Heo1Plo1/e-272C Mty /-2

A
= x =G

t-1"Vt-1Y¢-2%8¢ 1
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en donde G, .= - {(C! 'H .C )'1C

t-1 t-1He1Ca HeogA

A
t-1"t-1"t-1

H, ,c, ) ter

2 - 1, .
- (ct-l t=1"t-1 t-1

(Hy 1Pt 1/t-27Pio1/e-2)

A

> Ve (T p)=Ey o LA 1Y p%Ce 10 ¥ p*Py 1* G 18 1% q)’

H G

+

7 c -
to1Aeo1¥e-2%CroaGr 1Y o2 Peo1* po18e-1* Yoy ))

- 5 c
2B o LA ¥ a*Ce 18 a¥ e p*Pe1*Ceo18po1* ey ) the )

+Et_2(ct-1)= .

Ponemos yt~2'yt-2+(7t-2'yt-2)vy utilizamos:

(A C

t-1*C¢-1C¢ 1) "By 3Gy =0

= By o ([0A 1€ 10 Y 59C 16y Ty pm e p)¥Py 1 C g8y p*
vy ] Hen [Aeo1vCeiGecs ) eo2 Ceo1Gray Feaveop)*0ey?
*Ct-lgc-1*“t-;h -2 E, {BAt-l*ct-lcc-l)yt-z*ct-1Gt-1(yz-z'yt-z)‘
+bt-l*ct-lgt-ﬂ“t-l:’.'hc-ﬂ *Epolegy) =

G )'H

=By o t¥p2(Ae1*Ce 16 (A

to1 (Beo1*Ce1Cpg )Yz} *

+Ey o UV 7Yy o) 'Gf 1€ aHe 1Ceo1Boa Ve oY)

E
TEeap TP 0018 q) e (e 1#Cr g8 D) = By plui M jup e

+2 8 (A g#C 18 1) H 1By een T

=2 ¥y oA 1*C G 1) g e @ Eplp 1001 C 18 y) Ryt
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*Et-2(°c-1)

con lo que el teorema esta demostrado

NOTA:

Vemos, tras el resultado que acabamos de pro-
bar, que el teorema de separacidén tambien se verifica en el ca
sO en que las variables exdgenas (bt} son estocasticas del ti
po sefialado.

A continuacidén vamos a plantearnos y a resolver el
problema analogo al que acabamos de estudiar, para el caso en que
el sistema contenga expectativas racionales de variables futuras.
En particular nos interesa estudiar si para este caso se verifi-
ca el teorema de separacidn.

2.- EL PROBLEMA DE CONTROL EN MODELOS CON EXPECTATIVAS RACIONA-
LES DE VARIABLES FUTURAS EN EL CASO DE INFORMACION INCOMPLE-
TA

PROBLEMA 1II.2.1

MIN E°U= E

T
° tEl(yt-a‘)'xt(yt-at) siendo Kt matriz si-

métrica definida positiva o semidefinida po-
sitiva.

+A +Ctxt+b +u

(2.1) ye=Bo¥i/eo1*Bre¥ivi/e-1A Ve t*Y¢

para t=1,2,....,T

(2.2) zt=Mtyt¢vt para t=0,1,2,...,T
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Suponemos que YorUyslgreeesUp, Vo,V Vo, e, W
son vectores aleatorios, mutuamente incorrelados, tales que:

Eu,=0 ; E“t“i’”t
= . | -
Ev.=0 ; I‘:v‘:vt-vt
Ey,=m ; E(yo-m)(yo-m)'=5 -

Ademés, suponemos que V, es definida positiva,
para cada t.

EN ESTE CASO y{/k=E(ytllk), siendo Iks(zk'zk-l""‘zo;xk""'xl;
bk"""bl }» pero no contiene a YirYgaproreorY, Y2

que son desconocidos

PROPOSICION III.2.1:

El sistema (2.1) se puede expresar de la si-
guiente forma:

N Y ~
- - .
V=BV iar o1t AV eort (AgrAEWY g 1Ty 1 )+Cex% 0 g+

N, n
*OY/e-1* My

en donde:
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DEMOSTRACION

Consideramos el sistema (2.1). Tomando en los

dos miembros esperanzas condicionadas a It- queda:

1
. C x+
YE/e-17Be¥/ee1 Bre¥ e et A E WY 1T )+ 0 X0t

*bE/t-1
-1 T c
S v =(I= . [
= Y3ea1=(ImB) T LBy Vi et A 1T )+ XY et

‘bi/t—lj

Por tanto:

Y=V eo1*tAeY o1 mALEY g 1T ()4 n=

N~ N
By Y 1 eo1 Aot (A-AEY 1T )+

" ~
- »
*CeXE/e-1*PE/ -1 Nt

COROLARIO 1:

En el caso de informacidén completa tenemos -
Ik= {yk’yk—%""'yo; ka....,xkj bk"ﬂg'bl} con lo cual nos
. = » [ - n —
queda:  ¥e=By Y1/ e-1"AeYeo1t CeXt -1t /e1t N e » Te
sultado que coincide con el que obteniamos en ese caso.

COROLARIO 2:

Si en el modelo no aparecen expectativas futuras

v
o sea si B,,=0, nos queda yt=Atyt-1’(At'At)E(yt-l]It-l)*ctlet-1+

XY
Ot/t-1" nt
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COROLARIO 3 :

Si en el modelo no aparecen variables de con

trol, o sea si Ct=0' nos queda:

. " _ | n
VeuBy ¥ ia oo Ay oot (BB JE(Y 1Ty )+ i+ ny

COROLARIO 4:

Si las variables exdgenas {bt}son deterministas
y, por tanto, conocidas de antemano, queda:

N ~ N
YemBre¥ a1 eo1 Aoyt A-AE(Y 1T )+ Cext e g+

A . a -1
+bt+ t con bt=(I-B‘) bt

NOTA: Suponemos, como en el caso de informacidén completa, que
= - - - - i

los vectores p, Ct(xt xt/t-l)*(bt bt/t-l)*ut' son incorrelados

en el tiempo y tienen media cero. Ademas: YgrNyseeesngs

Vo’vl""’vT son mutuamente incorrelados.

Sea En,= i Engni=R,

Suponemos, tambien, que para cada t la matriz
(I—Bt) es no singular.

Antes de pasar a enunciar y demostrar el teo-
rema que resuelva el problema III.2.1, vamos a plantearnos un
problema previo, cuya solucidn utilizaremos de manera auxiliar

en el teorema que nos interesa.

Problema previo: Prcblema de control con informacidn incompleta

para una formulac:ion particular cel sistema, sin expectativas.
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PROBLEMA 1II.2.2

T ) .
MIN Eo W=EO til (ytfat) Kc(yt-at), siendo Kt' matriz

simétrica definida positiva o semidefinida -
positiva

= - {y =
Vi Dtyt_1+(At Dt)Et_l\)t_Ithxt«rbt«vut , para t=1,2,...,7T

2,= Mtyt‘vt para t=0,1,2,...,T
Suponemos que YgrUpsUgseeesUpyVo,Vysee., Vo SO0 incorre
lados

Ademas Eut=0 H Evt=0, V'E

Vamos a suponer que las variables exdgenas { bt)
son estocasticas. Como hemos supuesto anteriormente

by= _; Ribe_s* &

i=1
en donde {Et } es un proceso estocéstico, de media cero, serial
mente incorrelado, independiente de las perturbaciones que en-
tran en el sistema que explica Yo de los ruidos de observacién
v dé la variable aleatoria Yor

TEOREMA III2.1 (Solucién al problema I1I1I1.2.2)

La solucidén al problema planteado es la Si--
guiente:

2 i .
Xﬁ:GtEt-l(yt-l)+gt’ siendo Gt’gt iguales a las expresiones ob-
tenidas en el teorema I1I1.1.2, siendo también validas las mis-

mas expresiones para las matrices Ht y los vectores h, .



- 112 -

Ademas:

A

Velloog =By Y3 g (AC G H(AL+C Gy, _q)

-2§t'_1(At+Cth)'lhz/t_l-thelt_l)*

4E,_; (C,8,+b,)'H (C 8, +b, )} -2E,_; { (b +Cyg,)'h, }+

*E_q(UpHu ) +E g (e B o { (¥ g=¥ )"

[("t‘ot*ctc’é'Ht(At'Dt‘cth)'a(At*ccG:) 'Ht(At'Dt)l Yoot
siendo:

Cpo178p 1 Ke 18p 1 *Eey ((D+Cigy ) 'H (b +Cigy )} -

'2Et-1 {(bt+ctgt)lht }+Et_1(ct)+£t_1(uéﬂtuc)+

*Ep 3 { Wegm¥yq)" [(Ag=Dy+C Gy ) "H (A =D +C Gy )

-2(Ag+C, G, ) 'H (A-D ) ] (F,_;-¥, ;) ) » con cp=aikpay

DEMOSTRACION: Por induccién sobre t

Vp(Ipoq1)=Eq_y { (yp-ap)'Kplyg-ag)y =
=Ep_y (YqKpyp-2ypKpap+agkear) =
=ET-1(Y%HTYT-2y%hT*°T) en donde HT=KT: hT=KTaT;

CT=a'i'KTaT

sustituyendo Yo por su valor queda:

- - -,
Vpllp g 3=Eq g [Dp¥q_ 1+ (Ap-Dp)yyp_;+CpXp+bp+uy)

D +(Ap-D

Hp Op¥p_y

Y M.
T'yT-l‘chT*bT*uT" }
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2By ) {[Dqyq_y+(Ap-Dp)¥p_y+Cqxpebprug ] "hphey =

=Eq_y { [Dq¥q_y*(Ag=Dp)¥y_j] "Hy [Dqyq_y+(Ap-Dp)¥p_,]d

+ X CpHy Cpxp+Eq_y (BgHyby ) +Eq_y (UpHqup)+2x3CqHpAnYp_ o+

+ 28p_ ) { Pgyq_y+(Ap=Dp)Tp_y T Hpop I

+2x1CpHybY p_y~2¥q_ g Aphp-2x7Cphy-2b3)p_yNp+cy
Condicidén de minimo:

3y _ :
Ry “072CqRpCXpr2CiHpArTy_;+20qHDE gy -203hy

A -
* Xp=Go¥_i*egp

' -1,
Gp= = (CqHpCp) "CpHpAp

877 - (CjHyCy)T'Ch (Hybg p y-hy)
= 3 (1, )=k, . {Lp +(An=D)¥m_ 1 +CmGrYm_ o +br+Cogrsus J'H
T -1/ TR b SERALE Sl DAL SEREL & 04 SERAS Mt L0 R T ¢
[D'ryr-f(“T‘DT)VT-l*CTGTyT-f"T*CTET““T]) -
-2 Ep_y{ [Dq¥q_y+(Ap=Dp)¥yq_+CqGr¥p_y+by+Cpap+ug] 'hyp) +oq =
Ponemos yT-1=yT-l*(yT-1-yT-1)’ y utilizamos (Aq+CqGp)'HyCp=
* o= Ep y{UDqpyp g #(Ap=Dp)yq +(Ap=Dp)(¥q_y=¥q_q)+CqCp¥p g+
*CpGp(¥p_1-Yp_ 1) *0qp+Crprug] Hy [ Dp¥q_ g+ (Ap-Dplyp g+

+(Ap=D) (Yp_y=¥q 1 )"CqG¥q_y~CyGp (Yo y-Ypy )"’T*CTST‘“T} -



- 1149 -

=2 Ep_y{[ Dp¥q_y+(Ap=Dp)yq_g+(Ap=Dp)(¥q_;-¥p_y)+CoGpyp_y+
*CTGT(yf—l-yT-l)‘bT’chT+uT]' hy}+ cq =
=Ep_y (Y71 (Ap*CqGp) "Hy(Aq+CoGrlyp 1} +Ep_y{ (Yp_y-¥q )’
(Ap=Dy+CqGy) Hy (Ap=Dy+CqGy) (¥p_y=¥qp_y) } +
+Ep_y {(bg+Cqgy) 'Hp(bp+Crgy) b +Eq_y (ugHpup)-2¥q ) (Aq+Cqly) thy=
-2Ep_y { (by+Cpgy) *hoprcp+2¥y_y (Ap+CpGyp) 'Hybd gy +

+2Eq_y {¥p_y (Ap*CqGap) 'Hp(Ap-Dp)(¥y_y-yp_y)}

En el Gltimo sumando ponemos y,_,= ;T-1°(;T-1-YT-1)’ y queda de
la siguiente forma:

Ep_y {((Ap*CqGp) (Vp_y~(Vp_3-¥p_y )] Hy(Ap-Dp) (Fg_1-¥p 1)} =
=-Ep_y { (Fq_q-¥q_y) ' (Ap+CqGp) "Hy(Ap=Dp) (¥p_y-¥p_; )}
Por tanto:
Vp(Ip_y)=Eq_y {¥.y (Ap+CaBp) 'Hy (Ag+CGy)yy s}
-2¥q_q (Ap+CqGp) ' (np=HybR jn_ )+ Ep_y{ (Dp+Cpgy) 'Hy(bp+Cpgp)} -
=2 Ep_y {(bg+Cpgy) Ny ) +Cq+Eq_y (upHpup)+Ep o {(Vp_y-¥q_ )"

[(AT-DT+CTGT)'HT(AT-DT+CTGT)-Z(AT+CTGT)'HT(AT-DT)](yT_l-yT_l)}

Tengase en cuenta gue CT=ET-1(°T) Yy hp= h%/T-l . Queda de--
mostrado el teorema para T.
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| SUPONGAMOS EL TEOREMA CIERTO PARA t |

Vamos a demostrarlo PARA t-1

La ecuacidén de Bellman es:

A -~
Veop(lyp)= MIN By ol (v j=ap 1)Ky 1 (Vg gmag )V (lp )

X
a t-1
siendo Vt(lt-l) igual al valor que aparece en el enunciado del
teorema, por la hipdétesis de induccidn en t.

Por tanto: vt~1(1t~2)'Ec-2{ Yio1Ke 1Yeq-

A
! =
“2¥i1Kea1Bport8t g Ke @1tV Ty )

. .
=E, (¥ yHy 1¥e_1-2¥{_ 4Ny _1+C¢_1) en donde:

Ht-1=Kt_l+(At¢CtG‘)'Ht(At+CtG‘)

h 1=K

t- +(Ap+C G (hy e 1-HPE eo)

t-1%t-1 t/t-1

ct-l’ expresidén que aparece en el enunciado del
teorema

Sustituyendo Y41 POT su valor, queda:

Vo1 Ty p)=Ey p(IDy ¥y o+ (A1 =Dy _1)F, p+Cy 1% y*by_y+uy "

-

r - v
Heor [PearYeoatAeamPe 1 Ve o*Chii X1 ®Peoi e yfi-

i

1”7 -
- | - S
2 B 2 tPpaaYea A Pl Ve e X1t Peor ey Pt

= f~ - el r
*Eyp (opy) = By oDy gy o+ (A oD )T 5] "Hely[DeirY oot

+(A T ox! H, ,C E, ,(b! .H b

- St '
t-1"Pe1 Voo 7 *eo1CaaPeiCear ¥R
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+E ( )+2 x! .C

t-2 (OpHeYen t-1Ctc1Heo1Aea1Ye2*? Ec-z{[nt-lyt-z +

- , _
+(Ag 17D Ve o] He1Pea)t 2XE1CL g He 1Py
= 2 B ol [P Ve ov (Al D)V ep] "Pely} - 2X0 100 Nt ket

- 2E 1)+E

t-2 (P g 1) vy _pley ).

Condicidn de minimo

v
t-1 = v - [] bry
R 0= 2 Cf jHe 1%¢c1®e-13Ct 1 Heo1Pe gV 2t

+2 CL B 1Pii1/e-272C 1P 1/e-2
~ -
e X170y 1V 2*8¢ g
Gy_y= -(Ci_yH,_1Co_)7TICL He A
en donde: .
-1
8p 1= ~(CL_aHp 1C¢o1) "Cio1(HeyP3 1 /¢-27PEo1/e-2)
.
v

-1(Teo2)7B o [ Dy 1Yy p*(Ap 17Dy 1 )F¢ 5+Ce 16y 1Ty 5Py g*

*Cy_18e1%9eg] " Hiy
[PecrVe-2*(Aei1Pe 0¥ 2*C 1 Ge1¥ea*Pr 1 *Co 18y 10 i) T

=2 By | Dy y¥ep*(Ae =Dy 1)V *Ce 1Ct 1Y e o*Pe 1*Ci 181

‘“t-lj he1} v By o)

Ponemos ¥, ,=¥, »*(¥ _,-¥, ,), ¥y utilizamos (At-l*ct-lct-1)|

He1Cpp=0
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o

= B o ([ Dyoa¥eopr (A1 Dy W ot (A =D )Y oY o)

+C G

t-18¢-1Y¢-2*C

)+bt_ +C

v [
£-18e-1 Vg2 Vo2 1*Ceo18p-1%¥eaq] My

(Deo1Ypoa* (A =Py Ve o* (AL 1=Dy 1)V p=¥ ¢ 2)*Cy 18p 1V 2*
*Cpo18e1Veop=Ye 2)*Pe 1 *Ce 181 ™ey]) 3 ~2Be2 {{Peo1Ve-2?

B 17De 1Y ot (A 17Dy 1) (Vi p=¥ e 2)*Cy 18 1Yeo2*

+C G

t-1 t-1(yc-z'yt-e)*bt-l*cc-13t-1’“t-1]'“t-l} *Ey _pley y)=

By 2 (Ve p(Ap 3#Ce 3Gy g ) Hy g (Ry_1#Cy Gy 1 )Yy o3¢

*Ey 2 L (VoW o) (A 17Dy 3%C 1 Gp 9 ) "He 1 (Re 3=De %€ 1G¢ )
(Ve 27¥e_p) Y +Bp 5 {(Dp 4+Cy 18 1) "Hy_1(By 14Ci 18 g0} #

, _
*Ey _p(up qHe que )+2¥¢ p(Ay 1+Ce 3G 1) He 4P 3/t -

- —' -
2 Vpop Ay 1*Ci 1Gey)"NEy/ee22Bep (B g*Ce g8y y) " Ne g

)+2E

*EpalCe )% 2B oy ¥ (A 1#Cq Gy g ) He 1 (A 1=Dy ) (¥ 5=y, o)y

En el Gltimo sumando, ponemos: yt_2=§t_2 -

-(?t_z-yt_z). Y queda de la siguiente forma:

Bpoa ([Ve-am oV 207 (A 1%CegGpy ) e (A 1-Dy ) Ve p7¥el2h =

= Bpp (0 vy p)" (App#Co i Gy ) He g (A 1Dy )V ooy L))

POR TANTO:

A
Vi1 (Tep)=B e o Ly plA 0C 4Gy g ) He (AL 1#Cy 161 0Y¢o) -

—2y£_2(At_1+C G )

t-17t-1 H

(Pto1/t-2m -1%%-1/0-2)

+E _2( (b

t ct

Al
t-1%ve-18¢-1

- ' ); ) -
Ep plup qHyque 1 )-E .
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*Ey 2 {(Vt-z'yt-z)' LA 1=Dp 1€ 18y ) By g (AL_1=Dy y+
1} - v -

*Cy 3Gy -20A 1€ (G ) He (A =Dy ] (T, yt-zw

con lo que hemos demostrado el teorema.

NOTA: Hemos supuesto que las variables exdgenas (bt) son esto
casticas.

Para el caso de variables (b} deterministicas
el resultado es analogo. Se comprueba fdcilmente siguiendo exac
tamente los mismos pasos. No lo desarrollamos aqui porque lo con
sideramos repetitivo.

Vamos a enunciar y demostrar a continuacién el
teorema que nos va a resolver el problema I111.2.1 para modelos
con expectativas racionales de variables futuras.Vamos a supo-
ner que las variables exdgenas (bt} son estocasticas en las con
diciones seflaladas en el problema previo.

TEOREMA I1II.2.2

Consideramos el problema 11I.2.1. Suponemos
que para t=T (instante final), se verifica que y%#l/T-1= Ty%/T-l

. ~

La solucidn es xt=FtEt-1(yt_l)+ft, en donde
Ft’ft coinciden con las expresiones calculadas en el caso de
informacidén completa.

DEMOSTRACION:

Para el caso de informacidén completa, veiamos
que el sistema (2.1) se podia expresar:
4" Y Y "
YesB oY ie1/e-1" Ay 01 CeXi/eo1P8/e-1" 0t
Tratabamos a y§+1/t-1°°m° dado y utilizabamos la programacién
3indmica, obteniendo:

~
X e-17C%Ye-1"C1eY i1 /t-1"8

£n el caso que nos ocupa hemos visto en la proposicién 11I.Z2.1
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que el sistema (2.1) se puede expresar:

(2.3)

~
+A x

A "
- *
Ye=Bi ¥ i1 t-1*AY o1t (ApmAJE(Y 1T (4G Xt e
'\"
*BE/t-1t e

Tratamos a y;¢1/t_1 como dado y utilizamos el teorema IIl.Z2.1
que nos resuelve 1o que hemos llamado problema previo (proble
ma 111.2.2) obteniendo.

-~
(2.4) x3/p 176eBe ) (Ve 1)#G1e¥Eh1/e-1%8¢

en donde Gt’Glt'gt coinciden con las expresiones obtenidas en el
caso de informacidén completa.

Llevando este resultadoa(2.3), obtenemos

N L N
Ve Bre¥tar/e-1AeY ot (A=A B g 1T g )+CL(GE 3 (¥ 9 )+6y (Y1 t-1"

~ A ~ ~ ~
. = -
*gt)¢bt/t_1+n t (81t+c G ¢Atyt_1+(At At*ccct)st—l(yt-l)’

tC1¢)Y841/t-1
n N\

+(Ci8e+bY 1) *ny

(2.5) =y =Ry ¥¥,1/e-1* AV po1t (RemAE Ly (¥ g )4rpe ny

B +C.G
Rit"B1e*CeCit
Rt='xt+ath
ry= ;/t-l;étgt
(NOTA: rt=r;/t_1, pero, en general rt£ r;/t-j , para j 51)

Vamos a resolver este sistema. Demostraremos por induccién, -

que el sistema (2.5) se puede expresar:

(2.6) yt=Atyt-1’(Pt'At)Et-l(yt—1)+st’ Ty
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en donde: Pts(I—R P )'1R

1tPts1 para t=1,2,...,T con P =T

t’ T+1

-1
st:(I-R P ) (rt+R

1tPta 1t5t41/e-1)"

para t=1,2,...,T, con sT+1=o

Particularizamos (2.5) en T:
Yp=Rip¥ie1/p-1*ApYeo1* (Rp-Ap) By y(yp_y)+rpeny
Al ser y§+1/T-1’I‘y§/T-1 , queda:
Yp=Ryp T YT po1*Ap¥p_a*(Rp-Ap)Eq_; (yq o )+rp+ Ny
= Yi/r-1=Rip TY3/po1*ArEpo (Yq g )+ (Rp=Ag)Eq_, (yp_y )7y
= Yipg=(I-Ryp T THRGEY ) (yp_;)ery)

Luego
Yp=¥i/p-1*ArYro1ArBr_y (Yo g% np=

=ApYp_y*(Pp=Ap)Eq_ (yp_y )48 o

-1
Pp=(I-Ryp T) 7Ry

en donde ry-1
sp=(1-Ryp 1) "rp

lﬁPPONGAHOS QUE ES CIERTO EL ENUNCIADO (2.6) PARA t+ll

= Ve ®Ae 1Yo Praa A ) VB Ve )es 0% g
Vamos a demostrarlo |PARA t

Partimos de (2.5) yt=R1ty{+1/t-1*Atyt-1‘(Rt'At)Et-l(yt-1)+rt+“ N



A partir de la hipdtesis de induccidn para t+1, tenemos:

=A +(P

Yier/e-17Pea1Y 8 e-1* Prar™Ae 1 W /eo1*Sta1 /01"

=P 1Yt/ e-1*5te1/t-1

Llevando este resultado a (2.5L queda:

-
YeuR e (Poa¥/eo1¥Sta1/to1 Aty oy * (R -AIE L (v y)ereeny
= Vet RiePraaY e Rre St e A B (Ve )t

+(Ry=AIE, 1 (¥p_y)#ry

-1
= V-1 IR P ) TREE Y TR e
Queda:
V¥ em1*AeY oo B (Ve g o n (=AY 1+ (Py-A B 1 (v )%
+s .

Ty

P,=(I-R P, )7'R

1t t+l t

_ 1
st'(I'th (rt+R

Piv) 1t5te1/t-1)

Queda asi demostrada la expresién de la solucidn para el siste
ma (2.5)

Los valcres de Pt'st que hemos obtenido coin-
ciden con los calculados en el caso de informacidén completa.

Tenemos:

= ( -
(2.€)  ye=Ayy g+ (PemA B Ve y)*set g
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= Ve tAa Vet P A B St nen

- - - * - =
= Yi1/e-1Pee1Y8 -1t Prar A Y/ ec1*Ste1 /1

Pre1Yt/e-1*5te1/t1
De (2.6) obtenemos: yg/t_lsAtEt_l(yt_l)+(Pt-At)Et_1(yt_1)+st=
=P B (Ve g )es,

Por tanto:

Yia1se-1"FPraaPeBeoa Ve 1 *PeaSe*st g 001
Llevando este resultado a (2.4), queda:

~
X /t-1"Ce B 1 e 1)%0 ¢ (P g P By (Ve g )P 184488, 1/¢-1)48 "

=(G +Gy P, PLIE, (¥, 1)48,+G P\ 15,+G

1tPeaPe 1tPt+15¢*C1¢5841/81
Por tanto: Xx*® X, =F.E, .( )+f
or tanto: Xy ¢ 1™Xe=FeEea1 Vet
F,=G,+G, P, .P
en donde t™6¢*C14Pe 1Py

= -
Te=81*C1¢ (PrarSe*ster/e-1)
Vemos, por tanto, que Ft'ft coinciden con las
expresiones obtenidas en el caso de informacidén completa y el
teorema queda demostrado.

NOTA: En la demostracidn del teorema hemos supuesto que las -

variatles exbégenas {bt } son estocasticas, del tipo
P

bt’iEI Ribt-i*gt . El1 teorema es igualmente cierto para el

caso de variables { Dt} deterministicas y la demostracidén es -
analoga.



Hemos resuelto el problema de control éptimo
para el caso de informacién incompleta pero, tanto en el caso
standard como en el caso de modelos con expectativas raciona-
les de variables futuras, necesitamos calcular E(yt_lllt_l).
Este célculo en general no es facil; ahora bien, en el caso -
standard sabemos que si se cumple la hipdtesis adicional de
que todos los ruidos, asi como la variable aleatoria yO,son
Gaussianos, esas esperanzas condicionadas se pueden calcular
fdcilmente utilizando el filtro de Kalman. En el siguiente -
apartado vamos a partir del filtro de Kalman y luego tratare
mos de generalizarlo para el caso de modelos con expectativas
racionales de variables futuras.

3.~ EL PROBLEMA DE ESTIMACION EN MODELOS SIN EXPECTATIVAS.

En este apartado vamos a seguir el enfoque -
de Bertsekas (1976).

a) RESULTADOS PREVIOS:

Sean x,y vectores aleatories, tomando valo-
res en R" y Rm, respectivamente.

Sea 3'(y) el estimador minimo cuadréatico de
x, dado y. Verifica, por tanto:

E (4x-X*(y)| 2/y)= MIN E(\ x-2 ﬂzly). para cada ye,Rn
X 2¢é&R ™ x

PROPOSICION III.3.1. X*(y)=E(x/y), Vye R™
X

A
Sea x(y)=2y¥5, estimador lineal minimo cuadri
tico de x, dado y. Verifica, por tanto:

E (hx-Ay-d { 2)=E { (x-Ay-B) ' (x-Ay-B) } =MIN E  ([x-Ay-b | °)
X,y X,y A,b x,y
PROPOSICION 111.3.2. Sean x,y conjuntamente Gaussiancs

= X (y)=X(y)
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PROPOSICION 111.3.3

Sean x,y vectores aleatorios, tomando valo-
res en R" y Rm, respectivamente, con distribucién de probabi
lidad conjunta dada.los valores esperados y las matrices de
covarianza de x,y se supone que existen y son denotadas por:

E {x} =X E (v) =¥
E { (x-X)(x-X)'}= L E{(y-V)y-¥)'} =y,

E { (X-;)(y—;)'}' Ix E {(y-?)(x-'i)'} =TI =1

y yx xy

Suponemos también que existe I

Entonces:
a - -1 -
X(y)=X+ L xy zyy (y-y)
}_i {x-X(y)] x-Xy] 0 =§‘ X(y) X(y)'? =
. LN

-1
= Ll I oy T oyx

en donde: g(y)-x-&(y) es el error de estimacidn.

COROLARIO 1:
’ E {X(y))=X
1

COROLARIO 2 :
g(y)ax-g(y) es incorrelado con y, y tambien
incorrelado con Q(y).

COROLARIO 3:

2

Sea z=Cxl+Dx +E§3(y)+F§4(y)+h*u

en donde: C,D,E,F son matrices de constantes; h es un vector

1.2 4 :
de constantes, x ,X ,xa,x ,uU son vectores aleatorics., El vector

u tiene media O y es incorrelado con y
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- %(y)sC&l(y)ngz(y)+E;3(y)+F;4(y)¢h

COROLARIO 4:

Sea z, tomando valores en Rp. incorrelado con y.
~ -
= X(y.,z)=x(y)+X(2)-X

COROLARIO 5:

Sea z, tomando valores en Rp, sin que y,z sean
necesariamente incorrelados

= Xy, 2)=X(y)ex B-2(»)] X
b) EL FILTRO DE KALMAN
PROBLEMA 111.3.1
Consideremos el sistema:
(3.1) yt'otyt-1‘qt-1*ﬂ - para t=1,2,...,T
y el sistema de observacién:

(3.2) zt=Mtyt+vt , para t=0,1,2,...,T

Suponemos que YorMys Moseeseny V,Vy,.0...,Vy  SOn vectores
aleatorios mutuamente incorrelados, tales que:

En =0 , Enng =R,
E v, =0 . Ev,ve =V,
Ey,=m , E(y,-m)(y -m)'=S

Ademas, suponemcs que Vt es definida positiva, para cada t.
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Se trata de encontrar el estimador lineal mi

nimo cuadratico de Yy dados los valores de Zo1Zyaeeen2y

Consideramos el vector Iéx(zé,zi....,zér
Nti"‘ A ~ ~
otacidn: y:(It)’yt/t' En general: yt(Ir)’y:/r

El siguiente teorema nos da la solucién al pro
blema I1I1.3.1, obtenida de manera recursiva.

TEOREMA III.3.1 (El filtro de Kalman)

En las condiciones de problema II1I.3.1, se
obtiene:

~ A ~
Yesem¥e(Ig)=(I-DeM)(Qeyy /e 1+9p 1 )4D2,

A ~
CON Yoy 1=™ = ¥Yo70=(1-D Mg )m+D 2

-1
siendo Dts zt/t_lué(mt xt/t-l"é+vt)
De/ea1% Deon/e-1%*Ry
-1
= - MM g M4V )
It/t  It/t-1" Lt/t-1"t tie/t-17eTN e ML,
CON I, 1=8

DEMOSTRACION

Supongamos que hemos calculado St/t_l. Junto
~ ~
con 2t/t-l’E(yt’ytlt-l)(yt'yt/t-l)" En el instante t, reci
bimos la medida adicional ztthyt+vt.
Utilizamos el corolario 5 de la proposicidén III.
3.3 para calcular el estimador lineal minimo cuadratico de Yo

dados I Tendremos

t-1'%¢-
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~ "~ ~ ~
YeseVere-1"Yt { 2. -2 (1) ] -E (yy)

De acuerdo con el corolario 3 de la misma pro
. " ~ A
posicidn: "t(lt_1)=Mtyt/t-1 » E{ zt-zt(lt_l) }=
~
=E { Mt(yt'yt/t-l)“’t } =0
Utilizando la proposicidén 11I1.3.3 tenemos:
FS A ~ " -
Yy [ zt'ztutol)] =V [ztut-l)] By )+ ryy 1 3
(2 -2, (1, 1))
siendo:
"~
T ny { [ ¥ -Ely,) ] [z:'zt(lt-l)] } =
E |y -ECy || M (y.-3 yev,l 0 =
™= t e Ve etV -
n M b A A
E{y (Ve=Ye pog) ™M = BEUY =Yy o g p ) =Y o)) 'MEE
=z t/e-1Mt
L v 2 1 - - a
22"F {[zt zt(It-l)J[zt 2e(Tpoy)] =EL Mc(yt'yt/t-l)*"t]
M ¥ ' VeV
[ t<yt'yt/t-1)“’:} 1T M DMty
A~ N L)
Por tanto: yt[ zt'zt(It-l)] =E(yt)+nt(zt'Mtyt/t~1)
, -1
( Mt+Vt)

en donde Dt= z

L}
t/e-1Me My Tegen

A ~ " A
Quedar Yo =Yy e P (2o MY ey =DMV e 1002

Aplicando el corolario 3 de la proposicidn
I11.3.3 al sistema (32.1), ottenemos:

A A A . A
Ye/ee17%Y1o1/8-1%%¢-1 > Yo Ve o1 Yoo Veor/ea1’ ¢



~ A A
= I/e-1"F (VY e Yy ’E{{ QW1 Veoy/e-)* " t]

( ¥ ) ' 4R

[ot Yea17Ve-1/t-27"" c] } =% I e-1/e-1%Re

A A
Calculemos ahora T t/t~E { (yt'yt/t)(yt’yt/t)'}
A A n "

YeVeseeVese-1Pe (ZeMeYe eo1) =¥ Ve o™

A
DMy (Ye=Yeyeo1)=DeVy

Por tanto:
- - T
Loje® Desee1m Te/e-aMiDt DM Ty e 1vDeMy Tiseny
. . -1
MiDy 4D VeDr = Ty ei1m TosecaMi®Me To/eaaMitVe) My Tosen

COROLARIO:
Si los ruidos {n Q y { vg son, ademés, Gaussianos =

bl A
yt/t=yt(1t)=E(ytIIt), de acuerdo con la proposicién -
I11.3.2

4.- EL PROBLEMA DE ESTIMACION EN MODELOS CON EXPECTATIVAS RA-
CIONALES DE VARIABLES FUTURAS.CASO DE RUIDOS GAUSSIANOS.

PROBLEMA III.4.1

Consideramos el modelo:

(4.1) yt=Bty;/t-l*Blty€+1/t-1’Atyt-1*bt‘ut' para t=1,2,...,T

con el sistema de observacién:
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(4.2) z.=M

=Y et

¢ para t=0,1,2,...,T
Suponemos que yo,ul.uz....,uT, Vo’vl""'vT
son vectores aleatorios, mutuamente incorrelados, tales que:

Eu, =0 ; Eu =U

%=V
- . -
Ev_=0 H EVtV:'V:

Ey,=m ; Ely ml(y,-m)'=S

Ademés, suponemos que Vt es definida positiva.
para cada t.

En este caso: y{/k=£(ytllk)’ siendo

I, =

K 2

{zkzk-l""" o’ bk,...,bl) , pero no

contiene a Yg»¥go1r--+1¥g» Y2 que son desconocidos,

Se trata de encontrar el estimador lineal --
minimo cuadréatico de y,, dada la informacidn I,.

En primer lugar efectuaremos unastransforma-
ciones en el sistema (4.1).

Luego para el sistema (4.1) en su nueva for-
mulacién y el sistema (4.2), seguiremos un proceso analogo al
del apartado anterior, para obtener las ecuaciones de la gene
ralizacién del filtro de Kalman a este nuevo problema, aunque
necesitaremos imponer la hipétesis adicional de que lcs ruidos

sean Gaussianos

PROPOSICION III.4.1

Censideramcs el sistema (4.1 Suponemcs gue
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= *
y§¢1/T-1 ryT/T—l' siendo T el periodo final. El sistema se
puede expresar de la siguiente forma:

T A
Ve 1 #(Qu-AE(y, (1T, y)e Iy My (BY,e 4*0 ¢

en donde

~ -1V

Qp=(1-ByQp, ) "A,, con Qp = T

~

-1 :
Mt,i‘(I’Blt°t+1) Blt”t+1,i , para i=t+l1,...,T

~ -1
siendo b}, ,=(I-B,) "B},
DEMOSTRACION:

Partimos del sistema (4.1). Como ya hemos de
mostrado anteriormente en el corolario 3 de la proposicidén III.
2.1, el sistema (4.1) se puede expresar:

N N N
Ve Bl e¥ie1 -1 A o1t (A=A By g 1T 104D e 1+

Vamos a probar la proposicidén, por induccién:

A N 4"
Yp=Bip¥ds1/1-1"ArYpoy* (Ap=Ap)E(yy_y [T1g_)9b] jq 1+ g=

A " N
- n
=BypT Y3 p 1 *Ap¥q g+ (Ap-Ap)E(yq_y 1Tq 1 )+03 p 1+ " p
~ N
= Yisro17BinT YR poy*ApE(Yp g 1Tp g )¢ (Ap-Ap)E(yq 4 11p_ o)+
"
*BF/re1 =

~ . 4" '\:‘
=Bip T Y3 poq1*ApE(Yp g 1T 1)+b3 0
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- te 7
Per tanto: yp n_;=(1-Bjp7) ‘ATE(YT_liIT_l)¢bT/T_1

Entonces: yT=y§/T-1'ATyT-x'ATE(yT-l'IT-l)* WT =

~
[

=AqYq_ 1+ (Qp=Ag)Elyq_ 3 [1q_y)*My 287/7.1* N1
. -1
en donde OT=(I—BITF ) Ap

~ -1
MT’T—(I—BlTr )

LEUPONGAMOS LA PROPOSICION CIERTA PARA t+{]

T
N
VearThe Vet Qe =B B 1T T Moy 5P1) e enn
PARA t
Partimos del sistema, particularizado en t.
Y Y Y

V=B ¥ i1 e1 AV oo PACADEY g 1T 9090/ 1* Ty

Utilizamos la hipdtesis de induccidn en t+l, y
tomamos esperanzas condicionadas a I, ,:
T n
Yierze-1Penn¥ /et Qean Ao et 5 Meer, 1P/ ea=
T "
Q¥ e1%- 84101, 10101

sustituyendo en Yl

N

Y
- * -
V=Bt Q¥ e-1¥ i Epaflten, 1P /o) ALY er
A
~(A-A) E(y, 111, .)+b
Tt t-1'"e-1

1

. n
t/t-1" ¢
N T n
.- e - - »
= Yi/e-17Pre QY et S aMeer, 1Pl

Bl [ S .
ARy 12

t-17
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LV N.
+(A-ADE(y, 11, ,)+b

t/t-1
T
ye «(1-8, .0, 17! [X Ey, i1, )+ L. B, M g' +
= Je/t-1 1tVtel t5 o1 tem1 a1t tel 101/t
N
‘bE/t-J

Yeo¥t ea1*AeYeog A By g 1T )40 4=

1 A
SALY e 1 QAL By g 1T g)eide My, 1P e2*"

1N
7Y

en donde: Ot-(I-altOt,l) ¢

% -1
My, o= (1-By,Q,,,)
" -1~
Me,1=(3-B1eQpig) "BygMeyy,y (1=t4l,...0T)

con 10 que le proposicién queda demostrada.

COROLARIO 1:

En el caso de informacién completa, sabemos
que los vectores ) (URTRTERY /S pertenecen a Ik' En tal caso:
E(yt-xllt-x)'yt-l' con lo cual queda:

T A
Yo 0¥eart Iy Me,1®i/eaat e

COROLARIO 2:

Si los vectores fbt } son determin{sticos =
a A - -1,...
- by, =b=(1-B)7 Y, YirEleeeold

Vt=1.2,...,T

/t=-1
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NOTA:

Como hemos hecho anteriormente, suponemos -

~ ‘
que los vectores b;/t—l son conocidos, ¥t, al final del periodo
t-1. Vamos a utilizar la notacidn:

q .b?
t-17 oy t,ivi/t-l

Por tanto, el sistema (4.1) se puede expre-
sar:

(4.3) VALY (Qu-AE(y 1Ty gd+ap g+ 0y

Suponemos que Yor N Mhresves nT. VorVyseresVp
son vectores aleatorios mutuamente incorrelados.

Suponemos que En =0 E 'k’% =Rt

TEOREMA I1I1.4.1 (Generalizacidn del filtro de Kalman para es
te tipo de modelos).

Consideramos el problema II1I1.4.1. Suponemos,
ademas que Y5y} { Yy} son Gaussianos y que los vectores

bt son deterministicos, o bien estocasticos de la forma -
p

b, = z R;b,_;+€, en donde {Et} es un proceso estocésti
co Guaggsano, de media cero, serialmente incorrelado, indepen
diente de ey 0 | vt} s Yo

En estas condiciones, se obtienen las siguien
tes ecuaciones recurrentes:

A n
Yeyom(I-PeM) Q¥ g/e1%91)*De%e

, =(I-C M _)m+D_z
/0 c C c ©
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. -1
siendo: Dy= T, o M{(My T, MieVy)

R/e-1"Ae Tec1/e-1At*Rye

-1
Dese® Taje-1m TezecaMeMe TojeoqMeVe) Moy ey

CON 20/ =S

-1

DEMOSTRACION

Partimos del sistema (4.1) en la forma dada por
la proposicién 1I1I.4.1 que aparece en (4.3) y del sistema de -
observacidn (4.2).

YeoAYe 1#(Qu-AE(y, 41T, 4)+q, 1+ ny . Paras t=1,2,...,7

zt'"tyt’vt , para t=0,1,2,..,T

Vamos a seguir los mismos'plsos que en el teo
rema III.3.1

Supongamos que hemos calculado gt/t-l' Junto

A A
con I c/t-x's(yt’yt/t-l)(yt'yt/t-l)" En el perfodo t, reci-
bimos la medida adicional zt'”tyt‘v:' Ademas qy_; ©8 conocido.

A A ) N
= Ve VegeaaVe [ 2em2eTeny) ] CElyy)
Al igual que en el teorema III.3.1
A A "
2o (T )= MYy ¥ B {22 (I 4)) =
A
=E {Mt(y‘-yt/t_l)-wt } =0

También:
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)

A "~ _ cly A
Voleg-z (1 1=E v vz i),

I a=
z

b
t/t-1"t

L LV
v Coese-1Mite

222= M
Por tanto:
N [zt';t(lt-l)] 'E(yt)*Dt(zc'Mt9c/t-1)' con D= Iy,
M£+Vt);1

M!

t(M

t zt/t—l
Queda, por tanto, igual que en el teorema III.3.1l:

FereVe/eo1Pe(2e Ty oy )=(I-D M T, g D2,
Consideramos ahora el sistema (4.3):

yt=Atyt-1*(Qt"At)E(yt-1]It—l)*qt-l* ny como por hi
pbtesis estamos en el caso Gaussiano, sabemos que

A N
E(yt—lllt-l)‘yt-1/t-1 por lo que podemos aplicar el corolario
3 de la proposicién III1.3.3, obteniendo:

A A A
Yesea1"he¥eo1/e-1t QA Weog 1% 91"
"
=0e¥ 1 ea1% 0= QB g 1T )% ap
”\‘ A "
Ve Voo™ Ve Yeoi/ea)t My
oA A e A -
Sl/e-1"E Ao e ) eV e ) IRET ALy =¥y e )0 ned
~ -y . - '
B Veor et nd'd =Ay TelpjeoiAivRe

t/t queda exactamente igual que en el teorema II1I.3.1.

s decir:
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- T T -1 I
Lot e/eaa t/e-1M My eV M /e

Por tanto, agrupando términos, queda:

Y ~
Yoye=tI-DeM QY g eo1%9e1 D%,

~ ~
CON Yo/-1=M d yolos(I-Dono)moDOz°
z T
siendo Dt' t/e-1" " t/t tal como aparecen en el enunciado con

L7178

NOTA:

Vamos a comprobar que al final del periodo t-1
conocemos ot'qt-l'

Recordemos que:
N 1“
ot'(1'81t°t¢1) LY para t=1,2,...,T, con ot*l-r
~ I -1
Q_y=ikt My 4Pf/¢-yr cOP Me,e=(1-B34Qp,y)
"
"t,S.(I-Bth

-1
t¢1)

B&tnt‘l'i, Vi=t+l,...,T

Las matrices 0t y "t,i las podemos calcular al
comienzo del periodo 1, Vte1,2,...,T, Vi=t+l1,...,T, ya que =
todos los datos que necesitamos para su célculo son conocidos
desde el principio. El orden de los calculos seria el que viene
expresado por el siguiente esquema:



- 137 -

Por otra parte los vectores bi/t-l' vi=t,...,T
se conocen al final del periodo t-1, como hemos razonado en -
apartados anteriores., Por tanto, Qt‘qt-l se conocen al final

del periodo t-1.

En el Ultimo teorema hemos tenido que exigir
normalidad en los ruidos. Nos preguntamos si es posible elimi-
nar esa hipdtesis. Vamos a ver a continuacidén que si es posible
quitarla, pero a cambio tendremos que sustituir y;/t-l por §i/t-1'
con lo cual el sistema (4.1) ya no sera , en generzl, un modelo
con expectativas racionales. Vamos a estudiar ese caso en el -

zpartado siguiente:
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5.~ EL.PROBLEHA DE ESTIMACION EN MODELOS EN QUE APARECEN ESTI-
MADORES LINEALES MINIMO CUADRATICOS DE VARIABLES FUTURAS.

PROBLEMA I1II.5.1.

Consideramos el modelo
A N
(5:1) ¥e=Bi¥y to1*BreYeer/e-1"AtY o1 %Dy *Uyr Para t=1,2,...,7
con el sistema de observaciodn:

(5.2) zt'Mtyt’vt para t=0,1,2,...,T

Suponemos que YorUysUoseeeslUpy Vo,Vivees,Vy
son vectores aleatorios, mutuamente incorrelados con medias y
covarianzas anilogas al problema III.4.1.

En este caso ;t k 8 el estimador lineal mini
mo cuadrético de ¥y, dada la informacién I = {zk.zk-l......zo,
bk....,bﬁ.

Se trata de encontrar el estimador lineal mi-
nimo cuadratico de Y., dada la 1nformlc16n‘:t,

En primer lugar efectuaremos unas transforma-
ciones en el sistema (5.1). Luego, para el sistema (5.1) en su
nueva formulacidn y el sistema (5.2), seguiremos un proceso --
anélogo al de los dos apartados anteriores, para obtener las -
ecuaciones de la generalizacidn del filtro de Kalman a este --
problema.

PROPOSICION 11I.5.1.

El sistema (5.1) se puede expresar de la siguien

te forma:
Y

N (x A )A 3
(5:3) ¥i=By i ¥is1/e1 Ay ot Ay Y1701 P 01t N e
"\

-1
en donde Blt'(I'Bt) Blt
~ -1
A=(1-B) "A,

A
=(1-By)byyey
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DEMOSTRACION

Partimos del sistema (5.1). Aplicando el co-

rolario 3 de la proposicidén III.3.3, queda:
n

n
*AYio1/t-1*Pe/ea

~ ~ A
Ye/e-1"BeYe/e-1*BrtYeer/e1
A

A -1 A A
= Yy =I-B) T (By ¥ a1t AeYeo1/e-1*Pe/ea)
Por tanto:

A A A
Ye¥eseo1AYel1 Ay io1/ea1* P Pe/e-1 et
N
~N

"N ~ A ~
*ByYear/t-1tAeY e A=A Y1 ea1 "B/t Ny
NOTA
A
Suponemos que los vectores nts(bt-bt/t_l)mt
son incorrelados en el tiempo y tienen media cero. Ademas, yO

n1rn grecer NpiVgrVysese.,Vy SON Mutuamente incorrelados.

Sea Ent=0 H Entni:’Rt

PROPOSICION III.S.2:

Consideramos el sistema (5.1). Suponemos que
;‘1‘41/‘1‘-1: T yT/T-l’ siendo T el periodo final. El sistema se
puede expresar de la siguiente forma: "
n T A
VoAt Q=AY ey year* (5 M 1Pt Ty

en donge N o
Ot=(I-Etht+l) A,y con OT‘1=‘-
M, . =(1-B,.0 7%
TR A 25 4
- -1% . -
Mt,i=<*-Btht+l) BlLMtol,l , para i=t-1,..,T
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N

A 21A
siendo bi/t-l'(l'ai) bl/t-l

DEMOSTRACION:

Partimos del sistema (5.1). Como hemos demos-

trado en la proposicién anterior el sistema se puede expresar:
" N
B,.y “A (X, =AY 5 +n
YerPreYeer/e-1" Aot A=A W1 /e-1* Pyt Mt

Vamos a demostrar la proposicién por induc--
cién:

A

N oA A A
Yo=Bo¥r, 1 11 *An¥e 1t (KpAp)¥p_y yn 1 *By/p 1+ Mp=
~N

a A A A
=0T Yospoa*Apyeoy* Rp=Ap)¥p_y /po1*0p/0o1* M g
Aplicando el corolaric 3 de la proposicidén 111.3.3, queda:

IS ~ A Py ~ A X
Yo/r-1"Bir T Yo/poa*Ap¥eoy/ro1*t(Ap=Ap)¥e_y/p_1*Pp/ron

N
~N

A ~oA A
=811 T¥e/1-1*A¥eo1/1-1"P1/1-1

A ~ -1y A A
: a(I- r
Por tanto: yg,q_  =(1-Bjo T) (xTyT_I/T_1+bT/T_1)

(.Y A
Entonces: Yp=¥p a1 tArYro1~AYroy /o1t Nt
N

" ~
*Ap¥p_1*(Qp=Ap)¥r_y/1-1*Mr T1/7-1*" 1

S |
Qp=(1-B0 T 7Ky
en donde

-1
MT,T'(I'Bl r)

T

[SUPONGAHOS LA PROPOSICION CIERTA PARA ttl]
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T v
A A

- - n
YeerTAearYe Qear=Ae 1 Weyet 5 ftﬂ”tu 1%1/e% T ea

Partimos del sistema, particularizado en t
v x

A A A
= - n
Ve B eYe1/t-1* Ay -1t Ae-A Y e 1/0-1*Peseo1t Nt

Utilizamos la hipdtesis de induccidn en t+l y
aplicamos el corolario '3 de la proposicién 111.3.3
T x

LY . A N
Year/t-1"Pea1Ye/e-1* Qa1 A1 We/t-1%akey Mer, %1701

=Q A T *
lyeseaat femMeer, 1Pa/t1

Sustituyendo en Yyt

5 ¥ : 3 ) y §
VerBre(Quai¥e/eo1 jefnMeer, 1Pa/0o1 ) A a1 (A=A )Y g e at
X
*Pe/e-1t Nt

N
'y ~ A
Ye/e-1%B1¢QuiaYe/eo1* 4=
N

T a A
£41 Mea1,1Pi/ea1) AV i1 et
" ) Ind
(A=A Y 1/t-1 *Pr/ear
N N
A T A A
t-1/t-1*P¢/e-1* 5 BieMeer,iPi/eon)

&

- A " -1, MA
Yeseo1=(I-B Q) “(AyY

A A
YeVe/eoatAYeo1i A1/t N T
A

T A
e MeiPiseat e

=A A A
Va1t QA Ve g e
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y-1

M, . =(I-B
RS TALPY]

t

en donde
(i=t+1,...,T)

" -r\ M
M, 1m(I-BeQuiy) "BieMesa s

con 1o que la proposicidén queda probada.

COROLARIO 1:
51 las variables exégenas {b,} son determin{s

ticas, entonces:

1/t-1"%y

-1 N
=(1-B,) bi-’ﬁl-bin.1

o> o>

1/t-1

AdeméAs, en tal caso, nc-ut

COROLARIO 2:
Si las variables exdgenas {bt) son de la for

ma:
b,= 151R1bt-i’ct’ en donde {et} es un proceso estocdsti
co Gaussiano de media cero, serialmente incorrelado

- A
by/e-1"B1/t1
a
% -(1-8,)" 1% -(1-B,) by, ab*
i/t-1 i i/t-1 i i/t=1 "i/t-1
NOTA:
A~ Ccmo hemos hecho anteriormente, suponemos gue
¥, al final del periodo --

los vectores bi/t-l son conocidos, t

t-1. Vamos a utilizar la notacidn:
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T o
3, .= m 5
1% jop 101/t

Por tanto, el sistema (5.1) se puede expre-
sar:

A -
(%, 4) yt=Atyt-1*(Qt-At)yt-l/t-l*qt-l’n t

Suponemos que Yor My NoseeesNogs VooVyseoo Vg
son vectores aleatorios mutuamente incorrelados. Sea Ent-o,

n_ne
E N, M=R

v

De acuerdo con los dos corclarios anteriores
en el caso en que las variables {bt) sean deterministicas, o
bien sean estocésticas en la forma seflalada en el corolario 2,
tendremos:

T " T
- T
Q_1® iEr Me,1Pi/e-1%1ae Mo, 101702270

TEOREMA III.5.1: (Generalizacidén del filtro de Kalman para es
tos modelos)

La solucidén al problema III.5.1 viene dada -
por las siguientes ecuaciones recurrentes:

A A A -
Yoy lIg)=(I-DeM QY g 019y )02y

A A
CON  yg/1=m = Yoso={1-D My ImeD 2z

en donde D., I, 4 14 Cyjy
III.3.1 y III.4.1

valen lo mismo que en los teoremas -

DEMOSTRACION:

Partimos de (5.4) y (%.¢2)
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a -
VoA e 1t Q=AY g eo1*9oy* Ny
zt-tht+vt
De manera idéntica a los teoremas III1.3.1 y

111.4.1, llegamos a:
A A
Yere=(I-DeMe)¥e e 142
A partir del sistema dado Ye=ALY, 1*(°t'At)
o _ -
yt-l/t-l’qtol' ﬂt. y aplicando el corolario 3 de la proposi--
cidén 111.3.3, queda:
A A% " - A -
Yeste1™MeYee1/t-1 QAW el1 /00149 1" Y 01 /01

. A A
P Ve Vo1 A e WeorVeog/e-1)* N

It/t-1' It/t quedan igual que en los teoremas I1I1I1.3.1 y
I11I.4.1

A A —
Finalmente: vy, , =(I-D.M,) (Qu¥, 3,4 143y 1)
thzt
CON  ¥o/oq°m

COROLARIO 1:

S1 los vectores de variables exdgenas son de
terminfsticos, o bien, son estocasticos de la forma bt-1I R, b

2171%e-1%et

siendo (e 9 Gaussiano, de media cero, serialmente incorrelado e
independiente de {u, }, {v,} , y,, entonces, al ser T . ~q, ,
como hemos visto en la nota anterior, el resultado al problema
111.4.1, siendo {ut} , {vt) normales, dado por el teorema -
I11.4.1 coincide con el resultado obtenidc en el teorema ante-



rior.

COROLARIO 2:

Si, ademas de las condiciones del corolario
1, suponemos que yoi uJ , 1 Vt} son Gaussianos, al verificar-
~
se que y;/t-lsyilt-l' para i=t,t+1l, el problema 11I.4.1 y el
problema III.5.1 coinciden. Los resultados dados por los teo
remas 11I1.4,1 y I1I1.5.1 tambien coinciden.

6.- EL PROBLEMA DE ESTIMACION EN MODELOS CON EXPECTATIVAS RA-
CIONALES DE VARIABLES FUTURAS QUE INCLUYEN VARIABLES DE -
CONTROL. CASO DE RUIDOS GAUSSIANOS.

En los problemas analizados en los apartados
3,4 y 5 no aparecen variables de control. A continuacién va--
mos a introducir variables de control en modelos con expecta-
tivas racionales de variables futuras y deduciremos la genera
lizacidn del filtro de Kalman a este caso, que necesitaremos
posteriormente para relacionar el problema de estimacidn con
el problema de control.

PROBLEMA 11I.6.1

Consideramos el modelo:

(6.1) ytthy{/t-l’Blty€¢1/t—l*Atyt-l’ctxt*bt+ut y

para t=1,2,...,T

con el sistema de observacidn:
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Suponemos que yo'“l'“?"‘"“T'Vo’vl""'VT

son vectores aleatorios,

Eut-O . Eutu
Evt-o . Evtv
Eyo-m R E(y°

mutuamente incorrelados,
'
=V

Ve

-m)(yu-m)'-s

tales que:

Ademas, suponemos que V. es definida positiva,

para cada t.

En este caso ye/k-E(yt/Ik). con Ik'{zk'zk-x""'

zo.xk.....xl.bk. --clbl)

Se trata de encontrar el estimador lineal mini
mo cuadrético de Yoo dada la informacién It'

Vamos a seguir un tratamiento andlogo al del

apartado 4.

PROPOSICION III.6.1:

Consideramos el sistema (6.1) Suponemos que
yi’I/T-l-r yi/T-l' siendo T el instante final. El sistema se -

puede expresar de la sigu

YemApYp1*+(Qp-AL)E

+ N t
en donde:
n -
Qt'(1°51t°t
"
Nt,t'(I'B1t
~
N =(I-B

iente forma:

t,1%1/t-1"

T T
eog Mg+ 53, Mo %l e-1%dy
-1

o) AL CON QpyeT

-
Qt‘l) ct

1’\4

Qt»l) 311N~+1 i para i=t+l,...



" 1
Mo o7 (37B Oy
“ -1'\.
Mt,i=(I‘Btht+1) altMt¢l,i’ para i=t+1,...,T
DEMOSTRACION:

Partimos del sistema (6.1). Como hemos demos

trado en la proposicidon I11.2.1 el sistema se puede expresar:
. N " " N

Ve ¥ eoa A et AR B Ly T T 0 )#C XY/ 0o1P8 /01 e

Vamos a demostrar la proposicidn por induc--

PARA T,| tenemos:

Y ~ ~
Yp=Byp¥iey/1-1*ApY oyt (Ap=AQIE(yg_y [1p 3 )+Cpxg q 4+
Yo, " o 2 A +(h-A)E( 1T, )+

AR Sis T BIRA VL SRR M SERALE 2as DEASS SERES MY
N ~

*CpXg ro1*P3 1ot N

~ - ) o
= Yi/ro1Bip T¥E poytApE (g g g g e (ApmAg By g 1Ty )e

Y N
* -
“CoX3/r-170% /12
y2 =(1-B )‘1 rZ E(y 1 \+E X2 +;~
= Y/7-1 17T R SARL SPRRL ICRRA 1 5 S Ras V1 Y
Queda:
M SAL YL SERes L FERL LIRS PR SERASE

T=

~ / - %) | YN - e
LSRR R LA SPRRS FERRL JE 1o L SRt 3 45
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n v
. - - bl
en donde: QT-(I BlT M Aq
1
NT,T=(I-BIT‘ ) Cr
"\ -1
M.r T'(I'BIT r)

Queda demostrada la proposicién para T.

lSUPONGAHOS LA PROPOSICION CIERTA PARA t#lJ

.
Yea1=Ara 1Vt (Quuq-Ap By It)"i I Negy 1%t
=t+1

11—

M

A
s b, .+n
Pet4l t+l,17i/¢ t+l

PARA t

N N N
YemBye¥ia1/t-1*AeY o1t (A=A B 1T, 1)+Cexe/p q*
iy n
TBY/e-1t ¢

Pero utilizando la hipotesis de induccidn en t+l, tenemos:

T
Yie1/e-1"Re1Yt/e-1" Qe st Y/ eo1t 1 T Newn, 1% /701t
T ~ T T ,%
+ I M br . ,=Q, .yt 4+L N XY, g+ T M b
OIS U e Y e N A MU TS PE L VIS AR TS MR VS

Sustituyendo:

~ T T A
y,=B,.(Q Yi, _ 4+ I N XY, .+ T M by )+
tTo1t Y1/t 155 20018 i/t 11'=t+1 t+l,i7i/t-1

.
A (K, -A, E( 1, .+, x*,, ,<bs .
ALY et AR B WY e et X -1 /-1 N e

i

Y T Y
= - - - - *
= Vet QuaVieat e N 1 ¥t 5, M 180t

<A Z ly, .iI LeT X%, .-T

A P
- PRV Y

cr e

VAT
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N 1
o a1eB 0, 0 AEGy, 11, ) e T B N xp e
»Yt/t-1 1t¥te1 TRARA T Rt S5 RER AP o T DS Bt VX
~ T n ~ ~N
- -
+Ctxt/t-1*i3;*fltMt+l,ibz/t-l*bt/t-l]
T Ve e tAY et AE Y 1T y) ¢ N
- I, )+ EN xs : s
DAY QAR (g g 1Ty ) ¢ Ve i X i et (I, MetPizer”
+ 1N t
en donde:
d ~ _1'\:
Qu=(1-B1Q,y) "A¢
v _1’\:
Ne,e=(1=BypQp,q) 7Cy
g y" B, N i T
Ne =(1-B,0, TTBL N L dstel,l,
g ST
Me,e=(1-B1¢Qciy)
~ 1’\4
| Me,1701B1¢Qeun) "ByeMey g o (BetelT)

con 1o que la proposicién queda demostrada.

COROLARIO 1:

£n el caso de informacién completa, sabemcs
que los YY1t oY, pertenecen a Ik

= E (y, ;11 4) =y,_y. con lo cual nos queda

T T ~
- . Im, o.b n
Ye=Q¢¥eg® 1ft Ne,i%i7e-1% o Me,iPiear ™
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COROLARIO 2:

Si los vectores (bt) son deterministicos la
expresién se simplifica, ya que, en tal caso E;/t_lsgis(l-ﬁi)‘lbi,

Vt=1,2,...,T, Vist-1,....,T.

CORQLARIO 3:

Si en el modelo no aparecen variables de con
trol; o sea si ct.o queda:

T n
VoA 1 (Qu-AE (Yo g 1T 1) + 2 My B/ 1% ne
que, légicamente coincide con la proposicién 111.4.1

NOTA: Utilizando la misma notacidn que en el apartado 4, po-
demos poner:
A
= z »
M b1

AU-1™  jap t,1°1/t-1

Por tanto, el sistema (6.1) se puede expresar:
T
= - -
(6:3) yy=Apyy 1 +(Qu-ApIElYy 1Ty p)*ag ¢ (L N %1 ea1* ne

Suponemos que y_, 0, n2,...;, NpsVgsVyseeee Vy SON vectores

aleatorios, mutuamente incorrelados. Sea E ntso ; E n, né=Rt.

TEOREMA I11.6.1: (Generalizacidén del filtro de Kalman para el
modelo que estamos considerando).

Partimos del problema III.6.1. Suponemos, --
ademés, que {ut) ' {Vt} son Gaussianos y que los vectores bt
son deterministicos o bien son estocédsticos de la forma



= I 4 e
o, ie Ribt-i*ct en donde {¢, } es un procesc estocastico

Gaussiano, de media cero, serialmente incorrelado, inaependiente

de (ut} , {Vt’ , ¥.. Ademas suponemos que las variables de -

°

control x, son de la forma X, = a,+ i(I‘_l), en donde g e un
vector constante y i(It_l) es el subespacio vectorial generadc

por It-l'

En estas condiciones se obtienen las siguien
tes ecuaciones recurrentes:

A A T
Yeres(I-DeM Qv g /e a*9ia* g Ny iXi/ean*Pe%e
i=t

A A
CON yo/_1=m - yo/o’(I'DoMo)m*’Dozo

siendo

= -1
D=1 (Mt )

L}
t/t-1Mt Lese-1*Ve

Dese-1"Bbe Tely/eaAerRe

-1
= - .
Lo Tereorm TezeoaMeMy oo eoaMisVe) Me By e

I, =
CON Z_, =5

DEMOSTRACION:

Partimos del modelo en la formadada por la ex
presioén (6.3) y del sistema de observacidn.

~ T
yt‘Atyt-l*(ot‘At)‘(yt-l'lt-1)’qt-1’_:t“t,i*i/t—l‘ N
ie

2, =My +vy

Por las condiciones que hemos impuesto:

L(yt'1|1t~l)=yt-1/t-1 y x;/t_1=x1/t_1, vi=t,t+1,...,T,

vt=1,2,.....,T
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luego el sistema se puede expresar

~ T A
- - n
VALY (O ALY *Qp 1t 2 N 1%/ M

TTt-l/t-l =
Aplicando el corclario 3 de la proposicidn 111.3.3,obtenemos:
~ "~ A TN ~ -
Yt/t-l‘“tyt-1/t-1*(°:‘At)yt-l/t-l‘qt-l*ift v 1X1/0-17

A T A
*Qe¥eo1/t-1%9¢1* IttNt,ixi/t-l
A A
Pero yt'yt/t-l'At(yt-l'yt-llt-l)‘ ne (como en los teoremas III.
3.1 y III.4.1).

El resto de la demostracidn es idéntica a la
de los teoremas 1I1I.3.1 y III.4.1,

NOTA:

Vemos como en este caso,la estimacidén del es-
tado del sistema en t depende de las expectativas que en el --
periodo t-1 se tienen del valor que tomarén las variables de -

. - -
control en todos los periodos futuros: Xt /ea1r xtol/t-l""'
xi/t-l' Trataremos de llegar a resultados mas concretos, anali
zando dos casos particulares.a) Politica en bucle abierto (xl,
xa,...,xT) conocida de antemano. b) Politica en bucle cerrado
de la forma xt’FtE(yt—lllt-l)*rt' suponiendo que { ?t} y{ ?t 1,
para t=1,2,....,T son tambien conocidos de antemano.

COROLARIO 1:

Supongamos que se sigue una politica en bucle
abierto (xl,xz,.....xT), conocida de antemano. En tal caso --

- = t
X$ /1%y Yist, t+l,...,T
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Queda, por tanto:
A A A ‘{
Voye Yo (T )= (=DM I (Qyyy /g p* e g Ny g%y )4Pe2¢
siendo Dt' tt/t-l' xt/t iguales a las expresiones que apare
cen en el enunciado del teorema.

A
Tambien yo/-l'm H Eo/-lss
COROLARIO 2:
Consideremos la politica en bucle cerrado --
xc'rtz(yt-lllt-l)*ft , suponiendo que {Ft} y.{ft} son conoci-

dos desde el principio V¥t=1,2,...,T.

Entonces el problema se reduce al tipo estu-
diado en el apartado 4,

DEMOSTRACION:

Partimos del sistema (6.1)

yt-Bty;/t_loBlty;#l/t_lmktyt_fctxtmt-mt para t=1,2,...,T

Sustituyendo x, por su valor, queda:

t

Ye*Be¥i/e-1*B1eYten, t-1*AtYe-1*Cy [thﬁyt,illt-1)‘ft] +Dyeuy=

*By¥Y eo1*BreVier/e-1tAeYeo1*CeF BV g 1T 1)ebysC Tosuy

~ ¥ /ee17BeYE o1t BV b ea1 A E Ve 1T 4O F By 4 1Ty )4
*b;/t-l*ctrt
-1 \
- Y= (3BT [By v, oA g 1T )G FeEy 1T+

*01/¢.17CT)
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- -pD*
- Ve Y et A TAE Yy 1T )4 (By=DE g )y =

~ -~
~ "
=By Vi1 /ee1 A eogt (KpA By g 1T 0988, 1+ g

en donde _

B,.=(1-B,) 18
Bie v) By
~ -1
:t-(I-Bt) (A +C.F,)

< -1
T b2 eo1=(1-By) T By, 1 +C T)

\“t'ct(xt'xi/t-l)‘(bt'bi/t-l)*“t'(bt‘bQ/t-l)*“t

por lo que el problema se reduce al tipo ya estudiado en el -
apartado 4.

7.- ESTIMACION Y CONTROL. MODELOS CON EXPECTATIVAS RACIONALES
DE VARIABLES FUTURAS.

Consideremos el problema I11I.2.1

Al analizar el problema de control para este
tipo de modelos, en el teorema I1I11.2.2, obteniamos que:
;t'FtEt-l(yt-l)*rt' en donde.Ft.ft coincid{an con las expresio
nes obtenidas en el caso de informacién completa, problema que
teniamos ya resuelto. Tras estudiar el problema de estimacidn
en la seccidén anterior, en donde veiamos como calcular las ex-
presiones Et-l(yt-l) en determinadas condiciones, volvemos otra

vez al problema de control.

Sabemos que en el caso en que todos los ruidos
~
son Gaussianos Et-l(yt-l)'yt-llt-l' que podemos calcular recur
sivamente, utilizando el filtro de Kalman. En el caso standard,
sin expectativas, estos valores los calculabamos independienteneg
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te de cual fuera el control Optimo. En el caso que nos ocupa
no ocurre asi. Veamos, a la vista de los resultados de los -
apartados anteriores como habria gque ordenar los calculos pa
ra resolver el problema que tenemos planteado.

1¢) Calculamos las matrices {Fc) y los vectores
(ft') para t=112'~~-1T

2?) Sabiendo que thFtEt-l(yt-l)*ft' utilizamos el
filtro de Kalman de acuerdo con el corolario 2 del teorema 1II.
6.1. En el caso de ruidos Gaussianos, obtenemos los valores
Qt_l/t_last-ltyt,l). que llevando a ;c’rtzt-l(yt-l)*tt nos dan
los controles éptimos que nos resuelven el problema. Vemos, por
tanto, que, de manera diferente al caso en que no hay expecta
tivas, en el problema que nos ocupa, necesitamos conocer los
{t'ft para resolver el problema de estimacifn (calculo de los
Y¢.1/t-1) (en el caso de ruidos Gaussianos y, ,,, =E, _;(¥, ;)),
que a su vez necesitamos para calcular el control éptimo:

%, =F E__( )+f
Xe=FePeo1Weoa/* e

Vamos a especificar con mayor detalle los pa
sos a seguir:

-Suponemos que todos los ruidos son Gaussianos. Sabemos que -

thsf E

A
x,=F STIEA FURRAL Y

A
tYt-1/t-1

a) Calculamos las matrices Ft

Calculamos los vectores f a=f (by,, ,,...,b%,, ;)

para t=1,2,....,T

Jtal como hemos seflalado al estudiar el problema de control en
el caso de informacién completa para modelos con expectativas
racionales de variables futuras,
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Sabemos que las matrices Fc’ y las funciones
r‘(,....,) son conocidas al principio del periodo 1.

A
b) Sabiendo que xt-FtEt_l(yt_l)*ft, el sistema (1)
lo expresamos en la forma.

A ~
N~ N ~
- n
Ve BV i1 o1 A eyt (AmAE 1 (v 1)+B8 0t Tt
N
~ -1
en donde Ats(I'Bt) (A:+CtFt)
% -1
. =(I~ -
DY po1=(I=B) 7(be  1+C L)
A

“~
Por tanto, las matrices A t=1,2,...,T las podemos calcular de

tl
manera que sean todas conocidas al principio del periodo 1. los
vectores ;/t-l seran conocidos al final del periodo t-1, para

cada t=1,2,....,7T.

c) Expresamos el sistema (1) en la forma

A T ":l, ~
n N.
YemAYe 1t (Qu=A B, (¥ )% (2, My 3Pl et ™
¥ .y v
en donde | Q,=(1-By,Q, ;) A, , con Qp =T
CRREE W
Me, 0= (1B ¢Qy)
v n 1
Ht,i'(l'gltat¢1> By Meaq,y o PATE fmtel, T
~ N N
~ ~N “N
Por tanto, Q,, Mt,t' Mt.i’ vt=1,2,....,7T,

vi=t+1,...,T son conocidos al principio del periodo 1.

" T “~ “
~ ~ “~
Llamamos qt-l’iEt M, 1P} ¢ Que sera cong

cido al final del periodo t-1. Por tanto, el sistema se puede

expresar,
N~ N

~ ~
YA Yo 1+ (Qu-AIEL (Ve 1 )*Q y¥ny
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d) Utilizamos el teorema que generaliza el filtro
de Kalman, que aparece en el apartado 4, por lo que obtenemos
A

recursivamente los valores de yt-l/t-l‘

r’S ~
e) Xy =F Vi1t
t-1, con lo que el problema queda resuelto.

*ft' conocido al final del periodo



CAPITULO IV
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MODELOS CON EXPECTATIVAS ACTUALES TOMADAS EN EL PASADO.

1.~ EL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO.CASO DE INFORMACION COMPLE-~
TA.

PROBLEMA IV.1.1:

1

MIN EW=E tE1(yt"t)'Kt(yt'°t)' siendo K, matriz

t
simétrica definida positiva o semidefinida
positiva

. P
(1-1) yemAye gt L BieYi/e-1*CeXet e
(parg t=p,p+l,...,T)

yo'yl"""'yp-l' dados

los vectores aleatorios f1y} Se supone que
son incorrelados con Ent-o vt

Ye/x By /1), con Los{ v ¥y 1reee Yo
xk,xk_l.....,nk, nk-l"“')

Este problema aparece planteado, aunque no
resuelto,para p>1 en la literatura econdémica. As{ lo seflalan,
indicando que harian falta nuevos métodos que lo resolvieran,
los trabajos de Aoki-Canzoneri (1979) y de Visco (1981). Por
otra parte, diferente tratamiento de modelos de tipo (1.1), -
aunque sin plantear el problema de control, aparece en 108 --
trabajos de Broze-Szafarz (1984), Visco (1984) y Schdnfeld --
(1984).

Nosotros vamos a resolver el problema para el
caso en que p=2, inspirdndonos en el tratamiento que utiliza -
Visco (1981) para sistemas del tipo (1.1) y tomandoc la idea de
Chow (1980) que ya hemos utilizado en modelos con expectativas
futuras.
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Veremos en primer lugar una proposicién previa,
que utilizaremos posteriormente en el teorema que nos va a --
dar la solucién al problema que nos ocupa.

PROPOSICION IV.1.1:

Consideramos el siguiente sistema:
P
YemReYeor* ik Rie¥ e e-1*Te* e » para t=p,p+1,...,T

con Yos¥preeesy dados

p-1’
r, es un vector de constantes para cada t intﬁ son

vectores aleatorios incorrelados, de media cero.

Entonces, el sistema se puede expresar:

P-1 4 4
YePpeReYe-1*PpeTe® et (I RiPe ney

en donde:

<(I-R. -R. - - -1 N
Dkt'(l th Ry =een Rkt) ., para k=1,2,...,p

i P
R.=-=D T R,.D
t¥"Vit jeinl jtpt
i
Pe=Re(Dyy, t-1Reo1Pioz, teaReczr o o0y pogaaReogen)
Ademas:
1
- =
yt/t-ignpthyt—l*Dptrt‘ KE] Mt Nk ¥i=1,2,....,p
rd k N
K -D tPt , para k=1,2,...,1i-1
en donde M = P
t kK _k
Rt Pt para k=i,...,p-1
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DEMOSTRACION:
K -1
Definimos skt' 1E1 Rit ; Dkt'(l'skt) para kK=1,2,...,p

Es inmediato comprobar que I’SktDkt'I’DktSkt‘Dkt

A partir del sistema dado, tenemos

Ye/t-pRe¥to1/t-p*Spt¥i/ep*Tt 2 Yi/t-pPptReYi-1/t-p*PptTe

Para J ¢ p:

: p
Vire-s"Re¥iaaeg*Ss eyt J3g R

1tYE/e-1"Tt
Definimos ahora: X&,J)-yg/t_J-y;/t_J_l. Ast
=y, -y* =
tenemos A (t,0) Ye¥i/t-1"nt
[
tYto1/t-3%55tY8 /eyt 1.§,1 RieYi/t-1

X (t,J)=(R +r,) -

-(R +rt) =

P
tyi-llt-3-1*53~1,tyt/:-J-l*ijzz RieYE/t-1
=i+

=R, X(t-1,3-1)45_, X(t,J) > X (t.J)=Dth‘X(t-1.J-1)

it

Por otra parte, podemos poner:

Yer(Ve=¥E e vy en1 Y E/ea2) e * Wt par ¥/ ep) Y/t p®
p-1

= Lo X (B

Yeor*Weog¥i1/e-22* Viog/e-2Vie1/e-30t 0o i1 teper”
P-1

-y:-llt-p)‘y;-llt-p’ iEI X(t'l'i'l)’yz-llt-p

p-1
< y,=x(t,0)+ I X(t,1)+D

R.y? +D .r. =
i=1 pt t7t-1/t-p pt't
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P-1 P-1
=N+ 151 [Duat.x(td,i-l)] DRy [yt_l- ‘)-:l X (c—1.1-1i+

P-1
'Dptrt:Dpthyt-l"Dptrt* net 151 (Dit-Dpt)Rtx(t-l,i-l)

Pero:
P
Dit'npt‘l‘sitDit’I’Sanpt=sitnir.'sp:Dpt'sicnit'(sn‘j,quJt)Dpt'
. ’ - P 1
'bic‘Dit'Dpt"j,,-f;l Ry¢Dpt Dit_Dpts-Ditj’:_'HRthpt' Ry

Por otra parte:
Ry x (t-1,1-1)=R, [ Dy, p-1ReoiX(t-2,1-2) :l =

'Rt[Di-l,t-lRt-IDi-Z.t-ZRt-Zx“"a' 1'3)] =

*Re [ P11, e-1RecaPin2, te2Ree2r o001, teterBeoten
1
2(t-1,0)] =Pyn
P-1
I opipl
Queda, por tanto yt’Dpthyt-l*Dp:rt* nt* ie1 Rtpt LI

A partir de la expresidn obtenida, calculamos:

P-1

I

K k
R ptTt* kk1 RePe Mk

Yt/t-1"PpeRe¥ic1/e-1*P

Podemos poner:

Yeer®Weo1¥io1/e-2)* Wiy e Yot e-ad* oo Vi1 teia1™
i-1
* =
Vit Wiaa ey (L XCELKLE g 0 2 Vi
i-1

Y g- kgl X(t-1,k-1)



- 163 -

Por tanto:
il +D_,r,+ Pzl gKpK -
. D_.R - I x(t-1 k—l)] ptft* I Tt Tt ntek
Ye/t-1""pt t[ Yeerm o X ’ kod
-t

Pl Rk
-Dpthyt_l«ertrt -Dpe ‘Z“ Rtx(t-1,k-1)+k'1 RePe n g™
p=1
=1 _k X
’Dpthyt-1‘Dpc”c‘Dptk§,Pt Ne-k* I Rtpc Mgk =
D_,R Pk
* DpeReYe1*Dpefet I Mymy

k=1

con lo que la proposicidén queda demostrada.

COROLARIO (Caso p=2)
Consideramos el siguiente sistema:

2
yt‘Rtyt—l* . aity{/t-i*rt*n t , para t=2,3,..,,T

con ¥y, .Yy, dados.

r.'es un vector de constantes, para cada t.

{n¢} Son vectores aleatorios incorrelados, de media cero

Entonces el sistema se puede expresar:

Ye=Pe¥eo1*8* ne*Ty ney

-1
en donde: Pts(I-th-th) RL

-1
sy =(I-Ry¢=Rye) 'ry

-1 -1
Ty==(I-Ryy ) "Ry  (I-Ry =Ryy ) "Ry=

=(I- -lo (1o _ -1
(1 th) Rt (1 th RZt) Rt
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Ze. '3 =
Ademas: Ye/t-17Pe¥e1*5e* Ty e

» = -
Yere-2"Pe¥e1*S¢ Py neny

El problema anterior particularizado parma p=2
quedara en la siguiente forma:

PROBLEMA IV.1.2:

T
MIN EowsEo tz] (yt°at)'Kt(yt'at)' siendo K, matriz si

métrica definida positiva o demidefinida po

sitiva.

(1.2) ye= Ay 1By ¥E/e-1*Bot¥i/eo2*Ce¥e* ne
(t=2,3,...,T)

Yor¥ys dados

Los vectores aleatorios(nt} se supone gue son
incorrelados con E nt=o, vt

Ye/"E 1), con L= Ly ¥y 30-ea¥gs

XprXp _qoeoen Ny Npe_qreee}

Vamos a resolver el problema IV.1.2. Tratare-
mos, en primera instancia, a los vectores yelt—i como si fueran

vectores de variables conocidas. Utilizaremos las ecuaciones de
Bellman:

A A
Vt(yt_1)=MIN Et-l { (yt'ac) Kt(yt'at)’vt+1(yt)L
Xy
A
con VT¢1(YT)’°
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Ello nos permitirad encontrar los controles éptimos
en funcién de los vectores y;/t-i' Sustituyendo estos controles
por los valores obtenidos podremos conocer la evolucidn del sis
tema, en funcién de los valores yE/t-i' Pero, por el corolario
de la proposicidén anterior podremos calcular los valores de y;/t-i
que sustituiremos en la expresidén de los controles optimos, que
dando éstos en funcién de cantidades observables con lo cual --
tendremos resuelto el problema.

TEOREMA 1V.1.1:

Para el problema IV.1.2 y, tratando a los vec-
tores y:/t-i como conocidos, utilizamos la programacidn dinéml
ca, obteniendo:

A 2
Xp=Ce¥eor* I G1e¥e/e-it8e
con lo cual, la evolucidn del sistema se puede expresar como:

2
Ye=ReYe 1t I, Rye¥e/e-1*Te Mt

en donde:
e -1,

Gt’-(CEHtct) CthAt

-1
Git' -(CéHtCt) C‘thBit (i=1,2)
’ -1

gt'(CthCt) Céﬁt
RtsA‘oCth

Rit=Bi¢*CeOye (1=1,2)

Fe=Cely

~
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Pt’st'Tt: toman los valores que se indican en el corolario

de la proposicién IV.1.1

7

HisK+PioaHeaaPrayr con Hp=ky

RosKoa oPy 1 (By 1-Hi,1S¢,1)0 con RpeKpag

ComarKedet (8, 10 Te g ne) Bl 108,10 T )"

S m208y 1+ T qne ) P *Eeng g He g ngyy)e

+2E (M 180, N1 )*Ep(ey,y),  con cp=agKpag

B =Pt aHe 1 Tpayr  €ON 820

\

Por el corolario de la proposicidén anterior,
podemos calcular los valores de yt/t 1 y‘/t 2+ Qque llevaremos
a la expresidén de % , obteniendo finalmente.

t
;t'Ftyt-l*ft‘"t Meoye Fe=Ge+G1ePeCa, ¢Fe
en donde < Ft=8t*Cy ¢3¢*Cy 5t
Nt G1 tTt -G ,tpt
Ademas:

(ﬁ -H s, -HT

t t M)

v eVeo1 =¥y PrHePoY -2y Py
*(st*Tt nt_l)'Ht(std‘t nt_l)-z(stort nt_l)'ht+5t_1(niﬂg1t)~

4B, (ey)

C l(nt t Nt
DEMOSTRACION:

Como ya hemos utilizado y justificado en ca-
pitulos anteriores, vamos a identificar: xt'x;/t-l , ¥Yt.
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Vamos a demostrar el teorema por induccién -
sobre t

Vp(yp_y)=Eq_y ((Yp-8p)'Kplyp-aq) j=Ep ) (ypKpyp-2ypKpaq+
‘afKT“T) = Eq_y (yqHqyq-2yghe+cy) en donde Hp=Kp; hp=Kpag:
CT.aiKTaT
Podemos, por tanto, poner:
Vpypog)=Ep g { (Aqyg i;, BiYt/1-1*Cr¥t/ro1t Np) Ty
(Apyp_y* ;é, Bi¥d/r-1*Co¥ /a1t ) - 2(Apyp gt ii, Byn¥imos*
+Cq%3 1% N p) Npreq ) '(ATVT-l*;§1 Bip¥/1o1*Cr¥t/po1) Bp(Apyp_y*

2 2
* .z,BiTyi/T-i‘chilr-l)‘Er-z(ni"r np)-2(Agyp_y+ ,leiryi/r-i*
i= H
+Cpx3/ro1) "Ppecy

Condicidén de minimo:

3VT

2

2
ry =0=2CpHy(Apyp 1 I, Bip¥i /-4 *Cr¥t/1-1)- 2010y
/11

O ;
Xp=X3/1-1"C¥r g * G

i=l

11Y3/1-1%87

[ '1'
Gp= ~(CyHyCp) "CpHphAy

-1
en donde Gy p==(CqHpCr) T CaHB . (122,2)

[ ,'1 [
8p= (CpHpCp) ™ Cohg
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Entonces, el sistema (1.2) se puede expresar:

2
YpsRp¥roy* 1 Ryq¥i/pa*frtn g

en

Rp=Ap+CeCp
R +C..G

=
B
donde 1T IT T

rp=Coly

Por el corolario de la proposicidén anterior, podemos poner:

Yp=Pr¥p_1*Sprnp*Ty npy

-
Ademas: Yo 1.1 Pp¥roi*Sr*Trngo;

Y§/1-2Pr¥ro1*8r-Pr g,

A
Por tanto: XT'GTYT-I‘GIT(PTYT-l*S‘r’ np

+G. Pr+G, P

*Sp-Ppn g ;) +8p=(Gp+G qPp+GyyPy

+(GymT

1777 -C27Pp) Mpg =

=Fp¥p_y*Tp*Nyn p g
Fyp=Gp

en donde £,

1*87*G1757

Np=GypTp=GpqP

-

+T

+G2Ts

T

7 N1 )*Cop (Ppy¥p_y*

)¥g_1+(8p+GypSp+Gopsy)e

’GITPT*GZTPT

T

A
Vplyp_y)=  (Pe¥q_y*+3p*Ty np_y) "Hy(Poyp_1+Sq+Tpng_q)

“2(Ppyq_y+8p#Typ Np_y ) 'yt Eq_y (NpHpnp)4Cq=yy 1 PrHpPoyy g+

i

r (1=1,2)

*+2Yp_ 1 PrHp(Sqp#Tyn g )+ (8q+Ty ng_y ) 'Hyp(sq+Tq np_y)=2¥q_;Pyhyp-

=2(sp+Tq np_y) 'hycp+Ey_ ) (npHpnp)=yy PrHpPoy¥e_y -2¥p 3 Pp
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p-HpSp-HyTy nq_y)elsp+Tan gy

. )y (SpeTqlly 1 )-2(8peTyng_y ) "Ny
+Eqp_y (nqHy np)+2Ey ) (ngByng)+Eq_, (cq)

siendo HT'hT
Bq=0

con cT’ET-l(cT)

Queda demostrado el teorema para T.

l?UPONGAHOS QUE EL TEOREMA ES CIERTO PARA t l.

Vamos a demostrarilo

A
Vear e )=Ep o ( (Yo g=8p 1) Koy (Vpog=apg 2#Ve (¥ g0 ) =

TIPS FIPL NS PR S IL IR LT ND

en donde:

He (=Keo PP Py

Pe_1=Ki 18y *Pr(Rp-His -H Ton y)

Cooy™8p 1Ky g8y g * (8T )" H(SeT n y)-2(8 +Tyn, ) hev

+Eg g (MgH N )+2E, (3B N )+Ey_;(cy)

Podemos poner:
= - R .=K, ,a, .+P!(F _-H.s

Pe-1"Pe_17%¢1"t-1, en donde t-17Ke1201*Pe P Hesy)

]

1]
t-17PtH Ty
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2
o Veea (e p)=Ee {(At-lyt-2¢‘zlai.t-ly;-llt-i-i*ct-lxz-llt~2+
2 =
.
N1 Heog Ay Yoot (I By ee¥ica/e-1-1"C a1 ®t-1/e-2"" 1 )"
-2(A, |y, ,+ T B ye c. .x» ‘ X
t-17t-2" TP e e 1/ ety t-1%t-1/t-2" Mt-1
(-
2
(R 17@¢ 1 Meoa)*Cpyd =(Ap ¥y o¢ TBy ¢ 1¥8 1/01-4%CooaXio/e-2)”’

=l

2
HeoaAeoYeoot I By eo1¥ioa/e-1-5Ceoa®Eoa/e-2"*Beozh taMeoaney)

2

I B
t-1Yt-2% ;&

-2(A 1,t-1Y8-1/t-1-1"Cto1* o1 /e-2) Feog®

J+E )

LTI EL MR SPICIoN

Condicién de minimo:

'\

t-1 :
=0=2C! _H (A y + 1 B y? +C x* )-
X3 1 /t-2 t-17t-1 PearYe2t L P, t-1Yee1/t-1-1" a1 e/t
~2C
LI

Por tanto:

A 2

t-1"%t-1/£-2"%¢-1Y¢-2" I ¢
S

A
x 1,t-1¥t-1/t-1-1"8¢-1

“lee H, A

en donde G t-1At-1

1= (G P 1Cey) TG
-1
to1feoaCeog) €

t

H, _,B

G t-181, -1

i,t-1="(C -1

(i=1,2)
c, Nl R

.
(€ 1M 1Ceoa) "CioaNean

L2
Entonces:

2
= n
Yeo1 Rc-lyt-a'.z, Ry t-1Y8-1/t-1-1*Te1* "t
i-
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en donde: | R, ,=A, ,+C,_,G, _,

R B +C. .G (1=1,2)

1,t-17%1,t-1%"t-1"1, -1

c

Fro1™t-18¢

Por el corolario de la proposicidén anterior:

Yeo1*Peo1¥e-2*%e-1* Neo1*Tea1 M2

+T

Yto1/e-2Feoa¥eoa*®io1*Teoane-o

-p

Yt-1/t-3"PeoaYeo2*8e17Peoanea2

Por tanto:

A
Xe1"0t 1Yeo2*61 o1 PeoyYe 2 Sea1* ooy Mo2)*6o oy (Peg¥e ot

+s -P

te1"Peo1neo2)*8e1=(G_1%6y ¢ 1 Pp s *C

2,t-1Pt1 Ve 2t

+(8e 176y ¢215¢-1%02,115¢-10* (G ¢ 1Te17Gp po1Proy M2

=Fe1Ve-2tTearNeo M e-2

Fea1mGe 1761, eo1Peo1*Ga, ca1Peoy

f

en donde: t-1%8¢.1*C

1,t-15t-1%C2, ¢-15¢1

Neo1761,e-1Te-17%2, t=1Pt1

A
* Ve 1 p)=(Py 1Y o8y gt Te g M) He g (Pl Yyop*8e gt

P M2 B (Mg M o1 )m2(Pe 1Y p*8 e 1 Te 1 Meo2) Pyt

’ZEt-z(“i-lmt-f‘t-l)’st-ztct-l)'

P H T

=¥iooPtoiHeo1Peo1Yeoom e oPeoy By g-He iS¢ g -He 1Te gnep)*
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t-1"e-2)7208 0T e Py

)

‘(st-l‘Tt-lnt-Z)'Htol(st—l’T +

TSP U HRL NP NPRL L MIPIL PIPLIYRL PR AT SIPLL I

con 10 cual queda demostrado el teorema.

COMENTARIOS AL TEOREMA.

1¢) E1 método que resuelve el problema no sirve para p> 2.

29?) En la proposicién previa y en el teorema hemos supuesto que

- -1
(I-Rye) "y (I'th-RZt) existen, Vt. E? tal caso, la solucién
?el sistema que se obtiene: yt'atyt-l’ izl Rity;/t_iﬂ'tont
unica a diferencia de lo que ocurria es modelos con expectati--
vas de variables futuras, en donde, para quedarnos con una unica

solucién afladfamos la condicién adicional de que el instante fi

nal T, y%*l/?-l' ry*/T—l' Esta es una propiedad conocida en mo-

delos con expectativas racionales: los sistemas en que aparecen

expectativas racionales de variables futuras no tienen solucién

unica en cambio los sistemas con expectativas sdlo de variables

actuales tomadas en el pasado tienen, en general, solucidén unica
(suponiendo no singularidad en algunas matrices).

3%) Al igual que hemos hecho en casos anteriores, vamos a ver co
mo habria que ordenar los célculos:

PARTIMOS DE: At,B B conocidos, Vt=2,3,...,T

1t782¢Cp 20Ky

hacer HTsxT

) '1!
Calcular GT"(CTHTCT) CoHpAq



- 173 -

-1,
Gyp=-(CqHple) "CiipByy

, -1
Gop=={CqHyCp) "CorHpBay

T

Calcular RT’AT’CTGT

Rip=B17+CqGyp

Rop=Bop+Cebar

-1
Calcular PT-QI-RIT-RZT) RT
To=x(I-R, ) YR =(I-R,m=R,n)" R
T 1T T 1T 2T T

Hacer QT-O

Calcular FT'GT’Glrpr’Gztpt

Np=GyrTp-GorPr

Hacer ET'KTAT

Calcular gy=(CiHyCq) *Cifiy
< Calcular rT'CT‘T

-1
Calcular sT-(I-RlT-RZT) Tq

LCalcular f

1=87*G1pS7*Co1Sy

Hacer  Hp , =Ky ) +PiH. Py

-1
Gpoy==(CqqHp 1 Cror) "Croaafroibro

-1
Gy, p1==(CpoqHp_3Cpy) CooyBp3By 7
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-1
Gy, p-1=~(CpHy_1Cp_3) "CroyHp1B2 101

Rp_1®Ar_1*C1 1673

R B +Co .G

1,7-1*"1,7-1""7-1"%1,7-1

=B

Ro,1-1782,7-1*C1162, 11

-1
Ppoy=(31-Ry 7 1-Rp r1) Ry

-1 -1
Tpog=(I-Ry g_y) "Ry y=(I-Ry 4 =Ry po1) "Rpy

@p_y=PpHrTy
Fp_17Gp.1*Gy 1-1Ppo3*Ga 71 Pry

Np_1%6y,1o1Tro1765, po2Proy

~

(Hacer: ET-I'KT-laTol’Pi(ET'HTsT)
87.1=(Ch_yHp_;Cp_) 7 04 By,
Tp.1=Cro18py

S sr_ls(I-Rl,T-I-RE.T-I)-er-l

f +G

1-187_1*61 1-1%7-1%C2 7o1971

N

seguimos con T-2, T-3,... y terminamos con t=2, de la siguiente
forma:

Hacer HZ-K2~P5H3P3
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-1,
Gz--(CéHZCZ) CszA2

[ 1.,
61'2--(C2H202) CZHZBI,E

-1
Ga, 2= (C3HCp) "CoH B,

ﬁ Ry=A,+Co6,

Ry,2"B1,2%C2:%1,2

G

Ra,27B3 2%C262 2

-1
Pp=(I-Ry >-R; ) 'R,

-1 . -1
Ta=(I-Ry z) "Rp=(3-Ry =Ry o) "R,

8= PiH,T,

F2‘GZ’GI,2F2*GZ,2P2

N,=G T

. 2%61,272762, 572

~

. _ =
Hacer: hzzKZazoPé(ha-Hass)

8,=(C3H,C,) TIesh,

r2=C2g2

ﬁ $,=(1-R, ,-R, ,)7Ir
2 1,2772,2 2

1228546y 555+, S,

Todas estas cantidades las podemos calcular
al comienzo del primer periodo pues disponemos de datos para
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ello. Por tanto: Ft'tt’ut' para todo t, se conocen al principio.

4%) La versién determini{stica del problema (previsidén perfecta)
es trivial, no sélo para p=2, sino para cualquier p.

En efecto

[
El sistema (1.1) serd yt"tyt-l’if, Bityt'ctxt

* VDoAYl *Dp CoXy

]

-(I-.I -1
en donde Dpt (I-,;44By,)

(Suponemos que Dpt existe para cada t)

Por tanto, el problema es el siguiente:

T
MIN W= t£1 (yt-at)'Kt(yt-at)

YemDpeArYeo1tPpeXe
que es un problema standard lineal cuadréatico de control deter
ministico.

2.- EL PROBLEMA DE ESTIMACION EN ESTOS MODELOS.CASO DE RUIDOS
GAUSSIANOS.

PROBLEMA 1V.2.1:

Consideramos el modelo:
4 b4 1 T
(2.1) yt-Atyt_1¢ izl Bityt/t-i’ Ny ., para t=p,p+l,...,

con el sistema de observacién.
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(2.2) zt'"tyt'wt , para t=0,1,2,...,T

Suponemos que yoyl"""yp-l'"p'" p*l""""T'
VoiVyiVgsesesVqp SON vectores aleatorios normales, mutuamente -
incorrelados, tales que:

En t-0 N E 'E"i'nt (para t=p,p+l,...,T)
Ev,=0 R Ev vi=v, (para t=0,1,2,...,T)
Ey,=m, v Ely,-m)(y,-m, )'=S  (para t=0,1,2,...,p-1)

En este caso yg/k=£(yt|1k),'pero Ik-( 202y g0
<e-+125} , pero no contiene a y,,¥,_;...+:¥,: Y8 Que son des
conocidos.

Se trata de encontrar el estimador lineal mi-
nimo cuadréatico de Yoo dada la informacidn It'
Seguiremos exactamente el mismo desarrcllo que
en el caso de sistemas sin expectativas, y llegaremos a una ex
presién del filtro de Kalman, que sera funcién de los vectores
Y%/:-i- que no son directamente observables. Ahora bien, en el
A
caso particular que nos ocupa: y{/t-i‘g(ytllt-i)gyt/t-i' por
lo que podemos calcular esas expectativas utilizando precisa-
mente el predictor de Kalman.

Procederemos de la siguiente manera:

A

2 A . ) A
-Calculo de y . A continuacién, céalculo de yl/o,yz/o.....,yw°

o/o

A . A A A
~Célculo de y, ,,. A continuacién, célculo de Yosr¥asrree o ¥pe1/1

a . . A A
-Célculo de Ye1/t-1° A continuacién, célculo de Yese-1'Yee1/t-1"

"
ceeeYiip-1/t-1
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A . A
-Célculo de y, ,, (que ademas de y, , . ,, dependerd de yi  _,.
A A
""'y;/t-p' 0 lo que es 10 mismo, de Yesterrcco Yy pope QUe

ya habremos calculado previamente). A continuacidén, calculo de
A A A
Yesr/eYeaz/er oo Yeap/t

TEOREMA 1V.2.1 (Generalizacién del filtro de Kalman para el
tipo de modelos que estamos considerando).

Para el problema IV.2.1, se obtienen las si-
guientes ecuaciones recurrentes: :
4

~ A A A
yt/t’yt(lt)'(I’Dt"t)(“tyt-1/t-1‘ifl BytYe/e-g)*De2e
(PARA t=p,p+l,....,T)

A A
CON: ( Yo/-1%0y = yO/O-(I-Dono)MOODOzo

A A
Y1/0™®1 Yy =(1-DjMy)my 4Dz

A A A
Y2/0"Y2/1™®2 * Vg p%(1-DM;)my+D52,

<
a A A A
Yp-1/0"Yp-1/17"**"*Vp_1/p-2"%p-1 * Yp-1/p-1™
=(1-Dy_ Mo dmo_1+D, iz

L i

- ' -1

siendo D= I t/t-l"i(ut zt/t_lnt+vt)
te/e-1"A £ oee1/e-1hetRye
-1
9 s/t Teste1m Tese-tMeMel gseaaMitVe) Moy

=5.: L

= b3 =
CON I UIREPYIL PYRREEP p-1/p-2

= M x
o/-1 so' 1/0

L
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.
) A -1 A P
Ademas Year/e2(T=By a1)  (Ap i¥e/e* (L, By, t~1yt»1/t~1 Y
A 1-B B )‘1(5 v ; B
Yeo27t=(E7By t427B2, te2 te2Vts1/t" 12371, t42

kY )
d Yes2/te2-1

A P -1 A
L Yeupre=t1- if1 Bi tep) AtepYtep-1/t

DEMOSTRACION:

Supongamos que hemos calculado yC/t 1'yt/t 20
.....y‘/t -p También conocemos zt/t ,=E [yt Ye/t- 1] [yt Ye/t- 1]

En el periodo t, recibimos la observacién adi

cional zt’”tyt’vt'

Como en el teorema III.3.1, tenemos:

A
eseVese19e [zt'gt(lt-l)] “Elye)
)<M,
Tect)*MYesea

A A
E o {zy-2 (I 1)) =B (M (ye-Ve pg)+vyd
A A A ~
* Yy [zt'zt(lt-l)] =3 [ ¥ (1, y) ] =E ¢ Y +Iyz I ’2':'[ ™
A
'zt(It-l)]

en donde zy;: T t/t-l“é

[22:M T t/t- 1M +V , como en el teorema I1I.3.1.

Por tanto:

A
;t [zt°;t(1t-1)] 'E(yt)’nt[ zt’"tyt/t-J , en donde
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D,=

t* Tee-atMeMe ZeseaMetVe e

Queda:

A L) A A
Yese¥e/e-1*De (2e-MeYy e )= (1-DeMIy, /o 1*Dy 2y

Consideramos ahora el sistema (Z.1). Tomando
en los dos miembros esperanzls condicionadas a I -1 Y tenien
do en cuenta que yt/t " yt/t 40 queda:

A 4 P A
Yi/e-1"Vese-1 MY i1/e-1t (L NPT W NRPNETE N RSN

A A
- yt'yt/t-l'kt(yt-l'yt-x/t-l)’ n, (como en el caso sin

expectativas)

b

» +Rt

Lejea1™Ae b oeoy/eaipe

A A A A A
YeYese Ve Ve e-17 D0 2 MY eo1 Ve Ye/eo1PeMe (e -Ye/eo1)-DeVe

v )~in

tMe L etV

* Tt Teseerm DeseaaMi t “e/t-1

Por tanto:

ityt/t ;)+D 2, (PARA t=p,pel,...,T)

tot

A A
Yese=(I-DeM Ay, 1/ea*

I B
i=

A A A
Calculemos ahora yt+1/c' yt+2/t"""yt*p/‘ -

(suponiendo que t+p$€T)
A A Y
Si no es asi, calculamos yt+1/t'yt¢2/t"""’yT/t)
De acuerdo con (2.1):

P
YeerRea1¥er Iy By ee1¥ie1/te1-it Mte1
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Témando esperanzas condicionadas a It' en los dos miembros:

P
Yier/t A BT T By ¥ a1/ te1as”
A P A
Ara¥eet (B eaYee1/taa
P
o Vi1 Vi o =(1-B (AL Y. ,+T B
t+l/t 7 t+l/t 1,t+1 tedV e/t 2y Ti,tel
v )
Yee1/te1-y
Analogamente:

P
Yer2™hee2¥ea1? iEIBi.t+2y€+2/t+2-i+ Nt+2

= Yiez/t™Aea2Yte1/e*B1, te2Y a2/t B2, te2Y a2/t ?
P
L By teYie2/tez-y
o lo que es lo mismo.
p

(1w - -1 A I A
(1-By te27B2, 1e2) " Ared¥earse® (23 B1, tedVta2/tea-t)

A
Yee2/t=Yte2/t
En general, para K¢ {1,2,....,p}

B

Yook Ae kY . f ¥ +N
t+k™ tek? tek-1 z 1,t+kVt+k/t+k-1"7 Ttk

P
b3

k
-
* ol By kY Tak/t ey Bt tekY Tek/ tek-t

i=l

K p
-1 A A
By otak) (AL Ve ko1/tt kel Byt Ve e y)

- -
Yiek/t™PeawY tek-1/t

* Veuse =0 iy
Al igusl que hicimos en el apartado 5 del ca-
pitulo III, vamos a ver que es posible quitar la hipdotesis de
:ormalidad, pero a cambio tendremos ‘que sustituir y;/t-i por -
yt/t—i' con lo cual el sistema ya no sera, en general un mode-
lo con expectativas racionales. Estudiaremos este caso en el -

apartado siguiente.
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3.- EL PROBLEMA DE ESTIMACION EN MODELOS EN QUE APARECEN ESTI-
MADORES LINEALES MINIMO CUADRATICOS EN LUGAR DE ESPERANZAS
CONDICIONADAS.

PROBLEMA 1V.3.1:

Consideramos el modelo:

(3.1) y"Atyt-l';El B para t=p,p+l,....,T

A
1t¥e/t-1* ne ¢

con el sistema de observacidn:

(3.2)  zy=Myy,evy para t=0,1,2,....,T

Suponemos que yo'yl"""ypql'“p' “p-l"""n T
VgiVyseeessrVy SON vectores aleatorios, mutuamente incorrelados,
tales que:

En, =0 R E “t“i'at (para t=p,p+l,....,T)

Ev_=0 . Evtvésv

t (para t=0,1,2,....,T)

t
Ey,=m, ’ E(yt'mt)(yt'mt)"st (para t=0,1,2,...,p-1

En este caso y;lksz(ytllk), con Ik=(zk,zk_1....,z°)

Se trata de encontrar el estimador lineal mini
mo cuadratico de Yoo dada la informacidn It’

PROPOSICION 1IV.3.1.

Sea z-Cx1+D;3(y1)+u

en donde z.xl,xa,u son vectores aleatorios, C,D son matrices -
de constantes

hd Q(yl,ya)sc?zl(yl.y2)~D§3(y1)
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Suponemos que el vector u tiene media cero y es incorrelado

con y,,¥,-

DEMOSTRACION:
Vamos a apoyarnos en la proposicidén 11I1.3.3.

Por el corolario 5:
A A A A -
2(yy .y )=2(yy)+2 {y,-y,(y,) | -2

A"
Sea yz(y1>-y2-§2(y1). Por el corolario 2, es
incorrelado con y ¥ también con 92(y1).

A A A3
Por el corolario 3: Z(yl)-Cx‘(yl)*Dx (yl)

7\
Ademas:  Z(y,)=Cx!(¥,)+D f?@(yl)] (¥v,)

-

2\ -1
[ £3<y,)] (7,)=%3 Z;ayz. z Vs

yz(yl) =x3, ya que
T 43 v =0
x“(yy)ylyy)
Por tanto:
A A - -
2(y;.y,)=Cx (v )+Dx 3 (y )+ CRY(Fy (v, ))+%3-Z =

A
= Ry R 3,3 ] pR3y0ecR (yy v )4 0R 3y )

TEOREMA IV.3.1.: (Generalizacién del filtro de Kalman para -
el tipo de modelos gque estamos considerando)

Para el problema IV.3.1 se obtienen las siguien
tes ecuaciones recurrentes:

" )=(1-D.M )(A,¥ 5 5,5 )+D
Yese=Yy (Ig)=(1-D My ‘Atyt-l/t-l*.uz' 1tYe/t-17""e 3%

(para t=p,p+1,...,T)
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A A
con Yo/-1"Mo *  Yoso=(1-DMo)m 4Dz,
A - A
Y1/0"™ Yy/1=(1-DyMy)m 4D 2y

A A A
j Y2/0"¥2/1"™p T ¥py2=(1-D M,)m,4D 2,

A A A .
Yp-1/0™Yp-1/1"****Yp_1/p-2""p-1 * Yp-1/p-1"
N
« (I-D,_M__))m 1D, iz,
. = 0 ' -1
siendo: Dt T t/t—l"t (Mtt t/t-l"t*vt)
Tese-1"Ar Iear/e-1ft * Ry
, -1
Lo/t Lefeer Tese-tMb Mg TogpeaaMpsVe) M Tyjey
oS - S I
con Lo, 1%Soi oSy Fa/1Saeeeeer T pli/p-2”
:Sp_l
Ademés: ¥ (1-B LA, .y : 3
emas: Year/e= (3B to1) ALYt (B2 By te1Vter/ten-s)
A P B )-1 A
yt*p/t'(x-if, Tt AtepYtap-1/t
DEMOSTRACION:

Procediendo exactamente como en el teorema Iv.
2.1. llegamos a que:

A A
Yese=(I1-DeMe )Yy 14Dy

Consideramos ahora el sistema (3.1). Aplicando la proposicién 1IV.
3.1. obtenemos:
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P

A A A
Yesta1AYe-1/t-1" I BitYyseog COmO en el teo-

rema IV.2.1. Asi obtenemos lasiﬁksmns expresiones paral t/t-1 Yy

Te/es
Queda, por tanto:
A A P Iy
Yese=I-DMOAY g et (I BieYese-1)*De%e

(para t=p,p+l,....,T)

) A A A
Calculemos ahora yt+1/t'yt+2/t""“"yt+p/t

. A A
&
(suponiendo que t+p£T. Si no es asi, calculamos ytwl/t’yt+2/t'
"""yT/t)'

De acuerdo con (3.1)
P

A
Year®™Aea1Ye* (I By te1Vte1/te1-4% Nte1

Aplicando la proposicidn anterior

A
Bi te1Yte1/te1-1

P
A -1 A

- =(I- I
Yeor/eI7By te1) T AeaaYeset o,

A A P
Yeer/t™PeerYeset (L,

A
By te1Vta1/te-1)

En general, para k=1,2,....,p
P

B

A
Yeek™PrakYtek-1* ,Z‘ 1, tekY tek/tek-1" Ntak
i-

A k

A
Yeek/t A v tek-1/8% )

A
By, tekYtek/t*

P A
+ I 51,t¢xyc~k/c»k-x
imket

A k -1 a
2 Yokt By e PraYeek-1/t"

P A
* i-EH Bi R c+kyt+k/t+k-1 )
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COROLARIO:

Si los vectores aleatorios yo'yl""’yp-l'
npr M peltttiite Np» vo'vl""'VT son normales al verificar
se que y;/t-i'yt/t-i' el problems IV.2.1 y el IV.3.1. coinci
den. Los resultados dados por los teoremas IV.2.1 y IV.3.1,

tambien coinciden.

4.- EL PROBLEMA DE ESTIMACION CUANDO EL MODELO INCLUYE VARIA-
BLES DE CONTROL. CASO DE RUIDOS GAUSSIANOS.

PROBLEMA 1IV.4.1,

Consideremos el modelo:
P

(4.1)  y =Ay,_,+ if1 By ¥3/e-1*CeX¢*N ¢ (Para t=p,p+l,...,T)

con el sistema de observacidn:

(4.2) zt-thtovt (para t=0,1,2,...,T)

Suponemos que yo'yl""'yp-l’ np'“pol"“"“?'
vo.vl,.....vr son vectores aleatorios normales, mutuamente inco

rrelados, tales que:

En,=0 H E nng=R, (para t=p,p+l,...,T)
Ev‘-O B Evtv“-vt (para t=0,1,2,...,T)
Eyy=m¢ i Elygmm)(yy-me)'= Sy

(para t=0,1,2,....,p-1)

En este caso y;/k-E(yttIk) con Ika( 2y Zy g

cerees Zga XKoo Xy gaeee)
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Se trata de encontrar el estimador lineal -
minimo cuadratico de Yoo dada la informacién It'

TEOREMA IV.4.1.: (Generalizacidén del filtro de Kalman para -
este tipo de modelos).

Consideramcs el problema IV.4,1. Suponemos,
ademés, que las variables de control x, son de la forma: Xyma,+
*-i(lt_l), en donde a , es un vector constante y f(It_l) es el

subespacio vectorial generado por It-l'

En estas condiciones se obtienen las siguien
tes ecuaciones recurrentes:

A A \ A [ A
Yese¥ellgi=(I-D MO A yea* (Ey BieYesees*CeX/eo1)4De%e

i=1

(para ts=p,p+l,....,T)

siendo Dt’ zt/t-l' zt/t Yy las condiciones iniciales analogas
al teorema 1V.2.1.

Ademés:

A -1 A 4 A
Yeer/e= 1B eon) [ AeatYeset (B By te1Yee1/ee1-1"C e B [It%
N ,

.y -1 - A A
Yee27e* 181 101782 t42) [Anzytu/t* I3 BitedVte2/te2-1*
*Ct*ZE(xt+2|Itﬂ
N : 1l 3 c 1 ]
yt+p/t'(1' ;£| Bi,t+p) At+pytop-1/t' topz(xtwpl t)
DEMOSTRACION:

Es exactamente igual que en el teorema IV.2.1.,
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sélo que ahora:
P

T n
Ye=AYeo1* et BieYi/e-s*Ce¥et ¢

- A A ; A
- -
Yesear™M¥eaa/eaa® L BieYe/ees*Ce¥isea
Andlogamente:

P

Year*Aea1¥e* L By te1Yte1/te1-1*Cta1®te1" Nt
SATRYISLINLIS MRS L % By te1¥ta1/te1-1"Cra1 E(Xe 1 1T

- ) =(1-B )" $ : ¥ c,  E( I i]

Yeer/e%' 4781 ta1 lf\ulyt/t’ Ip Bi,ter¥ee1/ee1-1CeanB X 11y

p
Yee2® ee2¥ea1® I By eia¥ii2/te2-17Cra2 te2® Mee2

jel
+ Yie2/t™Ate2Yte1/¢%B1, te2Vte2/t B2, a2V te2s et

4
I al.tozy;¢2/t¢2-1’ct¢2£(xt»2IIt)

i=3

Por tanto: ’

A -1 A A
Yeoase=(1-By 242782 142! [“uayul/z‘ 81, te2Yte2/te2-1"

‘ct¢2s(xt+2llt)]
k

-
En general, paras k=1,2,....,p ytok"t»k’tok—l’ ;Elsi,t¢kyt~k/t+k-i'

*Crakc®tek® N Lok

K

3
"y;ok/t'At+ky;¢k-1/t’~lI' By, tekYiek/t* ‘.f.‘ax.ukyt.k/t.k-x‘

*CoaEXp ! Iy)
Por tanto:
A k 1 » P A
- +
Yeokse =(1= I By pop) ["t.kyukq/t’ reberD1, tokY tek/tek-1

oct’kt(xt,kllt):‘



CAPITULO -V
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EJEMPLOS Y CONCLUSIONES

EJEMPLO 1:
T 2
MIN E, I N
lea2 ¢

ny =By “2»1/:-1"“ t“1«"7mt'wt (para te=2,3,...,T)
en donde: con fl 1dndo
ng:es la tasa de inflacién en el periodo t (es. por -
tanto, una variable escalar).

m, ies la tasa de variacién de la oferta monetaria en

el perfodo t. Es la variable de control, también escalar.
vt:perturbaclén aleatoria en el periodo t. Suponemos

qQue v2'v3"""vT son variables aleatorias mutuamente incorre-

ladas,de media cero, y varianza [ v idénticamente distribuidas.

B;,A,C: son numeros reales dados.

Vamos a resolver el problema, aplicando el teo-
rema 11.5.2. Tras un analisis general, daremos valores a los plré
metros, simularemos 10s ruidos y calcularemos la solucidn.

| PARTINOS DE : B,,A.C, 2=0, K=1, b=0,T conocidos |

Seguimos el orden de chlculos que hemos g:ﬂnlt-
"
do a continuacidén del teorema. En este caso S;t.al; At-A; Ct-C.
siendo numeros reales.

Hacer

S741°0
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HTll

GT- A

Gyp= -

[
51
T

RTtO

R, m=0

1T
PTIO )

A
FpeGp= - 7

hT-gTertsTszlo

A
Fpo1=Gry= - 7

Rp_1=8p.y =Ty =Sy =Ty =0
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RtHO
R0
Pt-O

A
Ft-Gt- - U
htcgt-r‘-st-ftlo

POR TANTO:
B =F G A
Me=Fe Meo1®0p Mey™® = & Ny

Ademés, como se demuestra en el teorema 11.5.2,
al utilizar ese control, la evolucidén del sistema controlado, -
vendré dada por:

[“t'Ptnt-l"t’vt'vt] , para t=2,3,....,T
y el valor de la funcién objetivo en el dptimo, seré:
V,(neE, T ve 1 E (v3)m(1-1)
- v,s 2 v - - :
2 1 1 te2 t te2 17t v

Los resultados obtenidos merecen algunos COMEN-
TARIOS:

1) La solucién del problema coincide con la que se obtendria
en el mismo sistema, sin que aparecieran las expectativas (es
decir, con B;=0 )

A
me=Fy Meo1™CeMen
Este resultado tiene explicacidn: como hemos

visto, Vt=2,3,...,T la evolucién del sistema controlado viene
dada POF: M =Vy = My 1%V, g
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=E ( Vt‘I =0

-
- ft/t-1 t—l)

E ( lx, ) =0

-
nt+1/t-1"" Wil

luego las expectativas son cero. Esto es asi porque desde el -
periodo 2, al utilizar el control éptimo, el sistema alcanza el
valor objetivo cero, salvo perturbaciones aleatorias de media
cero.

2%?) La solucién del problema es independiente de T .

El significado de I' es que, para t=T, periodo
- -
final, NT+1/T-1%TNT/T-1 pero, como hemos visto en el comenta

rio 1').11,}/.1._1:0 - “"r'¢1/7-1‘°' y T no juega ningin papel.

A continuacidn vamos a plantearnos diferentes
posibilidades sobre CAMBIOS EN LOS PARAMETROS DEL PROBLEMA, pa
ra estudiar en qué medida variara la solucidén obtenida:

12) Supongamos que K=D , O, en lugar de ser K=1l,

Esta modificacién no influiréd en la solucidn
del problema.

Si revisamos las operaciones que hemos reali-
zado anteriormente para la situacién inicial (con K=1), D apa
recera multiplicando y dividiendo en los célculos de Gt'Glt Y,
por tanto, no influira. El resultado es lbégico ya que, para -
D >o0,

T
MIN E, 1 Dn E =D(MIN E, ; “5’ y el valor de las varia

t=2 t=2
bles de decisién ?ue permiten alcanzar ese minimo es el mismo
2

que para MIN Eltfg“t B
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2%) Analicemos shora qué ocurririas si en el sistema aparecie-

ra un nuevo sumando: B r\z/t-l' con B#O, B#l.

Como hemoa visto en la proposicién 11.2.1, en
este caso hay que utilizar
~ B - A ~ ¢
By= =E A=y—g ; C= 1p + en lugar de B, ,A,C,
respectivamente.

Obtenemos por tanto, Vts=2,3,....,T

" A

G_-A__ITB_ A

t “g‘ -€t_ "t
-8B

~ 31
G, .= ~ 51 .' i = Bl
1t T T - T
B
Rt'th'Pt.o

A A A
Feuy= =T = M= - R

La evolucién del sistema controlado viene dada por: Me=Vy-

Luego la solucién es la misma que para el problema inicial.

E1l resultado es 16gico ya que, como hemos ex-
plicado en el comentario 1t) n ;/t_lso. Yt=2,3,....,7T

3t) Supongamos ahora que .t-liO. y bt-blo. Yt=2,3,...,T

Entonces: at-l-‘t “t-l‘ft' en donde los valo-
res F‘ siguen iguales al caso inicial pero los ft ya no val--
dran cero. Vamos & calcularlos:
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PARA T hT:a
b-a
8= - T
PT-.
ST=8
-B
£ . _b-a 1

(&)
o

]
»
-

Tt Tt Tl

[PAnA t-z,a......r-;J

ht'a

b-a
8e* - T
rtsstaa

b-a B a

=T+

Por tanto:
-B
A A b-a 1
Pt EMer s Tt Tl
A A b-a 1

mtI—Eﬂt_l-T-—T a , para t=2,3,...,T-1

La evolucién del sistema controlado viene dada por:

ntsa+v para t=2,3,....,7

t ’

Si a=0, b#0
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A b
> M= - T n t-1" & 'Gt n t-1*8¢ , para t=2,3,...,T

y la soluciédn al problema es la misma que si no apareciera el
sumando con la expectativa de la inflacién (O sea, si 31-0).

Si ad0
A

» m,=G, n, ,+f,, para t=2,3,...,T, con ft“c (su-
poniendo que 31#0)

Veamos por qué:

w=2,3,...,T, el sistema controlado evoluciona se-
gun:

N =asv ¥t=2,3,....,T

t ,
> N ga1*3*Veg , ¥t=2,3,....,T-1

= nte1/t-1"F ‘_"culzt_l] -a
[ ] L ]
Por otra parte, por hipétesis: "Tol/T-l'r"T/T-l =
=T a

Luego la solucidn Sptima coincide con la del
siguiente sistema sin expectativas:

Re=A M gtCmye gty
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b*Bla , para t=2,3,....,T-1

en donde g , = b+B,ra , para t=T

4%) Supongamos ahora que, con respecto al problema inicial, -

B At'ct varfan en el tiempo.

PR A

Entonces, Vt=2,3,...,T

-
(g

Ry=Ry¢=Py=0
Ay
Fy=Gi= - &=
t
A At
Por tanto: mt'Ft "L-I'Gt My 1= - C_; L Y

En tal caso, la evolucién del sisttema viene -
dadapor: n=v, ¥ el valor optimo de la funcién cobjetivo si-
gue siendo V,(n ,)=(T-1) g,

52) Veamos que si cambia la dimensién de Ny varia totalmente
la forma de la solucidén y su manera de calcularla.

Supongamos que n, es de dimensién 1nxl

Partimos de B1 (nxn); A(nxn); C(nxl1l); a=0; Ktsl(nxm). b=0T ,
conocidos,
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HT- KT-I

Gp= -(C'0)7CA

-1,
Gyp=-(C'O) 7 e,
Rp=A+CGy=A-C(C'C)"1C A

. -1
RITtBIQCGrr-Bl-C(C c) C'By

perc, en general, R, R,y no serin cero.
1 0 1
Asi, por ejemplo: Sean A= (o 1) ; C= (1)

- RT-A+CGt-A-C(C‘C)'IC'A-(.ﬁ - :)

PT'(I'RlT r )'1RT que, en general, no seréa cero.
Fp=Gp+GyaPraiPy

En general: Ht variaré con t = Gt' Glt varia
rén cont = Rt' th, Pt vnrilrin'con t y, en general, no -
serén cero. Fc variard con t y, en general, serad distinta de
Gt'

Vamos a resolver, en concreto, el siguiente -

problema: 50
”

T n2
MIN £1 t.zﬂt

1
y - =
e %n te1/t-1t % fg-y*(1+ § Ime+v,, para t=2,3,...,50

j ﬂ1-12
Para cada t, Vt-N(O,l). siendo VaiVareeesVgg in
correlados.
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De acuerdo con los razonamientos previos, el control dptimo se
obtendra de la siguiente forma:

(L) \ t

m= - 4% T nt-l , t=2,3,....,50
y la evolucidén del sistema controlado vendra dada porn =V
t=2,3,....,50

Hemos simulado con ordenador, valores para
las variables Vo de acuerdo con las condiciones del enuncia-
do y hemos obtenido para el control optimo los resultados que
se recogen en el grafico 1. Los valores de la variable de es-
tado, correspondientes al sistema controlado.‘aparecen en el
grafico 2.



- 200 -

GRAFICO 1

e:’laf\/\,/\/\/\ AN ¥
1 1L A I AL

-2.2}

-2.0}

-3.7}
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3.8}

7.5

6.8

4.3

3.8

GRAFICO 2
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EJEMPLO 2

hd
2 2
MIN Ej We E; 2 (v,,-8,)%(y,,-a,)
t=2

= + +

b

Yot 21 Pz2/\YE va1/t-1) \%21 222/ \Y2 101

(Para t=2,3,....,T)
CON ¥y1,1=V¥1,1
Y2,1* Y21

en donde:
Yi¢i es la tasa de inflacién en el periodo t.

th: es el tipo de interés nominal, en el periodo t.

(yu,y2t son las variables de estado)

m: es la tasa de variacidén de la oferta monetaria. Es
la variable de control.
Vig.: son vectores aleatorios normales, de media cero

v2t y covarianza 621 serialmente incorrelados.

Interpretacidn del problema.

Es bien conocido en Economia el hecho de que exis
ten correlaciones intertemporales significativas entre
la tasa de variacidén de la oferta monetaria y las variables
tasa de inflacidn y tipo de interés nominal. Una interpreta-
cién es que la autoridad econdémica controla, con bastante
aproximacién, la tasa de variacidén de la oferta monetaria
y ésta tiene efectos sobre los precios, tanto contemporanea-
mente como a lo largo de un n? de periodos. A su vez,

(Vlc) Pr1 Do\ Y1, ter/e-1\ /B11 212\ [Y1,e-1) (G2 {V1t
me

2t
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el tipo de interés nominal es la suma del tipo de interés
real (que se supone aproximadamente constante), y la
tasa esperada de inflacién. El1 sistema anterior sugiere
que tanto la tasa de inflacién como el tipo de interés
nominal dependen: 1) de su propio pasado. 2) de las expecta-
tivas de sus valores futuros. 3) de la actuacién de 1la
autoridad econémica. 4) de shocks exdgenos.

El significado de 1la funcién objetivo es
que se penalizan las desviaciones de 1las variables de
estado de los objetivos prefijados 8,y e, respectivamente.

Con el objeto de llevar a cabo simulaciones numé-
ricas, vamos a concretar los valores de los coeficientes, de
los objetivos prefijados y del horizonte temporal:

MIN E, W= E, (¥1¢-5)"+(y5=3)

t=2
)
(y1c) _(3 o) (Y1, vea/e-), (% °) (yl,t-l . (1) I A
t
Yaol \O %) \¥3 tha/ecaf \O A/ \Ya,eaf 2 v
(para t=2,3,....,40)

CON =10

1,1
¥,1%10
siendo (Vlt) : vectores aleatorios normales, de media cero
Vat y covarianza 1, serialmente incorrelados.

Vamos a resolver el problema utilizando el teorema
11.5.2. Una vez obtenidas realizaciones de los procesos de per-
turbacién, podremos calcular los valores de mt y de las varia
bles de estado para el sistema controlado. Antes de analizar los
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resultados numéricos obtenidos, vamos a plantear algunas cues
tiones que nos parece interesante estudiar.

1) Cabe observar que el sistema comienza en un es
tado diferente el que queremos llegar, por lo que tiene senti
do preguntarse:

i) Si podremos llevar el sistema cerca de los va-
lores objetivo prefijados para cada variable de estado. Notese
que ylt's' th-a serfa la solucidn que minimizaria la funcién
objetivo sin restricciones. Sin embargo, la existencia de res
tricciones hard, en general, inaccesible tal solucidn.

ii) Si existe punto de equilibrio (estado estacio
nario), para la parte determin{stica del sistema controlado.

i1i) S1 el sistema controlado es asintoticamente
estable, ya que si existe estado estacionario y el sistema -
controlado es asintéticamente estable, al sistema convergera
al estado estacionario, que en general sera distinto del (5,3).

iv) Si el sistema converge, (A qué velocidad?. Es
decir ;Cuéntos perfodos tardaremos en estar "suficientemente"
cerca?.

v) La relacidén entre la distancia al estado al -
que se tiende y el tamafio de los shocks exdgenos del sistema

2) Efectos que sobre la solucidn, tiene la modi-
ficacién de algunos parametros del sistema. En particular:

i) Cambio en los coeficientes de la variable de

control mt. Si se incrementa, por ejemplo, la primera compo-
nente del vector coeficiente de M, estamos incrementando el
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efecto de mt sobre Yige por lo que se necesitara, por una par
te, una intervencidén menor de la autoridad monetaria para con
seguir un objetivo determinado en Yigr pero, por otra parte,
esa menor intervencidén hara dificil el logro del objetivo de
Yau- Si por el contrario, hacemos prioritario la consecucién

del objetivo de y,,, entonces el mayor coeficiente de m, en

t
la variable Yot puede producir cierta inestabilidad en el --

sistema.

ii) Cambio. en la matriz de coeficientes de las -
expectativas, para permitir la posibilidad de efectos cruza-
dos entre Yigr You-

La Teoria Econdémica sugiere que si la inflacién
esperada sube, ello provoca una subida en los tipos de inte-
rés nominales, por lo que nos plantearemos el caso en que la
matriz vale % 0

(x 1/4)

iii) Los coeficientes de m, varian en el tiempo.
Es decir, el efecto de la variable de politica varia en el -
tiempo.

iv) Comparacién con el caso en que la matriz

b b12 fuera cero. Es decir, con el caso del sistema

11
b sin expectativas.

LTI 22

Para el problema dado, hemos simulado las pertur
baciones aleatorias, en las condiciones del enunciado, obte-

niendo para m control éptimo, los valores que aparecen en

£

el grafico 3, siendo los valores de Vi del sistema con

Yat
trolado, los que aparecen en el grafico 4.

La evolucidén del sistema controlado viene deada -
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GRAFICO 3
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3.8
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por:

yt’Ptyt-l*st*vt

t
por los parametros del problema. En los listados observamos

en donde las matrices Pt y los vectores s, vienen determinados

que se estabilizan en los valores:
pe [ 0-29 -o.1s> . eaf 982
-0.36 Q.18 2.36
por lo que podemos calcular el estado estacionario (o punto

de equilibrio) de la parte deterministica del sistema contro

lado: y,=Py +s, obteniendo =-_ (6.48\ . Ademas, los autova-
toTtl ¥=10.03
lores de P son A 1-0 H A2=0.47 (son menores que unoc en va-

lor absoluto), por lo que el sistema es asintdticamente es--
table, lo cual quiere decir que cualquiera que sea el estado
inicial, el sistema controlado se aproximara al estado esta-~
cionario, exceptuando la influencia de las perturbaciones --
aleatorias.

En los resultados vemos que en el periodo 2 (el
primero en el que se actla sobre el sistema), el valor de la
variable de control es grande, en valor absoluto, (hay con--
traccidén de la oferta monetaria), con lo que se consigue lle
var al sistema cerca del estado estacionario ya en el perio-
do 2. En los demés periodos parece que la variable de control
sélo contrarresta los valores de las perturbaciones
aleatorias (hay acomodacién de 1la oferta monetaria)
y el sistema controlado se mantiene en torno al valor
que ya alcanzaba en el periodo 2.

Observamos también, a la vista de los ruidos
que hemos obtenido, que desviaciones mayores o© menores
del estado estacionario se corresponden exactamente
con valores mayores o menores de las variables vt. Por
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otra parte hemos hecho otras pruebas para diferentes
covarianzas de 1los vectores Vi oy
lugar de 1, notando que el efecto sobre el sistema consiste

de la forma «I, en

simplemente en ampliar esas desviaciones sid? 1 y disminuir-
las si <1 sin cambiar en lo demas, la forma del gréafico.

A continuacién vamos a estudiar los casos
sefialados en el apartado 2).

i) A la-vista de que en el caso estudiado
anteriormente, 1la variable de estado ypy Se aproximaba
al valor estacionario 0.03, en lugar del valor 3, objetivo
prefijado, y por tanto gquedaba por debajo de 1lo que
deseariamos, nos planteamos el caso en Qque se incremente
el efecto de m t sobre Yop » aumentando su coeficiente
en el sistema, para ver si de esa manera nos podemos
aproximar mls al objetivo prefijado.

Por tanto, modificamos el problema original, cam
biando (i ), coeficiente de m,, por (g). Los resultados que
hemos obtenido, para los mismos ruidos que han aparecido en
el caso anterior, aparecen en los graficos 5 y 6.

En este caso la evolucidn del sistema controlado
viene dada por
y:'Ptyt-l*st'vt

Las matrices Pt’ y los vectores st se estabilizan en los va-~
lores:

pa [ 66 =11 s_(z.n)
-.36 .06 2.98

i1) Caso en que hay efectos cruzados entre y,,.

Yot
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GRAFICO 3
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GRAFICO &6
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Suponemos que cambiamos la matriz de coeficientes

de las expectativas teniendo ahora % 0 , en lugar
(Js 1/4)
de % o] . Volvemos al vector (i ) como coefi
)
ciente de L

Para las mismas realizaciones de las perturbacio
nes aleatorias que en los casos anteriores obtenemos los re-
sultados, que aparecen en los graficos 7 y 8.

En el grafico 8 se observa, a diferencia de los
casos anteriores una gran correlacidén entre Yigr Yop© Se ve
que Yor "va siguiendo" a ¥4t con un poco de retraso.

El estado estacionario es, en este caso, i-(:'i;)
El sistema controlado es, ademas, asintéticamente estable: -
Como en los casos anteriores vemos que hay una fuerte contrac
cién de la oferta monetaria en el periodo 2 y acomodacidén en
los demas periodos. El sistema controlado se aproxima al esta
do estacionario desde el perfodo 2.

iii) Caso en que los coeficientes de m, varian -
en el tiempo.

Hemos estudiado, a) caso en que los coeficientes
, es decir, disminuyen en el tiempo. b) Caso en

- ol

que los coeficientes aumentan en el tiempo, siendo (

1-1/¢
1-1/t

En ambos casos hemos obtenido que el sistema con
trolado no cambia con respecto al caso de coeficientes (i) Yy
que el control optimo, en este caso es:
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m = -3 m,, siendo m,, control déptimo para
t ct t t
el caso de coeficientes (i) y siendo c =1+ % , en el caso a)
1
c,= 1 -3, en el caso b).

Se obtiene, por tanto, un resultado de neutrali-
dad, en el sentido de que estos cambios no influyen para na-
da en los valores de las variables de estado.

iv) Caso de que en el sistema no aparecieran expec

1279217022
te un problema habitual de optimizacién dindmica lineal cuadré

tico.

tativas, o lo que es lo mismo, bll'b =0, Estamos an

Expresamos los resultados en los graficos 9 y 10

En este caso el sistema es asintoticamente esta-~
4.89)

ble y el estado estacionario es ¥y = (3722

Hay que destacar el hecho de que, a diferencia de
los casos anteriores tiene que haber una expansidén monetaria
mantenida.

Para terminar con este apartado queremos comen--
tar el caso en que el sistema es

) 1,

() (Y1t £ 0) [¥] ta1/t-1) (% O) (Y1t ! Vi)
y “\o %) \v3 o %/ \y * Ly ™ty I
2t 2,t+1/t-1 2,t-1 2t

(simplemente hemos cambiado a22, poniendo %, en lugar de 1/4).

En este caso el sistema controlado evoluciona se
gan la ecuacién

ytsPcyt_l-rst#vt
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% -% /4
% % st-\4 , para cada t

Prescidiendo de las perturbaciones aleatorias Ve
y, partiendo de unas condiciones iniciales §11=A ; §21=B. -
para el periodo 1, vemos que:

e ) () (2] -

>
w

+4

4

N|“’

]

>
+
1S

<
w
]
(
L3
)
b
>
]
w
+
»
b
“{>
(
w
+
IS

3
N
[+
i
>
+
E
b
A{m
|
>
+
b

yt’)'3=y2. yt73

Estamos claramente ante un sistema no controlable
Si en el sistema dado exceptuamos las expectativas y las per
turbaciones aleatorias, nos queda el sistema

3,
yiel (2O V1,01, (1

(l.) =

Yae) \O % Y3, ¢-1
La matriz (\i)’(é g) (}}) = (i E) tiene

luego es un sistema no controlable. Es posible, por tanto, -

rango 1

que exista relacidén entre la no controlabilidad de este sis-
tema (*) y la del sistema (**), aunque no tenemos resultados
tedricos que nos lo aseguren. Es un problema que queda abier
to.



CONCLUSIONES

Nuestro trabajo, en 1la linea de los articulos
de Aoki-Canzoneri (1979), Chow (1980), Driffill (1981)
y Buiter (1983) y en contra de la idea defendida por
Kydland y Prescott (1977), «confirma que los métodos
de control éptimo si son aplicables a sistemas econdmicos
formulados con expectativas racionales, aunque requieren
un tratamiento especial. En algunos casos necesitamos
operar de determinada manera en el sistema y expresarlo
de otra forma adecuada para poder utilizar los métodos
usuales en - teoria de control, en otros casos tenemos
Que elaborar unas variantes especiales de esos métodos
para que se puedan utilizar en modelos con expectativas
racionales,

La clase de modelos tratada en este trabajo
es de gran interés en Economia: Bajo ciertas condiciones,
el equilibrio general de una economia puede obtenerse
como la solucién a un problema de optimizacidén resuelto
por un agente planificador.

Generalmente, se asigna un significado negativo
a las fluctuaciones que 1las variables econdmicas mas
relevantes como tasa de inflacién, nivel de actividad
0 tipo de interés (vector de estado), experimentan alrededor
de sus valores objetivo, 1lo que puede representarse
por una funcidén de pérdida cuadratica como la que hemos
considerado. Por otra parte, en un contexto de incertidum-
bre, el valor actual del vector de estado, dependera
no sdélo de su propio pasado, asi como del control que
se aplique sobre el sistema, sino también de las expectati-
vas que los agentes econdémicocs tengan, acerca de la
evolucidén futura de dicho vector. Todo ello puede representar
se por un modelo como el aqui considerado.



Los principales resultados que hemos obtenido

en este trabajo son los sigulentes:

- Para modelos con expectativas futuras
(aquellos en que el valor de la variable de estado Yy depen-
de de las expectativas y;/t-l e y;+1/t_1):

Se generaliza el resultado de Chow (1980)
para el caso general (sin exigir coeficientes constantes
ni que el sistema se haga estacionario en covarianza
a través del tiempo), eliminando algunas imperfecciones
que aparecfan en su trabajo y que discutimos en el nuestro.
Se demuestra que nuestro resultado es mas general que
el de Chow y que, bajo determinadas condiciones, ambos
resultados coinciden. Se estudia, como caso particular,
la versidén deterministica del problema. Se aplican los
resultados obtenidos a unos ejemplos econdémicos.

Se plantea, estudia y resuelve el problema
de estimacidén, el problema de control y la relacién
entre ambos, en el caso de informacién incompleta. Estos
problemas no aparecen desarrollados en la 1literatura.
A pesar del consenso existente entre economistas en
el sentido de que las series de datos econdmicos tienen
siempre un componente de error de observacidén, es muy
escaso el tratamiento que se ha dado en Economia a los
modelos de optimizacién estocastica con informacién
incompleta.

- Para modelos que incorporan expectativas
de variables actuales tomadas en el pasado f{aguellcs
en que el valor de la variable de estado Y depende

de las expectativas y{/t-l' y;/t_a,....,y;/t_p):

Se resuelve el problema de control ©para
el caso de informacidén completa, con p=2. Se resuelve
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el problema de estimacién para el casco de informacién

incompleta, con p cualquiera.

Entre las posibles 1lineas de trabajo, a
partir de los resultados obtenidos, podemos seflalar:

- E1 caso de horizonte infinito:

Para modelos con expectativas futuras nos
hemos planteado el ©yproblema de control para horizonte
infinito, suponiendo que el problema: es deterministico;

. Y] (s a2 ~v ’E ~
tiene atsbtso. ¥t; las matrices Blt=51; AtﬂA H t=C H Kt=K -
son constantes en el tiempo. Es decir, hemoss considerado el

siguiente problema:
-

MIN V(y,) = Z yiKy,
t=1

~

~ ~
yt=81y“1~Ayt_l*Cxt, con y ., dado.

Hemos intentado resolver eli problema por
dos métodos distintos: el que se utili:za en Bertsekas
(1976) y el que aparece en Gihman-Skorothod (1878). Por
los dos métodos llegamos a una situacidén eni que necesitamos
establecer condiciones que nos aseguren la convergencia
de las matrices Mksiguientes:

'~ - ~ _1~| ~ -1
me( [1- [BoF -@n®HEn3 ) Pk-1.]
'~ M[ L S L ~]] .
[x2] -@nO TR [ n,
~ o~ O~ 1 I~ -1
[ - [Bl+c [ @D EnE ], ]

[ [-(E'HRE)'IE'HRX]]]

con las relaciones de dependencia siguientes::



. N

/Hk‘Pk-l ce e
H, cerean
Mk k-1

H
\Pk/ k\Pk—l"""
—

Pk

problema que no hemos resuelto,

- Para modelos con expectativas de variables
actuales tomadas en el pasado, falta por estudiar el
problema de control en informacidén completa para p?2
as{ como el problema de control en informacién incompleta
para cualquier p.

- Estudiar 1los mismos problemas para el
caso de tiempo continuo. Su interés seria, en principio,

puramente tedérico, ya que, para facilitar su relacién

2
con el trabajo empirico, 1la mayor parte de trabajos
sobre expectativas racionales y su aplicacién a modelos

concretos, se refieren a tiempo discreto.

- Estudiar el caso en que algunos coeficientes
del sistema sean estocasticos.

- Estudiar los sistemas con expectativas
racionales en dominio frecuencia (como en Whiteman,
1983) y estudiar las estrategias de control de minima
varianza, en la linea del capitulo VI de Astrom (1970).

- Analizar 1lineas adicionales de aplicacidén
de la metodologia aqui desarrollada a modelos econdémicos
concretos.
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En cuanto al caso de sistemas no lineales,
el problema es mucho mas complicado (exceptuando 1los
analisis que se hacen a partir de la aproximacién lineal
del sistema). Los métodos desarrollados en este trabajo
no sirven para sistemas no lineales,
no se pueden eliminar

ya que en ese caso
las expectativas de las variables

endégenas , como en el caso lineal. Sobre modelos no

lineales con expectativas racionales hay muy poco hecho,
casi nada.
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APENDICE

PROGRAMAS DE ORDENADOR PARA LOS EJEMPLOS 1 y 2 DEL CAPITULO V.

Hemos trabajado en un crdenador personal IBM, con
512K, equipado de un coprocesador matematico 8087, utilizando
el paquete RATS. Versién 1.11 , 11/30/84.

PROGRAMA PARA EL EJEMPLO 1.

cal 40 1 1
all 20 89,1
eqv 1 to 7
VvV vaux y yaux control conaux f
-
dec vec shock (50)
seed 45
matrix shock = ran (1.0)
do i=1,50
eval vaux(i)= shock (i)
end do i
-
set v 1 50 = vaux (t)
print 2 50 v
eval yaux (i) = 12.0
do i=2,5%0
eval tryl=i
eval try2 =2%i+2
eval try3 =tryi/try2
set £ i i = -try3
set yaux i i = v(i)
set conaux i i =f(i)* yaux (i-1)
end do 1
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set y 1 50 = yaux (t)

set control 2 SO = conaux (t)
print 1 50 y control

graph 1

#y 150

graph 1

# control 2 50

end

PROGRAMA PARA EL EJEMPLO 2.

bma compile 1500 global 500

EXP - 60
OPE - 10
DAT - 200
MAT - 30
GLO - 500
Loc - 10
CON - 50
COM - 1500
cal 4011

all 2% 79,1
clear

eqv 1 to 25

hil hl2 h21 h22 pill pl2 p21 p22 fl f2 ylaux y2aux vl v2 co-~
naux

yl y2 control vlaux vZaux sl s2 hpl hp2 fp
*

dec rect shock (40,2)

seed 20

matrix shock = ran (1.0)

.

do 1 = 1,40

eval viaux (i) = shock (i,1)

eval v2aux (1) = shock (1,2)

end do i
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set vl 1 40 = viaux (t)
set v2 1 40 = v2aux (t)
print 2 40 vl v2

eval ylaux (1) = 10.
eval y2aux (1) = 10,

.

dec vec ¢ (2)

dec rect a (2,2)

dec rect b (2,2)

eval lambda = .50

-

eval ¢ (1) = 1.

eval ¢ (2) = 1,

eval a (1,1) = lambda
eval a (2,2) = .50*lambda
eval a (1,2) = .0

eval a (2,1) = .0

dec rect id2(2,2)
matrix id2 = iden (1.0)
eval b (1,1) = .50
eval b (1,2) = .0

eval b (2,1) = .0

eval b (2,2) = .50

-

dec vec ap(2)

eval alfa = 5,

eval rbeta = 3,

eval ap(l) = alfa

eval ap(2) = rbeta

.

eval hll ((79,1))=1.0
eval h22 ((79,1))=1.0
eval hl2 ((79,1)) = .0
eval h21 ((79,1)) = .0



dec vec hp(2)

eval hp(l) = alfa

eval hp(2) = rbeta

dec vec g(2)

dec vec 88 (2)

dec vec f(2)

dec rect r (2,2)

dec rect rr (2,2)

dec rect p (2,2)

dec vec rp(2)

dec vec s(2)°

matrix g = (tr (a)*(inv(tr(c)*))
matrix gg = (tr(b)*c)*(inv(tr(c)*c))
matrix r = a-(c*tr(g))
matrix rr = b-(c*tr(gg))
matrix p = (inv (id2-rr))*r
dec vec faux (2)

matrix faux = g+(tr(p)®*gg)
eval f(1) = -faux(1)

eval f(2) = -faux(2)

-

dec vec gp(1)

dec vec fpm(1)

matrix gp = (inv(tr(c)*c))*(tr(c)*hp)
matrix rp = c*gp

matrix s = (inv(id2-rr))*rp
matrix fpm = gp+ (tr(gg))*s
eval pll (40) = p (1,1)
eval pl2 (40) = p (1,2)
eval p21 (40) = p (2,1)
eval p22(40) = p(2,2)

eval f1 (40) = f(1)

eval f2 (40) = f(2)



eval sl (40) = s(1)

eval s2 (40) = s(2)

eval fp (40) = fpm(1)

eval hpl (40) = hp(1)

eval hp2 (40) = hp(2)

.

dec rect hold(2,z)

dec rect pold(2,2)

dec rect hnew(2,2)

dec rect pnew(2,2)

-

dec vec hpold(2)

dec vec sold(2)

dec vec hpnew(2)

dec vec snew(2)

.

do i1=1,39

eval c(1)=1.

eval c(2)=1.

.

eval pold(1,1) = pl1(41-i)
eval pold(2,2) = p2{(41-i)
eval pold(2,1) = p21(41-i)
eval pold(1,2) = pl2(41-i)
-

eval hold(1l,1) = hll(41-1)
eval hold(1,2) = hl2(41-i)
eval hold(2,1) = h2l(41-i)
eval hold(2,2) = h22(41-i)
.

eval hpold(l) = hpl(41-1)
eval hpold(2) = hpe(41-i)
eval sold(1l) = sl(41-1i)
eval sold(2) = s2(41-1)



matrix
matrix
matrix
matrix
matrix
matrix
matrix
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hnew = id2+tr(pold)*(hold®pold)

g = (tr(a)*hnew®c)*(inv(tr(c)*(hnew*c)))
gg = (tr(b)*hnew*c)*(inv(tr(c)*(hnew*c)))
r = a-(c*tr(g))

rr = b-(c*tr(gg))

pnew = inv(id2-(rr*pold))*r

faux = g+(tr(pold®*pnew)*gg)

eval (1) = -faux(1)
eval £(2) = -faux(Z2)

-

matrix
matrix
matrix
matrix
matrix

.

hpnew = ap+(tr(pold))*(hpold-(hold®*sold))
gp = (inv(tr(c)*hnew*c))*(tr(c)*hpnew)

rp = c*gp

snew = (inv(id2-(rr*pold)))*(rp+(rr*sold))
fpm = gp+(tr(gg)*((pold*snew)+sold))

eval pl1(40-i) = pnew(1,1)
eval pl12(40-i) = pnew(1,2)
eval p21(40-i) = pnew(2,1)
eval p22(40-1) = pnew(2,2)

-

eval hl11(40-i) = hnew(1,1)
evai h12(40-1i) = hnew(1l,2)
eval h21(40-i) = hnew(2,1)
eval h22(40-i) = hnew(2,2)

-

eval hpl(40-i) = hpnew(1l)
eval hp2(40-i) = hpnew(2)
eval s1(40-1i) = snew(1)
eval s2(40-i) = snew(2)
eval £1(40-1) = £(1)

eval f2(40-1) = f(2)

L]

eval fp(40-1i) = fpm(1)

end do

i



do i=2,40

eval ylaux(i) = plli(i)*ylaux(i-1)+pl2(i)*y2aux(i-1)+v1{i)+si(i)
eval y2aux(i) = pzl(i)*ylaux(i-1)+p22(i)*y2aux(i=-1)+va(i)+s2(i)
end do i

.

do 1=2,40

eval conaux (i) = f1(i)*ylaux(i-1)+f2(i)*yzaux(i-1)+fp(1)

end do i

..

set yl 1 40 = ylaux(t)

set y2 1 40 = y2aux(t)

set control 1 40 = conaux (t)

-

print 1 40 yl y2 control

graph 2

# yl 1 40

# y2 1 40

graph 1

# control 2 40

.

end
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